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Л. Ш. ЛИВШИЦ 
К ЗАДАЧЕ О ДИФФУЗИИ ЛЕГКОЙ ПРИМЕСИ В АТМОСФЕРЕ

В полуэмвирической теории турбулентной диффувии принимается, 
что объемная концентрация легких примесей от непрерыв
но действующего точечного источника производительности Q г /с е к .,  
расположенного на высоте Н в атмосфере, удовлетворяет диффе
ренциальному уравнению.

u f t s a ! (K 4 ! ) + Ц М ^ * А Л ' Ю  (1 )

Здесь U -  скорость ветра, направленного по оси ; Кх ,
Ку , К2 -  коэффициегаив 'рщрбулентности; <Г -  дею та^ункция Ди
рака .

Условие взаимодействия примеси с поверхностью земли записыва
ется в виде

К г Ц  = (2>С|, при г  = 0 . ( 2 )

(|*> =C O n& t)

Решению задачи о концентрации примеси посвящено много работ 
(с м .,например, обзор А.С.Монина "Атмосферная диффузия". Успехи 
физических наук, т . UXVIII , вып.Г, 1959 г . )  . В элих работах 
уравнение (1 ) решается при условии, что Кх , , Kz , а так®
U пропорциональны некоторым степеням высоты Ъ , что часто 

не имеет места. Кроме того, слагаемым |^.(Кх§эе) все авторы 
обычно пренебрегают, получая при этом вместо уравнения эллипти
ческого типа уравнение параболического типа.

В настоящей работе этот член уравнения сохраняется и выясняет
ся влияние этого на величину наземной концентрации примеси.

Для Kz принята модель М.Е.Швеца и М.И.Шина

Т Г  2. при £  h ,  ( 3 )
К в при 2  >  h .

Кх> К4 | М считаются постоянными; в граничном услсвии (2)при- 
нято Р = О (условие "отражения") , т .е .  считается, что поток 
частиц черёэ земную поверхность равен чулю



7<WS ' ( 4 )
После замены

J L -

V
щ - %  ;  v t = a i ^5 )

получим уравнение

,, эч. э Ч  . а Ч  . г  л , э ч .  у  в & > & > Л * - н )
' » f "  W  Н  э г " (  г  T z " ’  — W T -  <6 >

*  Я
Ищем решение уравнения (6 )  в виде

( 7 )

причем постоянную р выбираем так; чтобы исчев член уравнения 
содержащий . Тогда при р= - jp  получим уравнение.

_  и . г  . э у  , э Г  , г  (к  Ъ Ж _ \ -  т ы ю н г - н )
V  + э ?  +  э т г  +  э а " ^ э х ^ -  ~  Ж 1 Г  ( 9 >

*  %
Перейдем в уравнении (9 )  к цилиндрическим координатам и бу 

дем искать его осесимметричное решение ( т .е .  Щ -  = 0 )  . Для 
функции У  (/>>2) получим уравнение

uf Т  +  Э*5 ■’ 4 ЭТ . _Э_Г к  а У у  Q Jow fo-H ?
-  —  J  +  gps~ +  ■ j -  э р "  +  Э2 I  Э2>  -  (10 )

с граничными условиями 

о- э!Гь*1т 2 ^ g -= 0  [следует из условия (11)
и

tw m  J ( p , 2 ) s 0  (12 )

(естественное граничное условие на бесконечности).
Здесь <f(Pj*f) -  двумерная дельта-функция.
Ищем решение (10) в виде

Т ( ? , 2 ) Л л : 5 . ( л / > ) ф ( л , 2 ) с и ,  (13 )

где "Зо ~ функция Бесселя нулевого порядка.
Подставив (13) в (10), получим

j\[- -£э.4> л  i ?

^  У

В силу уравнения Бесселя

*  1 ' + - Н 1  = - ^ X  о * »
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Преобразуем правую часть (10). Известно , что JJ<f(p,*).qLf ol<P=i ,

( 3)) охватывает начало координат, следовательно, *** {& $ [£ (p ,f) fd p  = 
f d . f i >  0 , к у Д 8  *  i  

0 «

J t y f d f - A -  Об)

[здесь принято, что <f(f,4) не зависит от »р , так как мы ищем 
осесимметричное решение] .

Применим к S(f>) формулу Фурье-Бесселя [2 ]

S (р)=j л30(л/>)сЦ j/j Л
-  О О »
[воспользовались теоремой о среднем и формулой ( le f j .

Следовательно, правая часть (14) мохет быть записана в ви
де

- а ^ г г щ - =  -  .

Тогда, учитывая (15) , после сокращения яа />30 для функции 
<£(KSZ) получим уравнение

-<-£ + * ) « w  = - Ш г т М 7)

с граничными условиям».

Z — ои
b s _ a p ! . h , % ) - Q . ^

Примем для определенности, что высота излома коэффициента 
меньше высоты источника, т .е . h<  Н . Тогда уравнение (17) 

будет иметь различный вид в областях 0 ^ 2 4  Ии X > h  .
1) В области 0 4 2  уравнение (17) примет вид

Л Ф = 0 >  (20)

где обозначено

A = ~ fc  №  +  (21)

Решение уравнения (2 0 )  запишется в виде

ф ( А Д ) - С , а . ( 1 » ' / 2 > < * У . ( Ц ' / 5 ' ; ,  (2 2 )

ГД8
> 2 J l V h .  <?3>

Так как функция j 0 имеет при 2 * 0  логарифмическую осо
бенность, то для выполнения условия (18) необходимо веять Cg*0. 
Следовательно, в области 0 ^ Х^Ьрешением (17) будет
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( I -  функция Бесселя от чисто мнимого аргумента).
2 )  В области К2=Кв,и уравнение (17 ) примет вид

i f  -  J  Ф = ~  " г з г й / к  К ' ( 25)
*  и

Решение этого уравнения дает функция Грина, которая с уче
том условия (1 9 ) может быть ваписана в виде

Ф ( м )  J е'М  ( с ' е ~М  + с ‘>«Л *-> -р -  4 н >
I.ёЛ*(с3€ ЛН + с11е ‘ян) при 2 > н .  (26)

Из условия', что скачок произюдной решения при 7J =Н равен

_  ■ f t ----- :----------- .  ПОЛУЧИМ
23ГК0\/* к ^ Г  г  -  ЛИ. .

ч“  2. Л
где обозначено

^ -------• (2 7 )
2 3 Г К . \^ К а

Постоянные и Сд определяем иа условия непрерывности ре
шения и его производной при 2  = h

.  е да(с 3е-Л1' * ^ е Л ) = с , х о с в л ) .

„  -Jlh u A  128
б (-Л с3е  ■'"2,^  )sС’До (®'/ТГ)Л.

Так как нас интересует решение лишь в приземной полосе, мы
о>е-л<н-*>

из системы \ 28 ) определяем лишь Cj = (g VTTj-t- J 1 (gVlT) J1
и для решения уравнения ( l ? )  в этой полосе получим формулу

Ф (Л’2 ) - j|[l0(S\ThbI.I(8Vh)J >
Подставляя (29) в (13) и испольэуя (7 ) и (5 ) , получим вы

ражение для концентрации примеси в полосе 0£ Д £ h

и х  „ ________ _л (н-h) .—

О

где л  , г  и со определяются по ( 2 l ) ,(2 3 )  и (2 7 ).
При 2 = 0  получим формулу для концентрации на поверхности

эемли h )

< ^ (а у *о > со е т а / А  Л 31-1 .

* ( М > с , 1 в с в ^ )  , ( 2 4 )
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Величина S  достаточно велика (например, при
U = 5 м /се к,, к .  = 10 i r /с е к . ,  Кх = 60 м ^/сек., h « 80 м,

Л *  0 ftVh>»6 и возрастает при возрастании А ) , что позво
ляет воспользоваться асимптотическими формулами для функций Бес
селя -к

] » '  е

Известно также [V | , что
V W x

(х) V" &зс
JT

(32 )

(3 3 )

{вдесь СКрС^- функция Макдональда}.
Преобразуя дробь, стоящую под знаком интеграла в (.31), поль

зуясь (32) и (33) и учитывая, что 6 \Л Г  = 2Л Ь ,  получим

л ( е V h > I_ ,(6 V h ) j=  • (34J

Интеграл'в (31) примет вид

V2.h(H+h) + с*Л(з5)
и берется в конечном виде.

Согласно [з ]  имеем

-т / Г «4, \ / ш ^ Т
sA-l U \^ x  V Ке- и. Кх. Кч _

( 3 6 )

Подставив (36 ) в (31) и воспользовавшись (3 3 )  , носле неслож
ных преобразований получим расчетную формулу для величины назем
ной концентрации примеси _____ ■ _____ ____ _

^ ,0) = 2 К  0\ 1 Ы Ц  C LV x^j- {

Полагая у. *  0, получим расчетнув формулу для концентрации 
на наземной оси источника

. г т л г г ;
q ( x o  o V  Q VUh(H .*h) е  __________ _
^  2 к \ [ г щ

. ( 3 8 )
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£
Перейдем к  выявлению влияния члена уравнения ft ^ -§ г  на 

величину концентрации примеси. х  Эаг
Устремляя в формулах (3?) и (38 ) Кх  к  нулю, получим формулы 

для расчета концентрации при условии, что К х  опущен:

_  U (н Ч- h)X

а(зс,0,°)^ (х,0,о) -  jWu(Н̂ ЮЬ__ -е -  Цхк° . .(40)
т  « i r 0 2,K0\ JZ JK ^  зс-Ух • '

В области, где

f  H i-h  f  > Кас s  i
ЭСЛ +  V X  J к 0 <  1 > (41)

получим, разрагая подкоренные выражения в (3?) в ряды и деля 
(3 7 ) на (3 9 ), ■

и х  Г М к» ( Н*ЬЛ йЛ  
Я Д х , ц , о )  K , H x J  kJ

^ х , ч , о )  -  ! ♦ * [ £ *

Из формулы (42 ) следует, что, опуская в уравнении даффуэии 
член К*э З З  ’ ш  получаем заниженное значение концентрации 
примеси на поверхности земли, причем относительная погрешность 
возрастает с возрастанием у  [в  пределах, допустимых услови
ем (41 )1 и может достигать при фиксированномгс величины по- 

_и х

рядка е 16к*  . Для наземной оси источника получим

^  (ас, о, <7, ) е
9 ( х , о , ° )  1 +  - 4 -  ( И ^ - f  - | f

Иа формулы (4 3 }  следует, что погрешность на нааемной оси 
источника уменьшается, при возрастании X . .

Результаты расчета , произведенного при Н = 100 м;
К  = 80 м; U -  5 м/ р е к . ;  20 м2/с е к .  и К0= 10 м /с е к . ,
приведены в табл.1. 4

Таким образом, относительное влияние члена ,  на вели
чину концентрации велико лишь на больших расстояниях от назем
ной оси источника и на небольшом участке самой наземной оси.
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Таблиц1". 1

X 400 600 800 1000 1500 2000

%

2,25 1,20 1,13 1,07 1,02 1,00

Однако, учитывая, что величина концентрации на этих участках 
земной поверхности очень мала, мы приходим к выводу, что для уп
рощения решения уравнения диффузии член уравнения k■X оХ*
может быть опущен.

Л и т е р а т у р а

] .  Н о н и н  А.С. Атмосферная диффузия. "Успехи физичес
ких наук", т .  ЬХУШ , вып.1, 1959.

2 . С м и р н о в  В.И. Курс высшей математики, т.Ш, ч.П, ГТТИ,
М .-Л ., 1951.

3 . Р ы ж и к  И.М. и Г р а д ш ' г е й н  й.С. Таблицы интегра
лов, сумм, рядов и произведений. ГТТИ, 
М .-Л ., 1951.


