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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 Настоящее учебное пособие написано на основе многолетнего 

опыта чтения лекций и ведения практических занятий по математике 

в РГГМУ. Оно предназначено как для студентов, так и для препода-

вателей, особенно молодых, начинающих вести практические заня-

тия. 

 Пособие не является сборником задач в обычном смысле слова. 

Как явствует из его структуры, оно преследует цель помочь активно-

му и неформальному усвоению студентами изучаемого предмета. 

При составлении пособия имелось в виду, что им будут пользоваться 

студенты заочного факультета. В связи с этим материал каждой темы 

разбит, как правило, на четыре пункта. 

 В разделе – «Опорный конспект (основные теоретические сведе-

ния)» – приводятся основные теоретические сведения и формулы (ра-

зумеется, без доказательства). Иногда после формулировки определе-

ния или теоремы даются поясняющие примеры или некоторые ком-

ментарии, чтобы облегчить студентам восприятие новых понятий. 

Там, где это, возможно, дается геометрическая и физическая интер-

претация математических понятий. 

В разделе – «Опорный конспект» – вводятся и разъясняются все 

базисные понятия и методы. Даются иллюстрирующие примеры, во-

просы для самопроверки, решаются типовые задачи. Материал рас-

полагается в той же последовательности, что и на лекциях, но без до-

казательств. Даются только определения, формулировки и пояснения 

теорем, их физическая и геометрическая интерпретация, чертежи, 

выводы, правила. Второстепенные вопросы опущены. 

 В разделе «Вопросы для самопроверки» – содержатся вопросы по 

теории и простые задачи, решение которых не связано с большими 

вычислениями, но которые хорошо иллюстрируют, то или иное тео-

ретическое положение. Назначение этого пункта – помочь студенту в 

самостоятельной работе над теоретическим материалом, дать ему 

возможность самому проконтролировать усвоение основных поня-

тий. Многие контрольные вопросы направлены на раскрытие этой су-

ти. Из этого раздела преподаватель может черпать вопросы для про-

верки готовности студентов к практическому занятию по той или 

иной теме. 
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 В разделе «Примеры решения задач» – разобраны типичные при-

меры, демонстрирующие применение на практике результатов тео-

рии. При этом большое внимание уделяется обсуждению не только 

«технических приемов», но и различным «тонким местам», например, 

условиям применимости той или иной теоремы или формулы. 

 Назначение раздела «Задачи и упражнения для самостоятельной 

работы» – определено его названием. При подборе упражнений были 

использованы различные источники, в том числе широко известные 

задачники. В конце задачи дается ответ и указание. 

 Начало и конец доказательства теоремы и решений задач отме-

чаются соответственно знаками ▲ и ▼. 

В пособии приведен перечень знаний, умений и навыков, кото-

рыми должен владеть студент; указана используемая литература. 

 Автор надеется, что данное пособие поможет студентам в овла-

дении методами линейной алгебры, в их самостоятельной работе над 

предметом. Он также выражает надежду, что пособие будет полез-

ным для преподавателей в работе со студентами, и с благодарностью 

воспримет все критические замечания и пожелания, направленные на 

улучшение его содержания. 
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Опорный конспект 

1.Введение в аналитическую геометрию 

1.1. Простейшие задачи аналитической геометрии 

Введение прямоугольной системы координат на плоскости (в 

пространстве) позволяет установить 

взаимно однозначное соответствие 

между множеством всех точек плоскости (пространства) и 

множеством упорядоченных пар (троек) 

вещественных чисел );( yx  или );;( zyx , 

что дает возможность при решении геометрических задач применять 

алгебраические методы. 

Итак, система координат – способ определения положения точек 

на плоскости (в пространстве). 

  y              Y        );( rM  

      );( yxM         );( YXM        r  

       y       Y          

   O   x   x      O  X       X      O      p  

 Прямоугольная система  Косоугольная система    Полярная система 

                    координат 

Расстояние между двумя точками на координатной оси 

Пусть )( AxA  и )( BxB  − две точки координатной оси. Тогда рас-

стояние d  между ними вычисляется по формуле 

AB xxBAdd  );( .     (1.1) 

Расстояние между двумя точками на плоскости 

Если на плоскости задана, прямоугольная декартова система коорди-

нат Oxy , то расстояние d  между любыми двумя точками );( AA yxA  

и );( BB yxB  вычисляется по следующей формуле 

22 )()();( ABAB yyxxBAdd  .   (1.2) 
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Расстояние между двумя точками в пространстве 

Выберем в пространстве прямоугольную декартову систему ко-

ординат Oxyz  с базисом };;{ kji . Пусть даны две точки );;( BAA zyxA  

и );;( BBB zyxB . Соотношение 

222 )()()();( ABABA zzyyxxBAdd  BAB . (1.3) 

есть формула для нахождения расстояния между двумя точками про-

странства, заданными своими координатами. 

Расстояние между двумя точками 

в полярной системе координат 

В полярной системе координат расстояние между точка-

ми );( AArA   и );( BBrB   определяется по формуле 

)cos(222

ABBABA rrrrAB   .   (1.4) 

Деление отрезка в данном отношении 

Пусть в прямоугольной системе координат Oxyz даны две раз-

личные точки, );;( AAA zyxA  и );;( BBB zyxB  (точка A  считается пер-

вой, точка B  – второй). Проведём через данные точки прямую, за-

фиксируем на ней положительное направление (т.е. сделаем её 

осью). Пусть C  – любая, принадлежащая этой прямой точка, отлич-

ная от точки B . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Отношением, в котором точка C  делит на-

правленный отрезок AB, ограниченный точками A  и B , называ-

ется число 

CB

AC
 , 

где AC , CB  – величины направленных отрезков AC, CB указан-

ной оси. 

Координаты точки C , делящей отрезок ][AB  в отноше-

нии 1 , через координаты концов отрезка выражаются по 

формулам. 




























1
;

1
;

1

BABABA zz
z

yy
y

xx
x .   (1.5) 
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В частности, если точка C  совпадает с серединой ][AB , то 1 ; 

тогда равенства (1.5) примут вид: 

2
;

2
;

2
BABABA zz

z
yy

y
xx

x








 ,   (1.6) 

т.е. 

координаты середины отрезка равны 

полусуммам координат концов этого отрезка. 

Для плоскости в прямоугольной системе координат Oxy  при тех 

же обозначениях формулы (1.5) и (1.6) примут соответственно вид: 



















1
;

1
BABA yy

y
xx

x  и 
2

;
2

BABA yy
y

xx
x





 . 

Площадь треугольника 

Проще всего площадь треугольника с вершинами );( AA yxA , 

);(),;( CCBB yxCyxB  вычислять по формуле 

1

1

1

2

1

CC

BB

AA

yx

yx

yx

S  . 

Знак   ставится потому, что площадь треугольника всегда положи-

тельна, а определитель может иметь любой знак 



















1

1

1

где,
2

1
или,

2

1

CC

BB

AA

yx

yx

yx

SS . 

Если три точки );(),;(),;( CCBBAA yxCyxByxA  лежат на одной 

прямой линии, то 0

1

1

1

,0 

CC

BB

AA

ABC

yx

yx

yx

S . 
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xxy 22   

xy 2
1  

Геометрический смысл неравенств 

Метод координат устанавливает соответствие между частями 

плоскости Oxy и неравенствами или системами неравенств. 

Если дана область на чертеже и нужно составить соответствую-

щую ей систему неравенств, то нужно: 

1. Записать уравнения границ и посмотреть по условиям задачи, 

какая из границ входит в данную область G. 

2. Записать систему неравенств, соответствующую этой области: 

xxyxxy 2,2 2  . 

     y           y  

 

         

            G              G   

      O       x      O   x  
 

 

 

Если дана система неравенств 122  yx  и 2xy  , то нужно: 

1. Построить сначала границы 222 ,1 xyyx  . 

2. Заштриховать область G и отметить пунктирной линией грани-

цы, не входящие в область. 

1.2. Полярная система координат 

Построение точек в полярной системе координат 

Положение точек в полярной системе координат определяется 

полярным углом   и полярным радиусом r . Условимся считать, что 

 20   и  r0 . 

При построении точек в полярной системе координат надо 

 Сначала построить луч под углом   к оси Op . 

 Затем на луче отложить полярный радиус r . 
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Построение линий в полярной системе координат 

Линия )(fr   в полярной системе координат строится по точ-

кам с учётом свойств функции )(f  и условия 0r . Полезно пом-

нить на память наиболее часто встречающиеся линии в полярной сис-

теме координат. 

1. Кардиоида 

Уравнение линии )cos1(  ar . 

 

 

 

 
 O            p            O         p  

 

 

 

   )cos1(  ar        )cos1(  ar  

2. Розы 

Уравнение линии  karkar cos;sin  . 

Если 12  nk , то число лепестков k. 

Если nk 2 , то число лепестков 2 k. 

 

 

 

   
  p         O          p  

 

 

  2cosar        3sinar   

3. Лемниската Бернулли 

Уравнение линии 2cos22 ar  . 

                a        p  

         O  



 10 

4. Спираль Архимеда 

Уравнение линии ar  . 

 

 
            p             p  

 

 

0a          0a  

5. Окружности 

Уравнения линий  sin;cos arar  . 

 

    
       a        O     a    p  

 
        O       p  

sinar         cosar   

При построении линии в полярной системе координат необходи-

мо выполнить следующие действия. 

1. Найти область определения линии из условия 0r . 

2. Составить таблицу 

φ 0 6  4   3   2   32   … π 

r         

3. Найти minmax , rr . 

4. Сделать чертёж, опираясь на таблицу. 

Переход от одной системы координат к другой 

Если совместить прямоугольную и полярную системы координат 

так, как это сделано на чертеже, то 
            y   M  

            y  

       O  
x


      

p

x
  

ной.прямоугольккоординат

системыполярнойотпереходаформулы

sin

cos














ry

rx
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полярной.ккоординат

системынойпрямоугольотпереходаформулы

arctg

22












x

y

yxr


 

 Чтобы от одной системы координат перейти к другой, надо ис-

пользовать формулы перехода. 

Расстояние между двумя точками 

в полярной системе координат 

В полярной системе координат расстояние между точка-

ми );( AArA   и );( BBrB   определяется по формуле 

)cos(222

ABBABA rrrrAB   .   (1.7) 

1.3. Уравнение линии на плоскости 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Уравнением линии   (в заданной системе коор-

динат) называется уравнение вида 

                                       0);( yxF       (1.8) 

такое, что: 

1) координаты yx,  любой точки M, принадлежащей линии  , 

удовлетворяют этому уравнению, и не удовлетворяют координаты 

никакой точки, не лежащей на этой линии; 

2) любые два числа yx и , удовлетворяющие уравнению (1.8), оп-

ределяют точку, которая принадлежит линии  .  

Координаты yx и  (или иr ), входящие в уравнение линии, на-

зываются текущими координатами. 

Принято говорить, что уравнение 0);( yxF  (или 0);( rF ) 

определяет (или задает) линию   на плоскости. 

Уравнение линии   не обязательно брать в виде (2.1). Его можно, 

например, иногда разрешить относительно переменной y  (выра-

зить y  через переменную x ), т.е. привести к виду 

)(xfy  .      (1.9) 

Из определения видно, что линия вполне характеризуется своим 

уравнением, и именно линия, определяемая уравнением (1.8), – есть 

множество всех точек плоскости, координаты которых удовлетво-

ряют этому уравнению. Короче, 

 0);();(  yxFyxM . 
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Таким образом, 

линии могут быть определены двумя способами: 

 геометрическим свойством; 

 уравнением. 

В зависимости от способа задания линии в аналитической гео-

метрии возникают задачи двух видов. 

1. Линия задана геометрически. Требуется найти её уравнение. 

2. Линия задана своим уравнением. Требуется изучить её гео-

метрические свойства. 

Практически приходится решать обе задачи: сначала по какому-

то одному свойству линии находить её уравнение, а затем с помо-

щью этого уравнения изучать другие свойства этой линии. 

Вычерчивать линию иногда удобнее исходя из геометрического 

свойства, а иногда – из уравнения. 

Нахождение уравнения линии 

Уравнение линии, заданной некоторым свойством, можно полу-

чить, придерживаясь следующей схемы. 

1. Уравнение линии   предполагает, прежде всего, выбор опреде-

ленной системы координат. 

После выбора системы надо найти (или обозначить) координаты 

точек, играющих основную роль в задании линии. 

2. Исходя из геометрических свойств, определяющих линию, ищем 

условия, связывающие координаты yx,  текущей точки линии. 

3. При необходимости упрощаем полученное уравнение (освобож-

даемся от радикалов и т.д.). При этом надо следить, чтобы полу-

чающиеся новые уравнения были равносильны исходному уравне-

нию. 

Из определения уравнения линии следует решение простой задачи: 

выяснить, лежит ли данная точка на заданной линии. 

 Если при подстановке координат точки в уравнение линии 

получается верное числовое равенство (тождество), то 

точка лежит на данной линии; 

 если же тождество не получается, то точка линии не при-

надлежит. 
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Пересечение линий 

Рассмотрим две линии, определяемые уравнениями 

0);(1 yxF ,      (1.10) 

0);(2 yxF .      (1.11) 

Требуется найти точку пересечения этих линий. 

Точка пересечения данных линий принадлежит первой и второй 

линии, поэтому её координаты удовлетворяют как первому, так и вто-

рому уравнению, т.е. удовлетворяют системе уравнений. 









.0);(

,0);(

12

1

yxF

yxF
      (1.12) 

Обратно, если координаты
00 , yx  некоторой точки удовлетворяют 

системе (1.12), то точка );( 000 yxM  лежит на линии (1.10) и на линии 

(1.11), т.е. является точкой их пересечения. 

Следовательно, чтобы найти точки пересечения линий, необ-

ходимо решить систему их уравнений. Число решений равно числу 

точек пересечения. Если система (1.12) вещественных решений не 

имеет, линии (1.10) и (1.11) не пересекаются. 

Алгебраическая линия, её порядок 

Пусть некоторая линия относительно декартовой системы коор-

динат Oxy  определяется уравнением 

0);( yxF .      (1.8) 

Классификация линий в аналитической геометрии производится 

по характеру функции );( yxF . Если );( yxF  есть многочлен ой-n  

степени относительно переменных yx и , то линия называется алгеб-

раической линией гоn -  порядка. 

Порядком алгебраической линии называется показатель степе-

ни n  многочлена. 
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2. Прямая и плоскость  

(геометрические образы первого порядка) 

2.1. Прямая на плоскости и ее уравнения 

Векторная форма уравнения прямой 

Прямая   вполне определяется заданием одной из её то-

чек 0M  и произвольного ненулевого вектора a, которому прямая 

линия коллинеарна (рис. 2.1). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Направляющим вектором прямой называется 

любой вектор, лежащий на прямой или коллинеарный ей. 

Уравнение прямой, проходящей через точку
0M  и имеющей 

направляющий вектор a. 

tarr  0
.      (2.1) 

Если O , то or 0  и уравнение (2.1) примет вид 

tar  . 

       a                     n            

      M                 M  

          r                         r  
    0M              0M  

   0r                       0r     

   O            O  
Рис. 2.1      Рис. 2.2 

Уравнение прямой на плоскости, проходящей 

через данную точку перпендикулярно данному вектору 

Прямая   вполне определяется также заданием одной из её то-

чек 0M  и произвольного ненулевого вектора n , которому прямая 

перпендикулярна (рис. 2.2). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Всякий ненулевой вектор (не обязательно еди-

ничный), перпендикулярный к данной прямой  , называется нор-

мальным вектором этой прямой. 
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Уравнение прямой, проходящей через точку
0M  перпендикуляр-

но данному вектору n 

0 Crn .      (2.2) 

где
0- rnC . 

Если O , то or 0
 и уравнение (2.2) принимает вид 

0rn .      (2.3) 

Уравнения (2.1) – (2.3) являются уравнениями прямой на плоско-

сти в векторной форме. 

Общее уравнение прямой 

Основная теорема. В декартовой прямоугольной системе коорди-

нат Oxy  на плоскости любая прямая может быть задана уравне-

нием первой степени относительно x  и y : 

0 CByAx ,      (2.4) 

где CBA ,,  – некоторое вещественные числа, причем 022  BA , и 

обратно, всякое уравнение вида (2.4) определяет прямую. 

 Вектор };{ BAn  перпендикулярен прямой (2.4) и называется 

нормальным вектором прямой. Уравнение (2.4) называется общим 

уравнением прямой. 

 Если 0B , то уравнение (2.4) можно разрешить относительно 

y   и представить в виде 

)tg(  kbxky .     (2.5) 

Последнее уравнение называется уравнением прямой с угловым ко-

эффициентом k . Угол  , отсчитываемый от положительного на-

правления оси Ox  до прямой против хода часовой стрелки, называ-

ется углом наклона прямой, число b  определяет величину отрезка, 

отсекаемого прямой на оси Oy  (рис. 2.3). 

Если constb  , а   – переменно 

  223,232,20  , 

то прямая вращается вокруг точки );0( bB . 

Если const , а b  меняется )-(  b , то прямая перемеща-

ется параллельно самой себе, сохраняя постоянный угол наклона. 
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 y    n  

 

             b  
                   

                  

                O      x  
        Рис. 2.3 

Существуют и другие виды уравнений прямой на плоскости. 

Уравнение прямой, проходящей через точку );( 000 yxM  

в данном направлении  

)( 00 xxkyy  .     (2.6) 

Параметрические уравнения 









,

,

0

0

tayy

taxx

y

x
      (2.7) 

где };{ yx aaa  – направляющий вектор прямой, а точка );( 000 yxM  

лежит на прямой. 

Каноническое уравнение прямой (рис. 2.4) 

yx a

yy

a

xx 00 



.      (2.8) 

  
   y                    y     

       a     ya   0M           B  

   xa        b   

     

   O            x      O    a      A    x  
    Рис. 2.4       Рис. 2.5 

Уравнение прямой в «отрезках» (рис.2.5) 

1
b

y

a

x
.      (2.9) 

Здесь a, b – отрезки, отсекаемые прямой линией на осях OyOx,  
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соответственно. 

Если consta  , b  – меняется )-(  b , то прямая вращается 

вокруг точки )0;(aA . 

Если constb  , a  – меняется )-(  a , то прямая вращается 

вокруг точки );0( bB . 

Нормальное уравнение прямой 

0sincos  pyx  ,     (2.10) 

где   – угол наклона нормали прямой, p  – расстояние от начала ко-

ординат до прямой (рис. 2.6). 

Если constp  ,   – переменно )20(   , то прямая скользит 

по окружности радиуса p  с центром в начале координат. 

Если const , p  – переменно )0(  p , то прямая перемеща-

ется параллельно самой себе. 

      y  

        
         
          p  

      0
n         

      O         x  
Рис. 2.6 

Пучок прямых линий 

Если задана точка );( 000 yxM  и направление прямой )tg( k , то 

уравнение 

)( 00 xxkyy       (2.6) 

– уравнение прямой, проходящей через данную точку в данном на-

правлении. 

Если же k  не задано (произвольно), то это же уравнение – урав-

нение пучка прямых. 

Если две прямые заданы уравнениями 

0,0 222111  CyBxACyBxA , 

то уравнение пучка прямых, проходящих через их общую точку, име-

ет вид 

0)0( 222111  CyBxACyBxA  . 
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Уравнение прямой, проходящей через две данные точки 

Если даны две точки );(),;( BBAA yxByxA , то уравнение прямой, 

проходящей через эти точки, запишется в виде: 

AB

A

AB

A

xx

xx

yy

yy









 или 0

1

1

1



BB

AA

yx

yx

yx

.   (2.11) 

Последнее уравнение более удобно. 

Точка пересечения прямых 

Если даны две прямые 0,0 222111  CyBxACyBxA , то ко-

ординаты точки пересечения находят как решение системы 









.0

,0

222

111

CyBxA

CyBxA
 

 Угол между прямыми 

1. Если прямые заданы общими уравнениями 

0111  CyBxA  и 0222  CyBxA , 

то угол   между ними находится из формулы 

2

2

2

2

2

1

2

1

2121

21

21

nn

nn
cos

BABA

BBAA









 .   (2.12) 

Условие перпендикулярности этих прямых имеет вид 

02121  BBAA ,     (2.13) 

а условие их параллельности 

2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 .     (2.14) 

2. Если прямые заданы уравнениями вида (2.5) 

111 bxky   и
222 bxky  , 

 то угол   между ними находится по формуле 

21

12

1
tg

kk

kk




 .     (2.15) 
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Для того чтобы прямые были параллельны, необходимо, чтобы вы-

полнялось равенство 

21 kk  ,       (2.16) 

а для их перпендикулярности необходимо и достаточно, чтобы 

121 kk .      (2.17) 

Расстояние от точки до прямой 

Чтобы найти расстояние d  от точки );( 000 yxM  до прямой 

0 CByAx , 

нужно общее уравнение прямой привести к нормальному виду и в не-

го вместо текущих координат подставить координаты точ-

ки );( 000 yxM : 

22

00

BA

CyBxA
d




 .     (2.18) 

Если справа убрать модуль, то получится отклонение точ-

ки );( 000 yxM  от данной прямой. 

Замечание. Чтобы определить расстояние между параллельными 

прямыми, достаточно на одной из них выбрать произвольную 

точку и найти расстояние от этой точки до другой прямой. 

Чтобы выбрать точку на прямой можно положить 00 x  (или 

любому другому значению), тогда из данного уравнения най-

дем 0y . 

Уравнение биссектрис 

Биссектрисы – прямые, одинаково удалённые от сторон угла. Ес-

ли уравнения сторон заданы 

0,0 222111  CyBxACyBxA , 

то уравнение биссектрис 

2

2

2

2

222

2

1

2

1

111

BA

CyBxA

BA

CyBxA









.    (2.19) 
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2.2. Плоскость в пространстве 

Векторная форма уравнения плоскости 

Плоскость в пространстве можно задать различными способами: 

тремя точками, точкой и вектором, перпендикулярным плоскости, и 

т.п. В зависимости от этого рассматривают различные виды её урав-

нения. 

Пусть в пространстве заданы: произвольная плоскость Π, два 

вектора a и b, коллинеарных плоскости )но,,( b||abCDaAB Π , и 

точка ΠzyxM );;( 0000
 (рис. 2.7). Тогда уравнение плоскости 

barr 210   .     (2.20) 

        B            
          A       C       D             n  
 

           Π          Π   

         M             M  
      0M            0M   

 

       k          k   
       
         i     O      j          i     O      j  

Рис. 2.7       Рис. 2.8 

Пусть заданы: произвольная плоскость Π, точка ΠM )( 00 r , век-

тор n , перпендикулярный плоскости Π (рис. 2.8). Тогда векторное урав-

нение плоскости 

0)( 0  nrr .     (2.21) 

Обозначив Dnr0- , получим 

0 Dnr .      (2.22) 
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Общее уравнение плоскости 

Основная теорема. В декартовых прямоугольных координатах 

уравнение плоскости приводится к виду 

0 DzCyBxA ,     (2.23) 

где DCBA ,,,  заданные числа, причем 0222  CBA , 

и обратно, уравнение (2.23) всегда является уравнением некоторой 

плоскости. 

Уравнение (2.23) называется общим уравнением плоскости. Ко-

эффициенты CBA ,,  являются координатами вектора n , перпендику-

лярного к плоскости, заданной уравнением (2.23). Он называется 

нормальным вектором этой плоскости и определяет ориентацию 

плоскости в пространстве относительно системы координат. 

Частные случаи общего уравнения 

 0а) CzByAx  плоскость проходит через точку 0)0;(0;O . 

Замечание. Если плоскость параллельна оси координат, то 

соответствующая координата в уравнении плоскости от-

сутствует. 

енно.соответств,,

осиыепараллельнплоскости,

0

,0

,0

б)
OxOyOz

DCzBy

DCzAx

DByAx







  

Замечание. Если плоскость параллельна координатной плос-

кости, то в её уравнении отсутствуют координаты, встре-

чающиеся в названии координатной плоскости. 

в) 
енно.соответств,,плоскостям

ымкоординатныепараллельнплоскости,

0

,0

,0

OxyOxzOyz
DCz

DBy

DAx







  

г) 

.плоскости уравнение

,плоскости уравнение

,плоскости уравнение

0

0

0

Oxy

Oxz

Oyz

z

y

x






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Уравнение плоскости по точке и нормальному вектору 

Если плоскость проходит через точку );;( 0000 zyxM  и перпенди-

кулярна к вектору };;{ CBAn , то её уравнение можно записать в 

виде 

0)( 0  rrn  или 0)()()( 000  zzCyyBxxA .  (2.24) 

Уравнение плоскости в «отрезках» 

Если плоскость пересекает оси координат OzOyOx ,,  в точ-

ках );0;0(),0;;0(),0;0;( 321 cMbMaM  соответственно, то её уравнение 

можно записать в виде 

1
c

z

b

y

a

x
,     (2.25) 

где 0;0;0  cba . 

Уравнение плоскости по трем точкам 

Если плоскость проходит через точки )3,2,1();;( izyxM iiii
, не 

лежащие на одной прямой, то её уравнение можно записать в виде 

0

131313

121212

111









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

.    (2.26) 

Если раскрыть данный определитель по элементам первой строки, то 

придём к уравнению вида (2.24). 

Нормальное уравнение плоскости 

00  prn  или 0coscoscos  pzyx  ,  (2.27) 

где 
n

n
n

0  орт нормали; 

 cos,cos,cos  направляющие косинусы. 

Замечание. В задачах выгодно использовать то из уравнений 

плоскости, какое соответствует условиям. 

Удобно пользоваться векторной записью уравнений плоскости – 

это коротко и ясно! 
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2.3. Прямая в пространстве 

Различные виды уравнение прямой в пространстве 

Общие уравнения прямой линии 









,0

,0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
 

если система совместна и определена. 

Канонические уравнения прямой 

zyx a

zz

a

yy

a

xx 000 






, 

где точка );;( 0000 zyxM  принадлежит прямой, );;( zyx aaaa  – направ-

ляющий вектор. 

Векторно-параметрические уравнения прямой 

tarr  0 , 

 где r – радиус-вектор произвольной точки прямой, 

 
0r  – радиус-вектор заданной точки прямой, 

 a – направляющий вектор, t –параметр. 

Переход от общих уравнений прямой 

к каноническим уравнениям 

 Для перехода от уравнений 









0

,0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
 

к уравнениям каноническим или векторно-параметрическим надо 

 найти точку );;( 0000 zyxM , принадлежащую прямой и 

 направляющий вектор );;( zyx aaaa  из данных уравнений. 

Определение точки 0M , принадлежащей прямой 

В данной системе положим одну из координат равной нулю. 

Пусть 00 z , тогда остаётся система двух уравнений с двумя неиз-

вестными 
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







,0

,0

222

111

DyBxA

DyBxA
 

из которой и определяются две другие координаты
00 yx , . 

)0;;( 000 yxM . 

Определение направляющего вектора );;( zyx aaaa  

 За направляющий вектор a  можно принять любой вектор колли-

неарный прямой, таким вектором будет векторное произведение нор-

мальных векторов данных плоскостей 

);;( 1111 CBAn  и );;( 2222 CBAn . 

21 nna  . 

 
2.4. Угол между прямой и плоскостью 

Рассмотрим прямую tarr  0:  и плоскость 0:  DΠ nr . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Углом между прямой и плоскостью называ-

ется наименьший из углов, образованных прямой с её проекцией на 

плоскость. 

Обозначение );( Π


  . 

Пусть в некоторой прямоугольной декартовой системе координат 

прямая   задана уравнениями 

zyx a

zz

a

yy

a

xx 000 






, 

а плоскость Π : 

0 DCzByAx . 

Тогда 

222222
sin

zyx

zyx

aaaCBA

CaBaAa




 . 
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Условия параллельности и перпендикулярности 

прямой и плоскости 

Если прямая   и плоскость Π  параллельны, то это значит, что 

направляющий вектор прямой и нормальный вектор плоскости вза-

имно перпендикулярны; следовательно, 

0an  

или 

0 zyx CaBaAa . 

Это условие параллельности прямой и плоскости. 

Если прямая   и плоскость Π  взаимно перпендикулярны, то на-

правляющий вектор прямой и нормальный вектор плоскости парал-

лельны; следовательно,  

an λ  

и 

zyx

zyx
a

C

a

B

a

A
aCaBaA   ;; . 

Это условие перпендикулярности прямой и плоскости. 

 
3. Геометрические образы второго порядка 

(Кривые и поверхности второго порядка) 

3.1. Линии второго порядка 

Линией (кривой) второго порядка называется множество M  то-

чек плоскости, декартовые координаты x  и y , которых удовлетворя-

ют алгебраическому уравнению второй степени 

0222 21

2

2212

2

11  cybxbyaxyaxa ,   (3.1) 

где cbbaaa ,,,,, 21221211
 – постоянные вещественные числа. Уравнение 

(3.1) называется общим уравнением линии второго порядка. 

Рассмотрим частные случаи уравнения (3.1) (наиболее важные из 

них), имеющие к тому же простейшие (канонические) уравнения. 
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3.2. Окружность и её уравнение 

Определение. Окружностью называется множество точек, нахо-

дящихся от данной точки, называемой центром, на данном рас-

стоянии.  

Сжатая запись: }|CM|{];[ RMRCK  . 

Уравнение окружности в векторной форме 

R 1rr .      (3.2) 

Нормальное уравнение окружности – уравнение 

22

0

2

0 )()( Ryyxx  ,     (3.3) 

где точка );( 00 yxC  центр, а R – радиус окружности. 

  Общее уравнение окружности 

022 21

2

22

2

11  cybxbyaxa .    (3.4) 

Признаком общего уравнения окружности является: 

1) равенство коэффициентов перед выражениями 2x  и 2y  

)( 2211 aa  , 

2) отсутствие члена с произведением yx  и 

3) возможность найти R после приведения общего уравнения к ка-

ноническому виду. 

Чтобы привести общее уравнение к каноническому виду, нужно 

из членов, содержащих x  и y , выделить полный квадрат. 

Если центр окружности лежит в начале координат, то это озна-

чает, что 0,0 11  yx , поэтому уравнение (2.3) принимает вид 

222 Ryx  .      (3.5) 

Этот вид уравнения окружности называется каноническим 

(простейшим). 
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3.3. Эллипс и его простейшее уравнение. 

Определение. Эллипсом называется множество точек плоско-

сти, для которых сумма расстояний от двух данных точек есть ве-

личина постоянная (большая расстояния между данными точками). 

Сжатая запись: }2||||{ 21 aMFMFM  . 

Две данные точки называются фокусами эллипса. 

Уравнение эллипса в векторной форме 

a221  rrrr .     (3.6) 

 Каноническое уравнение эллипса –  

1
2

2

2

2


b

y

a

x
.      (3.7) 

Параметры: a  – большая полуось, b  – малая полуось, c  – поло-

вина фокусного расстояния. 
222 cba   – основное соотношение между параметрами cba ,, . 

1
a

c
  – эксцентриситет. 

xar 21,
 – расстояния до фокусов точки с абсциссой x . 

        y  

            )0;(b  

 

          c  
        )0;-( a   

2F  O   
1F  )0;(a     x  

 

            )0;-( b  

Рис. 3.1 

Замечание. Уравнение вида 

1
)()(

2

0

2

2

0 





b

yy

a

xx
 

определяет эллипс, который параллельно смещен относительно 

системы координат Oxy  таким образом, что центр эллипса на-

ходится в точке );( 00 yxC . 

 



 28 

3.4. Гипербола и её простейшее уравнение 

Определение. Гиперболой называется множество точек плоско-

сти, для которых разность расстояний от двух данных точек плос-

кости по модулю есть величина постоянная (меньшая расстояния 

между данными точками). 

Сжатая запись:  aMFMFM 2|||| 21  . 

Две данные точки называются фокусами гиперболы. 

Уравнение гиперболы в векторной форме 

a221  rrrr .     (3.8) 

Каноническое уравнение гиперболы  

1
2

2

2

2


b

y

a

x
.      (3.9) 

Параметры: a  – вещественная (действительная) полуось, b  – мнимая 

полуось, c  – половина фокусного расстояния. 
222 bac   – основное соотношение между параметрами cba ,, . 

1
a

c
  – эксцентриситет. 

xar 21,  – фокальные радиусы. 

x
a

b
y    – асимптоты. 

           y           xy
a
b  

             

               b  
 

        
2F  a-      O     a    

1F     x  

             b-  
            xy

a
b  

       Рис. 3.2 

Если ba  , то гипербола
222 ayx   называется равносторонней. 

Гиперболы 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 и 1

2

2

2

2


a

x

b

y
 называются сопряженными. 
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Замечание. Уравнение вида 

1
)()(

2

2

0

2

2

0 





b

yy

a

xx
 

определяет гиперболу, которая параллельно смещена относи-

тельно системы координат Oxy  таким образом, что центр гипер-

болы находится в точке );( 00 yxC . 

 
3.5. Парабола и ее простейшее уравнение. 

Определение. Парабола есть множество точек плоскости, равно-

удаленных от данной прямой и данной точки, не лежащей на этой 

прямой.  

Сжатая запись:  );(|| MdMFM  . 

Данная точка называется фокусом, а данная прямая – дирек-

трисой параболы, при условии, что данная точка не принадлежит 

данной прямой. 

Уравнение искомого множества точек в векторном виде: 

errrr  )( 11 p .     (3.10) 

Парабола с вершиной в начале координат, симметричная относи-

тельно оси Ox , имеет следующее каноническое уравнение 

xpy 22  .     (3.11) 

          y  

           N        M  
 

 
          O    0;2

pF    x  

   

       D  
Рис. 3.3 

Точка  0;2pF  называется фокусом, а прямая D , задаваемая 

уравнением 2- px  , – директрисой параболы. Для любой точки M  

параболы верно равенство MNFM  . Число 0p  называется па-

раметром параболы. Ось Ox   является её осью симметрии. 
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 Уравнения pyxpyxpxy 2-,2,2- 222   определяют параболы, 

иначе ориентированные относительно осей координат. 

Замечание. Уравнение вида 

)(2)( 0

2

0 xxpyy   

определяет параболу, которая параллельно смещена относитель-

но системы координат Oxy  таким образом, что вершина парабо-

лы находятся в точке );( 00 yxC . 

Директрисы, фокусы и точки эллипса, гиперболы и парабо-

лы обладают одним замечательным свойством: отношение рас-

стояния от любой точки M  кривой до фокуса к расстоянию от 

этой точки до соответствующей выбранному фокусу директрисы 

есть величина постоянная, равная эксцентриситету кривой. У 

параболы эксцентриситет следует считать равным 1. Это свой-

ство можно принять за определение кривых второго порядка. 

 
3.6. Поверхности второго порядка 

 Поверхностью в пространстве называется множество точек, 

координаты которых удовлетворяют уравнению 

0);;( zyxF . 

Если это уравнение можно разрешить относительно z , то получим 

уравнение поверхности в виде );( yxfz  . 

 Линия в пространстве как пересечение двух поверхностей опре-

деляется двумя уравнениями: 









.0);;(

;0);;(

2

1

zyxF

zyxF
 

Сфера 

 Сферой называется множество точек пространства, равноуда-

лённых от одной и той же точки, называемой центром сферы. 

 а) Уравнение сферы имеет вид 

2222 )()()( Rczbyax   . 

 б) Уравнение сферы с центром в начале координат 

2222 Rzyx   . 
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Цилиндрические поверхности 

 Цилиндрической поверхностью, или цилиндром, называется 

поверхность, описанная бесконечной прямой линией (образующей), 

которая движется, оставаясь, всё время параллельной данной прямой 

линии и пересекая данную кривую (направляющую).  

 Будем рассматривать только такие цилиндрические поверхно-

сти, у которых образующие параллельны одной из координатных 

осей, а направляющей является плоская кривая, лежащая в одной из 

координатных плоскостей. 

 Уравнения таких цилиндрических поверхностей содержат толь-

ко две переменные величины. В них будет отсутствовать переменная, 

одноимённая с той координатной осью, которой параллельны обра-

зующие цилиндрической поверхности. 

 Так, всякое уравнение вида 

0);( yxF  или )(xfy  , 

содержащее только две переменные x  и y , определяет цилиндриче-

скую поверхность, у которой образующие параллельны координат-

ной оси Oz , а направляющая лежит в плоскости Oxy , причём её 

уравнение есть одно из уравнений 0);( yxF  или )(xfy  . 

 Всякое уравнение вида 

0);( zxF  или )(xfz  , 

содержащее только две переменные x  и z , не содержащие перемен-

ной y , определяет цилиндрическую поверхность, у которой обра-

зующие параллельны оси Oy , а направляющей является линия, ле-

жащая в плоскости Oxz  своим уравнением одно из приведённых вы-

ше уравнений. 

 Точно так же всякое уравнение вида 

0);( zyF  или )(yfz  , 

содержащее только две переменные y  и z , не содержащие перемен-

ной x , определяет цилиндрическую поверхность, у которой обра-

зующие параллельны оси Ox , а направляющей является линия, ле-

жащая в плоскости Oyz  своим уравнением одно из приведённых вы-

ше уравнений. 
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Конические поверхности 

 Конической поверхностью называется поверхность, описывае-

мая прямой линией, проходящей через данную точку (вершину кону-

са) и пересекающей данную линию (направляющую конуса). 

Поверхности второго порядка 

 Поверхностью второго порядка называется поверхность, опре-

деляемая уравнением второй степени относительно текущих коорди-

нат zyx ,, . 

 При соответствующем выборе прямоугольной декартовой систе-

мы координат в пространстве уравнение поверхности второго по-

рядка можно привести к одному из видов: 

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 (эллипсоид); 

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 (однополостный гиперболоид); 

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 (двуполостный гиперболоид); 

0
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 (конус); 

z
b

y

a

x
2

2

2

2

2

  (эллиптический параболоид); 

z
b

y

a

x
2

2

2

2

2

  (гиперболический параболоид); 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
 (эллиптический цилиндр); 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
 (гиперболический цилиндр); 

pxy 22   (параболический цилиндр); 

0
2

2

2

2


b

y

a

x
 (пара пересекающихся плоскостей); 

1
2

2


a

x
 (пара параллельных плоскостей); 

02 x  (пара совпадающих плоскостей). 
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Вопросы для самопроверки 

1. Чем отличается длина направленного отрезка от его величины? 

2. Что называется системой координат? 

3. Как определяется декартовая система координат (на оси, плоскости 

и в пространстве)? 

4. Как определить координаты точки на оси, плоскости пространстве? 

5. Как найти расстояние между двумя точками на координатной оси, 

на плоскости, в пространстве, в полярной системе координат? 

6. Что называется отношением, в котором точка делит направленный 

отрезок? 

7. Выведите формулы деления отрезка в данном отношении. 

8. Центром тяжести треугольника является точка пересечения его ме-

диан. Выведите формулы, выражающие координаты центра тяжести 

треугольника через координаты его вершин. 

9. Сформулируйте определение уравнения линии (в заданной системе 

координат). 

10. Сформулируйте два способа задания линии и соответствующие 

задачи. 

11. Что позволяет установить прямоугольная система координат? 

12. Опишите полярную, цилиндрическую и сферическую системы 

координат. 

13. Как можно найти точку пересечения двух линий? 

14. Какие поверхности и линии называются алгебраическими? 

15. Что называется порядком алгебраической линии и алгебраической 

поверхности? 

16. Что называется направляющим вектором прямой и направляю-

щими векторами плоскости? 

17. Что называется нормальным вектором прямой и плоскости? 

18. Как записываются векторные уравнения прямой и плоскости? 

19. Как записываются параметрические уравнения прямой и плоско-

сти? 

20. Какие уравнения прямой и плоскости называются уравнениями в 

отрезках? 

21. Что называется угловым коэффициентом прямой линии на плос-

кости, и каков его геометрический смысл в декартовой прямоуголь-

ной системе координат? 
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22. Как записываются уравнения прямой линии, проходящей через 

две точки, в пространстве и на плоскости?  

23. Какое уравнение прямой и плоскости называется нормальным? 

24. Как называются уравнения 1,,0 
b

y

a

x
bkxyCByAx , 

0sincos  pyx   и каков геометрический смысл входящих в них 

параметров? Как изменение этих параметров влияет на положение 

прямой линии? 

25. Напишите формулу для определения угла между прямыми ли-

ниями. 

26. Пусть заданы координаты вершин треугольника. 

 1) Как найти уравнения и длины сторон? 

 2) Как найти уравнения и длины медиан? 

 3) Как найти уравнения и длины биссектрис? 

 4) Как найти уравнения и длины высот? 

 5) Как найти внутренние углы треугольника? 

 6) Как найти центр тяжести и площадь треугольника? 

27. Как записывается уравнение плоскости, проходящей через три за-

данные точки? 

28. Как построить плоскость по её уравнению? 

29. Как вычисляются углы между двумя прямыми (на плоскости и в 

пространстве), между двумя плоскостями, между плоскостью и пря-

мой? 

30. Каковы условия параллельности и перпендикулярности двух пря-

мых (на плоскости и в пространстве), двух плоскостей, прямой и 

плоскости? 

31. Как найти расстояние от точки до прямой линии и до плоскости? 

32. Среди данных уравнений найти уравнение окружности 

1) 0972 22  yyxx , 2) 01572 22  xyyyxx , 

3) 0972 22  yyxx , 4) 01572 22  yyxx . 

33. Каковы признаки общего уравнения окружности? 

34. Что называется эллипсом? Как записать его каноническое уравне-

ние? 

35. Что называется гиперболой? Как записать её каноническое урав-

нение? 
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36. Запишите каноническое уравнение параболы, если её вершина на-

ходится в точке )2;1(A , параметр 2p , а ось симметрии парал-

лельна оси Oy. 



 36 

Примеры решения задач 

1. Введение в аналитическую геометрию 

1.1. Простейшие задачи аналитической геометрии 

Расстояние между двумя точками на плоскости 

Пусть даны две точки );( AA yxA  и );( BB yxB , тогда 

)()( 2

ABAB yyxxdAB  . 

 
Задача 1. Дано )2;3(),4;2( BA . 

▲ Имеем 541)42()23( 22 AB . ▼ 

 
Если точка B  симметрична точке );( baA относительно биссек-

трисы первого – третьего координатных углов, то её координаты лег-

ко записать сразу );( abB . Почему? 

 
Задача 2. Точка B  симметрична точке )1-;4(A  относительно биссек-

трисы первого – третьего координатных углов. Найти AB . 

▲ 1) Определим координаты точки B . )4;1-(B . 

 2) Воспользуемся формулой для расстояния между двумя точка-

ми на плоскости. 

252525))1-(4()41-( 22 AB . ▼ 

 
Деление отрезка в данном отношении 

Если даны концы отрезка );(),;( BBAA yxByxA  и
MB

AM
 , то 



















1
,

1
BA

M
BA

M

yy
y

xx
x  – 

формулы, определяющие координаты точки );( MM yxM , делящий от-

резок AB  в данном отношении  . 

Если 1 , то точка M  – середина отрезка, 

2
,

2
BA

M
BA

M

yy
y

xx
x





 . 
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Найти точку M  – значит найти её координаты. 

Задача 3. Дано 23),6;3(),1;2-( MBAMBA . Найти точку M . 

▲ Находим координаты точки M  

1
5

5

25

2)94-(

231

3232-








Mx ; 

4
5

20

25

2)182(

231

6231








My . )4;1(M . ▼ 

 
Задача 4. Даны вершины треугольника )0;1-(),2;5(),7-;3( CBA . 

Найти середины его сторон. 

▲ 1. Сделаем чертёж. Обозначим середины сторон буква-

ми RQP ,,  в направлении против часовой стрелки (так принято). 

       y     

        Q      B   

           C    O       x  

           P  

           R  
 

              A  
Рисунок к задаче 4. 

2. Подставив соответствующие координаты в формулы, найдём 

искомые точки 

   





















2

5
-;4

2

5
-

2

27-

2
,4

2

53

2
P

yy
y

xx
x BA

P
BA

P . 

    1;21
2

02

2
,2

2

)1-(5

2
Q

yy
y

xx
x CB

Q
CB

Q 











 . 

   





















2

7
-;1

2

7
-

2

)7-(0

2
,1

2

31-

2
R

yy
y

xx
x AC

R
AC

R . ▼ 

 
Задача 5. Даны координаты двух смежных вершин параллело-

грамма   )6;2(,7-;29- BA  и точка пересечения диагона-

лей  23;3M . Найти координаты двух других вершин. 
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▲ Сделаем чертёж. 
           y      

            C  

                                           B  

                M  
               O       x  

                D  

            A  
Рисунок к задаче 5 

Точка D  делит отрезок MB  внешним образом в отношении 

21- DBMD . Следовательно, 

BM
BM

DBM
BM

D yy
yy

yxx
xx

x 








 2

211

21
,2

211

21
; 

3-6232,4232  DD yx ; )3-;4(D . 

Аналогично для точки C : 

AM
AM

CAM
AM

C yy
yy

yxx
xx

x 








 2

211

21
,2

211

21
; 

  10)7-(232,2129-32  CC yx ;  10;221C . ▼ 

 
Задача 6. Дан треугольник )7;4-(),5;7(),1;4( CBA . Найти точку 

пересечения биссектрис угла A  с противоположной стороной BC . 

▲ Сделаем чертёж. 
         C        y    

           D          B  
           

          

              A  
        O       x  

                                    Рисунок к задаче 6.  

Известно, что биссектриса любого угла треугольника делит 

противоположную сторону на части, пропорциональные прилежа-

щим сторонам, т.е. ABACDBCD  . Найдём  
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2
5

10

25

100

)15()47(

)17()44-(
22

22







AB

AC
 . 

Тогда
3

17

21

527
;

3

10

21

724-










 DD yx . 









3

17
;

3

10
D . ▼ 

 
Задача 7. В треугольнике с вершинами )6;0(),0;8(),0;0( BAO . Оп-

ределить длину медианы OC  и биссектрисы OD . 

▲ Сделаем чертёж. 
        y  

        B  

        D  
          C  
 

        O               A      x  
Рисунок к задаче 7 

Чтобы найти длины медианы OC  и биссектрисы OD , надо 

найти точки C  и D . C  – середина отрезка AB , т.е. 

)3;4(.3
2

60

2
,4

2

08

2
C

yy
y

xx
x BA

C
BA

C 











 . 

D  – точка пересечения биссектрисы с противоположной стороной, 



















1
,

1
BA

D
BA

D

yy
y

xx
x , 

где
3

4

6

8

60

08
22

22







OB

AO

DB

AD
 . 

Тогда 





















7

24
;

7

24
.

7

24

341

6340
;

7

24

341

0348
Dyx DD . 

Дальше очевидно: 

   
7

224
724724;534

2222  ODOC . ▼ 
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Как найти центр тяжести треугольника? 

Сведём эту задачу к делению отрезка в данном отношении. 

Центр тяжести треугольника – точка пересечения медиан, кото-

рая делит каждую из них в отношении 2:1, считая от соответствую-

щей вершины.  

         C  
 

          

             M   N   

         A  

     B  

 

Чтобы найти центр тяжести треугольника, надо определить коор-

динаты точки N  как середины стороны BC , а затем найти точку M  

из условия, что 12 MNAM : 

33
2

2

221

2 CBA

BC
A

BC
N

NA
M

xxx
xx

x
xx

x
xx

x














 





 . 

Аналогично  
3

CBA
M

yyy
y


 . 

Координаты центра тяжести треугольника – 

среднее арифметическое из координат его вершин. 

Площадь треугольника 

Задача 8. Вычислить площадь треугольника с вершинами 

)5;6(),1-;4(),3;2( CBA . 

▲ 





2-4-0

1-7-0

132

2

1
)3-()2-(

156

11-4

1312

2

1
S  
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10)414(
2-4-

1-7-
)1-(2

2

1 11   . ▼ 

 
Задача 9. Проверить, лежат ли на одной прямой точ-

ки )3;1(A , )5;3(),4;2( CB . 

▲    0

2-4-0

1-2-0

131)3-()2-(

153

142

131

 . 

Так как 0 , то точки лежат на одной прямой. ▼ 

 
1.2. Полярная система координат 

Построение точек в полярной системе координат 

При построении точек в полярной системе координат надо 

 сначала построить луч под углом φ к оси Op, 

 затем на луче отложить полярный радиус r.  

 
Задача 10. Построить точки     )2;(,1;23,2;4),3;0(  DCBA . 

▲ 
                    2;

4
B  

              
         )2;(D      O              )3;0(A   p  
             1;2

3C  

                                 Рисунок к задаче 10  

Построение точек очевидно из чертежа. ▼ 

 
Построение линий в полярной системе координат 

Задача 11. Построить линию )cos1(2 r  и назвать её. 

▲1) Найдём область расположения линии из условия 0r : 

 0cos10 r  при любых значениях  .  20  . 

 2) Составим таблицу. Так как данная функция чётная, то в таб-

лице приведены значения  0 . 

φ 0 
6
  

4
  

3
  

2
  

3
2  

4
3  

6
5    

r 4 3.73 3.41 3 2 1 0.59 0.27 0 
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 3) Поскольку cos  принимает максимальное значение, равное 1, 

если аргумент  2,0  , то 4)0(max r . 

 Так как cos  принимает минимальное значение, равное (-1), ес-

ли   , то 0)(min r . 

 4) Сделаем чертёж, опираясь на таблицу. 

 

 

        

 

                 
                                O             p    

 

 

 

Рисунок к задаче 11 

Эта линия – кардиоида. ▲ 

 
Задача 12. Построить линию )0(2sin  aar  . 

▲ 1) Найдём область расположения одного лепестка при усло-

вии .0r 202002sin0  r . 

2) Форма одного из лепестков определяется ar max  при зна-

чении 4   и поведением синуса на полупериоде. 

3) 2k  (см. Опорный конспект), роза имеет 4 лепестка. Лепе-

стки повторяются через угол 24:2   . Построим розу. 

             
2
  

 

 

       a          a  
            p  

 

           a             a  
 

Рисунок к задаче 12. ▼ 
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Задача 13. Построить линию 3cos2r . 

▲ 1) Найдём область расположения одного лепестка при усло-

вии 0r . 

66-232-03cos0  r . 

2) Форма одного из лепестков определяется 2max r  при зна-

чении 0  и поведением косинуса на полупериоде. 

3) 3k  (см. Опорный конспект), роза имеет 3 лепестка. Лепе-

стки повторяются через угол 323:2   . Построим розу. 

         

          
3

2  

             
            O        p  

 

 

     Рисунок к задаче 13.      ▼ 

 
Переход от одной системы координат к другой 

Задача 14. Пусть )cos1(2 r . Перейти к прямоугольной систе-

ме координат. 

▲ Используя формулы перехода от прямоугольной системы коор-

динат к полярной системе координат 














,cos

,

22

22

yx

x

r

x

yxr


 

имеем 

 xyxyxyx
yx

x
yx 
















 222222

22

22 212 . ▼ 
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Задача 15. Пусть 02 22  yxx . Перейти к полярной системе. 

▲ Используя формулы перехода от полярной системы координат к 

прямоугольной системе координат 













sin

,cos

ry

rx
 

имеем 

0sincos2cos 2222   rrr , 

0cos2)sin(cos 222   rr , 

cos22 rr  . ▼ 

 
Задача 16. Пусть 2cos22 ar  . Перейти к прямоугольной системе 

координат. 

▲   
r

y

r
xyxr  sin;cossincos2cos; 22222  

22

22

2

2

2

2

yx

yx

r

y

r

x




 ; 

)()()( 22222222

22

22
222 yxayxyx

yx

yx
ayx 




 . 

Получили уравнение лемнискаты Бернулли в прямоугольной сис-

теме координат. ▼ 
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2. Прямая и плоскость  

(геометрические образы первого порядка) 

2.1. Основные задачи на прямую линию на плоскости 

Приведение общего уравнения прямой к частным видам 

Как было установлено, любая прямая линия может быть записана 

общим уравнением 

0 CByAx , 

где CBA ,,  – вещественные числа, причём A  и B  не равны одновре-

менно нулю. 

Иногда требуется привести это уравнение к одному из частных 

видов, чаще всего к уравнению с угловым коэффициентом bkxy   

или к уравнению в отрезках 1
b

y

a

x
. 

1. Приведение общего уравнения к уравнению с угловым коэф-

фициентом. Если 0B , то из общего уравнения можно выразить y : 

BCxBAyBCAxBy  ,: ; 

получим уравнение вида 

 BCbBAkbkxy -,-  . 

2. Если же 0B , то 0A . Разделив на коэффициент A  обе час-

ти, приведём общее уравнение к виду 

ACaax -,0  . 

3. Приведение общего уравнения к уравнению в отрезках воз-

можно лишь тогда, когда прямая пересекает обе оси координат, при-

чём в двух различных точках, другими словами, когда ни один из ко-

эффициентов CBA ,,  в общем уравнении не равен нулю. Приведение 

осуществляем следующим образом: 

 переносим свободный член в правую часть CByAx - ; 

 делим обе части уравнения на коэффициент )-( C  

1)(-)(-  yCBxCA ; 

 преобразуем, уравнение так, чтобы коэффициенты при перемен-

ных x  и y  оказались в знаменателе: 
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   
1

--


BC

y

AC

x
. 

Получим уравнение вида 

1
b

y

a

x
 (уравнение прямой в отрезках), 

причём BCbACa -,-  . 

 
Задача 17. Общее уравнение прямой 01234  yx  представить в 

виде: 1) с угловым коэффициентом; 2) в отрезках на осях и 3) в 

нормальном виде. Построить эту прямую линию. 

▲ 

 

    
                                             y  

              )4;0(  

               b  
 

             O   x  
           )0;3-( a        

Рисунок к задаче 17 

1) Разрешив данное уравнение относительно y , получим 

4343:1243  xyxy . 

Сравнивая это уравнение с уравнением bkxy  , находим 

4,34  bk . 

2) Перенесём свободный член данного уравнения в правую 

часть 1234  yx . 

Разделим полученное уравнение на (-12) 

1
43-

,1-12)()3-(-12)(4 
yx

yx . 

Сравнивая полученное уравнение с уравнением 1
b

y

a

x
, находим: 

4,3-  ba . 

x  0 -3 

y  4 0 
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 3) Чтобы привести уравнение к нормальному виду, обе его части 

необходимо умножить на нормирующий множитель 

22

1

BA 
 , 

выбрав перед корнем знак, противоположный знаку свободного 

члена в общем уравнении прямой. В нашем случае свободный член 

в общем уравнении прямой равен (+12), а поэтому перед корнем в 

нормирующем множителе должен быть выбран противополож-

ный знак, т.е. знак минус, и так как 

3-,4  BA , то
5

1
-

)3-(4-

1
22



 . 

Умножая на множитель  51-  обе части данного уравнения 

01234  yx , 

приведём его к виду 05125354-  yx . ▼ 

 
Построение прямой по её уравнению 

Прямая вполне определена, если известны две принадлежащие ей 

точки. Для того, чтобы построить прямую по её уравнению, надо, 

пользуясь этим уравнением, найти координаты двух её точек. Одной 

из координат придают любое значение, тогда другая однозначно оп-

ределяется уравнением прямой. 

Твёрдо следует помнить, 

что если точка принадлежит прямой, 

то координаты этой точки удовлетворяют 

уравнению прямой. 

При практическом построении прямой по её уравнению наиболее 

точный график получится тогда, когда координаты взятых для её по-

строения двух точек – целые числа. 

1. Прямая определена общим уравнением 0,0  CCByAx . 

Для построения прямой проще всего определить точки пересече-

ния прямой с координатными осями. Укажем, как определить коор-

динаты точек пересечения прямой с координатными осями. 

Координаты точки пересечения прямой с осью Ox  находят из 
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следующих соображений: ординаты всех точек, расположенных на 

оси Ox , равны нулю. В уравнении прямой полагают, что 0y , и из 

полученного уравнения находят x . Найденное значение x  и есть абс-

цисса точки пересечения прямой с осью Ox . Если окажется, что зна-

чение ax  , то координаты точки пересечения прямой с осью Ox  бу-

дут )0;(a . 

Чтобы определить координаты точки пересечения прямой с 

осью Oy , рассуждают так: абсциссы всех точек, расположенных на 

оси Oy , равны нулю. Взяв в уравнении прямой 0x , из полученного 

уравнения определяют y . Найденное значение y  и будет ординатой 

точки пересечения прямой с осью Oy . Если окажется, например, что 

значение by  , то точка пересечения прямой с осью Oy  имеет коор-

динаты );0( b . 

 
Задача 18. Прямая 062  yx  пересекает ось Ox  в точке )0;3( . 

Действительно, взяв в этом уравнении 0y , получим для опреде-

ления x  уравнение 062 x , откуда 3x . 

Чтобы определить точку пересечения этой прямой с осью Oy , 

положим в уравнении прямой 0x . Получим уравнение 06 y , 

из которого следует, что 6y . Таким образом, прямая пересекает 

координатные оси в точках )0;3(  и )6;0(  

Замечание. В дальнейшем можно это оформлять в виде таблицы, 

производя вычисления в уме: 

x  0 3 
y  6 0 

           
        y    

            )6;0(  

 

  

      

 

           O       )0;3(    x  

Рисунок к задаче 18 
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1а. Если в общем уравнении прямой 0C , то прямая, опреде-

ляемая этим уравнением 0 ByAx , проходит через начало коорди-

нат. Таким образом, уже известна одна её точка, и для построения 

прямой остаётся найти еще одну её точку. Абсциссу x  этой точки за-

дают произвольно, а ординату y  находят из уравнения прямой. 

 
Задача 19. Прямая 042  yx  проходит через начало координат. 

Вторую точку прямой определим, взяв, 2x . Тогда для определе-

ния y получаем уравнение 

1;44;0422  yyy . 

Итак, прямая 042  yx  проходит через точки )0;0(  и )1;2( . 

Или 

x 0 2 

y 0 1 

            y  

            )1;2(  

          O        x   

Рисунок к задаче 19 

 
2. Если прямая линия задана уравнением bkxy   с угловым ко-

эффициентом, то из этого уравнения уже известна величина отрез-

ка b , отсекаемая прямой на оси ординат, и для построения прямой 

остаётся определить координаты ещё только одной точки, принадле-

жащей этой прямой. 

 Если в уравнении bkxy   0k  и 0b , то легче всего опреде-

лить координаты точки пересечения прямой с осью Ox . Выше было 

указано, как это сделать. 
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Задача 20. Построить прямую 23  xy . 

x  0 1 
y  2 5 

                                y  

            )2;0(  

            )5;1(  

         O       x  
Рисунок к задаче 20 

 
2а. Если же в уравнении 0,  bbkxy , то прямая проходит че-

рез начало координат, и тем самым уже известна одна принадлежа-

щая ей точка. Чтобы найти ещё одну точку, следует дать x  любое 

значение и определить из уравнения прямой значение y , соответст-

вующее этому значению x . 

 
Задача 21. Прямая xy 21  проходит через начало координат и 

точку )1;2( , так как при значении 2x  из её уравнения 

1221 y . 

x  0 2 
y  0 1 

                                        y  

 
         )2;1(  

 

 

              O      x  

Рисунок к задаче 21 

 

Задача 22. Уравнение 1
25


yx
 можно переписать в виде 

1
2-5


yx
. 
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b  

Это уравнение прямой в отрезках, причём 2-,5  ba . Откла-

дывая эти отрезки, получим точки )2-;0(),0;5( . Через эти точки 

проводим прямую. 
        y  

        O       a         )0;5-(    x  

        )2-;0(           

Рисунок к задаче 22 

 
Задача 23.Уравнение 032 x  перепишем так 23x . Эта прямая 

параллельна оси Oy  и отсекает на оси Ox  отрезок, равный 23 , спра-

ва от оси Oy . 

Прямая 052 y  или 25-y  параллельна оси Ox , отсекает на 

оси Oy  отрезок, равный 25 , книзу от оси Ox . 

             y   
            2

3x  

 
         2

3      

           O         x  
 
             

2

5  

 
              

2
5-y  

Рисунок к задаче 23 

 
Точка пересечения прямых 

Задача 24. Найти точку пересечения прямых 

113,01325  yxyx . 

▲ Решаем систему  








.113

,13-25

yx

yx
 



























11

4

31

10
~

)-(

11

68-

31

17-0
~

5-11

13-

31

2-5 17
1

. 


















.4

,1-

113

,4

y

x

yx

y
 )4;1-(

0
M . ▼ 
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Угол между прямыми 

Угол между прямыми определяется формулой 

12

12

1
tg

kk

kk




 , 

где
1k  и

2k  – угловые коэффициенты сторон угла, 20    

(φ – наименьший из углов между двумя прямыми). 

 
Задача 25. Найти угол между прямыми 

13-,53  xyxy . 

▲ 1) Воспользуемся приведённой выше формулой. 

 2) Найдём угловые коэффициенты сторон угла: 

3-,3
21
 kk . 

 3) Вычислим 

3
3

2

32

3)3-(1

33-
tg


 




 . ▼ 

 
Задача 26. Найти угол между прямыми 

0132,075  yxyx . 

▲ Если прямые заданы в общем виде, то угол между ними опреде-

ляется по формуле 
2

2

2

2

2

1

2

1

2121cos
BABA

BBAA




 . 

Угол между данными прямыми 

2

2

2

1

1326

13

)3-(2)1-(5

)3-()1-(25
cos

2222








 .  4  . ▼ 
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ЗАПОМНИТЬ! 

Если прямые 

)0,0(, 2221112211  CyBxACyBxAbxkybxky  











2

1

2

1

21
тоы,параллельн

B

B

A

A
kk . 

Если прямые перпендикулярны, то 

)0(1-
212121
 BBAAkk . 

Задача 27. Через начало координат провести прямую параллельно 

прямой 34  xy . 

▲1. Определим угловой коэффициент данной прямой 41 k  

2. Запишем вид уравнения прямой, проходящей через начало коор-

динат xky 2 . 

3. Найдём угловой коэффициент
2k  из условия параллельности 

4, 221  kkk . 

4. Уравнение искомой прямой xy 4 . ▼ 

          
      y          34  xy      y  

                 
   12

1  xy  

 

              

    O          x    
  

     
O       x            xy 2-  

 

     xy 4      Рисунок к задаче 28 

 

Рисунок к задаче 27 

Задача 28. Через начало координат провести прямую линию пер-

пендикулярно прямой 121  xy . 

▲1. Определим угловой коэффициент данной прямой 211 k . 
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2. Запишем вид уравнения прямой, проходящей через начало коор-

динат xky 2 . 

3. Найдём угловой коэффициент
2k  из условия перпендикулярно-

сти 2-
21

1
-

1
-,1-

1

221 
k

kkk . 

4. Уравнение искомой прямой xy 2- . ▼ 

 
Задача 29. Через начало координат провести прямую под уг-

лом 4  к прямой 52  xy . 

▲1. Определим угловой коэффициент данной прямой 21 k . 

2. Запишем вид уравнения прямой, проходящей через начало коор-

динат xky 2 . 

3. Найдём угловой коэффициент
2k  из условий задачи 

2

2

12

12

21

2
1,

4
,

1
tg

k

k

kk

kk












 , 

01
21

2
1

21

2
1

21

2

2

2

2

2

2

2

2 







































k

k

k

k

k

k
, 




















.3-03-0212,01
21

2

;310130212,01
21

2

2222

2

2

2222

2

2

kkkk
k

k

kkkk
k

k

 

4. Уравнение искомой прямой xy 3-  или xy 31 . 

        y     

 

 

 

 

        O    x  
         xy 3

1  

 
     52  xy      xy 3  

Рисунок к задаче 29. ▼ 
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Пучок прямых 

Задача 30. Через точку )5;2(M  провести прямую, перпендикуляр-

ную прямой 0732  yx . 

▲1. Уравнение пучка )( 00 xxkyy  . Центр пучка известен 

5,2 00  yx . 

2. Из условия перпендикулярности 1-21 kk . Найдём угловой ко-

эффициент данной прямой 

32,3732,3:723 1  kxyxy . 

Имеем 

2

3
-

32

1
-

1
-

1

2 
k

k . 

3. Подставим координаты точки M  и
2k  в уравнение пучка: 

01623)2(23-5  yxxy . 

       y  

 

 
            0M  

 

 
                        0732  yx    01623  yx  

                                        O          x   
Рисунок к задаче 30. ▼ 

Задача 31. Найти уравнения прямых, проходящих через точ-

ку )1;1-(A  под углом 4  к прямой 632  yx . 

               СОВЕТ 

Решая задачу, содержание операций проговаривайте про себя – 

это позволит быстрее научиться решать подобные задачи. 

▲1. Уравнение пучка 

)( 00 xxkyy  , 

где 1,1- 00  yx . 
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2. Для определения
2k  воспользуемся формулой

12

12

1
tg

kk

kk




 , 

где 4  . Найдём угловой коэффициент данной прямой 

32-,232-,3:263 1  kxyxy . 

Имеем 

2

3
-

32

1
-

1
-

1

2 
k

k . 

3. Подставим в формулу 4   и 32-2 k  

 
 

0
23

23
1,

321

32
1,

32-1

32-

4
tg

2

2

2

2

2

2

2 























k

k

k

k

k

k
, 


























































.05

,015-

,0)23(23

,0)23(23

,0
23

23
1

,0
23

23
1

2

2

22

22

2

2

2

2

k

k

kk

kk

k

k

k

k

 

Имеем 512 k  и 5-2 k . 

4. Подставим );( 00 yx  и найденные значения
2k  в уравнение пучка 

065)),1((511  yxxy , 

045),1(51  yxxy . 

              y  

      632  yx  

            065  yx  

            A  
            O       x  
 

 

           
              045  yx  

Рисунок к задаче 31. ▼ 
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Уравнение прямой, проходящей через две точки 

Задача 32. Через точки )3;9-(),4-;2( BA  провести прямую. 

▲ Задача решается сразу: 

0
39-

42
)1-(1

19-

12
)1-(

13

14
)1-(0

139-

14-2

1
312111 





  yx

yx

, 

0)366()92()34(  yx . 030117  yx . ▼ 

 
Расстояние от точки до прямой 

Задача 33. Найти расстояние от точки )5;0(M  до пря-

мой 73  xy . 

▲ Воспользуемся готовой формулой
22 BA

CByAx
d MM




 . 

Приводя данное уравнение к общему виду 073  yx , име-

ем 7,1-,3  CBA . Откуда 

1
2

2

)1-()3(

75)1-(03
22





d . ▼ 

Задача 34. Найти расстояние между параллельными прямы-

ми 2564,632  yxyx . 

▲1. То, что прямые параллельны – очевидно 3221  kk . 

Чтобы определить расстояние 

между параллельными прямыми, достаточно 

 на одной из них выбрать произвольную точку и 

 найти расстояние от этой точки до другой прямой. 

2. Выберем точку на прямой 632  yx . Чтобы выбрать точку на 

прямой, положим 00 x  (или любому другому значению), тогда из 

уравнения 632  yx  найдём )2-;0(2- 00 My  . 

3. Воспользуемся формулой 

2

13

132

13-

)6-(4

25)2-(604
22





d . ▼ 
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Уравнения биссектрис 

Задача 35. Найти уравнение биссектрисы меньшего угла между 

прямыми 1223,1232  yxyx . 

▲1. Готовые уравнения −
2

2

2

2

222

2

1

2

1

111

BA

CyBxA

BA

CyBxA









. 

2. Подставим в них данные задачи: 

2222 23

1223

32

1232








 yxyx
  

,1223-1232

12231232





yxyx

yxyx
 

Уравнения биссектрис 02455,0  yxyx . 

Чтобы выбрать нужную биссектрису, построим чертёж. 
       y  

          1223  yx  

                0 yx    

       1232  yx  

 

 

 

           O      x  
            
               02455  yx  

Рисунок к задаче 35 

Искомая биссектриса 02455  yx . ▼ 

2.1.1. Определение основных элементов в треугольнике 

Определение вершин треугольника по уравнениям сторон 

 Решим задачу в общем виде. 

Даны уравнения сторон )(),(),( BCACAB . Найти вершины CBA ,, . 

▲1. Сделать схематический чертёж. 

          y   

          C  
 

 

            A  
    O     x  

              B  
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2. Очевидно, что каждая из вершин – точка пересечения соответст-

вующих сторон. 

Для определения вершины A  нужно решить систему




)(

)(

AC

AB
, верши-

ны B  – систему




)(

)(

BC

AB
, вершины C  – систему





)(

)(

BC

AC
. 

Систему решать с помощью метода Гаусса. ▼ 

 
Задача 36. Стороны треугольника заданы уравнениями: 

0142:)(  yxAB , 02:)(  yxAC , 01243:)(  yxBC . 

Найти координаты вершин треугольника. 

▲ Координаты вершины A  найдём, решая систему из уравнений 

сторон AB  и AC : 


















.2-

,1-42

,02

,0142

yx

yx

yx

yx
 




































2

1

6

1

2-

10

1-1
~

3

2-

60

1-1
~

1-

2-

42

1-1)2-(
~

2-

1-

1-1

42
 


















.21

,23-

,21

,2-

y

x

y

yx
 

Вершина A  имеет координаты  21;23-A . 

Координаты вершины B  найдём, решая систему из уравнений 

сторон AB  и BC : 


















.1243

,1-42

,01243

,0142

yx

yx

yx

yx
 
















 










27-

13-

40

01-
~

12

13

43

01-)3(
~

12

1-

43

42

)1-(
. 


















.427-

,13

,27-4

,13--

y

x

x

x
 

Вершина B  имеет координаты  427-;13B . 



 60 

Координаты вершины C  найдём, решая систему из уравнений 

сторон BC  и AC : 


















.2-

,1243

,02

,01243

yx

yx

yx

yx
 


























18

2-

70

1-1
~

12

2-

43

1-1)3-(
~

2-

12

1-1

43
. 


















.718

,74

,187

,2-

y

x

y

yx
 

Вершина C  имеет координаты  718;74C . ▼ 

 
Вычисление длин сторон, медиан, биссектрис и высот 

по координатам вершин 

Дано );(),;(),;( CCBBAA yxCyxByxA . 

I. Найти длины сторон. 

▲1. Сделать схематический чертёж. 

         y      C  

     

  

 

       A          

                B   
         O          x  

2. Длина каждой из сторон – расстояние между соответствующими 

вершинами. Это одна из основных задач на метод координат и можно 

воспользоваться готовой формулой 

2222 )()(,)()(
ACACABAB

yyxxACyyxxAB   

22 )()( BCBC yyxxBC  . ▼ 

II. Найти длины медиан. 

▲1. Сделать схематический чертёж. 
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       y   C  

         

 

 

          A          M  

                 B  
       O            x  

Длина медианы CM  – расстояние CM . Можно воспользоваться 

формулой расстояния между двумя точками. 

2. Сначала нужно найти координаты точки M  по формулам деления 

отрезка пополам
2

,
2

BA
M

BA
M

yy
y

xx
x





 . 

3. 
22 )()( CMCM yyxxCM  . 

 Аналогично находятся длины остальных медиан. ▼ 

III. Найти длины биссектрис. 

▲1. Сделать схематический чертёж. 

        y      C   

 

 

 

      A          N  

                    B   
         O         x  

Длина биссектрисы CN  – расстояние между двумя точками. 

2. Найдём координаты точки N . По свойству биссектрисы точка N  

делит сторону AB  в отношении пропорциональном длинам приле-

жащих сторон. Итак, находим длины сторон 

2222 )()(,)()(
BCBCACAC

yyxxBCyyxxAC  . 

Затем определяем  

BC

AC

NB

AN
 . 

Находим координаты точки N  
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

















1
,

1
BA

N
BA

N

yy
y

xx
x  

3. Находим длину биссектрисы 

22 )()( CNCN yyxxCN  . 

Аналогично находятся длины остальных биссектрис. ▼ 

IV. Найти длины высот. 

▲1. Сделать схематический чертёж. 

        y      C   

 

 

 

      A        H       

                    B   
         O         x  

2. Длина высоты – расстояние от точки до прямой.  

Если уравнение AB  имеет вид 0111  CyBxA , то 

2

1

2

1

111

BA

CyBxA
CHd CC




 , 

где );( CC yxC  вершина, из которой опущена высота CH . 

 Формулой, определяющей расстояние между двумя точками, для 

определения длины высоты пользоваться нецелесообразно. 

Аналогично определяются длины остальных высот. ▼ 

Замечание. Запомните, что длина высоты определяется иначе, 

чем длины сторон, медиан, биссектрис. 

 
Задача 37. Дан треугольник с вершинами )6;0(),0;8(),0;0( BAO . 

Найти длины стороны AB , медианы OM , биссектрисы ON  и 

высоты OH . 
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▲           y  

      B  
              

         H    N     

         M  
 

      O      x  

Рисунок к задаче 37 

1. Для определения длины стороны AB  воспользуемся формулой 

22 )()( ABAB yyxxAB   

103664)60()08( 22 AB . 

2. Для определения длины медианы OM  надо найти сначала коор-

динаты точки M , 

)3;4(,3
2

60
,4

2

08
Myx MM 





 . 

5916)03()04( 22 OM . 

3. Для определения длины биссектрисы ON  найдём координаты 

точки N , для чего определим сначала  

3468  OBOANBAN , 

тогда 

 724;724,724
341

6340
,724

341

0348
Nyx NN 









 , 

    722407240724
22
ON . 

4. Длина высоты OH  – расстояние от точки O  до прямой AB . 

Уравнение AB  найдём по отрезкам, которые прямая отсекает на 

осях координат 

0244348861
68

 yxyx
yx

. 

Тогда 
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5

24

43

2443

22





 OO yx

OHd , 

где );( 00 yxO  вершина, из которой опущена высота OH . ▼ 

 
Определение уравнений сторон, медиан, биссектрис и высот 

по координатам вершин 

Дано );(),;(),;( CCBBAA yxCyxByxA . 

Найти )(),(),(),( AHANAMAB . 

▲1. Сделаем схематический чертёж. 
        y  

          C  
 

 

           A    H  
          N  

          M  
          O        x  
 

 

         B  

2. Уравнение стороны AB  – уравнение прямой, проходящей через 

точки A  и B  

0

1

1

1

:)( 

BB

AA

yx

yx

yx

AB  

Уравнение медианы AМ  определяется уравнением прямой, 

проходящей через точки A  и М   

0

1

1

1

:)( 

MM

AA

yx

yx

yx

AM  

но координаты точки М  ещё нужно найти по формулам деления от-

резка пополам. 



 65 

Уравнение биссектрисы AN  также определяется уравнением 

0

1

1

1

:)( 

NN

AA

yx

yx

yx

AN . 

Координаты точки N  можно найти по формулам деления отрезка 

в отношении 

BC

AC

NB

AN
  

Уравнение высоты AH . Высота – прямая, проходящая через 

вершину A  перпендикулярно стороне BC . Итак, находим уравнение 

стороны BC , приводим его к виду bxky BC  , определя-

ем
BC

AH
k

k
1

- , пишем уравнение AH  

)(:)( AAHA xxkyyAH  . ▼ 

Замечание. Запомните, что длина и уравнение высоты опре-

деляется иначе, чем длины и уравнения сторон, медиан и бис-

сектрис. 

 
Задача 38. В треугольнике с вершинами )2;11(),7;1-( BA , )10;17(C . 

Найти уравнения: а) стороны BC ; б) медианы BE ; в) биссектрисы 

BK ; г) высоты AD . 
         y       C   

               A    E   K   
          

            D  B  
          O          x   

Рисунок к задаче 38 

а) Найдём уравнение стороны BC : 

0

1211

11017

1

:)( 

yx

BC , 

0)11034()1-(1)1117()1-()210()1-( 312111   yx , 
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0383407668  yxyx . 

б) Для нахождения уравнения медианы BE  надо найти сначала ко-

ординаты точки E , 























2

17
;8,

2

17

2

107

2
,8

2

171-

2
E

yy
y

xx
x CA

E

CA

E
. 

Тогда уравнение медианы будет 

0

18

1211

1

:)(

2
17



yx

BE , 

    0155613016)811(2
2

187
2

17  yxyx . 

в) При вычислении биссектрисы часто бывают очень громоздкие 

вычисления. Найдём сначала координаты точки K  



















1
,

1

CA

K

CA

K

yy
y

xx
x , где 

BC

AB

KC

AK
 , 

1325144)72())1-(11( 22 AB , 

10
1322 ,106436)210()1117(  BC . 

 23

200

23

211

23

200

1

107

23

211

1

171-

;,,
10
13

10
13

10
13

10
13

Kyx
KK










. 

Получим уравнение биссектрисы: 

      02111120

1

1211

1

:)(
23
211

23
200

23
211

23
200

23
200

23
211

 yx

yx

BK , 

0127311  yx . 

г) Уравнение высоты нельзя найти аналогично уравнениям сторон, 

медиан, биссектрис. Это – совсем другая задача. 

)(:)( AADA xxkyyAD  . 

3

4

6

8

1117

210
;

1
- 











BC

BC

BC

BC

AD

xx

yy
k

k
k . 
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02543)),1-((-7:)(,- 4

3

4

3  yxxyADk
AD

. 

 
ЗАПОМНИТЕ, 

что длина и уравнение высоты определяется иначе, 

чем длины и уравнение сторон, медиан и биссектрис. 

Вычисление внутренних углов треугольника 

▲1. Сделать точный чертеж треугольника в системе Oxy . 

           y  

           B  
               3k  

            1k  

        C  
       2k      A    

           O         x  
 

 

2. Определить угловые коэффициенты сторон. 

 Если заданы координаты вершин, то iii xyk  ; 

 если заданы уравнения сторон вида 0 iii CyBxA , то 

)3,2,1(-  iBAk iii . 

3. Составить формулы для определения тангенсов внутренних углов. 

Пусть 321 ,, kkk  − угловые коэффициенты сторон (чертеж). 

Отметим для каждого угла положительное направление его изме-

рения дугой со стрелкой (против часовой стрелки), тогда 

32

32

21

21

31

13

1
tg,

1
tg,

1
tg

kk

kk
C

kk

kk
B

kk

kk
A














 . 

Замечание. В каждой формуле в числителе уменьшаемым яв-

ляется угловой коэффициент той стороны, к которой обра-

щена стрелка. 

4. По тангенсам найти углы как арктангенсы. 

 
Задача 39. Найти внутренние углы треугольника, стороны которо-

го заданы уравнениями 64,64,02  yxyxyx .. 
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64  yx  

64  yx  

02  yx  

▲1. Сделаем чертёж по уравнениям сторон и отметим стрелками 

положительное направление измерения углов. 

             y  

       C  
           BCk  

           ACk      

        O         ABk   B   x  

          A  
 

 

Рис. к задаче 39 

2. Найдём угловые коэффициенты сторон по их уравнениям: 

41,2341)4-(:6-4-64:)(  ABkxyxyyxAB ; 

41-,2341-4:6-464:)(  BCkxyxyyxBC ; 

21-,21-2:-202:)(  ACkxyxyyxAC . 

3. Составим формулы для определения внутренних углов тре-

угольника: 

ACBC

ACBC

BCAB

BCAB

ABAC

ABAC

kk

kk
C

kk

kk
B

kk

kk
A
















1
tg;

1
tg;

1
tg . 

4. Вычислим тангенсы углов: 

 

 
.

9

2

)21-(41-1

)21-(41-
tg

;
15

8

41-411

)41-(41
tg;

7

6
-

41)21-(1

4121-
tg

















C

BA

 

5. Найдём углы: 

  92arctg;158arctg;76-arctg 


CBA . ▼ 

 
Вычисление различных элементов треугольника 

по трём данным элементам 

Задача 40. Дана вершина треугольника )4-;3(A  и уравнения двух 

высот 0572,0127  yxyx . Найти стороны. 
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0672  yx  

0127  yx  

КАК РЕШАТЬ ЗАДАЧУ?  

 Сделать точный (в системе Oxy ) или схематический чертёж и 

записать кратко, что дано и, что нужно найти в обозначениях, 

соответствующих чертежу. 

 Подобрать метод определения неизвестных, сведя нахождение 

каждого из них к одной из основных задач метода координат 

или задач на прямую. 

 Выписать необходимые для определения неизвестных форму-

лы, уравнения и выяснить, что в них не хватает. 

▲1. Дано )4-;3(A , )(CH  и )(BD  – уравнения высот. 

Найти уравнения сторон )(),(),( CBACAB . 

         y   

          B  
 

       

         O       H    x  

       C  

            D     

          A  

Рис. к задаче 40 

2. Проверим, что высоту не проходят через точку A : 

0281)4-(237;0286)4-(732  . 

Т.к. стороны AB  и AC  перпендикулярны высотам, то их можно 

найти как прямые, проходящие через точку A  перпендикулярно 

данным прямым по уравнению 

)(
AA

xxkyy  , 

где k  находится из условия перпендикулярности. 

Найдём уравнение стороны AB : )( CHAB   

1-);4-;3( 
CHAB

kkA ; 

72;76727:6270672:)(  CHkxyxyyxCH ; 
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27-
72

1
- ABk . 

Тогда 01327)3(27-)4-(  yxxy . 

Найдём уравнение стороны AC : )( BDAC   

1-);4-;3( 
BDAc

kkA ; 

27;21272:1720127:)(  BDkxyxyyxBD ; 

72-
27

1
- ACk . 

Тогда 02272)3(72-4  yxxy . 

Найдём уравнение стороны CB : 

0

1

1

1



BB

CC

yx

yx

yx

. 

Координаты точек C  и B  найдём из линейных систем как коорди-

наты точек пересечения соответствующих линий. 






















.127

,1327

,0127

,01327
;

)(

)(
:);(

yx

yx

yx

yx

AB

BD
yx

BB
 

  


























 310

27
~

-12-

13

4-0

27
~

1

13

27

27)1-(

4

1
. 

)3;1(
,3

,1

,3

,1327
B

y

x

y

yx

















. 






















.22-72

,672

,02272

,0672
;

)(

)(
:);(

yx

yx

yx

yx

AC

CH
yx

CC
 




























4-

6

01

7-2
~

16-

6

04

7-2
~

22-

6

72

7-2

4

1
. 
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)2-;4-(
.2-

,4-

,4-

,672
C

y

x

x

yx

















. 

 0)212-(1)14-()32-(0

131

12-4-

1

:)( yx

yx

CB  

02  yx . ▼ 

 
Задача 41. Найти уравнение третьей стороны треугольника, если 

даны уравнения двух его сторон 

0623:)(,023:)(  yxAByxAC  

и основание  514;518D  высоты AD . 

▲ 1. Дано   023:)(,514;518  yxACD , 

                     0623:)(  yxAB . 

 Найти )(BC . 

        y  

         B  
 

            D   
              C   
        

        A    O     x  

Рисунок к задаче 41 

2. BC  – сторона, перпендикулярная AD . Её можно найти как пря-

мую, проходящую через точку D  перпендикулярно AD  по уравне-

нию )( DBCD xxkyy  , где ADBC kk 1- . 

3. Найдём
AD

AD
ADAD

xx

yy
kk




: . 

Координаты точки A  можно найти из системы 






















.6-23

,2-3

,0623

,023
;

)(

)(

yx

yx

yx

yx

AB

AC
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


























0

2-

10

3-1
~

0

2-

70

3-1
~

6-

2-

2-3

3-1)3-(

7

1
. 

)0;2-(
.0

,2-

,0

,2-3
A

y

x

y

yx

















. 

2-
21

1
-,

2

1

28

14

-2)(518

0514





 BCAD kk . 

 4.    )185(2-1455182-514:)( xyxyBC  

0102  yx . ▼ 

 
Задача 42. Даны уравнения сторон равнобедренного треугольника 

062,072  yxyx  и точка (0; 5) на его основании. 

Найти уравнение основания треугольника. 

▲ Дано 062:)(,072:)(),5;0(  yxBCyxABD . 

Найти )(AС . 

1. Сделаем чертёж. 
          y  

         A   

          D   
 

 

      

          O        x  

              B  
 

           C  

Рисунок к задаче 42 

2. Сторону AС  найдём как прямую, проходящую через точку D  и 

образующую равные углы )(


CA  с данными прямыми 

)( DACD xxkyy  . 

Угловой коэффициент ACk  найдём из условия CA tgtg   
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BCAC

BCAC

ACAB

ACAB

kk

kk

kk

kk










11
. 

Так как 2-,72-072:)(  ABkxyyxAB ,  

21,3212:62062:)(  BCkxyxyyxBC , 

то 





















AC

AC

AC

AC

AC

AC

AC

AC

k

k

k

k

k

k

k

k

2

12

21

2
-

211

21

)2(1

2-
 

 22 )12()2( ACAC kk  

    0)12(2)12(2 ACACACAC kkkk  

31-30)13)(3(  ACACACAC kkkk . 

3. Имеем )0(35:)(  xyAC  и )0(31-5  xy  или 

053  yx  и 0153  yx . ▼ 

 
Разные задачи на прямую 

 Рассмотрим несколько задач на прямую, не связанных с тре-

угольником, но методика их решения остаётся той, же самой. 

 
Задача 43. Две стороны параллелограмма заданы уравнениями 

01 yx  и 02  yx . 

Диагонали его пересекаются в точке )1-;3(M . Найти уравнения 

двух других сторон параллелограмма. 

▲ Дано )1-;3(M  – точка пересечения диагоналей. 

02:)(,01:)(  yxACyxAD . 

Найти )(),( CDBC . 

1. Сделаем чертёж. Из чертежа видно, что данные стороны AB  

и AD  не параллельны, они – смежные стороны. 

2. Чтобы определить )(BC  и )(CD  нужно найти координаты точ-

ки C  и через эту точку провести прямые параллельные данным. 

 Найдём координаты точки C  из условия, что точка M  делит от-

резок AC  в отношении
2

,
2

;1 CA
M

CA
M

yy
y

xx
x

MC

AM 



 . 
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           y            B     

 

             A  

       O   M       x  

               C  

 

 

         D  
Рис. к задаче 43 

Для того чтобы это сделать, надо найти координаты точки A  из 

системы 






















.02

,1

,02

,01
,

)(

)(

yx

yx

yx

yx

AD

AB
 


























1

1

10

1-1
~

1-

1

1-0

1-1
~

0

1

2-1

1-1)1-(
. 

)1;2(
.1

,2

,1

,1
A

y

x

y

yx

















. 

Далее имеем 

)3-;4(
.31)1-(2

,4232

,12

,22
C

y

x

yy

xx

C

C

CM

CM

















. 

Напишем уравнения прямых )(BC  и )(CD . 

ADBCCBCC
kkxxkyyBC  );(:)( ; 

1;101:)( 
AD

kxyyxAD ; 

07)4(1)3(:)(  yxxyBC . 

ABCDCCDC
kkxxkyyCD  );(:)( ; 

21;2102:)(  ABkxyyxAB . 

0102)4(21)3(:)(  yxxyCD . ▼ 
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2.2. Плоскость в пространстве 

2.2.1. Простейшие задачи 

Задача 44. Проверить, лежат ли точки )3;1-;5(),6;1;2( BA  

и )0;2-;3(C  на плоскости 01253  zyx . 

Если точка лежит на плоскости, 

то её координаты обращают 

уравнение плоскости в верное равенство. 

▲ Подставим координаты точек BA, , и C  в данное уравнение 

плоскости 

0112561621523:)6;1;2( A ; 

01-121515112)3-(553:)1;3-;5( B ; 

01109102)2-(533:)0;2-;3( C . 

Убеждаемся, что точки A  и C  лежат на плоскости, а точка B  – 

не лежит. ▼ 

 
Задача 45. Написать уравнение плоскости, проходящей через точ-

ку )3;7-;2(A  перпендикулярно вектору kjin  54 . 

▲ Дано 3)7;-(2;,54 Akjin  . Найти уравнение плоскости. 

Плоскость, проходящая через данную точку )( 0rA  перпендикуляр-

но к вектору n, имеет уравнение 0)( 0 rrn  

030540)3(1)7(5)2(4  zyxzyx . ▼ 

 
Задача 46. Какие отрезки на координатных осях отсекает плос-

кость 030532  zyx ? 

▲ Приведём уравнение к виду 1
c

z

b

y

a

x
. 

Для этого перенесём в правую часть равенства свободный 

член. Данное уравнение запишется в виде 30-532  zyx . 

Разделим теперь обе части на число (-30) и получим 

1
610-15-

1
30-

5

30-

3

30-

2


zyxzyx
. 

Величины отрезков, отсекаемых на координатных осях, равны: 
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6,10-;15-  cba . ▼ 

 
Задача 47. Написать уравнение плоскости, проходящей через точ-

ку )5;3-;1(1M  и отсекающей на осях Oy  и Oz  вдвое большие от-

резки, чем на оси Ox . 

▲ 1. Уравнение в отрезках 1
c

z

b

y

a

x
. 

 2. По условию acab 2,2  . 

 3. Воспользуемся тем, что точка )5;3-;1(1M  принадлежит плос-

кости: 

21
2

4
1

2

5

2

3-1
 a

aaaa
. 

Тогда 

1
442


zyx
. ▼ 

 
Задача 48. Найти уравнение плоскости, проходящей через ось Ox  

и точку )3;1;2(0M . 

▲ 1. Запишем в общем виде уравнение плоскости, проходящей 

через ось )0,0(  DAOx  

0CzBy . 

 2. Так как точка
0M  принадлежит плоскости, то её координаты 

обращают уравнение плоскости в верное равенство и из этого усло-

вия можно найти коэффициенты уравнения плоскости 

CBCB 3-031  , 

03- CzCy . 

Так как 0C , то 03-  zy . ▼ 

 
Задача 49. Через точку )2;3-;5(0M  провести плоскость парал-

лельную координатной плоскости Oxy . 

▲ 1. Запишем в общем случае уравнение плоскости параллель-

ной 0:  DCzOxy . 
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 2. Так как точка
0M  принадлежит плоскости, то 

CDDC 2-02  , 

тогда 

20,02  zCCCz . ▼ 

 
Задача 50. Составить уравнение плоскости, перпендикулярной 

оси Ox  (параллельной плоскости Oyz ) и проходящей через точку 

)1-;7;3(0M . 

▲ 1. Уравнение плоскости перпендикулярной оси Ox  (парал-

лельной плоскости 0:  DAxOyz ). 

 2. Так как точка 0M  принадлежит плоскости, то 

ADDA 3-03  , 

тогда 30,03  xAAAx . ▼ 

 
Задача 51. Найти уравнение плоскости параллельной оси Oz  и 

проходящей через точки )1-;3;2(1M  и )4;2;1-(2M . 

▲ 1. Запишем в общем виде уравнение плоскости, параллель-

ной оси 0:  DByAxOz . 

 2. Коэффициенты уравнения искомой плоскости найдём из усло-

вия, что точки
21, MM  принадлежат плоскости. 

032:)1-;3;2(
1

 DBAM ; 

02)1-(:)4;2;1-(
2

 DBAM . 









.1-2-

,1-32

DBDA

DBDA
 


























3-

1-

70

21-
~

1-

1-

32

21-)2(
~

1-

1-

21-

32
. 


















.73-

,71

,3-7

,1-2-

DB

DA

DB

DBDA
 

 017371010,0 yxyDBxDADDByAx

073  yx . ▼ 
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Задача 52. Уравнение плоскости 053475  zyx  привести к 

нормальному виду. 

▲ Для приведения общего уравнения плоскости 

0 DCzByAx  

 к нормальному виду 

0coscoscos  pzyx  , 

надо обе его части умножить на нормирующий множитель 

222

1

CBA 
 , 

выбрав перед корнем знак, противоположный знаку свободного 

члена в общем уравнении плоскости. 

В нашем случае перед корнем следует выбрать знак минус. 

У нас 34-,7,5  CBA , и для нормирующего множителя μ 

получаем 

1230

1
-

)34-(75-

1
222



 , 

а уравнение принимает вид 

0
1230

5

1230

34

1230

7

1230

5
-  zyx . ▼ 

 

2.2.2. Основные задачи на плоскость 

Построение плоскости по данному уравнению 

Если в общем уравнении плоскости 

свободный член не равен нулю )0( D , 

то плоскость строится по уравнению в отрезках. 

Например,  

        z  
        O        y  

           

           4   
          x  
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1
6-34

12:12243012243 
zyx

zyxzyx . 

Если в общем уравнении плоскости 

отсутствует свободный член )0( D , 

то плоскость строится по следам, которые она 

оставляет на координатных плоскостях. 

Для определения следа в плоскости 

)или( OyzOxzOxy  

достаточно в уравнении плоскости положить 

)0или0(0  xyz . 

 
Задача 53. Построить плоскость 043  zyx . 

▲ След в плоскости yx
z

zyx
Oxy 3

,0

,043
: 







. 

 След в плоскости yz
x

zyx
Oyz 43

,0

,043
: 







. 

                                                 z  
 

               

 
           O      y  

 

 

      x  
Рис. к задаче 53. ▼ 

 

      n  
 

              
          0r  

         O  
 

Если плоскость задана в векторной форме 0)( 0 rrn , 
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то сначала строится
0r , 

затем в конец
0r  помещается начало вектора n  

и через конец
0r  перпендикулярно к вектору n  

проводится плоскость. 

В задачах на плоскость используется аппарат векторной алгебры. 

Вспомните определение скалярного произведения 

),cos( bababa


  

и векторного произведения, выражение того и другого через коор-

динаты сомножителей: 

zyx

zyxzzyyxx

bbb

aaabababa

kji

baba  ; , 

условие коллинеарности и перпендикулярности двух векторов, ус-

ловие компланарности трёх векторов. 

 

Угол между плоскостями 011 Drn  и 022 Drn  

Угол между плоскостями – это угол между нормальными векто-

рами этих плоскостей 

21

21
21 ),cos(cos

nn

nn
nn








 . 

 
Задача 54. Вычислить угол между плоскостями 0455  yx  

и 097  zy . 

▲    


















}{n

}{n

nn

nn

1-;7;0

0;5;5
cos

2

1

21

21  

7.0
50

35

)1-(70055

)1(-07505
222222





 , 

arccos0.7 . ▼ 

 
Даны две плоскости 0,0 22221111  DzCyBxADzCyBxA . 
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Условие их параллельности
2

1

2

1

2

1
21

C

C

B

B

A

A
n||n . 

Условие перпендикулярности: 

00,),cos( 2121212121 


CCBBAAnnnn . 

 
Задача 55. Через точку );;( 23-50M  провести плоскость парал-

лельно плоскости 0383  zyx . 

▲1. Уравнение искомой плоскости 0)( 0 rrn , где }{r 2;3-;50   – 

известно. 

2. Вектор n найдём из условия параллельности
1n||n , 

где }{n 1;8-;31  . Можно положить
1nn  , так как при записи урав-

нения 0)( 0 rrn  за вектор n можно принять любой нормальный 

вектор. 

02)3(8)53(0)2;)3-(;5(}1;8-;3{  zyxzyx , 

04183  zyx . ▼ 

 
 

Задача 56. Через точку );;( 03-00M  провести плоскость, перпен-

дикулярную к двум плоскостям 

0532  zyx  и 012453  zyx . 

▲ Нормальный вектор искомой плоскости можно найти из усло-

вия перпендикулярности }{nn 3;2;11  и }{nn 4;5-;32 . 

За вектор n можно принять 


5-3

21

43

31

45-

32

45-3

321
21

kji

kji

nnn  

kji 11523  . 

Уравнение искомой плоскости 

0)0(11))3-((5)0(11  zyx , 01511523  zyz . ▼ 
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Задача 57. Через точки 3)2;(1;1M  и 3)1;-(-2;2M  провести плос-

кость, перпендикулярную плоскости 0524  zyx . 

▲1. Уравнение искомой плоскости 3}2;{1;0,)( 00 rrrn  . 

2. Вектор };;{ CBAn  найдём из условия перпендикулярности 

данной плоскости к искомой плоскости: 

0240}2-4;{1;};;{  CBACBA  

и условия, что точка
2M  принадлежит искомой плоскости 

0033-0)33()21-()12-(  BABACBA . 

Получаем систему 









024

,0

CBA

BA
 


















2-30

011
~

2-41

011)1-(
 

Базисный минор 0
30

11
 . Базисные переменные A  и B , сво-

бодная переменная C . Пусть R  ,C . Имеем 































.

,32

,32-

,

,23

,0











C

B

A

C

B

BA

 

3. Подставим A , B  и C  в уравнение 

0)3()2()1(  zCyBxA : 

03232132-  )()()( zyx  , 

откуда 011322  zyx . ▼ 

 
Расстояние от точки до плоскости 

Задача 58. Найти расстояние от точки );;( 31-2A  до плоскости 

0725  zyx . 

▲ Задача решается так: 

 уравнение плоскости приводится к нормальному виду и 
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 в него вместо текущих координат подставляются координаты 

данной точки. 

222 CBA

DCzByAx
d AAA




 ; 

30

4

125

731)1-(225
222





d . ▼ 

 
Задача 59. Найти расстояние между параллельными плоскостями 

015435  zyx  и 0512915  zyx . 

▲1. Возьмём на первой плоскости произвольную точку. Положим, 

например, 0,0  zy  и найдём x  из условия 

3-01504035  xx . 

2. Найдём расстояние от этой точки до второй плоскости 

2
3

5

169253

50-

)12-(915

501209)3-(15
222








d . ▼ 

 
Задача 60. Найти уравнение плоскости, проходящей через три 

точки 1)1;-(-2;4),0;(-1;1),-2;(1; CBA . 

Если три точки 321 MMM ,,  лежат в одной плоскости, 

то векторы 13121 ,, rrrrrr   

удовлетворяют условию компланарности. 

▲ 











0

23-3-

52-2-

121

0

)1-(121-12-

)1-(42011-

)1-(21 zyxzyx

 

 0
3-3-

2-2-
)1(

23-

52-
)2(

23-

52-
)1( zyx  

010)2(11)1(11  yxyx . ▼ 
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2.3. Прямая в пространстве 

2.3.1. Различные виды уравнения прямой в пространстве 

Задача 61. Уравнение прямой 









022

,01682

zyx

zyx
 

написать в канонической форме. 

▲1. Найдём точку
0M : пусть 00 z , тогда









2-2

,162

00

00

yx

yx
 




































4

2-

10

2-1
~

20

2-

50

2-1
~

16

2-

12

2-1)2-(
~

2-

16

2-1

12

5
1

. 

)0;4;6(
.4

,6

,4

,2-2
0

0

0

0

00

M
y

x

y

yx

















. 

2. Найдём направляющий вектор 

kji

kji

n

n
nna 51015

1-2-1

812
}1-;2-;1{

8}1;{2;

2

1

21













  

или 

kjia  23 . 

3.  
1-2

4

3

6 zyx






. ▼ 

 
2.3.2. Основные задачи на прямую в пространстве 

Уравнение прямой, проходящей через две точки 

Задача 62. Найти прямую, проходящую через точки 

)3;1-;2(A  и );;( 332B . 

▲1. Будем искать уравнение прямой в виде 

zyx a

zz

a

yy

a

xx 000 






. 
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Координаты одной из данных точек возьмём 3,1-,2 000  zyx . 

2. Направляющий вектор
12 rrABa  , тогда 

033,4(-1)3,022  zyx aaa . 

0}4;{0;a . 

3. 
0

3

4

)1-(

0

2 





 zyx
 или









.

,

3

2

z

x
 ▼ 

 

В канонических уравнениях моно писать нуль в знаменателе и 

это означает, что соответствующая координата направ-

ляющего вектора равна 0. 

Задача 63. Написать параметрические уравнения прямой, прохо-

дящей через точки )4;0;3(A  и )3;2-;1-(B . 

Каждому векторно-параметрическому уравнению tarr  0  

соответствуют параметрические уравнения 















.

,

,

0

0

0

tazz

tayy

taxx

z

y

x

 

▲1. Будем искать уравнение в виде tarr  0 . За радиус-вектор
0r  

можно взять радиус-вектор любой из заданных точек. 

 Пусть 4}0;{3;0 r . 

2. Направляющий вектор a коллинеарен вектору AB : 

1}2;{4;},1-;2-;4{-}43;02-;31{-  aAB . 

3. Уравнению tarr  0  соответствуют параметрические уравнения 































.4

,20

,43

.

,

,

0

0

0

tz

ty

tx

tazz

tayy

taxx

z

y

x

 ▼ 

 
Задача 64. Определить следы прямой 
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







05

,08435

zyx

zyx
 

на координатных плоскостях (след прямой на плоскости – точка 

пересечения прямой с плоскостью). 

▲ Чтобы найти след прямой в плоскости Oxy , надо положить в 

общих уравнениях прямой 0z , тогда получится система 


















.5-

,8-35

,05

,0835

yx

yx

yx

yx
 




































8
17

8
1

5-

10

1-1
~

17

5-

80

1-1
~

8-

5-

35

1-1)5-(
~

5-

8-

1-1

35
. 

 817;823-
.817

,823-

,817

,5-
A

y

x

y

yx

















. 

 Аналогично для других плоскостей. ▼ 

 
Задача 65. Найти угол между прямыми 









0522

,04

zyx

zyx
 и 









.0632

,04

zyx

zyx
 

Угол между прямыми – 

 угол между их направляющими векторами. 

▲ 1. Для первой прямой }2-;1{2;},1;1-;1{ 21  nn  – нормальные 

векторы данных плоскостей. Направляющий вектор первой прямой 

kji

kji

nna 34

2-12

11-1
211

 . 

2. Для второй прямой }1-3;{2;1},1;{1; 21  nn . 

kji

kji

nna  34-

1-32

111
212

. 
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3. 







|a||a|

aa
aa

21

21
21 ),cos(cos  

26

11
,

26

11

13)4(-341

1334)4(-1
222222

arccos



  . ▼ 

 
Задача 66. Найти угол между прямыми 

2

3

1-

1

3

2 





 zyx
 и

1-

1

2

2

1

1 





 zyx
. 

▲1. Для первой прямой 2};1-{3;1 a . 

2. Для второй прямой 1}-2;{1;2a . 

3. 







|a||a|

aa
aa

21

21
21 ),cos(cos  



















78

1
-arccos,

613

1-

(-1)212(-1)3

(-1)22(-1)13
222222

 . ▼ 

 
Задача 67. Написать уравнение прямой, проходящей через точ-

ку 7)4;-(3;A  и параллельно прямой линии 









.042

,0543

zyx

zyx
 

▲1. Воспользуемся каноническими уравнениями прямой 

zyx a

zz

a

yy

a

xx 000 






, 

причём 7-4,3, 000  zyx . 

2. Направляющий вектор a  искомой прямой найдём из общих 

уравнений данной прямой по векторам 

1};1-{2;},4-3;{1;
21
 nn : 

kji

kji

nna 79-

11-2

4-31
21

 . 
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3. 
7

7

9

4

1

3

7-

7

9-

)4-(

1-

3 














 zyxzyx
. ▼ 

 
Задача 68. Через точку 5)2;(1;A  провести прямую, перпендику-

лярную двум данным прямым 

4

6

1

4

5

7 





 zyx
 и

1

5

1

9

2

1 





 zyx
. 

▲1. Будем искать канонические уравнения прямой, тогда извест-

ны 5,2,1 000  zyx . 

2. Направляющий вектор a  найдём из условия перпендикулярно-

сти искомой и данных прямых: 

1}1;{2;4},1;{5; 21  aaaa . 

kji

kji

aaa 333-

112

415
21

  или kjia  . 

 3. 
1-

5

1-

2

1

1 





 zyx
. ▼ 

 
2.4. Основные задачи на прямую и 

плоскость в пространстве 

2.4.1. Угол между прямой и плоскостью. Условия параллельно-

сти и перпендикулярности прямой и плоскости 

При решении этих задач прямую следует задавать кано-

ническими уравнениями
zyx a

zz

a

yy

a

xx 000 






 (или пара-

метрическими), а плоскость общим уравнением. 

 

Задача 69. Найти угол между прямой
3

1

1

2

2

1 





 zyx
 и плоско-

стью 042  zyx . 

▲ Направление прямой определяет вектор 3}1;{2;a . 
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Положение плоскости – нормальный вектор }1-1;{2;n . 

Угол между прямой и плоскостью – угол между прямой и её 

проекцией на плоскость. Формула для определения угла 

222222
sin

zyx

zyx

aaaCBA

CaBaAa




 . 

 Имеем 

21

1
arcsin,

21

1

146

2

312(-1)12

3(-1)1122
sin

222222








  . ▼ 

 

Задача 70. Найти угол прямой








232

,13

xz

xy
 с плоско-

стью 042  zyx . 

▲1. Запишем систему в стандартной форме








0223

,013

zx

yx
. 

Найдём
21 nna  , где 2}0;{3;0},;1-{3; 21  nn . 

kji

kji

a 362-

203

01-3  . 

2. Нормальный вектор данной плоскости 1}1;{2;n . 

3. Вычисляем 

,
6

1

649

7

1123(-6)(-2)

131(-6)22-
sin

222222








  

6

1
arcsin . ▼ 

 
Задача 71. При каких значениях   и   плоскость 

076  zyx   

 перпендикулярна к прямой
34-

3

2

1 zyx






? 

▲ Используя условие перпендикулярности прямой и плоскости 
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zyx a

C

a

B

a

A
  

имеем 

8,4
3

6

4-2
 


. ▼ 

 
Задача 72. Через точку 4)1;(5;A  провести плоскость так, чтобы 

она была параллельна данным прямым  

1-

17

3

5

2

1 





 zyx
 и

8

11

1-

8

1

4 





 zyx
. 

▲1. Будем искать уравнение плоскости в виде 

0)()()( 000  zzCyyBxxA , 

где 4,1,5},;;{ 000  zyxCBAn . 

2. Нормальный вектор };;{ CBAn  найдём из условия перпенди-

кулярности искомой плоскости двум данным прямым: 

}8;1-{1;},1-3;{2;
21
 anan , 

kji

kji

aan 51723

81-1

1-32
21

 . 

3. Уравнение искомой плоскости 

078517230)4(5)1(17)5(23  zyxzyx . ▼ 

 
Задача 73. При каком значении k  плоскость 0222  zkyx  па-

раллельна прямой








01434

0323

zyx

zyx ,
? 

▲1. Если плоскость параллельна прямой, то 

};;{}2-;{2;
zyx

aaak  an , 

                                    022  zyx akaa .      (а) 

2. Найдём вектор a  по общим уравнениям прямой: 

4};3-{4;1},;2-{3;
21

nana  , 
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kji

kji

nna  85-

43-4

12-3
21

. 

3. Подставляя 1-,8-,5-  zyx aaa  в равенство (а) получим 

1-0)1-(2)8-()5-(2  kk . ▼ 

 
Задача 74. Через начало координат провести плоскость, перпенди-

кулярную прямой
3-

4

1

2

1

7 





 zyx
. 

▲1. Уравнение плоскости, проходящей через начало координат 

0 CzByAx . 

2. Из условий перпендикулярности прямой и плоскости 

zyx a

C

a

B

a

A
 , 

где 3-,1,1  zyx aaa . Имеем 

 ACAB
CBA

3-,,
3-11

 . 

3. 0303  zyxAzAyAx . ▼ 

 
Задача 75. Составить уравнение прямой, проходящей через точ-

ку 9)8;(-7;A  перпендикулярно к плоскости 01493  zyx . 

▲1. Будем искать уравнение прямой в виде 

zyx a

zz

a

yy

a

xx 000 






, 

где 9,8,7- 000  zyx . Вектор };;{ zyx aaaa  неизвестен. 

2. Условие перпендикулярности прямой и плоскости 

zyx a

C

a

B

a

A
 , где 9,1-,3  CBA . 

Получили однородную систему 
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





































.09

,03

,03

,
91-

,
93

,
1-3

,
91-3

zy

zx

yx

zy

zx

yx

zyx

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aaa
 

















































000

1-9-0

031

~

190

1-9-0

031

~

190

1-03

031)3-(

 

Ранг равен 2. Базисный минор 0
1-0

01
 . Базисные перемен-

ные
zx aa , . Свободная переменная ya . 





































 y

z

x

y

yz

yx

a

a

a

Ra

aa

aa

,-

,3-

,9-

,3-

 Пусть 1- . Тогда















.9

,1-

,3

z

y

x

a

a

a

 

3. Уравнение искомой прямой
9

9

1-

8

3

7 





 zyx
. ▼ 

 
2.4.2. Точка пересечения прямой с плоскостью 

Задача 76. Найти уравнение перпендикуляра к плоскости 

01343  zyx , 

проходящего через точку 3)1;-(2;A  и определить координаты ос-

нования этого перпендикуляра. 

▲ Направляющий вектор перпендикуляра можно принять рав-

ным нормальному вектору данной плоскости }4-3;{1;na . 

Тогда уравнение перпендикуляра, проходящего через точку A  

4-

3

3

1

1

2 





 zyx
. 

 Запишем уравнение перпендикуляра в параметрической форме 
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













.43

,31

,2

tz

ty

tx

      (а) 

 Основание перпендикуляра – точка пересечения прямой (а) с 

плоскостью 

                                    01343  zyx .     (б) 

 Чтобы решить эту задачу, из уравнений (а) zyx ,,  подставить в 

уравнение (б) 

102626013)43(4)31-(32  ttttt . 

Подставляя 1t  в уравнения (а) получим 1-,23  zy,x . 

)1-;2;3(
0

M . ▼ 

 

 

3. Геометрические образы второго порядка 

Кривые второго порядка 

Запомнить канонические уравнения линий второго порядка, 

геометрический смысл входящих в них параметров. 

Научиться решать задачи 

на элементарные свойства линий второго порядка. 

Познакомиться с методикой решения задач 

на геометрическое место точек. 

Усвоить, как правильно построить 

линию второго порядка по её каноническому уравнению. 

3.1. Окружность 

 

                     
222 )()( Rbyax         (3.1) 

Задача 77. Написать уравнение окружности с центром в точ-

ке 3)-(2;C  и радиусом, равным 6. 

▲ По уравнению (1), полагая в нём 6,3,2  Rba , сразу имеем 

36)3()2(6))3-(()2( 22222  yxyx . ▼ 
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Задача 78. Найти центр и радиус окружности 

0234622  yxyx . 

▲ В данном уравнении коэффициенты при выражениях 2x  и 2y  

равны 1 и отсутствует член, содержащий произведение xy . 

Приведём данное уравнение окружности к нормальному виду (1). 

Выпишем члены, содержащие только x , и члены, содержащие 

только y . 

Легко, выделяя полный квадрат, проверить, что 

9)3(9966 222  xxxxx , 

4)2(4444 222  yyyyy . 

Левая часть уравнения имеет вид 

0234)2(9)3(

46

2

22






yyxx

yx  

или отсюда 

36)2()3( 22  yx . 

Сравнивая полученное уравнение с (1), заключаем, что это 

уравнение определяет окружность, центр которой имеет коорди-

наты 362),-(3; 2 RC , а радиус окружности 6R . ▼ 

 
Задача 79. Найти центр и радиус окружности 

38262 22  yyxx . 

▲ Сначала поделим левую и правую часть уравнения окружности 

на 2 (коэффициент при выражениях 2x  и 2y ).  

2343 22  yyxx . 

 Дополняя до полных квадратов, находим 

    2344224949232 22  yyxx  

или 

    431223
22
 yx . 

Сравнивая полученное уравнение с уравнением (1), заключаем, 

что   231,2-;23C R . ▼ 
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3.2. Эллипс 
 

         1
2

2

2

2


b

y

a

x
       (3.2) 

 

Каноническое уравнение эллипса – уравнение (3.2). 

Параметры: a  – большая полуось, b  – малая полуось, c  – половина 

фокусного расстояния, 222 bac   – основное соотношение между a ,  

cb, , 1 ac  – эксценриситет, xar 21,
 – расстояния до фоку-

сов точки с абсциссой x . 

Основные задачи на элементарные свойства эллипса 

 Основные задачи на элементарные свойства эллипса состоят в 

отыскании одного из параметров эллипса по некоторой совокупности 

других. 

 
Задача 80. Написать каноническое уравнение эллипса, зная, что 

расстояние между фокусами равно 8, а малая полуось равна 3. Сде-

лать чертёж. 

▲ Дано 3,82  bc . Найти уравнение эллипса. 

Из условий 2543,,3,4 222222  acbabc . 

Каноническое уравнение эллипса будет таким 

1
925

22


yx

. 

                                                y   3  

 

         

                         5-         O      5   x  
 

            3-  
Рис. к задаче 80 ▼ 

 
Задача 81. Эллипс, симметричный относительно осей координат, 

проходит через точки,  3;2M  и )2;0(B . Написать его уравнение 

и найти расстояние точки M  от фокусов. 
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▲1. Эллипс, симметричный относительно осей координат, имеет 

уравнение 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

Найдём параметры a  и b  из условия, что эллипс проходит через 

точки M  и B . 

Точка M  принадлежит эллипсу, следовательно, 

1
34

22


ba
. 

Точка B  принадлежит эллипсу, следовательно, 

1
40

22


ba
. 

Решая систему относительно 2a  и 2b , получим 




































.4

,16

4

,1
4

34

1
4

,1
34

2

2

2

2

2

22

b

a

b

a

b

ba
 

Искомое уравнение эллипса 

1
416

22


yx

. 

        y  

             M    
      

            4-    O       4   x  
         

              

Рис. к задаче 81 

2. По формуле xar 21,  найдём расстояние точки  3;2M  от 

фокусов. Для этого сначала найдём эксцентриситет 

2

3

4

32

4

416
,

22







 
a

ba

a

с
. 

3422342,1 r . ▼ 

 
Задача 82. Дано уравнение эллипса 422516925 22  yx . 
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Вычислить длину его осей, координаты фокусов и эксцентриси-

тет. Построить эллипс. 

▲ Преобразуем данное уравнение к каноническому виду. Разделив 

обе части заданного уравнения на 4225, получим 

1
25169

22


yx

. 

Отсюда заключаем, что 25,169 22  ba . Значит, 

102,5;262,13  bbaa . 

Таким образом, длины осей равны 26 и 10. Зная a  и b , из соотно-

шения 222 cab   найдём c . 

Подставим 5;13  ba  и получим, что 

1225169 c . 

                                                  y   

         
                        13-  1F   O     2F   13   x  

               

Рис. к задаче 82 

Координаты фокусов будут )0;12-(  и )0;12( . 

Эксцентриситет эллипса 1312 ac . ▼ 

 
 3.3. Гипербола 

 

         1
2

2

2

2


b

y

a

x
      (3.3) 

 

Каноническое уравнение гиперболы – уравнение (3.3). 

Параметры a  – вещественная (действительная) полуось, b  – мнимая 

полуось c, ,половина фокусного расстояния –‏‏ 222 acb   – основное 

соотношение между cba ,, . 

1
a

с
  – эксцентриситет. 

Фокальные радиусы xar 2,1 . Асимптоты xaby  . 
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xy 4
3  xy 4

3

 
5

16x  
5

16x  

Основные задачи на элементарные свойства гиперболы 

Задача 83. Найти полуоси, координаты фокусов, эксцентриси-

тет, уравнения асимптот и директрис гиперболы 144169 22  yx . 

▲ Приведём данное уравнение к каноническому виду, для чего 

необходимо разделить обе части его на 144. 

Выполняя деление, получим 1
916

22


yx

. 

Сравнивая это уравнение с уравнением (3.3), заключаем, что 

9,16 22  ba . 

Таким образом, 4a  есть вещественная полуось, 3b  – мнимая 

полуось. Далее 

5916,22  cbac , фокусы )0;5(),0;5-( 21 FF . 

Эксцентриситет 45 ac . 

Подставляя значения a  и b  в формулу xaby  , получим урав-

нения асимптот xy  43 . 

               y  

          3  
 

 
         1F   4-    O    4  2F       x  

 

        3-  
 

 

 

Рис. к задаче 83 

 В соответствии с формулой ax   находим уравнения дирек-

трис 516x . ▼ 

 
Задача 84. Зная уравнения асимптот гиперболы xy  21  и одну 

из её точек  33;12M , составить уравнение гиперболы и найти её 

эксцентриситет. Сделать чертёж. 
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xy 2
1  xy 2

1  

▲1. Будем искать уравнение гиперболы в виде 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

2. Точка M  принадлежит гиперболе, следовательно, 

1
27144

22


ba
. 

Кроме того, 2121,  abxyxaby . 

Имеем систему 






















































.6

,3

,2

,9

,2

,1
9

,2

,1
27

4

144

,2

,1
27144 2

22222

a

b

ba

b

ba

b

ba

bb

ba

ba  

Уравнение искомой гиперболы 1
936

22


yx

. 

             y       

            

         3  
 

         
                            1F 6-    O     6  2F        x   

 

             3-  
 

Рис. к задаче 84 

3. 25653,53,45936,, 2222   ccbacac . ▼ 

 
Задача 85. Составить каноническое уравнение гиперболы и урав-

нение асимптот, зная, что вещественная полуось равна 4, а эксцен-

триситет 1.25. 

▲1. Будем искать уравнение гиперболы в виде 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

2. 91625,;525.14,;4 2222  bacbacaca  . 

3. Искомое уравнение гиперболы 1
925

22


yx

. 
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xy 4
3  xy 4

3  

 pF
2
1;0  

 0;2

pF   

        y  

         3  
          

       

              4-    O     4        x  
 

              3-  
 

 

Рис. к задаче 85 

Уравнения асимптот xxaby  43 . ▼ 

 
3.4. Парабола 

 

          pyx 22   (3.4.1)      pxy 22     (3.4.3) 

 

py 21-:)(   (3.4.1.а)         px 21-:)(    3.4.3.а) 

               y   

       y    

 
                   O    0;2

1 pF    x  

       O       x         

                   
 

  pyx 22    (3.4.2)              pxy 22    (3.4.4)

  

  py 21:)(   (3.4.2.а)      px 21:)(   (3.4.4) 

       y             y   

                       

        O       x  
         

2;0 pF              O    x  
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Если парабола симметрична относительно оси )(OxOy  и её вершина 

находится в начале координат, то её уравнение имеет вид 3.4.1, 3.4.2 

(3.4.3, 3.4.4), где p  – параметр параболы. 
 

Запомните! 

Фокус параболы лежит на её оси симметрии. 
 

Если ось симметрии параболы параллельна оси )(OxOy  и её вершина 

находится в точке );( 00 yxA , то её уравнение будет иметь вид 

 )(2)()(2)( 0

2

00

2

0 xxpyyyypxx  . 

Последнее уравнение после раскрытия скобок приобретает вид 

 cbxaxycbyayx  22 . 

Для построения параболы, являющейся графиком квадратного 

трехчлена нужно справа выделить полный квадрат по перемен-

ной )(yx  и найти координаты вершины, затем найти точку пересе-

чения параболы с осью )(OxOy  и точку, симметричную ей относи-

тельно оси параболы. 

Основные задачи на элементарные свойства параболы 

Задача 86. Парабола pxy 22   проходит через точку )4;2(A . Оп-

ределить её параметр p . 

▲ Подставляем в уравнение параболы вместо текущих координат 

координаты точки )4;2(A . Получаем 

44162242  ppp . ▼ 

 
Задача 87. Составить уравнение параболы, зная, что вершина её 

находится в начале координат и расстояние от фокуса до вершины 

равно 4 единицам длины, а осью симметрии служит ось Ox . 

▲ Так как осью симметрии параболы служит ось Ox , а вершиной – 

начало координат, то парабола может быть определена одним из 

уравнений pxy 22   и pxy 2-2  . 

Параметр параболы p  есть расстояние от директрисы параболы 

до фокуса. 
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Расстояние от фокуса до вершины равно половине параметра. 

Значит, у нас 4421  pp . Подставляя это значение p  в каж-

дое из только что написанных уравнений, получим 

xy 162   и xy 16-2  . 

      y               y  

 

 

 

      O      x            O    x  
 

 

 

Рис. к задаче 87. ▼ 

 
3.5. Задачи на нахождение уравнения линии 

 Уравнение линии, заданной некоторым свойством 

 )(MPML  , 

можно получить, придерживаясь следующей схемы. 

1. Уравнение линии L  предполагает, прежде всего, выбор опре-

делённой системы координат. 

Иногда система координат считается выбранной, а линия задаётся 

геометрическими свойствами, связывающими её с этой системой. 

Выбирая различные системы координат, мы для одной и той же ли-

нии будем получать, как правило, различные уравнения. 

После выбора системы надо найти (или обозначить) координаты 

точек, играющих основную роль в задании линии. 

2. Исходя из геометрических свойств, определяющих линию, 

ищем условия, связывающие координаты yx,  текущей точки линии. 

Ход рассуждений здесь в общих чертах таков. 

Пусть M  ‒ некоторая произвольная точка линии L  и перемен-

ные yx,   ‒ её координаты в выбранной системе координат. 

Запишем в координатах условие принадлежности этой точки ли-

нии L , для чего используем подходящие теоремы школьного курса 

геометрии, а также известные нам формулы аналитической геометрии 

(формулы расстояния, отношения отрезков и др.). 
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В результате получаем некоторое уравнение. Это и есть уравне-

ние линии L . 

3. При необходимости упрощаем полученное уравнение (приво-

дим к виду 0);( yxF , освобождаемся от радикалов и т. п.). 

При этом надо следить, чтобы получающиеся новые уравнения 

были равносильны исходному уравнению. 

Итак, для решения этих задач можно записать следующую после-

довательность операций: 

1. Выбирают на плоскости систему координат. Сделать чертёж по 

условиям задачи и выбрать произвольную точку, принадлежа-

щую искомому множеству точек. 

2. Записать в виде формулы основное условие, определяющее ис-

комое множество точек. 

3. Ввести в предыдущую формулу текущие координаты и все па-

раметры из условий задачи. 

4. Упростить уравнение, которое получилось после предыдущей 

операции. 

Задача 88. Точка );( yxM движется так, что сумма квадратов рас-

стояний от начала координат и от точки )0;-( aA  остаётся рав-

ной 2a . Определить траекторию точки M . 

▲1. Сделаем чертёж и выберем точку );( yxM , принадлежащую 

исходному множеству точек. 

       
               y    

          M  
 
           a-    

2
- a      O     x   

 

 

Рис. к задаче 88 

 2. 222 aMOAM  . 

 3. 222222 ,))-(( yxMOyaxAM  , 

следовательно, из условия п.2. можно записать так: 

0)( 2222222  axyxayxyax  – окружность. 
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 4. Выделяя полный квадрат относительно переменной x , полу-

чаем   2222 4121 ayax  . ▼ 

 
Задача 89. Определить траекторию точки );( yxM , которая при 

своём движении остаётся в два раза ближе к точке )0;1-(F , чем к 

прямой 4-x . 

▲1. Сделаем чертёж и выберем точку );( yxM , принадлежащую 

исходному множеству точек. 
         y  

       M  
     N     
 

         F   O     x  
    4-x  

 

Рис. к задаче 89 

 2. MNMF 2 . 

 3. );4-(;))1-(( 22 yNyxMF  ; 

4;)())4-(( 22  xMNyyxMN ; 

4)1(2 22  xyx . 

4. 12431684)12(4 22222  yxxxyxx , 

1
34

22


yx

 – эллипс. ▲ 

 
3.6.Поверхности второго порядка 

Сфера 

Задача 90. Составить уравнение сферы радиуса 5R  с центром в 

начале координат. 

▲ Подставляя в уравнение сферы
2222 Rzyx   значение 5R , 

получим 25222  zyx . ▼ 
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Задача 91. Составить уравнение сферы радиуса 3R  с центром в 

точке )3-;2;1-(C . 

▲ Подставляя в уравнение 

2222 )()()( Rczbyax   

3-,2,1-  cba  и 3R , будем иметь 

9)3()2()1( 222  zyx  

или 

05642222  zyxzyx . ▲ 

 
Задача 92. Определить координаты центра сферы и её радиус 

0251086222  zyxzyx . 

▲ Представим это уравнение в виде 
2222 )()()( Rczbyax  , 

для чего 

1) объединим в группы члены, содержащие одноимённые ко-

ординаты; 

2) выделим в этих группах полные квадраты (мы также посту-

пали и при определении координат центра окружности и её радиу-

са). Поступая, как указано, получим 

025)10()8()6(

3

2

2

2

1

2 


zzyyxx . 

 Выделяя полные квадраты в подчёркнутых группах, получим 

02525)5(16)4(9)3(

3

2

2

2

1

2 


zyx , 

а упрощая, будем иметь 

025)5()4()3( 222  zyx  

и окончательно 

25)5()4()3( 222  zyx . 

Сравнивая с уравнением сферы, имеем 

25;5-,4-,3 2  Rcba . 

Итак, центр сферы – точка 5),5-;4-;3( RC . ▼ 
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Цилиндрические поверхности 

Задача 93. Какие поверхности определяют уравнения 

1) 1622  zx ; 2) 1
46

22


zx

; 3) 
22zx  ; 4) 1

75

22


xz

? 

▲ Каждое из этих уравнений содержит только две переменные x  

и z , и определяют на плоскости Oxz  кривые: 1) окружность; 2) эл-

липс; 3) параболу; 4) гиперболу. 

 В пространстве же каждое из них определяет цилиндрическую 

поверхность с образующими, параллельными оси Oy , так как эти 

уравнения не содержат переменной y . Направляющими этих цилин-

дрических поверхностей служат указанные кривые: 

1) 1622  zx  ‒ уравнение прямого кругового цилиндра; 

2) 1
46

22


zx

 ‒ уравнение эллиптического цилиндра; 

3) 22zx   ‒ уравнение параболического цилиндра; 

4)  1
75

22


xz

 ‒ уравнение гиперболического цилиндра. ▼ 

Поверхность вращения 

 В инженерных задачах часто встречаются различные поверхно-

сти вращения. Эти поверхности получаются вращением некоторой 

плоской линии вокруг заданной прямой (называемой осью поверхно-

сти вращения), лежащей с этой линией в одной плоскости. 

 Если линия лежит в плоскости Oyz  и имеет уравнение 

0,0);(  xzyf , 

то при вращении её вокруг оси Oz  получаем поверхность вращения, 

уравнение которой имеет вид 

  0;22  zyxF . 

 Если вращение совершать вокруг оси Oy , то уравнение поверх-

ности вращения (другой!) запишется в виде 

  0; 22  zxyF . 
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Правило 

Чтобы получить уравнение поверхности, образованной 

вращением линии L , лежащей в плоскости Oyz , вокруг 

оси Oy , нужно в уравнении этой линии заменить z  вы-

ражением 22 zx  . 

Уравнение вращающейся линии надо преобразовать так, чтобы оно 

стало уравнением поверхности вращения. Правило указывает, что в 

уравнении вращающейся линии 0);( zyf  текущая координата z  

должна быть заменена на выражение 22 zx  . Это надо понимать 

так, что в этом уравнении вторая текущая координата y , одноимён-

ная с осью вращения Oy , должна быть оставлена без изменения. 

 Таким образом, преобразованное уравнение в общем случае бу-

дет содержать три текущих координаты zyx ,, . 

 Если бы вращение линии 0);( zyf  происходило не вокруг 

оси Oy , а вокруг оси Oz , то, чтобы получить уравнение поверхности 

вращения, следовало бы в уравнении кривой текущую координа-

ту z , соответствующую оси вращения Oz , оставить без измене-

ния, две же другие текущие координаты x  и y  ввести, заменив в 

уравнении кривой y на выражение
22 yx  . 

 Аналогично поступают в случаях, когда происходит вращение 

линии, лежащей в плоскостях Oxy  и Oxz . 

 
Задача 94. Окружность

222 Ryx   вращается вокруг оси Ox . 

Найти уравнение поверхности вращения (сферы). 

▲ Чтобы написать уравнение поверхности вращения, полученной от 

вращения заданной окружности вокруг оси Ox , следует в уравнении 

окружности переменную x , соответствующую оси вращения, оста-

вить без изменения. Вторую же переменную y  в уравнении окруж-

ности заменить   корнем квадратным из суммы квадратов осталь-

ных переменных ‒ y  и z , т.е. на выражение
22 zy  ; тогда урав-

нение поверхности вращения запишется так: 

  2
2

222 Rzyx  , т.е. в виде
2222 Rzyx   (сфера). ▼ 
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Задача 95. Прямая zx   вращается вокруг оси Oz . Найти уравнение 

поверхности вращения (конуса). 

▲ Так как в уравнение линии входят только переменные x  и z , то 

линия лежит в плоскости Oxz . 

 Для написания уравнения поверхности вращения в уравнении 

прямой переменная z  должна остаться без изменения, так как она со-

ответствует оси вращения Oz . Вторая же переменная x  в уравнении 

прямой должна быть заменена   корнем квадратным из суммы квад-

ратов двух остальных переменных x  и y , т.е. 
22 yx  . Уравнение 

поверхности вращения запишется так: 

zyx  22
. 

 Возведя обе части последнего равенства в квадрат, получим 

окончательно уравнение поверхности вращения в виде 

222 zyx   или 0222  zyx  (конус). 

Осью этого конуса является ось Oz . 

 Если бы вращение прямой zx   происходило не вокруг оси Oz , а 

вокруг оси Ox , то мы получили бы уравнение поверхности враще-

ния, оставив в этом уравнении без изменения переменную x  и заме-

нив переменную z  выражением
22 zy  . 

Уравнение поверхности вращения приняло бы вид
22 zyx  , 

а после возведения обеих частей равенства в квадрат 222 zyx  , или 

окончательно 0222  xzy . ▼ 

 
3.7. Метод сечений 

Задача 96. Исследовать методом сечений и построить поверхность 
22 94 yxz  . 

▲ 1. Название секущей плоскости: плоскость Oxy . 

 Сечение данной поверхности: 








.094

,0

22 yx

z
 

 Название сечения и его свойства: точка )0;0;0(O . 
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2. Название секущей плоскости: плоскость параллельная плоско-

сти Oxy . 

 Сечение данной поверхности:








.94

0,

22 hyx

hhz
 

 Название сечения и его свойства: эллипс, полуоси эллипса увели-

чиваются с ростом h . 

  3. Название секущей плоскости: плоскость Oxz . 

 Сечение данной поверхности:








.4

,0

2xz

y
 

 Название сечения и его свойства: парабола. 

 4. Название секущей плоскости: плоскость Oyz . 

 Сечение данной поверхности:








.9

,0

2yz

x
 

 Название сечения и его свойства: парабола. 

 

Замечание. Если в сечении поверхности координатной плос-

костью получаются прямые линии или точка, то нужно полу-

чить сечение поверхности плоскостью, параллельной этой 

координатной плоскости. 

        z  
 

 

 

 

            
   O    y  

            x  
        Рис. к задаче 96. ▼ 
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3.8. Как получить название поверхности, 

 пользуясь методом сечений? 

Задача 97. Назвать поверхность zyx 1234 22  . 

▲ Находим сечения поверхности координатными плоскостями. 

1. Название секущей плоскости: плоскость Oxy . 

 Сечение данной поверхности: 



















,0)32)(32(

,0

,034

,0

22
yxyx

z

yx

z
 



















032

,0

032

,0

yx

z

yx

z
 

 Название сечения и его свойства: сечения выродились в прямые 

линии. 

2. Название секущей плоскости: плоскость параллельная плоско-

сти Oxy . 

 Сечение данной поверхности: 






















1
43

,

,1234

0,
22

22

y

y

h

x

hz

hyx

hhz
 

Название сечения и его свойства: гипербола. 

3. Название секущей плоскости: плоскость Oxz . 

Сечение данной поверхности:

















.

,0

,124

,0

2

3
12 xz

z

zx

y
 

 Название сечения и его свойства: парабола. 

 4. Название секущей плоскости: плоскость Oyz . 

 Сечение данной поверхности:

















.-

,0

,123-

,0

2

4
12 yz

x

zy

x
 

Название сечения и его свойства: парабола. 

Два сечения – параболы, одно сечение – гипербола. 

Название поверхности – гиперболический параболоид. ▼ 
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Задача 98. Определить по методу сечений поверхность 

12494 222  yxz . 

▲ Находим сечения поверхности координатными плоскостями. 

1. Название секущей плоскости: плоскость Oxy . 

 Сечение данной поверхности: 






















.1
3

,0

,1249

,0
2

3
4

2

22
yx

z

yx

z
 

Название сечения и его свойства: гипербола. 

2. Название секущей плоскости: плоскость Oxz . 

 Сечение данной поверхности:





















.1
3

,0

,1294

,0

3
4

22

22
xz

z

xz

y
 

 Название сечения и его свойства: гипербола. 

 3. Название секущей плоскости: плоскость Oyz . 

 Сечение данной поверхности:

















.3

,0

,1244

,0

2222 zy

x

yz

x
 

Название сечения и его свойства: окружность. 

Два сечения – гиперболы, одно сечение – окружность. Не пересека-

ет ось Ox . Название поверхности – однополостный гиперболоид. ▼ 

 

Если гиперболоид не пересекает одну (две) координатную 

(ые) ось (и), то он имеет одну (две) полость (и), что соответ-

ствует одному (двум) минусам в левой части его уравнения 

при условии, что справа стоит только свободный член и он 

положителен. Минус перед членом, содержащим координа-

ту )или( zyx , означает, что поверхность не пересекает 

ось )или( OzOyOx . 

 

 

 



 113 

 

Задача 99. Определить по методу сечений поверхность 

022 222  zyyxx . 

▲ Выделим полные квадраты относительно x  и y . 

011)12()12( 222  zyyxx , 

2)1()1( 222  zyx  – сфера. ▲ 

 
Задача 100. Определить по методу сечений поверхность 

32 22  yxx . 

▲ Эта поверхность – цилиндр (нет z ). 

Строим цилиндр по образующей 4)1( 22  yx  и направляющим 

параллельным оси Oz . 

        z  
         

 

 

 

 

 
                                                            y  

              

                                                 O    x  
 

 

Рис. к задаче 100.     ▼ 

 
Задача 101. Построить конус 0222  zyx . 

▲ Находим сечения поверхности координатными плоскостями. 

1. Название секущей плоскости: плоскость Oxy . 

 Сечение данной поверхности: 


















.0))((

,0

,

,0

22 yxyx

z

yx

z
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Название сечения и его свойства: прямые. 

2. Название секущей плоскости: плоскость параллельная плос-

кости Oxy . 

 Сечение данной поверхности: 






















.1

,

,

,

2

2

2

2
222

h

x

h

y

hz

hxy

hz
 

Название сечения и его свойства: гиперболы. 

3. Название секущей плоскости: плоскость Oxz . 

 Сечение данной поверхности:








.0

,0

22 zx

y
 

 Название сечения и его свойства: точка. 

 4. Название секущей плоскости: плоскость параллельная плоско-

сти Oxz . 

 Сечение данной поверхности: 









.

,

222 hzx

hy
 

 Название сечения и его свойства: окружности. 

 5. Название секущей плоскости: плоскость Oyz . 

 Сечение данной поверхности: 


















.0))((

,0

,0

,0

22 yzyz

x

yz

x
 

Название сечения и его свойства: прямые. 

5. Название секущей плоскости: плоскость параллельная плос-

кости Oyz . 

Сечение данной поверхности: 






















.1

,0

,

,

2

2

2

2
222

h

z

h

y

x

hzy

hx
 

Название сечения и его свойства: гиперболы. 
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hy   

hy   

Строим конус. 

 
          y   

 

             x   
           

 

              O        z  
 

 

 

 

       Рис. к задаче 99. ▼ 

 
Задача 96. Что изображает поверхность 0222  zyx . 

▲ Поверхность изображает точку )0;0;0(O . ▼ 

 
Признаки некоторых поверхностей 2-го порядка 

1. Признак цилиндра – отсутствие одной из координат в его 

уравнении. 

2. Признак конуса – однородность уравнения (нет свободного 

члена и все члены одной степени). 

3. Признак сферы: одинаковые коэффициенты перед члена-

ми 222 ,, zyx , отсутствие членов с произведением xzyzxy ,, . 

Обратите внимание! 

Оси координат на всех чертежах располагаются так, чтобы было 

удобно сделать чертёж и разглядеть поверхность. Чтобы система 

координат осталась правой, наикратчайший поворот от оси Ox  к 

оси Oy  с конца оси Oz  должен казаться направленным против 

часовой стрелки. 

 Для определения названия поверхности нужно сначала прове-

рить, не является ли данная поверхность сферой, конусом или ци-

линдром (по признакам), если не является, то воспользоваться мето-

дом сечений. 
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ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ДОМАШНИЕ ЗАДАНИЯ 

1. Даны вершины треугольника );(),;(),;(: CCBBAA yxCyxByxAABC . 

Найти:  а) уравнение стороны AB ; 

б) уравнение высоты CH ; 

в) уравнение медианы AM ; 

г) точку N пересечения медианы AM  и высоты CH ; 

д) уравнение прямой, проходящей через вершину C  парал-

лельно стороне AB ; 

е) расстояние от точки C  до прямой AB . 

2.Даны четыре точки );(),;(),;(),;( 444333222111 yxAyxAyxAyxA . 

Составить уравнения: 

а) плоскости
321 AAA ; б) прямой

21AA ; 

в) прямой MA4
, перпендикулярной к плоскости

321 AAA ; 

г) прямой NA3
, параллельной прямой

21AA ; 

д) плоскости, проходящей через точку
4A  перпендикулярно к 

прямой
21AA . 

Вычислить: 

е) синус угла между прямой
41AA и плоскостью

321 AAA ; 

ж) косинус угла между координатной плоскостью Oxy  и плоско-

стью
321 AAA . 

3. Составить канонические уравнения:а) эллипса; б) гиперболы; в) 

параболы. 

BA, ‒ точки, лежащие на кривой линии, 

F ‒ фокус, 

a‒большая (вещественная) полуось, b‒ малая (мнимая) полуось, 

 ‒эксцентриситет, 

kxy  ‒ уравнения асимптот гиперболы, 

D‒ директриса кривой, 

c2 ‒ фокусное расстояние. 

4. Записать уравнение окружности, проходящей через указанные 

точки и имеющей центр в точке A . 

5. Составить уравнение линии, каждая точка M  которой удовлетво-

ряет заданным условиям. 
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Вариант 1 

1. )7;10(),1;3(),4;2-( CBA . 

2. )1;6;1-(),4;1;3(
21

AA , 

)1-;4;0(),6;1;1-(
43

AA . 

3. а) )0;10-(,15 Fb  ; 

    б) 1413,13  a ; 

в) 4-: xD . 

4. Вершины гиперболы 

1561312 22  yx , )2-;0(A . 

5. Отстоит от прямой 6x  на 

расстоянии, в два раза большем, 

чем от точки )3;1(A . 

Вариант 2 

1. )8;6(),4;14(),2-;3-( CBA . 

2. )1;0;1-(),2;1-;3(
21

AA , 

)8;5;8(),3;7;1( 43 AA . 

3. а) )0;24(,2 Fb  ; 

    б) 785,7  a ;  

в) 5: xD . 

4. Вершины гиперболы 

3694 22  yx , )4;0(A . 

5. Отстоит от прямой 2-x  на 

расстоянии, в два раза большем, 

чем от точки )0;4(A . 

Вариант 3 

1. )3-;11(),1-;3-(),7;1( CBA . 

2. )3;8;5(),4;5;3( 21 AA ,  

)2;0;1-(),2-;2;1(
43

AA . 

3. а)  35;2),0;3( BA ; 

б) 7,43  ck ; 

    в) параболы 2-: yD . 

4. Фокусы гиперболы 

6002524 22  xy , )0;8-(A . 

5. Отстоит от прямой 2-y  на 

расстоянии, в три раза большем, 

чем от точки )0;5(A . 

Вариант 4 

1. )5;9(),4;1-(),0;1( CBA . 

2. )5;1;1(),3;4;2( 21 AA ,  

)7;6;3(),3;9;4(
43

AA .  

3. а) )0;5-(,221 A ; 

б)    23;64,3;80 BA ; 

в) 1: yD . 

4. AO ),0;0( ‒ вершину параболы 

)4(32  xy . 

5. Отношение расстояний от точ-

ки M  до точек )3;2(A  и )2;1-(B  

равно 43 .  

Вариант 5 

1. )7;3(),1;7(),2-;1( CBA . 

2. )1;7;3-(),5;5;9(
21

AA , 

)2;9;6(),8;7;5( 43 AA . 

3. а) 1157,222  a ; 

б) 1310,32  ck ; 

в) ось симметрии )9;27(и AOx . 

Вариант 6 

1. )1;6(),6;1(),3-;2-( CBA . 

2. )5;1-;2(),1;7;0(
21

AA , 

)8;9-;3(),3;6;1(
43

AA . 

3. а) 2510,15  b ; 

б) 162,43  ak ; 

в) ось симметрии )8-;4(и AOx . 

4. Левый фокус гиперболы 
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4. Фокусы эллипса 

1259 22  yx , )6;0(A . 

5. Сумма квадратов расстояний 

от точки M до точек )0;4(A  

и )2;2-(B  равна 28. 

1243 22  yx , )3-;0(A . 

5. Отстоит от точки )0;1(A  на 

расстоянии, в пять раз меньшем, 

чем от прямой 8x . 

Вариант 7 

1. )2;6(),6;6-(),2;4-( CBA . 

2. )4;1-;1(),4;5;5(
21

AA , 

)1-;8;5(),1;5;3(
43

AA .  

3. а) )0;3(,4 Fa  ; 

  б) )0;11-(,102 Fb  ; 

в) 2-: xD . 

4. Фокусы эллип-

са 1243 22  yx A  ‒ его верхняя 

вершина. 

5. Отстоит от точки )1;4(A  на 

расстоянии, в четыре раза боль-

шем, чем от точки )1-;2-(B . 

Вариант 8 

1. )10;1(),3;7(),3-;4( CBA . 

2. )6;6;4(),1;1;6( 21 AA , 

)6;2;1(),0;2;4( 43 AA .  

3. а) )0;9(,4 Fb  ; 

  б) 57,5  a ; 

в) 6: xD . 

4. Вершину гиперболы 

6416 22  yx , )2-;0(A . 

5. Отстоит от прямой 5-x  на 

расстоянии, в три раза большем, 

чем от точки )1;6(A . 

Вариант 9 

1. )8;3(),2;8(),4-;4( CBA . 

2. )4;4;9(),3;5;7( 21 AA , 

)6;9;7(),7;5;4( 43 AA .  

3. а)    1;314,3;0 BA ; 

    б) 1021,11  kc ; 

в) 4-: yD .  

4. Фокусы гиперболы 

8054 22  yx , )4-;0(A . 

5. Отстоит от прямой 7y  на 

расстоянии, в пять раза большем, 

чем от точки )3-;4(A . 

Вариант 10 

1. )7;7(),7-;5(),3-;3-( CBA . 

2. )7;4;5(),2;8;6( 21 AA , 

)7;3;7(),7;4;2( 43 AA . 

3. а) )0;8(,87 A ; 

    б)    513;6,53-;3 BA ; 

в) 4: yD . 

4. AO ),0;0( ‒ вершина параболы 

)5(21-2  xy . 

5. Отношение расстояний от точ-

ки M  до точек )5;3-(A  и )2;4(B  

равно 31 . 

Вариант 11 

1. )3;3-(),4;3(),6-;1( CBA . 

2. )1;7;0(),5;2;4( 21 AA , 

Вариант 12 

1. )6;2(),6-;8(),2;4-( CBA . 

2. )2;10;7(),10;4;4( 21 AA , 
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)0;5;1(),7;2;0( 43 AA .  

3. а) 622,242  a ; 

б) 32,102  kc ; 

в) ось симметрии Ox  и )7-;7-(A . 

4.  Правый фокус эллипса 

16174933 22  yx , )7;1(A . 

5. Сумма квадратов расстояний 

от точки M  до точек )1-;5-(A  

и )2;3(B  равна 40.5. 

)9;6;9(),4;8;2( 43 AA .  

3. а) 295,2  b ; 

б) 1312,262  ka ; 

в) ось симметрии Ox  и )15;5-(A . 

4. Левый фокус гиперболы 

3053 22  yx , )6;0(A . 

5. Отстоит от точки )1;2(A  на 

расстоянии, в три раза большем, 

чем от прямой 5-x . 

Вариант 13 

1. )7;5(),4-;0(),2;5( CBA  . 

2. )4;9;6(),5;6;4( 21 AA , 

)9;5;7(),10;10;2( 43 AA .  

3. а) )0;4-(,6 Fa  ; 

 б) )0;7(,3 Fb  ; 

в) 7-: xD . 

4. Фокусы эллипса 

6564116 22  yx , 

A  ‒ его нижняя вершина. 

5.Отстоит от точки )3;3-(A  на 

расстоянии, в три раза большем, 

чем от точки )1;5(B . 

Вариант 14 

1. )8;1-(),2;6(),4-;4( CBA . 

2. )4;7;8(),4;5;3( 21 AA , 

)8;7;4(),4;10;5( 43 AA .  

3. а) )0;5(,7 Fb  ; 

 б) 1112,11  a ; 

в) 10: xD . 

4. Вершину гиперболы 

1892 22  yx , )4;0(A . 

5. Отстоит от прямой 8x  на 

расстоянии, в два раза большем, 

чем от точки )7;1-(A . 

Вариант 15 

1. )5-;0(),2;6-(),8;3( CBA  . 

2. )2;8;2(),6;9;10( 21 AA , 

)3;10;7(),9;8;9( 43 AA . 

3. а)    21;221,31;317- BA ; 

    б) 5,31  ck ; 

в) 1: yD . 

4. Фокусы гиперболы 

55115 22  yx , )5;0(A . 

5. Отстоит от прямой 9x  на 

расстоянии, в четыре раза мень-

Вариант 16 

1. )1;4-(),1-;10(),9-;6( CBA . 

2. )6;2;5(),2;8;1( 21 AA , 

)9;10;4(),4;7;5( 43 AA . 

3. а) )8;0(,53 A ; 

   б) )1;22-(),0;6( BA ; 

в) 9: yD . 

4. AB ),4;1( ‒ вершина параболы 

)4(312  xy . 

5. Отношение расстояний от точ-

ки M  до 
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шем, чем от точки )2;1-(A . чек )5;3(и)4-;2( BA равно 32 . 

Вариант 17 

1. )3-;7(),1-;3-(),1;4( CBA . 

2. )5;9;4(),5;6;6( 21 AA , 

)3;9;6(),11;6;4( 43 AA .  

3. а) 1110,222  a ; 

 б) 122,511  ck ; 

в) ось симметрии Ox  и )5;7-(A . 

4. Левый фокус эллипса 

2173 22  yx , )3-;1-(A . 

5. Сумма квадратов расстояний 

от точки M  до точек )3;3-(A  

и )1;4(B  равна 31. 

Вариант 18 

1. )10;4(),4-;6(),2;4-( CBA . 

2. )7-;7;5-(),2;2;7(
21

AA , 

)7;3;2(),1;3-;5(
43

AA .  

3. а) 1312,5  b ; 

б) 31,62  ka ; 

в)ось симметрии yO  и )6;9-(A . 

4. Левую вершину гиперболы 

4595 22  yx , )6-;0(A . 

5. Отстоит от точки )5-;0(A  на 

расстоянии, в два раза меньшем, 

чем от прямой 3x . 

Вариант 19 

1. )2;6-(),3;11(),1-;3( CBA . 

2. )5-;5;10(),4;6-;8(
21

AA , 

)7;10;8(),8-;6;5(
43

AA . 

3. а) )0;7(,9 Fa  ; 

б) )0;12(,6 Fb  ; 

в) 41-: xD . 

4. Фокусы эллипса 

6002524 22  yx , 

A ‒ его верхняя вершина. 

5. Отстоит от точки )2-;4(A  на 

расстоянии, в два раза меньшем, 

чем от прямой 3x . 

Вариант 20 

1. )5-;5(),4;7-(),2-;7-( CBA . 

2. )8;5;6(),3;1;1( 21 AA  , 

)1;4;8(),8;5;3( 43 AA .  

3. а) )0;10-(,5 Fb  ; 

   б) 34,9  a ; 

   в) 12: xD . 

4. Правую вершину гиперболы 

48163 22  yx , )3;1(A . 

5. Отстоит от прямой 7-x  на 

расстоянии, в три раза меньшем, 

чем от точки )4;1(A . 

Вариант 21 

1. )4;5-(),6;9(),4-;1-( CBA . 

2. )10;2;4(),7;2-;1(
21

AA , 

)7;3;5(),5;3;2( 43 AA .  

3. а)  1;215),2-;0( BA ; 

     б) 9102,11  kc ; 

     в) 5: yD . 

Вариант 22 

1. )1;3-(),5-;4(),2-;10( CBA . 

2. )0;2;1(),10;2;4( 21 AA , 

)5;3-;2(),7;5;3(
43

AA .  

3. а) )0;6-(,32 A ; 

    б)    2;320,0;2 BA ; 

    в) 1: yD . 
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4. Левый фокус гиперболы 

6397 22  yx , )2-;1-(A . 

5. Отстоит от прямой 14x  на 

расстоянии, в два раза меньшем, 

чем от точки )3;2(A .  

4. AB ),5-;2(  вершина парабо-

лы )1(2-2  yx . 

5. Отношение расстояний от точ-

ки M  до точек )2-;3(A  и )6;4(B  

равно 53 . 

Вариант 23 

1. )1;8(),5-;4-(),1-;3-( CBA . 

2. )7-;3;5(),5;3;2(
21

AA , 

)0;2;4(),7;2;1( 43 AA .  

3. а) 53,502  a ; 

    б) 1429,302  kc ; 

    в) ось симметрии Oy и )1;4(A . 

4. Правый фокус эллипса 

124 22  yx , )7-;2(A . 

5. Сумма квадратов расстояний 

от точки M  до точек )3;5-(A  

и )4-;2(B  равна 65. 

Вариант 24 

1. )0;4(),5;3-(),6-;2-( CBA . 

2. )5;3;2-(),7;3;5(
21

AA , 

)7;2;1(),10;2;4( 43 AA .  

3. а) 87,152  b ; 

 б) 65,122  ka ; 

в) ось симметрии yO ,  23;2-A . 

4.Правую вершину гиперболы 

32408140 22  yx , )5;2-(A . 

5. Отстоит от точки )4-;3(A  на 

расстоянии, в три раза большем, 

чем от прямой 5x . 

Вариант 25 

1. )6;4-(),8-;3(),2-;7-( CBA . 

2. )7;9;1(),5;3;4( 21 AA , 

)10;3;5(),0;2;0( 43 AA .  

3. а) )0;5-(,13 Fa  ; 

 б) )0;7-(,4.4 Fb  ; 

 в) 83-: xD . 

4. Фокусы эллипса 

9010 22  yx , 

A ‒ его нижняя вершина. 

5. Отстоит от точки )7;5(A  на 

расстоянии, в четыре раза боль-

шем, чем от точки )1;2-(B . 

Вариант 26 

1. )2;3(),4-;7-(),2;0( CBA . 

2. )6;0;4(),5;2;3( 21 AA , 

)1-;4;6(),5;6;2(
43

AA .  

3. а) )0;13(,7 Fb  ; 

 б) 4b , )0;11-(F ; 

 в) 13: xD . 

4. Правую вершину гиперболы 

75253 22  yx , )2-;5-(A . 

5. Отстоит от прямой 2x  на 

расстоянии, в пять раза большем, 

чем от точки )3-;4(A . 

Вариант 27 

1. )4-;8-(),4;1(),0;7( CBA . 

2. )9;4;1(),6;1;2( 21 AA , 

Вариант 28 

1. )4;2-(),7;0(),3-;1( CBA . 

2. )6;3;3(),7;1;2( 21 AA , 
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)2;4;5(),8;5-;2(
43

AA .  

3. а)  340;1),0;3-( BA ; 

    б) 32,15  kc ; 

    в) 4: yD . 

4. Фокусы гиперболы 

2054 22  yx , )6-;0(A . 

5. Отстоит от прямой 7-x  на 

расстоянии, в три раза меньшем, 

чем от точки )1;3(A .  

)5;2;1(),9;3-;2(
43

AA .  

3. а)  11-;0,65 A ; 

    б)    0;8,1;332 BA ; 

    в) 3-: yD . 

4. AB ),4;3(  ‒ вершина параболы 

74 2  xy . 

5. Отношение расстояний от точ-

ки M  до точек )5-;3(A  и )1;4(B  

равно 41 . 

Вариант 29 

1. )4;1(),2-;8(),1;5-( CBA . 

2. )1;3;6(),7;1-;2(
21

AA , 

)7;3-;2(),8;2;3(
43

AA .  

3. а) 157,342  a ; 

    б) 817,182  kc ; 

 в) ось симметрии yO  и )10-;4(A . 

4. Левый фокус эллипса 

8374913 22  yx , )8;1(A . 

5. Сумма квадратов расстояний 

от точки M  до точек )2;1-(A  

и )1-;3(B  равна 18.5. 

Вариант 30 

1. )4;0(),1;3-(),5;2( CBA . 

2. )1;2-;3(),5;4;0(
21

AA , 

)2;3;3(),6;5;4( 43 AA .  

3. а) 97,22  b ; 

    б) 22,122  ka ; 

в) ось симметрии yO  и )15;45-(A . 

4. Правый фокус гиперболы 

36486457 22  yx , )8;2(A . 

5. Отстоит от точки )5;1(A на 

расстоянии, в четыре раза мень-

шем, чем от прямой 1-x  

Решение типового варианта 

1. Даны вершины треугольника )7;2(),3-;3-(),3;4(: CBAABC . 

Найти:а) уравнение стороны AB ; 

 б) уравнение высоты CH ; 

 в) уравнение медианы AM ; 

 г) точку N пересечения медианы AM  и высоты CH ; 

 д) уравнение прямой, проходящей через вершину C парал-

лельно стороне AB ; 

 е) расстояние от точки C до прямой AB . 
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▲Сделаем чертеж: 
        y    

        7  C  
       

  

           H  
        3   A N   

       M     
 

      3-  O   4   x    
 

       2-   

      B  
  

▲ а) Воспользовавшись уравнением прямой, проходящей через две 

точки,
AB

A

AB

A

yy

yy

xx

xx









получим уравнение стороны AB : 

0376)3(7)4(6
33-

3

43-

4
:)( 









yxyx

yx
AB  

или 

 0

13-3-

134

1

:)(

yx

AB  

03760)912-(1)34()33(  yxyx . 

б) Приведем уравнение стороны AB к виду с угловым коэффи-

циентом 

76;7376:)(  ABkxyAB . 

С учетом условия перпендикулярности прямых AB  и CH угловой ко-

эффициент высоты CH  

76-;1-  CHABCH kkk . 

По точке )7;2(C и угловому коэффициенту CHk составляем уравнение 

высоты CH : 
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)(
CCHC

xxkyy   

05667)2(-7:)( 6
7  yxxyCH . 

в)   0

1

1

1

:)( 

MM

AA

yx

yx

yx

AM . 

По известным формулам находим координаты точки );( MM yxM се-

редины отрезка BC : 

 2;21-;2
2

73-
,

2

1
-

2

23-
Myx MM 





 . 

Тогда уравнение медианы будет 

 0

1221-

134

1

:)(

yx

AM  

     02192902381214)23( yxyx  

01992  yx . 

г) Для нахождения координат точки N пересечения медиа-

ны AM ; и высоты CH составляем систему уравнений 









.01992

,05667

yx

yx
 

Решая еёметодом Гаусса, получаем 


























245-

113

75-0

331
~

19-

113

9-2

3312-
~

19-

56

9-2

67

3-
 

 1549;526
.1549

,526

,245-75-

,11333
N

y

x

y

yx

















. 

д) Так как прямая, проходящая через вершину C , параллельна 

стороне AB , то их угловые коэффициенты равны 76 kkAB . 
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Тогда, согласно уравнению )( CC xxkyy   по точке C и угловому 

коэффициенту k составляем уравнение прямой  : 

03776)2(767:)(  yxxy . 

е) Расстояние от точки C до прямой AB вычисляем по формуле: 

22 BA

CByAx
d

СС




 . 

Поскольку 0376:)(),7;2(  yxABC ,то имеем 

4.4
85

40

)7-(6

37726
22





 CHd . ▼ 

2. Даны четыре точки )9;8;1(),9;4;2(),0;13;1-(),8;7;4( 4321 AAAA . 

Составить уравнения: 

а) плоскости 321 AAA ; 

б) прямой
21AA ; 

в) прямой MA4
, перпендикулярной к плоскости 321 AAA ; 

г) прямой NA4
, параллельной прямой

21AA ; 

д) плоскости, проходящей через точку
4A  перпендикулярно 

прямой
21AA . 

Вычислить: 

е) синус угла между прямой
41AA  и плоскостью 321 AAA ; 

ж) косинус угла между координатной плоскостью yxO  и плос-

костью 321 AAA . 

▲ а) Используя уравнение плоскости по трем точкам, 

0

131313

121212

111









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

 

составляем уравнение плоскости
321 AAA : 

0

13-2-

8-65-

874

0

897442

8071341-

874

:)(
321











 zyxzyx

AAA , 
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откуда 0)1215()8()165-()7()246()4(  zyx . 

 Окончательно, имеем 097976:)( 321  zyxAAA . 

б) Учитывая уравнения прямойв пространстве, проходящей че-

рез две точки
12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














, 

уравнения прямой
21AA  можно записать в виде 

8-

8

6

7

5-

4

80

8

713

7

41-

4
:)(

21






















 zyxzyx
AA . 

в) Из условия перпендикулярности прямой MA4
 и плоско-

сти
321 AAA  следует, что в качестве направляющего вектора пря-

мой a  можно взять нормальный вектор }9-;7-{6;n  плоско-

сти
321 AAA . Тогда уравнение прямой MA4

 с учетом канонических 

уравнений 

zyx a

zz

a

yy

a

xx 000 






 

запишется в виде 

9-

9

7-

8

6

1 





 zyx
. 

г) Так как прямая NA4
 параллельна прямой

21AA , то их направ-

ляющие векторы
21 и aa  можно считать совпадающими: 

}8-6;;5{-
21
 aa . 

Следовательно, уравнение прямой NA4
 имеетвид 

8-

9

6

8

5-

1 





 zyx
. 

д) Так как плоскость перпендикулярна прямой
21AA , то нор-

мальный вектор }8-6;;5{-21  AAn . 

Тогда, используя уравнение плоскости по точке и нормальному 

вектору 

0)()()( 000  zzCyyBxxA , 

имеем: 
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0168650)9(886()1(5-  zyxzyx ) . 

е) По формуле 

222222
sin

zyx

zyx

aaaCBA

CaBaAa




 , 

где }9-;7-{6;;;  }{n CBA , 

1}1;;3{-}89;78;41{
41

AA  

8.0
11166

34

11)3-()9-()7-(6

1)9-(1)7-()3-(6
sin

222222





 . 

ж) Так какнормальный вектор к плоско-

сти 321 AAA }9-;7-{6;
1
n ,а орт плоскости 1}0;{0;Oxy , то в соот-

ветствии с формулой 

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121

21

21
21 );cos(cos

CBACBA

CCBBAA













nn

nn
nn  

получим 

7.0-
166

9-

1(-9)(-7)6

1(-9)0(-7)06
cos

222





 . ▼ 

3. Составить канонические уравнения: 

а) эллипса, большая полуось которого равна 3, а фокус находится 

в точке  0;5F ; 

б) гиперболы с мнимой полуосью, равной 2, и фоку-

сом  0;13-F ; 

в) параболы, имеющей директрису 3-x . 

▲ а) Каноническое уравнение эллипса имеет вид 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

По условию задачи большая полуось 5,3  ca . 

Основное соотношение между величинами cba ,,  для эллип-

са
222 cab  . Подставив в него значения ca и , найдем 

  453
2

22 b . 
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Искомое уравнение эллипса 1
49

22


yx

.Сделаем чертеж. 

 

    y   

 

 

 
  1F  O   2F  x    

 

 

 

б) Каноническое уравнение гиперболы имеет вид 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

По условию мнимая полуось 13cа,2 b . 

Основное соотношение между параметрами cba ,,  для гипербо-

лы
222 acb  . Поэтому 

  9213 22222  bca . 

Записываем искомое уравнение гиперболы 1
49

22


yx

. 

Сделаем чертеж. 
    y  

 

 

 

 

1F     O   2F  x  

 

 

 

 

в) каноническое уравнение параболы в данном случае должно 

иметь вид pxy 22  , а уравнение её директрисы 2p-x . 
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Но по условию задачи уравнение директрисы 3-x . Поэтому 

63-2p-  p  

и искомое каноническое уравнение параболы имеет вид xy 122  . 

Сделаем чертеж. 
        y  

 

 

3- O  F  x  ▼ 

 

 

 

4. Записать уравнение окружности, проходящей через фокусы эллип-

са 44 22  yx  и имеющей центр в еговерхней вершине. 

▲ Для данного эллипса канонический вид уравнения 1
14

22


yx

. 

Верхняя вершина )1;0(B , большая полуось 2a , малая полу-

ось 1b . Поэтому 312 2222  bac и фокусы находятся в 

точках    0;3-,0;3 21 FF . 

Радиус R  искомой окружностивычисляем по формуле рас-

стояния между двумя точками: 

  213)10(03 22

21  BFBFR . 

 В соответствии с каноническим уравнением окружностизапи-

сываем искомое уравнение окружности: 

222 2)1()0(  yx  или 4)1( 22  yx . 

Сделаем чертеж    
    y  

 

 

    A   
     

 

      1F  O  2F x   ▼ 



 

131 

 

 
          

5. Составить уравнение линии, каждая точка M  которой отстоит от 

точки )2;3(A  на расстоянии, в три раза большем, чем от точки )0;1-(B  

▲ 1) Выбираем декартову прямоугольную систему координат Oxy . 

Пусть );( yxM  любая точка искомой линии. 

2) Тогда по условию задачи BMAM 3 . Так как 
2222 )1(,)2()3( yxBMyxAM  , 

то уравнение искомой линии 
2222 )1(3)2()3( yxyx  . 

3) Преобразуем полученное уравнение, возведя обе части в квад-

рат. Имеем: 
2222 991894496 yxxyyxx  , 

0448248 22  yyxx . 

Это уравнение окружности, так как коэффициенты выражени-

ях
22 и yx равны и отсутствует слагаемое с произведением yx . 

Выделив полные квадраты в последнем уравнении, придем к уравне-

нию вида 

   4218)3(8 22 yyxx  

     4161161412849492328 22 yyxx  

        1645412321184418238
2222
 yxyx . 

Это уравнение является уравнением окружности с центром в точ-

ке  41-;23-C  и радиусом 453R . Сделаем чертеж. 

       y     

       2       A  
 
 );( yxM   

       1  
 

 

     B  O   1  2  3 x    

    C   
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ДОПОЛНЕНИЕ 

ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ДОМАШНИЕ ЗАДАНИЯ 

1. Построить поверхности и определить их вид (название). 

2. Построить тело, ограниченное указанными поверхностями. 

Вариант 1 

1. а) 016164 222  zyx ; 

    б) 042  zx . 

2. а)
0,0,2,1

,0,22





yxyx

zyxz
; 

    б) xzzxyx  ,0,222
 

Вариант 2 

1. а) 0993 222  zyx ; 

    б) 022 22  zyx . 

2.а)
0,3,4,2

)0(,0,222





yxxyxy

zzzyx
; 

    б) 5,0,422  zyzyyx  

Вариант 3 

1. а) 020105- 222  zyx ; 

    б)
222 54 xzy  . 

2. а)
75253

,0,0,63

22

22





yx

zzzy
; 

    б)
0,0,0

,1232,2,4





zyx

zyxyx
 

Вариант 4 

1. а) 02484 222  zyx ; 

    б)
22 9zyx  . 

2.а)
16

,0,5

22 



yx

zyz
; 

    б)
0,0,52

,53,5





zyyx

yxzyx
 

Вариант 5 

1. а) 06 222  zyx ; 

    б) 2137 222  zyx . 

2. а)
0,

,2,0,3





zxyz

xyxy
; 

    б)
1

,0,0,)(8

22

222





yx

yzzyx
 

Вариант 6 

1. а)
22 48 yxz  ; 

    б) 723694 222  zyx . 

2.а)
1,0,

,0,5 22





xyxy

zyxz
; 

    б)
0,1

,9

22

222





xyx

zyx
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Вариант 7 

1. а) 962464 222  zyx ; 

    б)
222 208 xzy  . 

2. а)
1,0,

,0,





xyxy

zxyz
; 

    б)
0,0

,,4 222222





zx

zyxzyx
 

Вариант 8 

1. а) 040554 222  zyx ; 

    б) 035 22  zxy . 

2.а)
2,0,2

,0,





xyxy

zxyz
; 

    б)
0,1

,0,

22

222





yyx

zzyx
 

Вариант 9 

1. а) )(8 222 zyx  ; 

    б) 1832 222  zyx . 

2. а)
0,1,0,

,0,3 22





yxyxy

zyxz
; 

    б)
316

,3)(8 22





xz

yxz
 

Вариант 10 

1. а) xyz 1025 22  ; 

    б) 060534 222  xyz . 

2.а)
1,0,4

,0,





xyxy

zxyz
; 

    б)
22

22

2

,3

yxz

yxz




. 

Вариант 11 

1. а) 021147 222  zyx ; 

    б)
22 42 zxy  . 

2. а)
1,0,

,0,23 22





xyxy

zyxz
; 

б)
yz

yxz

201

,1)(10 22




 

Вариант 12 

1. а) 01236 222  zyx ; 

    б) xzy  22 28 . 

2.а)
1,0,

,0,





xyxy

zxyz
; 

    б)
2,0

,2,216





zxz

xyxy
 

Вариант 13 

1. а) 032416- 222  zyx ; 

    б) 036 222  zyx . 

2. а) 2,0,,0  xyxyz ; 

    б)
0,2

,,2





zxz

yxyx
 

Вариант 14 

1. а) 015155 222  zyx ; 

    б) 032  zx . 

2.а)
2,0,

,0,2 22





xyxy

zyxz
; 

б) 0,2,,2  zxzyxyx  

Вариант 15 

1. а) 01866 222  zyx ; 

Вариант 16 

1. а) 021147- 222  zyx ; 
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    б) 033 22  zyx . 

2. а)
2,8,

,0,4 222





xxyxy

zzyx
; 

    б)
6

,0,822





zy

zyyx
 

    б)
222 62 xzy  . 

2.а)
7844916

,0,84

22

22





yx

zzy
; 

    б)
0,0,3,1

,0,20105





yxyx

zzyx
 

Вариант 17 

1. а) 01863- 222  zyx ; 

    б)
22 -2 zyx  . 

2. а)
4

,0,3

22

2





yx

zyz
; 

    б)
0,632,2

,0,632





yyxyx

zzyx
 

Вариант 18 

1. а) 0364 222  zyx ; 

    б) 1234 222  zyx . 

2.а)
1,0,4

,0,





xyxy

zxyz
; 

    б)
0,0

,4,)(4 2222





zy

yxzyx
 

Вариант 19 

1. а)
224 yxz  ; 

    б) 484123 222  zyx . 

2. а)
2,0,2

,0,2 22





xyxy

zyxz
; 

    б)
0,4

,16

22

222





xyx

zyx
 

Вариант 20 

1. а) 601054 222  zyx ; 

    б)
222 147 xzy  . 

2.а)
4,0,4

,0,





xyxy

zxyz
; 

    б)
0,0,

,0,9

222

222





yxyzx

zzyx
 

Вариант 21 

1. а) 01669 222  zyx ; 

    б)
22 61015 yxy  . 

2. а)
3,0,3

,0,





xyxy

zxyz
; 

    б)
0,1)(4

,0,)(4

22

222





yyx

zzyx
 

Вариант 22 

1. а) 601054 222  zyx ; 

    б) 3632 222  zyx . 

2.а)
1,0,2

,0,16 22





xyxy

zyxz
; 

    б)
14

),(64 22





xz

yxz
 

Вариант 23 

1. а) xyx 1234 22  ; 

    б) 012243 222  zyx . 

Вариант 24 

1. а) 03228 222  zyx ; 

    б)
22 34 xzy  . 
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2. а)
3,0,3

,0,





xyxy

zxyz
; 

 б) 2222 5,4 yxzyxz   

2. а)
2,0,3

,0,22





xyxy

zyxz
; 

б) yzyxz 41),(62 22   

Вариант 25 

1. а) 0126 222  zyx ;  

    б)
22 93 yzx  . 

2. а)
4,0,2

,0,





xyxy

zxyz
; 

    б)
0,12,

,0,2





xyzxy

zyx
 

Вариант 26 

1. а) 030532 222  zyx ; 

    б) 032 2  zx . 

2. а)
0,0,1,2

,0,32 22





yxyx

zyxz
; 

    б)
xz

zxyx

2

,0,622




. 

Вариант 27 

1. а) 042627 222  zyx ; 

    б) 0542 22  zyx . 

2. а)
2,4,

,0,)(4 222





xxyxy

zzyx
; 

    б)
6

,0,422





zx

zyyx
. 

Вариант 28 

1. а) 0243124- 222  zyx ; 

    б) xzy 362 22  . 

2. а)
4883

,0,42

22

22





yx

zzy
; 

    б)
0,0,3,1

,0,2442





yxyx

zzyx
. 

Вариант 29 

1. а) 02793 222  zyx ; 

    б)
22 4-2 xyz  . 

2. а) 9,0,3 222  yxzyz ; 

    б)
0,44,42

,0,8





yyxyx

zzyx
 

Вариант 30 

1. а) 0216327 222  zyx ; 

    б) 42273 222  zyx . 

2. а) 3,0,5,0  xyxyz ; 

    б)
0,4

,0,)(4

22

222





yyx

zzyx
 

Решение типового варианта 

1. Построить данные поверхности и определить их вид (название): 

а) 0221461- 222  zyx ; б) 041213 222  zyx . 

▲ а) Приведём уравнение к каноническому виду 

1
42112

-2:221461-
222

222 
zyx

zyx . 
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Находим сечения поверхности координатными плоскостями. 

1. Название секущей плоскости: плоскость Oxy . 

 Сечение данной поверхности:













.1
2112

,0

22 yx

z

 

Название сечения и его свойства: гипербола. 

2. Название секущей плоскости: плоскость Oxz . 

 Сечение данной поверхности:













.1
124

,0

22 xz

y

 

 Название сечения и его свойства: гипербола. 

 3. Название секущей плоскости: плоскость Oyz  

 Сечение данной поверхности:












.1
421

,0

22 zy

x

 

Название сечения и его свойства: эллипс. 

Два сечения –гиперболы, одно сечение –эллипс.Не пересекает 

ось Ox . Название поверхности –однополостный гиперболоид. Полу-

оси его «горлового» эллипса 2,22  OCOB . 

Строимгиперболоид.  

       z  
         

 

 

 

       C         

        B  
       O     y  

 

 

 

 
   x        ▼ 
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б) Приведём уравнение к каноническому виду 

0
1261

3:041213
222

222 
zyx

zyx . 

Это уравнение конуса, так как уравнение однородное (нет свободного 

члена и все члены одной степени). 

Находим сечения поверхности координатными плоскостями. 

1. Название секущей плоскости: плоскость Oxy . 

 Сечение данной поверхности:








.06

,0

22 yx

z
 

Название сечения и его свойства: точка 

2. Название секущей плоскости: плоскость параллельная плоско-

сти Oxy . 

 Сечение данной поверхности:













.1
61

,3212

22 yx

z

 

Название сечения и его свойства: эллипсы. 

3. Название секущей плоскости: плоскость Oxz . 

 Сечение данной поверхности: 

  
















.03232

,0

.012

,0

22
zxzx

y

zx

y
 

 Название сечения и его свойства: прямые. 

 4. Название секущей плоскости: плоскость Oyz . 

 Сечение данной поверхности: 

  
















.022

,0

,02

,0

22
zyzy

x

zy

x
 

Название сечения и его свойства: прямые. 

Строим конус. 
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       z    
 

 

 
       O   y   

 
     x       ▼ 

 

2. Построить тело, ограниченное данными поверхностями: 

а) xyzzxxy  ,0,1, ; 

б) 0,23,2,4  zzxyxyx . 

▲ а) Найдём пересечение гиперболического параболоида xyz   с 

плоскостью yx   

2

,

,
yz

yx

xyz









 ‒ парабола. 

Пересечение поверхности xyz   с плоскостью 0z  

000
,0

,









yxxy

z

xyz
 

‒ прямые (координатные оси). Найдём характерные точки те-

ла.Начало координат )0;0;0(O . 

)1;1;1(,1
,1

,1

,

,1
);0;0;1(

,0

,1
3

1
1

1
Mxyz

y

x

xy

x
M

y

x

y
x






























; 

)0;1;1(

,1

,

,0

2M

x

yx

z















. 
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      z  
      3M  

 

 

 
      O     2M  y      

     
       1M  

        

x  
б) Найдём пересечение двух плоскостей 

0
,32

,0









x

xz

z
‒прямая (координатная ось Oy ). 

Найдём характерные точки тела: 

































































,0

,21

,082

,0

,421

,

,0

,2

,4

,2

,4

,0
2

2

2

2

2
1

2

z

xy

xx

z

xx

xy

z

xy

yx

yx

yx

z

 

)0()0;2;2(

0

,2

,2

,0

,21

,24-

1

2

21

































xM

z

y

x

z

xy

xx

, 

)0;4;0(

0

,4

,0

,0

,4

,0

2
M

z

y

x

z

yx

x































, 

)3;2;2(

,3

,2

,2

,23

,4

,2

3M

z

y

x

xz

yx

yx































. 

Сделаем чертёж. 
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Контрольная работа 

1. Найти расстояние от точки
0M  до плоскости, проходящей через 

точки
321 ,, MMM . 

2. Написать уравнение плоскости, проходящей через точку A  пер-

пендикулярно вектору BC . 

3. Найти угол между плоскостями. 

4. Найти точку пересечения прямой и плоскости. 

5. Даны вершины треугольника ABC . Найти уравнение прямой, 

проходящей через вершину C  перпендикулярно медиане AM . 

Вариант 1 

1. )1-;7;12-(
0

M , )7-;4;3-(
1

M , 

)4-;5;1(
2

M , )0;2-;5-(
3

M . 

2. )2-;0;1(A  

)2;3-;0(),3;1-;2( CB . 

3. 053  yx , 

01652  zyx . 

4. 
4

1

1-

3

1-

2 





 zyx
, 

01432  zyx . 

5. )1;3(),4;2-( BA , )7;10(C . 

Вариант 2 

1. )5-;6-;1(
0

M , )3-;2;1-(
1

M , 

)0;1-;4(
2

M , )2-;1;2(
3

M . 

2. )4;3;1-(A  
)1;6;2(),0;5;1-( CB . 

3. 013  zyx , 

01 zx . 

4. 
5

1

4-

3

3

1 





 zyx
, 

02052  zyx . 

5. )4;14(),2-;3-( BA , )8;6(C . 

Вариант 3 

1. )1;1-;3-(),1-;0;7-(
10

MM , 

)2-;1;9-(
2

M , )4;5-;3(
3

M . 

2. )0;2-;4(A  

Вариант 4 

1. )1;1-;1(),2;4;2-(
10

MM  

)3;0;2-(
2

M , )1-;1;2(
3

M . 

2. )7;0;8-(A  

xyz   

1x

 









0

,

z

yx
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)3-;1;2-(),5-;1-;1( CB . 

3. 01354  zyx , 

094  zyx . 

4. 
2

1

4

5

1-

1 





 zyx
, 

02473  zyx . 

5. )3-;11(),1-;3-(),7;1( CBA . 

)5;4;1-(),4;2;3-( CB . 

3. 01523  zyx , 

01395  zyx . 

4. 
2

3

01

1 


 zyx
, 

042  zyx . 

5. )5;9(),4;1-(),0;1( CBA . 

Вариант 5 

1. )0;2;1(),4;1-;2(
10

MM ,  

)2;1-;1(
2

M , )1-;1;0(
3

M . 

2. )1;5-;7(A  

)4-;0;3(),3-;1-;5( CB . 

3. 017426  zyx , 

0463  zyx . 

4. 
0

2

1-

3

1

5 





 zyx
, 

01253  zyx . 

5. )7;3(),1;7(),2-;1( CBA . 

Вариант 6 

1. )2;0;1(),1;9-;5-(
10

MM , 

)1-;2;1(
2

M , )1;2-;2(
3

M . 

2. )2-;5;3-(A  

)5;2;3-(),3;0;4-( CB . 

3. 012  zyx , 

032  zyx . 

4. 
2-

3

2

2

3

1 







 zyx
, 

0953  zyx . 

5. )1;6(),6;1(),3-;2-( CBA . 

Вариант 7 

1. )3-;2;1(),9-;2-;3(
10

MM , 

)1;0;1(
2

M , )6;1-;2-(
3

M . 

2. )8;1-;1(A  

)7;1-;1-(),10;3-;4-( CB . 

3. 03  zy , 

02  zy . 

4. 
1-

1

1

2

2-

1 





 zyx
, 

01752  zyx . 

5. )2;6(),6;6-(),2;4-( CBA . 

Вариант 8 

1. )1-;10;3(),10-;7;6-(
10

MM , 

)5-;3;2-(
2

M , )3-;0;6-(
3

M . 

2. )5-;0;2-(A  

)1-;10;1(),3-;7;2( CB . 

3. 0236  zyx , 

01262  zyx . 

4. 
1

4

0

2

2

1 





 zyx
, 

01942  zyx . 

5. )10;1(),3;7(),3-;4( CBA . 

Вариант 9 

1. )4;2;1-(),5;3;2-(
10

MM , 

)4-;2-;1-(
2

M , )1-;0;3(
3

M . 

2. )4-;9;1(A  

Вариант 10 

1. )1;3-;0(),5-;4;3-(
10

MM , 

)2;1;4-(
2

M , )5;1-;2(
3

M . 

2. )3;0;7-(A  
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)0;5;3(),1;7;5( CB . 

3. 0322  zyx  

01151216  zyx . 

4. 
1-

4

1

1

1-

2 





 zyx
, 

02332  zyx . 

5. )8;3(),2;8(),4-;4( CBA . 

)0;3-;2(),4-;5-;1( CB . 

3. 01652  zyx , 

0832  zyx . 

4. 
0

3

0

2

1

2 





 zyx
, 

07532  zyx . 

5. )7;7(),7-;5(),3-;3-( CBA . 

Вариант 11 

1. )0;3;1(),0;3;4(
10

MM , 

)2;1-;4(
2

M , )1;0;3(3M . 

2. )5;3-;0(A  

)4;2;3-(),6;2;7-( CB . 

3. 0122  zyx , 

01 zx . 

4. 
3

2

1-

1

2

1 





 zyx
, 

01124  zyx . 

5. )3;3-(),4;3(),6-;1( CBA . 

Вариант 12 

1. )1-;1-;2-(),16-;20;21-(
10

MM  

)2;3;0(
2

M , )4-;1;3(
3

M . 

2. )2;1-;5(A  

)3;1-;4(),3;4-;2( CB . 

3. 043  zyx , 

05  zy . 

4. 
1-

1

0

1

1

1 





 zyx
, 

08423  zyx . 

5. )6;2(),6-;8(),2;4-( CBA . 

Вариант 13 

1. )6;5-;3-(),8;6;3(
10

MM , 

)4-;1;2(
2

M , )1-;3-;0(
3

M . 

2. )2;7;3-(A  

)3;5;4(),1;5;3( CB . 

3. 016223  zyx , 

073  zyx . 

4. 
2

3

1

1

1-

2 





 zyx
, 

022  zyx . 

5. )7;5(),4-;0(),2;5-( CBA . 

Вариант 14 

1. )3-;4-;2(),8;10-;2(
10

MM  

)0;6-;5(
2

M , )3-;3;1-(
3

M . 

2. )8;2-;0(A  

)3;4;1(),2;3;4( CB . 

3. 0922  zyx , 

013  zyx . 

4. 
3

2

5-

2

1

3 





 zyx
, 

0345  zyx . 

5. )8;1-(),2;6(),4-;4( CBA . 

Вариант 15 

1. )2;1-;1(),7;2;3-(
10

MM , 

)2;1;2(
2

M , )4;1;1(3M . 

2. )5;1-;1(A  

Вариант 16 

1. )6;3;1(),5;4-;5(
10

MM , 

)1;2;2(
2

M , )1;0;1-(
3

M . 

2. )9;0;10-(A  
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)8;3;1-(),8;7;-( CB . 

3. 0322  zyx , 

0522  zyx . 

4. 
3

4

1-

2

2

2 





 zyx
, 

04253  zyx . 

5. )5-;0(),2;6-(),8;3-( CBA . 

)15;5;8(),11;4;12( CB . 

3. 01323  zyx , 

07  zyx . 

4. 
2

4

5

4

1-

3 





 zyx
, 

04747  zyx . 

5. )1;4-(),1-;10(),9-;6( CBA . 

Вариант 17 

1. )6;2;4-(),8;1;12-(
10

MM , 

)0;3-;2(
2

M , )8;5;10-(
3

M . 

2. )6-;3-;3(A  

)4-;6;6(),5-;9;1( CB . 

3. 0823  zyx , 

03  zyx . 

4. 
5

1

3

1

2

3 





 zyx
, 

052732  zyx . 

5. )3-;7(),1-;3-(),1;4( CBA . 

Вариант 18 

1. )4;2;7(),8;1;10(
10

MM , 

)2-;1-;7(
2

M , )1-;2-;5-(
3

M . 

2. )7;1;2(A  

)3;2;9(),2;0;9( CB . 

3. 023323  zyx , 

05  zy . 

4. 
2

3

3

1

2

3 





 zyx
, 

016743  zyx . 

5. )10;4(),4-;6(),2;4-( CBA . 

Вариант 19 

1. )4;1;2(),8;1;3-(
10

MM , 

)2-;5;3(
2

M , )2;3-;7-(
3

M . 

2. )4-;1;7-(A  

)1-;9;9(),3-;11;8( CB . 

3. 073  zyx , 

01 zy . 

4. 
1-

4

0

2

2-

5 





 zyx
, 

024452  zyx . 

5. )2;6-(),3;11(),1-;3( CBA . 

Вариант 20 

1. )2;5-;1-(),7-;8-;10(
10

MM  

)3-;0;6-(
2

M , )3-;6;3(
3

M . 

2. )6-;0;1(A  

)1;6;9-(),1;2;7-( CB . 

3. 01722  zyx , 

012  yx . 

4. 
12

5

5-

8

8

1 





 zyx
, 

01832  zyx . 

5. )5-;5(),4;7-(),2-;7-( CBA . 

Вариант 21 

1. )1-;1-;0(),6;13-;4-(
10

MM , 

)5;3;2-(
2

M , )9-;5-;1(
3

M . 

2. )0;1;3(A  

Вариант 22 

1. )0;2;5(),8-;6-;3-(
10

MM  

)0;5;2(
2

M , )4;2;1(3M . 

2. )5;2-;4-(A  
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)2-;4;9(),3;3;6( CB . 

3. 012  yx , 

06  yx . 

4. 
0

5

1-

1

1

3 





 zyx
, 

01137  zyx . 

5. )4;5-(),6;9(),4-;1-( CBA . 

)7-;3;9(),7-;3-;3( CB . 

3. 052  zx , 

0732  yx . 

4. 
2

1

5

3

1-

5 





 zyx
, 

011573  zyx . 

5. )1;3-(),5-;4(),2-;10( CBA . 

Вариант 23 

1. )2-;1-;2(),7;3-;14(
10

MM  

)1;2;1(
2

M , )6-;0;5(
3

M . 

2. )10;8-;0(A  

)4;0;8-(),7;5;5-( CB . 

3. 01835  zyx , 

092  zy . 

4. 
1-

6

1

2

7

1 





 zyx
, 

0564  zyx . 

5. )1;8(),5-;4-(),1-;3-( CBA . 

Вариант 24 

1. )4-;0;2-(),5;5;6-(
10

MM , 

)1;7;1-(
2

M , )4-;8-;4(
3

M . 

2. )2-;5-;1(A  

)2-;2-;2(),1;2-;6( CB . 

3. 0234  zx , 

0522  zyx . 

4. 
0

8

1-

2

1

3 





 zyx
, 

025495  zyx . 

5. )0;4(),5;3-(),6-;2-( CBA . 

Вариант 25 

1. )5;4;14(),7;8-;1-(
10

MM , 

)2;3-;5-(
2

M , )3-;6-;2-(
3

M . 

2. )9-;7;0(A  

)12-;3;4-(),11-;8;1-( CB . 

3. 014  zyx , 

0342  zyx . 

4. 
3

1

02-

1 


 zyx
, 

023134  zyx . 

5. )6;4-(),8-;3(),2-;7-( CBA . 

Вариант 26 

1. )0;2;1(),16;8-;13-(
10

MM , 

)3-;0;3(
2

M , )6;2;5(3M . 

2. )7;1-;3-(A  

)5-;3;2(),6-;2;0( CB . 

3. 092  zy , 

012  zyx . 

4.
3

5

1

3

6

1 





 zyx
, 

03523  zyx . 

5. )2;3(),4-;7-(),2;0( CBA . 

Вариант 27 

1. )2;1-;2(),7;3;5-(
10

MM , 

)1;2;1(
2

M , )1;2;3(3M . 

2. )1-;3;5(A  

Вариант 28 

1. )2;1;1(),8;3;2(
10

MM , 

)3;1;1-(
2

M , )4;2-;2(
3

M . 

2. )2-;2;1-(A  
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)0;1-;5(),3-;0;0( CB . 

3. 011462  zyx , 

0335155  zyx . 

4. 
2-

3

3-

1

4

2 





 zyx
, 

043  zyx . 

5. )4-;8-(),4;1(),0;7( CBA . 

)2;15;14(),1;14;13( CB . 

3. 017  zyx , 

0522  yx . 

4. 
2-

3

5-

2

2

1 





 zyx
, 

01652  zyx . 

5. )4;2-(),7;0(),3-;1( CBA . 

Вариант 29 

1. )1;3;2(),8;4-;5-(
10

MM , 

)2-;1;4(
2

M , )7;3;6(3M . 

2. )0;5-;7(A  

)1;5;8(),1-;3;8( CB . 

3. 053  yx , 

032  yx . 

4. 
2-

2

0

3

1

1 





 zyx
, 

07273  zyx . 

5. )4;1(),2-;8(),1;5-( CBA . 

Вариант 30 

1. )1-;1;1(),6;7-;3-(
10

MM , 

)1;3;2(
2

M , )1;2;3(3M . 

2. )4;6;3-(A  

)7;3-;0(),5;3-;8( CB . 

3. 032  zyx , 

012  zyx . 

4. 
11

5

3-

2

0

3 





 zyx
, 

032975  zyx . 

5. )4;0(),1;3-(),5;2( CBA . 

Знания и умения, которыми должен владеть студент 

Знания на уровне понятий, 

определений, описаний, формулировок 

1. Различные уравнения прямой линии (типовые задачи по состав-

лению уравнения прямой линии). 

2. Пучок прямых линий. 

3. Кривые второго порядка – эллипс, гипербола, парабола (канони-

ческие уравнения). 

4. Общее уравнение кривых 2-го порядка. 

5. Полярная система координат, её связь с декартовой. 

6. Плоскость. Различные уравнения плоскости (типовые задачи по 

составлению уравнения плоскости). 

7. Цилиндрические поверхности. 

8. Поверхности вращения. 

9. Поверхности 2-го порядка. Метод сечений. 

Знания на уровне доказательств и выводов 
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1. Прямая линия с угловым коэффициентом. 

2. Общее уравнение прямой на плоскости; его исследование. 

3. Уравнение прямой, проходящей через две заданные точки. 

4. Угол между прямыми линиями. Условия параллельности и пер-

пендикулярности прямых линий. 

5. Вывод канонического уравнения эллипса. 

6. Переход от одной системы прямоугольных декартовых коорди-

нат к другой (на плоскости). 

7. Плоскость. Векторное уравнение плоскости. 

8. Уравнение плоскости, проходящей через данную точку перпен-

дикулярно данному вектору. 

9. Векторное уравнение, каноническиеуравнения и параметриче-

ские уравнения прямой линии в пространстве. 

Умения в решении задач 

Студент должен уметь: 

1. Составить уравнение прямой, проходящей через две заданные 

точки, через одну точку в заданном направлении (на плоскости 

и в пространстве). 

2. Составить уравнение плоскости, проходящей через заданную 

точку перпендикулярно данному вектору. 

3. Находить точку пересечения прямой и плоскости. 

4. Находить углы между прямыми и плоскостями. 

5. Приводить уравнения кривой 2-го порядка к каноническому ви-

ду (при отсутствии членов с произведением координат), строить 

кривую. 

6. Строить (по точкам) стандартные кривые, заданные уравнения-

ми в полярных координатах. 

7. Делать приближенные чертежи поверхностей 2-го порядка, за-

данные каноническими уравнениями. 

8. Делать приближенные чертежи цилиндрических поверхностей 

вида 0);(,0);(,0);(  zyfzxfyxf , и поверхностей вращения. 
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