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Введение
(о частично инфинитной гидрологии и ее связи с темой монографии)

Гидрология, как и подавляющее большинство прикладных наук, 
развивалась, опираясь на зарекомендовавший себя математический 
аппарат, предполагающий априори так называемую корректную по
становку задач. Смысл этой корректности варьирует в зависимости 
от изучаемой предметной области. Если мы рассматриваем гидрав
лику неустановившихся течений, то пользуемся уравнениями мате
матической физики. Естественным образом возникает необходи
мость ставить гидравлическую задачу корректно, например по Ада- 
мару (решение должно априори существовать, быть единственным и 
непрерывно зависеть от исходных данных -  параметров модели, гра
ничных и начальных условий). Если мы изучаем многолетние коле
бания стока методами математической статистики, то логично требо
вать устойчивости моментов распределения плотности вероятности.

Прочитав последнее предложение, любой «нормальный» гидролог 
будет интерпретировать слово «устойчивость» в смысле устойчиво
сти статистических выборочных оценок моментов (а значит, и рас
четных гидрологических характеристик: нормы модуля стока q , ко
эффициентов вариации С„ и асимметрии С ,), полученных по огра
ниченной реальной статистической совокупности (ряду наблюде
ний). Но в данном случае смысл корректности совсем в другом: про
цесс должен быть устойчивым в «самой физике», а не только в эмпи
рических оценках.

Когда возникает физическая неустойчивость? В двух случаях: 
1) если изучаемая система активно взаимодействует с окружающим 
«миром» и развивается (тогда ряд расходов, например, не представ
ляет собой устойчивую статистическую совокупность -  стационар
ную или нестационарную) -  онтологическая неустойчивость; 2) если 
познающий субъект настолько упростил ситуацию, что в рамки его 
«примитивных» представлений изучаемый объект не вписывается -  
гносеологическая неустойчивость.

С точки зрения эпистемологии различие между этими двумя слу
чаями не так уж и существенно: в первом случае познавать должен 
«всемирный дух» (по Гегелю), а во втором -  конкретный «Коля 
Крюков». С точки же зрения гидрологического обеспечения строи-
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Введение

тельного проектирования важен не только факт существования неус
тойчивости, но и ее генезис (иначе, как с ней бороться?).

Частично инфинитная гидрология как раз и занимается такими 
неустойчивостями, которые существуют как объективно в природе 
самого процесса формирования стока (как атрибут развития), так и 
субъективно (в нашем недопонимании того, что реально происходит 
на водосборах). Финитная же гидрология имеет дело с устойчивыми 
объектами, причем эта устойчивость также может быть как объек
тивной, так и субъективной (связанной с нашим наивным взглядом 
на процесс формирования стока, если мы не способны саморефлек- 
сировать и видеть свою наивность со стороны).

Ситуацию может прояснить рис. В.1, где вектор состояния Y -  
набор величин (например, только расход воды Q), которыми мы пы
таемся описать реакцию системы на внешнее воздействие (например, 
интенсивность осадков X ) .  В науке известны два вида закономерно
стей: динамические и статистические. На рис. В.1 динамические за
кономерности представляет траектория Y(t) до полосы разрыва А. 
Тут действуют жесткие причинно-следственные связи, математиче
ски выражаемые, например, дифференциальными уравнениями 
различного типа. Если происходит потеря устойчивости их решений, 
то переходят от изучения отдельных траекторий к рассмотрению 
их пучка (интервал А -  В), т. е. к использованию статистических за
кономерностей (кривым плотности вероятности p (Q );  на интервале 
О —А «действует» вырожденная плотность вероятности в виде 
5-функции). Этот пучок может быть как стационарным (интервал 
А — 1, где статистические моменты не меняются во времени), так и 
нестационарным (интервал 1—2, где могут наблюдаться тренды по 
моментам за счет изменения факторов формирования стока, напри
мер климата).

Но что делать, если и пучок теряет устойчивость (например, рас
тет дисперсия, как показано на рис. В. 1 на интервале 2—В)1 Оказыва
ется, что одномерный пучок можно «сжать», если перейти к пучку 
(распределению) многомерному. Последний может быть как одномо
дальным, так и многомодальным (рис. В.1). Практическая необходи
мость в этом возникает, например, если проектируется мост на рас
ход Qp«/a, а распределение неустойчиво по дисперсии и QP% нельзя
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Введение

установить надежно. В случае же двумерного устойчивого распреде
ления (например, p ( Q ,E ) ,  где Е -  испарение) событие p(Q,E)p%
определяется однозначно. При этом существует способ, позволяю
щий установить, сколько новых фазовых переменных надо привле
кать, чтобы многомерное распределение было устойчивым. Это так 
называемая фрактальная диагностика.

Так вот, частично инфинитным моделированием (и прогнозиро
ванием) называется переход через полосы разрыва, в нашем случае -  
через В. Если глубокий философский термин «инфинитность» заме
нить более вульгарным «неопределенность», то можно сказать, что 
это процесс частично неопределенный. В том смысле, что он форма
лизуем только частично, а именно в части числа новых переменных, 
но не их качества (на вопрос «что они из себя представляют?» нельзя 
ответить, используя математические методы).

Действующий нормативный документ (СП 33-101-2003) подразу
мевает свою дееспособность на интервале А—1, т. е. в случае стацио
нарного устойчивого одномерного распределения. Но если офици
ально (мировым сообществом) признается факт антропогенного из
менения климата, то налицо явное противоречие между идеологией, 
заложенной в СП, и реалиями окружающей нас действительности.
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Введение

Вопрос о физической устойчивости даже стационарных распреде
лений в своде правил СП 33-101-2003 вообще остается втуне. Такой 
проблемы в его логических рамках просто не существует. Но как в 
таком случае надо оценивать факт фрактальности практически всех 
рядов речного стока? О чем он говорит? О том, что гидрологические 
объекты (бассейны рек) развиваются, взаимодействуя с гидрометео- 
экологической средой, и вероятностные распределения, характери
зующие сток, неустойчивы по старшим, а часто и по младшим мо
ментам.

Данная монография направлена на решение подобных проблем, а 
главное -  на возможность практической реализации этих решений. 
Базовой моделью, которая будет использована в книге, является 
уравнение Фоккера-Планка-Колмогорова (ФПК):

(f >'V (М И  I .T S F S v - k  fc'J ■ О*'1)2 8 У Ж ;

где Ai и Bj  -  коэффициенты сноса и диффузии, определяющие ско

рость изменения математического ожидания приращений вектора 
состояния Y и их квадратов.

Эта модель не является базовой для частично инфинитной гидроло
гии (как и вообще для частично инфинитного моделирования -  там 
«базовых» моделей не может быть просто по определению), но для 
финитной гидрологии она является базовой безусловно (именно ее мы 
будем использовать для расширения фазовых пространств с целью 
формирования более устойчивых многомерных распределений).

То, что она является базовой моделью для классической гидроло
гии (об этом многие «гидрологи» даже не догадываются), следует из 
того, что практическая гидрология, использующая статистические 
методы, основана на уравнении К. Пирсона, которое в одномерном 
случае имеет вид:

^  = 2 f 4  р , (в.2)
dQ  F(Q)
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Введение

являясь стационарным «огрызком» уравнения ФПК. В гидрологии 
обычно ограничиваются квадратичной аппроксимацией функции 
распределения F(Q) = b0 + b xQ + b2Q 2 и связывают коэффициенты 
а ,b0,bx, Ь2 с первыми четырьмя начальными моментами. Уравнение 
(В.2) было получено Пирсоном без всякой связи с уравнением ФПК 
(последнего на момент появления модели (В.2) еще не существова
ло). Если уравнение (В.2) вывести из; модели ФПК (В.1), то коэффи
циентам можно придать наглядный физический (в нашем случае 
гидрологический) смысл (см., например, [6]): a = {G~~ + 2 N)/d\  b0 =

= -G~/d.; bl =G~~ld; b2=-G~/d (здесь d -  2c + G~). В этих 

формулах использованы следующие обозначения: с = с + с,

N = N + N, c = \/kx,N = x /x  (здесь c, N  -  математические ожида

ния; с ,-N  -  белые шумы с интенсивностями G~,G~ и взаимной ин

тенсивностью G~~; к -  коэффициент стока; т -  время релаксации 

бассейна).
Предполагается, что читатель знаком с подобным математиче

ским аппаратом марковских случайных процессов, а также с основ
ными положениями, частично инфинитной гидрологии (см. [6]), ко
торые будут использоваться в монографии. Если игнорировать физи
ческую неустойчивость как существующего режима формирования 
многолетнего стока (статистические, характеристики которого закар- 
тированы в приложении к СНиПу 2.01.14-83), так и ожидаемого; ре
жима его формирования в будущем, то уравнение (В.2) пригодно (ра
зумеется при приведенном выше раскрытии гидрологического смыс
ла его коэффициентов) для определения обеспеченных значений ха
рактеристик стока при заданных, сценариях изменения климата. Под
робно методика его использования приводится в учебнике [8] (а такг 
же в первом его издании 1993 г.). Поэтому в монографии много, мес
та уделяется проблемам, которые возникают при неустойчивости ве
роятностных распределений.

Исследования выполнялись при финансовой поддержке Мини
стерства образования и науки Рф (проект № 2.1.1/3355).
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1. Н едостатки сущ ествую щ его норм ативного  
гидрологического о б есп еч ен и я  строи тел ьны х проектов

1.1. «Научная история» СНиПов и СП

История зарождения нормативных документов в области гидро
расчетов начинается с Д. И. Кочерина. Занимаясь в 20-е годы про
шедшего века экспертизой гидротехнических проектов (работая в 
Главэнерго ВСНХ), он как никто другой ощущал разрыв между гид
ротехникой и гидрологией. Последняя была беспомощна в деле 
обеспечения курса на индустриализацию СССР (принятого больше
виками на XIV съезде ВКП(б) в 1925 г.) в области промышленного 
гидротехнического строительства. Им впервые была предложена 
карта среднего многолетнего стока Европейской территории СССР 
(рис. 1.1) и, также впервые, поднят вопрос о вероятностных его коле
баниях. Карта Кочерина (вплоть до появления более основательной 
карты ГГИ в 1937 г.) служила для гидрологического обоснования 
гидротехнических проектов.

Конечно, предложения Кочерина не носили нормативного харак
тера в современном понимании, но именно его идеология послужила 
основой существующих СНиПов и СП. Под гидрологию была зало
жена мина замедленного действия. Очень прогрессивная для своего 
времени и исторически неизбежная, но все-таки мина.

По-существу, на гидрологию надевался «колпак-термостат», га
рантирующий самодостаточность статистически обработанных ря
дов гидрологических наблюдений для принятия проектных решений 
в области гидротехнического строительства. Многомерное гидроме
теорологическое фазовое пространство проецировалось на одну ось -  
фазовую гидрологическую переменную (если выражаться языком 
частично инфинитной гидрологии). Дальновидные гидрологи это 
понимали и высказывали свои опасения. Например, Е. В. Оппоков на
II Всесоюзном гидрологическом съезде указал, что «сводная работа 
Д. И. Кочерина по изучению стока для целей гидросиловых устано
вок носит статистический характер без связи с атмосферными осад
ками и другими факторами стока» [14].



1.1. «Научная история» СНиПов и СП

а)

Рис. 1.1. Первенцы нормативной гидрологии: а  -  карта среднего многолетнего стока 
рек Европейской территории СССР; б -  кривые обеспеченности его модульных ко
эффициентов к (рисунки из учебника Д. Л. Соколовского [18]).

В дальнейшем линия Кочерина только усиливалась. Появились 
варианты более обоснованных карт, причем не только годового, но 
максимального и минимального стока. Решающий вклад в строи
тельство «гидрологического термостата» внес Д. Л. Соколовский в 
1930 г., взяв на вооружение уравнение К. Пирсона и введя в практику 
гидрорасчетов биноминальную асимметричную кривую как одно из 
решений этого уравнения. Дальше, как говорится, «дело техники»: 
кривую «улучшили» С. Н. Крицкий и М. Ф. Менкель, «запретив» ре
кам пересыхать и перемерзать. Последний гвоздь в гроб эволюцион
ной гидрологии вбил III Всесоюзный гидрологический съезд 
(1957 г.), предложив провести Своеобразную «кодификацию» мето
дов расчета гидрологических характеристик при строительном про
ектировании. После этого впервые в истории гидрологии появилось 
несколько локальных нормативных документов (СН 346-66 -  мини
мальный сток; СН 356-66 -  максимальный сток талых вод; СН 371- 
67 -  годовой сток и его внутригодовое распределение; СН 397-69 -  
наивысшие уровни воды рек и озер).

В 1972 г. строительные нормы (СН) были сведены в единый до
кумент «Указания по определению расчетных гидрологических ха
рактеристик СН 435-72» (в него дополнительно вошли методы расче
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1. Недостатки существующего нормативного гидрологического обеспечения

та максимальных расходов воды дождевых паводков). В последние 
30 лет он дважды «клонировался» (с небольшими изменениями): 
СНиП 2.01.14-83 и СП 33-101-2003.

Подобная историческая линия гидрорасчетов, конечно, имеет по
ложительные моменты, закрывая путь всевозможной «отсебятине». 
Однако оборотной стороной подобной консервативности является 
опасность проглядеть эволюцию гидрометеорологической реально
сти, окружающей «гидрологический термостат», из-за которого за
труднено взаимодействие смежных предметных областей. Инкапсу
лировав себя в одномерном «статистическом термостате» и сделав 
основную ставку на фактические ряды наблюдений за стоком (да еще 
в предположении их стационарности), гидрорасчеты оказались со
вершенно нечувствительными к изменениям в окружающем мире. 
(Косность проступает даже в сочетании слов «гидрологические рас
четы»: мыслимы ли в современном мире термины «метеорологиче
ские расчеты» или «океанологические расчеты».) Свод правил СП 
33-101-2003 фактически требовал дополнений на следующий день 
после выхода из печати. Конечно, я утрирую ситуацию, но без этого 
будет не понятен смысл данной монографии.

1.2. Что нас интересует в нормативных документах

Действующие документы включают много аспектов техническо
го характера (действия при отсутствии или недостаточности наблю
дений, погрешности статистических оценок и т. п.), которые нас ин
тересовать не будут. Нам важно, поведение характеристик многолет
него стока в условиях, когда термостат, обеспечивающий стационар
ность и устойчивость рядов стока, не срабатывает.

Интересующие нас характеристики представлены на рис. 1.2. 
Именно в отношении характеристик 1 -  4, 7 на рис. 1.2 в монографии 
будут сделаны рекомендации о возможности их однозначной иден
тификации в условиях нестабильности. Что это за «нестабильность» 
и откуда она берется?
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1.2. Что нас интересует в Нормативных документах

Рис. 1.2. Гидрологические характеристики, рассматриваемые в монографий: 1 -  зим
ний меженный сток; 2 -  летне-осенний меженный сток; 3 -  максимальный сток ве
сеннего половодья; 4 -  максимальный сток дождевого паводка. На рисунке введены 
также следующие обозначения: 5 -  грунтовое питание; 6 -  дождевое питание; 7 -  
среднегодовой сток; 8 -  снеговое питание.

1.3. Неустойчивость вероятностных распределений

Задание плотности вероятности равносильно заданию опреде
ленного числа моментов: p ( Q ) ~ m x,m2,m3,...Известна процедура, 
позволяющая аппроксимировать уравнение ФПК системой уравне
ний для моментов

dmn/dt  = ( - c  +0,5hG~)mn + ... (n = l,2,3...) (1.1)

(приведены только те члены правой части, которые необходимы для 
выяснения условий устойчивости).

Из системы (1.1) видно, что при с < 0,5nG~ производная

dm„ / dt > 0 , т. е. т„ —> оо . Это и есть формальный признак неустой
чивости. Если обозначить р = G~/c , то неустойчивость для момен

тов и-го порядка тп возникает при

р > 2/и (тъ -  Р > 2/3, m2 -  Р > 1, тх — р > 2).
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1. Недостатки существующего нормативного гидрологического обеспечения

Спектр этого критерия дискретен и сгущается в сторону старших 
моментов (табл. 1.1).

Таблица 1.1

Зависимость критерия устойчивости от порядка момента*

п 1 2 3 4 5 6 7
р 2,00 1,00 0,67 0,50 0,40 0,33 0,29

* В инженерной практике используется не более 3-4 моментов.

Таким образом, чем старше момент, тем меньшая относительная 
интенсивность шума требуется для его неустойчивости. По старшим 
моментам речной сток практически всегда неустойчив. А гидрологи 
вынуждены строить распределения с использованием второго и 
третьего моментов (т. е. часто заведомо неустойчивые распределения).

Визуально неустойчивость можно представить следующим обра
зом (рис. 1.3). Сначала (если ограничиться только тремя моментами 
и рассуждать метафорически) система ищет наиболее «удобное» для 
себя (модальное) значение фазовой переменной (рис. 1.3, а), затем 
расширяет диапазон своих «интересов» (рис. 1.3, б) и, наконец, 
а ) 6 ) в)

Рис. 1.3. Визуализация понятия неустойчивости по моментам третьего (а), второго 
(б) и первого (в) порядков. Внизу показаны возможные временные развертки при 
первоначальных тп и измененных т'п моментах разного порядка. Правая граница 
развертки, показанная на рис. 1.3, б, условна: при неустойчивости ее не существует 
(второй и третий моменты, показанные на рисунке, характеризуют линейные разме
ры, но, естественно, не равны им).
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1.3. Неустойчивость вероятностных распределений

«уходит в поисках счастья в другой мир» (рис. 1.3, в). («Расширение 
диапазона своих интересов» практически означает, что «хвост» 
распределения толстеет -  спадает не по экспоненте, а степенным об
разом, см. [6].)

На практике параметр Р находится следующим образом. Одним 
из частных решений уравнения (В.1) является экспонента (что впол
не естественно для марковских случайных процессов): 
г -  ехр ( -  (с -  0,5G~ )А?). Логарифмируя это выражение, получаем 
(при годовой сдвижке A t = 1) формулу для вычисления
Р = G~/c : р = 2к In г + 2 . Так как коэффициенты стока к и автокорре
ляции г  вычисляются по имеющимся рядам наблюдений, то довольно 
легко выполнить расчеты по обширным территориям (рис. 1.4). Наи
более достоверно это можно сделать для годового стока, так как и к, 
и г  имеют хорошую физическую интерпретацию и вычисляются дос
таточно надежно. Как видно из рис. 1.4, почти половина территории 
СНГ неустойчива по коэффициенту асимметрии (40 % -  по коэффи
циенту вариации и 10 % -  по норме стока), причем зоны неустойчи
вости примерно совпадают с бессточными областями СССР (по по
воду севера Западно-Сибирской равнины см. комментарий в рабо
те [6]).

60

ЕЗ з

Рис. 1.4. Неустойчивость годового стока на территории СНГ по критерию Р и бес

сточные области СССР (ограничены пунктирной линией): 1) Р > 2/3, 2) Р > 1, 
3) Р > 1,8 .
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1. Недостатки существующего нормативного гидрологического обеспечения

В отношении максимального и минимального стока ситуация не 
такая определенная.

Для того чтобы ощутить источник этой неопределенности, вер
немся к формуле Р = 2к In г  + 2 . Если посмотреть на график функ
ции Р' = 2k \nr  =■f ( k , r )  (рис. 1.5), то становится понятным механизм 
выхода за «устойчивые пределы» как при г —> 0 , так и при г —»1 
(при любых значениях коэффициента стока). В первом случае имеем 
дело с белым шумом, во втором -  выходим за рамки идеализации 
случайной функции простым марковским процессом (при Д? = 1). 
Если ситуация с коэффициентом автокорреляции сравнительно нор
мальна (в том смысле, что его значения можно более или менее од
нозначно интерпретировать для любого вида стока), то ответить на 
вопрос: что такое коэффициент стока для зимней или летне-осенней 
межени, не просто.

Между годовой нормой осадков X  и нормой меженного стока 
<7МИН действительно прослеживаются Связи (см. [3]), и для опреде

ленных целей можно использовать ктп = дмии / X  . Однако с точки
зрения устойчивости использо
вание такого значения кти даст 
худшие показатели, чем есть на 
самом деле. Например, расчеты 
устойчивости летне-осенней ме
жени по ЕТР и Украине показы
вают, что 80 % территории име
ет распределения с толстыми 
хвостами, см. [6].

В то же самое время, по дан
ным Соколовского [18], коэффи
циенты подземного стока на 
большей части ЕТР составляют
0,1-0,2, что приводит к показа
телям устойчивости, сравнимым 
с таковыми для годового стока (а 

Р и с .  1 . 5 .  З а в и с и м о с т ь  р’ = f(k,r) ( с е -  может быть И  лучшими), 
р ы м  ц в е т о м  в ы д е л е н а  р а б о ч а я  о б л а с т ь ,  То же самое О Т Н О С И Т С Я  И  К

г д е  0 < г < 1). максимальному стоку весеннего
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1.3. Неустойчивость вероятностных распределений

половодья (многолетний ряд максимальных расходов дождевых па
водков при той его интерпретации, которая заложена в СНиПе и СП, 
представляет собой практически белый шум). В зависимости от того, 
что понимать под его коэффициентом стока, будем получать разные 
картины устойчивости. Если интерпретировать его как отношение 
максимального суточного слоя стока к максимальной суточной «во- 
доподаче» на бассейн, то получим довольно неутешительную карти
ну в отношении устойчивости. Если же оценивать его более инте
грально как коэффициент стока талых вод (в духе Соколовского 
[18]), то ситуация становится более радужной. Однако в любом слу
чае для всех видов речного стока при любой интерпретации коэффи
циента стока существуют огромные территории, где формирование 
стока неустойчиво по тем или иным моментам распределения плот
ности вероятности.

Эмпирическим подтверждением или опровержением (правда, кос
венным) результатов по устойчивости моментов могут служить дан
ные анализа стационарности (однородности) многолетних колебаний 
стока [15]. Применение критериев Стьюдента (среднее)* Фишера (дис
персия) и Колмогорова-Смирнова (функция распределения или коэф
фициент асимметрии -  при преобразовании исходной информации) к 
анализу 519 рядов стока рек СССР привело (на 5 %-м уровне значимо
сти) к следующим результатам (явно неоднородные, из-за влияния хо
зяйственной деятельности, ряды не рассматривались).

В зависимости от региона неоднородными оказались от 0 % ря
дов (Карелия, Северо-Запад ЕТР, Западная Сибирь, Лено- 
Индигирский Дальний Восток) до 8—13 % (Белоруссия, Западная Ук
раина, Центральный и Южный Казахстан, Средняя Азия); на Кам
чатке это число доходит до 33 %.

Сопоставив эти данные с распределением зон неустойчивости на 
рис. 1.4, можно заметить их коррелированность. Однако масштабы 
проблемы отличаются в разы: если из карты на рис. 1.4 следует, что 
неустойчивость моментов имеет место на 30-4Q % территории, то по 
данным работы [15] функции распределения неоднородными оказы
ваются не более чем в 10 % случаев (а если рассматривать неодно
родность по дисперсии или только по среднему, то итого меньше).

Конечно, подобное прямое сравнение не совсем корректно:
1. Теоретическая неустойчивость моментов, даже если критерий |3 
подсчитывается по фактическим данным, и неоднородность эмпири
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1. Недостатки существующего нормативного гидрологического обеспечения

ческих рядов видимо не одно и то же, хотя безусловно тесно связаны 
друг с другом. 2. Расчеты р не были статистическими оценками, 
поэтому говорить о каком-либо доверительном интервале не прихо
дится (оценки же неоднородности рядов проведены на 5 %-м уровне 
значимости). И тем не менее факт налицо: существуют регионы с 
«турбулизированной» функцией плотности вероятности с распла
станной (видимо, многомодальной) вершиной, что выводит подоб
ные распределения за класс кривых Пирсона.

Метафорически эти результаты можно прокомментировать и так. 
Анализируя степень устойчивости с помощью теоретического крите
рия р, мы как бы выделяем генетически неустойчивые бассейны 
(потенциальных «преступников»), а с помощью статистических кри
териев мы ловим «преступника» за руку (по факту неоднородности -  
совершению «преступления»). Если усилить органы правопорядка 
(поднять уровень значимости), то пойманных окажется больше (мо
жет быть те же самые 50 % территории).

Можно спросить, как же так: всегда была устойчивость и вдруг 
повальная нестабильность? Нет, речные бассейны (как и все природ
ные объекты) менялись всегда («все течет, все меняется»). Просто 
либо «разрешающей способности» науки не хватало, чтобы иденти
фицировать эту изменчивость, либо не было практической необхо
димости, чтобы обращать на нее внимание.

1.4. Как климат «уходит от ответственности»
за гидрологическую безопасность сооружений

Сейчас к этой (внутренней) нестабильности добавляется неста
бильность внешняя, климатическая. Ряды стока могут быть стати
стически устойчивыми, но нестационарными за счет потепления и 
изменения осадков. Но в нормативных документах ни температура 
воздуха, ни осадки напрямую никакой ответственности за потенци
альные аварии не несут. Во всем оказывается «виноват» ряд расхо
дов. Функции распределения безусловны (и бесправны -  хочется до
бавить). Интуитивно чувствуя наличие «инфинитной реальности» за 
гидрологическим термостатом, составители СНиПа и СП ввели га
рантийную поправку к максимальным расходам вероятностью пре
вышения 0,01 %.
16



1.5. Надежна ли «теория надежности»

1.5. Надежна ли «теория надежности»

*

Но давайте разберемся, как стыкуется понятие «надежности», 
основанное на «обеспеченности», с реалиями сегодняшнего дня. Ес
ли климатическая система выведена Из равновесия, то из-за больших 
времен релаксации, свойственных ее компонентам (океану, биосфере 
и т.д.), о стационарных рядах 
стока надо забыть и учиться 
жить в новом неустойчивом ми
ре (рис. 1.6). А это означает, в 
частности, коренную ломку 
представлений о надежности, 
основанных на понятии обеспе
ченного значения расхода. Тер
мостата нет, стационарности 
нет, «обеспечивать» надеж
ность некому.

Иногда можно услышать и такие рассуждения. «Пусть климати
ческая система за счет выброса С 02 выведена из равновесия, но она 
ведь снова вернется в прежнее состояние». Может быть и вернется, 
но через какое время? Существует такое понятие как «продолжи
тельность (время) эксплуатации сооружения». Эти два «времени» 
должны быть согласованы, но как это сделать, игнорируя неравно- 
весность климата и статистическую изменчивость речного стока? 
В п. 4 будет рассмотрен возможный выход из подобной ситуа
ции, который не требует, чтобы климатическая система куда-то 
возвращалась.

'I9S0 соды
Рис. 1.6. К смене парадигмы надежности.
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2. М еханизмы  «расш ирения разм ерн ости» и «сжатия  
р азм ер ов »  ф а зо в ы х  пространств м о д ел ей  
ф ор м ир ован ия  м ноголетнего речного стока

2.1. Некоторые сведения о частично инфинитной гидрологии

Уравнение (В.1) олицетворяет собой действие статистической за
кономерности (хотя формально само по себе -  это обычное уравне
ние математической физики), которую прокомментируем для одно
мерного случая. Эта закономерность действует при выполнении

п
обычных предельных теорем теории вероятностей Sn ='Z1xi ^ S

i=l
(при условии, что х, одинаково распределены), т. е. V/ х; не вно
сит определяющего вклада.

Действие статистической закономерности прекращается, если 
lim М[5,„ /т „ ] = const, где тп = тах{х1,х 2,...,х„}. В этом случае по-
я - »  со

следовательности Sn и тп эквивалентны, т. е. сумма эффектов опре
деляется лишь одним максимальным числом т„ (не действует пре
дельная теорема Чебышева). А что это означает? Метафорически 
следующее. Некий «термостат», обеспечивающий «закрытость» сис
темы «прокололся». Система открылась влия

нию инфинитной реальности и стала в статистическом смысле не
устойчивой.

Возникает вопрос, «если статистические закономерности не дей
ствуют, что тогда действует»? Каким закономерностям подчиняется 
потерявшая устойчивость система? Для нее есть два пути:

1. «Заклеить» дыру в термостате и вернуться в прежнее статисти
чески устойчивое состояние.

2. Соорудить новый (уже расширенный) термостат и описывать 
ситуацию двумерным (но устойчивым) распределением.

Эти возможности призывают вернуться к известным в науке (ста
тистическим) закономерностям. Но как? Существуют ли закономер
ности, по которым система из одного статистически неустойчивого 
состояния переходит в другое, статистически устойчивое? Частично
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2.1. Некоторые сведения о частично инфинитной гидрологии

инфинитная гидрология утверждает, что существуют. Именно: пере
ход в новое устойчивое состояние связан с превращением одного из 
условий реализации причинно-следственных связей (коэффициентов 
модели) старого термостата в новую фазовую переменную (следст
вие) расширенного устойчивого термостата. Подобные закономерно
сти мы и называем «частично инфинитными». Они действуют в пе
реходных гносеологических (познавательных) режимах, когда старое 
уже разрушено, а новое еще не создано.

Этот класс закономерностей назван частично инфинитным, так как 
он, с одной стороны, определяется свойствами разрушенной системы 
(финитность), а с другой -  зависит от разрушающего фактора, кото
рый для нас известен только в предположительном смысле (инфи- 
нитность). Вектор задаваемых параметров любой модели обеспечи
вает интерфейс моделируемой системы с окружением, и именно 
«оживление» его составляющих (превращение в фазовые перемен
ные -  искомые функции) является задачей частично инфинитного 
моделирования.

Основными понятиями в нем являются: предметная область, фи
нитность, инфинитность, частичная инфинитность. Любая модель 
выделяет (фиксирует, рационализирует) определенную предметную 
область в окружающем мире. Объекты и связи между ними, зафик
сированные в рамках выделенной предметной области, называются 
финитными. Все остальное -  инфинитная реальность, которая невы
разима рациональными структурами, используемыми для фиксации 
нашей предметной области. Граница между финитным и инфинит
ным частично инфинитна (только частично выразима в рациональ
ных структурах). Развитие -  это расширение фазового пространства, 
новая фиксация предметной области.

Рассмотрим, опираясь уже на более рациональные основания, как 
мы из своей финитной оболочки можем проникать в инфинитную 
реальность. Новая переменная появляется не с Луны, иначе ни о ка
кой, даже «частичной», рационализации и речи бы не было. Она 
скрыта в самой модели и «кто-то» ее «пробуждает».

Обратимся к системе популяционных моделей (почему именно к 
ним см. [6]):

= - P „ x i - P i2 * 2)*i; (2-1)
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2. М еханизмы «расширения размерности»

с1хг I dt — (г2 Р2Л  2̂2Xz)X2 (2-2)

(в обычных условиях эта система уравнений описывает взаимодейст
вие двух популяций хх и х2 с биологическими потенциалами гх, г2 и 
коэффициентами взаимодействия Р,у).

«Огидрологичим» ситуацию и будем считать: 
х, = Q\ х2 =Е;  г,. = X jWj , где w,- -  емкость для г-й переменной. 
Существует связь между rt и временем релаксации х,.: г; = 1/т,. . 
Пусть г 2 » т 1, т. е. селективная ценность у Е  очень мала 
(е  = const, dEjdt я О). Тогда рхгЕ я Р12 * const = const j ; обозначим 

r° = rx -  const,. Следовательно, систему (2.1), (2.2) мы воспринимаем 

как одно уравнение dQ/dt  = (rx - р nQ)Q .  (Если рассуждать «муль
типликативно», см. [6], то придем к уравнению 
d Q / d t  = (rx — Pj 1 Q)Q ■) Наблюдая за расходом, мы идентифицируем

численные значения г® и Рп (или Р'п ). Нам даже невдомек, что за 

величиной г,0 = ( x / w x) 0 еще что-то стоит, кроме селективной ценно

сти расхода (точнее, то что стоит за гх , и определяет его селектив
ную ценность: в зависимости от знака Р12 увеличивает или уменьша
ет ее). Испарение есть, но оно не воспринимается нами как искомая 
функция. Это просто потери, учитываемые коэффициентом стока.
(Если в уравнении dQ/dt  = - Q / k x  + X 7  т считать, что т = wx/ Q ,  то 

получим dQldt  = { x l w v - c Q l w x)Q,  где параметр с = 1/к учитывает 
наличие испарения.)

Таким образом, медленная фазовая переменная просто включена в 
состав частично инфинитных параметров X / w x (здесь величину X  
следует считать эффективной, т. е. осадки минус потери) или (чаще) 
с /wx (рис. 2.1.)

Реально испарение имеет смысл рассматривать как «ожившую» 
фазовую переменную, если ее внутригодовые вариации (интенсив
ность белого шума G~) сравнимы с нормой: G ~ = c .
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2.1. Некоторые сведения о частично инфинитной гидрологии

В этом случае величина х2 в 
(2.1) отнюдь не константа и надо 
рассматривать (2.1), (2.2) совме
стно для расхода и испарения. Ис
парение «оживает» и подавляет 
рост расходов (при G~ —» 2с сис
тема становится статистически 
неустойчивой по расходу). Гово
рят, что они (Q и Е) стали жить 
в одном темпомире.

А сколько всего таких «зата-

Ча
тф

щ

' c / w ,

ившихся» фазовых переменных? Р и с - 21 ■ В ь ю ч е н и е  м е д л е н н о й  ф а з о в о йА А ПРПйл*йиилт1 н D рллтор ттопттптл тшттт-

тальная диагностика. Ее смысл
заключается в том, что наблюдая за одной фазовой переменной (дос
тупной измерению), можно сделать вывод о количестве других (ока
зывается, что временная реализация одной фазовой переменной в 
известном смысле эквивалентна «пространственному» срезу много
образия фазовых переменных: ведь эволюция одномерной проекции 
инфинитной реальности происходит не сама по себе, а с учетом 
влияния ближайших соседей). Методика фрактальной диагностики 
гидрологических процессов подробно описана в работе [5].

2.2. Расширяемость статистически неустойчивых моделей

Уравнение ФПК -  это уравнение параболического типа конвек
ции-диффузии. Математические свойства подобных уравнений (су
ществование решений, их единственность и устойчивость) хорошо 
изучены [17]. С помощью соответствующих преобразований их мож
но приводить к различному виду. Например, уравнение (ВЛ) можно 
записать так (для одномерного случая):

Ответ на этот вопрос дает фрак- п е р е м е н н о й  Е в  с о с т а в  ч а с т и ч н о  и н ф и -  

н и т н ы х  п а р а м е т р о в .
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2. М еханизмы «расширения размерности»

где А' = - А  + дВ/ду . Это так называемая дивергентная форма урав
нения конвекции-диффузии, подробно рассмотренная в работе [17].

В подобных уравнениях преобладать может либо конвекция 
(Ре » l ) , либо диффузия (Ре « l), критерием чего выступает число 
Пекле: Ре = А$у0/В0 , где А'0, у 0,В0 -  характерные значения
соответствующих величин (в случае, например, уравнения На- 
вье-Стокса в роли Ре выступает число Рейнольдса Re = VQh0/ v  , где 
V0 и h0 -  характерные скорость и глубина, v — вязкость).

При сильном доминировании конвекции (это важный для нас слу
чай, который создает предпосылки для неустойчивости моментов) 
приходим к так называемым сингулярно возмущенным задачам с ма
лым параметром Ре-1 при старших производных, что приводит к на
личию областей сильного изменения моментов (в частности -  к тол
стым хвостам). Если частично инфинитная среда несжимаема (на- 

-*■ п
пример, для (В.1) divyi = '£8А1/ду,  = 0 ;это будет, в частности, для

;=i
одномерного случая при 2с = G- ), то стационарное распределение 
(конечная инвариантная мера, как сказали бы математики) вообще 
отсутствует. В гидрологии обычно пытаются иметь дело с семейст
вом кривых Пирсона, к которому придем, если для одномерного слу
чая в (В.1) принять:

А( у ) = а 0 + а 1У; В(у) = Ь0 + Ъху  + Ь2у 2.

Причем для стационарности необходимо, чтобы ах < 0, Ь2 > 0 . Неус
тойчивость -  это нарушение законов сохранения, т. е. появление из 
инфинитной реальности своеобразной «тележки» (см. [6]), «трясу
щей» распределение плотности вероятности.

Основной тезис частично инфинитной гидрологии заключается в 
том, что при расширении фазового пространства частично инфинит- 
ную реальность (ее размерность равна разности размерности про
странства вложения и числа реально учитываемых фазовых перемен
ных) сжать проще. Это означает, например, что толстый хвост, воз
никающий при неустойчивости по дисперсии, можно «размазать» по 
вновь вводимой фазовой переменной, сделав тем самым двумерное

22



2.2. Расширяемость статистически неустойчивых моделей

распределение устойчивым. Это процедура предполагает умение 
прогнозировать появление неустойчивости и зарождение новой фа
зовой переменной, которая эту неустойчивость и создала.

2.3. «Сжатие размеров» фазовых пространств путем перехода 
к условным распределениям

Как реально расширить фазовое пространство моделей различных 
видов стока, мы рассмотрим в п. 3.4 на конкретных примерах. Но] 
ведь строительному проектированию не нужны новые фазовые пере
менные. Ему нужен расход воды, которому можно приписать опре
деленную обеспеченность. Поэтому надо от устойчивых многомер
ных распределений снова возвращаться к одномерным, но устойчи
вым (сжимать фазовые пространства). Общая схема подобного сжа
тия сводится к следующему.

Предположим, что есть «измерительный» ряд величины х (напри
мер, расходов воды) и сгенерированный по той или иной методике 
ряд величин у  (например, испарений). Если распределение р (х )  не
устойчиво по дисперсии (а значит, заведомо, и по третьему момен
ту), то задать однозначно нормируемое значение х Р% мы не можем. 
Если бы мы этого не знали, то по ряду х вычислили бы тх и среднее 
квадратическое отклонение а х . Затем, использовав формулу

р(х)  = (ехр(-(х - т х) 2 j l a l ) ) !  гх2п , построили бы кривую плотно
сти вероятности, а затем кривую обеспеченности. По ней нашли бы, 
например, х1%, оставаясь в детском неведении, что за найденным 
числом не стоит никакая устойчивая реальность.

Привлекая вторую переменную у, мы получим эллипс рассея
ния (рис. 2.2), используя который можно найти двумерное нормаль
ное распределение:

(х-х)2 2г(х-х)(у-у) , (у-у)2

р (х> у) =----: Ц = Г  е
2noxcsvy l - r

А У

(2.3)
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2. М еханизмы «расширения размерности»

где г -  коэффициент корреля
ции между х и у. (Забудем вре
менно о ненадежности а х .)

Использование (2.3) откры
вает определенные возможно
сти, но и создает проблемы. 
Например, что такое двумер
ная обеспеченность? Кому 

т W  гя яв з» ш  т т  sw В ообщ е В ПрОеКТНОЙ ПрЗКТИКе
нужны дополнительные фазо- 

Р и с .  2 . 2 .  Э л л и п с  р а с с е я н и я .  ,вые переменные (то же самое
испарение какой-то обеспеченности, да еще совместно с расходом)? 
Поэтому, естественно, возникает желание использовать подобное 
расширение для построения «обычной» одномерной кривой р  (х), но 
с устойчивой дисперсией («прижатым хвостом»).

Известно [16], что наличие корреляции между двумя пере
менными уменьшает среднее квадратическое отклонение исходного

ряда: <5х(у) = <ухл/ l - г2 , что естественно приводит к опусканию хво

ста (рис. 2.3). Однако у такого условного распределения меняется и 
центр распределения (в зависимости от «условия», т. е. значения у):

------ F T — ТЕ*

(см. рис. 2.3).
Если строить условное распределение для х относительно у , то 

получим просто прижатый хвост, но как установить обеспеченное 
значение хр% ? Ведь оно будет явно занижено по сравнению со зна
чением хР% , полученным по безусловному распределению.

Видимо рассуждать надо так. Неустойчивость (например, по дис
персии) означает, что изучаемая предметная область (в нашем случае 
речной бассейн в части, отражаемой его моделью) слабо зафиксиро
вана и в «ней» есть «дырки», через которые «уходит вероятность».
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2.3. «Сжатие размеров» фазовых пространств .

Это следствие того, что мы 
сложную гидрометеороло
гическую систему, режим 
которой определяется и 
осадками, и температурой, и 
испарением, и почво- 
грунтами, и уклоном водо
сбора, решили изучать с 
помощью только одного 
ряда расходов. Это привело 
к тому, что в последнем 
появилась тенденция к рас
паду статистической сово
купности расходов. «Термо
стат» (модель бассейна в 
виде одномерного распре
деления p { Q ) )  оказался недостаточным. Укрепим его еще одной 
«обшивкой» и введем в рассмотрение наряду с расходом еще и испа
рение! Вопрос об «условии» (толщине обшивки) ЕР% -  это вопрос 

насколько распределение надо смещать вправо

Р и с .  2 . 3 .  В л и я н и е  с р е д н е г о  к в а д р а т и ч е с к о г о  

о т к л о н е н и я  н а  х в о с т ы  р а с п р е д е л е н и я

(о3 > а 2 >с, ) .

соглашения: 
f  — га ,
Qe = Q +  — '{рр% чтобы обеспечить надежность проекти-

меется, если и ранг матрицы моментов равен

руемых сооружений и вместе с тем не очень тратиться и не сильно 
менять без нужды существующие оценки QP%. У нового распреде
ления хвост спадает быстрее, чем у исходного, безусловного (разу-

М-20 М-11
Mil М-02

двум, т. е. когда между Q и Е  существует корреляционная, не жест
кая, однозначная зависимость; здесь центральные моменты опреде
ляются выражением = M[(Q - Q ) '  (Е -  Е ) к]).

Таким образом, учет второй фазовой переменной (Е) позволяет 
прижать и одномерный хвост условного распределения р  {Q/Ep% ).  
Учитывая, что процент обеспеченности Р%  для распределений мо
дулей стока, испарения и осадков более или менее совпадает (что
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2. М еханизмы «расширения размерности»

вполне вероятно, так как и Q й Е находятся под «колпаком» у X ; 
иначе откуда бы взялась «ложная» корреляция между ними), норми
ровку лучше проводить так: нормативно задавать внешнее воздейст
вие на бассейн X Р% (например Р  = 10 %), а дальше подключать ус
ловное распределение p ( Q / E l0%) и нормативно задавать Р  уже 
для Q. Тем самым мы часть внутренних проблем бассейна перекла
дываем на более общую климатическую систему, формирующую 
гидрометеорологический режим на Земле.

Какими при этом могут получаться значения Qn,  по сравнению 
с расчетами по существующим нормативным документам, мы сейчас 
не обсуждаем, так как цель -  уйти от неопределенности, если мы 
оказываемся в зоне неустойчивости по второму начальному моменту. 
И вот тут самое время «вспомнить» о том, что используемая величи
на Oq «ненадежна», см. пояснения к формуле (2.3). Возникает очень 
нетривиальный вопрос: как мы что-то сумели сделать «более надеж
ным», используя «ненадежную» информацию? Причем ситуацию не 
спасает даже, например, такая «уловка»: давайте в (2.3) вообще не 
будем использовать безусловные среднеквадратические отклонения,

а только условные, типа сте(£) = л/ l - г 2 , которые можно вычис-

п 2 05
лить по формуле а 0(Е) = ( Z ( Q ;H ~Q p)  /и) ' , где Qu н -  наблюден-

м
ный расход; QP -  расход, рассчитанный по уравнению регрессии. 
Однако для уравнения регрессии все равно надо вычислять безус
ловные среднеквадратические отклонения.

Давайте вспомним, почему мы стд считаем ненадежным? Потому 
что оно получено путем обработки ряда в области неустойчивости по 
дисперсии (или по второму начальному моменту, если точнее). Од
нако если в эмпирическом распределении еще не сформировался 
степенной «хвост», то никто не запрещает подставлять а в в форму
лу (2.3) и оставлять в силе все последующие рассуждения. Однако 
все равно «маячит» вопрос: как из менее совершенного получается 
что-то более совершенное? Вопрос слишком философский; таков 
и ответ: так же, как из обезьяны произошел человек. «Ненадеж
ная» обезьяна только и могла произвести что-то новое, потому что 
она использовалась «средой» как мутировавшая подложка. Среда (у

26



2.3. «Сжатие размеров» фазовых пространств .

нас испарение) заставляет «ненадежный» объект (у нас расход) стать 
более «надежным» в расширенном фазовом пространстве. «Расши
ряться» имеет смысл до размерности пространства вложения, по 
крайней мере, существуют обобщения двумерных распределений на 
многомерные.

Данные рассуждения, видимо, можно перенести и на минималь
ный сток, и на максимальный сток весеннего половодья, хотя и с 
оговорками, а может быть и с заменой природы второй фазовой пе
ременной. Особняком стоит максимальный дождевой сток 
(см; п. 3.5).
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3. П римеры о п р ед ел ен и я  расчетны х характеристик  
д л я  «стационарного» реж има с  неустойчивы м и  
мом ентами

3.1. Модель формирования многолетнего стока

Известно, что все виды многолетнего речного стока (годового, ми
нимального и максимального) описываются асимметричными одно
модальными кривыми плотности вероятности, укладывающимися в 
семейство кривых Пирсона, являющихся решением уравнения (В. 2). 

На практике считается достаточным аппроксимировать кривую
p(Q)  тремя начальными моментами тп = \Q"p(Q) dQ (п = 1,2,3).  
Каждый из этих моментов имеет определенный геометрический 
смысл, и в совокупности они, с достаточной для практики полнотой, 
характеризуют одномодальную кривую.

Тем не менее реально эмпирические кривые часто не соответст
вуют подобной идеализации. Из-за неустойчивости процесса форми
рования стока «хвосты» распределений меняются не по экспоненте

стоятельство игнорируют, ссылаясь на «короткие ряды наблюдений». 
Естественным образом возникает необходимость расширения фазо
вого пространства. В речном бассейне могут действовать различные 
типы взаимодействия между фазовыми переменными. При годовом

осреднении уравнение водного баланса имеет вид X  = Q + Е  + AU , 
т. е. остаются три взаимодействующих переменных, причем расход и 
испарение конкурируют за ресурс X , а изменение запасов влаги в 
почве AU  (оно может входить в уравнение баланса и с плюсом, и с 
минусом) ведет себя более «экзотически».

Гидрологи интересуются в основном расходом воды. Стохас
тически обобщая динамическую модель

а по степенному закону 

Однако на практике это об-(р  ~ const/g(1+a) -/» О при

(3.1)
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3.1. М одель Формирования многолетнего стока

приходим к уравнению ФПК и семейству кривых Пирсона (его ста
ционарному решению). Но аналогичное уравнение можно записать и 
для испарения:

dE/dt  = - ( ]Д £т e )Q + Х / х е , (3.2)

где кЕ = Б / X  -  коэффициент испарения; тЕ -  время релаксации ис
парительной емкости бассейна. Стохастически обобщая это уравне
ние, приходим к уравнению ФПК для р  (е ) с коэффициентами сноса 
и диффузии:

Ае = —{сЕ —0,5G~e ^E— 0,5G~^~  ̂ + N e \ 

Be = G ~ E 2 -2G~. ~ E + G~ ,ь CE CÊ E nE

где G~EjjE ~ взаимная интенсивность «испарительных шумов», о зна

ке которой, видимо, можно написать отдельную работу.
Пока G~e «  сЕ и Cq »  G~g , обе предметные области (стоко

вая и испарительная) могут рассматриваться независимо друг от дру
га, но в случае отсутствия стационарных распределений их надо рас
сматривать совместно. Учитывая, что
kg = Q/{Q + Е + А и), кЕ = E/{Q + E + AU),  уравнения (3.1) и (3.2)

можно записать так:

dQ /dt = - (Q + E + AU)/xq + x / xq ; (3.3)

dE/dt = ~(Q + E + AU)/xe + x / x E. (3.4)

Введем в (3.3) и (3.4) шумы:

dQj  dt = ~{cq + Cq){Q + E + A U ) + N q + NQ\ (3.5)

dE/dt = ~(cE + ce )(Q + E + A U ) + N e + N e . (3.6)
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3. Примеры определения расчетных характеристик

Коэффициентами Cq =Cq +Cq и  се =се +се учитываются ва

риации те и хЕ, а также неучтенного (явно) влияния других фак

торов формирования стока, хотя в первом приближении можно до
пустить, что т q ■'ХЕ « 1 , ■ с Е « 1 . Величинами N Q

учитываются вариации внешних воздействий (в первом приближе-

■■NB, G G~£ ), которыении, видимо, можно допустить: N q - i i e , „

коррёлируются с Cq и  се (не только из-за того, что в них входят 

параметры xQ и хЕ).

Более сложная ситуация с третьей фазовой переменной -  измене
нием запасов воды в почво-грунтах A U . Эта величина знакопере
менная, причем знак определяется суммой X  - Q - E . Если посту

пающие в бассейн ресурсы (.Аг) большие ( х  > Q - е ), то AU > 0; в 
противном случае AU  < 0 . Поэтому почво-грунты бассейна играют 
роль своеобразной релейной следящей системы, которую можно 
описать уравнением:

d(A U )/dt = - (с  + с )sgn(AС/) + N  + N , (3.7)

где sgn(Ai7) -  знаковая функция (+1 при AU  > 0 , - 1  при AU  < 0), а

N  = Х - Q - Е .
Параметр с можно интерпретировать как скорость насыщения 

(или водоотдачи) почво-грунтов речного бассейна. Визуально харак
тер нелинейности иллюстрирует рис. 3.1, а, а распределение плотно-

с + с,--------  *>
р

а)

-(с + д)

Р и с .  3 . 1 .  Х а р а к т е р  н е л и н е й н о с т и  ( а )  и  р а с п р е д е л е н и е  п л о т н о с т и  в е р о я т н о с т и  (б) д л я  

м о д е л и  ( 3 . 7 ) .
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ста вероятности (при N  =  0 )  -  рис. 3.1,  б  (асимметрия порождается 
корреляцией аддитивного N  и параметрического с шумов).

Системе уравнений (3.5), (3.6) и (3.7) статистически эквивалентно 
уравнение ФПК для совместной плотности вероятности
p(0 ,E ,A U ; t ) :

Ф f  д(4р) , 1 f  d2iBljP) ,33ч
dt &  8Q, l i j ^ d Q P Q j ’

где Q{ = Q; Q2 =E\  Q3 = AU . Коэффициенты сноса Ai и диффузии 
By определяются формулами: ; .

Aq = - ( cq -  Q,5G~q )(Q + E + AU) -  0,5G ^ - q + N -

Ae = - ( ce -  0,5G~ce )(Q + E + AU)  -  0,5G ^  + N :;

A u =  ~Cau sgn(AU) + £>(AU)[G~au sgn(AC/) -  G?~ ] + N-

Bn = G~ О2 - 2G~ ~ Q + G~ ;в cQnQ nQ
Be = G ~ E 2 - 2 G ~ ~ Q  + G ~ ;E CÊ E
B&u =G~ -  2G~~ sgn(A£/) + G~;

Bqe —Bqau = Beau

Для чего мы вводим новые фазовые переменные: Е и AU  ? Чтобы 
ликвидировать толстый «хвост» (т. е. неустойчивость по Дисперсии) 
у распределения р  (Q). Следовательно, мы должны убедиться, что 
распределение р  {Q,E, A U ; /) имеет тонкий (но трехмерный) «хвост» 
(или хотя бы, что р  (Q,E',t) -  тонкий двумерный). Для этого надо 
показать, что в расширенной системе процесс формирования расхода 
устойчив по дисперсии.

На рис. 3.2 представлен пример двумерной проекции функции 
р  (Q,E,AU;t)  (о генерации рядов испарения см. п.3.2). При игнори
ровании (в явном виде) испарения мы фактически проектируем дву-

________________. . ___________ 3.1. М одель Формирования многолетнего стока
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3 . Примеры определения расчетных характеристик

а) б) в)

Рис. 3.2. Двумерное распределение плотности вероятности p(Q, Е) (а), его двумер
ная (б) и одномерная (в) проекции (стрелками на рис. б  показано проецирование 
эмпирических точек с координатами (Q, Е) на ось расходов; рис. в -  это результат 
статистической обработки ряда Qi, Q2, ..., Q„).

мерное поле (Q, Е) на ось расходов. При этом происходит смещение 
точек; «хвост» распределения p(Q) «поднимается». Переход к плос
кости (Q, Е) «размазывает» точки по ней, и имеем двумерное распре
деление p(Q, Е) с «опущенным» (но уже двумерным) «хвостом» (т. е. 
устойчивость по дисперсии фазовых переменных). Это означает 
сжимаемость частично инфинитной среды для многомерного рас
пределения: div А= ^  ЗА, / dQj < 0 (в случае одной переменной
Q] = Q  можем иметь дА / SQ = 0 , что и приводит к неустойчивости).

Исходя из представленных выше выражений для коэффициентов, 
имеем

I д Ai/ d Q i = ~(cQ -  0,5G~e ) -  (с* -  0,5G?£ ) -  c&uS(AU) (3.9)

(в коэффициенте А&и мы проигнорировали параметрический шум). 
Из этого выражения видно, что учет дополнительных фазовых пере
менных увеличивает шансы на сжимаемость, если, конечно, и для 
других переменных, например испарения, нет тенденции к неустой
чивости (g ~e —>се ). Однако сравнительный анализ рядов расходов и

испарения для ЕТР показал, что подобная тенденция отсутствует 
(рис. 3.3).
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3.1. М одель Формирования многолетнего стока

а) т

L,

Рис. 3.3. Распределение зон неустойчивости по стоку (а) и по испарению (б). Карты 
построены совместно с к.т.н. Е. В. Гайдуковой и аспирантом Ф. JI. Соловьевым при 
следующих допущениях по отношению к р£. Коэффициенты автокорреляции для 
рядов испарения напоминают таковые для зимней межени: из 160 рядов в 67 случаях 
они отрицательные, в остальных случаях положительные, но, как правило, незначи
тельные. Но можно ли их считать «статистически незначимыми» исходя, например, 
из доверительного интервала, определяемого по известной формуле |r0| = ta<jr (здесь 
ta -  критерий Стьюдента при уровне значимости а; аг -  среднее квадратическое 
отклонение ординат корреляционной функции)? Смотря для чего. Для использова
ния регрессионных прогностических зависимостей -  да. В нашем же случае они и не 
обязаны быть большими (в марковских процессах автокорреляционные функции 
спадают по экспоненте со скоростью, зависящей от (с -  0,5G~)) . Если вычислять

Р£ исходя из фактических значений коэффициентов автокорреляции r^ l ) ,  то в по
давляющем числе случаев критерий (3£ стремится к нулю и даже становится отрица
тельным. Это, видимо, следует интерпретировать как устойчивость по всем четырем 
моментам, используемых при описании семейства кривых Пирсона. Почти вся ЕТР 
(за исключением северо-восточного региона) оказывается устойчивой. Поэтому, 
чтобы усугубить ситуацию, карта построена для гЕ(\ ) при уровне значимости а  = 0,1 
для степени свободы 30-60. Эти же значения 1) использовались в табл. 3.1 и при 
построении рис. 3.4. Полученная картина качественно сохраняется до значений 1), 
соответствующих 0,5стг.

Наоборот, из-за сравнительной «зеркальности» зон неустойчиво
сти происходит увеличение степени сжимаемости двумерного рас
пределения
тельно:

div^ = -(Вд -  0,5G~g ) -  (сЕ -  0,5G~e )= - c Q (l -  0,5(3Q) - c E(l -  O,50£ ),
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3. Примеры определения расчетных характеристик

т. е. в любом случае каждая из переменных стабилизирует другую, 
причем в тем большей степени, чем неустойчивее последняя (см. 
рис. 3.4 и табл. 3.1).

Таблица 3.1
Влияние широты местности на численные значения критериев устойчивости

№ п/п
Градус

северной
широты

Река -  створ Ре Р*

1 44,22 Кума -  ст-ца Александрийская 1,93 0,00
2 48,00 Кундрючья -  ст-ца Владимирская 1,78 0,01
3 50,63 Оскол -  г. Старый Оскол 1,49 0,06
4 51,45 Большой Караман -  пгт Советское 1,85 0,02
5 52,67 Чагра -  с. Новотулка 1,78 0,01
6 53,68 Кондурча -  п. Украинка 1,59 0,33
7 54,22 Кондурча -  с. Кошки 1,44 0,36
8 55,78 Летка -  с. Казань 1,24 0,31
9 56,65 Уфа -  г. Красноуфимск 1,20 0,04
10 57,48 Полисть -  д. Подтополье 1,16 0,35
11 58,02 ■ Нея -  д. Буслаево 0,90 0,29
12 59,50 Воложба -  д. Воложба 1,35 0,35
13 60,57 Юг -  д. Гаврино 0,90 0,30
14 61,72 Вычегда -  г. Сыктывкар 1,29 0,61
15 62,23 Яренга -  с. Тохта 1,46 0,64
16 64,72 Пинега -  с. Кулогоры 0,34 0,61
17 65,82 Пеза -  д. Игумново 0,25 0,87

Ре
• •

• •  •

*  * •
• • * • _ ф 
• • :  • •• • .**• 2 • • •

• • •
• • ф

»
• • •• • • •

• • •
• • •

•
О 1 Р Е

Рис. 3.4. Взаимозависимость между критериями устойчивости по стоку Ре и испаре
нию р Е-
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3.2. Годовой сток

Вопрос о влиянии третьего слагаемого в (3.9) оставим пока от
крытым.

Смысл объединения в том, что интегрированная (стоковая и испа
рительная) предметная область испытывает меньше влияния «инфи
нитной реальности», чем каждая из них в отдельности (они обе стали 
финитным ядром многомерной модели). Если бы кроме них ничего не 
было, то система стала бы полностью мультипликативно замкнутой, и 
мы перешли бы к нормальному двумерному распределению p(Q, E)
(симметричному «колокольчику»), заведомо ликвидировав толстый 
«хвост».

Вообще надо заметить, что критерий устойчивости, как для одно
мерного, так и для многомерного случая, получают на основе метода 
(функции) Ляпунова, разработанного для детерминированных систем 
без случайных воздействий. Система уравнений для начальных мо
ментов формально именно таковой и является (так же как и уравне
ние ФПК: хотя оно описывает вероятностные распределения, ничего 
случайного в нем нет -  это детерминистическое уравнение кон
векции-диффузии). Поэтому устойчивость определяется не абст
рактными случайными шумами, а в целом коэффициентами 
( с —0,5G~) (ихзнаками).

3.2. Годовой сток

Какую пользу может дать переход к двумерным распределениям 
на практике (например, в строительном проектировании при назна
чении расхода заданной обеспеченности Q1%)? Если в рамках линей
ного формирующего фильтра расход Q\% «брался» при фиксирован
ных значениях с, Gz ,G ^ u  G~  ̂ (которые дает ряд наблюдений, если

он стационарный), то теперь выбор расхода нужной обеспеченности 
становится «проблемой» (см. рис. 3.2, б). События 1 %-ной обеспе
ченности происходят на некой изолинии, а тах£?1% соответствует 
проекции на ось Q крайней правой точки изолинии (Q,E)l% . При ус
тойчивости двумерного распределения эта величина является одно
значной, а значит, нормируемой характеристикой. (При толстом хво
сте для распределения р  (Q) происходило нарушение предельной
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3. Примеры определения расчетных характеристик

теоремы: Sn/тах{х, , х2,...,хп) = const; ситуация повисала в воздухе и 
нормировать проектный расход было нельзя.)

Для получения распределения p { Q , E ) необходимо наряду с рас
ходами воды иметь ряды испарения с поверхности речного бассейна. 
Как получить многолетний ряд годовых испарений? Прямые измере
ния этой гидрометеорологической характеристики не производятся (за 
исключением эпизодических наблюдений или систематических изме
рений на экспериментальных водосборах, например, на территории 
Валдайской лаборатории). Однако существуют эмпирические форму
лы, связывающие испарение с температурой воздуха и влажностью. 
Есть рекомендации (см. [10]), пользуясь которыми можно сгенериро
вать ряды годовых испарений. В частности, предлагается определять 
испарение по температуре и влажности воздуха, измеренных на суще
ствующей сети метеорологических станций (рис. 3.5).

В этих рекомендациях есть «темные пятна», но на сегодняшний 
день это, видимо, единственный путь получения пусть и не совсем 
инструментальных, а только расчетно-инструментальных, эмпириче
ских рядов испарения. Использование подобных рекомендаций на 
практике показывает, что за небольшим исключением (~ 10 %) полу
чаются довольно правдоподобные цифры балансов (пример приведен 
в табл. 3.2).

Рис. 3.5. График для расчета годового испарения (мм/год) по среднегодовым темпе
ратуре (Т) и влажности воздуха (е).
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3.2. Годовой сток

Таблица 3.2

Годовые водные балансы (Судость -  Погар, F 6ac = 5 180 км2)*

Год
Слой
стока,

мм

Ст. Стародуб Среднее испа
рение по 

ст. Стародуб и 
ст. Почел, 

мм

Осадки,
мм

Невязка,
ммТемпература, 

Т° С
Влажность,

мбар

1951 142 5,7 V 8,2 472 483 -131
1952 100 5,2 8,1 480 696 116
1953 130 5,1 8,5 515 515 -130
1954 84,0 5,2 8,7 541 577 -4 8
1955 78,5 5,5 8,0 454 487 ^16
1956 121 3,8 7,9 476 673 76
1957 136 6,1 8,7 513 612 -3 7
1958 186 5,3 8,4 489 650 -25
1959 104 5,7 8,1 446 465 -8 5
1960 108 6,2 8,4 472 .474 -106
1961 71,2 6,3 8,6 476 474 -73
1962 150 5,8 8,6 503 700 47

1976 83,4 4,5 7,6 421 588 84
1977 84,0 5,5 8,6 497 653 72

1979 139 5,6 8,1 446 643 48
1980 183 4,9 8,2 487 781 111

1982 155 6,3 8,5 472 569 -5 8
1983 149 7,0

ОО00 480 556 -73
1984 90,7 5,7 8,4 469 613 53
1985 145 4,1 8,3 502 675 28
1986 139 5,8 8,4 474 617 4
* Таблица составлена аспирантом кафедры гидрофизики и гидропрогнозов РГГМУ 
Ф. Л. Соловьёвым.

На рис. 3.6 приведен пример полученного описанным выше обра
зом двумерного распределения р  (Q,E).

Сделаем одно замечание. Для чего используются статистические 
методы? Для упрощения описания (а значит, и управления) процес
са: вместо того, чтобы отслеживать каждый индивидуальный расход 
(в ряду их несколько десятков), информацию о них «свертывают»
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3. Примеры определения расчетных характеристик

Рис. 3.6. Двумерное распределение р  {q , e ) (а) и его проекции (б, в, г), р. Печора -  
г. Троицко-Печорск, F =  35 600 км2 (рисунки выполнены аспирантом Ф. Л. Соловье
вым).

в вероятностном распределении и оперируют только несколькими 
числами (моментами). При неустойчивости подобная свертка (только 
одних расходов) не срабатывает. Переходя к двумерному распреде
лению р  (Q,E) и надеясь на его устойчивость, мы фактически одно
временно «свертываем» информацию с двух смежных предметных 
областей (стоковой и испарительной). Тем самым мы заменяем тип 
взаимодействия между испарением и расходом (нейтрализм на кон
куренцию). Ситуация становится более финитной и статистически 
управляемой. Но сами управляющие воздействия носят уже другой 
качественный характер -  это вероятностные моменты уже двумер
ных распределений.

Сгенерированные ряды испарений (для ста шестидесяти речных 
бассейнов ЕТР) позволили построить карты распределений по тер
ритории статистических характеристик ( Е , С , CSEj C VE, rE (1),
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3.2. Годовой сток

а) в)

Рис. 3.7. Распределения статистических характеристик годового стока (а -  норма, 
б -  коэффициент вариации) и испарения (в, г -  аналогично) по ЕТР (соотношение 
CJCV для испарения, как и величина г£(1), варьируют в широких пределах и в даль
нейшем требуется их территориально-групповой анализ). Карты построены совме
стно с к.т.н. Е. В. Гайдуковой и асп. Ф. Л. Соловьевым.
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3. Примеры определения расчетных характеристик

кЕ = Ej X , здесь rE (1) -  коэффициент автокорреляции для испаре
ния) и сравнить их с таковыми для расхода (пример см. рис. 3.7).

Эти карты потребовались для получения карт распределения зон 
неустойчивости (рис. 3.3) с использованием критерия f> = 2k \nr  + 2 , 
хотя, видимо, могут найти и другое применение.

Встает вопрос об аналитической аппроксимации эмпирических 
гистограмм, типа представленных на рис. 3.6. Конечно, в общем слу
чае, аппроксимировать надо решение уравнения (3.8), для трехмер
ной плотности вероятности или даже более общее и-мерное, которое 
можно записать так [4]:

др(х,t)/dt = -V'[A (х, t)p {х, t)] + 0,5Sp[VV'5 {x, t)p (x, ?)], (3.10)

где x  -  вектор, характеризующий фазовые переменные исходной
системы динамических моделей; V = |д/сй|; штрих и Sp означают
операции транспонирования и взятия следа.

Соотношение (3.10) является уравнением неразрывности
idp(x,t)/ dt = -div П(5, ?)) потока вероятности П (х,/)= а (х , t) p(x,t)~

-  0,5divi? (х, /)р(х, t) , который для стационарного распределения 
{др(х, t)/dt -  О) является величиной постоянной, а учитывая, что на 
границах р{±  со,/) = 0 -  нулевой (на границах). Исходя из этого, по
лучаем искомое уравнение:

W[B{x,t)p{x,t)\ -  2A(x ,t)p(x ,t)=  0. (3.11)

(В отличие от одномерного распределения, для которого справедли
во уравнение Пирсона, в многомерном случае возможны вихревые 
движения в потоке вероятности. Поэтому соотношение (3.11) спра
ведливо при существовании скалярного поля для потенциала v (x ) .)

Уравнениями в частных производных первого порядка, подобны
ми (3.11), описываются всевозможные поверхности. При отсутствии 
параметрических шумов их решением является и-мерное нормальное 
распределение (рис. 3.8, а), эллипсоид рассеяния которого позволяет 
определять вероятность нахождения вектора х  внутри него.
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3.2. Годовой сток

б)
г

В

Рис. 3.8. Нормальная поверхность (а) и экстраполяция многомерного «хвоста» в зону 
малых обеспеченностей (б).

Вероятность попадания вектора х  внутрь эллипса равных вероят-

В случае явного учета параметрических шумов решение уравне
ния (3.11) будет асимметричным (рис. 3.8, б), и нужны определенные 
усилия, чтобы в полном виде проанализировать двумерный аналог 
уравнения Пирсона. Если ограничиться эмпирическими построения
ми, то первым шагом на пути перехода от нормальных многомерных 
распределений к асимметричным может быть использование так на
зываемых распределений типа А [11], основанных на использовании 
ряда Грама-Шарлье, приводящего (в одномерном случае) к выраже
нию:

В двумерном случае (х = [Q, е )) ,

,2
ностеи равна 1 - е  , где
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3. Примеры определения расчетных характеристик

р А{х )=р{х ) +1̂ р  (з) (х) + -  р (4) (х), (3.12)
О Z 4

где х -  нормированная случайная величина; г3,г4 -  основные момен- 

ты (г3 = М-з/сг3, г4 =ц4/ст4).
Первый член р{х)  разложения (3.12) дает нормальное распреде

ление, которое деформируется за счет учета асимметрии и эксцесса 
(последующие члены в ряду (3.12)). Распределение (3.12) обобщается 
на двумерный случай [11]:

Ра (х ,у )= р(х)

+ р'{х) >и м

»( 'll Г2\х '( \ Гг\2 2г ^ 1 "( \ + Р \х\ - - ^ Р \ у )  + - ------ 4--------- р Ь )

+ JpW(x) - % М + г* ^ р Ь )  6 6
+ р М(х)

> ~ 3
24

(3.13)

(здесь г||2 и т. д. -  смешанные основные моменты), приводящий к
асимметричному распределению типа, изображенного на рис. 3.8, б.

В табл. 3.3 приведены результаты вычислений модулей 10 %-ной 
обеспеченности по безусловным и условным распределениям. По
следние -  при значениях испарения, соответствующих расходам 
max Q , определенных по двумерному нормальному распределению.

Е

Как видно из таблицы, для зон с устойчивой и неустойчивой диспер
сиями (см. рис. 3.3) результаты различны. Если в первом случае 
среднее отклонение 8ср, вычисленное по безусловному (Qw%) и ус

ловному ( )  распределениям (5 = ( б,у0“  -  Q]0%)/ Qw%), не пре
восходит 2 % (при максимальном отклонении 3,7 %), то во втором
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3.2. Годовой сток

случае оно почти на порядок больше. (Такие же результаты дают и 
кривые Крицкого-Менкеля.)

Таблица 3.3

Оценки модулей годового стока 10 %-ной обеспеченности, полученные по раз- 
___________________ личным вариантам распределений_____________

Река — пункт F5ас>
км2

Пирсона III типа 
(С, =  2С ) Нормальное

Безусл. | Уел. | 5 % Безусл. I Уел. 1 5 %
Ряды с устойчивой дисперсией

Пеза -  д. Игумново 12 000 12,3 12,6 2,23 12,2 12,5 2,30
Унжа -  г. Кологрив 11 500 12,7 12,7 0,05 12,6 12,6 0,05
Белая -  д. Сыртланово 10 100 9,47 9,79 3,39 9,33 9,68 3,71
Печора -  д. Якша 9 620 18,8 18,8 0,34 18,7 18,7 0,33
Паша -  с. Часовенское 5 710 14,6 14,7 0,43 14,5 14,6 0,39
Сясь -  с. Яхново 6 230 11,6 11,7 0,46 11,5 11,6 0,56
Мета — д. Девкино 22 500 10,0 10,1 0,97 9,88 9,99 1,08
Луга -  ст. Толмачево 6 350 9,44 9,77 3,53 9,34 9,69 3,73
Сороть -  д. Осинкино 3 170 9,37 9,59 2,39 9,26 9,49 2,46 .
Юг -  пгт Подосиновед 15 200 11,1 11,2 0,54 11,0 11,0 0,55

6» =1,43 8с =1,52
Ряды с неустойчивой дисперсией

Т. Сосна -  г. Алексеевка 10 500 0,94 0,99 5,26 0,93 0,98 5,37
Синюха -  с. Син. Брод 16 700 2,69 2,42 -10,1 2,64 2,37 -10,3
Свияга -  с. Ивашевка 8 300 3,82 3,73 -2,51 3,76 3,67 -2,53
Самара -  с. Елшанка 22 800 3,26 2,63 -19,3 3,21 2,58 -19,6
Цна -  г. Княжево 13 600 4,99 4,58 -8,33 4,93 4,51 -8,64
Случь -  д. Сарны 13 300 5,95 6,18 3,95 5,84 6,07 4,05
Десна — с. Разлеты 36 300 6,05 5,79 —4,25 6,00 5,74 ^1,38
Псел -  с. Запселье 21 800 3,31 3,49 5,56 3,26 3,45 5,84
Днепр -  г. Смоленск 14 100 9,42 14,6 54,6 9,32 14,5 55,5
Сейм -  с. Лебяжье 4 870 ■ 5,29 8,99 69,9 5,23 8,95 71,2

б „ =  18,4

Г";
ООIIсо

Аналогичные расчеты для меньших обеспеченностей (1 %; 0,1 %;
0,01 % -  это «стандартные» значения, для которых составляются таб
лицы) показали, что для обеих зон практически всегда 5 % > 0, т. е. 
Qp% > Qf%- Значения 8ср составляют 1-2 % (при максимальных от
клонениях 5 %).

Подобные результаты можно объяснить тем, что, с одной сторо
ны, условные распределения сдвинуты вправо по сравнению с безус
ловными, а с другой -  их дисперсии меньше (хвосты более прижаты 
к оси расходов или модулей). Результат варьирует в зависимостей от 
соотношения между Gq, аЕ и гдЕ.
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3. Примеры определения расчетных характеристик

3.3. М инимальны й сток

Известно, что существуют два вида минимального стока: летне
осенний и зимний. Их гидрологическая и географическая специфика 
несомненна, однако с математически формальной точки зрения -  это 
случайные процессы, описываемые практически одинаковыми моде
лями. Поэтому будем использовать термин «минимальный сток», 
имея в виду, что он относится к обеим его разновидностям, пред
ставленным на рис. 1.2.

Как и в случае годового стока, для него можно записать модель 
формирующего фильтра типа (3.1):

где 2мин ~ минимальные расходы (обычно расчеты удобнее вести в 
модулях); кыт -  коэффициент минимального стока

обобщение уравнения (3.14) приводит к модели ФПК и к кривым 
распределений Пирсона в стационарном режиме. Однако, так же как 
и в случае годового стока, применение критерия Р приводит к выяв
лению зон неустойчивости. Так как кмии < кгод , эти зоны получаются
значительно обширнее (рис. 3.9, а). Почти 80 % ЕТР находится в зо
нах неустойчивости по дисперсии. Но так ли неустойчив минималь
ный сток на самом деле?

Известно (см. [18]), что изменчивость подземной составляющей 
годового стока (тесно связанной с минимальным стоком) ниже, чем 
изменчивость самого годового стока. Вероятнее всего стремление 
Р к двум (так же как и значения р < 0 из-за малых значений коэф
фициентов автокорреляции) указывает на ущербность самой моде
ли, «использующей» условный коэффициент минимального стока

блюдается (см. [3]), но не осадки непосредственно формируют ми
нимальный сток. Кроме этого, с помощью подобным образом опре-

dQ,.mn/ dt = ~{yk> ЬмИН+^Ам„„. (3.14)

время релаксации. Стохастическое

между Х год и <2МИН действительно на-МИН
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3.3. Минимальный сток

а) 6)

.../ , •

Рис. 3.9. Распределение зон  неустойчивости  ЕТР для летне-осеннего м иним ального 

стока при  к мш = ё мин/ * год (а) и при k'Km = Qm J ё год (б).

деляемого значения кмиа трудно зачесть влияние на сток гидрометео
рологических характеристик и факторов подстилающей поверхности 
(обычно такие исследования проводятся для кТ0Л). Поэтому логичнее
модель формирования минимального стока представить следующим 
образом:

d Q ,J d t  = - \ c Q +cQ (<2Г0Д+ О + ^  + n q ; (3.15)V год & год J  ̂год и год

+ ^ + £  J +  (3.16)

=  ~ 1 с с . '„ и ь  + с е и н н Ь « и н  +  'v (j u ,..h

где (при т * 1) Cg ~ б ГОд / QMm \ N q ~ Q (влияние AU  учтеноМИН мин
коэффициентами Cq , сеГОд> сйми„ > т- е-> в конечном итоге, интен
сивностью белых шумов G~ , G~ , G~ ).

в ГОД. Ягод ймин
Переходя от (3.15) -  (3.17) к многомерному уравнению ФПК, по

лучаем возможность находить динамику трехмерного распределения
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p{QToa, E roa,Q Mm;t) .  Однако ситуацию можно упростить, отделив 
«годовую задачу» (уравнения (3.15), (3.16)) от «минимальной» 
(уравнение (3.17)), так как первые два уравнения не зависят от 
третьего. Сначала решается система (3.15), (3.16) (точнее -  уравне
ние ФПК, полученное на их основе), а затем по Qmд (найденному из 
р  (Q,Е)) ищется распределение р  (б мин).

Фактический ряд Qmn используется при параметризации модели 
ФПК для р  (бмин > 0  > т- е- Для нахождения интенсивности шумов 
Gen > G~ , G-. ~ . Решение уравнения Пирсона для

М̂ИН 2МИН Сбмин бмин
p {Qмин>?) позволяет аппроксимировать эмпирическое распределе
ние ряда g MHH, заведомо исключив «кривые Крицкого-Менкеля», не 
«разрешающие» рекам перемерзать и пересыхать, что является 
обычным для «них» делом. Это вовсе не означает появление в реаль
ности «отрицательных расходов», но -  появление нулевых расходов 
реализуется с ненулевой вероятностью.

Переход от модели, основанной на стохастическом обобщении 
уравнения (3.14), к многомерному уравнению ФПК (для системы 
(3.15) -  (3.17)) или к одномерному -  для (3.17), позволяет устранить 
по крайней мере две проблемы.

Во-первых, применение коэффициента минимального стока в ви- 
Де Ктн = бмин / бгод ПРИ неизменном коэффициенте автокорреляции 
г , используемых в формуле для критерия устойчивости 
Р = 2k In г + 2 , приводит к существенному снижению площади ре
гионов, являющихся неустойчивыми по моментам (рис. 3.9, б). Это 
происходит из-за того, что к'тя > кшия (при средних значениях коэф
фициента годового стока, равных 0,5, величина к'мш/киия = 2 , что 
существенно повышает отрицательную составляющую в выражении 
для критерия р и приводит к его уменьшению).

Во-вторых, появление в модели минимального стока, основанной 
на системе (3.15) -  (3.17), коэффициента годового стока (в выраже
нии для Cq ), позволяет использовать огромный эмпирический ма-

год

териал по влиянию на него всевозможных антропогенных и клима

3. Примеры определения расчетных характеристик___________________________
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3.3. М инимальный сток

тических факторов, а значит, и чувствительности статистических ха
рактеристик минимального стока к этим факторам.

Решая данные проблемы, расширенная модель (в полном соответ
ствии с основным тезисом частично инфинитной гидрологии о том, 
что расширяя предметную область, мы увеличиваем область ее со
прикосновения с инфинитной реальностью) порождает свои.

Действительно, сам механизм формирования минимального стока 
при использовании к[!т описывается более устойчиво, но что мы в

таком случае должны понимать под N n ? В модели (3.15) анало-» МИН
гичная величина (^ егод) интерпретируется как белый шум осадков,

преобразуемыми формирующим фильтром в марковский процесс 
речного стока. Это, кстати, позволяет в принципе использовать дис
персию осадков Doc для задания G-  по формуле

“год
G ~ = Doc /2 л а , где а  -  величина, обратная времени релакса-

бгод
ции. Но можно ли так поступать в случае уравнения (3.17)? Ведь 
время релаксации бассейна в отношении и годового, и минимального 
стока соизмеримо (примерно один год). Выход возможен, если 
G ~ идентифицировать непосредственно по ряду наблюдений за

«МИН

минимальным стоком, но тогда оценки и других интенсивностей 

шумов G- и G~ ~ будут смещенными, хотя при их ис-
 ̂ Умт сймин е МИН /

пользовании интегральный эффект будет удовлетворительным (тео
ретическая кривая плотности вероятности р(<2мш) будет хорошо 
аппроксимировать эмпирическую гистограмму).

Возникает и такой вопрос. Что представляет собой ряд минималь
ного стока в зоне, где существует неустойчивость по дисперсии го
дового стока? Ведь в этом случае N q не только не белый шум, но
и вообще «никакой случайный процесс». Напрашивается вывод, что 
в неустойчивых по годовому стоку регионах разделять систему (3.15)
-  (3.17) на «годовую» и «минимальную» надо осторожно, пытаясь 
остаться в рамках трехмерного распределения р  (Q, Е, Qum; t ) .
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3. Примеры определения расчетных характеристик

Но и это еще не все. Для минимального стока интерес представля
ет не хвост распределения, а его «начало» при —> 0 . Почему-то 
решили, что должно выполняться условие р  (Q = О) = 0; появились 
кривые Крицкого-Менкеля. Реальные ряды минимального стока яв
но указывают на то, что вероятность пересыхания (перемерзания) не 
нулевая. Но природу «поправили»: гидрологи «лучше» знают, как 
должны себя вести кривые обеспеченности («они не должны уходить 
в отрицательную область»).

Давайте «разберемся», почему кривые плотности вероятности 
уходят в область отрицательных расходов. Это не теория их «уво
дит» туда, а эмпирика. Так устроен мир (по крайней мере, гидроло
гический). Формально для кривых Пирсона III типа это происходит в 
ситуации, когда Сх <2Cv (см. [16]), т. е. когда интенсивность G-

М̂ИН
«большая», а взаимная интенсивность GL - -  «маленькая».

"ймин̂ бмин
Если шум N 0 (наряду с с0 ) порождает изменчивость мини-« мин ^мин
мального стока меньшую, чем изменчивость стока годового (см. вы
ше), то вся ответственность за «отрицательные» значения расходов
лежит на G~ ~ : эта величина должна быть достаточно малой.

"бмиАин
Взаимная интенсивность шумов G~ ~ представляет собой кор-

С̂МИН м̂ин
реляцию между с0 и N 0 , т. е. (по нашему, пока умозрительно-М̂ИН Имин
му, предположению) между вариациями влагозапасов в почво- 
грунтах A U и колебаниями годового стока. Однако так как речь 
идет о белом шуме, то это должна быть корреляция между внутриго
довыми изменениями указанных характеристик. Водные балансы для 
периодов времени меньше года включают, кроме основных состав
ляющих многолетних балансов {х, Q, Е, AUj, еще ряд величин z(, 
«исчезающих» при осреднении по большому временному интервалу. 
Поэтому, исходя из уравнения AU = X - Q - E ± ' £ z l , можно пред
положить, что между вариациями стока Q и влагозапасами At/ нет 
устойчивой (по знаку) корреляционной связи (как, например, между
с и N  в стохастической модели годового стока). Хотя в целом она 
должна быть отрицательной (увеличение стока Q снижает запасы
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3.3. Минимальный сток

AU ), а значит, Cs > 0 , но могут быть, случаи, когда Cs < 0. Таким 
образом, сама природа толкает к «пересыханию», т. е. к ситуации, 
когда Cs < 2Cv (на коэффициент вариации влияет интенсивность 

G- , которая связывается с отнюдь не малыми вариациями «бе-
М̂ИН

лого шума»).
Посмотрим, что реально дает уравнение Пирсона в отношении 

распределения р(<2ыш), если с помощью параметров а, Ъ0, Ьх, Ь2 
(см. Введение) менять интенсивность аддитивных и мультиплика
тивных шумов (рис. 3.10). Из этого рисунка видно, что, варьируя ин
тенсивностью шумов, можно менять вероятность пересыхания (или 
перемерзания) реки (эта вероятность Ро равна площади под кривой 
плотности вероятности при отрицательных значениях QMm). Так как 
интенсивности шумов связаны с С, и Сs , то при уменьшении отно
шения C j C v величина Р0 должна увеличиваться, что подтверждает
ся данным табл. 3.4 (по крайней мере, в отношении обоих видов ми
нимального стока).

На рис. 3.11 приведены примеры распределений, полученных по 
натурным данным. Существуют две возможности использования 
распределений р  ((?мин) для нормирования характеристик минималь
ного стока (если не «цепляться» за кривые Крицкого-Менкеля).

а) S)

<& -

О Р06
0л
й'5'С

;у2-
-1.2 •0.8 -3.4 (> 04 e.s 1.3

Рис. 3.10. Влияние интенсивностей 
шумов на распределение плотности 
вероятности:

a -  G
%,нн(0

G-' СЙМИ1.0) : G~
СВмия(2)

, G~ ■ г. <G~ w ;
С6мнн0) бмнп(0 С0чип(2) бмнн(-)

б - G- -G- G~
„(2)’ CS»hh(i) Сймш, (2) G.

в  —  G T j  , G ~ Z
^бмннО) бмин(2) СминО)

се»и«(0̂ мж|(4)"’
G-

Сймин(2)’ сймнн(1)̂ Ймин(1) Семин(2)Л,В„и»(2) '
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3. Примеры определения расчетных характеристик

Первая. Использовать 
аппроксимацию эмпири
ческого распределения 
кривой Пирсона III ти
па, экстраполируя ее тем 
или иным способом (на
пример, линейно) в об
ласть отрицательных 
расходов 2МИН и норми
руя площадь под всей 
кривой на единицу. Тогда 
заштрихованная часть 
этой площади
(см. рис. 3.11) можно ин
терпретировать как ве
роятность пересыхания 
(перемерзания) реки.

Вторая. Модернизи
ровать кривую Пирсо- на 

III типа таким образом, чтобы она начиналась со значения 
Ро = P(Qm„ -  0 )• Это может быть экзотика для гидрологии, но не 
для статистики. Примером может служить плотность показательного

3.11. Кривые плотности вероятности и обеспечен
ности зимнего минимального стока (сг) и их увели
ченные фрагменты (б, в); р. Сухона- г. Тотьма,: 1 -  
Пирсона III типа; 2 -  Крицкого-Менкеля.

распределения р (*) =

>(*) =
Ха

г(а)
О,

xa-le-* \

х > О 
х < 0

(оно же гамма-распределение

при ос = 1, рис. 3.12).

Какие же практические выводы следуют из рассуждений п. 3.3?
1. Минимальный сток формируется достаточно устойчиво в рам

ках предметной области «марковских процессов» при разумной ин
терпретации коэффициента минимального стока.

2. Нет какой-то острой необходимости «трансформировать» кривую 
Пирсона Ш типа и выводить ее из области отрицательных расходов, ис
кусственно начиная трансформированную кривую с нулевого значения
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3. Примеры определения расчетных характеристик

плотности вероятности. Можно на
оборот экстраполировать эмпири
ческое распределение в область от
рицательных значений расходов, 
интерпретируя площадь под образо
вавшимся отрицательным хвостом- 
началом как вероятность пересыха
ния или промерзания.

3. Существуют механизмы, по
зволяющие учесть влияние измене
ний климата и антропогенной дея

тельности на минимальный сток и обеспечить возможность его дол
госрочного прогнозирования.

Ситуацию, возникающую при отрицательных значениях автокор
реляционной функции при годовой сдвижке (это особенно часто 
имеет место для зимней межени), рассмотрим в п. 3.5, посвященном 
максимальному стоку дождевых паводков, для которого подобное 
явление распространено повсеместно.

3.4. Максимальный сток весеннего половодья

До настоящего времени эволюция распределений плотности веро
ятности р  (h; t) слоя стока весеннего половодья h моделировалась 
уравнением ФПК, построенным на базе линейного формирующего 
фильтра с внешним воздействием в виде годовых осадков Х гоа и ко

эффициентом максимального стока кышс = hj Х год . При таком под
ходе возникают, по крайней мере, две проблемы.

Во-первых, при использовании киакс (он всегда меньше кгод) для 
оценки степени устойчивости по критерию р получаются более не
гативные результаты (см. рис. 3.13, а), чем могли бы быть при «на
стоящем» коэффициенте стока весеннего половодья а = h / x U3KC , где 

Х ткс -  «стокообразующие» (для слоя весеннего половодья) осадки.
Во-вторых, так же как и в случае минимального стока, затруднена 

оценка последствий изменения антропогенной нагрузки на р  (h) че-

Рис. 3.12. П лотность гам м а-распреде
ления при а  =  1.
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3.4. Максимальный сток весеннего половодья

б)

I..  , ....■■IIIIII—

|̂ ,v7>yfr»H iWBKt

Рис. 3.13. Расположение зон неустойчивости максимального стока весеннего поло
водья на ЕТР (а -  при использовании коэффициента £макс ; б -  при использовании 
коэффициента а  ).

рез коэффициент кгод (который просто отсутствует в подобной мо
дели).

Однако обе эти проблемы можно преодолеть. Из суммарного вод
ного баланса талых вод

(здесь h — слой весеннего стока; h'c — запасы воды в снеге; х  — жид
кие осадки; и — часть инфильтровавшихся талых вод, пошедшая на 
пополнение почвенной влаги; z  -  величина испарения со снега ми
нус конденсация; йак -  слой талых вод, аккумулировавшихся на по
верхности бассейна; обозначения соответствуют таковым из книги 
[18], в которой приводится данное уравнение) следует выражение:

где а  -  коэффициент стока талых вод.
коэффициент а  подробно изучался В. Д. Комаровым [9]. Им бы

ли построены карты распределения а  по ЕТ бывшего СССР 
(рис. 3.14).

С учетом соотношения (3.18) динамическая модель стока весенне
го половодья будет:

h = h'c + x - u - z ~ h aK

(3.18)
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dh/dt = -  А/ах + Х ткс / х , (3.19)

гДе =(К +х).
При введении шумов в уравнение

(3.19) второе слагаемое правой части 
примет вид N  + N  (здесь N  -  стати
стическая норма величины ^ макс /х ; 
N  -  белый шум). Для задания величи
ны N  можно предложить два варианта.

Если формирование годового стока 
происходит в зоне устойчивости по 
первому начальному моменту, то 

Рис. 3.14. Распределение среднего — ■ — /  -
коэффициента весеннего стока по — макс Г°Д ' *-*х, где лмакс — ^  год
Европейской территории СССР. ( т обычно принимают равным одному

году). В этом случае мы можем про

гнозировать распределение p(h) непосредственно используя Х ГОд из 
климатического сценария. При этом учитывать изменение коэффици
ентов стока кмжс и а, как за счет гидрометеорологических факторов
Х т, Е ,Т  °С , так и в связи с антропогенной деятельностью (распашка 
земель, лесонасаждения или вырубка деревьев, урбанизация и т. п.), 
затруднительно, так как подобные зависимости известны в основном 
для коэффициента годового стока кгод.

Если сам годовой сток формируется неустойчиво (в рамках одно
мерного распределения p { Q ) \  то N  = £максбгоД АгоДат> гДе б ГОд бе
рется как условная характеристика из двумерного (устойчивого) рас
пределения p(Q ,E ),  получаемого на основе стохастической модели 
на базе уравнений (3.15), (3.16), в которых учитывается влияние раз
личных характеристик на коэффициент стока (разумеется, расчеты 
проводятся в одинаковых единицах -  слоях, модулях или расходах).

Здесь возникает ряд вопросов. Чем, собственно, отличаются фор

мулы jVj = кмжсX год / ах и N 2 =kMmcQTOa/ k roaа х , если они преобра

зуются одна в другую? В первом варианте ( N x) мы используем непо

средственно X год, не волнуясь о том, устойчиво или неустойчиво
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3.4. Максимальный сток весеннего половодья

происходит формирование годового стока. И это вроде бы хорошо. 
Но при этом мы теряем возможность оперировать величиной кгоа, о

значимости которой только что упоминалось. Но что такое Qroa ? Хо
тя мы использовали обычную для гидрологии формулу

бгод = Контор. > но норма стока Qr0B (первый начальный момент m О 
связана с осадками вовсе не такой примитивной формулой. Для ста
ционарного случайного процесса формирования стока можно запи
сать (см. первое уравнение системы (4.2) при dml l d t -  0):

«21= (JV -0!5G?~)/(c -0 ,5 G ~ )!

где (напоминаем) с = 1 /к ,  N  = Х  прит = 1.
Таким образом, коэффициент стока близок к обычному его пони

манию гидрологами только в случае GL- = 0 , G- = 0 или, практиче
ски, при симметричном распределении ( GL ~ 0) с малыми пара
метрическими шумами (G- —> 0). В случае неустойчивости (с ~G~) 
величина т\ стремится к бесконечности, поэтому и надо использо
вать для задания 2 Г0Д систему (3.15), (3.16).

Однако, если посмотреть на ситуацию с чисто практической точки 
зрения, эмпирические связи между кгод и различными факторами 
формирования стока все эти тонкости не учитывают (да о них никто 
и не знал). Поэтому на вариант N2 надо смотреть примерно так. Ве
личина 2 Г0Д вычисляется с использованием системы (3.15), (3.16) 
(причем там также могут использоваться эмпирические связи кгол с 
факторами стока) без всякой связи с процессом формирования стока 
весеннего половодья. Затем N2 используется как внешнее воздейст
вие в модели (3.19), причем наличие кгол позволяет примерно оцени
вать влияние факторов формирования стока на кривую распределе
ния p(h). Если Qroa зафиксировать для стационарных условий, то ис

пользование N 2 в (3.19) отвечает на вопрос о чувственности р(К) 
к гидрометеорологическим или антропогенным факторам, которые 
учитываются ктя. Именно это проделано ниже (см. табл. 3.5). Ситуа
ция выглядит парадоксально, так как надо ответить на вопрос: если 
норма годового стока зафиксирована, то как при этом условии изме-
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3. Примеры определения расчетных характеристик

нится распределение р(И), если будут меняться факторы формирова
ния стока? В соответствии с формулой для N2, увеличение коэффи
циента кгод ведет к уменьшению h (а как иначе, если Qroa менять
нельзя?) Чтобы уйти от этой несколько необычной ситуации надо 
пытаться получать эмпирические связи напрямую между факторами 
формирования стока и кмжс для подстановки последнего в 7V, .

В любом из этих вариантов зоны устойчивого формирования мак
симального стока увеличиваются (см. рис. 3.13, б) и имеется возмож
ность учесть влияние изменения антропогенных факторов на его ха
рактеристики. Следовательно, обе обозначенные выше проблемы 
решаются. Причем, какая бы неопределенность ни стояла за кгод (из-
за возможного недоучета некоторых антропогенных факторов или их 
сильной изменчивости, приводящей к большим значениям интенсив
ности шума G^), процесс формирования распределения p{h) будет
происходить устойчиво (так как этот шум не носит мультипликатив
ного характера).

В табл. 3.5 представлены результаты имитационных расчетов по 
стационарному варианту уравнения ФПК, т. е. модели Пирсона (с 
граничными условиями p ( h —> 0, h —> оо)—>0), но с физически ос
мысленными коэффициентами а, Ъ0,ЪХ и Ь2 (см. Введение), хотя и с 
довольно условными, а главное, «замороженными» параметрами. 

Влияние метеорологических факторов X  и Т на максимальный

сток учитывалось как непосредственно через годовые осадки Х Гоц , 
входящие в N , так и через коэффициент стока ктоа. Для этого можно 
использовать кривые, характеризующие зависимость коэффициента 
годового стока от степени увлажненности Е0/ Х год или непосредст
венно от осадков и максимально возможной испаряемости Е0 
(рис. 3.15). При этом последнюю можно связать с приземной темпе
ратурой воздуха (сценарной климатической характеристикой), на
пример с помощью формулы Тюрка:

(подробнее см. [8]).

£ 0 =300  + 2 5 7 4  0,05Г3
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3. Примеры определения расчетных характеристик

Влияние урбанизации учитывалось следующим образом. За пока
затель урбанизации (у) принималось отношение площади, занятой 
поселениями (с учетом укатанных дорог) /  , к общей площади бас
сейна. Площадь же урбанизированной территории можно связать с 
числом жителей Н  [19]: /  = [Н/ЮОО)", где п = 0,714... 0,893.

Более точный вариант этой формулы может учитывать среднюю 
высоту построек в городе и долю городских построек в общей пло
щади города. Составлены карты, показывающие степень урбаниза
ции территории СНГ. Зная демографический прогноз, можно оцени
вать изменение /  на перспективу. Последствия замены природных 
ландшафтов урбанизированными можно оценить по изменению 
средних многолетних коэффициентов годового стока в определен
ных широтных зонах [19]: /сгод =^огвд +аУ > гДе Кол -  коэффициент
годового стока с учетом влияния всех урбанизированных территорий

в широтной зоне; k(>T0R ~ коэффи
циент стока в естественных усло
виях; а -  параметр, зависящий от 
широты местности, который уве
личивается с юга на север.

Достаточно просто многие ви
ды хозяйственной деятельности 
связываются с коэффициентом 
годового стока. Опубликованный 
справочный материал по залесен- 
ности, распаханности, заболочен
ности и озерности речных бассей
нов позволяет построить эмпири
ческие связи между коэффициен
том стока и этими характеристи
ками, которые так или иначе от- 

Рис. 3.15. О днопарам етрическая ражают хозяйственную деятель- 
(а) и двухпарам етрическая (б) за- , _
висим ости  коэф ф ициента стока от ность (вырубку леса, мелиорацию,
осадков и испаряемости. земледелие и т. д.).
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3.5. М аксимальный дождевой сток и типовой гидрограф

3.5. Максимальный дождевой сток и типовой гидрограф

Модель линейного формирующего фильтра оказалась примени
мой почти для всех видов многолетнего стока (годовой, максималь
ный -  весеннего половодья, летне-осенний и зимний минимальный) 
за исключением дождевых максимумов. Для всех видов стока, кроме 
последнего, прослеживаются более или менее выраженные корреля
ционные связи, по крайней мере, между стоком смежных лет. Это 
позволяет подобные процессы рассматривать как простые марков
ские. Генезис формирования их плотности вероятности хорошо опи
сывается уравнением ФПК и в стационарном режиме приводит к се
мейству кривых Пирсона. Поэтому можно действовать «по трафаре
ту»: параметризировать модель на основе существующего (статисти
ческого) режима (моментов плотности вероятности или расчетных
гидрологических характеристик Q , -Cv, Cs), а в качестве внешнего 
воздействия принять годовую норму осадков (избегая кропотливого 
выявления стокообразующих осадков). При прогнозе (сценарных 
оценках) в модель вводятся новые климатические нормы осадков и 
температуры как аддитивно (через X ), так и мультипликативно (че
рез с ) (см. методику, изложенную в учебнике [8] и использующую, в 
частности, зависимости М. И. Будыко). Также мультипликативно в 
модель можно ввести факторы подстилающей поверхности (урбани
зация, распашка, залесенность, демография и др.).

Конечно, при такой параметризации в модель вносятся система
тические отклонения («погрешности») в параметры с , G~, G~ , G~̂
(меньше всего таких отклонений в модели годового стока). Это свя
зано с тем, что в уравнениях появляются условные («фиктивные»)

коэффициенты стока, например /смин = QMIlH / X . Однако, так как ра
ботоспособность моделей интегрально оценивается по метрикам, ха
рактеризующим близость фактических и прогнозных кривых плотно
сти вероятности (это много раз проделывалось на ретроспективном 
материале по различным критериям согласия), то систематическое 
отклонение в том или ином коэффициенте терпимо (с точки 
зрения рассматриваемой задачи; в другой ситуации это может 
быть и не так).
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3. Примеры определения расчетных характеристик

Проблемы начинаются, когда решаются эволюционные задачи, 
например оценивается устойчивость формирования стока по крите
рию Р = 2к In г + 2 . Заниженные значения коэффициента кмин для лет
не-осенней и зимней межени (наряду с трудно оцениваемыми значе
ниями коэффициентов автокорреляции) приводят к завышенно- 
негативным оценкам по устойчивости (это не относится к годовому 
стоку, неустойчивость которого вполне обоснованна в рамках данной 
формулы). Увеличение киш, или &макс (порой в несколько раз) при их 
подсчете на основе не годовой нормы осадков, а «стокообразующей 
нормы» последних, приведет к более оптимистической картине ус
тойчивости. Насколько, пока не ясно.

В отношении же дождевых максимумов проблемы начинаются 
«сразу». Используемая (СНиПами и СП) методика формирования 
рядов дождевых максимумов (в каждый год берется одно макси
мальное значение) сразу закрывает вопрос о марковости. Такие ряды 
представляют собой внутренне статистически не связанный белый 
шум. Ясно также, что формируются подобные максимумы не годо
выми осадками (а тем более их нормами), а конкретным дождем (как 
правило, ливневого или ливне-дождевого характера). Поэтому для 
оценки долгосрочных изменений статистических характеристик (мо
ментов) кривой плотности вероятности дождевых максимумов (тип 
этой кривой, несмотря на белый шум, такой же, как и для других ви
дов многолетнего стока) в климатическом сценарии надо иметь 
внутригодовой ход осадков или, по крайней мере, некие «типовые» 
экстремальные характеристики дождя. Но и этого «мало»: катастро
фы определяют не только дожди, но и состояние почво-грунтов (тен
денции изменения запасов AU ), а также конкретная гидравлическая 
ситуация в изучаемом створе (см. [6]). В любом случае нужен «дож
девой» климатический сценарий.

Знание прогнозируемых (сценарных) распределений каждого вида 
многолетнего стока открывает возможность прогнозировать также и 
«типовые» гидрографы. Типовые -  если пользоваться прогнозируе
мыми нормами максимального и минимального стока, формирую
щими внутригодовое его распределение. Неопределенность, связан
ная с дождевыми паводками, частично компенсируется необходимо
стью увязки нормы годового стока с типовым внутригодовым рас
пределением. Знание же сценарных оценок Cv и Cs для многолетних 
видов стока позволяет указать границы доверительной вероятности
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3.5. М аксимальный дождевой сток и типовой гидрограф

отклонения конкретной реализации гидрографа от типового. Во вся
ком случае подобный подход снимает некоторые некорректности, 
возникающие при традиционной постановке задачи о внутригодовом 
распределении, на которые указывают авторы работы [2].

3.6. У ровни озер и изменение запасов воды в почво-грунтах

Каким образом мы собираемся объединять в одном пункте такие 
разные характеристики, как уровни озер Н  и изменение запасов воды 
в почво-грунтах AU ? Дело в том, что свойства емкости для AU  ма
ло чем отличаются от свойств обыкновенного водоема, если послед
ним интересоваться как проточной емкостью (почво-грунты -  это 
водоем, заполненный «грязью»).

Любой водоем при любом серьезном варианте его изучения дол
жен рассматриваться как нелинейная система. Размерность про
странства вложения для них -  2-3 (см. [6]).

Но существующий математический аппарат марковских случай
ных процессов подталкивает, обычно, к их изучению в рамках ли
нейной идеализации. Наиболее последовательно и обстоятельно мо
дели озер исследовались сотрудниками ИВП РАН [12, 13]. В зависи
мости от характера аппроксимации потенциала U в уравнении для 
уровня озера (dH/ dt = -  BU/дН  + в) (здесь в -  случайная функция) 
получаются либо модель линейного фильтра, приводящая к одномо
дальным распределениям с уровнем тяготения, соответствующим 
яме потенциала, либо модели, приводящие к более экзотическим 
двухмодальным распределениям. Сначала была взята на вооружение 
одномодальная модель, однако после скандала с переброской стока в 
Каспий (уровень последнего вопреки прогнозам стал повышаться) 
разразилась буря негодования, появились изобличители всех мастей. 
Среди них оказались и те, кто предсказал это самое повышение. Но 
на какой основе? На основе «кофейной гущи»: просто угадали. Такая 
же степень правдоподобности и у двухмодальных (нелинейных по 
динамике, но не по статистике) моделей: можно представить, какая 
продолжительность ряда наблюдений за уровнем озера должна быть, 
чтобы делать статистически надежные выводы о значимости второй 
моды. Однако других предложений о характере вероятностных рас
пределений уровня нет: либо одна, либо две моды (два устойчивых и
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3. Примеры определения расчетных характеристик

одно неустойчивое положение равновесия). Существуют озера, уро- 
венный режим которых можно использовать для защиты как той, так 
и другой модели.

Если теперь обратиться к почво-грунтам, то одномодальная мо
дель уже есть (см. (3.7)). Можно сравнительно легко сделать ее двух
модальной. Для этого заменим нелинейность в уравнении (3.7) на 
гистерезисную:

d(AU)/dt = -(c+c?)f(AU) + N  + N ,  (3.20)

sgn(Af/ -  a), AU  > 0 
где f (A U )  = { . , (см. рис. 3.16, а).

[sgn(At/ + a), AU < 0

Уравнение ФПК, статистически эквивалентное (3.20), в стацио
нарном случае, с учетом того, что плотность и поток вероятности 
обращается на бесконечности в нуль, будет:

dp(AU) _  1
pd(AU) B(AU)

* Ш ± - 2 А ( А и )
d(AU)

(3.21)

Общий интеграл уравнения (3.21) имеет вид:

p(AU) = k- ехр j -  J— -—  (  dB(AUA  -2A(A U yr,  (3.22)
d(AU)

где нормирующий множитель к находят из условия нормировки
-1

\p{AU)d(AU)
-00

Решение (3.22) можно представить в виде (см. работу [1], в кото
рой рассмотрена похожая задача для автоматической системы, воз
буждаемой широкополосным шумом):
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3.6. Уровни озер и изменение запасов воды в почво-грунтах

а) б)

Рис. 3.16. Гистерезисная нелинейность (а), плотность вероятности  (б) и потенциал (в).

p(AU)-

exp(-2cAC//G~) при AU > а,

0,5 ch(-2cA£7/ G~) при |АС/| < а, 

exp(—2cA U /G ~ ) при AU <—а,

(рис. 3.16, б).
Высота потенциального барьера (рис. 3.16, в) определяется скоро

стью насыщения почво-грунтов с , интенсивностью аддитивного 
шума Gft и параметром а, характеризующим ширину гистерезисной 
петли. Если в представленные формулы явно ввести постоянную 
времени х, характеризующую быстродействие почво-грунтовой 
предметной области, то ее уменьшение сужает распределение плот
ности вероятности. (При Ф 0 возникает асимметрия распределе
ния, а при а = 0 приходим к одномодальному распределению 
р  ~ exp(-2c|AC/|/G^) , см. рис. 3.1.)

Посмотрим, насколько подобная модель подтверждается эмпири
ческими данными. Для 63 водосборов ЕТР по рядам наблюдений за 
осадками, стоком и сгенерированным (см. п. 3.2) рядам испарения 
были «восстановлены» ряды влагозапасов ± A U  = X - E - Q ,  по ко
торым вычислены начальные моменты mi и коэффициенты автокор
реляции г при сдвижке At один год (пример см. табл. 3.6).
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3. Примеры определения расчетных характеристик

Таблица 3.6

Начальные моменты и коэффициенты автокорреляции для случайного процес
са изменения влагозапасов в почво-грунтах речных бассейнов ЕТР

№
п/п

^бас,
км2

Река -  пункт Начальные моменты
Коэф.
авто-

коррел.
т т2 /и3 Гд<=1

1 6 450 С в и д ь -д . Горки -2 8 13 190 -1  497 347 0,28
2 7 040 Волошка -  д. Тороповская -5 2 14 051 - 2  030 966 0,42
3 34 800 Сухона -  г. Тотьма -7 0 9 677 -1  414 120 0,14
4 7 890 Вишера -  д. Лунь -6 7 17 478 -1  528 048 -0 ,14
5 19 000 Вашка -  д. Рещельская -9 7 16 643 -3  346 396 0,55
6 3 810 Немда -  с. Селище 46 10 339 1 358 705 0,12

7 5 700 Нея -  д. Буслаево 7 6 308 287 207 -0 ,14
8 13 600 Цна -  г. Княжево -6 5 657 10 928 -0 ,05
9 14 300 Клязма -  г. Владимир 8 9 065 1 358 868 -0 ,1 4
10 6 440 Ай -  с. Лаклы -1 6 534 83 893 0,22
11 12 500 Дема -  д. Бочкарева -4 6 7 114 -8 0 7  369 -0 ,02
12 9 750 Кама -  с. Волосницкое 66 17 643 4 592 313 -0 ,1 4

13 3 130 С ы лва-пгт Ш амары 32 12 070 1 538 341 0,16

14 14 200 Уфа -  г. Красноуфимск -1 8 5 742 -445  577 0,21

15 5 930 Чепца -  с. Полом -171 39 138 -1 0  924 225 0,16
16 3 500 Великая -  г. Опочка -102 13 757 - 2  463 654 0,65

17 5 140 Кунья -  г. Холм -3 0 3 747 -6 8  319

ООo
'1

18 12 800 Луга -  г. Кингисепп -1 2 5 344 -1 0 7  976 0,19
19 5 710 Паша -  с. Часовенское -5 6 8 550 -1  085 865 0,03

20 20 900 Цильма -  с. Трусово -9 8 16 795 -2  800 727 0,25

На рис. 3.17 представлены характерные гистограммы распределе
ний и автокорреляционные функции. В подавляющем числе случаев 
(50 %) встречаются одномодальные асимметричные (Cs ^ 0) распре
деления. В 35% случаев -  двухмодальные, а еще в 15 % -  распреде
ления, близкие к равномерному (в том числе -  «без зубов»). В более 
70 % случаев AU =т1 < 0. Коэффициенты автокорреляции при годо
вой сдвижке меняются от -0,81 (р. Кунья -  г. Холм) до +0,65 
(р. Великая -  г. Опочка), но в подавляющем числе случаев -  незначи
тельные.
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3.6. Уровни озер и изменение запасов воды в почво-грунтах
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Рис. 3.17. Примеры распределений p{AU) и автокорреляционных функций г (д/): 
а -  р. Сюнь -  с. Миньярово; б -р .  Немда -  с.Селище; в -  р.Луга -  ст. Толмачево; г -  
р. Колпь -  д. Верхний Двор; д -р . Щугор -  д. Мичабичевник; е -  р. Уса -  с. Петрунь.

Для распределений, близких к одномодальным симметричным, 
параметры уравнения ФПК для расчета эволюции p(AU)  могут быть 
вычислены на основе уравнений для математического ожидания 
тАи и дисперсии DAU в установившемся режиме [6]:

mAU={Gz + G ~ )N /(c 2 - N 2}, (3.23)

Dau = ( в ,  + G~ )2(с2 + N 2 )/2 (c2 - N 2)2. (3.24)
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3. Примеры определения расчетных характеристик

Для замыкания системы (3.23), (3.24) относительно параметров 
G~, G-  и с можно воспользоваться тем фактом, что процесс, опи
сываемый стохастическим уравнением (3.7) -  марковский, а значит, 
автокорреляционная функция rAU (A t) -  экспонента, скорость спада 
которой определяется значениями с и Gd. При сдвижке в один год 
имеем уравнение In г, = /  (с, Gz ), которого, совместно с выражения
ми (3.23) и (3.24), достаточно для нахождения G~, G^ и с (разуме

ется, при условии, что г} > 0).
Теперь обратимся к проточным озерам. В уравнении (3.7) величи

на N  будет: N  = Qnp + X  -  Е -  Qm, где Qnp(or) -  суммарный приток

(отток) в (из) озеро (а); X  -  осадки на акваторию озера; Е  -  испаре
ние с поверхности воды озера. В равновесном режиме имеем уровень 
равновесия Н 0, соответствующий балансу Qup + X  = Q0T + Е  . При
отклонении от него происходит изменение запаса воды в озере AU в 
соответствии с уравнением (3.7), причем слагаемое csign(A£/) надо 
интерпретировать как скорость наполнения (опорожнения) водоема, 
т. е. как величину, имеющую размерность расхода Q. При этом в 
рамках модели (3.7) его приращение определяется некой постоянной 
«пропускной способностью» озера dQ/d(AU) и знаком приращения 
запасов AU . Конечно, AU не уровень воды, но тесно с ним связан, 
благодаря морфометрической зависимости, именуемой кривой объе
мов w (h ). Поэтому имеет место соответствие AQ ~ (dQ/dH)AH . В 
этом случае приходим к одномодальному распределению 
(см. рис. 3.1).

Вторая мода может появиться, например, если существует гисте- 
резисная зависимость между с и AU в уравнении (3.20), т. е. если 
f ( A U ) зависит не только от знака A U , но и от знака скорости изме
нения AU , а также от некоторой «константы» а (см. рис. 3.16). От
куда может взяться этот гистерезис?

Так как приходная часть баланса озера ( Qnp к X  ) «навязана»
внешними воздействиями, то гистерезис может порождаться либо 
«неклассическим» поведением испарения (см. [13]), либо динамиче
скими эффектами при оттоке воды из озера Q0T. Определяя прира-
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щение оттока по квазистационарному соотношению 
dQ = ipQl d(AU ))d (АС/), мы тем самым используем классические 
формулы «равновесной гидрометрии» для учета стока из озера: 
clQ = (8Q /dH )dH , где dQ/dH  определяется наклоном кривой про
пускной способности Q = / { и )  в створе вытекающей из озера реч
ки. Однако в неравновесной ситуации (а именно она и имеет место 
раз мы используем дифференциальные уравнения) приращение зави
сит явным образом от динамики процесса изменения запасов:

dQ(&U,t)= ^  (или ближе к гидрометрии
д(А U) dt

dQ(H,t) = ^ - ^ - d t ) .  Следовательно, величина оттока зависит не 
дН dt

только от наклона кривой Q =j{H), но и от скорости протекания про
цесса. В гидрометрии подобный динамический эффект порождает 
«петли» на зависимостях Q = f { H )  (см. рис. 3.18, а), В случае про
точного водоема этот эффект в створе вытекающей реки приводит к 
появлению гистерезисной полосы шириной 2а (см. рис. 3.18, б, г).

О)

в)

Рис. 3.18. К появлению гистерезисного эффекта в речных гидростворах (а, 6) и 
в проточных водоемах (в, г).
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Рис. 3.19. Хронологические графики хода уровней озер и их приращений (слева), 
а также соответствующие им гистограммы: а -  Ханка; б -  Ильмень; в -  Ладожское.

Конечно, сразу возникает вопрос. Для появления достаточно ши
рокой петли на зависимости Q = / ( / / )  необходимы значительные
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3.6. Уровни озер и изменение запасов воды в почво-грунтах

значения производной dHjdl (временные масштабы: часы, сутки). 
А мы рассматриваем процессы для скользящих, осредненных за год, 
величин. Однако фактически створ вытекающей из озера реки всегда 
находится в неравновесном режиме ( /  > i0, 1 -  уклон водной по
верхности, г0 -  уклон, соответствующий «равномерному» режиму), 
связь <2 = / ( я )  неоднозначная (см. рис. 3.18, в), причем вариации 
АС/ делают гистерезисную нелинейность «размытой» (если сравни
вать с рис. 3.16, а).

Для иллюстрации возможных распределений плотности вероятно
сти уровней и приращений уровней (последние тесно связаны с AU ) 
проточных озер были проведены вычисления для трех озер 
(см. рис. 3.19, использованы данные натурных наблюдений; оз. Хан
ка см. [13]). Из этого рисунка видно, что они могут быть как одномо
дальными, так и двухмодальными. Это подтверждает (правда, кос
венно) справедливость рассматриваемых моделей, в том числе и 
с гистерезисной нелинейностью.
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4. Надежность гидротехнических сооружений  
при неустановивш емся климате

4.1. Общая постановка задачи о «выбросах»

Надежность проектируемых сооружений в рамках существующих 
нормативных документов основывается на предположении, что гид
рологический режим статистически не меняется: значение (напри
мер) Ql%, полученное за прошедшее до момента разработки проекта 
время, останется таким же и в будущем. На первый взгляд кажется 
странным, что время (продолжительность безаварийной эксплуата
ции сооружения) явно не фигурирует в оценках надежности. Однако 
в силу предположения о стационарности случайного процесса фор
мирования стока оно неявно присутствует в самой цифре 1% («раз в 
сто лет»). Не ясно, когда и при каких обстоятельствах, но в среднем 
статистическом смысле, сооружение будет поставлено в условия, при 
которых необходимо пропустить расход Q1% один раз в сто лет.

Однако подобное предположение («мир застыл» -  пусть даже в 
статистическом смысле) есть идеализация. Фрактальность гидроло
гических (да, видимо, и любых гидрометеорологических) рядов «го
ворит» об обратном, а изменение климата и характеристик подсти
лающей поверхности водосборов делают картину изменчивости 
очень наглядной.

На рис. 4.1 представлены некоторые варианты возможных изме
нений гидрологических процессов. Обычно прогнозы (сценарные 
оценки) гидрологических последствий изменения климата предпола
гают переход от одной равновесной ситуации (ряд 0 на интервале 
ОА) к другой такой же равновесной (ряд 3 на интервале БВ). Но кто 
доказал, что климатическая система, выведенная из равновесия, 
должна снова быстро стабилизироваться? Учитывая, что она содер
жит такие инерционные составляющие, как океан, надеяться на это 
не приходится. Ситуация может, например, развиваться в соответст
вии с процессом 4 на интервале БВ (или что-то в подобном духе).

Важно обратить внимание на то, что обычно сценарные задачи, 
связанные с изменением климата, игнорируют переходные режимы 
(интервал АБ), которые могут быть как апериодическими (2), так и 
колебательными (7); по крайней мере, этот вопрос не изучался.
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4.1. Общая постановка задачи о «выбросах»

Рис. 4.1. Некоторые варианты изменения гидрологических процессов: ОА -  стацио
нарный ряд 0; АБ -  переходные режимы (1 -  колебательный, 2 -  апериодический); 
БВ -  режимы в новом климате (3 -  при равновесном сценарии, 4 -  неустановивший- 
ся режим); ВГ -  зарождение второй фазовой переменной; ГД -  двухфазный режим; 
ДЕ -  зарождение второй «моды» в двухфазном режиме; ЕЖ -  двухфазный «двухмо
дальный» случайный процесс (реализация).

Наличие трендов (ряд 4 на интервале БВ) может привести к росту 
параметра устойчивости р (интервал ВГ) и к появлению статистиче
ски значимой второй фазовой переменной (например, испарения, ин
тервал ГД). Возможно дальнейшее усложнение процесса, например 
появление второго центра притяжения-отталкивания (второй «мо
ды», интервал ЕЖ), а также другие варианты, включая регрессивные 
упрощения.

Таким образом, могут происходить не только выбросы ординат 
случайного процесса за критический уровень обеспеченности; эво
люционировать могут сами моменты распределений, а «выбросы» 
может иметь и размерность фазового пространства.

Решение задачи о «выбросах» ординат случайного процесса отве
чает на вопрос о надежности в общем случае неустановившегося 
климата. В теории случайных процессов подобные вопросы рассмат
ривались уже давно. Задача о надежности заключается в определе
нии вероятности того, что случайная функция <р(/), имеющая в мо
мент времени t (зависящий от степени дискретизации процесса) зна-
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чение ф, приобретет в бу
дущий момент времени т

значение ср, ни разу не 
заходя в течение интервала 
времени (t, х) в запретную 
область ниже ф0 и выше

Рис. 4.2. «Уменьшение надежности» (площади
под кривой р(ср) ) с течением времени ' Например, ниже ф0 

, n могут оголиться водоза-
борные устройства, а выше 

ф, будет затоплен мост (рис. 4.2). Следовательно, надо найти веро
ятность того, что в интервале времени (t,t + Т) выполняется сле
дующее неравенство: ф0 < ф(/) < ф ,.

Искомая вероятность Р(х) недостижения границ к моменту вре
мени х = t + Т равна:

Р(х) = | рГх.ф')^, (4.1)
фо V J

где /^х, фj удовлетворяет уравнению ФПК для соответствующего 

процесса ф.
При пересечении случайным процессом ф = ф (t) любой из границ 

плотность вероятности обратиться в нуль, т. е. в качестве граничных 
условий выступают соотношения р  (х, ф0) = р  (х, ф!) = 0 при х > t . 

Начальное условие при известной ординате случайного процесса

Ф имеет вид р  ̂ х, фj | т=< = 5 ̂ ф -  ф'], а при вероятностной начальной

информации -  ф |̂ т=( = р 0  ̂ф

Таким образом, для получения искомой вероятности, определяю
щей надежность, необходимо проинтегрировать уравнение ФПК при 
соответствующих начальных и граничных условиях, а затем подста
вить найденное решение в формулу (4.1).

74



4.1. Общая постановка задачи о «выбросах»

Задачу о надежности можно расширить на многомерные процес
сы. Пусть ср -  вектор, компонентами которого являются климатиче
ские и гидрологические переменные, влияющие на какой-либо хо
зяйственный объект или отрасль экономики. Можно искать вероят
ность того, что ни один компонент (ф1,ф2,...,ф„) за время измене
ния климата r = t + T не выйдет за допустимые пределы (не покинет 
область D), но можно интересоваться только одним компонентом. 
Пусть р(х, ф[,..., ф„) -  плотность вероятности того, что к моменту 
времени г ординаты случайных процессов будут находиться в ин
тервалах (ф£,ф*. + <йр*)(А: = 1,..., п), ни разу не попадая за границы 
области D в пределах интервала (t , т), а искомая вероятность -  р (г ) . 
Тогда

Р(т)= \...\р{х, ф1,...,ф„)йГф1...й?ф„, x = t + T,
D

где р{%, ф[,..., фл) удовлетворяет многомерному уравнению ФПК при 
следующих начальных и граничных условиях:

1)/? = 8(ф1 - ф ^ ф !  - ф 2)...5(ф! -ф„)прих = г;
2)/) = 0 при х > t (если компоненты вектора ф достигают границ 

области D).
Если интересен только один компонент, то область интегрирова

ния D ограничивается только интервалом изменения интересующего 
компонента.

Заметим, что вероятностью Р(х) определяется плотность вероят
ности /»(б) времени пребывания случайного процесса в дозволенной
области р(в) = дР(в)/дВ, и математическое ожидание этого времени

_ 00
пребывания 0 =  \P\x)dx. 

t
В многомерном случае — это время, в течение которого все ком

поненты процесса ни разу не выйдут за границы области D.
Технически реализовать подобную задачу возможно. Имеются 

даже численные методы решения многомерного уравнения ФПК, 
адаптированные к условиям изменяющейся размерности фазового 
пространства, см. [7]. Однако для практического применения по-
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добных идей нужны более приемлемые для инженерных приложений 
подходы (нетрудно представить себе реакцию гидрологов, работаю
щих в изыскательских отделах проектных организаций, если им 
предложат СНиП с требованием численно решать многомерные 
уравнения ФПК). И такие подходы существуют.

4.2. Устойчивые переходные гидрометеорологические режимы

Оставим вопрос о «выбросах размерности» до следующего разде
ла и займемся упрощенным вариантом задачи о выбросах, т. е. интер
валом ОВ на рис. 4.1, включая зону АБ. Таким образом мы предпола
гаем, что имеет место статистически устойчивый неустановившийся 
режим, управляемый либо известными климатическими характери
стиками X(t), Т °С(г), либо опять же известными факторами подсти
лающей поверхности, учитываемыми в модели коэффициентом стока.

Прежде всего заметим, что на практике ограничиваются (из-за ко
ротких рядов наблюдений) несколькими начальными моментами mi . 
Поэтому аппроксимируем уравнение ФПК для р  (Q) системой урав
нений для моментов. В теории случайных процессов подобная про
цедура известна, и в нашем случае она приводит к следующей систе
ме дифференциальных уравнений для моментов:

dmx /dt = (с -  0,5G~ -  0,5G~~ + N\

dm2/dt = -2(c -G ~ )m 2 +2Nmx - 3 G?~m, +G~;  

dm3/dt = -3 (c - l ,5G ~ )m 3 +3Nm2 -l,5G~~m2 +3G~ot,; 

dm4/dt = -4 {c -2 G ~ )m 4 + 4Nm3 -1 4 G~~m3 +6G~mz .

Предполагается, что решение системы (4.2) устойчиво, т. е.
4 /-  \ div mi = Y.dml/dml < О (с > 2G~). С помощью подобной модели (ее
(=1

можно упростить, отбросив последнее уравнение, так как эксцесс, 
для вычисления которого нужен четвертый момент, в практической
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гидрологии не используется) можно решать задачи на любом из ин
тервалов участка ОВ (рис. 4.1).

«Стационарный интервал» ОА, на котором dmi / dt = 0, можно ис

пользовать для идентификации параметров G~,G~~,c ( N  и -
задаваемые внешние воздействия). На интервале БВ вычисляется из
менение моментов (а значит, и эволюция плотности вероятности p (q )) 
при неравновесном (кривая 4) или равновесном (кривая 3) климате.

Основное допущение, которое на сегодняшний день приходится 
делать, заключается в «замораживании» интенсивности шумов: 
G~a = G~B, G°~ = G~~ (каких-либо попыток их размораживания
автору неизвестно). Однако и при этом допущении (как показали 
расчеты на ретроспективном материале) по большинству статиче
ских критериев согласия в 70 -  80 % случаев результаты оказывают
ся удовлетворительными на приемлемом уровне значимости (см. [8]).

Рассмотрим сначала, какие возможны переходные процессы на 
интервале АБ. Самая неблагоприятная ситуация может быть при рез
ком (ступенчатом) изменении характеристик климата (например, 
статистической нормы осадков N ). Однако линейный характер 
уравнений для т, из системы (4.2) указывает на то, что гидрологи
ческий статистический режим будет апериодически подстраиваться 
под изменения климата. Это подтверждается численным решением 
системы (4.2), см. рис. 4.3, а. Оно довольно быстро стремится к ат
трактору из любой точки области его притяжения (рис. 4.3, б).

Выбросы (типа кривой 1 на интервале АБ) возможны, если систе
ма уравнений (4.2) была бы нелинейной. В этом случае возникает 
много проблем, так как в уравнения для младших моментов входят 
старшие моменты. «Безнаказанно» обрывать систему на конечном 
числе моментов нельзя. Надо переходить от моментов к кумулянтам 
[8], значимость которых убывает с увеличением их порядка, что дает 
основание для обрывания системы. Однако в любом случае в нели
нейном варианте мы выходим за рамки семейства кривых Пирсона, 
что само по себе нежелательно, так как эмпирический материал, а 
главное исторически сложившаяся традиция, ориентируют на одно
модальные кривые.
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а) б)

Рис. 4.3. Реакция моментов на ступенчатое изменение осадков (а) и стремление к 
точечному аттрактору трехмерной проекции решения системы (4.2) (б).

Поэтому нелинейные модели оказываются излишне сложными 
для задач, связанных с гидрологическим обеспечением строительных 
проектов (по крайней мере, на интервале ОВ, пока можно игнориро
вать появление новых фазовых переменных). При оценках долго
срочных последствий антропогенного изменения климата обычно 
задается равновесный климатический сценарий. Требуется под по
тенциальные внешние воздействия на водосборы (нормы осадков и 
температуры воздуха) получить прогнозные вероятностные характе
ристики статистически стационарного гидрологического режима на 
заданной территории. В конечном итоге необходимо построить сце
нарные карты расчетных гидрологических характеристик многолет
него речного стока. Модель (4.2) позволяет практически учитывать 
все характеристики прогнозируемого климатического режима (норму 
осадков и их дисперсию -  через N  и G- ; температуру воздуха -  че
рез с ) ,  а также фактически все факторы подстилающей поверхности 
(залесенность, заболоченность, распаханность, степень урбанизации) 
и демографию через коэффициент стока, который уже давно «осво
ен» гидрологами.

Если задается динамика изменения сценарных климатических ха
рактеристик (jV(t),G~(t), Т °C(tj) или перечисленных выше факторов
подстилающей поверхности, то на любой момент времени интервала 
БВ мы, решая систему (4.2), получаем сечение потенциального пуч- 
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ка траектории, одну из которых 
(реализацию случайного про
цесса) представляет функция 4 
на рис. 4.1. Таким образом, для 
оценки надежности имеем воз
можность либо ориентировать
ся на динамику изменения рас
хода заданной обеспеченности 
Qp% = / ( 0  > либо непосредст
венно использовать форму
лу (4.1).

Для примера «оживим» па
раметры N  и с в системе (4.2), 
дополнив ее дифференциаль
ным уравнением
dc/dt = —с + {a + b sin wt) и за

дав N  в виде N  = a1+b1 sinwxt 
(здесь а, а ,, Ь, Ъх — задаваемые 
константы). В зависимости от 
соотношения w/w, могут по
лучаться довольно экзотиче
ские картинки (рис. 4.4).

Насколько оправдано ис
пользование дифференциаль
ных уравнений для моментов 
при оценке возможной эволю
ции кривых плотности вероят
ности в условиях нестационар
ного сценария именно для про
ектных целей? Вспомним, что 
для подавляющего большинст
ва рек автокорреляционные 
функции различных видов мно
голетнего стока спадают доста
точно быстро. Фактически уже

а)

б) т т т <чв т im

в)

■рщй’̂940. т J020

д)

» ш ©j i:'vu itw mi ms же f

Рис. 4.4. Некоторые варианты решения 
системы (4.2) при устойчивом нестацио
нарном климатическом сценарии (а) и из
меняющихся факторах подстилающей по
верхности (б) (w/w[=0,01: в -  зависимости 
т,(/)', г -  трехмерная проекция периодиче
ского аттрактора (обобщение рис. 4.3, б на 
нестационарный сценарий климатических 
изменений); д -  участок временной раз
вертки двумерной проекции аттрактора 
системы (4.2).
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при годовой сдвижке возникают сомнения в статистической значи
мости коэффициентов автокорреляции. Поэтому достаточно обосно
ванно можно принять параметр релаксации т равным одному году 
(за исключением может быть больших рек типа Амазонки, Волги, 
Оби и т. п.). Бассейны (с точки зрения процессов водообмена) как 
марионетки следуют «указаниям» климатических характеристик. По
этому вряд ли будет большой ошибкой заменить модель (4.2) систе
мой алгебраических уравнений при ступенчатом задании изменяю
щихся параметров N  и с . (Конечно, это справедливо, пока можно 
игнорировать факт зарождения новой фазовой переменной: процесс 
формирования стока устойчив по моментам, входящим в систему 
(4.2), т. е. с значительно превосходит G- .)

4.3. «Выбросы размерности» фазового пространства 
гидрологических систем

Под «выбросами размерности» мы понимаем появление (или ис
чезновение) новых фазовых переменных, которые в совокупности со 
старыми фазовыми переменными устойчиво описывают процесс эво
люции (деградации) рассматриваемой системы. На рис. 4.1 это соот
ветствует переходу от интервала БВ к интервалу ГД. Для развиваю
щихся систем подобная эволюция происходит через потерю устой
чивости «старой» системы (интервал ВГ).

Этот же процесс можно изобразить еще нагляднее (см. рис. 4.5). 
На интервале (1) «проволока» расположена в плоскости {xt). Затем 
появляется новое измерение (у) и на интервале (2) «проволока» за
кручивается в пружину, «осваивая» пространство (xyt) . На интерва-
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ле (3) «проволока снова занимает плоскость, но уже другую (y t). 
Для освоения новых фазовых переменных системе нужны ресурсы, и 
она их получает из инфинитного окружения (см. [5]).

На длительном интервале своего развития гидрологические сис
темы могут неоднократно менять размерность своего фазового про
странства, которая не ограничивается тремя, как в примере с «прово
локой», в котором имелось в виду геометрическое пространство. По 
существу, частично инфинитная гидрология была создана для того, 
чтобы в какой-то мере рационализировать механизм расширения фа
зовых пространств, что на более спокойном «жаргоне» интерпрети
руется как процесс развития. Оставим в стороне подчас довольно 
сложные особенности этого механизма и проиллюстрируем ситуа
цию на простом и наглядном примере в рамках корреляционного 
анализа систем с параметрическими шумами.

В частично инфинитной гидрологии (да и вообще в нелинейной 
динамике) считается возможным (а с практической точки зрения -  
необходимым) аппроксимировать бесконечномерные модели конеч
номерными в виде систем обыкновенных дифференциальных урав
нений (например, (2.1), (2.2)). В достаточно общем случае подобная 
система имеет вид:

Y, = i  (cv + с9 )ф , (?)+ N, + N, (; = иг) ,  (4.3)
j = 1

где Y -  вектор состояния системы («набор» фазовых переменных, 
например, Q, Е  и т. д.); остальные обозначения нами уже использо
вались (су. <о).

Переходя от (4.3) к уравнению ФПК и аппроксимируя последнее 
системой дифференциальных уравнений для моментов, мы получаем
(из-за нелинейности функции <рД?)) незамкнутую систему уравне
ний, в которой младшие моменты зависят от старших. Ситуация су
щественно упрощается, если Ф,у(?)= Y j . В этом случае можно полу
чить (процедуры подобного «получения» в теории случайных про
цессов известны уже несколько десятилетий) «развязанную» систему
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для первых {mi =М[У]) и вторых (а-,. = М[УУ']) начальных момен
тов:

» ,=  t } ^ 0 S G , J mp + 0 , 5 i G ^ i p + N,; (4.4)

rrij +

+ i = , Gs« “ ''  + 5 m ,  + ° И
m„ + G Z (4.5)

Смысл «развязанности» в том, что уравне
ние (4.4) никак не зависит от уравнения (4.5) (в 
нелинейном случае такой «развязки» нет).

Для уяснения ситуации имеет смысл визуа
лизировать объект, описываемый системой 
(4.4), (4.5) (см. рис. 4.6). При переходе от ис
ходной динамической модели
(при с = с + с ; N  = N  + N j к стохастическо
му уравнению (4.3), а затем к уравнению ФПК 
и его аппроксимации системой (4.4), (4.5) мы
вектор фазовых переменных Y как бы делаем 
уязвимым для внешней среды, допуская взаи
модействия с ней через шумы N  и с . При 
G- = с внешняя среда начинает разваливать 
«двухслойную броню» в виде оболочек из 
т и а  (исходная динамическая модель при 
с < О всегда устойчива; это И хорошо, й плохо, 
так как она не способна описывать процессы
развития). При этом, во-первых, внешний слой 

Рис. 4.6. Иллюстрация -  ,, _ _ ,
«выброса размерно- 01 (а в более общем случае -  слои) менее ус-
сти».
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тойчив, чем внутренний т , а во-вторых -  зависит от свойств внут
реннего (но не наоборот).

Если оба слоя «пробиты» внешней средой (G- > 2с), то у системы
есть две возможности: либо погибнуть, либо промутировать, объеди
нившись с «пробившимися» элементами инфинитной реальности в 
расширенную систему (рис. 4.6, б). Это и есть «выброс размерности»
(появление нового компонента у вектора состояния Y , а именно -  Y2).

Предположим, что первая оболочка а  «пробита». Рассмотрим 
механизм «пробивания» второй оболочки и ее «заклеивания» с по
мощью введения новой фазовой переменной. Итак, имеем систему 
уравнений (4.4), которую запишем для одной переменной (математи
ческого ожидания):

Щ  = “ f e  ~ ° ’5Gcq )mQ + ° ’5G(?̂ )q + ■ . (4.6)

Если G~ > 2cQ, то последний заслон для распределения р (q )

пробивается: расходы воды не представляют больше собой статисти
ческую совокупность (по крайней мере, в рамках распределений 
Пирсона). Но ведь расходы воды никуда не делись, река осталась. 
Разрушился только «карточный домик» наших представлений о том, 
как живет (в статистическом смысле) река (ее режим стока). Давайте 
построим еще один «карточный домик», чтобы он не «пугался» боль
ших значений интенсивности шума G~  ̂ .

Вспомним, как получается динамическое уравнение для расхода. 
Балансовое соотношение Q + Е -  X  = 0 заменяется на Q/k  -  X  = 0 и 
вводится динамическая составляющая для возможности описания 
неравновесной ситуации Q = -cQ  + N , где с = 1/кх ; N  = X  / т . Далее 
мы «разрешаем» величинам с и N  «шуметь»

{c = c + c , N  = N  + N )  с интенсивностями G~,G~,G~~. Если пара

метр с «шумит» сильно (G~ > 2с), то уравнение (4.6) теряет устойчи
вость.

Давайте разберемся «кто шумит»? Параметром с так или иначе 
учитываются потери на испарение, которым «управляет» в основном
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температура воздуха, т. е. что-то инфинитное для речного бассейна.
Поэтому можно включить испарение в состав вектора Y . Но тогда 
система (4.4) примет вид:

тд = - c QmQ - cQmE + N Q\ (4.7)

тЕ = -с ЕтЕ — cEmQ + N Е, (4.8)

где Cq = 1/те ; сЕ = \ /хЕ\ N Q = x / x Q; N E = х / х Е (здесь хд , хЕ -  

время релаксации расхода и испарения соответственно). Если xQ и 

хЕ считать не случайными параметрами, то всякие основания для 
неустойчивости вообще исчезают; имеем «термостат» по мультипли
кативным шумам с (но не по аддитивным N  ). Закон распределения 
р  (Q,E ) стал устойчивым (по крайней мере, в отношении математи
ческого ожидания), но произошел «выброс размерности». Разумеет
ся, реальная картина может быть (и практически всегда бывает) бо
лее сложной: и AU Ф 0 , и т может иметь свое статистическое рас
пределение. Однако суть проясняется. Метафорически: если сосед 
женился на скандальной соседке (ввел шумы из инфинитной реаль
ности в финитную, т. е. в свою квартиру), то и шуметь стало некому, 
разве что появятся новые «веселые» соседи или «зашумят» старые, 
которые раньше вообще не брались во внимание как источник шума.

Мы упростили систему (4.4) до одного уравнения (4.6), перегру
зив (говоря языком C++) коэффициенты cQ и G~g . Пока оставшиеся

«в тени» остальные уравнения ведут себя тихо (например, тЕ ~ 0), 
то подобная идеализация срабатывает. В противном случае перемен
ная тЕ «выходит на сцену» и «говорит», что без нее нельзя. Правда, 
обычно мы не знаем, что реально остается в тени, хотя методами 
фрактальной диагностики можно определить, сколько потенциаль
ных фазовых переменных «затаилось в тени».

Проиллюстрируем ситуацию на наглядных картинках. Пусть име
ем исходную модель для математического ожидания расхода
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где с включает в себя как среднее значение с , так и интенсивность 
шума G~ (c = c-0 ,5G ~); взаимную интенсивность шума G~~ при
мем нулевой (в данном контексте это не существенно).

Будем считать, что такое же по структуре уравнение (теневое) 
справедливо для матожидания испарения тЕ (оба уравнения «не 
знают» друг о друге).

В зависимости от знака коэффициента с в уравнении (4.9) полу
чаются устойчивые (с > 0) или неустойчивые (с < 0) решения, см. 
рис. 4.7, а. Неустойчивость по матожиданию mQ можно проиллюст
рировать более наглядно, если ввести в коэффициенты и внешние 
воздействия уравнений для и тЕ периодические составляющие

а)

Рис. 4.7. Превращение неустойчивого (за счет «выброса размерности») одномерного 
процесса в устойчивый двумерный: а -  влияние параметра с в модели (4.9) на пове
дение решения; б -  двумерная траектория, устойчивая по фазовой переменной т2 и 

неустойчивая по переменной ; в -  пример появление аттрактора при переходе от 
неустойчивой одномерной модели с сильным шумом к двумерной модели, в которой 
«ответственность» за шумы из инфинитной реальности «взяла на себя» вновь введен
ная фазовая переменная; г -  временная развертка аттрактора, изображенного на 
рис. 4.7, в.
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4. Надежность гидротехнических сооружений

(см. рис. 4.7, б -  режим для тЕ периодический, но устойчивый, в 
отличие от решения для mQ, которое нарастает из-за отрицательного 

значения с : G- > 2с).
Обращаю внимание читателя на то обстоятельство, что рис. 4.7, б 

есть просто «иллюзия»: на нем совмещены в одной фазовой плоско
сти две независимые переменные mQ и тЕ (они независимы, пока
мы не перейдем к системе (4.7), (4.8). Сама по себе неустойчивость 
решения модели для mQ просто индикатор: что-то не так, есть какое-
то влияние, выводящее ситуацию за рамки предметной области, за
фиксированной моделью (4.9). Природу этого влияния в самой моде
ли не «выловить», нужны не формализуемые моделью творческие 
действия познающего субъекта.

Неустойчивость -  индикатор «выброса размерности», проявление 
действия второй фазовой переменной (появления «флюса» на 
рис. 4.6, б). Объединив разрозненные уравнения типа (4.9) для trig и

тЕ в единую систему (4.7) и (4.8), мы ликвидировали мультиплика
тивные шумы. Процесс стал устойчивым (рис. 4.7, в и 4.7, г), но дву
мерным. (По физическому смыслу перемененных mQ и тЕ они не
могут быть отрицательными. Поэтому в модель (4.7), (4.8) для чле
нов с т необходимо вводить либо знаковую функцию

, n Го, ш<оЛ , \ ( \
f (m )  = <1 , либо множитель ехр(- а\т\)  ехр (am), где зна-

v Ll, m > 0 y
чение постоянной а должно согласовываться с шагами численного 
интегрирования.)
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Заключение 
(Что делать, если «случайности нет»?)

В данной монографии мы придерживались «классического» 
взгляда на проблему надежности, связывая последнюю с обеспечен
ностью «закладываемых» в строительные проекты расчетных гидро
логических характеристик. Это подразумевает существование (как 
само собой разумеющееся) случайных процессов. Но существуют ли 
они в реальности? Мы не собираемся рассматривать философские 
аспекты этой проблемы, а посмотрим на нее с чисто практической 
(инженерной) стороны.

Если не очень умничать, то случайный процесс -  это «пучок» тра
екторий (например, гидрографов стока, рис. 1, а).

МеетотЧ 1 И 29

I
'& ____ „

р
А — „

-

V
р

Q Z i k — О %
t>

X
' I L _ ’L , Q

Рис. 1. Пример случайного процесса (а) и случайных чисел в его сечениях (б) 
(р. Тихвинка-д. Горелуха).
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Заключение

А что означают слова «задать случайный процесс»? Построить 
так называемую «-мерную плотность вероятности 
p{Q/h> Q l h > •••> QA„). Визуально -  это серия «картинок» (се
чений «пучка»), каждая из которых представляет собой случайное 
число: диапазон неслучайных значений расхода и вероятность появ
ления каждого из этих значений (рис. 1,6).

Таким образом, предполагается, что есть некий генератор, кото
рый периодически «выдает» более или менее одинаковые реализации 
случайного процесса (в нашем примере периодичность создается го
довым вращением Земли вокруг Солнца). А где же в таком случае 
периодичность и «пучок», когда обрабатываются гидрологические 
ряды (например, годового стока, рис. 2)1 И то, и другое есть. Каждое 
среднегодовое значение расхода (реализация случайного числа) по
является «периодически» (через год) и проецируется (многие гидро
логи этого и не подозревают) на «экран». Для того чтобы учесть из
менение водности, пытаются «включить в ряд» маловодные и много
водные периоды. Однако суть от этого не меняется: в проектной 
практике дело имеют со случайным числом.

Но где его взять для неустановившегося гидрометеорологическо
го режима типа, изображенного на рис. 4.1 (интервал БВ), см. также 
рис. 1.6? Ведь переходный режим всегда уникален (для него нет пе
риодического генератора реализаций).

Есть две возможности:
1. Либо «притвориться», что изложенное выше мы «не знаем» и 

работать на интервале БВ с моделью ФПК (или более сложной), 
идентифицировав входящие в
нее интенсивности шумов по QM'/c 
стационарному случайному 
процессу на интервале ОА 
(т. е. по случайному числу).

2. Либо отказаться вооб
ще от применения теории 
случайных процессов при 
неустановившихся режимах 
(не путать с нестационарны
ми процессами).

Что же во втором случае „ „ „
Рис. 2. Проецирование среднегодовых расхо- 

принимать за проектные зна- дов воды на уСЛОВНОе «сечение» А.

гады А



Заключение

чения гидрологической характеристики? Например, можно посту
пать так. По известному климатическому сценарию [x(z), г(/)) ре
шать систему уравнений для гидрологических переменных 
(lQ ,E ,AU ) и в  качестве проектного значения расхода брать макси
мальное значение одномерной проекции многомерного фазового 
портрета на интервале времени, на котором требуется надежная ра
бота сооружения. Можно ввести нормированную гарантийную по
правку, как это практикуется в СНиПе и СП для обеспеченных зна
чений расходов.

В качестве примера рассмотрим систему из трех уравнений для 
Q, Е  и АС/ [6]:

dQ = X
dt

dE _ f l .
dt [ w E

Q + E + A U Л 

£> + £  + ДС/Л 

W* J

в;  (1)

Е\ (2)

~ = ( X - Q - E - c - s g n { X - Q - E ) ) / T AU, (3)

где WQ,W E -  емкости стоковой и испарительной предметных облас

тей; тд[/ -  параметр, характеризующий период релаксации запасов 
воды в почво-грунтах.

На рис. 3 показан пример решения системы (1) -  (3) для нарас
тающих со временем осадках (рис.З, а). Если нас интересует макси
мальная амплитуда изменения запасов воды в почво-грунтах АС/ на 
интервале (472 ... 504) (это может быть, например, проектная про
должительность безаварийной работы проектируемого объекта), то 
ее значение может быть получено проецированием ординат графика 
AU(t) на вертикальную ось (максимальная ордината сжатого графи
ка на рис. 3, в превышает таковую для графика на рис. 3, б, так как 
последний не отслеживает процесс при уменьшении осадков).

Однако полное игнорирование случайных закономерностей в та
ком важном деле, как обеспечение надежности проектируемых со
оружений, вряд ли целесообразно (да и «кто позволит»). Поэтому 
можно, например, поступить следующим образом. Ввести в уравне-
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в)

б)
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Рис. 3. К определению расчетной характеристики (в данном примере AU ) без при
влечения теории случайных процессов: а -  изменение во времени осадков и расхо
дов воды (внизу справа участок экстремума графика Q(t) в увеличенном масштабе); 
б -  зависимость ДU{t) до момента 502, 6; в -  «сжатый» график изменения AU(t) и
определение значения A U .

ния с помощью функции Random ( ) вариации климатических пере
менных и параметров модели (это можно проделать в разных вариан
тах, включая их взаимную корреляцию).

Проделаем это на примере отображений, соответствующих урав
нениям (1) и (2) (без AU). В зависимости от интенсивности осадков 
и емкостей WQ, WE могут быть разные варианты изображений на фа
зовой плоскости. На рис. 4 представлено несколько вариантов для 
X  = Х 0 = const и для X  = Х 0 + х , где х  -  случайные изменения 
осадков в моменты итераций отображений. (Точнее, осадки изменя
лись в соответствии с формулой X Q̂  = X 0 +a(Q(E)-int(Q(E))),
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Заключение

Рис. 4. Примеры решений системы отображений для Q и Е (левая колонка при а = 0). 
В зависимости от соотношения подаваемых в систему ресурсов (осадков) и возмож
ностей емкостей (зависящих от селективных ценностей) для Q и Е происходит ус
ложнение процесса, начиная от одномодального (а, б) и заканчивая полимодальным 
(ж, з). На рис. 4, и представлена ситуация, когда переменная с большей емкостью (в 
примере -  0  начинает играть роль буфуркационного параметра для другой пере
менной (бифуркации начинаются, когда значения Q малы и испарение не может 
«спокойно» перерабатывать поступающие в систему осадки.

где int ()  -  целая часть от числа в скобках; параметром а варьиро
валось значение величины х .)

Наличие бифуркационных очагов (на рис. 4, ж, оба очага для пе
ременных Q и Е с небольшими емкостями, по сравнению с ресур

сами X , практически сжимаются) еще не делает процесс случайным, 
так как он полностью воспроизводим, хотя и выглядит хаотичным.

Не делает его случайным и введенная добавка х (даже если бы 
она вводилась с помощью функции Random ( )). Правда, при боль
ших значениях параметра а фазовый портрет рассыпается в пыль, 
происходит переполнение оперативной памяти, но неустойчивость 
это не случайность. Правая колонка на рис. 4 получена при а Ф 0 , 
картина размыта, но контуры совпадают.

Практическая гидрология, как правило, имеет дело с участком 
бифуркационной диаграммы до первой точки бифуркации (см. рис. 4, 
а, и 4, б). На этом участке ряды расхода формирует линейный фильтр 
с аддитивными и с коррелированными с ними мультипликативными 
шумами, что приводит к асимметричным одномодальным распреде
лениям. Для стационарных случайных процессов моменты подобных 
распределений можно идентифицировать и использовать для созда
ния нужного варианта генератора «случайных» чисел, которыми и
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зашумлять динамическую модель в виде системы дифференциаль
ных уравнений или отображений (последнее часто бывает предпоч
тительнее, учитывая дискретный характер гидрологических рядов) 
для решения задач, связанных с оценкой гидрологического режима 
при неустановившемся климате.
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