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П р е д и с л о в и е

Ц е л ь  н а с то я щ е го  у ч е б н о го  п о со б и я  —  д а т ь  ст у д е н та м  п р е д ста в л е 
н и е  о  с о в р е м е н н ы х  м е то д а х  р е ш е н и я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  в 

ч а с т н ы х  п р о и з в о д н ы х  —  о сн о ве  п о д а в л я ю щ е го  б о л ь ш и н с т в а  м а т е м а т и 

ч е с к и х  м од елей .

З а  п о сл е д н и е  д е с я т и л е т и я  м а т е м а т и за ц и я  о х в а т и л а  м н о ги е  п р и 

к л а д н ы е  д и с ц и п л и н ы , в  то м  ч и сл е  и  ги д р о м е те о р о л о ги ю . Е с л и  в  н е д ав
н е м  п р о ш л о м  б о л ь ш и н ст в о  ги д р о м е те о р о л о го в  о б хо д и л о сь  о б щ и м и  к у р 
с а м и  м а т е м а т и ч е с к о го  а н а л и з а , в о схо д я щ и м и  к  К о ш и  и  Л а п л а с у , то  
в н а сто я щ е е  в р е м я  э то го  у ж е  я в н о  н е д о ст а то ч н о . Ш и р о к о е  в н ед р ен и е 
Э В М  п р и в е л о  к  п о в с е м е ст н о м у  и сп о л ь зо в а н и ю  м а т е м а т и ч е с к и х  м оде
л е й , со зд а н и е  к о т о р ы х  тр е б у е т более г л у б о к и х  м а т е м а т и ч е с к и х  зн а н и й . 

Д а н н а я  к н и г а  п р и з в а н а  в  к а к о й -т о  м ер е в о сп о л н и ть  п р о б е л ы  в  м а те м а 

т и ч е с к о м  о б р а зо в а н и и  с т у д е н т о в -о к е а н о л о го в  и  д а т ь  и м  общ ее п р е д 

ста в л е н и е  о м е то д а х  р е ш е н и я  з а д а ч , в о з н и к а ю щ и х  в  п р о ц е ссе  м а те м а 

т и ч е с к о го  м о д е л и р о в а н и я .

П е р в а я  ч а с т ь  ц е л и ко м  п о св я щ е н а  и зб р а н н ы м  те м а м  и з ф у н к ц и о 
н а л ь н о го  а н а л и з а  и  я в л я е т с я  ф у н д а м е н т о м  в се го  сл е д у ю щ е го  м а те р и 
а л а . З д е сь  в в о д я т ся  о сн о в н ы е  п о н я т и я  и  о п р е д е л е н и я , и сп о л ь зу е м ы е  

з а т е м  н а  п р о т я ж е н и и  в се го  к у р с а . П р и  э то м  я  с т а р а л с я  не у п у с к а т ь  
и з в и д у  о сн о в н о й  ц ел и  —  р е ш е н и е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  —  и 
н о в ы е  п о н я т и я  в в о д и ть  л и ш ь  то гд а , к о гд а  э т о  п р о д и к то в а н о  л о ги к о й  
и ссл е д о в а н и я . Н е  в се  в в е д е н н ы е  п о н я т и я  и с п о л ь з у ю т с я  в п о сл е д ств и и  
о д и н а к о в о  ш и р о к о , н о  в  л ю б о м  с л у ч а е , я  н а д е ю сь , о н и  о б о га тя т сл о 

в а р ь  с т у д е н т а  и  п о м о гу т  е м у  ч и т а т ь  с п е ц и а л ь н у ю  л и т е р а т у р у . В  э то й  
ж е  ч а с т и  р а с с м а т р и в а е т с я  о д и н  и з  ф у н д а м е н т а л ь н ы х  м ето д о в  р е ш е н и я  
у р а в н е н и й  —  м ето д  п о сл е д о в а те л ь н ы х  п р и б л и ж е н и й . О н  в а ж е н  н е то л ь 
к о  са м  п о  себе, н о  и  к а к  к а н в а , в  к о т о р у ю  у д а е тся  о р га н и ч н о  в п л е сти  

ч а с т ь  н о в о го  м а те р и а л а .

В о  в то р о й  ч а с т и  о б с у ж д а ю т с я  о тд е л ь н ы е  в о п р о с ы  те о р и и  д и ф ф е 

р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  в  ч а с т н ы х  п р о и з в о д н ы х , к о т о р ы е  н е п о ср ед 

ст в е н н о  с в я з а н ы  с  и сп о л ь з у е м ы м и  д ал е е  р а з н о с т н ы м и  а п п р о к си м а ц и 

я м и . Я  д у м а ю , э т о т  м а т е р и а л  п о зв о л и т ст у д е н та м  л у ч ш е  п о н я т ь , ч т о  
н у ж н о  тр е б о в а ть  и  ч т о  м о ж н о  о ж и д а т ь  о т  к о н с т р у и р у е м ы х  р а з н о с т н ы х  
сх е м . Т р е т ь я  ч а с т ь  п о св я щ е н а  р а з н о с т н ы м  м е то д а м , к о т о р ы е  н аи б о лее 
ш и р о к о  и с п о л ь з у ю т с я  в  ч и сл е н н о м  м о д е л и р о в а н и и . В  п о сл е д н ей  ч а с т и
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со б р а н ы  у п р а ж н е н и я  и  з а д а ч и , р е ш а е м ы е  со ст у д е н та м и  н а  п р а к т и ч е 

с к и х  з а н я т и я х .

В  з а к л ю ч е н и е  я  х о ч у  п о б л а го д а р и т ь  в с е х  с в о и х  д р у зе й  и  ко л л е г, 
к т о  т а к  и л и  и н а ч е  с п о со б с тв о в а л  н а п и с а н и ю  э то й  к н и г и . П р е ж д е  в се го  

э т о  С .Ф о к и н , ч а с т ы е  д и с к у с с и и  и  с п о р ы  с  к о т о р ы м  п о м о гл и  м н е  м н о го е  

п о н я т ь  и  п р о д у м а т ь . Р .Р о м а н о в , В .Г о р ч а к о в , А .С а ф р а й  п р о ч и т а л и  п е р 
в о н а ч а л ь н ы й  в а р и а н т  р у к о п и с и  и  сд е л а л и  н е м а л о  п о л е зн ы х  и  ц е н н ы х  
з а м е ч а н и й .

М .Б е л е в и ч
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Хоть оно непонятно... а  все-таки сло
во этакое... на улице ты его не услы
шишь... Непонятно оно, а чувству
ешь, что это слово для души.

М.Горький. Дело с застежками.

Ч а с т ь  I .  О б щ и е  в о п р о с ы



1 .  О т о б р а ж е н и я  и  в е к т о р н ы е  п р о с т р а н с т в а

1 . 1 .  В в е д е н и е

1 .1 .1 .  Ж и т ь  —  з н а ч и т  м о д е л и р о в а т ь

З а д а ч а  ж и в о го  о р га н и з м а  —  в ы ж и т ь , а  д л я  э то го  н ео б хо д и м о  п р а 

в и л ь н о  в за и м о д е й ст в о в а т ь  с  о к р у ж а ю щ е й  ср е д о й  и  а д е к в а тн о  р е а ги 

р о в а т ь  н а  ее и зм е н е н и я . Н а м е р е в а ю щ и й ся  в ы ж и т ь  о р га н и зм  д о л ж е н , 
т а к и м  о б р а зо м , п р и д е р ж и в а т ь с я  н е к о й  о п ти м а л ь н о й  с т р а т е г и и  п о вед е

н и я , д л я  ч е го  е м у  н е о б хо д и м о  п р е д с т а в л я т ь , ч т о  его  о к р у ж а е т , и  у м е т ь  

п р о гн о з и р о в а т ь  в о з м о ж н ы е  и зм е н е н и я  э то го  о к р у ж е н и я .

П р и р о д у  не сп р о с и ш ь , к а к  о н а  со б и р а е тся  се б я  в е с т и , а  п р о гн о з ы  
д е л а т ь  н у ж н о . Ж и в ы е  о р га н и з м ы  н а у ч и л и с ь  о б х о д и ть  э т у  т р у д н о с т ь : 
в о п р о с ы  а д р е су ю тся  н е са м о й  п р и р о д е , а  ее с у р р о г а т у  (з а м е н и те л ю , 

м о д е л и ), к о т о р ы й  со зд а е т ся  о р га н и з м а м и  и м е н н о  с та к о й  ц е л ь ю 1 . П о 

к а  м о д ел ь я в л е н и я  у д о в л е т в о р и те л ь н о  е го  о п и с ы в а е т, ею  п о л ь з у ю т с я  

д л я  в ы р а б о т к и  о п т и м а л ь н о й  с т р а т е г и и . В  п р о ти в н о м  с л у ч а е  м о д е л ь 
п о д п р а в л я ю т  и л и , н а к о н е ц , с т р о я т  д р у гу ю . Т е  о р га н и з м ы , к о т о р ы м  не 

у д а л о сь  н а у ч и т ь с я  со з д а в а т ь  м о д ел и  о к р у ж а ю щ е й  ср е д ы  и  р а б о та т ь  с 
н и м и , в ы м е р л и .

Т а к и м  о б р а зо м , б ез м о д е л и р о в а н и я  не о б о й ти сь : о н о  в се о б ъ е м л ю щ е  

и  в се п р о н и к а ю щ е . Э т о  н е  т о л ь к о  сп о со б  п о з н а н и я  о к р у ж а ю щ е й  д ей 
с т в и т е л ь н о с т и , н о  и  сп о со б  са м о го  с у щ е с т в о в а н и я . М ы  н а с т о л ь к о  с в ы 

к л и с ь  с э т и м , ч т о  п о сто я н н о е  м о д е л и р о в ан и е  в о с п р и н и м а е т с я  к а к  н е ч т о  
са м о  со б о й  р а зу м е ю щ е е ся . Ч е л о в е ч е ск о е  со зн а н и е  н а п о л н е н о  в се в о з
м о ж н ы м и  м о д е л я м и  р а з н о го  у р о в н я  с л о ж н о с т и . Б е з  осо б ой  н а т я ж к и  
м о ж н о  с к а з а т ь , ч т о  ч е л о в е к  ж и в е т  в  м и р е  м о д ел ей , и м  ж е  са м и м  со
з д а н н ы х . М ы  п о сто я н н о  и сп о л ь зу е м  о д н и  м о д е л и , м о д е р н и зи р у е м  д р у 
ги е , со зд а ем  т р е т ь и . С а м а  о к р у ж а ю щ а я  д е й с т в и т е л ь н о с т ь  в о сп р и н и 
м а е т с я  н а м и  в  т е р м и н а х  и м е ю щ и х ся  м о д е л ей , т а к  ч т о  в с я к а я  се р ь е зн а я  
з а м е н а  о д н и х м од ел ей  д р у ги м и  п о р о ж д а е т  б о л ь ш и е  п си х о л о ги ч е ск и е  
п р о б л е м ы , с п р а в и т ь с я  с  к о т о р ы м и  п о д  с и л у  н е к а ж д о м у .

1Казалось бы, здесь можно сделать исключение для ученых-натуралистов, есте
ствоиспытателей, всех тех, кто, как раз и задает вопросы Природе. Однако даже 
у них профессиональная деятельность далеко не исчерпывает всех жизненных си
туаций, так что ответы Природы могут лишь способствовать усовершенствованию 
моделей, но не заменить их.
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П р о ст е й ш и е  м о д ел и  —  с т а т и ч е с к и е  к а р т и н ы  о к р у ж а ю щ е г о  м и р а . 

П о м и м о  то го  ч т о  х р а н и т с я  у  н а с  в  п а м я т и , к  н и м  сл е д у е т о т н е с т и  к а р 

т ы , с х е м ы , ф о т о г р а ф и и , з а р и с о в к и  и  п р . Б е з п о м о щ и  т а к и х  м од елей  

л ю б о е  д е й ств и е  н а м  п р и ш л о с ь  б ы  н а ч и н а т ь  с  р а з в е д к и , к а ж д ы й  д е н ь  
б ы л  б ы  п е р в ы м  в  ж и з н и .

Б о л е е  с л о ж н ы е  м о д е л и  —  д и н а м и ч е ск и е , у ч и т ы в а ю щ и е  в о з м о ж н у ю  
эв о л ю ц и ю  о к р у ж а ю щ е г о  н а с  м и р а . Б е з  н и х  н а м  н е п о й м а т ь  б р о ш е н н ы й  

п р е д м ет, н е п о п а с т ь  в  д в и ж у щ у ю с я  м и ш е н ь , н е с п л а н и р о в а т ь  д ен ь и 

т .п .
В с е  э т и  м о д ел и  со в е р ш е н н о  н е о б хо д и м ы . О д н а к о  о н и  сп о со б н ы  в о с

п р о и зв о д и т ь  т о л ь к о  к а ч е с т в е н н у ю  с т о р о н у  и зу ч а е м о го  п р о ц е сса , п о ч е 
м у  и х  и  н а з ы в а ю т  качественными. М н о ги е  т ы с я ч и  л е т  ч е л о в е к  п о л ь 

з у е т с я  т а к и м и  м о д е л я м и  и  с и х  п о м о щ ь ю  н е  т о л ь к о  в ы ж и л , н о  и  з а н я л  

в  п р и р о д е  л и д и р у ю щ е е  п о л о ж е н и е . В м е с т е  с т е м  к а ч е с т в е н н ы е  м од ели  
н е  св о б о д н ы  о т  н е д о ст а тк о в , г л а в н ы м  и з  к о т о р ы х  я в л я е т с я  н е в о зм о ж 

н о с т ь  т о ч н о го  о п и с а н и я  р а з л и ч н ы х  ст о р о н  п р о ц е сса . З н а н и е  л и ш ь  к а 
ч е с т в е н н ы х  с в о й ств  я в л е н и й  и л и  п р о ц е ссо в  (б л и з к о — д а л е к о , б ы с т р о -  

м е д л е н н о , те п л о — хо л о д н о ) м о ж е т  п р и в е с т и  к  з н а ч и т е л ь н ы м  о ш и б к а м  
п р и  в ы б о р е  о п ти м а л ь н о й  с т р а т е ги и . Д а ж е  од и н  и  т о т  ж е  ч е л о в е к  п о - 
р а з н о м у  о ц е н и в ае т, н а п р и м е р , т е м п е р а т у р у  о к р у ж а ю щ е г о  в о з д у х а  в  з а 
в и с и м о с т и  о т  н а с т р о е н и я , с а м о ч у в с т в и я  и  т .п . Ч т о  у ж  го в о р и т ь  о  р а з 
н ы х  л ю д я х .

1 .1 .2 .  У н и в е р с а л ь н ы е  с р е д с т в а  о п и с а н и я

П о т р е б н о с т ь  в  о б ъ е к т и в н ы х  о ц е н к а х  п р и в е л а  к  п о и с к у  у н и в е р с а л ь 

н ы х  ср е д ств  о п и с а н и я , н е з а в и с я щ и х  о т  в р е м е н и , м е ст а  и л и  н а б л ю д а те 

л я . Т а к и м  у н и в е р с а л ь н ы м  ср е д ств о м  с т а л и  ч и с л а . Ч и с л о  са м о  п о  себе, 

р а з у м е е т с я , н и ч е го  н е  м о ж е т с к а з а т ь  о ф и з и ч е с к о м  п р о ц е ссе  и л и  о б ъ 

е к т е , н о  в к у п е  с  з а р а н е е  в ы б р а н н ы м и  э та л о н а м и  п о з в о л я е т у к а з а т ь , во 

с к о л ь к о  р а з  р а сс м а тр и в а е м о е  св о й ств о  у  и зу ч а е м о го  о б ъ е к т а  б о л ь ш е  
и л и  м е н ь ш е , ч е м  у  э та л о н а . П е р е хо д  к  ч и с л а м  п р о и сх о д и т п о  сл е д у ю 

щ е й  схем е:

1 ) в ы б и р а е т с я  э т а л о н н ы й  (о т с ч е т н ы й , б а з и с н ы й ) о б ъ е к т,

2 ) р а с с м а т р и в а е м о м у  с в о й с т в у  э т а л о н а  с т а в и т с я  в  со о тв е т ств и е  ч и с 
л о  1 (т .е . п о л а га е т ся , ч т о  з н а ч е н и е  д а н н о го  с в о й с т в а  э т а л о н а  р а в н о
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е д и н и ц е ),

3 ) с р а в н и в а я  д а н н о е  св о й ств о  у  в с е х  о с т а л ь н ы х  о б ъ е к то в  и з н е к о т о 
р о го  м н о ж е с т в а  с  э т а л о н н ы м , м ы  а ссо ц и и р у е м  с  э т и м и  о б ъ е к та м и  

т е  и л и  и н ы е  ч и с л а  в  з а в и с и м о с т и  о т  р е зу л ь т а т о в  с р а в н е н и я .

П е р в ы е  д в а  п у н к т а  е с ть  н е  ч т о  и н о е , к а к  в ы б о р  с и с т е м ы  е д и н и ц  и з
м е р е н и я , а  т р е т и й  —  со б с тв е н н о  и зм е р е н и е . Т а к и м  о б р а зо м , с  к а ж д ы м  

св о й ств о м  ф и з и ч е с к о го  т е л а  п у т е м  и зм е р е н и я  м ы  с в я зы в а е м  н е ко то р о е  
ч и сл о  и м е ю щ ее  с м ы с л  к о л и ч е с т в а  э т о г о  с в о й с т в а  в  т е р м и н а х  э та л о н 
н о го  св о й с т в а . И м е н н о  п о э т о м у  ф и з и ч е с к и е  в е л и ч и н ы  р а з м е р н ы . Д а ж е  

н а ш а  о б и хо д н а я  р е ч ь  н а с ы щ е н а  р а з л и ч н ы м и  ч и с л а м и  с у к а з а н и е м  со 

о т в е т с т в у ю щ и х  э та л о н о в . К а ж д ы й  м о ж е т  п р и в е с т и  м н о ж е ств о  т а к и х  
п р и м е р о в  (приведите их).

М о д е л и , п о зв о л я ю щ и е  р а б о та т ь  с э т и м и  ч и с л о в ы м и  э к в и в а л е н т а 

м и  св о й с т в  т е л , н а з ы в а ю т с я  количественными и л и  математически
ми м о д е л я м и , п о с к о л ь к у  и м е н н о  м а т е м а т и к а  и  е с т ь  т а  д и сц и п л и н а , ч т о  
р а б о та е т с  ч и с л а м и . С  п о м о щ ь ю  м а т е м а т и ч е с к и х  м о д е л ей  м о ж н о  п р е д 
с к а з ы в а т ь  к о н к р е т н ы е  ч и с л е н н ы е  з н а ч е н и я  х а р а к т е р и с т и к  я в л е н и я , и  

э т и  з н а ч е н и я  п о з в о л я т  о д и н а к о в о  о п и с а т ь  я в л е н и е  л ю б о м у  н а б л ю д а 
те л ю , н е за в и си м о  о т  м е ст а , в р е м е н и  и л и  н а ц и о н а л ь н ы х  ч е р т. Т а к и м  
о б р а зо м , я с н о , ч т о  м о д ел ь п о го д ы , о сн о в а н н а я  н а  н а р о д н ы х  п р и м е т а х , 
я в л я е т с я  к а ч е ств е н н о й . М о д е л и  ж е , и сп о л ь зу е м ы е  в  ги д р о м е т ц е н тр а х  и  
п о зв о л я ю щ и е  п р е д с к а з ы в а т ь  ч и сл е н н ы е  з н а ч е н и я  х а р а к т е р и с т и к  п о го 

д ы  (т е м п е р а т у р ы , ск о р о с т и  в е т р а  и  т .п .), о т н о с я т с я  к  к о л и ч е с т в е н н ы м  
м о д е л я м .

В  о б щ е м  с л у ч а е  м а т е м а т и ч е с к а я  м о д е л ь —  э т о  с о в о к у п н о с т ь  у р а в н е 

н и й  (а л г е б р а и ч е с к и х , д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х , и н т е г р а л ь н ы х ), о п и с ы в а ю 
щ и х  п р о ц е ссы , п р о и сх о д я щ и е  в  м о д е л и р у е м о м  я в л е н и и . К а ж д о е  та к о е  
у р а в н е н и е  са м о  п о  себе е с т ь  м о д е л ь п р о ц е сса  более н и зк о го  у р о в н я . 
М о д е л и  ж е  с л о ж н ы х  я в л е н и й  ч а с т о  с т р о я т с я , к а к  и з  к и р п и ч и к о в , и з 
м од ел ей  более п р о с т ы х .

Р е з у л ь т а т о м  м а т е м а т и ч е с к о го  м о д е л и р о в а н и я  я в л я ю т с я  ф о р м у л ы  
(е сл и  у д а е тся  п о л у ч и т ь  а н а л и т и ч е с к о е  р е ш е н и е  у р а в н е н и й  м о д е л и ), 
п о зв о л я ю щ и е  р а с с ч и т а т ь  х а р а к т е р и с т и к и  м о д е л и р у е м о го  п р о ц е сса , и л и  

т а б л и ц ы  з н а ч е н и й  э т и х  х а р а к т е р и с т и к  (е сл и  а н а л и т и ч е с к о е  р е ш е н и е  
п о л у ч и т ь  н е  у д а е тся  л и б о  о н о  н е у д о б н о ). Ч а щ е  в се го  в с т р е ч а е т с я  и м е н 
н о  п о сл е д н и й  с л у ч а й , к о г д а  р е ш е н и е  м о ж н о  п о л у ч и т ь  л и ш ь  в  в и д е  т а 
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б л и ц ы  с  п о м о щ ь ю  к а к и х -л и б о  в ы ч и с л и т е л ь н ы х  п р о ц е д у р . Т а к о го  р о 
д а  м о д ел и  н о с я т  сп е ц и а л ь н о е  н а зв а н и е  численны х моделей. С п е ц и ф и к а  

э т и х  м од елей  со с т о и т  в  т о м , ч т о  о н и  п о з в о л я ю т  п о л у ч и т ь  п р и н ц и п и 

а л ь н о  п р и б л и ж е н н о е  р е ш е н и е , ч т о  с в я за н о  с д и с к р е т н о с т ь ю  в ы ч и с л и 
т е л ь н ы х  у с т р о й с т в , о гр а н и ч е н н ы м  о б ъ е м о м  п а м я т и , к о н е ч н ы м  б ы с т р о 

д е й ств и е м  и  т .п .

К  о сн о в н ы м  э т а п а м  м а т е м а т и ч е с к о го  м о д е л и р о в а н и я  м о ж н о  о тн е 

с т и :

1 ) ф о р м а л и за ц и ю  ф и з и ч е с к о й  з а д а ч и , т.е . п ер е во д  ее в  м а т е м а т и ч е 
с к у ю  ф о р м у ,

2 ) р е ш е н и е  м а т е м а т и ч е с к о й  за д а ч и  с  п о м о щ ь ю  п о д х о д я щ и х  м а те м а 

т и ч е с к и х  ср е д ств ,

3 ) и н те р п р е та ц и ю  р е зу л ь т а т а  в  и сх о д н ы х  ф и з и ч е с к и х  т е р м и н а х .

Н а ш а  о сн о в н а я  з а д а ч а  (т .е . ц е л ь  д а н н о го  к у р с а ) с в я з а н а  со  в т о р ы м  

э та п о м  —  н а у ч и т ь с я  с т р о и т ь  и  и ссл е д о в а ть  а л г о р и т м ы  п о л у ч е н и я  ч и с 

л е н н о го  р е ш е н и я  у р а в н е н и й  м о д ел и .

1 .1 .3 .  М е р ы  и  п л о т н о с т и

П е р е хо д  к  ч и с л а м  и  д ал е е  к  ч и с л е н н ы м  м о д е л я м  те сн о  с в я з а н  с и зм е 
р е н и я м и . В с е  и зм е р я е м ы е  с в о й с т в а  т е л  о п и с ы в а ю т с я  т а к  н а з ы в а е м ы м и  

м ерам и  и л и  инт егральны м и парамет рами. М а с с а , д л и н а , о б ъ е м , з а 
р я д , к о л и ч е с т в о  т е п л а  —  в се  э то  п р и м е р ы  и зм е р я е м ы х  (и н т е г р а л ь н ы х ) 
п а р а м е т р о в . О н и  х а р а к т е р и з у ю т  те л о  и л и  е го  ф р а г м е н т  в ц е л о м .

Е с т ь  ф и з и ч е с к и е  з а д а ч и , в  к о т о р ы х  д о с т а т о ч н о  з н а т ь  т о л ь к о  з н а ч е 
н и е  и н т е г р а л ь н ы х  п а р а м е т р о в  те л а . С а м и  т е л а  м ы с л я т с я  к а к  ф и з и ч е 

ск и е  т о ч к и , сн а б ж е н н ы е  у к а з а н н ы м и  п а р а м е т р а м и . И з у ч а е т с я  эво л ю 

ц и я  э т и х  п а р а м е т р о в  п р и  п е р е м е щ е н и и  т е л  в  п р о с т р а н с т в е  и  в за и м о 

д е й ст в и и  и х  д р у г  с  д р у го м . Т а к о в ы  з а д а ч и  м е х а н и к и . В  с л у ч а е  м е х а н и 
к и  с п л о ш н ы х  ср е д  (а  и м е н н о  т а к и е  з а д а ч и  м ы  б уд ем  р а с с м а т р и в а т ь  в 

д а н н о м  к у р с е ) и н те р е с п р е д ст а в л я е т , к р о м е  в се го  п р о ч е го , ещ е и  р а с 

п р е д е л ен и е  и з у ч а е м ы х  с в о й ств  в  са м о м  те л е .
С п л о ш н а я  ср е д а  п о я в л я е т с я  в  р е зу л ь та те  п р и м е н е н и я  гипот езы  

сплош ности  к  д о с та т о ч н о  б о л ь ш о й  с о в о к у п н о с т и  ч а с т и ц , м и к р о с к о п и 
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ч е с к и х  п о  ср а в н е н и ю  с  м а с ш т а б а м и  и зу ч а е м о го  я в л е н и я . К а ж д о е  те 

л о , р а сс м а тр и в а е м о е  к а к  с п л о ш н а я  ср е д а , в к л ю ч а е т  п о  о п р ед е л е н и ю  

б е ск о н е ч н о  м н о го  т о ч е к . Д и с к р е т н о е  ф и з и ч е с к о е  те л о  (н а п р и м е р , со

в о к у п н о с т ь  м о л е к у л  и л и  зве зд н о е  ск о п л е н и е ) з а м е н я е т с я  к о н т и н у у м о м  
т о ч е к , ч т о  д а е т в о з м о ж н о с т ь  о п и с ы в а т ь  с в о й с т в а  т е л а  гл а д к и м и  ф у н к 
ц и я м и  (т .е . и м е ю щ и м и  н у ж н о е  ч и с л о  п р о и з в о д н ы х ), о п р е д е л е н н ы м и  н а  
э то м  к о н т и н у у м е . И н д и в и д у а л ь н о с т ь  р е а л ь н ы х  ч а с т и ц , со с та в л я ю щ и х  
те л о , п р и  э то м  т е р я е т с я , и  э в о л ю ц и я  и х  с в о й с т в , т а к и м  о б р а зо м , н е 
и з у ч а е т с я .

Л ю б о й  и н т е г р а л ь н ы й  п а р а м е т р  в се гд а  х а р а к т е р и з у е т  к о н т и н у у м  т о 

ч е к . З н а ч е н и е  его  в  т о ч к е  р а в н о  н у л ю . П о э т о м у  д л я  м а т е м а т и ч е с к о го  
о п и с а н и я  с в о й ств  т е л  в  т о ч к а х  в м е сто  и н т е г р а л ь н ы х  п а р а м е т р о в  п р и х о 

д и т с я  в в о д и ть  и х  плот ност и  и л и  дифференциальные (локальные)  па
рамет ры. Л ю б а я  п л о т н о с т ь  о п р е д е л я е тся  к а к  п р е д е л  о тн о ш е н и я  д в у х  

и н т е г р а л ь н ы х  п а р а м е т р о в , т.е . п о  с у щ е с т в у  я в л я е т с я  п р о и зв о д н о й  од

н о й  м е р ы  п о  д р у го й . В о т  п р и м е р ы  л о к а л ь н ы х  п а р а м е т р о в :

-  ск о р о с т ь  (м е т р /с е к у н д а ),

-  д а в л е н и е  (н ь ю т о н /м е т р 2) ,

— п л о т н о с т ь  м а с с ы  (к и л о г р а м м /м е т р 3 ),

— у д е л ь н ы й  о б ъ е м  (м е т р 3 /к и л о г р а м м ).

В  э т и х  п р и м е р а х  в  с к о б к а х  п р и в е д е н ы  р а з м е р н о с т и  л о к а л ь н ы х  п а р а 

м е т р о в . В с е  о н и  з а п и с ы в а ю т с я  к а к  о т н о ш е н и я  е д и н и ц  и зм е р е н и я  (э та 
л о н о в ) с о о т в е т с т в у ю щ и х  и н т е г р а л ь н ы х  п а р а м е т р о в . В  о т л и ч и е  о т  и з 
м е р я е м ы х  и н т е г р а л ь н ы х  п а р а м е т р о в  ср е д ы  п л о т н о с т и  н е и зм е р я ю т ся  
в  п р и н ц и п е . О н и  в се гд а  в ы ч и с л я ю т с я .

С в я з а в  с  к а ж д о й  т о ч к о й  и зу ч а е м о го  о б ъ е к т а  н е к о то р о е  ч и с л о , х а 
р а к т е р и з у ю щ е е  к а к о е -т о  е го  с в о й ств о , м ы  п о л у ч и м  поле локального  
парамет ра (поле плот ност и), со о тв е т ств у ю щ е го  э т о м у  св о й ств у . Т а 
к о в ы , н а п р и м е р , п о л я  с к а л я р н ы х  в е л и ч и н  —  т е м п е р а т у р ы , д а в л е н и я , 
п л о т н о с т и  м а с с ы .

1 .1 .4 .  П р и м е р ы  м о д е л е й

З а д а ч а  м а т е м а т и ч е с к о го  м о д е л и р о в а н и я  с о с т о и т  в  п р о гн о зи р о в а н и и  
с  п о м о щ ь ю  и м е ю щ е й ся  м о д ел и  хо д а  р а з в и т и я  и н т е р е с у ю щ и х  н а с  со б ы 
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т и й , о с н о в ы в а я сь  н а  у ж е  и з в е с т н ы х  с о б ы т и я х  и  к а к и х -т о  а п р и о р н ы х  
со о б р а ж е н и я х . М а т е м а т и ч е с к а я  м о д е л ь А , т а к и м  о б р а зо м , с т а в и т  в  со

о т в е тст в и е  и м е ю щ е м у ся  н а б о р у  д а н н ы х  (с в о й с т в а м  о б ъ е к т а , в ы р а ж е н 
н ы м  в  ч и сл о в о й  ф о р м е ) д д р у го й  н а б о р  д а н н ы х  (с в о й с т в ) /  —  п р о гн о з . 

Ф о р м а л ь н о  э т о  о б ы ч н о  з а п и с ы в а е т с я  т а к :

A f = д. (1 .1 )

Е с л и  р а с с м а т р и в а е т с я  од но св о й ств о , в ы р а ж е н и е  (1 .1 ) п р е д с т а в л я е т  со

б ой  од но у р а в н е н и е . Е с л и  и з у ч а е т с я  н е ск о л ь к о  с в о й ств  —  и м е ем  с и с т е м у  

у р а в н е н и й .
Н е т р у д н о  п р и в е с т и  п р и м е р ы . Д а л е е  м ы  б уд ем  р а с с м а т р и в а т ь  п р о 

сте й ш и е  м о д е л и , о п и с ы в а е м ы е  о д н и м , р е ж е  —  д в у м я  у р а в н е н и я м и , с 
те м  ч т о б ы  с л о ж н о с т ь  м о д е л и  н е  з а т е м н я л а  с у щ е с т в а  м е то д а  р е ш е н и я . 

Т а к и е  у р а в н е н и я  в а м  з н а к о м ы  и з к у р с а  м а т е м а т и ч е с к о й  ф и з и к и . Э т о , 
н а п р и м е р , у р а в н е н и е  те п л о п р о в о д н о сти

dtT = jiAT -Ь Q,
во л н о во е  у р а в н е н и е

dttU = adxxU
и л и  у р а в н е н и е  п е р е н о са  н е к о то р о й  в е л и ч и н ы  С со  с к о р о сть ю  v в д о л ь 

о си  х:
dtO +  vdxC = 0.

Е с л и  о б о зн а ч и ть  ч е р е з А те  д е й с т в и я

(  d t  -  /J- А ,

А = < dtt -  adxx,
{ dt + vdx,

к о т о р ы е  п р о и з в о д я тся  н а д  н е и зв е ст н о й  ф у н к ц и е й  /  (в  н а ш и х  п р и м е 
р а х  —  э то  Т, U и л и  С), у р а в н е н и я  п р и м у т  в и д  (1 .1 ) . П р а в а я  ч а с т ь  д в 

п р и м е р а х  р а в н а  Q и л и  0.
Н а ш а  о сн о в н а я  з а д а ч а  —  п о н я т ь  в к а к о м  с л у ч а е  у р а в н е н и е  (1 .1 ) 

и м е е т р е ш е н и е , и  е сл и  э т о  р е ш е н и е  су щ е с тв у е т, н а у ч и т ь с я  е го  с т р о и т ь , 

т.е . н а х о д и ть  /  п о  и зв е с т н ы м  А я д.
С н а ч а л а  п о с м о т р и м , к а к и м  о б щ и м  т р е б о в а н и я м  д о л ж н о  о т в е ч а т ь

А, ч т о б ы  р е ш е н и е  су щ е с тв о в а л о . Д е л о  в  т о м , ч т о  в о з м о ж н а  с и т у а ц и я ,
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к о г д а  з а д а ч а  с ф о р м у л и р о в а н а  т а к , ч т о  ее р е ш е н и е  о т с у т с т в у е т . Л е гк о  
п р и в е с т и  п р и м е р . П у с т ь  т р е б у е т с я  н а й т и  в е щ е ств е н н ы й  к о р е н ь  у р а в 
н е н и я  х2 4- 1 =  0 . И з в е с т н о , ч т о  н а  м н о ж е с т в е  в е щ е с т в е н н ы х  ч и с е л  
р е ш е н и е  та к о й  з а д а ч и  н е  с у щ е с т в у е т  (а на каком множестве суще
ствует?).

Р и с . 1. В а р и а н т ы  с о о т в е т с т в и й  э л е м е н то в  м н о ж е с т в : а ) —  р а з л и ч н ы м  

э л е м е н та м  и з  F  д о п у с к а е т с я  с т а в и т ь  в  с о о тв е т ств и е  од и н  и  т о т  ж е  эле
м е н т  и з  G; б ) —  в за и м н о о д н о зн а ч н о е  со о тв е т ств и е ; в ) —  о д н о м у  эл ем е н 

т у  и з  F  д о п у с к а е т с я  с т а в и т ь  в  со о тв е т ств и е  с о в о к у п н о с т ь  эл е м е н то в  и з 

G.

1 . 2 .  О т о б р а ж е н и я

Б у д е м  р а с с м а т р и в а т ь  з н а ч е н и я 'с в о й с т в  / и д  к а к  э л е м е н ты  н е к о то 
р ы х  м н о ж е с т в  F и  G. Н а п р и м е р , е сл и , с к а ж е м , д — п л о т н о с т ь  м а с с ы  

и  д €  G , т о  G —  э т о  м н о ж е с т в о  в с е х  м ы с л и м ы х  зн а ч е н и й  п л о т н о с т и  

м а с с ы . Е с л и  ж е  п о д  /  п о д р а з у м е в а е т ся  к о н ц е н т р а ц и я , т о  в  к а ч е с т в е  

F  р а з у м н о  р а с с м а т р и в а т ь  м н о ж е ств о  в с е х  в о з м о ж н ы х  зн а ч е н и й  к о н 
ц е н т р а ц и и , и  т .д . В  та к о м  с л у ч а е , м о д ел ь А м о ж н о  с ч и т а т ь  п р а в и л о м , 
у с т а н а в л и в а ю щ и м  со о тв е т ств и е  м е ж д у  э л е м е н та м и  м н о ж е с т в  F и  G. 
В о з м о ж н ы е  в а р и а н т ы  с о о т в е т с т в и й  п о к а з а н ы  н а  р и с .1 .

Е с л и  п р а в и л о  А в к л ю ч а е т  т о л ь к о  в а р и а н т ы  с о о т в е т с т в и й  « а»  и  «б» 
и  н е  в к л ю ч а е т  « в » , о н о  н а з ь ю а е т с я  отображением м н о ж е с т в а  F в  м н о 
ж е с т в о  G. В  э то м  с л у ч а е  м ы  п и ш е м  A: F —> G и  го в о р и м , ч т о  А е сть  

о т о б р а ж е н и е  F  в  G. Ж е л а я  к  т о м у  ж е  у к а з а т ь  с в я з ь  эл е м е н то в  м н о 
ж е с т в , м ы  п и ш е м  f  ^  д, f  £ F, д £ G ж го в о р и м , ч т о  э л е м е н т /  и з F 
о т о б р а ж а е т с я  в  э л е м е н т д и з  G. Е с л и  А в к л ю ч а е т  л и ш ь  с о о т в е т с т в и я
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т и п а  «б », о н о  н а з ы в а е т с я  взаимнооднозначным отображением.
О б р а т и т е  в н и м а н и е  н а  т о , ч т о  в  о п р ед е л е н и и  сп е ц и а л ь н о  о го в а р и 

в а е т с я  е д и н ст в е н н о с ть  э л е м е н та  д. Э т о  з н а ч и т , ч т о  е сл и  н е к о то р о е  п р а 
в и л о  (в а р и а н т  « в » ) с т а в и т  в  со о тв е т ств и е  э л е м е н ту  /  с р а з у  н е ск о л ь к о  

эл е м е н то в  (<?i, 32, • • •)> о н о  н е  я в л я е т с я  о т о б р а ж е н и е м . В  св о ю  о ч е р е д ь , 
с р а з у  н е ск о л ь к о  эл е м е н то в  (Д , / 2, . .  ■) м о г у т  о т о б р а ж а т ь с я  в  од и н и  
т о т  ж е  э л е м е н т д (в а р и а н т  « а » ).

М н о ж е с т в о  F, д л я  л ю б о го  э л е м е н та  к о т о р о го  о т о б р а ж е н и е  А у к а 

з а н о , м ы  н а з ы в а е м  областью определения о т о б р а ж е н и я  А, о б о зн а ч а 
ем  D(A) и  го в о р и м , ч т о  А определено н а  м н о ж е ств е  D(A) =  F. Е с л и  

/  е  D(A), т о  Af  н а з ы в а е т с я  образом элемента / .  А н а л о г и ч н о  о п р е 

д е л я е т ся  о б р а з м н о ж е с т в а . П у с т ь  Р я в л я е т с я  п о д м н о ж е ств о м  D(A). 
М н о ж е с т в о  о б р а зо в  в с е х  э л е м е н то в  и з  Р о б р а зу е т образ множества 
Р (р и с .2 ). О б р а з о б л а сти  о п р е д е л е н и я  D(A) н а з ы в а е т с я  множеством 
значений отображения А и  о б о зн а ч а е т ся  ч е р е з R(A).

М о ж н о  р а с с м о т р е т ь  о то б р а ж е н и е  I, 
ко то р о е  с т а в и т  в  со о тв е т ств и е  э л е м е н ту  

/  т о т  ж е  с а м ы й  э л е м е н т / ,  т.е . I f  =  / .  
Т а к о е  о т о б р а ж е н и е  н а з ы в а е т с я  единич
ным, и  д л я  н е го  D(I) =  R(I).

Е с л и  и м е ю т с я  д в а  о т о б р а ж е н и я  А и
В, т а к и х , ч т о  А: М  —> N  и  В: N  —» Р, 
м о ж н о  о п р е д е л и ть  н о во е о то б р а ж е н и е  
С : М —> Р, ко то р о е  н а з ы в а е т с я  компо
зицией о т о б р а ж е н и й  А  и  Б  и  о б о зн а

ч а е т с я  ч е р е з В о А (с м . р и с . 3 ). Е с л и  

т G М, т о  А о т о б р а ж а е т  е го  в  э л е м е н т 

Am е  N, а  В, в  св о ю  о ч е р е д ь , п е р е в о д и т 

е го  в  э л е м е н т В (Ат) € Р. Т а к и м  о б р а зо м , (В о А)т = В (Ат).
П у с т ь  Q я в л я е т с я  п о д м н о ж е ств о м  Д (А ). М н о ж е с т в о  эл е м е н то в  /  €  

D(A), т а к и х , ч т о  Af  £ Q, н а з ы в а е т с я  прообразом множества Q и 
о б о зн а ч а е т ся  A~lQ. Е с л и  в  к а ч е с т в е  м н о ж е с т в а  Q в з я т ь  е д и н ст в е н н ы й  

э л е м е н т д, т о  А~гд б у д е т о б о зн а ч а т ь  п р о о б р а з д. В общем случае п р о о б 
р а зо м  э л е м е н та  с л у ж и т  н е к о то р о е  п о д м н о ж е ств о  о б л а сти  о п р ед е л е н и я  
о т о б р а ж е н и я , и  символ А~1 не обозначает никакого отображения.

С у щ е с т в у е т , о д н а ко , у ж е  у п о м и н а в ш и й с я  в а ж н ы й  к л а с с  о т о б р а ж е 
н и й , с т а в я щ и х  в  со о тв е т ств и е  р а з н ы м  э л е м е н та м  и з о б л а сти  о п р ед е л е -

Р и с . 2. О б р а з ы  эл е м е н та  и  

м н о ж е с т в а .
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н и я  р а з л и ч н ы е  э л е м е н т ы  и з  о б л а сти  з н а ч е н и й  (в а р и а н т  «б » н а  р и с .1 ). 

В  э то м  с л у ч а е  к а ж д ы й  э л е м е н т д £  R(A) и м е е т п р о о б р а з, со с то я щ и й  и з 

е д и н ств е н н о го  э л е м е н та  A~lg е  D(A).  Т а к о е  о то б р а ж е н и е  А, к а к  у ж е  
го в о р и л о сь , н а з ы в а е т с я  в за и м н о о д н о з н а ч н ы м , и  в э то м  с л у ч а е  со о т

в е т с т в и е  А - 1  м о ж е т  р а с с м а т р и в а т ь с я  к а к  д р у го е  в за и м н о о д н о зн а ч н о е  

о т о б р а ж е н и е , н а зы в а е м о е  обратным к  А. И х  к о м п о з и ц и я  е сть  е д и н и ч 
н о е  о т о б р а ж е н и е  А о А ” 1 =  А~ 1 о А —I.

Э т и  о т о б р а ж е н и я  и м е ю т н е п о ср е д 

ств е н н о е  о тн о ш е н и е  к  н а ш е й  о сн о в 
а х  н о й  з а д а ч е  —  р е ш е н и ю  у р а в н е н и я  (1 .1 ) .
^  Уравнение (1.1) имеет единственное 

решение только, если отображение А 
является взаимнооднозначным. Р е ш е - 

 ̂ н и е  у р а в н е н и я  св о д и тся  т о гд а  к  п о с т р о - 
е н и ю  о б р а тн о го  о т о б р а ж е н и я  А~х. Д е й - 

с т в и т е л ь н о , п р и м е н и м  о б р а тн о е  о т о б р а - 

^ ^ ж е н и е  А - 1  к  у р а в н е н и ю  (1 .1 )

А  (Af ) = A  g => (A °  A ) /  =  A g
Р и с . 3 . К о м п о з и ц и я  о то б р а 
ж е н и й .

и  в ы ч и с л и м  к о м п о зи ц и ю  в  л е в о й  ч а с т и  (А  1 о A)f  =  / /  =  / .  В  р е зу л ь 

та т е  п о л у ч а е м  р е ш е н и е  за д а ч и

/  =  A - lg.

Т а к и м  о б р а зо м , н а х о д я  о б р а тн о е  о т о б р а ж е н и е , м ы  р е ш а е м  за д а ч у .

1 . 3 .  В е к т о р н о е  п р о с т р а н с т в о

Д л я  т о го  ч т о б ы  р е ш и т ь  ф и з и ч е с к у ю  з а д а ч у , н а м  н ад о  сф о р м у л и р о 
в а т ь  ее в  ви д е  з а д а ч и  м а т е м а т и ч е с к о й , в ы б р а в  с и с т е м у  е д и н и ц  и  в ы р а 
з и в  р а с с м а т р и в а е м ы е  с в о й с т в а  т е л  ч и с л а м и  о т н о си те л ь н о  э то й  си сте 
м ы  е д и н и ц . К  ф и з и ч е с к о й  п о ста н о в к е  з а д а ч и  м ы  в о зв р а щ а е м ся , к о гд а  
м а т е м а т и ч е с к а я  з а д а ч а  р е ш е н а  и  т р е б у е т с я  и н т е р п р е т и р о в а т ь  п о л у ч е н 
н ы й  р е зу л ь та т.

Ч и с л а  у до б н ы . Н а м  и зв е с тн о , к а к  и х  с к л а д ы в а т ь , у м н о ж а т ь  и  п р . Е сл и  
к ак о е -л и б о  сво й ств о  т е л а  м о ж н о  о х а р а к т е р и з о в а т ь  о д н и м  ч и сл о м , т о  р а б о т а  с
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.экзтеорологкческий университет)
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н и м  т а к ж е  о т н о си те л ьн о  п р о ста . С к а ж е м , в  н е к о то р о й  т о ч к е  т е л а  т е м п е р а т у 
р а , к о то р о й  п о став л ен о  в  со о тв етств и е  ч и сл о  Т , у в е л и ч и л а с ь  н а  в ел и ч и н у , с 
к о то р о й  с в я за н о  чи сл о  Д Т , т о г д а  р е зу л ь т и р у ю щ у ю  т е м п е р а т у р у  м ы  ассо ц и 
и р у е м  с ч и сл о м  ( Т +  Д Т ) .  Е сл и  и сходное  зн ач ен и е  т е м п е р а т у р ы  у м ен ьш и л о сь  
в  а  р а з ,  т о  в  это м  с л у ч а е  с р е зу л ь т а т о м  м ы  с в я зы в а е м  ч и сл о  ^ Т .  И с п о л ьзу я , 
д а л е е , в ы б р а н н у ю  си стем у  ед и н и ц , м ы  в с е г д а  м о ж ем  у к а з а т ь ,  к а к о й  ж е  с т а л а  
т е м п е р а т у р а  в  д а н н о й  то чк е .

Р а б о т а т ь  с д р у г и м и  сво й ст в ам и  м о ж е т  о к а з а т ь с я  сл о ж н ее . П у с ть , н а п р и 
м ер , т р е б у е т с я  о п и са ть  д в и ж е н и е  т о ч к и  с р ед ы , д л я  ч его  н а д о  п р о с л ед и ть  
эв о л ю ц и ю  ее с к о р о сти . С к о р о с ть  е с т ь  п р е д е л  о тн о ш е н и я  п е р ем е щ е н и я  т о ч 
к и  в  п р о с т р а н с т в е  к  с о о тв е тс тв у ю щ ем у  в р ем ен н о м у  и н те р в ал у , и  д л я  то го  
ч т о б ы  ее о д н о зн ач н о  о п р е д е л и ть , м а л о  у к а з а т ь  в ел и ч и н у  v эт о го  о тн о ш ен и я , 
н а д о  ещ е со о б щ и ть  н а п р а в л е н и е . М о ж н о , н а п р и м е р , з а д а т ь  в е р т и к а л ь н ы й  a  

и  го р и зо н т а л ь н ы й  (3 у г л ы  о т н о си те л ьн о  н е к о то р о го  б ази сн о го  н а п р а в л е н и я , 
п о д  к о то р ы м и  эт о  п ер ем ещ ен и е  п рои сходи т. Т а к и м  о б р а зо м , п р и  р а сс м о тр е 
н и и  с к о р о с т и  т о ч к и  с  н ей  с в я з ы в а е т с я  н е  одно  чи сл о , а  с о в о к у п н о сть  ч и се л  
( v , a , 0 ) .  Т о ж е  прои сходи т, есл и  в  к а ж д о й  т о ч к е  о п р е д е л ен а  со во к у п н о сть  
сво й ств  и  а сс о ц и и р о в а н н ы х  с  н и м и  чи сел .

В  об щ ем  с л у ч а е  т о ч к е  к о н т и н у у м а  с т а в и т с я  в  со о тв е т ств и е  со во 

к у п н о с т ь  ч и с е л  ( o i , . . .  ,an), и  н у ж н о  п р и д у м а т ь  сп о со б  р а б о т ы  с т а 
к и м и  о б ъ е к та м и . В о -п е р в ы х , ч т о б ы  н е  п е р е п у т а т ь  э т и  ч и с л а , сл е д ует 

д о го в о р и ть ся  о п о р я д к е  и х  сл е д о в а н и я . Д р у г и м и  сл о в а м и , к а ж д о й  т о ч 
к е  о б ъ е к т а  н ад о  ст а в и т ь  в  со о тв е т ств и е  упорядоченную совокупность 
чисел ( a i , . . . ,  an ). В о -в т о р ы х , сл е д у е т у к а з а т ь , ч т о  п о н и м а т ь  п о д  сум
мой т а к и х  совокупностей, н а п р и м е р , ( o i , . . . ,  an) + (b\,... ,bn), а  т а к ж е  

п о д  произведением совокупности на какое-либо число а, т.е . п р и д у 
м а т ь  п р а в и л а , у к а з ы в а ю щ и е , к а к  с у м м и р о в а т ь  э л е м е н ты  м н о ж е ств  и 
у м н о ж а т ь  и х  н а  ч и сл а .

Ч е м  р у к о в о д с т в о в а т ь с я  п р и  в ы б о р е  т а к и х  п р а в и л ?  Е с т ь  д в а  аб 
с т р а к т н ы х  со о б р а ж е н и я : п р о с т о т а  и сп о л ь з о в а н и я  и  н е п р о т и в о р е ч и 

в о с т ь . С  од но й  с т о р о н ы  хо р о ш о  б ы  п р и д у м а т ь  п р а в и л а , к о т о р ы е  п о з 
в о л я л и  б ы  о б р а щ а т ь с я  с э л е м е н та м и  м н о ж е с т в  т а к ж е  п р о с т о , к а к  с  о т

д е л ь н ы м и  ч и с л а м и . С  д р у го й  с т о р о н ы  н а д о , ч т о б ы  р е зу л ь т а т  п р и м е 

н е н и я  э т и х  п р а в и л  с у щ е с т в о в а л , т.е . п р и н а д л е ж а л  т о м у  ж е  м н о ж е ств у , 

ч т о  и  и схо д н ы е  э л е м е н ты . Ф и з и ч е с к а я  и н те р п р е та ц и я  т а к и х  п р а в и л  м о 

ж е т  б ы т ь  р а з л и ч н о й  и  о б ы ч н о  д и к т у е т с я  р е ш а е м о й  за д а ч е й .
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П оясним  все эт о  д в у м я  прим ерам и. П усть рассм атриваем ое м н ож ество — 
это  совокупность точек  плоскости. О тм етим  н а  это й  плоскости лю бы е две  
точк и  р  и  q. К ак ую  точк у пл оск ости  сл едует  ассоциировать с  сум м ой  р + 
ср. Б е з  привлечения каких-либо внеш них соображ ен и й  ответ н а  эт о т  вопрос  
д а т ь  нельзя: годится  л ю бая  точка. В неш ним  ж е  м отивом  обы чно является  
ж ел ан и е м аксимально упр ости ть  какую -то конкретную  задачу.

Н априм ер, ф изи ч еская  за д а ч а  сл ож ен ия д в у х  сил  или скоростей  приним а
ет  наиболее п р остой  в и д , если  сум м у элем ентов м н ож еств а  и н терпретировать  
следую щ и м  (хорош о известны м ) способом . В ы берем  н а  пл оск ости некоторую  
точку, назовем  ее н улем  и  обозн ачи м  зн аком  0. П осле этого  с лю бой точкой  
пл оск ости  св я ж ем  вектор (такой, каким  его п р едставляю т в школе: направ
ленны м  отрезком , стрелочкой , и д ущ ей  и з  точк и  0 в лю бую  точ к у  п л оск ости). 
Т еперь м н ож ество точек  пл оск ости  м ож н о  трактовать как м н ож ество векто
ров, им ею щ их общ ее начало в точке 0.

П усть р и q — д в а  произвольны х вектора. Н азовем  и х  сум м ой  вектор г, 
направленны й по  ди агон ал и  парал лел ограм м а, построенн ого н а  эт и х  векто
рах , дл и н а  которого равна дл и н е  диагон али , т.е. г = р + q (ри с.4  б ). П усть, 
д а л ее , д в е  точк и  р  и  q (или, ч то  то ж е , д в а  вектора) л еж а т  на одной  прям ой  
с точкой 0. Д оп усти м , каким-то образом  мы  ум еем  изм ерять длину. О бозн а
ч и м  дл и н у  вектора ч ер ез  L  Е сли  tp j lq — а, то  б у д ем  говорить, что р =  а д , 
когда  р  и  q л еж а т  по  од н у  стор он у  о т  точк и  0, и  р =  —aq, когда они л еж а т  
п о разны е стороны  (ри с.4  а). Таким образом , мы  указал и  геом етрич ескую  
ин терпретацию  ум н ож ен и ю  вектора н а  число.

П ри веденная  интерпретация сумм ы  
и  ум н ож ен и я  на  число хорош а д л я  
определенного круга ф и зи ч еск и х  за 
д а ч , но  отню дь не еди нствен на и  не  
универсальна. П усть, наприм ер, и зу ч а 
ется д в и ж ен и е обода  колеса, которы й  
ассоциируется с  ок р уж н остью . М нож е
ством  точек  в этом  случае является окр уж н ость , т.е. подм н ож ество только  
ч то  рассм отрен ного м н ож ества , и  стары й способ интерпретации сум м ы  и  п ро
изв еден и я  н а  число перестает  работать. Д ействи тельно, вы берем  н а  о к р у ж 
ности  точ к у  0, а  такж е точк и  р  и  q. Л егк о видеть, наприм ер, ч то  сум м а лю 
бы х, отличны х от  н ул я  р  и  q, опр едел енная  согласно старом у правилу, д а ет  
точку, не л еж ащ ую  н а  ок р уж н ости . Т ребуется  новая интерпретация сум мы , 
п одходя щ ая  д л я  дан н ой  конкретной за д а ч и  (какая?).

М а л о , о д н а к о , п р о с т о  у с т а н о в и т ь  со о т в е т с т в и е  м е ж д у  сл а га е м ы м и  и  
и х  с у м м о й , н ад о  т а к ж е  у к а з а т ь , к а к  э т у  с у м м у  в ы ч и с л я т ь , т.е . о п р ед е 

Р и с . 4 . Д ей ств и я  н а д  векторам и.
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л и т ь  с в о й с т в а  о п е р а ц и й  су м м и р о в а н и я  и  у м н о ж е н и я  н а  ч и с л о . К  т а к и м  
св о й ств а м  у д о б н о  в  ч а с т н о с т и  о т н о с и т ь  к о м м у т а т и в н о с т ь , д и с т р и б у 

т и в н о с т ь  и  а с с о ц и а т и в н о с т ь  сл о ж е н и я  и  у м н о ж е н и я , и  р я д  д р у г и х . Э т и  

с в о й с т в а  ф о р м у л и р у ю т с я  в  ви д е  а к си о м , к о т о р ы м  у к а з а н н ы е  о п е р а ц и и  
д о л ж н ы  у д о в л е т в о р я т ь . В о т  э т и  а к си о м ы :

1 ) с у щ е с т в у е т  э л е м е н т 0 , н а з ы в а е м ы й  нулем, т а к о й , ч т о  /  +  0 =  / ;

2 ) д л я  л ю б о го  /  с у щ е с т в у е т  прот ивополож ный  э л е м е н т ( — / )  та к о й , 

ч т о  /  +  ( - / )  =  0;

3 ) у м н о ж е н и е  н а  е д и н и ц у  1 • /  =  / ;

4 ) к о м м у т а т и в н ы й  за к о н  

/  +  9  =  9  +  / ;

5 ) а с с о ц и а ти в н ы е  з а к о н ы  

( /  +  9 )  +  h  =  /  +  {9  +  h ) ,

( a P ) f  =  a((3f);

6 ) д и с т р и б у т и в н ы е  з а к о н ы  

<*(/ +  g) =  a f  +  a g ,

(a +  (3)f =  a f  +  p f .

В  э т и х  а к с и о м а х  1 , a ,  (3 — ч и с л а . Х о т ь  к о л и ч е с тв о  а к си о м  и  в н у ш и 
те л ь н о , о н и  я в л я ю т с я  л и ш ь  ф о р м а л и за ц и е й  х о р о ш о  и з в е с т н ы х  и  ч а с т о  
и с п о л ь з у е м ы х  с в о й ств  о п р е д е л я е м ы х  о п е р а ц и й  (т и п а : о т  п е р е м е н ы  м е ст 
с л а га е м ы х  с у м м а  н е м е н я е тся  —  а к с и о м а  4 , и л и  о б щ и й  м н о ж и т е л ь  м о ж 
н о  в ы н о с и т ь  з а  с к о б к у  —  а к с и о м ы  7  и  8 ) и  н у ж н ы  н а м  д л я  у д о б ст в а  

п р о в е д е н и я  в ы ч и сл е н и й .
М н о ж е с т в о , д л я  эл е м е н то в  к о т о р о го  о п р е д е л е н ы  о п е р а ц и и  сл о ж е 

н и я  и  у м н о ж е н и я  н а  ч и с л о , о б л а д аю щ и е  у к а з а н н ы м и  с в о й с т в а м и , м ы  

б уд ем  н а з ы в а т ь  вект орны м прост ранст вом. Ф о р м а л ь н о  ж е  в се  ск а 
за н н о е  в ы ш е  о п р е д е л я е тся  т а к .

П у с т ь  V —  н е п у сто е  м н о ж е ств о  и  f,g,  h —  н е к о т о р ы е  е го  э л е м е н ты . 

Э т о  м н о ж е ств о  н а з ы в а е т с я  вект орны м  (и л и  линейны м ) простран
ст вом , есл и  у к а з а н о  п р а в и л о , п о  к о т о р о м у  л ю б ы м  д в у м  эл е м е н та м  и з

V с т а в и т с я  в  со о тв е т ств и е  т р е т и й  эл е м е н т и з V,  н а з ы в а е м ы й  су м м о й
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э л е м е н то в , и  п р а в и л о , п о  к о т о р о м у  л ю б о м у  э л е м е н ту  и з  У  и  л ю б о м у  
ч и с л у  с т а в и т с я  в  со о тв е т ств и е  э л е м е н т и з  V,  н а з ы в а е м ы й  п р о и зв е д е 
н и е м  эл е м е н та  н а  ч и сл о , и  э т и  п р а в и л а  п о д ч и н я ю т с я  а к си о м а м  ( 1 ) - ( 8 ) .  
Э л е м е н т ы  / ,  д, /г.,. . .  €  V н а з ы в а ю т с я  точками (и л и  векторами).

Примеры.

1) R1 — множество вещественных чисел. Выполнение аксиом (1)—(8), для 
стандартным образом определенных сложения и умножения, нетрудно 
проверить. R1 — это векторное пространство, точками или векторами 
которого служат вещественные числа. Кстати, если «разместить» все 
вещественные числа на прямой (т.е. выбрать нулевую точку, а точку р  

связать с числом а, если расстояние от 0 до р равно а, то и здесь век
торы можно представить в виде стрелочек, направленных из точки О 
в точку р .

2 ) R" — множество, элементом которого является любая упорядоченная 
2 совокупность из п  чисел (ж1, х 2 , . . . ,  х п ) .  Число х г (значок над х  — не 
степень, а индекс) будем называть г-й компонентой элемента. Опреде
лим сложение элементов Rn и умножение их на число покомпонентно: 
если /  =  ( / \  / 2, . . . , / " )  и д  =  (р1, д 2 , . . . ,  д п ) —  элементы R " e o -
ЧИСЛО, т о

f  +  9 =  ( f 1 + g \ f 2 +  9 2, - - - , f n +  9n )

И

a f  =  (a f  \  a f 2, . . . ,  a f n ).

Нулевым элементом назовем элемент (0, 0 , . . . ,  0). Выполнение ак
сиом (1)-(8) легко проверяется. Таким образом, и множество Rn с опре
деленными операциями является векторным пространством.

С д е л а е м  п о п у т н о  н е б о л ь ш о е  д о б а в л е н и е  к  п р и м е р у  2 , п о к а з ы 
ваю щ е е  с в я з ь  м н о ж е с т в  R 1 и  К 71. П у с т ь  Р и  Q — д в а  п р о и зв о л ь 

н ы х  м н о ж е с т в а , со с т о я щ и х  и з  э л е м е н то в  Pi и  qj со о тв е т ств е н н о . 

М о ж н о  о б р а зо в а т ь  н о в о е  м н о ж е с т в о , э л е м е н та м и  к о т о р о го  б у д у т  
в се в о з м о ж н ы е  у п о р я д о ч е н н ы е  п а р ы  (р*, qj). Э т о  н о в о е  м н о ж е ств о

2Как уже говорилось, упорядоченность означает, что элементы R” разли
чаются не только численными значениями х \  но и порядком их расположе
ния.
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н а з ы в а е т с я  п р я м ы м  п р о и з в е д е н и е м  м н о ж е с т в  Р  и  Q  и  о б о з н а ч а 
е т с я  ч е р е з  Р  х  Q .

П у с т ь  т е п е р ь  V  и  W  — в е к т о р н ы е  п р о с т р а н с т в а .  П р я м о е  п р о 
и з в е д е н и е  V  x W  м о ж н о  т а к ж е  п р е в р а т и т ь  в  в е к т о р н о е  п р о с т р а н 
с т в о ,  е с л и  с л о ж е н и е  и  у м н о ж е н и е  н а  ч и с л о  о п р е д е л и т ь  с л е д у ю щ и м  
о б р а з о м :

( / ,  9)  +  (Р, <?) =  ( /  + Р>  9  +  q),

“ ( Л  9 ) =  ( a f ,  a g ).

З д е с ь  f , p  G V , g , q е  W ,  ( / ,  g ) , ( p ,  q) e  V  x  W  ж a  —  в е щ е 
с т в е н н о е  и л и  к о м п л е к с н о е  ч и с л о .

О ч е в и д н о ,  п р о с т р а н с т в о  Ж”  м о ж н о  т р а к т о в а т ь  к а к  п р я м о е  
п р о и з в е д е н и е  п  в е к т о р н ы х  п р о с т р а н с т в  R 1

1 П =  I 1 X  I 1 X  . . . X I 1 .
^ — J 

П

3) С  — м н о ж ес т в о  к о м п л е к с н ы х  ч и с е л  ( а  +  г/3), гд е  а ,  /3 6  К.1, a i s  %/—Т. 
С л о ж ен и е  и  у м н о ж ен и е  н а  ч и сл о  о п р е д е л и м  сл ед у ю щ и м  обр азо м :

( а  +  г/3) +  ( 7  +  iS)  =  ( ( а +  7 ) +  i{f3 +  5) ) ,

е(а +  г/3) =  ((еа) + г(е/3)).

Н у л е в ы м  н а зо в е м  эл е м ен т  (О +  гО). А к си о м ы  (1 ) - (8 )  в ы п о л н я ю т с я  и  
зд ес ь , о т к у д а  следует, ч т о  и  С  с у к а з а н н ы м и  о п е р а ц и я м и  с л о ж е н и я  и  
у м н о ж е н и я  н а  ч и сл о  т а к ж е  я в л я е т с я  в е к т о р н ы м  п р о с тр а н с тв о м .

4 )  М н о ж еств о  п  х  п  м а т р и ц  т а к ж е  б у д ет  в е к т о р н ы м  п р о с тр а н с тв о м , ес
л и  су м м у  м а т р и ц  и  у м н о ж ен и е  м а т р и ц ы  н а  ч и сл о  о п р е д е л и т ь  т а к , к а к  
эт о  д е л а е т с я  в  л и н ей н о й  а л ге б р е , т .е . п о к о м п о н ен тн о . Н у л е в ы м  эл ем ен 
т о м  эт о го  п р о с т р а н с т в а  б у д ет  н у л е в а я  м а т р и ц а , в се  эл е м ен ты  к о то р о й  
р а в н ы  нулю .

М о ж н о  п р и в е с ти  и  м н о ж ес тв о  д р у г и х  п р и м ер о в .

Е с л и  н е к о т о р о е  п о д м н о ж е с т в о  S  в е к т о р н о г о  п р о с т р а н с т в а  V  с а 
м о  о б р а з у е т  в е к т о р н о е  п р о с т р а н с т в о ,  т о  о н о  н а з ы в а е т с я  п о д п р о с т р а н 

с т в о м  в е к т о р н о г о  п р о с т р а н с т в а  V .  Д р у г и м и  с л о в а м и ,  п о д м н о ж е с т в о  S
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т а к о в о , ч т о  п р и м е н е н и е  к  е го  эл е м е н та м  о п е р а ц и й  сл о ж е н и я  и  у м н о ж е 
н и я  н а  ч и с л о  не в ы в о д и т з а  гр а н и ц ы  э то го  п о д м н о ж е ств а . Н а п р и м е р , 

л ю б а я  п л о с к о с т ь , п р о х о д я щ а я  ч е р е з т о ч к у  0 (п о ч е м у  и м е н н о  т а к а я ? ) 

в  К 3 , я в л я е т с я  п о д п р о с т р а н с т в о м  М3 , т а к  к а к  с а м а  я в л я е т с я  в е к т о р 

н ы м  п р о с т р а н с т в о м  М 2. А н а л о г и ч н о  л ю б а я  п р я м а я , п р о х о д я щ а я  ч е р е з 

т о ч к у  0 , я в л я е т с я  п о д п р о с т р а н с т в о м  М 3 . К р о м е  т о го , д а н н а я  п р я м а я  

я в л я е т с я  п о д п р о с т р а н с т в о м  т е х  п л о ск о сте й  К 2, в  к о т о р ы х  о н а  л е ж и т  и  
ч е р е з т о ч к у  0 к о т о р ы х  п р о хо д и т.

1 . 4 .  Б а з и с  и  р а з м е р н о с т ь  в е к т о р н о г о  п р о с т р а н с т в а

Б у д е м  д ал е е  п о л а га т ь , ч т о  н а  м н о ж е ств е  з н а ч е н и й  и н те р е су ю щ и х  
н а с  с в о й ств  т о ч к и  о б ъ е к т а  в в е д е н а  с т р у к т у р а  в е к т о р н о го  п р о с т р а н 
с т в а 3 . О б о зн а ч и м  та к о е  в е к т о р н о е  п р о с т р а н с т в о  б у к в о й  V.  С о в о к у п 

н о с т ь  с в о й ств  /  е сть  в е к т о р  (т о ч к а , э л е м е н т )4 э то го  п р о с т р а н с т в а :
fev.

Е с л и  н а с  и н те р е су е т од н о  с в о й с тв о  /  ф и з и ч е с к о го  т е л а , о п и с ы в а 

ем ое ск а л я р н о й  в е л и ч и н о й , т о  д л я  со п о ст а в л е н и я  /  ч и с л а  д о с та т о ч н о  
в ы б р а т ь  од и н  б а з и с н ы й  э л е м е н т е (б а з и с н ы й  в е к т о р ) с э т а л о н н ы м  з н а 
ч е н и е м  э то го  св о й с т в а . Т а к о м у  зн а ч е н и ю  с т а в и т с я  в  со о тв е т ств и е  ч и сл о  
1 , а  о с т а л ь н ы м  з н а ч е н и я м  /  —  д р у ги е  ч и с л а  а в  со о т в е т с т в и и  с  ф о р м у 
л о й  /  =  а е . Т а к а я  с в я з ь  н а з ы в а е т с я  линейной.

Е с л и  св о й ств о  /  о п и с ы в а е т с я  т е н зо р н о й  в е л и ч и н о й  р а н г а  г > 0, то  
е м у  с т а в и т с я  в  со о тв е т ств и е  у ж е  н е  од но ч и с л о , а  у п о р я д о ч е н н а я  сово

к у п н о с т ь  п г ч и с е л , гд е п — ге о м е т р и ч е с к а я  р а з м е р н о с т ь 5 п р о с т р а н с т в а

3В простейшем случае речь идет о скалярных величинах (тензорах нулевого ран
га), например, о температуре или плотности в данной точке тела. Более сложные 
примеры — векторные величины (тензоры первого ранга), например, положение 
точки тела в пространстве или ее скорость. Далее идут свойства, описываемые тен
зорами более высоких рангов.

4В силу исторических причин со словом «вектор» связано два понятия. Одно 
частное — тензор первого ранга, и другое — общее — элемент векторного про
странства. Вектор как элемент векторного пространства не обязательно является 
тензором первого ранга, но, разумеется, может быть и им. Обычно путаницы не 
возникает, и из контекста видно о чем идет речь. В крайнем случае, можно после
довательно использовать синонимы (линейное пространство вместо векторного и 
точка или элемент вместо вектор), исключающие указанную двусмысленность.

5Опять ж е в силу исторических причин, в физике слово «размерность» мно
гозначно. С одной стороны, размерностью физической величины (или формулой
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м ест.

В  о б щ ем  с л у ч а е  ч и с л о  б а з и с н ы х  э л е м е н то в  д о л ж н о  р а в н я т ь с я  м и 

н и м а л ь н о м у  ч и с л у  э та л о н о в , д о с т а т о ч н ы х  д л я  о п и с а н и я  и з у ч а е м ы х  

св о й ств  т е л а . Е с л и  д л я  э т и х  ц ел е й  т р е б у е т с я  п э та л о н о в , т.е . с о в о к у п 

н о с т ь  {е ,}" =1 б а з и с н ы х  в е к т о р о в , т о  ч и сл о в о й  х а р а к т е р и с т и к о й  у к а з а н 

н о й  с о в о к у п н о с т и  св о й с т в  в  к а ж д о й  т о ч к е  т е л а  б у д е т у п о р я д о ч е н н а я  
с о в о к у п н о с т ь  п ч и се л .

В в е д е н и е  с т р у к т у р ы  в е к т о р н о го  п р о с т р а н с т в а  н а  м н о ж е ств е  п р и в о 

д и т  к  то м у , ч т о  в се  э л е м е н ты  м н о ж е с т в а  о к а з ы в а ю т с я  с в я з а н н ы м и  д р у г  

с д р у го м  со о тн о ш е н и я м и  в и д а

где а, /?, 7 , . . .  —  ч и с л а , а  / ,  д, h, . . .  —  в е к т о р ы . С у м м а , с т о я щ а я  в л е 
в о й  ч а с т и  р а в е н с т в а  ( 1.2) ,  н а з ы в а е т с я  линейной комбинацией в е к т о р о в  
/ ,  д, h,...  Е с л и  р а в е н с тв о  (1 .2 ) в ы п о л н я е т с я  п р и  н е н у л е в о м  в е к т о р е , 
с к а ж е м  a f , т о  в е к т о р  /  м о ж е т  б ы т ь  в ы р а ж е н  ч е р е з о ст а л ь н ы е  в е к т о р ы  

р а сс м а тр и в а е м о й  л и н е й н о й  к о м б и н а ц и и

В е к т о р ы , в хо д я щ и е  в  т а к у ю  к о м б и н а ц и ю , н а з ы в а ю т с я  линейно зависи
мыми. Н а  в о з м о ж н о с т и  п о д о б н о й  з а п и с и  о сн о в а н о  со п о ста в л е н и е  в е к т о 

р у  х а р а к т е р и зу ю щ е й  е го  с о в о к у п н о с т и  ч и с е л : е сл и  н е к о т о р ы й  в е к т о р  h 
л и н е й н о  з а в и с и т  о т  б а з и с н ы х  в е к т о р о в  {е * }, т о  о н  м о ж е т б ы т ь  з а п и с а н  
в  ви д е  л и н е й н о й  к о м б и н а ц и и  э т и х  в е к т о р о в

размерности) называется соотношение, определяющее связь между единицей изме
рения этой величины и используемыми эталонами. Она является функцией, опреде
ляющей, во сколько раз изменится численное значение этой величины при переходе 
от исходной системы единиц измерения к другой, т.е. от одних эталонов к другим.

С другой стороны, под размерностью векторного пространства (см. ниже стр.26) 
понимается минимальное число эталонов (базисных элементов), достаточное для 
описания всех элементов этого пространства (в смысле указания численных значе
ний, однозначно характеризующих эти элементы).

В первом случае, термин относится к физической величине, т.е. к  некоторому 
свойству тела или его точки (масса, скорость, плотность энергии, ...). Во втором — 
речь идет о множестве значений физической величины (множество значений массы 
тел, множество значений скорости изменения места точки тела и т.п.)

a f  +  (3g +  ' y h + . . .  =  Q, (1 .2 )

(1 .3 )
г
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Т а к и м  о б р а зо м , б а з и с н ы х  в е к т о р о в  в  с о в о к у п н о с т и  { е ^ }  д о л ж н о  б ы т ь  

с т о л ь к о , ч т о б ы  в се  о ст а л ь н ы е  в е к т о р ы  л и н е й н о  о т н и х  за в и се л и .

К р о м е  т о го , б а з и с н ы е  в е к т о р ы  (т .е . э та л о н н ы е  э л е м е н т ы ) д о л ж н ы  
о б е сп е ч и в а т ь  в за и м н о о д н о з н а ч н у ю  с в я з ь  в е к т о р о в  (в  т о м  ч и сл е  и  с а м и х  

се б я ) с  с о в о к у п н о с т я м и  х а р а к т е р и з у ю щ и х  и х  ч и с е л .6 К а к и е  о гр а н и ч е 

н и я  н а к л а д ы в а е т  э т о  тр е б о в а н и е  н а  в ы б о р  б а з и с н ы х  в е к т о р о в ?
Д о п у с т и м , с в о й с т в а  /  х а р а к т е р и з у ю т с я  э та л о н а м и  н е о д н о зн а ч н о , 

т.е . с у щ е с т в у е т  д в а  (и л и  б ол ее) р а з н ы х  н а б о р а  ч и с е л  {а * }  и  {Pi} т а 
к и х , ч т о

/  =  5 Z  а *е* =  5 3  ^ e i’ (L4)

т.е . и м е е тся  х о т я  б ы  од но зн а ч е н и е  г =  к, п р и  к о т о р о м  а *  ф Рк- В  э то м  
с л у ч а е  р а з н о с т ь  п р е д ст а в л е н и й  (1 .4 ) т а к о в а

О =  Х ^ ( а г  -  Pi)d =  7г =  ОД -  /? ;, (1 .5 )

и  х о т я  б ы  д л я  о д н о го  з н а ч е н и я  и н д е к с а  % = к к о э ф ф и ц и е н т  7 fc =/= 0 . Т о 

гд а  з н а ч е н и е  к-го  э т а л о н а  м о ж е т  б ы т ь  в ы р а ж е н о  ч е р е з з н а ч е н и я  о ст а л ь 
н ы х  э та л о н о в

ек =  - У ' — е*, (1.6)

и  э то  го в о р и т  о т о м , ч т о  э т а л о н ы  я в л я ю т с я  з а в и с и м ы м и  д р у г  о т  д р у га , 
т о ч н е е  —  л и н е й р о  з а в и с и м ы м и , т а к  к а к  с в я з ь  (1 .6 ) я в л я е т с я  л и н е й н о й .

О ч е в и д н о , д л я  о б е сп е ч е н и я  у к а з а н н о й  о д н о зн а ч н о ст и  о п и с а н и я  со 
в о к у п н о с т ь  э та л о н о в , т.е . б а з и с н ы х  в е к т о р о в , д о л ж н а  б ы т ь  линейно 
независимой. Э т о  з н а ч и т , ч т о  р а в е н с т в о  (1 .5 ) д о л ж н о  в ы п о л н я т ь с я  

л и ш ь  в  т о м  с л у ч а е , к о г д а  в се  к о э ф ф и ц и е н т ы  7 i  =  а,; — pi =  0 , т.е. 

аг =  Рг д л я  в с е х  я. О тсю д а  ж е  сл е д ует, ч т о  е сл и  б а зи сн ы е  в е к т о р ы  
л и н е й н о  н е за в и си м ы , н у л е в о м у  в е к т о р у  в се гд а  с т а в и т с я  в со о тв е т ств и е  
с о в о к у п н о с т ь  ч и с е л , с о с то я щ а я  и з  о д н и х  н у л е й .

Е с л и  п р и  о п и с а н и и  с о в о к у п н о с т и  гг н е з а в и с и м ы х  св о й с т в  и сп о л ь зо 

в а т ь  то <п  б а з и с н ы х  в е к т о р о в , т о  о п и с а т ь  в се  в е к т о р ы  и з  V л и н е й н ы м и  
к о м б и н а ц и я м и  (1 .3 )  н е у д а с т с я . Е с л и  д л я  о п и с а н и я  э л е м е н то в  V с у м 

м а м и  (1 .3 )  в о с п о л ь зо в а т ь с я  р > п б а з и с н ы м и  в е к т о р а м и , м ы  у т р а т и м

6В физической интерпретации это обеспечивает нам однозначные числовые ха- 
рактеристики изучаемых свойств объекта или явления относительно выбранной си
стемы единиц.
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е д и н ст в е н н о с ть  о п и с а н и я . Т а к и м  о б р а зо м , с у щ е с т в у е т  н е ко то р о е  м и н и 
м а л ь н о  нео б хо д и м о е ч и с л о  б а з и с н ы х  в е к т о р о в  п , ко то р о е  н а з ы в а е т с я  

разм ерност ью  в е к т о р н о го  п р о с т р а н с т в а .
М а к с и м а л ь н а я  с о в о к у п н о с т ь  л и н е й н о  н е з а в и с и м ы х  б а з и с н ы х  эл е 

м е н то в  {е г} " =1 н а з ы в а е т с я  базисом. Б а з и с н ы е  в е к т о р ы  т о л ь к о  в  то м  
с л у ч а е  с о с т а в л я ю т  б а з и с, е сл и  и х  ч и с л о  р а в н о  р а з м е р н о с ти  п р о с т р а н 

с т в а .
В ы б р а в  б а з и с, к а ж д ы й  э л е м е н т /  п р о с т р а н с т в а  V  м о ж н о  о д н о зн а ч 

н о  о х а р а к т е р и з о в а т ь  у п о р я д о ч е н н о й  с о в о к у п н о с т ь ю  ч и с е л  ( J 1 , . . . ,  / ” ). 

В п р е д ь  м ы  б уд ем  о б о зн а ч а т ь  э т и  ч и с л а  т о й  ж е  б у к в о й , ч т о  и  в е к т о р , 
н у м е р у я  и х  в е р х н и м и  и н д е к с а м и . К а ж д ы й  б а з и с н ы й  в е к т о р  ег т а к ж е  

х а р а к т е р и з у е т с я  с о в о к у п н о с т ь ю  ч и с е л . Д л я  то го  ч т о б ы  р а в е н с тв о

в ы п о л н я л о с ь , т о л ь к о  од но г-ое ч и с л о  с о в о к у п н о с т и  (а, . . . ,  ш ) д о л ж н о  

б ы т ь  о т л и ч н о  о т н у л я  и  р а в н о  е д и н и ц е 7 , т.е.

Т е п е р ь  в се  э л е м е н ты  /  п р о с т р а н с т в а  V  х а р а к т е р и з у ю т с я  у п о р я д о 
ч е н н ы м и  с о в о к у п н о с т я м и  ч и с е л  и  м о г у т  б ы т ь  з а п и с а н ы  в  ви д е л и н е й 

н о й  к о м б и н а ц и и  б а з и с н ы х  в е к т о р о в

Ч и с л а  и з с о в о к у п н о с т и  { / г} " = 1, х а р а к т е р и зу ю щ и е  в е к т о р  / ,  н а з ы 
в а ю т с я  ком понент ами вектора от носит ельно выбранного базиса.

е1 = ( 1 , 0 , . . .  , 0 ) ,  е 2 =  ( 0 , 1 , . . .  , 0 ) , . . .  , е п =  ( 0 , 0 , . . . ,  1) .

П

i=1

7Отсюда, кстати, следует, что базисный вектор не может быть нулевым вектором.
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2 . 1 .  Л и н е й н ы е  о п е р а т о р ы

Р а с с м о т р и м  у р а в н е н и е

A f  =  g, (2 .1 )

гд е /  и  д —  э л е м е н т ы  м н о ж е с т в а  У ,  а  А  —  о то б р а ж е н и е  м н о ж е с т в а  V 
в  се б я . В  т е х  с л у ч а я х , к о гд а  м н о ж е с т в о  V н ад е л е н о  с т р у к т у р о й  в е к 

т о р н о го  п р о с т р а н с т в а , о т о б р а ж е н и е  А о б ы ч н о  н а з ы в а ю т  оператором. 
Н а ш а  з а д а ч а , з н а я  д и  о п е р а то р  А, о п р е д е л и ть  / ,  е сл и  э т о  в о зм о ж н о .

Р а с с м о т р и м  н е к о то р ы е  п р о с ты е  п р и м е р ы  о п е р ат о р о в  А: R 1 —*■ R1.

1) Т о ж д е с тв е н н ы й  о п е р ат о р  у  =  А х  =  х .  О б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  о п е р а т о р а  
и  о б л а с т ь  его  зн а ч е н и й  е сть , о ч ев и д н о , все  К 1, и  о п е р ат о р  А  в за и м н о 
одн о зн ач ен .

2) О п е р а т о р  в о зв е д е н и я  в  к в а д р а т  у  =  А х  =  х 2 . О б л а с т ь  о п р е д е л ен и я  
D ( A )  =  R 1, а  о б л а ст ь  зн ач ен и й  R ( А )  =  {у : у  >  0}. Т а к  к а к  А  о т о б р а 
ж а е т  т о ч к и  ± .т  в  т о ч к у  х 2, т о  о п е р а т о р  н е  в за и м н о о д н о зн а ч е н .

3 ) у  =  А х  =  х ( х 2 — 1). З д е с ь  и  D ( A )  и  R { A )  с у т ь  R 1. П о с к о л ь к у  т о ч к и  
0, ± 1  о т о б р а ж а ю т с я  в  т о ч к у  0, о п е р а т о р  не  в за и м н о о д н о зн а ч е н .

4 )  у  =  А х  =  ехр(ж ). И  зд ес ь  D ( A )  =  К 1, a  R ( A )  =  {у : у  >  0}; о п е р ат о р  
в за и м н о о д н о зн а ч е н .

В  п р и в е д е н н ы х  п р и м е р а х  т е  о п е р а т о р ы , к о то р ы е  н е  я в л я ю т с я  в за и м н о о д 
н о зн а ч н ы м и  м о ж н о  т а к о в ы м и  с д е л а т ь , о г р а н и ч и в  т а к  и л и  и н ач е  и х  о б л а ст ь  
о п р е д е л е н и я  (с д ел а й т е  это ).

П р о с т е й ш и м  о п е р а то р о м  я в л я е т с я  линейный оператор (б у д е м  обо

з н а ч а т ь  е го  б у к в о й  L). П о  о п р е д е л е н и ю  о н  о т о б р а ж а е т  л и н е й н у ю  к о м 
б и н а ц и ю  эл е м е н то в

h = a f  + /3g, а,/3 G R 1, f , g , h e D { L )

в  л и н е й н у ю  ж е  к о м б и н а ц и ю

Lh =  L[af  +  Рд) =  otLf +  j3Lg, Lf, Lg, Lh E  R(L).



2 8 2 Л инейны е операторы

Л е г к о  в и д е ть , ч т о  э то  о п р ед е л е н и е  и м е е т с м ы с л , л и ш ь  е сл и  и  R{L) 
и  D(L) я в л я ю т с я  в е к т о р н ы м и  п р о с т р а н с т в а м и .

Р а с с м о т р и м  н еск о л ь к о  п р и м е р о в  л и н е й н ы х  о п ер ато р о в .

1) Ч а с т о  в с т р е ч а ю щ а я с я  з а д а ч а  — р еш ен и е  си стем ы  л и н е й н ы х  а л г е б р а и 
ч е с к и х  у р а в н е н и й П

&i j  X j  —  f o j .

3 = 1
О н а  с в о д и т ся  к  в и д у  L f  =  д, е сл и  в  к ач ес т в е  о п е р а т о р а  L  р а с с м а т 
р и в а т ь  м атр и ц у , эл е м ен та м и  к о то р о й  я в л я ю т с я  к о э ф ф и ц и е н т ы  а^-, a  
в  к ач ес т в е  /  и  д  в з я т ь  эл е м ен ты  ( x i , x 2, ■, ■ , х „ ) и  (£>i, £>2, • • • ,bn ) со о т
в етств ен н о . В это м  с л у ч а е  L  е сть  о п е р ат о р , о т о б р а ж а ю щ и й  R "  в  R n . 
Л и н е й н о с т ь  его  л е г к о  п р о в е р я ет ся .

2) О п ер а то р  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я

L f  =  f .

Я сн о , ч т о  э т о т  о п е р ат о р  о п р е д е л ен  л и ш ь  н а  м н о ж ес тв е  ф у н к ц и й , и м е
ю щ и х  п р о и зв о д н у ю . О н  л и н еен , ч т о  т а к ж е  л е г к о  п р о в е р и т ь .

3 ) Р а с с м о т р и м , н ак о н ец , д в а  с п е ц и а л ь н ы х  о п е р ат о р а .

— П у с ть  /  — эл е м ен т  в ек т о р н о го  п р о с т р а н с т в а  V .  О п ер а то р  I ,  так о й , 
ч т о  I f  =  / ,  н а зы в а е т с я  е д и н и ч н ы м  (т о ж д е с т в е н н ы м )  о п е р ат о 
р о м  (Г . f  / ) .

— О п ер а то р  О ,  о т о б р аж а ю щ и й  п р о и зв о л ь н ы й  эл е м ен т  /  £  V  в  н у л е 
в о й  эл е м ен т  O f  =  0, н а зы в а е т с я  н у л е в ы м  о п е р а то р о м  ( О : /  н->
0).

П у с т ь  за д а н о  у р а в н е н и е

L f  =  g, f € D( L ) c V ,  g  е  R{L) с  V.

Ф о р м а л ь н о  п р о б л е м а  его  р е ш е н и я , к а к  у к а з а н о  н а  с т р .1 7 , св о д и тся  к  
о т ы с к а н и ю  о п е р а то р а  L ~ \  та к о го , ч т о

L _ 1 ( I / J )  =  I f  = f  и л и  L~l о L = I.
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Е с л и  т а к о й  о п е р а то р  с у щ е с т в у е т , т о  о н  н а з ы в а е т с я  обратным  (к  и схо д 
н о м у  о п е р а т о р у  L).

В  то м  с л у ч а е , к о г д а  о п е р а то р  L н е  в за и м н о о д н о зн а ч е н , п о с т р о и т ь  
о б р а т н ы й  о п е р а то р  L~l н е л ь з я . М о ж н о , о д н а ко , п о п р о б о в а ть  о гр а н и 

ч и т ь  о б л а сть  о п р е д е л е н и я  о п е р а то р а  т а к и м  о б р а зо м , ч т о б ы  о н  ст а л  в за 

и м н о о д н о зн а ч н ы м . Э т о  п о з в о л и т  с ф о р м у л и р о в а т ь  и , в о з м о ж н о , р е ш и т ь  
б л и з к у ю  за д а ч у .

2 . 2 .  М а т р и ц а  л и н е й н о г о  о п е р а т о р а

Е с л и  л и н е й н ы й  о п е р а то р  о п р ед е л е н  н а  п р о с т р а н с т в е  с б а зи со м , то  
о н  м о ж е т  б ы т ь  з а п и с а н  в  ви д е  к в а д р а т н о й  м а т р и ц ы  п х  п , гд е п  —  р а з 

м е р н о с ть  п р о с т р а н с т в а , н а  к о т о р о м  о н  д е й ст в у е т. Д е й с т в и т е л ь н о , п у с т ь

V —  в е к т о р н о е  п р о с т р а н с т в о , { е * }  —  б а зи с в  н е м , a  L —  л и н е й н ы й  опе

р а т о р , L : V —> V. В е к т о р  /  £ V о т о б р а ж а е т с я  о п е р а то р о м  L в  н е к и й  

в е к т о р  д £  V . А н а л о г и ч н о  и  б а з и сн ы е  в е к т о р ы  е* £  V  б у д у т  о то б р а 
ж а т ь с я  в  н е к о т о р ы е  в е к т о р ы  1г £ V. П о с к о л ь к у  { e .J  е с т ь  б а з и с , о б р а зы  

£i б а з и с н ы х  в е к т о р о в  еi м о г у т  б ы т ь  з а п и с а н ы  ч е р е з св о и  к о м п о н е н т ы  
в  э т о м  б а зи се :

Lei  = i i  =  e  R l - (2 -2)
j

У  к а ж д о го  о б р а за  б а зи сн о го  в е к т о р а  п  ш т у к  к о м п о н е н т  1\., ст о л ь к о  

ж е , ск о л ь к о  и  с а м и х  б а з и с н ы х  в е к т о р о в . Р а с п о л а га я  ч и с л а  1\ в  ви д е
та б л и ц ы , с в я з ы в а я  с и н д е к со м  i —  н о м е р  ст о л б ц а , а  с  и н д е к со м  j  —
н о м е р  с т р о к и , п о л у ч и м  к в а д р а т н у ю  м а т р и ц у  Л , к о т о р а я  н а з ы в а е т с я  
м ат рицей оператора L  в б а зи се  {е .;}.

П у с т ь  в е к т о р ы  /  и  д в  э то м  ж е  б а зи се  и м е ю т в и д

/  =  J 2 ^ e i’ 9 = Y l 9kek' (2 .3 )

гд е / \  д к — к о м п о н е н т ы  в е к т о р о в  /  и  д в  б а зи се  {е .( } .  Т о гд а , п о л ь зу я с ь  
л и н е й н о ст ь ю  о п е р а то р а , у р а в н е н и е

L f  =  g

м о ж н о  з а п и с а т ь  в  т а к  н а з ы в а е м о й  ком понент ной форме, св я зы в а ю щ е й  
к о м п о н е н т у  в е к т о р а  д с к о м п о н е н та м и  в е к т о р а  / .  В н а ч а л е , п о д ста в л я я
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в уравнение выражения (2.2), (2.3), получим

ь /  = ь Е  = Е  / iLe< = Е  ( Е  е*
i  г i  \  к

= Е ( Е гЙ ^  = Е ^ * -
к  \  г /  /с

Для того чтобы найти выражение fc-й компоненты вектора д через ком
поненты вектора /  и матрицу Л оператора L, достаточно вычесть друг 
из друга обе части последнего равенства

е ( е ^ - ^ )  е* = °-

Поскольку в любом базисе нулевой вектор имеет нулевые компоненты, 
находим

Е ^ Г  =  <Л Vfc.
г

В итоге имеем систему линейных алгебраических уравнений:

t l f 1 + el f2 + + ■ ■ ■ = 9l
e l f 1 +  e i f 2 +  £ i f  +  - - -  =  92

Вводя полужирные обозначения для векторов (в смысле линейной ал
гебры)

f  =  ( / \ / 2, . . . ) т , g  =  ( д \ д \ . . . ) т,

где верхний индекс Т  означает транспонирование, окончательно в ком
понентной форме имеем

A f =  g.

Таким образом, исходная задача свелась к задаче линейной алгебры.

В качестве примера нахождения матрицы оператора рассмотрим опера
тор вычисления второй производной, определенный на векторном простран
стве дважды дифференцируемых функций с базисом {егпх} ^ =1 , где i  =  \ / —Т.
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П у с ть  L f  =  f " { x ) ,  а  /  — д в а ж д ы  д и ф ф е р е н ц и р у е м а я  ф у н к ц и я . Д л я  то го  
ч т о б ы  н а й т и  м а т р и ц у  о п е р а т о р а  L ,  в ы ч и с л и м  эл е м ен т  £n =  L e n :

t n =  L e „  =  (ein x ) "  =  - n 2einx .

П о с к о л ь к у  i n  =  i h & j ,  о ч ев и д н о , ч т о  
j

n 2 , n  =  j  ,
0 , п ф  j  .

Т а к и м  о б р а зо м , м а т р и ц е й  о п е р а т о р а  я в л я е т с я  б е ск о н еч н ая  д и а г о н а л ь н а я  
м а т р и ц а .

2.3. Векторное пространство линейных 
операторов

Часто удобно бывает рассматривать сложные операторы как сумму 
более простых. Д ля того чтобы это можно было делать, нужно на мно
жестве линейных операторов ввести структуру векторного простран
ства. Требуется дать определение сумме двух операторов и произведе
нию оператора на число.

Пусть V  — векторное пространство, a L, L i  и L 2  — линейные опе
раторы, действующие на нем L, L \ ,  L 2 : V  —> V . Определим оператор 
(L \ +  L2), называемый сум м ой  операторов L \  и L^, как

(L i +  L a J / ^ L i Z  +  L a/, V / е  V,

и оператор (a L ) , а  & К 1, называемый произведением  оператора на 
число , как

(■a L ) f  =  a { L f ) ,  V / e V ,  V a  €  Ж 1.

Нулевым элементом будем считать нулевой оператор О . Проверив 
выполнение требуемых аксиом (см. стр. 20), убедимся в том, что мы 
получили векторное пространство линейных операторов8. Обозначим 
его через £ (У ) .  Теперь линейные операторы, действующие на вектор
ном пространстве V , сами могут рассматриваться как векторы, но уже  
другого векторного пространства C.(V).

8Поясним смысл введенных определений на примере оператора (L i +  L2). Счи
тается, что определение оператору уже дано и что такое операторы Ь \  и L 2 — 
известно. Требуется решить, какой оператор следует поставить в соответствие их 
сумме (L \ +  L 2). Делается это так.

Поскольку вектор /  считается определенным, определенными являются и век
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торы L i f  и £ г /-  Суммирование векторов нами уже было определено и, значит 
известно, какой вектор ставится в соответствие сумме векторов L \ f  +  Ь г /. Будем, 
поэтому, считать оператор (Li +  L2) таким, что вектор (L \  +  L2) /  равен сумме 
Lif + L2f.



3 .  М е т о д  п о с л е д о в а т е л ь н ы х  п р и б л и ж е н и й

Мощным средством решения уравнения L f  — д является метод, 
основанный на построении последовательности операторов L ~ x, кото
рые в некотором смысле все лучше и лучше приближают оператор L ~ l . 
Этот метод носит название м ет ода последоват ельны х приближ ений. 
Обратный оператор L -1  интерпретируется как предел последователь
ности операторов, а сама последовательность строится в ходе решения 
задачи.

Д ля нахождения решения /  организуется так называемая ит ера
ционная9 процедура, позволяющая по ранее вычисленным приближен
ным; значениям решения /„ _  i (часто называемым просто приближ е
ниям и  или ит ерациям и) находить следующее приближение /„ . Все 
вычисления проводятся по так называемой рекуррент н ой10 формуле, 
связывающей новое приближение / п с прежними. Чаще других при
меняются простейшие формулы, позволяющие вычислить f n по f n- i -  
Д ля запуска всего итерационного процесса требуется выбрать началь
ное приближение /о  (или несколько первых приближений, если исполь
зуется более сложный вариант рекуррентной формулы). Решение зада
чи /  понимается как предел последовательности итераций { f n }%Lo-

3.1. И дея метода
Идея метода очень проста. Представим оператор L  в виде разно

сти11
L  =  I - М .

Здесь I  — тождественный оператор, а М  — некий другой линейный 
оператор (п очем у он линейны й?). Теперь исходное уравнение выглядит 
так

L f  =  ( I  — M ) f  =  g  

или если раскрыть скобки, так

f  =  g  +  M f .  (3.1)

9О т лат. ite ra tio  — повторение.
10О т лат. recurrens (recurren tis) — возвращ аю щ ийся.
11 Д л я  того чтобы  это стало возм ож ны м , нам  требуется векторное пространство 

линейных операторов.
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Уравнение в форме (3.1) можно записать как рекуррентную фор
мулу

fn  =  g +  M f n- 1. (3.2)

В качестве нулевого приближения /  возьмем некоторую точку /о- 
Далее, подставляя нулевое приближение в правую часть уравнения
(3 .1 )  вместо / п - i ,  получим новую точку

f i = g  +  M f 0,

которую интерпретируем как первое приближение. Продолжая процесс 
далее, можно получить любое n-е приближение.

Мы ожидаем, что последовательность { /„ }  имеет предел lim f n =тг—* со
/ .  В этом случае говорят, что итерации сходятся, метод последователь
ных приближений работает и позволяет получить решение задачи (3.1), 
т.е. фактически построить обратный оператор L- 1 . Для того чтобы 
убедиться в сходимости метода или ее отсутствии, мы сначала найдем 
связь n-го приближения с начальным, а затем рассмотрим возможные 
способы оценки близости итераций к точному решению.

Выразим (п — 1)-е приближение по формуле (3.2) через (тг — 2)-е 
приближение и подставим в ту ж е формулу:

fn = g  +  M ( g  +  М / П_ г )  =

=  (I  +  M ) g  +  M ( M f n- 2). (3.3)

В последнем выражении у нас получилась композиция двух опера
торов М ,  которую принято называть степенью оператора. Это частный 
случай произведения операторов, т.е. композиции двух разных опера
торов.

Если L , N  : V  —> V  — линейные операторы и V  — вектор
ное пространство, то произведением  операторов N L  называется опе
ратор Р : V  —> V ,  ставящий в соответствие элементу v  e  V  элемент 
w  =  N ( L v )  е  V.  Произведение N N  будем называть ст епенью  опера
тора и обозначать N 2. Точно также можно определить любую целую 
степень оператора. Кроме того, удобно считать нулевую степень любо
го оператора равной единичному оператору: №  =  I .
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Запишем выражение (3.3) для / п через степень оператора М  и про
должим подстановку приближений вплоть до  /о:

/ п =  ( I  +  М )д  +  М 2/ п_2 =
=  (I  +  М )д  +  М \ д  +  М /п_ 3) =  (7 +  М  +  М 2)д +  М 3/п -з

Выбирая в качестве начального приближения /о  =  5 и учитывая, что 
М °  =  I , окончательно получим

Если последовательность { /„ }  имеет предел, то он дает решение задачи

Чтобы иметь возможность использовать описанный метод, после
довательность итераций должна сходиться, расстояния между ними 
должны сокращаться и в пределе давать решение задачи. Теперь, та
ким образом, надо заняться способами оценки близости элементов мно
жеств (итераций и точного решения — в нашем случае).

3.2. М етрика
Выше мы уж е раз использовали понятие расстояния, не оговаривая, 

как его измерить. Рассмотрим этот вопрос подробнее. В случае с точка
ми на прямой, плоскости или в трехмерном пространстве все интуитив
но понятно. Однако если под точками понимать элементы векторных

(3.4)

Тем самым мы строим обратный оператор

ОО

м \
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пространств, то что называть расстоянием между ними? Воспользу
емся имеющимся интуитивным представлением расстояния d  между 
двумя точками /  и д ,  скажем на плоскости, проанализируем его и в 
общем случае придумаем нечто аналогичное.

Во-первых, расстояние зависит лишь от взаимного расположения 
точек и не зависит от их положения относительно любой другой точ
ки. Таким образом, аргументов у функции d  всего два d =  d ( f , g ) .  
Во-вторых, неважно, как мы измеряем расстояние: от первой точки ко 
второй или наоборот, т.е. функция d  симметрична d ( f , g )  =  d ( g , f ) .  В- 
третьих, расстояние между двумя разными точками есть положитель
ное число, значит, и функция d  положительна d( f ,  g)  >  0. В-четвертых, 
если точки совпадают, то расстояние между ними равно нулю, откуда 
d ( f , f )  =  d( g, g)  =  0. И, наконец, если мы рассматриваем расстояния 
между тремя точками, то любое из них не превышает суммы двух дру
гих (длина стороны треугольника не превышает суммы длин двух дру
гих сторон).

Вот такими ж е свойствами мы наделим и расстояние между точ
ками любого векторного пространства или даж е просто произвольного 
множества. Формально все, что было сказано, запишется так.

Пусть X  — произвольное множество и f , g , h  G X .  Поставим каждой 
паре /  и g в соответствие неотрицательное число d( f , g ) ,  такое, что для 
любых / ,  g и h из X  справедливо:

1) d ( f , g )  =  d ( g , f ) ,

2) d( f ,  g)  >  0, если f  ф д ,

3) d ( f j )  -0 ,

4) d( f ,  д) <  d( f ,  h) +  d(h, g).

Очевидно, что d( f ,  g)  есть функция (отображение), определенная на 
любой паре векторов из X  со значениями в числах ( в ! 1). Такая функ
ция называется м ет рикой  на множестве X ,  а само X ,  снабженное мет
рикой (или, как говорят, пара (X , d) ) ,  — м ет рическим  прост ранст вом.

Обратите внимание, что для того чтобы некоторое множество ста
ло метрическим пространством, на нем необходимо ввести метрику и
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только. При этом оно, естественно, не становится векторным простран
ством, ибо на нем еще не определены сложение элементов и умножение 
их на число.

3.3. Норма вектора

В том случае, когда мы работаем с векторным пространством V , 
можно воспользоваться уж е имеющейся выделенной точкой 0 и ввести 
более удобное понятие нормы вектора. По сути, это расстояние между 
рассматриваемым вектором и нулевым, или, другими словами, длина 
вектора. Для обозначения нормы используется специальный значок || • ||, 
т.е. норма вектора /  обозначается | |/ | | .  Формальное определение нормы 
таково.

Пусть V  — векторное пространство и /  € V. Нормой вектора /  
называется неотрицательная числовая функция | |/ | | ,  определенная на 
V , такая, что для любых / ,  д  G V  и a  £ С выполняются условия:

1 ) II/H  >  0, /  ф О,

2 ) ||0 || =  О,

3) ||а/|| = |а| • II/H,

4 ) l l /  +  f f l l < l | / l l  +  IM |. (н е р а в е н с т в о  т р е у г о л ь н и к а ).

Заменой элемента д  на (h  — / )  и последующим переобозначением 
легко получить и другие варианты неравенства треугольника:

111/11 - 1 Ы Ц  <  I I /  +  f f | |<  l l / l l  + \\9l
I l l / l l  - N i l  <  | | / - 0 | | <  l l / l l  +  Н е 

линейное пространство, снабженное нормой (или пара (V ., || • ||)), на
зывается нормированным векторным пространством. Если для каж
дой точки V  известна ее норма, то легко условиться и о том, как из
мерять расстояния между точками из V , т.е. получить метрику. Для  
этого расстоянием между двумя точками /  и д  можно считать норму 
их разности

d ( f , g )  =  \ \ f - g \ \ .  (3.5)
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Д а н н о е  в ы ш е  о п р ед е л е н и е  н о р м ы  н е  з а д а е т  н а м  её е д и н ст в е н н ы м  

о б р а зо м . Ч а с т о  д л я  о д н о го  и  т о го  ж е  в е к т о р н о го  п р о с т р а н с т в а  м о ж н о  

в в е сти  н е с к о л ь к о  н о р м . П о л у ч а ю щ и е с я  п р и  э то м  н о р м и р о в а н н ы е  

п р о с т р а н с т в а  с ч и т а ю т с я  р а з н ы м и .

П р и м ер ы .

1) Л и н е й н о е  п р о с т р а н с т в о  R 1 с та н о в и т ся  н о р м и р о в а н н ы м , есл и  н о р м о й  
||ж || эл е м ен та  х  е  R 1 с ч и т а т ь  его  м о д у л ь  |* |.  Л егк о  п р о в е р и т ь , ч т о  |ж| 
д е й с т в и т е л ь н о  н о р м а .

2 ) В  п р о с т р а н с т в е  R n н о р м у  в е к т о р а  х  =  ( х 1 , х 2, . . .  , х п ) м о ж н о  в в ес ти  
м н о ги м и  сп о со б ам и . Н аи б о л ее  ч а с т о  и с п о л ь зу ю тс я  след у ю щ и е  н о р м ы :

о к т а э д р и ч е с к а я  н о р м а , и л и  н о р м а  || • | |i :

N i i  =  Е  И ;  (3 -6)г—1
с ф е р и ч е с к а я  (е в к л и д о в а )  н о р м а , и л и  н о р м а  || • Ц2:

н о р м ы  || ■ Нр, гд е  р  —  н а т у р а л ь н о е  ч и сл о  (н о р м ы  || ■ | | i ,  || • ||г  — ч а с тн ы е  
с л у ч а и  н о р м  || • ||р ):

IW Ip = ^

к у б и ч е с к а я  н о р м а , и л и  н о р м а  || • Ц,»:

||ж||оо =  т а х |ж г| . (3 .9 )
г

3 )  П у с т ь  F  ([а , Ь]) —  м н о ж ес т в о  в ещ ес т в е н н ы х  ф у н к ц и й , о п р е д е л ен н ы х  н а  
о т р е зк е  [а, 6]. В в ед ем  н а  эт о м  м н о ж ес т в е  с т р у к т у р у  в е к т о р н о го  п р о 
с т р а н с т в а . П у с т ь  / ,  g  G F  и  a  6  К.1. О п р ед е л и м  н о в ы е  ф у н к ц и и  /  +  g 
и  а / ,  с ч и т а я , ч т о  д л я  в сех  х  е  [а, Ц

( f  +  9 ) ( x )  =  f ( x ) + g ( x )  ,

E i (3 .8 )

E i (3 .7 )

(af)(x) = af(x)
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И н а ч е  го в о р я , зн ач ен и е  с у м м ы  ф у н к ц и й  в  т о ч к е  х  р а в н о  су м м е  зн а 
ч е н и й  ф у н к ц и й -с л а г а е м ы х  в  т о й  ж е  т о ч к е . А н а л о ги ч н о  д л я  a f .  А кси о 
м ы  в е к т о р н о г о  п р о с т р а н с т в а , о ч е в и д н о , в ы п о л н я ю т с я  (п р о в е р ь т е  э т о ) .

К а к  п р а в и л о , с т о л ь  о б щ и е  л и н е й н ы е  п р о с т р а н с т в а  ф у н к ц и й  н е  р а с 
с м а т р и в аю т , а  и з у ч а ю т  п о д м н о ж е с т в а  F ,  к о т о р ы е  в  свою  о ч е р е д ь  т а к ж е  
о б р а зу ю т  л и н е й н ы е  п р о с т р а н с т в а , т .е . я в л я ю т с я  п о д п р о с т р а н с т в а м и  F .  
Н а п р и м е р , п р о с т р а н с т в о  С 0 ([а, 6]) н е п р е р ы в н ы х  ф у н к ц и й , о п р ед ел ен 
н ы х  н а  [а, Ь], и л и  п р о с т р а н с т в о  С к ([о, Ь]) ф у н к ц и й , о б л а д а ю щ и х  к  о гр а 
н и ч е н н ы м и  н е п р е р ы в н ы м и  п р о и зв о д н ы м и . Ф у н к ц и о н а л ь н ы е  л и н ей н ы е  
п р о с т р а н с т в а , кале п р а в и л о , б еск о н еч н о м ер н ы . Э т и  п р о с т р а н с т в а  т а к ж е  
м о ж н о  с д е л а т ь  н о р м и р о в а н н ы м и , есл и  п о с т р о и т ь  д л я  н и х  норм у . Т а к , 
С 0 ([а , 6]) ч а с т о  с н а б ж а е т с я  т а к  н а зы в а е м о й  ра вн ом ерн ой  норм ой:

I I / H  =  m a x  | / ( а з ) | .  ( 3 . 1 0 )
xG(a,oJ

О ч ев и д н о , ч т о  это  б е ск о н еч н о м ер н ы й  а н а л о г  н о р м ы  || • Цоо- Д р у г а я  в о з
м о ж н а я  н о р м а  — н о р м а  || • | | i :

ь
\\f\\i =  J \ f ( x ) \ d x .  ( 3 . 1 1 )

а

С у щ ес тв у ю т  и  и н ы е  в а р и а н т ы  н о р м .
Р а в н о м е р н о й  н о р м е  м о ж н о  д а т ь  н а гл я д н у ю  и н те р п р е та ц и ю . П у с т ь  

М  — м н о ж ес т в о  ф у н к ц и й , т а к и х , ч т о  | |/ ( а : ) | |  <  а ,  д л я  в се х  f ( x )  €  М  и  
а  >  0, а  6  R 1. Т о гд а  в се  /  и з  М  д о л ж н ы  « у к л а д ы в а т ь с я »  в  п о лосу  
± а  о тн о си те л ь н о  о си  аб сц и сс  (р и с .5 ).

Е с л и  Р  — м н о ж ес т в о  ф у н к ц и й  / ,  д л я  к о т о р ы х  р а с с т о я н и е  о т  з а д а н 
н о й  ф у н к ц и и  g  н е  п р е в ы ш а е т  /3, т .е . | | /  — gj| <  /3, т о  в се  и з м е н е н и я  /  
д о л ж н ы  б ы т ь  за к л ю ч е н ы  в  п о л о се  ш и р и н о й  2/3, о х в ат ы в аю щ ей  ф у н к 
ци ю  д. Д л я  н о р м ы  || • | |i  э т о  н е  т а к , п о с к о л ь к у  о г р а н и ч и в а т ь с я  бу д ет  
л и ш ь  и н т е гр а л , а  зн а ч е н и я  ф у н к ц и и  в  о т д е л ь н ы х  т о ч к а х  м о гу т  это м у  
о гр ан и ч е н и ю  н е  у д о в л е т в о р я т ь . О гр ан и ч е н и е  | | / | |  <  а ,  т а к и м  о б р азо м , 
более С и л ь н о е ,  н е ж е л и  | | / | | i  <  а ,  и  и з  п е р в о го  с л е д у е т  в то р о е , н о  н е  
н ао бо р о т .

3.4. Сходимость и банаховы пространства
М е то д  п о сл е д о в а те л ь н ы х  п р и б л и ж е н и й  —  и те р а ц и о н н ы й  м е то д , к о 

т о р ы й  з а к л ю ч а е т с я  в  п о стр о е н и и  п о сл е д о в а те л ь н о ст и  п р и б л и ж е н и й



40 3 Метод последовательных приближений

Р и с .  5 . З н а ч е н и я  ф у н к ц и й ,  н о р м а  к о т о р ы х  н е  п р е в о с х о д и т  а,  д о л ж н ы  л е ж а т ь  

в  п о л о с е  А,  а  з н а ч е н и я  ф у н к ц и й  / ,  р а с с т о я н и е  к о т о р ы х  д о  ф у н к ц и и  g н е  

п р е в ы ш а е т  /3 >  0  (т .е . | | /  — д\\ < /?), р а с п о л а г а ю т с я  т о л ь к о  в  п о л о с е  В.

{fn},  я в л я ю щ и х с я  (п о  з а м ы с л у ) с р о ст о м  н о м е р а  п в се  более и  более 
т о ч н ы м и  а п п р о к с и м а ц и я м и  р е ш е н и я  / .  П о сл е д о в а т е л ь н о сть  { / п } ,  к а к  

го в о р я т, д о л ж н а  сходиться к  т о ч н о м у  р е ш е н и ю  / .

Ч т о  п о н и м а т ь  п о д  э то й  сх о д и м о с ть ю ? Е с л и  ф у н к ц и и  / п и н те р п р е 
т и р о в а т ь  к а к  в е к т о р ы  (т о ч к и ) в е к т о р н о го  п р о с т р а н с т в а , т о  н а м  н ад о  

о п р е д е л и ть  сх о д и м о сть  п о сл е д о в а те л ь н о ст и  в е к т о р о в . Е с т е с т в е н н о  в о с
п о л ь зо в а т ь с я  зд е сь  о п ы т о м  и ссл е д о в а н и я  сх о д и м о сти  ч и с л о в ы х  п о сл е 

д о в а т е л ь н о сте й  и  п р и д у м а т ь  ч т о -н и б у д ь  в  то м  ж е  д у х е .

Г о в о р я т , ч т о  ч и с л о в а я  п о сл е д о в а те л ь н о ст ь  {an}%Li сх о д и т ся  к  н е ко 
т о р о м у  ч и с л у  а , к о гд а  м о д у л ь  р а з н о с т и  |ап — а | с т р е м и т с я  к  н у л ю  п р и  
ст р е м л е н и и  п к  оо. Е с л и  ч л е н ы  п о сл е д о в а те л ь н о ст и  { / „ }  п р и н а д л е ж а т  
п р о и з в о л ь н о м у  м н о ж е с т в у  X, т о  в о сп о л ь зо в а ть ся  сх о д и м о сть ю , оп р ед е
л е н н о й  д л я  ч и с л о в ы х  п о сл е д о в а те л ь н о ст е й , н е п о ср е д ств е н н о  в  те р м и 
н а х  f n н е  у д а е тся . О д н а к о  е сл и  в в е с т и  н а  X  м е т р и к у  и л и  н о р м у , т о  м ы  
см о ж е м  о п р е д е л и ть  сх о д и м о сть  { / „ }  б у к в а л ь н о  т а к  ж е , к а к  э т о  б ы л о  

сд е л ан о  д л я  ч и се л .

Р а с с м о т р и м  н е к о то р о е  л и н е й н о е  п р о с т р а н с т в о  V с  м е т р и к о й  d(f, g), 
/ ,  g € V  (е сл и  V н о р м и р о в а н о , т о  d(f, g) =  | | /  — ^ ||) . П у с т ь  { / n } £ L i есть 
п о сл е д о в а те л ь н о ст ь  т о ч е к  и з  V, т.е. н е к о то р о е  сч е тн о е 12 п о д м н о ж е ств о

12Счетное потому, что элементы пронумерованы целыми числами, т.е. сосчитаны.
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V. Е с л и  с у щ е с т в у е т  т а к а я  т о ч к а  /  £  V, ч т о  с  р о с т о м  п р а сс то я н и е  

м е ж д у  f n и  /  с о к р а щ а е т с я  в  п р е д е л е  д о  н у л я

т о  п о сл е д о в а те л ь н о ст ь  { / п }  н а з ы в а е т с я  сходящейся, а  эл е м е н т /  н а з ы 

в а е т с я  пределом последовательности { / „ } .  Э т о  з а п и с ы в а е т с я  т а к :

Д л я  то го  ч т о б ы  о ц е н и ть , я в л я е т с я  л и  п о сл е д о в а те л ь н о ст ь  схо д я 

щ е й ся , м ы  д о л ж н ы  з н а т ь  п р е д е л  и  у б е д и т ь с я  в  т о м , ч т о  р а сс то я н и е  о т  
т о ч е к  п о сл е д о в а те л ь н о ст и  д о п р е д е л а  с т р е м и т с я  к  н у л ю . Э т о , вооб щ е 
го в о р я , н е уд о б н о , т а к  к а к  п р е д е л , к а к  п р а в и л о , н е и зв е ст е н , а  в  н а ш е м  

р а с п о р я ж е н и и  и м е ю т с я  л и ш ь  ч л е н ы  п о сл е д о в а те л ь н о ст и . В м е с т е  с те м  

к а ж е т с я  о ч е в и д н ы м , ч т о  с р о ст о м  н о м е р о в  т о ч е к  fi  и  fj  сх о д я щ е й ся  п о 

сл е д о в а те л ь н о ст и  р а с с т о я н и е  м е ж д у  н и м и  с т р е м и т с я  к  н у л ю . П р и  э то м  
в о зр а ста ю щ и е  н о м е р а  г я j  в о в се  н е д о л ж н ы  б ы т ь  м е ж д у  соб о й  к а к - 
л и б о  с в я з а н ы , н у ж н о  т о л ь к о , ч т о б ы  о б а  н о м е р а  у в е л и ч и в а л и с ь . Д е й 

с т в и т е л ь н о , п у с т ь  fi, fj  £  { / „ }  и  f n —> f,  т о г д а  в  с и л у  н е р а в е н с т в а  
тр е у го л ь н и к а

d(fj,  / )  —> 0, о т к у д а  d(fi, fj) —> 0. П о сл е д о в а т е л ь н о сть  { / „ } ,  о б л а д а ю 
щ а я  св о й ств о м  d(fi, fj) —> 0 п р и  г, j  —> оо, н а з ы в а е т с я  фундаменталь
ной, и л и  последовательностью Коши13. И  м ы  т о л ь к о  ч т о  п о к а з а л и , ч т о  

в с я к а я  сх о д я щ а я ся  п о сл е д о в а те л ь н о ст ь  я в л я е т с я  п о сл е д о в а те л ь н о ст ь ю  
К о ш и .

В е р н о  л и  о б р а тн о е ? Т о  е с т ь , в с я к а я  л и  п о сл е д о в а те л ь н о ст ь  К о ш и  

с х о д и т ся ? Д л я  к о н е ч н о м е р н о го  с л у ч а я  о б р а тн о е  у т в е р ж д е н и е  в е р н о . В  
б е ско н е ч н о м е р н о м  с л у ч а е  (а  м н о ж е с т в а  ф у н к ц и й , к а к  п р а в и л о , б е ско 

н е ч н о м е р н ы ) э т о  у ж е  н е  в се гд а  т а к , и  сх о д и м о сть  п о сл е д о в а те л ь н о сте й  
м о ж е т  з а в и с е т ь  о т  в ы б р а н н о й  н о р м ы .

Н о р м и р о в а н н о е  в е к т о р н о е  п р о с т р а н с т в о , в к о т о р о м  в с я к а я  п о сл е д о 
в а т е л ь н о с т ь  К о ш и  сх о д и т ся  п о  н о р м е  (т .е . п р е д е л  я в л я е т с я  э л е м е н то м

13Кошй (Cauchy) Огюстен Луи (1789-1857) — французский математик.

lim  d(fn, f)  =  0 и л и
п —>-оо

lim  | | / „  - / | |  =  0,

H m  f n =  / ,  и л и  f n ->  / .
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т о го  ж е  п р о с т р а н с т в а ), н а з ы в а е т с я  полным норм ированны м вект ор
ны м  прост ранст вом, и л и  банаховы м  прост ранст вом 14. В  б е ск о н е ч н о 

м е р н о м  с л у ч а е  п о л н о т а  п р о с т р а н с т в а  з а в и с и т  о т  в ы б о р а  н о р м ы .

3.5. Эквивалентные нормы
Е с л и  в е к т о р н о е  п р о с т р а н с т в о , н ад е л е н н о е  о д но й  н о р м о й  п о л н о , а  

н ад е л е н н о е  д р у го й  —  н е т, т о  е сте ств е н н о  з а д а т ь с я  в о п р о со м , к а к и е  ж е  

н о р м ы  н е п р и в о д я т к  н а р у ш е н и ю  п о л н о т ы  в е к т о р н о го  п р о с т р а н с т в а ?  

О т в е т  и зв е с те н  —  э т о  т а к  н а з ы в а е м ы е  э к в и в а л е н т н ы е  н о р м ы . Д в е  н о р 

м ы  || • ||0 и  || ■ ||& н а  в е к т о р н о м  п р о с т р а н с т в е  V  н а з ы в а ю т с я  эквивалент 
ными, е сл и  н а й д у т с я  ч и с л а  с \ >  0 и  с% >  0 , т а к и е , ч т о  д л я  л ю б о го  

/ G V

c il l / I U  <  Н/Нь <  с 2 | | / | | в . (3 .1 2 )

К о н е ч н о , с  р а в н ы м  у сп е х о м  м о ж н о  о г р а н и ч и т ь  и  н о р м у  | | / | | а -‘

“”~ ||/1 |ь  — ||Д |а  — “ ||/||ь >
С2 C l

и л и , в  д р у г и х  о б о зн а ч е н и я х :

h\\f\\b < H /IU  ^  М / | | ь ,  k2 =  co n st >  0.

Е с л и  н о р м ы  || ■ ||о и  || • ||г, э к в и в а л е н т н ы , т о  и з сх о д и м о сти  п о  н о р м е  

|| • ||о сл е д у е т сх о д и м о сть  п о  н о р м е  || • ||ь, и  н ао б о р о т. Д е й ств и т е л ь н о , 

п у с т ь  | | / „  — / | | а —> 0 п р и  гг —> оо. Т о гд а  и з  (3 .1 2 ) сл е д ует, ч т о  ч и сл о 

в а я  п о сл е д о в а те л ь н о ст ь  | | / „  — / 11 ь м а ж о р и р у е т с я  п о сл е д о в а те л ь н о ст ь ю , 
ст р е м я щ е й ся  к  н у л ю  и , сл е д о в а те л ь н о , т а к ж е  сх о д и т ся  к  н у л ю .

В  к о н е ч н о м е р н о м  с л у ч а е  в се  н о р м ы  э к в и в а л е н т н ы . В  б е ск о н е ч н о 

м е р н о м  с л у ч а е  э то  н е  т а к .

14П о и м ен и  п ол ьско го  м а т е м а т и к а  С т е ф а н а  Б& наха (B a n a c h )  (1 892-1945).



4 .  С х о д и м о с т ь  м е т о д а  п о с л е д о в а т е л ь н ы х  

п р и б л и ж е н и й

4.1. Норма линейного оператора

П о с к о л ь к у  в  м ето д е п о сл е д о в а те л ь н ы х  п р и б л и ж е н и й  о п е р а то р  L~l 
и н т е р п р е т и р у е т с я  к а к  п р е д е л  н е к о т о р о й  п о сл е д о в а те л ь н о ст и  о п е р а то 

р о в  и  э т а  п о сл е д о в а те л ь н о ст ь  с т р о и т с я  в  хо д е р е ш е н и я  з а д а ч и , нео б 
хо д и м о  о п р е д е л и ть  п о н я т и е  сх о д и м о сти  о п е р а то р о в  и  ст е п е н ь  б л и зо сти  

и х  д р у г  к  д р у гу . Д л я  э то го  введ ем  в  в е к т о р н о м  п р о с т р а н с т в е  л и н е й н ы х  

о п е р а то р о в  н о р м у . О п р е д е л и м  н о р м у  о п е р а то р а , о б о б щ и в у ж е  и з в е с т 

н о е  н а м  п о н я т и е  р а в н о м е р н о й  н о р м ы  (с м . с т р . 3 9 ).

Р а с с м о т р и м  л и н е й н ы й  о п е р а то р  L : D(L) —» R(L), о т о б р а ж а ю щ и й  
D(L) с  В —  п о д м н о ж е ств о  б а н а х о в а  п р о с т р а н с т в а  В в  R{L) С В — 
п о д м н о ж е ств о  т о го  ж е  п р о с т р а н с т в а . М ы  в ы б и р а е м  зд е сь  б а н а х о в о  п р о 
с т р а н с т в о  д л я  т о г о , ч т о б ы  в е к т о р ы  и з  D(L) и  R{L) о б л а д а л и  н о р м о й , 

а  п о сл е д о в а те л ь н о ст и  К о ш и  сх о д и л и сь . О п е р а т о р  L о т о б р а ж а е т  т о ч к у  
/  и з D(L) в  т о ч к у  Lf  и з  R(L).

Н а з о в е м  о п е р а то р  L ограниченным, е сл и  с у щ е с т в у е т  к о н е ч н о е  ч и сл о  

т < оо та к о е , ч т о  к а к и м  б ы  н и  б ы л  в е к т о р  /  и з D(L), н о р м а  в е к т о р а  

Lf  и з  R(L) н и к о гд а  н е п р е в зо й д е т н о р м у  /  более ч е м  в  т р а з :

\ \Lf\\<m\\fl  VfGD(L).  (4 .1 )

Е с л и  та к о го  ч и с л а  н е с у щ е с тв у е т, т.е . о п е р а то р  L н е  о гр а н и ч е н  н а  
D(L) ,  о н  н а з ы в а е т с я  неограниченным.

В  сл у ч а е , к о гд а  L —  о гр а н и ч е н н ы й  о п е р а то р , д л я  к а ж д о го  в е к т о 
р а / е  L>(L) с у щ е с т в у е т  н е ко е  м и н и м а л ь н о е  з н а ч е н и е  m m;n ( / ) ,  п р и  
к о т о р о м  н е р а в е н ст в о  (4 .1 ) о с т а е т с я  сп р а в е д л и в ы м . М а к с и м а л ь н о е  ж е  
з н а ч е н и е  в с е х  т а к и х  m min б уд ем  н а з ы в а т ь  нормой оператора L и  обо
з н а ч а т ь  ||L || =  m a x / ( m m i n ( / ) ) .  Е с л и  т в  (4 .1 ) р а в н о  ||L ||,  н е р а в е н ст в о  
с п р а в е д л и в о  д л я  в с е х  /  е  D(L). Д а л е е  п о д  С(В) м ы  б уд ем  п о н и м а т ь  
в е к т о р н о е  п р о с т р а н с т в о  л и н е й н ы х  о г р а н и ч е н н ы х  о п е р а то р о в .

Р а з б е р е м  п р и м е р .  П у с т ь  L: R n  ^  R 71 —  n - м е р н ы й  л и н е й н ы й  о п е р а т о р ,  

к о т о р ы й ,  к а к  м ы  у ж е  з н а е м ,  о т н о с и т е л ь н о  б а з и с а  { e j } м о ж е т  б ы т ь  з а д а н
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квад р атн о й  м атрицей (£?):

^ /  =  £ £ 4 / 4 -

П ред поло ж им , ч то  В.п наделено норм ой тогд а

||Ь /||о о  =  m ax £ ^ г < max - i r i  <

<  ш а х

где m = m ax K l!• О тсю да ||L || <  m . П о каж е м , ч то  ||L || =  m. П опробуем
J  i

н ай ти  такое / ,  д л я которого H-L/Цоо =  т Ц /Ц » . И з определения m видно, 
ч то  сущ ествует такое целое к, п р и  котором  m = ^  |£*|. В  качестве /  вы бе-

г
рем  векто р  с норм ой, равной  единице, и  коорд инатам и ^  / |^  |. Т огд а ц епочка 
неравенств обращ ается в равенства

ЦА/Цоо =  m ax £*?/* = £ i

и  в и тоге м ы  получаем  требуем ы й  результат.

В в е д е н н а я  в ы ш е  н о р м а  о п е р а то р а  за д а е т н а  С(В) с т р у к т у р у  н о р м и 

р о в а н н о го  п р о с т р а н с т в а . Б о л е е  т о го , м о ж н о  п о к а з а т ь , ч т о  п р о с т р а н с т в о  
С(В) п о л н о  п о  о п е р а то р н о й  н о р м е , т.е . я в л я е т с я  б а н а х о в ы м .

4.2. Сходимость метода последовательных 
приближений

В е р н е м с я , те п е р ь  к  и ссл е д о в а н и ю  сх о д и м о сти  м е то д а  п о сл е д о в а

т е л ь н ы х  п р и б л и ж е н и й . Е с л и  д л я  о п е р а то р а  L с у щ е с т в у е т  о б р а тн ы й  

о п е р а то р  Ь~г, т о  п о  н а ш е м у  п о стр о е н и ю  о н  р а в е н

Ь~1 = (I -  м ) - 1 =  £ м \ (4 .2 )
г=0

В ы я с н и м  п р и  к а к и х  у с л о в и я х  э т о т  р я д  сх о д и т ся , т.е . в  к а к о м  сл у ч а е  

м е то д  п о сл е д о в а те л ь н ы х  п р и б л и ж е н и й  р аб о тае т.
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4.2.1. Существование обратного оператора

П у с т ь  В  —  б а н а х о в о  п р о с т р а н с т в о  и  о п е р а то р  L (а  з н а ч и т , и  М) 
е с т ь  э л е м е н т С(В). Е с л и  с у м м а  р я д а  (4 .2 ) су щ е с тв у е т, т о  о п е р а то р  L - 1  

о гр а н и ч е н  п о  н о р м е  ||Ь _ 1 || <  оо и  м о ж е т  р а с с м а т р и в а т ь с я  к а к  о п е р а 

то р , о б р а т н ы й  о п е р а т о р у  L. И з  ф о р м у л ы  (4 .2 ) и  в  с и л у  н е р а в е н ст в а  

т р е у го л ь н и к а  и м е ем :

Е м ” < 5 ^ 1 1  ж * (4 .3 )

И с п о л ь з о в а н и е  н е р а в е н с т в а  т р е у го л ь н и к а  в  п о сл е д н е м  н е р а в е н ств е  
п о зв о л и л о  п о л у ч и т ь  ч и сл о в о й  р я д , д л я  и ссл е д о в а н и я  к о т о р о го  су щ е 
с т в у ю т  р а з в и т ы е  ср е д ств а .

Ч т о б ы  п р о д в и н у т ь с я  д а л ь ш е  т р е б у е т с я  п о н я т ь , к а к  о ц е н и ть  н о р м у  

п р о и зв е д е н и я  о п е р а то р о в . М о ж н о  п о к а з а т ь , ч т о  е сл и  L : V U и  

N : U —> W  —  о гр а н и ч е н н ы е  о п е р а то р ы  и  V, U, W  —  н о р м и р о в а н н ы е  

п р о с т р а н с т в а , т о  о п е р а то р  Р = NL  т а к ж е  о гр а н и ч е н  и  е го  н о р м а

\\P\\<\\N\\.\\L\\.

И с п о л ь з у я  (4 .4 ), п р о д о л ж и м  ц е п о ч к у  н е р а в е н ст в  (4 .3 )

^ | | м ” | | < ^ ц м г .

(4 .4 )

Р я д  ^  Ц-Л^Ц”  у с т р о е н  со в се м  п р о с т о  —  э т о  ге о м е т р и ч е с к а я  п р о гр е с

с и я  со  зн а м е н а те л е м  ||М ||.  О т н о с и т е л ь н о  н е го  и зв е с тн о , ч т о  о н  сх о д и т

с я , т.е. \\м \\п <  0 0 > е сл и  ||М || <  1 . П о сл е д н е е  н е р а в е н ст в о  и  е сть  
у сл о в и е  сх о д и м о сти  р я д а  (4 .2 ) и  с у щ е с т в о в а н и я  о б р а тн о го  о п е р а то р а .

4.2.2. Сходимость приближенных решений

Л е г к о  у с т а н о в и т ь , ч т о  п р и  ||М || < 1  п о сл е д о в а те л ь н о ст ь  { / „ }  и м е е т 

п р е д е л  / .  Д л я  э то го  в ы ч и с л и м  н о р м у  р а з н о с т и  т о ч н о го  р е ш е н и я  и с

хо д н о го  у р а в н е н и я  /  и  n -г о  п р и б л и ж е н и я  / „  и  в ы я с н и м , п р и  к а к и х  
у с л о в и я х  о н а  с т р е м и т с я  к  н у л ю . Н а й д е м  р а з н о с т ь  и схо д н о го  у р а в н е н и я
(3 .1 )  и  р е к у р р е н т н о й  ф о р м у л ы  (3 .2 ):

/ ~ / п  =  М ( /  - / „ - ! ) . (4.5)
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В ы ч и с л и м  н о р м у  о б е и х ч а с т е й  п о л у ч е н н о го  у р а в н е н и я  и , в о сп о л ь зо в а в 
ш и с ь  о п р ед е л е н и е м  н о р м ы , о ц е н и м  р а с с т о я н и е  м е ж д у  т о ч н ы м  р е ш е н и 

е м / и  n -й  и те р а ц и е й  / „  в  т е р м и н а х  р а с с т о я н и я  м е ж д у  /  и  п р е д ы д у щ е й  

и те р а ц и е й  f n- i  -

| | / - / п || =  | | М ( /  — / n - l ) | |  <  ||М || • | | /  — /гг—1 1| ■

П р и м е н я я  п— 1 р а з  ф о р м у л у  (4 .5 ) в  п р а в о й  ч а с т и  п о л у ч е н н о го  н е р а в е н 

с т в а , н ай д е м  о ц е н к у  р а с с т о я н и я  м е ж д у  /  и  / „  в  т е р м и н а х  р а с с т о я н и я  

м е ж д у  /  и  н а ч а л ь н ы м  п р и б л и ж е н и е м  /о :

| | / - / п | | < | | М | П / - / о | | .  (4 .6 )

О тсю д а  п р и  \\М\\ <  1 в ы т е к а е т , ч т о

lim  | | / п -  / | |  =  0, и л и  lim  f n =  f.
n —> oo n —»OG

Н е р а в е н ств о  (4 .6 ) х а р а к т е р и з у е т  ск о р о с т ь  сх о д и м о сти  и те р а ц и о н н о го  

п р о ц е сса . Е с л и  д л я  п о сл е д о в а те л ь н ы х  п р и б л и ж е н и й  сп р а в е д л и в о  н е р а 

в е н ст в о
\ \ fn- f \ \<cqn, с  =  c o n st,

т о  го в о р я т, ч т о  приближения f n сходятся к f  со скоростью геомет
рической прогрессии со знаменателем q. В  р а сс м а тр и в а е м о м  м етод е 
ск о р о с т ь  сх о д и м о сти  п о сл е д о в а те л ь н ы х  п р и б л и ж е н и й  и м е н н о  т а к а я , а  

з н а м е н а те л е м  п р о гр е с с и и  с л у ж и т  н о р м а  ||М ||.
П р и  и зв е с тн о м  /  н е р а в е н ст в о  (4 .6 ) м о ж н о  б ы л о  б ы  и с п о л ь з о в а т ь  д л я  

о п р е д е л е н и я  н е о б хо д и м о го  ч и с л а  и те р а ц и й  п д л я  д о с т и ж е н и я  за д а н н о й  

т о ч н о с т и  £

\ \ f ~ f u \ \ . < \ \ M \ n \ f - M < e  =* п > Ь р а .

Е с л и  н а ч а л ь н о е  п р и б л и ж е н и е  н е я в л я е т с я  с  у к а з а н н о й  т о ч н о с т ь ю  

и с к о м ы м  р е ш е н и е м , т.е . | | /  — /о || >  £, в е л и ч и н а  In  о т р и ц а т е л ь н а .

В е л и ч и н а  In  ||М || о т р и ц а т е л ь н а  в  с и л у  т о го , ч т о  ||М || <  1. Т а к и м  о б р а
зо м , п д о л ж н о  б ы т ь  б о л ь ш е  н е к о т о р о го  п о л о ж и те л ь н о го  в е щ е ств е н н о го  

ч и с л а . О д н а к о , п о с к о л ь к у  /  н е и з в е ст н о , п о л у ч е н н а я  о ц е н ка  ч и с л а  и те 

р а ц и й  н е о п р е д е л ен н а.
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Ч т о б ы  п о л у ч и т ь  с о д е р ж а те л ь н у ю  о ц е н к у  ч и с л а  п , н е р а в е н ст в о  (4 .6 ) 

н а д о  п е р е ф о р м у л и р о в а т ь  т а к , ч т о б ы  н о р м а  р а з н о с т и  | | /  — /о || в ы р а 
ж а л а с ь  в  т е р м и н а х  и з в е с т н ы х  в е л и ч и н . И с п о л ь з у я  и схо д н о е  у р а в н е н и е  

/  =  g + M f  з а п и ш е м  н о р м у  р а з н о с т и  | | /  — /о || в  ви д е

I I /  — /о || =  llff + M f  — /о  || -

П р и б а в л я я  к  п р а в о й  ч а с т и  и  о т н и м а я  о т  н ее в е к т о р  М /о , п о л у ч и м  оц ен

к у

II/-/о|| = Ц5 + М/0 -М /0 + М /- /0Ц <
<  ||<7 +  М /о  — /о || +  ||М || ■ | | /  — / 0 ||.

О т к у д а
и f fn  ̂ Il5 + М/о-/о||||/о -/ ||< -  Г-||М|Г '

В е л и ч и н а  g  + М / о - / о  =  g — (I — M)fo = g - L f 0 , с т о я щ а я  в  ч и сл и т е л е , 
и зв е с т н а . О н а  н а з ы в а е т с я  невязкой н а ч а л ь н о го  п р и б л и ж е н и я  и  р а в н а  

р а з н о с т и  п р а в о й  и  л е в о й  ч а с т е й  и схо д н о го  у р а в н е н и я  п р и  п о д ста н о в к и  
в  н е го  /о  в м е сто  т о ч н о го  р е ш е н и я  / .

П о д с т а в л я я  н а й д е н н у ю  о ц е н к у  в  (4 .6 ), о к о н ч а т е л ь н о  п о л у ч и м

||/п -/ ||< ТМ ^||Ь/о-5||. (4.7)

В  п р а в о й  ч а с т и  э т о г о  н е р а в е н с т в а  с т о я т  и зв е с т н ы е  в е л и ч и н ы , п о э то м у  
н е  с о с т а в л я е т  т р у д а , з н а я  ||М ||,  в ы ч и с л и т ь  н ео б хо д и м о е д л я  д о с т и ж е 

н и я  за д а н н о й  т о ч н о с т и  ч и с л о  и те р а ц и й  ( найдите его). П о м и м о  ||М ||,  
э т о  ч и с л о  т а к ж е  з а в и с и т  о т  п р а в о й  ч а с т и  g  и схо д н о го  у р а в н е н и я  и  н а 

ч а л ь н о го  п р и б л и ж е н и я  /о -
И н т е р е сн о  р а с с м о т р е т ь , к а к  м е н я е т с я  р а с с т о я н и е  м е ж д у  д в у м я  со

се д н и м и  ч л е н а м и  п о сл е д о в а те л ь н о ст и  { / „ }  п о д  д е й ств и е м  о п е р а т о р а  М  

с  р о ст о м  ч и с л а  и те р а ц и й  тг. О ц е н и м  р а с с т о я н и е  м е ж д у  п а р о й  со се д н и х 
в е к т о р о в  / п+1 и  / „  в  т е р м и н а х  р а с с т о я н и я  м е ж д у  п р е д ы д у щ е й  п а р о й  

в е к т о р о в  f n и  fn- 1, в ы ч и с л и в  н о р м ы  о б е и х ч а с т е й  р а з н о с т и  р е к у р р е н т 
н ы х  ф о р м у л  /п  =  g  +  M /n _  1 и  /„+ 1  =  g + M fn:

I I / 71+ I  -  f n II =  | | M / n  -  M / n _ ! | |  <  | |M | |  • | | / „  -  / „ _ ! | | .
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П р и  \\М\\ > 1 р а с с т о я н и я  м е ж д у  со се д н и м и  ч л е н а м и  п о сл е д о в а те л ь 

н о с т и  р а с т у т . Е с л и  ж е  [|М || <  1 , р а с с т о я н и е  м е ж д у  д в у м я  со сед н и м и  

в е к т о р а м и  с р о ст о м  п  с о к р а щ а е т с я  —  ч л е н ы  п о сл е д о в а те л ь н о ст и  сб л и 
ж а ю т с я . В  э то м  с л у ч а е  о п е р а то р  М  н а з ы в а ю т  оператором сжатия 
(и л и  сжимающим) . Т е р м и н  о ч е н ь  н а гл я д е н .

4.3. Пример приложения метода
последовательных приближений

В  к а ч е с т в е  п р и м е р а  и с п о л ь з о в а н и я  м е т о д а  п о с л е д о в а т е л ь н ы х  п р и б л и ж е 
н и й  р а с с м о т р и м  п р и л о ж е н и е  е г о  к  р е ш е н и ю  с и с т е м  л и н е й н ы х  а л г е б р а и ч е с к и х  
у р а в н е н и й  и  п о л у ч и м  о г р а н и ч е н и я ,  в ы т е к а ю щ и е  и з  у с л о в и я  \\М\\ <  1. П у с т ь  
т р е б у е т с я  р е ш и т ь  у р а в н е н и е

A f  =  g, (4 .8 )

г д е  А : R n  —> R n — о п е р а т о р ,  з а п и с а н н ы й  в  в и д е  к в а д р а т н о й  п  х  п  м а т р и ц ы , 
a  f ,  g  6  R n  — в е к т о р ы  н е и з в е с т н ы х  и  п р а в ы х  ч а с т е й  с о о т в е т с т в е н н о . П р е д 
с т а в и м  о п е р а т о р  А  в  в и д е  ( I  — М ),  г д е  I  — е д и н и ч н а я  п х п  м а т р и ц а ,  а  М  — 
н е к а я  н о в а я  п х п  м а т р и ц а  ( о п е р а т о р ) .  У р а в н е н и е  (4 .8 )  з а п и ш е т с я  в  в и д е :

(.I -  М )f =  g.

Е с л и  \\М\\ < 1, м о ж н о  о р г а н и з о в а т ь  и т е р а ц и о н н у ю  п р о ц е д у р у

fn+i =  g +  M i n

и  в ы ч и с л и т ь  f =  lim  in. Э т о  х о р о ш о  и з в е с т н ы й  м е т о д  р е ш е н и я  с и с т е м  л и н е й -
П—*00

н ы х  у р а в н е н и й  —  метод Якоби15. В ы я с н и м , к а к и е  о г р а н и ч е н и я  н а  э л е м е н т ы  
м а т р и ц ы  А  н а к л а д ы в а е т  т р е б о в а н и е  ] |М || <  1.

П у с т ь  aij — э л е м е н т ы  м а т р и ц ы  А , т о г д а  ч и с л а

(5ij — )

б у д у т  э л е м е н т а м и  м а т р и ц ы  М  ( 5 ^  — с и м в о л ы  К р о н е к е р а 16 ; з д е с ь  о н и  в ы п о л 
н я ю т  р о л ь  э л е м е н т о в  е д и н и ч н о й  м а т р и ц ы ) .  Б у д е м  р а б о т а т ь  с  н о р м о й  || • ||оо,

15Як6би (Jacobi) Карл Густав Якоб (1804-1851) — немецкий математик. 
1бКронекер (Kronecker) Леопольд (1823-1891) — немецкий математик. Символы, 

носящие его имя, определяются так:

«у =  {  ? ■ * * *3 I  1, « =  3-
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и  тогда
П

||М || =  т а х У ^  \5ij -  о у |.
j  - л г= 1

71
Е с л и  | |М | |  <  1, т о  д л я  л ю б о г о  j  в ы п о л н я е т с я  |5 у  — atj \ <  1. З а п и ш е м  в

i= 1
э т о й  с у м м е  j - e  с л а г а е м о е  о т д е л ь н о  ( т о л ь к о  в  н е м  с и м в о л  К р о н е к е р а  б у д е т  
н е н у л е в ы м ) :

тг

I $ij ~ aij \ ~  53  ̂_ ajj'l  ̂■*"
i= l

О т с ю д а  с  п о м о щ ь ю  н е р а в е н с т в а  1 — \ац  | <  |1 — а ц  \ н а й д е м  

^  , la y|- <  1 -  |1 -  о,ц | <  1а з'з'|-

Т а к и м  о б р а з о м ,  к а ж д ы й  д и а г о н а л ь н ы й  э л е м е н т  п о  м о д у л ю  д о л ж е н  б ы т ь  
б о л ь ш е  с у м м ы  м о д у л е й  в с е х  о с т а л ь н ы х  э л е м е н т о в  в  д а н н о м  с т о л б ц е . М о ж н о  
п о к а з а т ь ,  ч т о  т о  ж е  с п р а в е д л и в о  и  д л я  э л е м е н т о в  в  с т р о к е .  Э т о т  р е з у л ь т а т
—  х о р о ш о  и з в е с т н о е  у с л о в и е  с х о д и м о с т и  м е т о д а  Я к о б и  — т а к  н а з ы в а е м о е  
условие диагонального преобладания м а т р и ц ы  А.

4.4. Спектральный радиус оператора
К а к  м ы  у б е д и л и сь , м е то д  п о с л е д о в а т е л ь н ы х  п р и б л и ж е н и й  р а б о та 

е т  в  т о м  с л у ч а е , к о гд а  ||М Ц  <  1 и л и  о п е р а то р  М  е с т ь  о п е р а то р  с ж а 
т и я . Н у  а  е сл и  \\М\\ >  1 ?  З н а ч и т  л и  э т о , ч т о  м е то д  п о сл е д о в а те л ь н ы х  

п р и б л и ж е н и й  н е  п р и м е н и м ? Н е  о б я з а т е л ь н о . Н е  и с к л ю ч е н о , ч т о  в ы 
б ор  н о р м ы  о к а з а л с я  н е у д а ч е н  и  с  д р у го й  н о р м о й  н а ш  о п е р а то р  с т а л  б ы  

о п е р а то р о м  с ж а т и я . Ч т о б ы  в е сь  п р е д ы д у щ и й  а н а л и з  о с т а л с я  сп р а в е д 

л и в ы м , н о в у ю  н о р м у  сл е д у е т и с к а т ь  ср е д и  м н о ж е с т в а  э к в и в а л е н т н ы х  
н о р м  (с м . с .4 2 ), п о с к о л ь к у  п р и  п ер е хо д е  к  э к в и в а л е н т н ы м  н о р м а м  схо 
д я щ и е ся  п о сл е д о в а те л ь н о ст и  о с т а ю т с я  с х о д я щ и м и ся . О к о н ч а т е л ь н ы й  
« д и а гн о з»  о т н о си те л ь н о  сх о д и м о сти  м е то д а  п о с л е д о в а т е л ь н ы х  п р и б л и 
ж е н и й  м о ж н о , т а к и м  о б р а зо м , с т а в и т ь  л и ш ь  в  т о м  с л у ч а е , е сл и  н ай д е 

н а  э к в и в а л е н т н а я  н о р м а , в  к о т о р о й  о п е р а то р  М  я в л я е т с я  о п е р а то р о м  
с ж а т и я , л и б о  п о с т р о е н а  м и н и м а л ь н о  в о з м о ж н а я  э к в и в а л е н т н а я  н о р м а  

и  М  п о -п р е ж н е м у  н е  я в л я е т с я  о п е р а то р о м  с ж а т и я . М и н и м а л ь н а я  н о р 

м а  т е сн о  с в я з а н а  с  т а к  н а з ы в а е м ы м  с п е к т р а л ь н ы м  р а д и у со м  о п е р а то р а . 
Р а с с м о т р и м  э т о  п о н я ти е .
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П р о ц е д у р а  у с та н о в л е н и я  п р и з н а к а  су щ е с т в о в а н и я  о п е р а то р а  L - 1  

с о с т о я л а  в  т о м , ч т о  м ы  з а п и с ы в а л и  р я д  у с и л и в а ю щ и х  д р у г  д р у г а  н е р а 

в е н с т в , п о к а  н е  п о л у ч и л и  ге о м е т р и ч е с к у ю  п р о гр е с си ю , гд е в се  ст а л о  

о ч е в и д н ы м . М о ж н о , о д н а к о , о гр а н и ч и т ь с я  п р е д п о сл е д н и м  ш а го м  и  р а с

см о т р е т ь  о ц е н к у

||£ - 1 || <  £ | | М П ||. (4 .9 )
П

П р и м е н и м  к  п о сл е д н е м у  р я д у  п р и з н а к  К о ш и  сх о д и м о сти  ч и с л о в ы х  р я 

д о в , д л я  ч е го  в ы ч и с л и м  п р е д е л

г  =  lim  V W 4 -п—»оо

Ч и с л о  г н а з ы в а е т с я  спектральным радиусом о п е р а то р а  М. П о с к о л ь к у  

||M n || <  ||М ||П, я с н о , ч т о  г < \\М\\. С о гл а с н о  п р и з н а к у  К о ш и , есл и  

г < 1 , т о  р я д  (4 .9 ) сх о д и т ся  и , з н а ч и т , о п е р а то р  £ - 1  с у щ е с т в у е т ; е сл и  

г > 1 , т о  р я д  (4 .9 ) р а сх о д и тся  и  у  о п е р а то р а  L н е т  о б р а тн о го  о п е р а то р а . 

П р и  г  =  1 м ы  н е м о ж е м  н и ч е го  с к а з а т ь  о т н о си те л ь н о  сх о д и м о сти  р я д а .

З н а я  с п е к т р а л ь н ы й  р а д и у с г , м о ж н о  п о с т р о и т ь  э к в и в а л е н т н у ю  н о р 

м у  в  п р о с т р а н с т в е  В, п р и  к о т о р о й  н о р м а  л и н е й н о го  о п е р а то р а  М  ск о л ь  

у го д н о  б л и з к а  к  е го  с п е к т р а л ь н о м у  р а д и у су . Н е т р у д н о , д а л е е , с ф о р м у 
л и р о в а т ь  п р и з н а к  сх о д и м о сти  м е то д а  п о сл е д о в а те л ь н ы х  п р и б л и ж е н и й  
в т е р м и н а х  с п е к т р а л ь н о го  р а д и у с а  о п е р а то р а  М , а  и м е н н о : е сл и  с п е к 
т р а л ь н ы й  р а д и у с r(M)  <  1, т о  п о сл е д о в а те л ь н ы е  п р и б л и ж е н и я  сх о д я т
с я  к  р е ш е н и ю  у р а в н е н и я . П о с к о л ь к у  м ы  м о ж е м  п о с т р о и т ь  э к в и в а л е н т 
н у ю  н о р м у  ||М ||* , т а к у ю , ч т о

| |М ||*  <  г  +  е, Ve >  0,

т о  п о л у ч е н н у ю  о ц е н к у  с к о р о сти  сх о д и м о сти  (4 .7 ) м о ж н о  п е р е п и с а т ь  в  

ви д е

Ilf _  f  II <  (Г(М ) + £ Г  И Г .  ||
1 !/ /п |1  -  1 - ( г ( М ) + £ ) 115 /о11'

4.5. Задача на собственные значения
В с е  сф о р м у л и р о в а н н ы е  к р и т е р и и  и  о ц е н к и  п р е д п о л а га ю т, ч т о  м ы  

у м е е м  в ы ч и с л я т ь  н о р м у  о п е р а т о р а  и л и  е го  с п е к т р а л ь н ы й  р а д и у с. О д 
н а к о  п о к а  в  н а ш е м  р а с п о р я ж е н и и  т о л ь к о  та к о е  н е к о н с т р у к т и в н о е  о п р е 
д е л е н и е  н о р м ы , к а к  м а к с и м а л ь н о е  зн а ч е н и е  т к о н с т а н т ы  тт-ш, п р и
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к о т о р о м  д л я  л ю б о го  /  е  В

\\MfW < ш||/||.
Ч т о б ы  п о л у ч и т ь  к о н с т р у к т и в н у ю  о ц е н к у  н о р м ы  о п е р а т о р а  М, р а с с м о т 

р и м  у р а в н е н и е

М /  =  А /, (4 .1 0 )

гд е  Л —  н е к о е  ч и с л о . В ы ч и с л и в  н о р м у  в е к т о р о в , с т о я щ и х  в  п р а в о й  и  
л е во й  ч а с т я х  р а в е н с т в а , п о л у ч и м :

\\Mf\\ =  |А | ■ Ц/ l l  <  ||М || ■ 11/Ц =» ||М || >  т а х ( |Л |) .

О т к у д а  н о р м а  ||М || о к а з ь ш а е т с я  н е  м е н ь ш е  м а к с и м а л ь н о го  з н а ч е н и я  
|А |, к о т о р о е  у д о в л е т в о р я е т у р а в н е н и ю  (4 .1 0 ). Т а к и м  о б р а зо м , з а д а ч а  

о ц е н к и  н о р м ы  о п е р а то р а  св о д и тся  к  п о и с к у  зн а ч е н и й  А, п р и  к о т о р ы х  

у р а в н е н и е  (4 .1 0 ) и л и  у р а в н е н и е

(XI — M)f  — 0  (4 .1 1 )

и м е е т н е тр и в и а л ь н о е , т .е . о т л и ч н о е  о т  н у л я , р е ш е н и е 1 7. П о сл е д н е е  о зн а 
ч а е т , ч т о  п р и  э т и х  А о п е р а то р  (XI — М)  п е р е ста е т б ы т ь  в за и м н о о д н о 

з н а ч н ы м  и , сл е д о в а те л ь н о , о б р а т н ы й  о п е р а то р  (XI — М ) - 1  о т с у т с т в у е т . 
Д е й с т в и т е л ь н о , е сл и  /  Ф 0 е с т ь  р е ш е н и е  (4 .1 1 ), т о  и  a f  е с т ь  т а к ж е  
р е ш е н и е  (4 .1 1 ) д л я  л ю б о го  д е й с т в и т е л ь н о го  и л и  к о м п л е к с н о го  а. Т е м  

с а м ы м  в з а и м н а я  о д н о зн а ч н о ст ь  о п е р а т о р а  н а р у ш а е т с я .
З н а ч е н и я  А , п р и  к о т о р ы х  у р а в н е н и е  (4 .1 0 ) и м е е т н е тр и в и а л ь н о е  р е

ш е н и е , н а з ы в а ю т с я  собственными значениями линейного оператора 
М. В е к т о р ы  / ,  я в л я ю щ и е с я  р е ш е н и е м  (4 .1 0 ) (с  т о ч н о с т ь ю  д о  п о с т о я н 
н о го  м н о ж и т е л я ) п р и  н е к о т о р о м  со б ств е н н о м  з н а ч е н и и  А, н а з ы в а ю т с я  

собственными векторами оператора М , о т в е ч а ю щ и м и  д а н н о м у  А. Е с 
л и  В — ф у н к ц и о н а л ь н о е  п р о с т р а н с т в о , т о  со б с тв е н н ы е  в е к т о р ы  ч а с т о  
н а з ы в а ю т  собственными функциями.

М н о ж е с т в о  в с е х  с о б с т в е н н ы х  з н а ч е н и й  о п е р а т о р а  М  н а з ы в а е т с я  его  

точечным (и л и  дискретным) спектром. Д л я  к о н е ч н о м е р н ы х  о п е р а то 
р о в  с п е к т р  с о в п а д а е т с  т о ч е ч н ы м  с п е к т р о м . З а д а ч а  (4 .1 1 ) п о и с к а  соб
с т в е н н ы х  з н а ч е н и й  о п е р а т о р а  М  н а з ы в а е т с я  задачей на собственные 
значения, и л и  спектральной задачей.

17Нетрудно видеть, что функция /  =  0 всегда является решением (тривиальным) 
уравнения (4.10).



5 .  Г и л ь б е р т о в о  п р о с т р а н с т в о  и  р я д  Ф у р ь е

5.1. Гильбертово пространство
Ч а с т о  у д о б н ы м  сп о со б о м  в в е д е н и я  н о р м ы  я в л я е т с я  ее о п р ед е л е 

н и е  ч е р е з скалярное произведение в е к т о р о в . С к а л я р н ы м  п р о и зв е д е н и 

ем  (•,•) н а з ы в а е т с я  ч и с л о в а я  ф у н к ц и я  д в у х  а р гу м е н т о в , о б л а д а ю щ а я  

сл е д у ю щ и м и  с в о й ств а м и :

1 ) ( / ,  й ) =  (й , / )  —  с и м м е т р и я ,

2 ) (У , й +  ah) = ( / ,  g) +  < * (/, h) —  л и н е й н о ст ь ,

3 ) ( / ,  / )  > 0 ,  ( / ,  / )  =  0 / ' =  0 —  п о л о ж и т е л ь н а я  о п р ед е л е н 
н о с т ь .

З д е сь  f , g , h  — в е к т о р ы  и з  в е к т о р н о го  п р о с т р а н с т в а  V, а  а —  вещ е
ств е н н о е  ч и сл о . Л ю б о й  п а р е  в е к т о р о в  ск а л я р н о е  п р о и зв е д е н и е  с т а в и т  

в  с о о тв е т ств и е  ч и сл о . В е к т о р н о е  п р о с т р а н с т в о  с в в е д е н н ы м  в  н е м  ск а 

л я р н ы м  п р о и зв е д е н и е м  н а з ы в а е т с я  евклидовым18.

П р и м е р ы .

1 ) В  п р о с т р а н с т в е  R ” , э л е м е н т а м и  к о т о р о г о  я в л я ю т с я  у п о р я д о ч е н н ы е  с о 
в о к у п н о с т и  ч и с е л  /  =  ( / \ . . . ,  / " ) ,  g  =  (g1, ■ ■ ■, gn) , • • •, с к а л я р н о е  п р о 
и з в е д е н и е  о п р е д е л я е т с я  ф о р м у л о й

( / ,  я) =  f  У  +  г У  +  • ■ • +  / ’V  •

Л е г к о  п р о в е р и т ь ,  ч т о  в с е  а к с и о м ы  с к а л я р н о г о  п р о и з в е д е н и я  в ы п о л н я 
ю т с я .

2 )  П у с т ь  V  =  С 0 ( [0 ,1 ] )  — п р о с т р а н с т в о  н е п р е р ы в н ы х  ф у н к ц и й ,  о п р е д е 
л е н н ы х  н а  о т р е з к е  [0,1] . С к а л я р н о е  п р о и з в е д е н и е  в  э т о м  с л у ч а е  м о ж н о  
з а д а т ь  т а к :

( f , g ) =  [  f{ x )g (x )d x  .
Jo

18Евклид ('Ev k XeCSг/?) — древнегреческий математик. По наиболее распростра
ненной версии он работал в Александрии в  III веке до н. э.
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О п р е д е л и в  с к а л я р н о е  п р о и зв е д е н и е , м ы  м о ж е м  в в е с т и  н о р м у  сл е д у 
ю щ и м  о б р а зо м :

l l / l l  = VU7f).  (5 .1 )

Т о , ч т о  э т о  в ы р а ж е н и е  е с т ь  н о р м а , н е тр у д н о  п о к а з а т ь . П е р в ы е  д в а  

с в о й с т в а  н о р м ы  о ч е в и д н о  у д о в л е т в о р я ю т ся , т а к  ч т о  о ст а е тся  п р о в е р и т ь  

н е р а в е н ст в о  т р е у го л ь н и к а . Ч т о б ы  н е  в о з и т ь с я  с  к о р н я м и , е го  у д о б н о  
з а п и с а т ь  в  ви д е:

| | /  +  5 ||2 <  ( I I / I I +  ||5 ||) 2 .

П о л ь з у я с ь  о п р ед е л е н и е м  (5 .1 ), а  т а к ж е  с в о й с т в а м и  с к а л я р н о го  п р о и з
в е д е н и я , л е в у ю  ч а с т ь  э т о г о  н е р а в е н с т в а  п р е д ст а в и м  в  ви д е:

I I /  +  g f  — ( /  +  /  +  д) = | | / | | 2 +  2 ( / ,  д) +  1Ы12-

В  п р а в о й  ч а с т и  т о го  ж е  н е р а в е н с т в а  и м е ем

(11/11 +  1Ы 1)2 =  11/112 +  2 ||/ | |- |Ы 1  +  |Ы 1 2.

Е с л и  ( / ,  д) <  11/Ц • ||д ||, т о  с п р а в е д л и в ы м  о к а ж е т с я  и  н е р а в е н ст в о  т р е 
у го л ь н и к а . М ы  п о к а ж е м  э т о , д о к а за в  сп р а в е д л и в о с т ь  более ж е с т к о г о  
н е р а в е н с т в а  | ( / ,  д) | <  | | / | |  • ||р ||.

Р а с с м о т р и м  н о р м у  в е к т о р а  f  + ад, гд е а  —  н е к о то р о е  ч и сл о . О ч е 
в и д н о , ч т о

О <  | | /  +  а # ||2 . =  \\f\\2+ 2(f,ag) + \\ag\\2 =
. . : = \\f\\2 + 2a(f,g)+-a2\\g\\2/  .

О т к у д а  сл е д у е т

- 2 а ( / , 5 ) < | | / | | 2 + а 2 |Ы |2 . . ' (5 .2 )

Т е п е р ь , в ы б р а в  ч и с л о  а р а в н ы м

.......  (/,5 )1 1 /1 1

1 (/,э )П 1 я 1 Г

п о л у ч и м  тр е б у е м о е  н е р а в е н ст в о . А  и м е н н о , п о сл е  п о д ста н о в к и  а в  (5 .2 ), 
н ай д е м

п (/>  э)2 11/11 . ||Л |2  . ( / ,  5 ) 2 11/112 м „г  . :

+ T J 7 W W M  ’
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и л и , с о к р а щ а я ,

1 ( /,< ? ) 1 < Н /1 Н Ы 1 -  (5 .3 )

Н е р а в е н с т в о  (5 .3 ) н а з ы в а е т с я  неравенством Коши-Буняковского19. 
О н о  и  д о к а з ы в а е т  н е р а в е н ст в о  тр е у го л ь н и к а .

Т а к и м  о б р а зо м , в ся к о е  е в к л и д о в о  п р о с т р а н с т в о  м о ж н о  сд е л а т ь  н о р 

м и р о в а н н ы м , о п р е д е л и в  н о р м у  р а в е н с тв о м  (5 .1 ). Е с л и  е в к л и д о в о  п р о 

с т р а н с т в о  о к а з ы в а е т с я  п о л н ы м  п о  н о р м е  (5 .1 ), т о  о н о  н а з ы в а е т с я  гиль
бертовым20 (т а к и е  п р о с т р а н с т в а  б уд ем  о б о зн а ч а т ь  б у к в о й  Я ) .  Д р у г и 

м и  сл о в а м и , ги л ь б е р т о в ы м  н а з ы в а е т с я  б а н а х о в о  п р о с т р а н с т в о , в  к о т о 

р о м  н о р м а  о п р е д е л е н а  ч е р е з ск а л я р н о е  п р о и зв е д е н и е .

5.2. Ортогональность

И з  н е р а в е н с т в а  К о ш и -Б у н я к о в с к о г о  (5 .3 ) сл е д ует, ч т о  ф у н к ц и я  

J f l f g if н е  п р е в о схо д и т п о  м о д у л ю  е д и н и ц ы . Э т о  о б ст о я те л ь ств о  п о з
в о л я е т о т о ж д е с т в и т ь  ее с  к о с и н у с о м  н е к о т о р о го  у г л а  <р, а  ск а л я р н о е  

п р о и зв е д е н и е  з а п и с а т ь  в  ви д е:

(f,9) =  11/11 ' Ы\  co s <р.

У г о л  <р д о с т а т о ч н о  у сл о в н о  н а з ы в а ю т  у гл о м  м е ж д у  в е к т о р а м и  /  и  д. 
Ч и с л а  f g = ||Л | co s <р и  gf = ||g || co s ip н а з ы в а ю т с я  п р о е к ц и я м и  /  н а  д и  

д н а  /  со о тв е т ств е н н о . В  т о м  с л у ч а е , к о гд а  н о р м а  о д н о го  и з в е к т о р о в , 

н а п р и м е р  д, р а в н а  ед и н и ц е, и м е ем  (f ,g ) =  | | / | |  co s (р =  f g, т .е . с к а л я р н о е  

п р о и зв е д е н и е  в е к т о р а  /  н а  е д и н и ч н ы й  в е к т о р  д р а в н о  п р о е к ц и и  /  н а  д.
Е с л и  [f,g) =  0 и  |] / ||  Ф 0 , |]з || ф 0 , у го л  <р р а в е н  ± | .  В  э то м  с л у 

ч а е  в е к т о р ы  н а з ы в а ю т с я  ортогональными, ч т о  о б о зн а ч а е т ся  к а к  /  J .  д. 
Е с л и  и м е е т ся  п о сл е д о в а те л ь н о ст ь  н е н у л е в ы х  в е к т о р о в  { / „ }  и  д л я  к а ж 
д о й  п а р ы  в е к т о р о в  fi, fj  сп р а в е д л и в о  р а в е н с тв о  ( / , ,  fj) = О, г ф j,  то  

такая п о сл е д о в а те л ь н о ст ь  н а з ы в а е т с я  ортогональной.
О р т о го н а л ь н ы е  в е к т о р ы  о б л а д а ю т в а ж н ы м  св о й ств о м  л и н е й н о й  

н е за в и си м о с ти . Л е г к о  п о к а з а т ь , ч т о  е сл и  { / » } ”= 1 —  о р т о го н а л ь н ы е  в е к 

т о р ы , т о

C t l / l  +  0 (2 / 2  +  • • • +  CXnfn =  0

19Буняковский Виктор Яковлевич (1804-1889) — русский математик.
2вПо имени немецкого математика Давида Гильберта (Hilbert) (1862-1943).
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то л ь к о , е сл и  a i  =  «2 =  • • • =  ctn  =  0 . Д е й с т в и т е л ь н о , д о п у с т и м , ч т о  

в е к т о р ы  { / г } ”=1 л и н е й н о  з а в и с и м ы , т.е . с у щ е с т в у е т  н е н у л е в о й  н аб о р  
ч и с е л  {ai} т а к о й , ч т о  aifi =  0 —  н у л е в о й  в е к т о р . В о з ь м е м  л ю б о й  

в е к т о р  fj € {fi}i=i и  у м н о ж и м  н а  н е го  с к а л я р н о  обе ч а с т и  р а в е н с т в а

( f j>Ylaifi) = (fj,0) =  °-

В  т о  ж е  в р е м я  и з  о р т о го н а л ь н о с т и  в е к т о р о в  сл е д у е т, ч т о

( f̂j, = J 2 ai(fj, fi) = aj\\fj\\2 = 0.

П о  п р е д п о л о ж е н и ю  п о сл е д о в а те л ь н о ст ь  { / г } ”= 1  н е с о д е р ж и т н у л е в о го  
в е к т о р а  и , сл е д о в а те л ь н о , \\fj || ф 0, о т к у д а  aj = 0. Т о  ж е  сп р а в е д л и в о  

и  д л я  л ю б о го  д р у го го  э л е м е н та  и з  { / i } ”= i ,  а  з н а ч и т , в се  а* =  0.
Е с л и  п о сл е д о в а те л ь н о ст ь  {fi} т а к о в а , ч т о

( л , /,• ) =  %  =  {  J ;  \ t \  (5 .4 )

о н а  н а з ы в а е т с я  ортонормированной. В  э то м  с л у ч а е  н о р м ы  в с е х  в е к т о 
р о в  fi р а в н ы  е д и н и ц е. Б у д е м  о б о зн а ч а т ь  т а к у ю  с и с т е м у  в е к т о р о в  ч е р е з

{ e i} -

5.3. Ортогонализация
С у щ е с т в у е т  п р о ц е д у р а , п о з в о л я ю щ а я  с т р о и т ь  и з  п р о и зв о л ь н о й  п о 

сл е д о в а те л ь н о ст и  в е к т о р о в  о р т о н о р м и р о в а н н у ю  п о сл е д о в а те л ь н о ст ь . 
О н а  н а з ы в а е т с я  процессом ортогонализации Грама-Шмидта21 и  з а 
к л ю ч а е т с я  в  сл е д у ю щ е м .

П у с т ь  в  ги л ь б е р то в о м  п р о с т р а н с т в е  Н  з а д а н а  п о сл е д о в а те л ь н о сть  

в е к т о р о в  { / i i } ”= 1 , к о т о р у ю  н у ж н о  о р т о го н а л и з о в а т ь . Д л я  т о г о  ч т о б ы  
п о с т р о и т ь  п е р в ы й  в е к т о р  е\ о р т о н о р м и р о в а н н о й  п о сл е д о в а те л ь н о ст и  
( еЛ ? = 1> д о с т а т о ч н о  в з я т ь  п е р в ы й  н е н у л е в о й  в е к т о р  h\ п о сл е д о в а те л ь 
н о с т и  {hi} и  п р о н о р м и р о в а т ь  е го , т .е . п о л о ж и т ь  е\ р а в н ы м

h
^1 || 7 jT ,

_________________________________ I I M

21Грам (Gram) Иорген Педерсен (1850-1916) — датский математик. Шмидт 
(Schmidt) Эрхард (1876-1959) — немецкий математик.
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п о с к о л ь к у  н о р м ы  о р т о н о р м и р о в а н н ы х  в е к т о р о в  р а в н ы  ед и н и ц е.

С л е д у ю щ и й  в е к т о р  е2 д о л ж е н  б ы т ь  о р т о го н а л ь н ы м  е, \ . П о п р о б у е м  

и з  эл е м е н то в  е1 и  h2 п о с т р о и т ь  т а к у ю  л и н е й н у ю  к о м б и н а ц и ю  <72, ч т о б ы  

о н а  б ы л а  о р т о го н а л ь н а  е\. П у с т ь  52 =  h2—a.2\e\, гд е 0:21 —  ч и с л о , в ы б о 

р о м  к о т о р о го  о б е сп е ч и в а е тся  о р т о го н а л ь н о с т ь  52 -L ei- Д е й ств и т е л ь н о , 
в а р ь и р у я  ч и с л о  « 21, м ы  и зм е н я е м  н е  т о л ь к о  д л и н у  в е к т о р а  g2, н о  и  

е го  н а п р а в л е н и е . В с е гд а  м о ж н о  п о д о б р а ть  та к о е  « 21, ч т о б ы  g2 -L e i ( c M . 

р и с .6 ). В  э то м  с л у ч а е

0 =  ( e i , 3 2) =  (ei, h2 -  а21е!) =
= ( e i,  h2) — СК211|e i| |2 =  ( e i,  h2) ~ a2\.

О т к у д а  «21 =  ( e i,  h2) и  g2 = h2 — (h2, e i) e i.  Н о р м и р о в а н н ы й  в е к т о р  e2 
д о л ж е н  со в п а д а т ь  с  g2 п о  н а п р а в л е н и ю , п о э т о м у  в ы б и р а е м  е го  р а в н ы м

Р и с . 6. П о ст р о е н и е  в е к т о р а , о р т о го н а л ь н о го  д а н н о м у .

А н а л о г и ч н о  в ы б и р а е м  в е к т о р  е з ,  к о т о р ы й  у ж е  д о л ж е н  б ы т ь  о р т о го 

н а л е н  д в у м  р а н е е  н а й д е н н ы м  в е к т о р а м  е\ и  е2. С н а ч а л а  с т р о и м  в сп о 

м о га т е л ь н ы й  в е к т о р  <?з =  h-$ — аз2е2 — о ^ е ь  К о э ф ф и ц и е н т ы  0:31 и  СК32 
н а х о д и м  и з  у с л о в и я  о р т о го н а л ь н о с т и  дз в е к т о р а м  и  е2, т .е . р е ш а е м  

си с т е м у :

О = (5з, ci) =  (hz, ei) — a32(е2, ei) — Q!3i(ei, ei) = (h3, ei) — a31,
0 =  (53i c2) =  ( / 1 3 , e2) — аз2(е2, e2) — 0 :3 1  ( e i,  e2) = ( /1 3 , e2) — 0 :3 2 .
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О т к у д а  а з ! =  ( / i3 , e i) ,  032 =  (h.3, е г ). Н а к о н е ц , н о р м и р о в к о й  п о л у ч а е м  

о р т о н о р м и р о в а н н ы й  в е к т о р  ез =  ц ^ у -

И  т а к  д ал е е . В с е  в е к т о р ы  hk, л и н е й н о  за в и ся щ и е  о т  у ж е  п о стр о е н 

н ы х  в е к т о р о в  { е * } ^ 1 , о б н у л я ю т с я  (н у л е в ы м  о к а з ы в а е т с я  с о о т в е т с т в у 

ю щ и й  в е к т о р  дк) и  о т б р а с ы в а ю т с я . В  р е зу л ь т а т е  п о л у ч а е м  п о сл е д о в а

т е л ь н о с т ь  {е » } , э л е м е н т ы  к о т о р о й  о р т о н о р м и р о в а н ы  и , сл е д о в а те л ь н о , 
л и н е й н о  н е за в и си м ы .

5.4. Р я д  Ф урье

О б л а д а я  о р т о н о р м и р о в а н н о й  п о сл е д о в а те л ь н о ст ь ю  {е * } к о н е ч н о й  

и л и  б е ск о н е ч н о й  в  з а в и с и м о с т и  о т  р а з м е р н о с т и  п р о с т р а н с т в а  Н , м ы  
м о ж е м  и с п о л ь з о в а т ь  ее в  к а ч е с т в е  б а з и с а  и  з а п и с а т ь  л ю б о й  в е к т о р  /  
и з  Н  в  ви д е  р я д а  п о  е*:

/  =  £ / 4 ,  ( 5 -5 )
г

гд е /*  —  н е к о т о р ы е  ч и с л а . К о э ф ф и ц и е н т ы  f l л е гк о  н а й т и , п о л ь зу я с ь  
т е м , ч т о  { e j}  —  о р т о н о р м и р о в а н н а я  п о сл е д о в а те л ь н о ст ь . У м н о ж и м  ск а - 

л я р н о  обе ч а с т и  р а в е н с т в а  (5 .5 ) н а  к а к о й -л и б о  в е к т о р  &j

(/>  е^) =  ^ £ / <е<> e^j ej)

и , у ч и т ы в а я  (5 .4 ), п о л у ч и м

Я = ( М ) .  (5 .6 )

Ч и с л о  р , т а к и м  о б р а зо м , р а в н о  п р о е к ц и и  /  н а  е д и н и ч н ы й  в е к т о р  

ej. Р я д  (5 .5 ), к о э ф ф и ц и е н т ы  к о т о р о го  н а х о д я т с я  п о  ф о р м у л а м  (5 .6 ), 
н а з ы в а е т с я  рядом Фурье22 д л я  / ,  а  к о э ф ф и ц и е н т ы  f l — коэффициен
тами Фурье.

Л ю б о й  о т р е з о к  р я д а  Ф у р ь е , т.е . его  ч а с т и ч н а я  с у м м а , о б л а д а е т за м е 
ч а т е л ь н ы м  свойством наилучшего приближения. Д о п у с т и м , м ы  х о т и м

22Фурье (Fourier) Ж ан Батист Ж озеф (1768-1830) — французский физик и ма
тематик.
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а п п р о к с и м и р о в а т ь  н е к о т о р ы й  э л е м е н т /  € Н  ф у н к ц и е й  / ,  я в л я ю щ е й ся  
л и н е й н о й  ко м б и н а ц и е й  то в е к т о р о в  {в .;} :

ТП
/  ~  f  = Y l aieu (5-7)

г=1
Т р е б у е т с я  п о д о б р а ть  ч и с л а  щ £  К 1 т а к , ч т о б ы  э т о  п р и б л и ж е н и е  б ы 

л о  н а и л у ч ш и м . Н а и л у ч ш и м  е сте ств е н н о  с ч и т а т ь  т о  п р и б л и ж е н и е , д л я  

к о т о р о го

. I I / - / 1 1 =  m in .

Н о р м а  р а з н о с т и  | | /  — / | |  я в л я е т с я  ф у н к ц и е й  ai: г =  и , к а к
о к а з ы в а е т с я , д о с ти га е т м и н и м у м а  в  т о м  с л у ч а е , е сл и  к о э ф ф и ц и е н т ы  

ai е сть  к о э ф ф и ц и е н т ы  Ф у р ь е , т.е . н а х о д я т с я  п о  ф о р м у л е  (5 .6 ). И н а 
ч е  го в о р я , н а и л у ч ш а я  л и н е й н а я  к о м б и н а ц и я  (5 .7 )  п р е д с т а в л я е т  собо й  

о т р е з о к  р я д а  Ф у р ь е .
Д е й с т в и т е л ь н о , р а с с м о т р и м  к в а д р а т  н о р м ы  р а з н о с т и  | | /  — / | | 2

I I /  -  / I I 2 =  / - £ а * е г  =  ( / - £ а 4е*, / - £ а г ег ) =

В ы ч и с л я я  с к а л я р н о е  п р о и зв е д е н и е , п о л у ч и м

=  | | / | | 2 — 2 ( / ,  £ « » ег ) +  ( £ “ »е»> £ а *ег)  =

В т о р о й  ч л е н , о ч е в и д н о , р а в е н  2 ег) = ^Yhai f %i ГДе /*  —  к о э ф 
ф и ц и е н т ы  Ф у р ь е , в ы ч и с л е н н ы е  п о  ф о р м у л е  (5 .6 ), а  т р е т и й  ч л е н  в  с и л у  

о р т о н о р м и р о в а н н о ст и  {е ^ }, р а в е н  а'г- Д а л е е  и м еем

= п/п2 + Е - 2 Е = li/ll2 + Е  №  - 2а^ )  =

Д о б а в и м  и  в ы ч т е м  и з  с к о б к и  в е л и ч и н у  ( / 1) 2. Т о гд а  в то р о е  сл а гае м о е  
м о ж н о  п р е д ст а в и ть  к а к  к в а д р а т  р а з н о с т и

£ ( п 2 + £ к - л 2 -

П о сл е д н е е  сл а гае м о е  —  е д и н ств е н н о е , за в и ся щ е е  о т к о э ф ф и ц и е н т о в  а*. 

Н е т р у д н о  в и д е ть , ч т о  в се  в ы р а ж е н и е  м и н и м а л ь н о , е сл и  п о сл е д н ее  сл а 

гаем о е р а в н о  н у л ю , т.е . п р и  сц =  / г, ч т о  и  тр е б о в а л о сь  д о к а з а т ь . Т а к и м
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о б р а зо м , и м е ем

т

£ ( л 2 < li/ll2-
г=1

Э т о  н е р а в е н ст в о  сп р а в е д л и в о  п р и  л ю б о м  ш , и  п о с к о л ь к у  | | / | | 2 н е з а в и 

с и т  о т  ш , р я д  ] С ( / * ) 2 сх о д и т ся  и  м ы  п о л у ч а е м  неравенство Бесселя23: 
i —1

Г е о м е т р и ч е с к и  э то  о з н а ч а е т , ч т о  с у м м а  к в а д р а т о в  п р о е к ц и й  в е к т о р а  /  
н а  о р т о го н а л ь н ы е  н а п р а в л е н и я  н е  п р е в о схо д и т к в а д р а т а  д л и н ы  са м о го  
в е к т о р а . Э т о  б е ск о н е ч н о м е р н ы й  а н а л о г те о р е м ы  П и ф а г о р а 24.

23Бессель (Bessel) Фридрих Вильгельм (1784-1846) — немецкий астроном и гео
дезист.

24Пифагор (П ува76ра<;) Самосский (VI век до н. э.) — древнегреческий философ, 
религиозный и политический деятель, основатель пифагореизма, математик.

оо

СО

(5.8)
i = 1



Ч а с т ь  I I .  П р о с т е й ш и е

н е п р е р ы в н ы е  м о д е л и



6 .  У р а в н е н и я  1 - г о  п о р я д к а

П р е ж д е  ч е м  з а н и м а т ь с я  и зу ч е н и е м  м ето д о в  р е ш е н и я  у р а в н е н и й , 

р а с с м о т р и м  т е  о п е р а т о р ы , с к о т о р ы м и  м ы  б уд ем  с т а л к и в а т ь с я  ч а щ е  
в се го  п р и  р е ш е н и и  к о н к р е т н ы х  з а д а ч . О б с у ж д а т ь  б уд ем  л и н е й н ы е  д и ф 

ф е р е н ц и а л ь н ы е  о п е р а т о р ы , е сл и  н е  у к а з а н о  п р о ти в н о е . П у с т ь  L —  д и ф 
ф е р е н ц и а л ь н ы й  о п е р а то р , т о гд а  в ы р а ж е н и е

L f  = g

н а з ы в а е т с я  дифференциальным уравнением. И н о гд а  го в о р я т, ч т о  д и ф 
ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  е с т ь  со о тн о ш е н и е  м е ж д у  н е и зв е ст н о й  ф у н к 

ц и ей  /  и  ее п р о и зв о д н ы м и . Е с л и  в  э т о  со о тн о ш е н и е  в х о д я т  ч а с т н ы е  

п р о и зв о д н ы е , т о  у р а в н е н и е  б у д е т уравнением в частных производных. 
М а к с и м а л ь н ы й  п о р я д о к  п р о и зв о д н о й  о п р е д е л я е т порядок дифференци
ального уравнения. Ч а с т о  у р а в н е н и я  з а п и с ы в а ю т с я  т а к , ч т о б ы  в  л е во й  

ч а с т и  н а х о д и л и с ь  н е и з в е ст н ы е  сл а га е м ы е . В  п р а в о й  ч а с т и , в  т а к о м  с л у 
ч а е , о к а з ы в а ю т с я  и з в е с т н ы е  ч л е н ы  у р а в н е н и я . Е с л и  п р а в а я  ч а с т ь  р а в н а  
н у л ю , <7 =  0 , у р а в н е н и е  н а з ы в а е т с я  однородным, и н а ч е  —  неоднородным.

6.1. О днородное уравнение
П у с т ь  (7 п —  н е к о т о р а я  о б л а с т ь  n -м е р н о го  в е к т о р н о го  п р о с т р а н с т в а  

Vй и х  —  о т о б р а ж е н и е , ста в я щ е е  в  со о тв е т ств и е  к а ж д о й  т о ч к е  Р  €  О " 
т о ч к у  х р  =  (хр,...,  Хр) £ К " .  Ч и с л а  Хр,... ,Хр —  к о о р д и н а т ы  т о ч к и  

Р о т н о с и т е л ь н о  о т о б р а ж е н и я  х, к о т о р о е  н а з ы в а е т с я  в  та к о м  с л у ч а е  
координатным отображением.

П у с т ь  в  f i ”  з а д а н а  г л а д к а я  к р и в а я  ip (р и с .7 ). С в я ж е м  в за и м н о  од но

з н а ч н о  к а ж д у ю  т о ч к у  к р и в о й  с  в е щ е ств е н н ы м  ч и сл о м  t, т. е. п о стр о и м  

в за и м н о о д н о зн а ч н о е  о т о б р а ж е н и е  г  и н т е р в а л а  (а, Ь) в е щ е ств е н н о й  п р я 
м о й  R 1 н а  к р и в у ю  ip. Ч и с л о  t н а зо в е м  параметром, а  к р и в у ю , с н а б ж е н 

н у ю  п а р а м е т р о м , —  параметризованной кривой. В о з м о ж н ы  р а з л и ч н ы е  
п а р а м е т р и з а ц и и . Н а п р и м е р , е сл и  t и н т е р п р е т и р о в а т ь  к а к  в р е м я , т о  м ы  
м о ж е м  и зм е р я т ь  его  в  ч а с а х , м и н у т а х , с е к у н д а х  и  т. п . и  б уд ем  п р и  э то м  
п о л у ч а т ь  р а з н ы е  п а р а м е т р и з а ц и и 25 . К о м п о з и ц и я  о т о б р а ж е н и й  х ° Т п е 

25Иными словами одной и той же точке при разных параметризациях будут по
ставлены в соответствие разные числа. Скажем, это может быть 1, если время из
меряется в часах, 60 — если в минутах, — если в сутках, и т.д.
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р е во д и т т о ч к у  и з  М в  т о ч к у  и з  Rn и  д а е т ч а с т о  п р и м е н я е м ы й  п а р а 

м е т р и ч е с к и й  сп о со б  з а д а н и я  к р и в о й  <р:

с ( t )  =  ( x l ( t ) , . . . , x n ( t ) )  . (6 .1 )

Р и с . 7 . К о о р д и н а т н о е  о т о б р а ж е н и е  % : ?  м  х р  и  п а р а м е т р и з а ц и я  к р и 

в о й  т : tp <—> Р.

П р и  и зм е н е н и и  п а р а м е т р а  t  его  о б р а з п е р е м е щ а е тся  п о  к р и в о й  ц>. 
С к о р о с т ь  v э то го  п е р е м е щ е н и я  е с т ь  п р е д е л

v = lim  
A t—>0

сp ( t  +  A t )  -  

A t
i t ip.

И с п о л ь з у я  ко о р д и н а тн о е  о т о б р а ж е н и е , т о  ж е  м о ж н о  з а п и с а т ь  и н а ч е :

v = dtx = (dtx \  . . . ,  dtxn) = (v1, ..., vn).

Ч и с л а  vl =  dtxl, i =  1 , . . .  , n  н а з ы в а ю т с я  к о м п о н е н та м и  касательного 
вектора к  к р и в о й  </з в  т о ч к е  Р  с  к о о р д и н а та м и  х .

Е с л и  ч е р е з т о ч к у  Р  м ы  п р о ве д е м  д р у г у ю  к р и в у ю , т о  п о л у ч и м  в  
э то й  т о ч к е  ещ е од и н  к а с а т е л ь н ы й  в е к т о р . И н о й  к а с а т е л ь н ы й  в е к т о р  м ы  
т а к ж е  п о л у ч и м , е сл и  п е р е п а р а м е тр и зу е м  к р и в у ю  <~р (т . е. в о сп о л ь зу е м ся  

к а к о й -л и б о  д р у го й  п а р а м е т р и з а ц и е й  к р и в о й ). П о с к о л ь к у  ч е р е з к а ж д у ю  

т о ч к у  f i "  м о ж н о  п р о в е сти  б е ско н е ч н о е  м н о ж е с т в о  к р и в ы х  и  к а ж д у ю
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п а р а м е т р и з о в а т ь  б е ск о н е ч н ы м  ч и с л о м  сп о со б о в , т о  в  к а ж д о й  т о ч к е  f i "  

су щ е с т в у е т  б е ск о н е ч н о  м н о го  к а с а т е л ь н ы х  в е к т о р о в . В с е  к а с а т е л ь н ы е  
в е к т о р ы  н е  я в л я ю т с я  э л е м е н та м и  f i " ,  а  п р и н а д л е ж а т  касательному 
к О 71 в точке Р пространству. Э т о  п р о с т р а н с т в о  о б о зн а ч а е т ся  T f ip ,  

и л и  Тр. Т а к , е сл и  f i "  —  д в у м е р н а я  п о в е р х н о с т ь , с к а ж е м , с ф е р а  S2, то  

TS2 — к а с а т е л ь н а я  к  н е й  п л о с к о с т ь . В  к а ж д о й  т о ч к е  f i "  и м е е т ся  свое 

к а с а т е л ь н о е  п р о с т р а н с т в о , ч а с т ь  к о т о р ы х  п о к а з а н а  н а  р и с .8 .

К  к а ж д о й  т о ч к е  п а р а м е т р и з о в а н н о й  к р и в о й , з а д а н н о й  в  f i " ,  « п р и 
к р е п л е н о »  к а са те л ь н о е  п р о с т р а н с т в о . Л ю б а я  т а к а я  к р и в а я  в  к а ж д о й  

св о е й  т о ч к е  « в ы б и р а е т»  и з  со о т в е т с т в у ю щ е го  к а с а т е л ь н о го  п р о с т р а н 

с т в а  к а с а т е л ь н ы й  в е к т о р . С а м а  к р и в а я  за д а е т к а с а т е л ь н у ю  п р я м у ю , а  

п а р а м е т р и з а ц и я  —  н а п р а в л е н и е  и  д л и н у  в е к т о р а . Е с л и  у к а з а т ь  се м е й 
с т в о  п а р а м е т р и з о в а н н ы х  к р и в ы х , з а п о л н я ю щ и х  f i "  т а к , ч т о б ы  ч е р е з 
к а ж д у ю  т о ч к у  f i "  п р о х о д и л а  о д н а  и  т о л ь к о  о д н а к р и в а я , т о  н а  f i "  о к а 

ж е т с я  з а д а н н ы м  и  касательное векторное поле.
Т а к и м  о б р а зо м , се м е й ств о  п а р а м е т р и з о в а н н ы х  к р и в ы х  о п р е д е л я е т 

н а  f i "  в е к т о р н о е  п о л е . В а ж н о , о д н а к о , т о , ч т о  п р и  д о с та т о ч н о  о б щ и х 
у с л о в и я х  в е р н о  и  о б р а тн о е : в е к т о р н о е  п о л е , за д а н н о е  в  о б л а сти  f i " ,  
о п р е д е л я е т се м е й ств о  к р и в ы х . О н и  я в л я ю т с я  р е ш е н и я м и  о б ы к н о в е н 
н о го  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о го  у р а в н е н и я

cJt X  =  V, (6.2)
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что в  к о м п о н е н тн о й  ф о р м е  э к в и в а л е н т н о  си сте м е  у р а в н е н и й :

dtx 1 =  v1

dtxn = vn. (6 .3 )

Э т и  к р и в ы е  н а з ы в а ю т с я  фазовыми кривыми п о л я  v.
П р и  и зм е н е н и и  п а р а м е т р а  t м е н я т ь с я  м о ж е т  не т о л ь к о  п о л о ж е н и е  

т о ч к и  н а  к р и в о й , н о  и  з н а ч е н и я  к а к и х -л и б о  ф у н к ц и й , н а  э то й  к р и в о й  

о п р е д е л е н н ы х. О п р е д е л и м  в  о б л а с т и  f i ”  д и ф ф е р е н ц и р у е м у ю  ф у н к ц и ю  
h, т. е. к а ж д о й  т о ч к е  fln п о ста в и м  в  со о тв е т ств и е  ч и с л о  —  зн а ч е н и е  

ф у н к ц и и  h в  э то й  т о ч к е . Т о гд а  н а  к р и в о й  т а к ж е  б у д е т з а д а н а  ф у н к 
ц и я  h. С  и зм е н е н и е м  п а р а м е т р а  t м е н я е т с я  т о ч к а  к р и в о й  <р, а  сл е д о ва
те л ь н о , и  зн а ч е н и е  ф у н к ц и и  h(ip{t)) = h(t), ко то р о е  п а р а м е т р у  t со о т
в е т ств у е т. С к о р о с т ь  э т о г о  и зм е н е н и я  V)t м о ж н о  о п р е д е л и ть  к а к  п р е д е л

h{t + At)-h{t)  vh = lim  ^  =  dth.
A t-* о At

П о с к о л ь к у  п р и  к о о р д и н а тн о м  о т о б р а ж е н и и  % т о ч к а  ГГ1 о т о б р а ж а е т с я  в 

т о ч к у  х  =  (х1, . . . ,  хп) и з К п , ф у н к ц и я  h, о п р е д е л е н н а я  н а  f i 71, о к а з ы 
в а е т с я  э к в и в а л е н т н о й  ф у н к ц и и  п п е р е м е н н ы х  /г(ж 1 , . . . ,  хп), о п р ед е л е н 

н о й  н а  М ". Ф у н к ц и я  h (<p(t)), з а д а н н а я  н а  к р и в о й  <p(t), т а к и м  о б р а зо м , 
э к в и в а л е н т н а  ф у н к ц и и  h (xx(t),... ,xn(t)), за д а н н о й  н а  к р и в о й , о п р е 

д е л я е м о й  у р а в н е н и я м и :

х 1 -  x4t)

xn =  xn(t). (6 .4 )

Д и ф ф е р е н ц и р у я  k n o t  к а к  с л о ж н у ю  ф у н к ц и ю , п о л у ч а е м

Vh =  dth(x.(t)) =  dxi hdtx1 H-----+  dx™ hdtx n.

Е с л и  н а  f ! ”  о п р е д е л и ть  д р у гу ю  ф у н к ц и ю , н а п р и м е р  д, т о  с к о р о сть  

ее и зм е н е н и я  vg в д о л ь  то й  ж е  к р и в о й  <р в ы р а з и т с я  о ч е н ь  п о х о ж е й  ф о р 

м у л о й :

vg =  d tg =  dxi g d tx 1 +  • • ■ +  dx^gdtx n .
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Сравнивая обе формулы , находим, что оператор диф ференцирования  
по параметру кривой имеет вид:

d t =  d t x 1d x i Н--------1- d t x n d xrb =

=  v1dxi + ---- Ь vndxn. (6.5)

Величины v'1 =  d t x l являются компонентами касательного вектора  
v  и определяю тся кривой и ее параметризацией. По этой причине выра
ж ение (6.5) называется операт ором дифференцирования по направле
нию вект ора v  в точке х  и обозначается L $ |х , а число L $ h \x  называется  
производной  функции h по направлению вектора v  в точке х.

Если на Q” задано касательное векторное поле, то в каж дой точке 
Q.n  мож но вычислить производную  ф ункции /  по направлению соответ
ствующего этой точке касательного вектора, и, таким образом, задать  
на С1п новую функцию

Ат/ U  =  v 1dxi f  + ----- \-v n dxn f .

Е с л и  /  £ С 1 ( Г Г 1)  —  д и ф ф е р е н ц и р у е м а я  ф у н к ц и я , т о  L^f £ С ° (П П) —  
н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я . О п е р а т о р  L # : C 1 (Q n ) —> C°(fln)

L$ = v^dxi +  • • • +  vndxn

назьгоается линейны м  дифференциальным операт ором 1-го порядка. 
Линейность этого оператора очевидна. М ож но показать, что он обла
дает  такж е следующ ими свойствами:

1) L v { f g )  =  fL a g  +  g L$ f ,

2 ) -^-u+i7 =  bu “b Lvt
3) L f v  =  f L *

Здесь  f , g  —  произвольные диф ф еренцируем ы е функции.
Уравнение вида

Lvf  =  0 , (6 .6 )

где /  — диф ф еренцируем ая ф ункция, определенная в области ГГ1, а 
v  — векторное поле, заданное на С1п , называется линейны м  однород
ны м  диф ференциальным уравнением  1-го порядка. Реш ением уравне
ния (6.6) является множество диф ф еренцируем ы х функций, производ
ные которых по направлению векторного поля v  равны нулю. Поле v
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н а з ы в а е т с я  характеристическим векторным полем у р а в н е н и я  (6 .6 ). 

Ф а зо в ы е  к р и в ы е  э то го  п о л я  н а з ы в а ю т с я  характеристиками, а  у р а в н е 

н и е
d tx  =  v, (6 .7 )

а н а л о ги ч н о е  у р а в н е н и ю  (6 .2 ), —  уравнением характеристик д л я  у р а в 

н е н и я  (6 .6 ).
У р а в н е н и я  (6 .6 ) и  (6 .7 ) те сн о  с в я з а н ы . Д е й ств и т е л ь н о , п о л е  v о п р е 

д е л я е т н а  £1п к р и в ы е  —  х а р а к т е р и с т и к и , к о т о р ы е  я в л я ю т с я  р е ш е н и я м и  

у р а в н е н и я  (6 .7 ). Д и ф ф е р е н ц и р у я  р е ш е н и е  /  у р а в н е н и я  (6 .6 ) в д о л ь  э т и х  

к р и в ы х , п о л у ч и м

dtf = L#f = 0.

Ф у н к ц и я  /  п о с т о я н н а  н а  х а р а к т е р и с т и к е , т.е . н а  р е ш е н и и  у р а в н е н и я  

(6 .7 ). Ф у н к ц и и , п о с т о я н н ы е  н а  р е ш е н и и  к а к о го -л и б о  у р а в н е н и я , н а з ы 

в а ю т с я  первыми интегралами э то го  у р а в н е н и я . В  н а ш е м  с л у ч а е  /  е сть  
п е р в ы й  и н т е гр а л  у р а в н е н и я  (6 .7 ), а  с в я з ь  у р а в н е н и й  (6 .6 ) и  (6 .7 ) о к а з ы 

в а е т с я  сл е д у ю щ е й : р е ш е н и е м  о д н о р о д н о го  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о го  у р а в н е 
н и я  в  ч а с т н ы х  п р о и з в о д н ы х  (6 .6 ) я в л я е т с я  п е р в ы й  и н т е гр а л  у р а в н е н и я  

х а р а к т е р и с т и к  (6 .7 ).

6.2. Задача Кош и для уравнения 1-го порядка
Е с л и  ф у н к ц и я  /  п о с т о я н н а  н а  х а р а к т е р и с т и к е , т о  о ч е в и д н о , ч т о  

ф у н к ц и и  f  + co n st и л и  /  • co n st т а к ж е  б у д у т  п о с т о я н н ы м и . О п е р а то р  
Ь$: С1(0,п) —> С ° (П П), т а к и м  о б р а зо м , н е  я в л я е т с я  в за и м н о о д н о зн а ч 

н ы м , а  у р а в н е н и е  (6 .6 ) н е и м е е т е д и н ств е н н о го  р е ш е н и я .

В  т о м  сл у ч а е , к о гд а  у р а в н е н и е  (6 .6 ) м о д е л и р у е т к а к о е -л и б о  я в л е 

н и е  (н а п р и м е р , п е р е н о с н е к о т о р о го  с в о й с т в а  /  п о л е м  ск о р о с т и  v), ч т о  
тр е б у е т н а х о ж д е н и я  е д и н ств е н н о го  р е ш е н и я , в  ф о р м у л и р о в к у  з а д а ч и  

нео б хо д и м о  в к л ю ч а т ь  д о п о л н и те л ь н ы е  у сл о в и я . О н и  д о л ж н ы  т а к  о гр а 

н и ч и т ь  о б л а сть  о п р е д е л е н и я  о п е р а то р а  L$, ч т о б ы  о н  ст а л  в за и м н о о д н о 
з н а ч н ы м . Ч а с т о  э т и  у с л о в и я  ф о р м у л и р у ю т с я  в  ви д е  з а д а н и я  н а  н е к о т о 

р о м  м н о ж е ств е  Fcfi" з н а ч е н и й  ф у н к ц и и  / | г  =  /о  - М н о ж е с т в о  Г  д о л ж 
н о  б ы т ь  в ы б р а н о  т а к , ч т о б ы  з а д а ч а  и м е л а  од н о  и  т о л ь к о  од но р е ш е н и е . 
Э т о  в о з м о ж н о  не п р и  л ю б о м  в ы б о р е  Г . Д е л о  в  т о м , ч т о  п о с к о л ь к у  /  

п о с т о я н н а  н а  х а р а к т е р и с т и к а х , м ы  м о ж е м  з а д а в а т ь  п р о и зв о л ь н ы е  з н а 

ч е н и я  /о  л и ш ь  в  т е х  с л у ч а я х , к о гд а  х а р а к т е р и с т и к а  и м е е т с м н о ж е ств о м
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V  у

Р и с . 9. П р и м е р  н е у д а ч н о го  р а с п о л о ж е н и я  м н о ж е с т в а  Г : в  т о ч к а х  р и  q 
за д а в а е м ы е  з н а ч е н и я  д о л ж н ы  б ы т ь  о д и н а к о в ы .

Г  т о л ь к о  о д н у  о б щ у ю  т о ч к у . И н а ч е , з н а ч е н и я  /о , п р и н а д л е ж а щ и е  од но й  
и  т о й  ж е  х а р а к т е р и с т и к е , не б у д у т  н е за в и с и м ы м и  и  д о л ж н ы  р а в н я т ь с я  

д р у г  д р у г у  (р и с .9 ). О б ы ч н о  в  к а ч е ств е  Г  б е р у т  и м е н н о  та к о е  п о д м н о ж е 

с т в о  f t " ,  ко то р о е  с к а ж д о й  х а р а к т е р и с т и к о й  и м е е т т о л ь к о  о д н у  о б щ у ю  
т о ч к у . Р а з м е р н о с т ь  Г  о к а з ы в а е т с я  н а  е д и н и ц у  м е н ь ш е  р а з м е р н о с т и  f t " .

В  и то ге  ф о р м у л и р у е т с я  з а д а ч а

к о т о р а я  н а з ы в а е т с я  задачей Коши д л я  у р а в н е н и я  (6 .8 ). У сл о в и е  (6 .9 ) 

н о с и т  н а з в а н и е  начального условия. Т а к о е  н а з в а н и е  с в я за н о  с т е м , ч т о  
п а р а м е т р и з а ц и я  х а р а к т е р и с т и к  м о ж е т  б ы т ь  в ы б р а н а  т а к о й , ч т о  н у л е 
вое зн а ч е н и е  п а р а м е т р а  t = 0 (н а ч а л о  м о д е л и р у е м о го  п р о ц е сса ) д л я  
к а ж д о й  х а р а к т е р и с т и к и  б у д е т л е ж а т ь  н а  м н о ж е ств е  Г .

В д о л ь  х а р а к т е р и с т и к  ip(t) з а д а ч а  (6 .8 )- (6 .9 ) св о д и тся  к  з а д а ч е  К о 
ш и  д л я  о б ы к н о в е н н о го  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о го  у р а в н е н и я , о п и с ы в а ю щ е го  
и зм е н е н и е  /  с  и зм е н е н и е м  п а р а м е т р а  t:

Lvf  =  О, 

/ | г  =  /о

(6 .8 )

(6 .9 )

dtf  =  О, 

/ |t = o  =  /о -

(6.10)

(6.11)
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X а) х б) X в)

Р и с . 10. В а р и а н т ы  з а д а н и я  м н о ж е с т в а  Г . О б л а с т и  в л и я н и я  у сл о в и й , 
з а д а н н ы х  н а  Г  (н а ч а л ь н ы х /к р а е в ы х  у сл о в и й ) з а ш т р и х о в а н ы .

И н т е г р и р у я  (6 .1 0 ) п о  п а р а м е т р у  о т 0 д о  t ,  п о л у ч а е м  f  (ip(t)) =  / 0, т. е. 
р е ш е н и е  п о сто я н н о  н а  х а р а к т е р и с т и к е  и  р а в н о  н а ч а л ь н о м у  зн а ч е н и ю .

Ч а с т о  о д н а  и з  ф у н к ц и й  к о о р д и н а тн о го  о т о б р а ж е н и я  £1П —> К" и н 

т е р п р е т и р у е т с я  к а к  в р е м я  t , а  к р и в ы е  н а  Qn п а р а м е т р и з у ю т с я  з н а 

ч е н и я м и  в р е м е н и . О ста л ь н ы е  к о о р д и н а т ы  в  та к о м  с л у ч а е  с ч и т а ю т с я  

п р о с т р а н с т в е н н ы м и . У р а в н е н и е  (6 .6 ) в  э то м  с л у ч а е  п р и н и м а е т  в и д

и  н а з ы в а е т с я  уравнением  переноса в е л и ч и н ы  /  п о л е м  ск о р о с т и  й  =  
(и 1, . . .  ,и п^ 1). С и с т е м а  у р а в н е н и й , о п р е д е л я ю щ а я  х а р а к т е р и с т и к и , со 

д е р ж и т  те п е р ь  (п  — 1 ) у р а в н е н и е

п о с к о л ь к у  п ер в о е  у р а в н е н и е  п р е в р а щ а е тся  в  т о ж д е с т в о  d tt  =  1. Е с л и  
у р а в н е н и е  (6 .1 2 ) т р а к т о в а т ь  к а к  з а к о н  и зм е н е н и я  во  в р е м е н и  ф у н к 

ц и и  /  в  т о ч к е  п р о с т р а н с т в а  в  р е зу л ь та те  д в и ж е н и я  ср е д ы  и з  н е в за и м о 

д е й с т в у ю щ и х  ч а с т и ц , т о  х а р а к т е р и с т и к и  о к а з ы в а ю т с я  т р а е к т о р и я м и  

д в и ж е н и я  ч а с т и ц  ср е д ы , а  са м о  у р а в н е н и е  (6 .1 2 ) —  уравнением  движ е
ния в эйлеровы х26 координат ах. С  д р у го й  с т о р о н ы , у р а в н е н и е  (6 .1 0 ), 

сп р а в е д л и в о е  н а  х а р а к т е р и с т и к е , е сть  т о  ж е  уравнение движ ения , з а 

(6 .1 2 )

d tх г =  иг, i =  1 , . . . ,  гг — 1,

26По имени Леонарда Эйлера (Euler) (1707-1783) — математика, физика и астро
нома. Он родился и учился в Швейцарии, работал в Германии и России.
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п и са н н о е  в  т е р м и н а х  лагранжевых27 координат, в  к а ч е с т в е  к о т о р ы х , 

к а к  п р а в и л о , б е р у т  з н а ч е н и я  п р о с т р а н с т в е н н ы х  к о о р д и н а т н а  м н о ж е 
с т в е  Г .

Х о т я  м н о ж е ств о  Г  в  и зв е с тн о м  с м ы сл е  п р о и з в о л ь н о , е го  п р е д п о ч ти 

т е л ь н ы й  в и д  о б ы ч н о  д и к т у е т с я  ф и з и к о й  м о д е л и р у е м о го  я в л е н и я . Ч а с т о  
в  к а ч е с т в е  Г  в ы б и р а ю т  п о д м н о ж е ств о  т о ч е к  П ” , д л я  к о т о р ы х  ф и к с и 

р у е т с я  л и б о  зн а ч е н и е  п а р а м е т р а  t = 0 (с о б с тв е н н о  начальное условие), 
л и б о  к а к а я -л и б о  п р о с т р а н с т в е н н а я  к о о р д и н а та  хг = Жд (краевое усло
вие), л и б о  и х  к о м б и н а ц и я  (смешанное краевое условие). Д л я  о д н о м е р 
н о го  с л у ч а я  в се  т р и  в а р и а н т а  з а д а н и я  м н о ж е с т в а  Г  п о к а з а н ы  н а  р и с .10.

6.3. Н еоднородное и квазилинейное уравнения
Е с л и  п р а в а я  ч а с т ь  у р а в н е н и я  (6 .6 ) о т л и ч н а  о т  н у л я , о н о  н а з ы в а е т с я  

неоднородным линейным дифференциальным уравнением:

З д е сь  v = t f ( x ) ;  g = g ( x ) .  В  к о м п о н е н тн о й  ф о р м е  т о  ж е  у р а в н е н и е  
з а п и ш е т с я  т а к

Х а р а к т е р и с т и к и  н е о д н о р о д н о го  у р а в н е н и я  т а к ж е  я в л я ю т с я  р е ш е 
н и я м и  у р а в н е н и я  (6 .7 ) и , з н а ч и т , с о в п а д а ю т с  х а р а к т е р и с т и к а м и  од но

р о д н о го  у р а в н е н и я . Э в о л ю ц и я  ф у н к ц и и  /  в д о л ь  х а р а к т е р и с т и к  о п и с ы 
в а е т с я  о б ы к н о в е н н ы м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м  у р а в н е н и е м

Р е ш е н и е  /  и зм е н я е тс я  со  ск о р о с т ь ю  д, а  н е  о ст а е тся  п о с т о я н н ы м , к а к  
э т о  б ы л о  в  о д н о р о д н о м  сл у ч а е .

В ы б и р а я  н е х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  п о д м н о ж е ств о  Г  с  й я  и  з а д а в а я  н а  
н е м  н а ч а л ь н ы е  з н а ч е н и я  ф у н к ц и и  / | г  =  /о , о гр а н и ч и в а ю щ и е  о б л а сть  

о п р е д е л е н и я  о п е р а то р а  L$, м ы  м о ж е м  п о с т а в и т ь  з а д а ч у  К о ш и . В д о л ь  

х а р а к т е р и с т и к  (у р а в н е н и е  (6 .1 4 )) о н а  л е гк о  и н т е гр и р у е т с я , и  р е ш е н и е  
и м е е т в и д :

27Лагранж (Lagrange) Ж озеф Луи (1736-1813) — французский математик и ме
ханик.

Lyf =  д. (6 .1 3 )

v%dxi f  = д.

dtf = д. (6 .1 4 )
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Д о  с и х  п о р  п о л е  v с ч и т а л о с ь  н е з а в и с я щ и м  о т  р е ш е н и я . С н я в  э то  

о гр а н и ч е н и е , м ы  п о л у ч и м  квазилинейное уравнение

L a f  =  9,

гд е v = гГ(х, / ) .  В д о л ь  х а р а к т е р и с т и к  р е ш е н и е  /  м е н я е тся  со с к о р о сть ю  

9
dtf  = д(* )• (6 .1 5 )

К а к  и  п р е ж д е , в е к т о р н о е  п о л е  v о п р е д е л я е т х а р а к т е р и с т и к и  у р а в н е н и я

(6 .1 5 )
dtx  = v(x,f).  (6 .1 6 )

О д н а к о  в  к в а з и л и н е й н о м  с л у ч а е  д л я  н а х о ж д е н и я  х а р а к т е р и с т и к  од но

го  у р а в н е н и я  (6 .1 6 ) н е д о ст а то ч н о : п о л е  v са м о  з а в и с и т  о т р е ш е н и я  / .  

Д л я  п о с т р о е н и я  х а р а к т е р и с т и к  н е о б хо д и м о  р е ш а т ь  с и с т е м у  у р а в н е н и й

(6 .1 5 ), (6 .1 6 ).
З а д а ч а  К о ш и  д л я  к в а з и л и н е й н о го  у р а в н е н и я  с т а в и т с я  а н а л о ги ч 

н о  р а з о б р а н н ы м  в ы ш е  с л у ч а я м : в ы б и р а е т с я  н е х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  под 
м н о ж е ств о  Г  С  Пп р а з м е р н о с т и  (гг— 1 ), н а  к о т о р о м  з а д а ю т с я  н а ч а л ь н ы е  

у сл о в и я  /о .

В  к а ч е с т в е  п р и м е р а  р а с с м о т р и м  п р о с т е й ш и й  в и д  к в а з и л и н е й н о г о  у р а в н е 
н и я  — т а к  н а з ы в а е м о е  невязкое уравнение Бюргерсо? ^ :

dt и + идхи  =  0  . (6 -17 )

О н о  м о ж е т  с л у ж и т ь  п р о с т о й  м о д е л ь ю  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  со  с к о р о с т ь ю  
и  в  т р у б е  в д а л и  о т  с т е н о к  в  с л у ч а е  п р е н е б р е ж и м о  м а л о й  в я з к о с т и .  П у с т ь  
f i 2 =  {t  >  0 , ж е  [а , Ь]}. П о с т а в и м  д л я  у р а в н е н и я  (6 .1 7 )  з а д а ч у  К о ш и . В  к а 
ч е с т в е  м н о ж е с т в а  Г  в ы б е р е м  м н о ж е с т в о  т о ч е к ,  л е ж а щ и х  н а  о т р е з к е  Г  =  
{ t  =  0 , х  &\а, Ь]}, и  з а д а д и м  н а  Г  з н а ч е н и я  с к о р о с т и

u | t = o  =  U ( x ) ,  а; е  [а ,Ь ]  ,

г д е  U(x)  — и з в е с т н а я  ф у н к ц и я .  Х а р а к т е р и с т и к и  у р а в н е н и я  (6 .1 7 )  о п р е д е л я 
ю т с я  с и с т е м о й  у р а в н е н и й :

dtx =  и ,
dtu  =  0. (6 .1 8 )

28Бюргерс (Burgers) Иоханнес Мартинус (1895-1981) — голландский физик.
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З д е с ь  п о сл ед н ее  у р а в н е н и е  е сть  у р а в н е н и е  (6 .1 7 ), за п и с а н н о е  н а  х а р а к т е р и 
сти к е  Е с л и  ж о — т о ч к а  п е р ес е ч е н и я  х а р а к т е р и с т и к и  <р с м н о ж ес т в о м
Г , т о  U ( x о) — зн ач ен и е  с к о р о с т и  н а  э т о й  х а р а к т е р и с т и к е  в  м о м ен т  в р ем е н и
t  =  0. Т а к и м  о б р а зо м , н а ч а л ь н ы м и  у с л о в и я м и  д л я  с и сте м ы  (6 .18) я в л я ю т с я  
р а в е н с тв а :

^ |t=o  — *Ео ,

u | t=o =  U ( x o )  . (6 .19)

И н т е г р и р у я  с и сте м у  (6 .18 ) о т  t  =  0 д о  t  с у ч е т о м  н а ч а л ь н ы х  у сл о в и й  (6 .19 ), 
л е г к о  н аходи м :

и  (¥>(t)) =  U ( x о) , (6 .20)

х  =  xa +  U ( x a ) t .  (6 .21)

С о гл асн о  (6 .20) с к о р о с т ь  и  н а  х а р а к т е р и с т и к е  п о с т о я н н а  и  р а в н а  н а ч а л ь 
н о м у  зн ач ен и ю  U (x o ) .  У р а в н ен и е  ж е  (6 .21) е ст ь  у р а в н ен и е  х а р а к т е р и с т и к и  
(p(t).  В  о б л а с т и  П 2 э т о й  х а р а к т е р и с т и к е  с о о тв е тс тв у ю т  т о ч к и  с  к о о р д и н а 
т а м и  ( t ,  х )  =  ( t , x o  +  U ( x o ) t ) .  Т а к и м  о б р а зо м , х а р а к т е р и с т и к а м и  у р а в н е н и я
(6 .17) я в л я ю т с я  п р я м ы е  л и н и и  с т а н ге н с а м и  у гл о в  н а к л о н а , р а в н ы м и  1 /1 / (жо) 
(р и с .1 1 ). И з  у р а в н ен и й  (6 .20 ) и  (6 .21 ) следует, ч т о  р еш ен и е  у р а в н е н и я  (6 .17) 
м о ж е т  б ы т ь  з а п и с а н о  в  в и д е

и  ( t ,  х  +  U ( x ) t )  =  U ( x )  .

О б р а т и т е  в н и м а н и е  н а  д в е  о со бен н о сти  п о л у ч ен н о го  р е ш е н и я . В о -п ер в ы х , 
н а ч а л ь н ы е  д а н н ы е , з а д а н н ы е  н а  о т р е зк е  [а, Ь], м о г у т  о п р е д е л я т ь  р еш ен и е  не 
во  в сей  о б л а с т и  Л 2, а  т о л ь к о  в  с р а в н и т е л ь н о  н еб о л ьш о й  ее  ч а с т и . Т а к , есл и  
U ( x )  >  0 д л я  л ю б о го  х  е  [о., fo], т о  н а ч а л ь н ы е  д а н н ы е  п о зв о л я ю т  н а й т и  р е 
ш ен и е  т о л ь к о  н а  м н о ж ес т в е  т о ч е к , о гр ан и ч е н н о м  к о о р д и н а т н ы м и  л и н и я м и  
t  =  0, х  =  b и  х а р а к т е р и с т и к о й  х  =  a  +  U ( a ) t .  Н а  р и с .1 1  а  и  р и с .11 б п о к а за н а  
т и п и ч н а я  с и ту а ц и я . О б л а с ть , л е ж а щ а я  с л е в а  о т  х а р а к т е р и с т и к и , п р о х о д ящ ей  
ч е р е з  т о ч к у  а , н и к а к  н е  с в я з а н а  с  н а ч а л ь н ы м и  зн а ч е н и я м и . Р е ш е н и я  ж е  в  об
л а с т и  с п р а в а  о т  т о й  ж е  х а р а к т е р и с т и к и  п о л н о с т ью  о п р е д е л я ю т с я  н а ч а л ь н ы м  
п р о ф и л е м  с к о р о с т и  U ( х )  н а  о т р е зк е  [а, 6]. Э т а  о б л а с т ь  н а з ы в а е т с я  областью  
в л и я н и я  н а ч а л ь н ы х  д а н н ы х  (н а  р и с у н к е  о н а  за ш т р и х о в а н а ) .

В о -в то р ы х , есл и  н а ч а л ь н ы й  г р а д и е н т  с к о р о с т и  н а  о т р е зк е  [о, Ь] о т р и ц а 
т е л е н  (р и с .11  в ) , т о  в о зм о ж н а  с и т у а ц и я , к о гд а  х а р а к т е р и с т и к и  в  о б л а с т и  П 2 
п е р ес е к у т с я . К  м о м ен ту  в р ем е н и  t c п е р в о н а ч а л ь н о  п о л о ги й  п р о ф и л ь  с к о р о с т и  
т р а н с ф о р м и р у е т с я  в  с к а ч о к  с к о р о с т и  в  т о ч к е  х с, г р а д и е н т  с к о р о с т и  ста н е т  
б еск о н еч н ы м  и  н а с т у п и т  т а к  н а з ы в а е м а я  градиент ная катастрофа. Р е ш ен и е
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Р и с. 11. Характеристики уравнения 1-го порядка и соответствующие им на
чальные профили скорости.

задачи существует локально во времени от 0 до  tC) где оно перестает быть 
единственным.



7.1. Общие соображения
О б о б щ е н и е м  о д н о го  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о го  у р а в н е н и я  1 -го  п о р я д к а  

м о ж н о  с ч и т а т ь  к а к  с и с т е м ы  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  1 -го  п о 
р я д к а , т а к  и  у р а в н е н и я  более в ы с о к и х  п о р я д к о в . О д н а к о  м е ж д у  э т и м и  

д в у м я  в а р и а н т а м и  о б о б щ е н и й  н е т  в за и м н о о д н о зн а ч н о го  с о о т в е т с т в и я . 
Л и ш ь  в  ч а с т н о м  с л у ч а е  л и н е й н о й  с и с т е м ы  с п о с т о я н н ы м и  к о э ф ф и ц и 
е н та м и  в е р н а  сл е д у ю щ а я

Т е о р е м а . Любую систему п линейных дифференциальных уравне
ний с постоянными коэффициентами для п неизвестных функций 
можно свести к одному дифференциальному уравнению с постоян
ными коэффициентами для любой из неизвестных функций.

Н а п р о т и в , л ю б о е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  п о р я д к а  в ы ш е  п е р 

в о го  э к в и в а л е н т н о  си сте м е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  1 -г о  п о р я д 
к а . Р а с с м о т р и м  п р о с т е й ш и й  с л у ч а й , к о гд а  £1п п р е д с т а в л я е т  со б о й  д в у 

м е р н у ю  о б л а сть  Q2, а  и ск о м о е  р е ш е н и е  я в л я е т с я  ф у н к ц и е й  д в у х  а р г у 
м е н т о в . С л у ч а й  м н о ги х  н е з а в и с и м ы х  п е р е м е н н ы х  м о ж н о  н а й т и  в  р у 
к о в о д с т в а х  п о  те о р и и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  в  ч а с т н ы х  п р о и з 
в о д н ы х  (с м . С п и с о к  л и т е р а т у р ы ).

В в о д я  к о о р д и н а т ы , о т о б р а ж а ю щ и е  т о ч к у  Р £ П 2 в  т о ч к у  х  €  R 2 , 
з а п и ш е м  у р а в н е н и е  2 -го  п о р я д к а  о б щ е го  в и д а :

F{x, у, / ,  dxf, dyf, dxxf, dxyf, dyyf)  =  0. (7 .1 )

З д е сь  x  =  (x, у) — к о о р д и н а т ы  т о ч к и  Р  и з  о б л а сти  f t 2. Д л я  т о го  ч т о б ы  

п о л у ч и т ь  э к в и в а л е н т н у ю  с и с т е м у  у р а в н е н и й , в ве д ем  д и ф ф е р е н ц и р у е 
м ы е  ф у н к ц и и  g и  h т а к и е , ч т о  g = dxf  и  h =  dyf.  П о д с т а н о в к а  э т и х  
ф у н к ц и й  в  у р а в н е н и е  п р и в о д и т е го  к  в и д у :

F{x, у, / ,  g, h, dxg, dyg, dyh) =  0.

З д е сь  с м е ш а н н а я  п р о и з в о д н а я  dxyf  в ы р а ж е н а  ч е р е з п р о и зв о д н у ю  
ф у н к ц и и  д.

7 .  С и с т е м ы  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х

у р а в н е н и й
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Р а с с м а т р и в а я  д ал е е  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и й  g и  h к а к  у р а в н е н и я , с в я 

з ы в а ю щ и е  э т и  ф у н к ц и и  с  п р о и зв о д н ы м и  ф у н к ц и и  / ,  п о л у ч и м  си с т е м у  

д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й . Д л я  т о го , ч т о б ы  э т а  с и с т е м а  с т а л а  э к 

в и в а л е н тн о й  у р а в н е н и ю  ( 7 .1 ) , н е о б хо д и м о  у ч е с т ь  т о , ч т о  см е ш а н н у ю  

п р о и зв о д н у ю  dxyf  м о ж н о  в ы р а з и т ь  и  ч е р е з п р о и зв о д н у ю  ф у н к ц и и  h. 
Д р у г и м и  сл о в а м и , д о л ж н ы  в ы п о л н я т ь с я  р а в е н с т в а  dyg =  dx h — dxyf . 
В  и то ге  п о л у ч а е м  с и с т е м у  у р а в н е н и й :

F{x,y, f, g, h, dxg, dyg, dyh) = 0 ,

<7 -2>dyf  -  h = 0, 
dyg -  dxh =  0,

э к в и в а л е н т н у ю  у р а в н е н и ю  2 -го  п о р я д к а  с д в у м я  н е за в и си м ы м и  п ер е 

м е н н ы м и  об щ его  в и д а . Л ю б о е  р е ш е н и е  ( 7 .1 )  я в л я е т с я  р е ш е н и е м  (7 .2 ), 

и  н ао б о р о т.

7.2. Линейная система с двум я независимыми  
переменными

В  л и н е й н о м  с л у ч а е  с и с т е м у  то у р а в н е н и й  д л я  m -м е р н о го  в е к т о р а  
н е и з в е с т н ы х  ф у н к ц и й  /  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  ви д е:

Aidxf  +  A2dvf  = g. (7 .3 )

З д е сь  f  = ( f 1, f m)\ g = [g1, .. -,gm); Ax и  A2 —  к в а д р а т н ы е  м а т р и 
ц ы  m x  то. К о м п о н е н т ы  м а т р и ц , к а к  и  к о м п о н е н т ы  в е к т о р а  д, в  общ ем

с л у ч а е  м о г у т  б ы т ь  ф у н к ц и я м и  т о ч к и  х  и  р е ш е н и я  / .  Д л я  п р о с т о т ы , 

о д н а ко , б уд ем  с ч и т а т ь  и х  п о с т о я н н ы м и .
П о  к р а й н е й  м ер е, о д н а и з д в у х  м а т р и ц  н е о со б а я 29. П у с т ь  э т о  б у д е т 

м а т р и ц а  Ai и , з н а ч и т , с у щ е с т в у е т  о б р а т н а я  ей м а т р и ц а  А^1. М а т р и ц а  

А2 м о ж е т  б ы т ь  л ю б о й . У м н о ж а я  сл е в а  обе ч а с т и  у р а в н е н и я  (7 .3 )  н а  
А^1, п р и д е м  к  э к в и в а л е н т н о м у  у р а в н е н и ю

dxf  +  Adyf  =  h, (7 .4 )

гд е в в е д е н ы  о б о зн а ч е н и я : А = А^1 А2 ж h = А^1 д.
29В противном случае исходная система сводится к системе меньшего числа урав-
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7.2.1. Замена переменных

Е с л и  м а т р и ц а  А д и а го н а л ь н а я , т о  с и с т е м а  у р а в н е н и й  (7 .4 ) р а с п а 
д а е т с я  н а  то н е з а в и с и м ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  1 -го  п о р я д к а  
д л я  к о м п о н е н т  в е к т о р а  н е и з в е с т н ы х  / .  Т а к и е  у р а в н е н и я  м ы  р а с с м а т 

р и в а л и  в  п р е д ы д у щ и х  п а р а г р а ф а х . В  э то м  с л у ч а е  в  к а ж д о й  т о ч к е  О 2 
и м е е тся  т х а р а к т е р и с т и к , п о  к о т о р ы м  р а с п р о с т р а н я ю т с я  к о м п о н е н т ы  

р е ш е н и я , к а ж д а я  к о м п о н е н т а  п о  сво ей  х а р а к т е р и с т и к е .

Е с л и  ж е  А —  м а т р и ц а  о б щ е го  в и д а , м о ж н о  п о п р о б о в а ть  п р о и зв е ст и  

з а м е н у  п е р е м е н н ы х  т а к , ч т о б ы  у р а в н е н и е  (7 .4 ) о т н о си те л ь н о  н о в о го  

в е к т о р а  / '  со д е р ж а л о  д и а го н а л ь н у ю  м а тр и ц у . П р е о б р а зу е м  в е к т о р  /  с 
п о м о щ ь ю  п о к а  н е и зв е стн о й  м а т р и ц ы  п р е о б р а зо в а н и я  Л

/  =  Л / ' (7 .5 )

и  п о д ста в и м  в  у р а в н е н и е  (7 .4 )

dxA f  +  Adyk f  =  h.

Д и ф ф е р е н ц и р у я  и  п е р е гр у п п и р о в ы в а я  сл а га е м ы е , п о л у ч и м

Adxf  +  AAdyf  = h ~  (dxA +  AdvA)f .

П о с к о л ь к у  н а с  и н те р е су е т н е в ы р о ж д е н н о е  п р е о б р а зо в а н и е  Л , с у щ е с т в у 
е т о б р а тн о е  п р е о б р а зо в а н и е  А~ 1 . У м н о ж и м  п о л у ч е н н о е  у р а в н е н и е  сл е в а  
н а  Л - 1

dxf  +  A -1 AAdyf  =  Л " 1 (h -  (ЭХА + AdyA)f )  = h'. (7 .6 )

М а т р и ц а  Л - 1  А Л  п о д о б н а  м а тр и ц е  А в  т о м  с м ы с л е , ч т о  и м е е т т е  ж е  
со б с тв е н н ы е  ч и с л а , ч т о  и  м а т р и ц а  А (та к о е  п р е о б р а зо в а н и е  м а т р и ц ы  

А н а з ы в а е т с я  преобразованием подобия) .  В ы б о р о м  м а т р и ц ы  Л  м о ж н о  

п р е в р а т и т ь  м а т р и ц у  А~гАА в  д и а го н а л ь н у ю . И з  к у р с а  а л г е б р ы  и зв е с т 
н о , ч т о  е сл и  (ш  х  то ) м а т р и ц а  А и м е е т то р а з л и ч н ы х  д е й с т в и т е л ь н ы х  

с о б с т в е н н ы х  з н а ч е н и й , т о  ее со б с тв е н н ы е  в е к т о р ы  л и н е й н о  н е за в и си м ы  
и  м а т р и ц а , со с та в л е н н а я  и з  э т и х  с о б с т в е н н ы х  в е к т о р о в , б у д е т к а к  р а з  

и ск о м о й  м а тр и ц е й  Л . В  э то м  с л у ч а е  с и с т е м а  (7 .4 ) св о д и тся  к  в и д у

dxf  +  Ddvf  = ti, (7.7)



76 7 Системы дифференциальных уравнений

гд е D =  Л ' 1 А Л  —  д и а го н а л ь н а я  м а т р и ц а  (е д и н ст в е н н ы е  о т л и ч н ы е  о т 

нуля э л е м е н ты  м а т р и ц ы  D с у т ь  сто я щ и е  н а  гл а в н о й  д и а го н а л и  со б 

ст в е н н ы е  ч и с л а  м а т р и ц ы  А).
Х а р а к т е р и с т и к и , п о  к о т о р ы м  р а с п р о с т р а н я ю т с я  к о м п о н е н т ы  в е к т о 

р а  / ' ,  н а х о д я т с я  и з у р а в н е н и й :

dtx =  1,

dty = дц = щ, i =  1 , . . . ,  то. (7 .8 )

З д е сь  du — г-й  д и а го н а л ь н ы й  эл е м е н т м а т р и ц ы  D, а  щ —  г-е со б стве н н о е  

ч и сл о  м а т р и ц ы  А.

7.2.2. Исследование типа системы

П о  о п р ед е л е н и ю  v н а з ы в а е т с я  собственным числом м а т р и ц ы  А, 
е сл и  с у щ е с т в у е т  н е н ул е в о й  в е к т о р  £, т а к о й , ч т о

М  = ^  (7-9)

В е к т о р  £ в  э то м  с л у ч а е  н а з ы в а е т с я  собственным вектором м а т р и ц ы  
А. С о б с т в е н н ы й  в е к т о р , к а к  в и д н о  и з  (7 .9 ), о п р е д е л я е тся  с  т о ч н о с т ь ю  

д о  п о с т о я н н о го  м н о ж и т е л я .
Д л я  н а х о ж д е н и я  с о б с т в е н н ы х  ч и с е л  з а м е т и м , ч т о  у р а в н е н и е  (7 .9 ) 

э к в и в а л е н т н о  од н о р о д н о й  си сте м е  у р а в н е н и й

(А -  vl)i  =  0 , (7 .1 0 )

к о т о р а я  и м е е т н е тр и в и а л ь н о е  р е ш е н и е  т о л ь к о  в  то м  сл у ч а е , есл и

d e t(A  — vi) = 0. (7 .1 1 )

У р а в н е н и е  (7 .1 1 )  н а з ы в а е т с я  характеристическим уравнением м а т 
р и ц ы  А , я в л я е т с я  у р а в н е н и е м  m -й  ст е п е н и  о т н о си те л ь н о  v и  и м е е т то 
к о р н е й . Е с л и  т =  2, х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н е н и е  и м е е т д в а  к о р н я , и  

в  з а в и с и м о с т и  о т  в и д а  ко р н е й  (с о б с т в е н н ы х  ч и с е л ) с и с т е м а  (7 .4 ) п р и 
н а д л е ж и т  к  о д н о м у  и з  т р е х  т и п о в : гиперболическому —  есл и  о б а  к о р н я  
д е й с т в и т е л ь н ы  и  о т л и ч н ы  о т  н у л я , эллиптическому —  к о р н и  к о м п л е к с

н ы  и  параболическому —  од и н  и з к о р н е й  р а в е н  н у л ю .
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Е с л и  с и с т е м а  с о с т о и т  и з  б о л ь ш е го  ч и с л а  у р а в н е н и й , в о з м о ж н ы  и  

п р о м е ж у т о ч н ы е  т и п ы  (н а п р и м е р , е сл и  и м е е т ся  п д е й с т в и т е л ь н ы х  и  тп 
п а р  к о м п л е к с н ы х  к о р н е й ), к о т о р ы е , о д н а к о , в  м а т е м а т и ч е с к о й  ф и з и к е  
п р а к т и ч е с к и  н е  в с т р е ч а ю т с я . В  с л у ч а е  у р а в н е н и й  с  п е р е м е н н ы м и  к о 

э ф ф и ц и е н т а м и  и  н е л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  т и п  с и с т е м ы  м о ж е т  за в и се ть  
о т  р а с с м а т р и в а е м о й  о б л а с т и , а  в  п о сл е д н е м  с л у ч а е  —  и  о т  р е ш е н и я . 

Т а к и е  с и с т е м ы  н а з ы в а ю т с я  системами смешанного типа. И , н а к о н е ц , 

е сл и  с и с т е м а  у р а в н е н и я  э к в и в а л е н т н а  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о м у  у р а в н е н и ю  
в ы с ш е го  п о р я д к а , т о  э т о  у р а в н е н и е  с ч и т а е т с я  п р и н а д л е ж а щ и м  т о м у  ж е  

т и п у , к  к о т о р о м у  о т н о с и т с я  и  с и с т е м а  у р а в н е н и й .

В е р н е м с я , о д н а ко , к  с и сте м а м  д в у х  у р а в н е н и й  с д в у м я  н е за в и си м ы 
м и  п е р е м е н н ы м и . В  гиперболическом с л у ч а е  х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в 
н е н и е  и м е е т в  к а ж д о й  т о ч к е  о б л а с т и  о п р е д е л е н и я  П 2 д в а  в е щ е ств е н 

н ы х  к о р н я , к о т о р ы м  с о о т в е т с т в у ю т  д в а  се м е й с т в а  х а р а к т е р и с т и к , уд о 

в л е т в о р я ю щ и х  у р а в н е н и ю  (7 .1 1 ) . Д о п о л н и т е л ь н ы е  у с л о в и я  м о ж н о  ста 
в и т ь  н а  л ю б о й  к р и в о й , н е  я в л я ю щ е й с я  х а р а к т е р и с т и к о й  и  п е р е се к а ю 
щ ей  к а ж д у ю  х а р а к т е р и с т и к у  н е  более о д н о го  р а з а . В  п р о ти в н о м  сл у ч а е  
э т и  д о п о л н и те л ь н ы е  у с л о в и я  н е м о г у т  з а д а в а т ь с я  п р о и зв о л ь н о . Т а к  ж е  

к а к  и  в  с л у ч а е  о д н о го  у р а в н е н и я , м о г у т  б ы т ь  п о с т а в л е н ы  з а д а ч а  К о ш и , 
к р а е в а я  и  с м е ш а н н а я  з а д а ч и .

Е с л и  к о р н я м и  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  я в л я е т с я  п а р а  к о м 

п л е к с н о  с о п р я ж е н н ы х  ч и с е л , м ы  и м е ем  с и с т е м у  эллиптического т и п а . 

В  э т о м  с л у ч а е  в е щ е с т в е н н ы х  х а р а к т е р и с т и к  н е т, и  ф о р м а л ь н о  м ы  м о
ж е м  с т а в и т ь  з а д а ч у  К о ш и  н а  л ю б о й  к р и в о й  Г  £  f i 2. О д н а к о  т а к а я  з а 

д а ч а  д л я  э л л и п т и ч е с к и х  си сте м  о к а з ы в а е т с я  н е к о р р е к тн о й  (с м . с т р .8 7 ) 

и  п о т о м у  н е  с т а в и т с я . О б ы ч н ы м и  д л я  си сте м  э л л и п т и ч е с к о го  т и п а  я в 
л я ю т с я  к р а е в ы е  з а д а ч и .

И , н а к о н е ц , параболические с и с т е м ы  и м е ю т о д и н , о т л и ч н ы й  о т  н у л я , 
к о р е н ь  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  и , сл е д о в а те л ь н о , од но се м е й 
с т в о  х а р а к т е р и с т и к . В  э т о м  с л у ч а е  в о з м о ж н а  п о с т а н о в к а  к а к  за д а ч и  
К о ш и , т а к  и  см е ш а н н о й  к р а е в о й  з а д а ч и .

Р е з ю м и р у я , м о ж н о  с к а з а т ь , ч т о  с э л л и п т и ч е с к и м и  у р а в н е н и я м и  с в я 
з а н ы  к р а е в ы е  з а д а ч и , а  д л я  ги п е р б о л и ч е с к и х  и  п а р а б о л и ч е с к и х  у р а в 
н е н и й  х а р а к т е р н ы  з а д а ч и  К о ш и  и  см е ш а н н ы е  з а д а ч и .
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О бщ ее у р а в н е н и е  2 -го  п о р я д к а  с  п о с т о я н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и  и  

д в у м я  н е за в и си м ы м и  п е р е м е н н ы м и

F(x, у, / ,  dxf, dyf, dxxf, dxyf, dyyf) = 0

п р е о б р а зо в а н и е м  к о о р д и н а т £ =  £ (.т, у), t] =  т](х,у) м о ж е т  б ы т ь  п р и 
вед ено к  о д н о м у  и з сл е д у ю щ и х , т а к  н а з ы в а е м ы х  канонических, в и д о в 

(сп о со б  п р и в е д е н и я  и зл а га е т с я  в  л ю б о м  у ч е б н и к е  м а т е м а т и ч е с к о й  ф и 

з и к и ):

— в  э л л и п т и ч е с к о м  сл у ч а е

diif + dnvf  =  Q i(£ , ? ? , / , % / ,  d , , / ) ,  (8 .1 )

— в  ги п е р б о л и ч е ск о м  сл у ч а е

% / - d w /  =  Q2(£,V,f,d(f ,dnf),  (8 .2 )

ИЛИ

dfrf = <2з(€, V, f, dtf, dvf),  (8 .3 )

— в  п а р а б о л и ч е с к о м  с л у ч а е

=  Qi & vJ i f y f ^ n f ) .  (8 .4 )

К а к  п р а в и л о , в  з а д а ч а х  с ги п е р б о л и ч е с к и м и  и  п а р а б о л и ч е с к и м и  у р а в 
н е н и я м и  о д н а и з н е за в и с и м ы х  п е р е м е н н ы х  и н т е р п р е т и р у е т с я  к а к  в р е 

м я , а  о с т а л ь н ы е  —  к а к  п р о с т р а н с т в е н н ы е  к о о р д и н а ты . В  з а д а ч а х  с 

э л л и п т и ч е с к и м и  у р а в н е н и я м и  обе н е за в и си м ы е  п е р е м е н н ы е  с ч и т а ю т с я  

п р о с т р а н с т в е н н ы м и  к о о р д и н а та м и . П р и  та к о й  т р а к т о в к е  з а д а ч и  п е р в о 

го  в и д а  о п и с ы в а ю т  р а зв и в а ю щ и е ся  в о  в р е м е н и  п р о ц е ссы  и  н а з ы в а ю т с я  
нестационарными. З а д а ч и  в то р о го  в и д а  о п и с ы в а ю т  не за в и ся щ и е  о т 

в р е м е н и  р а сп р е д е л е н и я  в е л и ч и н  в  п р о с т р а н с т в е  и  п о т о м у  н а з ы в а ю т с я  

стационарными. Б у д е м  о б о зн а ч а ть  в р е м я  ч е р е з t, а  п р о с т р а н с т в е н н ы е  
к о о р д и н а ты  ч е р е з х,у  и  о б су д и м  н е к о т о р ы е  т и п и ч н ы е  з а д а ч и  д л я  у р а в 

н е н и й  2 -го  п о р я д к а .
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8.1. Задача Кош и для волнового уравнения

Р а с с м о т р и м  п р о сте й ш е е  у р а в н е н и е  т и п а  (8 .2 ), т а к  н а зы в а е м о е  одно
мерное волновое уравнение:

dttf -  c2dxxf  =  О, (х, t) е  f i  =  {t >  0, х е  Ж 1} .  (8 .5 )

З а д а ч а  К о ш и  с о с т о и т  в  о т ы с к а н и и  ф у н к ц и и  f(x,t),  д в а ж д ы  д и ф 
ф е р е н ц и р у е м о й  п о  св о и м  а р гу м е н т а м , п р и  в с е х  t > 0 п о  з н а ч е н и я м  /  и 

dtf,  з а д а н н ы м  н а  м н о ж е ств е  {х, t = 0 } . Н а ч а л ь н ы м и  у с л о в и я м и , т а к и м  
о б р а зо м , я в л я ю т с я

f\t=o = fo(x), (8 .6 )

d t /|t = o  =  k(x).  (8 .7 )

1 ) Представление уравнения (8.5) в виде системы уравнений 1-го 
порядка.

В в е д е м  о б о зн а ч е н и я 30

g = dtf, h = —cdxf.  (8 .8 )

П о сл е  и х  п о д ста н о в к и  в  у р а в н е н и е  (8 .5 ) о н о  п р и н и м а е т  в и д :

dtg +  cdxh = 0. (8 .9 )

В т о р о е  у р а в н е н и е , с в я зы в а ю щ е е  ф у н к ц и и  g и  h, п о л у ч и м  и з 
у с л о в и я  с о гл а со в а н н о сти  в в е д е н н ы х  о п р е д е л е н и й  (8 .8 ). В  с и л у  т о 
го , ч т о  см е ш а н н у ю  п р о и зв о д н у ю  dtxf  м о ж н о  в ы ч и с л и т ь  и  к а к  дхд, 
и  к а к  \dth, д ве п о сл е д н и е  п р о и зв о д н ы е  д о л ж н ы  б ы т ь  р а в н ы  д р у г  
д р у гу , т.е.

dth +  сдхд =  0. (8 .1 0 )

Т а к и м  о б р а зо м , у р а в н е н и е  2 -го  п о р я д к а  (8 .5 ) э к в и в а л е н т н о  с и с т е 
м е у р а в н е н и й  1 -го  п о р я д к а  (8 .8 )- (8 .1 0 ). З а м е т и м  п р и  э т о м , ч т о  

п о д си сте м а  (8 .9 )- (8 .1 0 ) н е  з а в и с и т  о т  у р а в н е н и й  (8 .8 ) и  м о ж е т

30Традиционное введение коэффициента —с в определение функции h обеспе
чивает симметричный вид получаемых уравнений. Вполне можно обойтись и без 
этого.



8 0 8 Некоторые классические задачи

б ы т ь  р е ш е н а  о тд е л ь н о . Н а ч а л ь н ы е  у с л о в и я  л е гк о  п о л у ч а ю т с я  и з 

(8 .6 ). Д л я  ф у н к ц и и  g  и з  у с л о в и я  (8 .7 ) и м еем

3) Определение т ипа сист ем ы.
Д л я  то го  ч т о б ы  о п р е д е л и ть  т и п  с и с т е м ы  (8 .1 3 ) и , сл е д о в а те л ь 

н о , у р а в н е н и я  (8 .5 ), н а д о  з н а т ь  со б с тв е н н ы е  ч и с л а  м а т р и ц ы  А. 
О н и  н а х о д я т с я  п р и  р е ш е н и и  з а д а ч и  н а  со б с тв е н н ы е  з н а ч е н и я  и з 

у с л о в и я  су щ е с т в о в а н и я  н е т р и в и а л ь н о го  р е ш е н и я  £ о д н о р од ной  си 
ст е м ы  л и н е й н ы х  а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в н е н и й

Т р и в и а л ь н о е  р е ш е н и е  £ =  0 у  с и с т е м ы  (8 .1 4 ) с у щ е с т в у е т  в се гд а , а  

н е тр и в и а л ь н о е  —  т о л ь к о  в  то м  с л у ч а е , к о гд а  с и с т е м а  и м е е т н у л е 
во й  о п р е д е л и те л ь . Р а в е н с т в о  н у л ю  о п р е д е л и те л я  с и с т е м ы  н а з ы 
в а е т с я  характ ерист ическим  уравнением

g\t=o =  1о{х),

а  д и ф ф е р е н ц и р у я  у сл о в и е  (8 .6 ), п о л у ч и м

h\t=0 =  - cdxf 0.

(8 .1 1 )

(8 .1 2 )

2 ) Запись сист ем ы (8 .9), (8 .10) в м ат ричной форме.

В в е д е м  в  р а сс м о т р е н и е  в е к т о р  н е и з в е с т н ы х  f  =  

п и ш е м  с и с т е м у  в  ви д е:

и  з а -

dtt  +  Adxi  =  0. 

М а т р и ц а  А л е гк о  н а х о д и тся  и з  у сл о в и я

(8 .1 3 )

=  v£ и л и  (А — г //)£  =  0. (8 .1 4 )

d e t(A  — v i ) =  V ^  =  v2 — с2 =  0.

Р е ш и м  е го  и  п о л у ч и м  д в а  в е щ е с т в е н н ы х  и  р а з л и ч н ы х  со б ств е н 

н ы х  ч и с л а  v i  = с и U2  =  — с. С и с т е м а  (8 .1 3 ), т а к и м  о б р а зо м , о к а 

з ы в а е т с я  гиперболической.
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4 ) Приведение к эквивалентной системе с диагональной матрицей.
В  с и л у  ги п е р б о л и ч н о с т и  с и с т е м а  (8 .1 3 ) м о ж е т б ы т ь  п р и в ед е 

н а  к  э к в и в а л е н т н о й  ей  си сте м е  (7 .7 )  с д и а го н а л ь н о й  м а тр и ц е й  D, 
к о т о р а я  с в я з а н а  с и схо д н о й  м а тр и ц е й  А п р е о б р а зо в а н и е м  под о
б и я  D = Л _ 1 А Л . С т о л б ц а м и  п р е о б р а зу ю щ е й  м а т р и ц ы  Л  с л у ж а т  

со б с тв е н н ы е  в е к т о р ы  £ м а т р и ц ы  А. Э т и  в е к т о р ы  я в л я ю т с я  ре
ш е н и я м и  о д н о р о д н о й  с и с т е м ы  л и н е й н ы х  а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в н е 

н и й  (8 .1 4 ). К а ж д о м у  с о б с тв е н н о м у  ч и с л у  о т в е ч а е т  со б с тв е н н ы й  
в е к т о р . Р а з л и ч н ы м  со б с тв е н н ы м  ч и с л а м  с о о т в е т с т в у ю т  л и н е й н о  

н е за в и си м ы е  со б с тв е н н ы е  в е к т о р ы . П о д с т а в л я я  н а й д е н н ы е  р ан е е  

з н а ч е н и я  v\ и  щ, п о л у ч и м  д ве с и с т е м ы  д л я  о п р е д е л е н и я  в е к т о р о в

е
Г - с ^ 1 +  с£ 2 = 0 ,  {  с ( Ч с ( 2 =  0,
\  с ^ 1 -  с£ 2 =  0, \  с£х 4- с£ 2 =  0.

П р и  п о д ста н о в к е  в  с и с т е м у  с о б с т в е н н ы х  ч и с е л  о н а  с т а н о в и т с я  
л и н е й н о  з а в и си м о й , и м е е т б е ск о н е ч н о  м н о го  р е ш е н и й

и  ?  = - ?  (8 .1 5 )

и  п о зв о л я е т о д н о зн а ч н о  о п р е д е л и ть  л и ш ь  н а п р а в л е н и я  со б ств е н 

н ы х  в е к т о р о в . С а м и  ж е  в е к т о р ы  о п р е д е л я ю т ся  с  т о ч н о с т ь ю  д о 
п о сто я н н о го  м н о ж и т е л я . Т а к и м  о б р а зо м , е сл и  о д н а и з  к о м п о н е н т 

в е к т о р а  в ы б р а н а  п р о и зв о л ь н о , у р а в н е н и я  (8 .1 5 ) п о з в о л я ю т  н а й т и  
в т о р у ю . Н а п р и м е р , е сл и  п о л о ж и т ь  =  1 , т о гд а  со б с тв е н н ы м и  
в е к т о р а м и  б у д у т

а  м а т р и ц а

a = ( № ) = ( j j )

б у д е т м а тр и ц е й  п р е о б р а зо в а н и я . В о з м о ж е н  и  и н о й  в ы б о р  . И н о й  
т о гд а  б у д е т и  м а т р и ц а  Л . (Можно ли положить =  0 ? ) О б р а т 

н а я  м а т р и ц а  Л - 1  л е гк о  в ы ч и с л я е т с я  и  р а в н а
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Д а л ь н е й ш и е  д е й с т в и я  о ч е в и д н ы  (с м . п р е д ы д у щ у ю  л е к ц и ю ). В  
и то ге  п о л у ч а е м  с и с т е м у  у р а в н е н и й  с  д и а го н а л ь н о й  м а тр и ц е й

Н а ч а л ь н ы е  у с л о в и я  н е тр у д н о  п о л у ч и т ь  и схо д я  и з в и д а  к о м п о н е н т 

в е к т о р а  f ':

5 ) Решение задачи (8.18), (8.19).
С и с т е м а  (8 .1 8 ) с о с т о и т  и з  д в у х  н е з а в и с и м ы х  у р а в н е н и й , к о 

т о р ы е  б ы л и  р а с с м о т р е н ы  р а н е е . Х а р а к т е р и с т и к и  п е р в о го  с у т ь  се

м е й ств о  п р я м ы х  х  =  x o + c t ,  в то р о го  —  п р я м ы е  х  =  хо —c t  (р и с .1 2 ).

Н а  х а р а к т е р и с т и к а х  р е ш е н и я  о б о и х  у р а в н е н и й  п о с т о я н н ы , и  н а 

ч а л ь н ы е  п р о ф и л и  g 'o(x ) ,  h'0 ( x )  р а с п р о с т р а н я ю т с я  н е за в и си м о  д р у г  
о т  д р у га , к а ж д ы й  п о  св о и м  х а р а к т е р и с т и к а м  (р и с . 12  б ). Ч е р е з 
л ю б у ю  т о ч к у  (х,  t )  п р о х о д я т д ве х а р а к т е р и с т и к и : х  =  х щ  +  c t  и  

х  =  .то2 — c t  (р и с .1 2  а ). Т а к и м  о б р а зо м , р е ш е н и е  з а д а ч и  (8 .1 8 ),
(8 .1 9 ), ко то р о е  е сть  в е к т о р  с  к о м п о н е н та м и  g ' ( x , t )  и  h / ( x ,  t ) ,  л е г
к о  н а х о д и тся : в  т о ч к у  (х,  t )  в д о л ь  х а р а к т е р и с т и к и  х  =  j jq i  +  c t  

п о п а д а е т зн а ч е н и е  S o ^ o i ) ,  а  в д о л ь  х а р а к т е р и с т и к и  х  =  Ж02 — c t  —

dtf' + Ddxi' =  О (8 .1 6 )

э к в и в а л е н т н у ю  (8 .1 3 ). З д е сь

f '  =  =  -
2

1 1
1 - 1

(8 .1 7 )

В  к о м п о н е н тн о й  ф о р м е  с и с т е м а  (8 .1 6 ) в ы г л я д и т  т а к :

(8 .1 8 )
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б ) t
X = Xq — ct X = Xo+ct

X

Р и с . 1 2 . Х а р а к т е р и с т и к и  и  р е ш е н и е  с и с т е м ы  (8 .1 8 ) п р и  с  >  0. а ) —  
р е ш е н и е  в  т о ч к е  ( x , t )  о п р е д е л я е тся  н а ч а л ь н ы м и  у сл о в и я м и  в  т о ч к а х  
Xoi и  х о 2; б ) —  н а ч а л ь н ы е  п р о ф и л и  g'0, h'0 р а с п р о с т р а н я ю т с я  в д о л ь  

х а р а к т е р и с т и к  н е за в и си м о  д р у г  о т д р у га .

з н а ч е н и е  h’0(xo2)- П о с к о л ь к у  xq\ = х — ct, а  х02 = х + ct, о к о н ч а 
т е л ь н о  п о л у ч а е м

6 ) Построение решения исходной задачи.
Д л я  п о стр о е н и я  р е ш е н и я  з а д а ч и  (8 .5 )- ( 8 .7 )  в о сп о л ь зу е м ся  

к а к и м -л и б о  и з у р а в н е н и й  (8 .8 ) —  м о ж н о  в з я т ь  л ю б о е . П у с т ь  э то  
б у д е т у р а в н е н и е  dtf — д. И з  р а в е н с т в а  f  =  A f ' и м еем

И с п о л ь з у я  в ы р а ж е н и я  д л я  к о м п о н е н т  в е к т о р а  f '  (8 .2 0 ), н ай д е м

g '{ x , t )
h ' ( x , t )

(8 .2 0 )

д (х ,  t)  =  д '( х ,  t ) +  h '( x ,  t)  =  dt f .

dt f  =  \ ( l o { x  -  ct) -  cdxf 0{x -  ct)) +  
+ \  (Iq{x  +  ct) +  cdxf 0(x +  ct)) .
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где

I\ =  i  f  lo(x — ct)dt +  ^  f  l0(x + ct)dt 
2 Jo 2 J0

и

Д л я  в ы ч и с л е н и я  и н те гр а л о в  в  / i  сд е л ае м  з а м е н у  п е р е м е н н ы х  

С =  а; +  c t ,  rj  =  х — c t ,  и  у ч т е м , ч т о  =  c d t ,  d r ]  =  — c d t  (в  к а ж д о м  
и н т е гр а л е  и н те гр и р о в а н и е  в е д е тся  п о  t ,  а  п е р е м е н н а я  о; в ы с т у п а е т  

в  к а ч е с т в е  п а р а м е т р а ). В  р е зу л ь т а т е  п о л у ч и м :

П р и  в ы ч и с л е н и и  / 2 м ы  т а к ж е  в о сп о л ь зу е м ся  за м е н о й  п ер е м е н 

н ы х : г] = х — ct, С =  £  +  c t, и  у ч т е м , ч т о  Эх /  =  9 , , /  =  9 ^ / (п р и  
в ы ч и с л е н и и  ч а с т н ы х  п р о и з в о д н ы х  в се  а р г у м е н т ы , к р о м е  т о го , п о  
к о т о р о м у  о с у щ е с т в л я е т с я  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е , ф и к с и р у ю т с я ). В  
и т о ге  п о л у ч и м :

Н а к о н е ц , у ч т е м , ч т о  f(x,  0 ) =  /о  (х), и  о к о н ч а т е л ь н о  н а й д е м :

1 PX +  c t  -1 p x  — c t

h  =  2^ /  lo{C)dC ~  2 c  /

1 nX — c t  1 л Х + c t

h  =  ^  J  dvfo(rl)dV+ 2 J  ^ с /о ( С Ж  =

=  ^  ( / о ( ж  -  c t )  -  / о ( ж ) )  +  ^  ( / о ( ж  +  c t )  -  /о(a;)) =

=  5  ( / o ( ®  -  c t )  + / o ( a :  +  c t ) )  -  / 0 ( ж ) .

x-f-ci

/ ( ^  *) =  5  (/o (®  -  Ct) +  /о (ж  +  c t ))  +  ^  J  lo(v)dv- (8 .2 1 )
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Р е ш е н и е  в о л н о в о го  у р а в н е н и я  в  ви д е  (8 .2 1 ) и зв е с тн о  п о д  н а з в а 

н и е м  формулы Даламбера31.

И ссл е д о в а н и е  т и п а  о д н о м е р н о го  у р а в н е н и я  те п л о п р о в о д н о сти  и  д в у 

м е р н о го  у р а в н е н и я  Л а п л а с а 32 п р о ве д е м  в  у п р а ж н е н и я х .

8.2. О постановке задач математической физики
В  п е р в о й  ч а с т и  к у р с а  м ы  р а с с м а т р и в а л и  у р а в н е н и я , з а п и с а н н ы е  

в  в и д е  A f  =  g, гд е п о д  А п о н и м а л с я  о п е р а то р  А: V —> V, а  н е и з

в е стн о е  /  и  п р а в а я  ч а с т ь  g р а с с м а т р и в а л и с ь  к а к  э л е м е н ты  в е к т о р н о го  
п р о с т р а н с т в а  / ,  g €  V. О п р е д е л е н и е  о п е р а т о р а  в к л ю ч а е т  за д а н и е  его 
о б л а сти  о п р е д е л е н и я  D(A) С  У  и  о б л а сти  зн а ч е н и й  R(A) С  V. Е с л и  в 

об щ ем  с л у ч а е  о п е р а то р  о к а з ы в а е т с я  не в за и м н о о д н о з н а ч н ы м , т о  с у ж е 

н и е м  е го  о б л а сти  о п р е д е л е н и я  м о ж н о  п о п р о б о в а ть  д о б и ть ся  в за и м н о й  

о д н о зн а ч н о ст и , ч т о  д а с т  в о з м о ж н о с т ь  п о с т р о и т ь  о б р а т н ы й  о п е р а то р  и  
те м  с а м ы м  р е ш и т ь  за д а ч у .

Э т о  т а к  н а з ы в а е м ы й  операторный формализм. Ф и з и ч е с к и е  ж е  з а 

д а ч и , к а к  п р а в и л о , с т а в я т  в  д р у го й  более тр а д и ц и о н н о й  ф о р м е : в  в и 

д е со б ств е н н о  дифференциального уравнения (и л и  системы уравнений) 
и  с о в о к у п н о с т и  дополнительных условий —  начальных, краевых или 
граничных. О т с у т с т в и е  в за и м н о й  о д н о зн а ч н о ст и  о зн а ч а е т , ч т о  у р а в н е 
н и е  н е  о б л а д а е т е д и н ст в е н н ы м  р е ш е н и е м . Д о п о л н и т е л ь н ы е  у сл о в и я  к а к  
р а з  и  п о з в о л я ю т  н а м  и з м н о ж е с т в а  р е ш е н и й , у д о в л е т в о р я ю щ и х  д и ф ф е 

р е н ц и а л ь н о м у  у р а в н е н и ю , в ы б р а т ь  т о  е д и н ств е н н о е , ко то р о е  о т в е ч а е т 

с у щ е с т в у  з а д а ч и . Т а к и м  о б р а зо м , э т и  у с л о в и я  ф а к т и ч е с к и  о гр а н и ч и в а 

ю т  о б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  о п е р а то р а , д е л а я  е го  в за и м н о о д н о зн а ч н ы м .

Н а п р и м е р , п р о с т е й ш а я  к р а е в а я  з а д а ч а  д л я  у р а в н е н и я  2 -го  п о р я д к а

dXxy + q(x)y =  f{x),

х&[а,Ъ], q,f£C°([a,b]), у е С ? ([а,Ь\),
у(а) =  0,у(Ь) = О v

31 Даламбер (D’Alembert) Ж ан Лерон (1717-1783) — французский математик, ме
ханик и философ-просветитель.

32Лаплас (Laplace) Пьер Симон (1749-1827) — французский астроном, математик, 
физик.
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в  о п е р а то р н о й  ф о р м е  б у д е т в ы г л я д е т ь  т а к :

L y  =  (dxx +  q l ) y  =  / ,

L:  C 2([a,b}) -  C°([a, b\ ) .

О б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  о п е р а то р а  D ( L ) о гр а н и ч е н а  т е м и  эл е м е н та м и  

у  е  С 2 ([а , Ь}), к о т о р ы е  н а  к о н ц а х  о т р е з к а  [а, Ъ\ п р и н и м а ю т  н у л е в ы е  

з н а ч е н и я .

В и д  г р а н и ч н ы х  у сл о в и й , к а к  п р а в и л о , д и к т у е т с я  ф и з и к о й  за д а ч и . 
Н а и б о л е е  ч а с т о  в с т р е ч а ю т с я  д в а  т и п а  г р а н и ч н ы х  у сл о в и й : одноточеч
ные и  двухт очечны е  (м н о г о т о ч е ч н ы е ). В  п е р в о м  с л у ч а е  у с л о в и я , за д а 

ю щ и е  о б л а сть  о п р е д е л е н и я  о п е р а то р а , с т а в я т с я  в  о д но й  т о ч к е  (н а п р и 
м е р , н а  од н о м  ко н ц е  о т р е з к а , е сл и  з а д а ч а  о д н о м е р н а ) и  в к л ю ч а ю т  з а 
д а н и е  з н а ч е н и й  ф у н к ц и и  и  ее п р о и з в о д н ы х . Т а к и е  за д а ч и  н а з ы в а ю т с я  

задачам и К ош и  и  х а р а к т е р н ы  д л я  о б ы к н о в е н н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  
у р а в н е н и й . Д р у го е  н а зв а н и е  э т и х  з а д а ч  —  задачи с начальны м и усло
виями. Д е л о  в  т о м , ч т о  о т р е з о к , н а  ко н ц е  к о т о р о го  с т а в я т с я  у сл о в и я , 

м о ж н о  т р а к т о в а т ь  к а к  о б л а сть  в р е м е н и , а  р е ш е н и е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о 
го  у р а в н е н и я  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  м е н я ю щ и й с я  в о  в р е м е н и  п р о ц е сс. В  

э то м  с л у ч а е  т о ч к у  з а д а н и я  г р а н и ч н ы х  у сл о в и й  е сте ств е н н о  н а з ы в а т ь  

н а ч а л о м  о т с ч е т а  в р е м е н и , а  с а м и  гр а н и ч н ы е  у сл о в и я  —  начальными  
условиям и.

В т о р о й  т и п  г р а н и ч н ы х  у сл о в и й  с т а в и т с я  н а  гр а н и ц е  (к р а я х ) о б л а сти  

за д а н и я  р е ш е н и я . О тсю д а  и  н а з в а н и е  т а к и х  з а д а ч  —  краевые задачи. 
Е с л и  о д н и м  и з ф и з и ч е с к и х  а р гу м е н т о в  р е ш е н и я  я в л я е т с я  в р е м я  и  ч а с т ь  
у сл о в и й  с т а в и т с я  в  н а ч а л ь н ы й  м о м е н т в р е м е н и , т о  т а к и е  з а д а ч и  т а к 

ж е  н а з ы в а ю т с я  задачам и К ош и , задачам и с начальны м и условиям и , 
и л и  см еш анными краевыми задачами. Э т о  н аи б о л е е  ч а с т о  в с т р е ч а ю 
щ и й ся  т и п  з а д а ч . Б о л е е  т о го , р е ш е н и я  м н о ги х  к р а е в ы х  з а д а ч  м о ж н о  
р а с с м а т р и в а т ь  к а к  п р е д е л  р е ш е н и я  з а д а ч и  К о ш и  п р и  £ —> оо.

К  ч и с л у  з а д а ч  К о ш и  в  п е р в у ю  о ч е р ед ь  о т н о с я т с я  т а к  н а зы в а е м ы е  
эволю ционные задачи , о п и с ы в а ю щ и е  и зм е н е н и е  в о  в р е м е н и  н е к о то р о й  
ф и з и ч е с к о й  с и с т е м ы . Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы й  о п е р а то р  в  т а к и х  з а д а ч а х  
со д е р ж и т п р о и зв о д н у ю  п о  в р е м е н и  т о л ь к о  п е р в о го  п о р я д к а .

Т и п и ч н а я  п о с т а н о в к а  эв о л ю ц и о н н о й  з а д а ч и  та к о в а .

П у с т ь  со сто я н и е  с и с т е м ы  о п и с ы в а е т с я  ф у н к ц и е й  u ( r , t ) ,  гд е t  —  в р е 

м я , t  е  [О, Т ] и  г  —  р а д и у с -в е к т о р  т о ч к и  в  о б л а сти  п р о с т р а н с т в а  г  е  О .
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С о с т о я н и е  с и с т е м ы  в  н а ч а л ь н ы й  м о м е н т в р е м е н и  u0 =  и (г , 0 ) и зв е с тн о  

в о  в се й  о б л а сти  О  и  в  л ю б о й  м о м е н т в р е м е н и  н а  гр а н и ц е  о б л а сти  ЭС1. 
Т р е б у е т с я  н а й т и  ф у н к ц и ю  и, у д о в л е т в о р я ю щ у ю  у р а в н е н и ю

dtu = Аи,

гд е А — н е к и й  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы й  о п е р а то р . С о с т о я н и е  с и с т е м ы  в  л ю 

б ой  ф и к с и р о в а н н ы й  м о м е н т в р е м е н и  е сте ств е н н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  
т о ч к у  н е к о т о р о го  ф у н к ц и о н а л ь н о го  п р о с т р а н с т в а  В (ф у н к ц и и , п р и н а д 

л е ж а щ и е  э т о м у  п р о с т р а н с т в у , з а в и с я т  т о л ь к о  о т  п р о с т р а н с т в е н н ы х  ко 

о р д и н а т ). Т р а е к т о р и я  д в и ж е н и я  э то й  т о ч к и  в  п р о с т р а н с т в е  В оп р ед е
л я е т  со б о й  э в о л ю ц и ю  с и с т е м ы . В  к а ч е с т в е  п р о с т р а н с т в а  В уд о б н о  р а с

с м а т р и в а т ь  б а н а х о в о  п р о с т р а н с т в о  (т .е . и с к а т ь  р е ш е н и я  з а д а ч и , п р и 

н а д л е ж а щ и е  б а н а х о в у  п р о с т р а н с т в у , с  т е м , ч т о б ы  л ю б а я  сх о д я щ а я ся  
п о сл е д о в а те л ь н о ст ь  в  В сх о д и л а сь  в  т о ч к е  и з В).

В ы б о р  п р о с т р а н с т в а  В  и  о б л а с т и  о п р е д е л е н и я  о п е р а то р а  я в л я е т 
с я  в а ж н о й  ч а с т ь ю  корректной п о с т а н о в к и  з а д а ч и . З а д а ч а  н а з ы в а е т с я  

корректной, е сл и  д л я  л ю б ы х  н а ч а л ь н ы х  д а н н ы х  и з  за д а н н о го  м н о ж е 
с т в а  р е ш е н и е  з а д а ч и : 1 ) с у щ е с т в у е т , 2 ) е д и н ст в е н н о  и  3 ) у с т о й ч и в о . 
И н а ч е  го в о р я , м а т е м а т и ч е с к а я  з а д а ч а , с о о т в е т с т в у ю щ а я  ф и з и ч е с к о м у  
я в л е н и ю , д о л ж н а  у д о в л е т в о р я т ь  сл е д у ю щ и м  тр е б о в а н и я м :

1 ) ср е д и  о гр а н и ч е н и й  н а  р е ш е н и е  (д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  и  

г р а н и ч н ы е  у с л о в и я ) н е  д о л ж н о  б ы т ь  п р о т и в о р е ч и в ы х  ( существо
вание) ;

2 ) е сл и  н е о д н о зн а ч н о сть  н е  п р и с у щ а  ф и з и к е  я в л е н и я , о н а  д о л ж н а  

б ы т ь  и с к л ю ч е н а  ( единственность) ;

3 ) м о ж н о  с ч и т а т ь , ч т о  м а т е м а т и ч е с к а я  з а д а ч а  т о л ь к о  то гд а  п р а в и л ь 
н о  о п и с ы в а е т  ф и з и ч е с к о е  я в л е н и е , к о г д а  м а л ы е  и зм е н е н и я  д а н 
н ы х  з а д а ч и  п р и в о д я т  к  м а л о м у  и зм е н е н и ю  р е ш е н и я  (устойчи
вость) .

Д л я  о п р е д е л е н и я  м а л о с т и  т р е б у е т с я  в в е с т и  н о р м ы  в  п р о с т р а н с т в е  

д а н н ы х  з а д а ч и  и  в  п р о с т р а н с т в е  р е ш е н и й . У с т о й ч и в о с т ь  в  э т о м  с л у 
ч а е  м о ж н о  с ф о р м у л и р о в а т ь  т а к : м а л ы м  п о  н о р м е  и зм е н е н и я м  д а н н ы х  

з а д а ч и  д о л ж н ы  с о о т в е т с т в о в а т ь  м а л ы е  п о  н о р м е  и зм е н е н и я  р е ш е н и я . 

Е с л и  э т о  тр е б о в а н и е  н е  в ы п о л н я е т с я , з а д а ч а  н а з ы в а е т с я  некорректной.
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9 .  М е т о д ы  п о с т р о е н и я  р а з н о с т н ы х

о п е р а т о р о в

9.1. Введение

К о г д а  з а д а ч а  с ф о р м у л и р о в а н а  и  п о ста в л е н а , н а с т у п а е т  ч е р е д  ее р е

ш е н и я . В  р е д к и х  с л у ч а я х  у д а е тся  н а й т и  р е ш е н и е  в  ви д е  ф о р м у л ы . З н а 

ч и т е л ь н о  ч а щ е  у р а в н е н и я  м о д е л и  н е  и м е ю т а н а л и т и ч е с к о го  р е ш е н и я , 
и  его п р и х о д и т с я  и с к а т ь  с п о м о щ ь ю  р а з л и ч н ы х  ч и с л е н н ы х  п р о ц е д у р , 

ч т о  п о з в о л я е т п о л у ч и т ь  л и ш ь  п р и б л и ж е н н о е  р е ш е н и е  з а д а ч и .

Д е л о  в  т о м , ч т о  л ю б о й  в ы ч и с л и т е л ь , б уд ь  т о  ч е л о в е к  и л и  к о м п ь ю 

т е р , о б л а д а е т о гр а н и ч е н н о й  п а м я т ь ю  и  о гр а н и ч е н н ы м  б ы стр о д е й ств и 
е м . Э т и  о со б е н н о сти  в ы ч и с л и т е л я  о т с е к а ю т  в с я к и е  б е с к о н е ч н о ст и , п р и 

су щ и е  з а д а ч е  и  в о з м о ж н о м у  м е то д у  ее р е ш е н и я . Т а к , м н о ж е ств о  х р а 
н я щ и х с я  в  п а м я т и  ч и с е л  к о н е ч н о , с а м и  ч и с л а  (з а  м а л ы м  и с к л ю ч е н и е м ) 

п р е д с т а в л я ю т с я  в  п а м я т и  л и ш ь  п р и б л и ж е н н о  (в се  б е ск о н е ч н ы е  д е ся 
т и ч н ы е  д р о б и  з а м е н я ю т с я  н а  к о н е ч н ы е ) и  т .п . Л ю б ы е  ф у н к ц и и  д о л ж 
н ы  о п и с ы в а т ь с я  к о н е ч н ы м  н а б о р о м  ч и с е л  (н а п р и м е р , к о н е ч н ы м  ч и сл о м  
к о э ф ф и ц и е н т о в  Ф у р ь е ). Ч а щ е  в се го  та к о е  о п и са н и е  б у д е т п р и б л и ж е н 

н ы м . О гр а н и ч е н н о с т ь  б ы с т р о д е й с т в и я  п р и в о д и т к  то м у , ч т о  б е ск о н е ч 

н ы е  п р о ц е ссы  (су м м и р о в а н и е  б е с к о н е ч н ы х  р я д о в , в ы ч и сл е н и е  п ред е
л о в , и те р а ц и о н н ы е  п р о ц е д у р ы  и  т .п .) з а м е н я ю т с я  к о н е ч н ы м и . К а ж д а я  

и з у к а з а н н ы х  о п е р а ц и й  п о р о ж д а е т  о ш и б к и  и  э т о  о т р а ж а е т с я  н а  т о ч н о 

с т и  р е зу л ь та та .

В  к о н е ч н о м  сч е те  к р а е в а я  з а д а ч а  (д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я  и  
г р а н и ч н ы е  у с л о в и я ) т р а н с ф о р м и р у е т с я  в  з а д а ч у  л и н е й н о й  а л г е б р ы , т.е. 
з а м е н я е т с я  си сте м о й  л и н е й н ы х  а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в н е н и й , к о т о р а я  з а 

те м  и  р е ш а е т с я . С у щ е с т в у е т  д ве  о сн о в н ы е  г р у п п ы  м ето д о в  ч и сл е н н о го  

р е ш е н и я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й : п р о е к ц и о н н ы е  м е то д ы  и  ко 
н е ч н о р а з н о с т н ы е . О  п е р в о й  г р у п п е  п а р у  сл о в  с к а ж е м  с е й ч а с , а  в то р о й  
б уд ем  з а н и м а т ь с я  о ста л ь н о е  в р е м я .

П у с т ь  н а д о  р е ш и т ь  к р а е в у ю  з а д а ч у  L f = д, гд е L —  л и н е й н ы й  
о п е р а то р . П р о и зв о л ь н а я  ф у н к ц и я , о п р е д е л е н н а я  н а  н е к о то р о м  о т р е з
к е , о п и с ы в а е т с я  н е с ч е т н ы м  н а б о р о м  с в о и х  з н а ч е н и й . Д л я  то го  ч т о б ы  
ф у н к ц и и  /  и  д м о ж н о  б ы л о  о п и с а т ь  с ч е т н ы м  н а б о р о м  ч и с е л  (н а п р и м е р , 
к о э ф ф и ц и е н т о в  Ф у р ь е ), б уд ем  с ч и т а т ь  и х  п р и н а д л е ж а щ и м и  ги л ь б е р 
т о в у  п р о с т р а н с т в у  Н. И н ы м и  сл о в а м и , м ы  б уд ем  и с к а т ь  т о л ь к о  та к и е
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р е ш е н и я  (д р у ги е  р е ш е н и я , к о т о р ы е  м о ж е т  б ы т ь  то ж е  су щ е с т в у ю т , м ы  

и с к а т ь  н е п л а н и р у е м ).

И т а к , L : Н —> Н  и  f,g  £ Н. В ы б р а в  о р т о н о р м и р о в а н н ы й  б а зи с 

м о ж е м  з а п и с а т ь  /  =  и  9  =  S i 9%ег- П р о е к ц и о н н ы е  м е
то д ы  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  з а к л ю ч а ю т с я  в т о м , ч т о  п р и б л и ж е н н о е  р е ш е 

н и е  /  и щ е т ся  в  ви д е  о т р е з к а  р я д а  р а з л о ж е н и я  f  п о  б а з и с н ы м  эл е м е н там  

(ф у н к ц и я м ):
П

/ « /  =  £ / 4 -  (9-1)
i = 1

И с х о д н а я  к р а е в а я  з а д а ч а  св о д и тся  к  си сте м е  л и н е й н ы х  а л ге б р а и ч е 
с к и х  у р а в н е н и й  о т н о си те л ь н о  к о н е ч н о й  с о в о к у п н о с т и  к о э ф ф и ц и е н т о в  
Ф у р ь е  { / J } ” = 1 . П р и б л и ж е н н о е  р е ш е н и е  к р а е в о й  за д а ч и  /  в ы ч и с л я е т 

ся  з а т е м  п о  ф о р м у л е  (9 .1 ). Т р е б у е м а я  т о ч н о с т ь  р е ш е н и я  д о с ти га е тся  
з а  с ч е т  в ы б о р а  то го  и л и  и н о го  б а з и с а , в а р ь и р о в а н и я  д л и н ы  гг о т р е з к а  

р я д а  (9 .1 ) и  т .п .

Д р у го й  п о д хо д  к  п о стр о е н и ю  п р и б л и ж е н н о го  р е ш е н и я  з а к л ю ч а е т 
с я  в  т о м , ч т о  в м е сто  к о н е ч н о го  н а б о р а  к о э ф ф и ц и е н т о в  Ф у р ь е  и щ е тся  

к о н е ч н ы й  н а б о р  зн а ч е н и й  р е ш е н и я  в  н е к о т о р ы х  за р а н е е  в ы б р а н н ы х  

т о ч к а х  о б л а сти  о п р е д е л е н и я  О  —  у з л а х . С а м о  п р и б л и ж е н н о е  р е ш е н и е , 
о п р ед е л е н н о е  во  в се й  о б л а сти  VL, н а х о д и тся  п о  у з л о в ы м  з н а ч е н и я м  с  п о 

м о щ ь ю  к а к о го -л и б о  сп о со б а  в о сп о л н е н и я  ( интерполяции) .  В  э то м  с л у 
ч а е  о б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  р е ш е н и я  Vi з а м е н я е т с я  д и с к р е т н ы м  н аб о р о м  
у зл о в  —  т а к  н а з ы в а е м о й  сеткой, а  ф у н к ц и и , о п р е д е л е н н ы е  н а  Г2, —  се
т о ч н ы м и  ф у н к ц и я м и  (в е к т о р а м и ), р а з м е р н о с т ь  к о т о р ы х  о п р е д е л я е тся  
ч и сл о м  у зл о в  с е т к и . З д е сь  т а к ж е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н а я  з а д а ч а  св о д и тся  к  
л и н е й н о а л ге б р а и ч е ск о й , н о  с и с т е м а  л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  з а п и с ы в а е т с я  
н е  д л я  к о э ф ф и ц и е н т о в  Ф у р ь е , а  д л я  з н а ч е н и й  р е ш е н и я  в  у з л а х  се т к и . 
М е то д ы  р е ш е н и я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й , о сн о в а н н ы е  н а  э то м  
п о д хо д е, н а з ы в а ю т с я  разностными.

9.2. Дискретное представление функций
П у с т ь  и н те р е су ю щ и е  н а с  ф у н к ц и и  о п р е д е л е н ы  в  о б л а сти  П . В ы 

б ер ем  в  н е й  м н о ж е ств о  т о ч е к  Vtn о б щ и м  ч и сл о м  п, ко то р о е  н азо в е м  
сеткой, а  са м и  т о ч к и  £ Qn н а зо в е м  узлами с е т к и . В ы б о р  с е т к и  

д и к т у е т с я  о б ы ч н о  л и б о  п р е д п о л а га е м ы м  в и д о м  р е ш е н и я  (д л я  х о р о ш е 
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го  о п и с а н и я  б о л ь ш и х  гр а д и е н то в  тр е б у е т с я  б о л ь ш е  у зл о в  с е т к и ), л и б о  

со о б р а ж е н и я м и  у д о б с т в а  (п р и  р а в н о м е р н о м  р а сп о л о ж е н и и  у з л о в  р а с 
ч е т н ы е  ф о р м у л ы  п о л у ч а ю т с я  п р о щ е ), л и б о , н а к о н е ц , к о н ф и гу р а ц и е й  

о б л а сти  f l.  Б у д е м  д л я  п р о с т о т ы  с ч и т а т ь , ч т о  р а с с м а т р и в а е м а я  о б л а сть  

о д н о м е р н а  f l  =  [а;т ;п , £ т ах], а  у з л ы  у п о р я д о ч е н ы  т а к , ч т о

*£rmn — Х \  ^  К п —\  — ^ ш а х -

Р а с с т о я н и я  м е ж д у  у з л а м и  А  ж* =  Xi — Xi-i н а з ы в а ю т с я  шагами се т
к и . Е с л и  в се  о н и  о д и н а к о в ы  (Axi  =  A Xj = Ах, \/i,j < п), с е т к а  н а 
з ы в а е т с я  равномерной. Д л я  р а в н о м е р н о й  с е т к и , о ч е в и д н о , сп р а в е д л и в о  
Xi =  Xi +  (г — 1 )А а :, г =  1 , . . . ,  п.

Ф у н к ц и и , о п р е д е л е н н ы е  н а  f l " ,  т .е . т о л ь к о  в  у з л а х  с е т к и , н а з ы в а 
ю т с я  сеточными функциями. В  т о ч к а х  f l,  н е  п р и н а д л е ж а щ и х  f l 71, се
т о ч н ы е  ф у н к ц и и  н е  о п р е д е л е н ы . П у с т ь  f(x)  —  н е к о т о р а я  н е п р е р ы в н а я  

ф у н к ц и я , з а д а н н а я  в  о б л а с т и  f l ,  т о г д а  ф у н к ц и я  f  =  ( / i ,  / 2, ■ ■ ■, fn), 
гд е fj  =  f(xj)  е с т ь  с е т о ч н а я  ф у н к ц и я , о п р е д е л е н н а я  н а  м н о ж е ств е  f l " .

В е к т о р  f  д а е т н а м  н е к о т о р у ю  и н ф о р м а ц и ю  о п о ве д е н и и  н е п р е р ы в 

н о й  ф у н к ц и и . С к о л ь  п о л н а  э т а  и н ф о р м а ц и я ?  И н а ч е  го в о р я , н а с к о л ь к о  
т о ч н о  м ы  м о ж е м  о п и с а т ь  'п о в е д е н и е  ф у н к ц и и  /  в  т о ч к а х  ж 6  f l  п о  

ее з н а ч е н и я м  в  у з л а х ?  К  со ж а л е н и ю , п р и х о д и т ся  к о н с т а т и р о в а т ь , ч т о  
и н ф о р м а ц и и , з а к л ю ч е н н о й  в  f , н е д о ст а то ч н о  д л я  о п и с а н и я  п о в е д е н и я  
ф у н к ц и и  f(x)  в  п р о и з в о л ь н ы х  т о ч к а х  о б л а сти  f l .  Д е л о  в  т о м , ч т о  f  

е с т ь  о т о б р а ж е н и е  (п р о е к ц и я ) э л е м е н та  /  б е ск о н е ч н о м е р н о го  в е к т о р н о 
го  п р о с т р а н с т в а  V ( f l)  н а  к о н е ч н о м е р н о е  в е к т о р н о е  п р о с т р а н с т в о  Ж™. 

Т а к о е  о то б р а ж е н и е  н е я в л я е т с я  в за и м н о о д н о з н а ч н ы м , и  п р о о б р а зо м  f  
о к а з ы в а е т с я  н е  эл е м е н т, а  п о д м н о ж е ств о  V ( f l ) .

Е д и н с т в е н н ы м  в ы х о д о м  и з  э то й  си т у а ц и и  я в л я е т с я  и сп о л ь зо в а н и е  

н е к и х  д о п о л н и т е л ь н ы х  со о б р а ж е н и й  о п о ве д е н и и  ф у н к ц и и  / .  О н и  

д о л ж н ы  н а с т о л ь к о  с у з и т ь  н а м  м н о ж е ств о  о т о б р а ж а е м ы х  ф у н к ц и й , ч т о  
п р о е к ти р о в а н и е  с т а н е т  в за и м н о о д н о з н а ч н ы м  и  п р о о б р а з f  п р е в р а т и т с я  
в  т о ч к у  и з  У  (О ). К а к  п р а в и л о , э т и  д о п о л н и те л ь н ы е  с о о б р а ж е н и я  св о 

д я т с я  к  д о п у щ е н и ю  т о го , ч т о  ф у н к ц и я  /  м о ж е т  б ы т ь  о п и с а н а  л и н е й 

н о й  к о м б и н а ц и е й  ф у н к ц и й  и з н е к о т о р о го  к о н е ч н о го  н а б о р а  э л е м е н то в  
V ( f l) .  Д р у г и м и  сл о в а м и , в м е сто  ф у н к ц и и  /  € V ( f l)  р а с с м а т р и в а е т с я  

ее а п п р о к с и м а ц и я  / ,  п р и н а д л е ж а щ а я  к о н е ч н о м е р н о м у  п о д м н о ж е ств у  
V(Q).
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Пусть, например, /  е  £г(^)) Ь2($1) — гильбертово пространство 
функций, определенных на f t =  [a;min ,a:max] С R 1, с нормой ||/||2 =  
/ п f 2d x .  Если ортонормированный базис в La(ft), то функция
/  может быть представлена своим рядом Фурье относительно этого 
базиса:

/  =  £ / Ч -
j

Пусть далее на ft задана сетка ft” = }^=1, в узлах которой опре
делена сеточная функция f =  { /fc} такая, что f k = f{xk)- В каждом 
узле значение fk £ К1, а сама функция f, следовательно, принадлежит 
пространству К ” .

Зададим на R n систему ортонормированных базисных векторов 
{ek}k=i- Тс,гда

П

f  =  £ / Ч -  (9 .2 )

к=1
Базис в L/2 (ft) выберем так, чтобы значения первых п базисных

функций в узлах Xj совпадали с компонентами базисных векторов е^. 
Это всегда можно сделать, например, так, как показано на рис.13.

Теперь, когда выбран базис {е:) }, мы можем приближенно записать 
функцию f  в виде отрезка ряда Фурье:

71
/ * /  =  £ / Ч - .  (9-3)

3 =  1

а компоненты разложения / J’ определить из условия f(xk) =  fk- Дей
ствительно, подставляя в (9.3) значения х = Хк, получаем систему ли
нейных алгебраических уравнений относительно {/•' }"=

f = EF, (9.4)

где f =  ( /ь  / 2, • ■ •, /„ )т , F  = ( / \  / 2, . . . ,  f n ) T . Элементами матрицы 
Е  являются значения базисных функций, вычисленные в узлах сетки 
е'к — ek(xj), т.е. строками матрицы Е  являются базисные векторы: эле
менты к-й строки матрицы Е  совпадают с элементами к-то базисного 
вектора efc. Базис {е*.} — ортонормированный, так что и строки матри
цы Е  попарно ортонормированы. Матрицы, строки которых обладают
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1- вп
6 1 2

Базисный вектор ei 
ei3 ei4 ... е\,п- 1 ein

X i  х 2 х 3 х 4 Хп— х Хп

Базисная функция е\

1-
&2\

6 2 2

Базисный вектор е2 
623 е24 e2,n-ie2n

Базисная функция е 2

Х\ х2 х 3 х 4 Х п—1 х п

Рис. 13. Пример выбора базисных векторов {е^} и базисных функций 
{ek} таких, что ek(xj) =  е£.

таким свойством, называются ортогональными. Рассмотрим произве
дение Е Е Т, где Е т — транспонированная матрица Е. Произведение 
двух квадратных матриц есть квадратная матрица, (jk )-й элемент ко
торой определяется как

1jk
га=1

в силу ортонормированности базиса {е*}. Таким образом, 

Е Е Т == I, или ,ЕТ =  Е1-1,

а это известное свойство ортогональных матриц: обратная матрица 
равна транспонированной. Поскольку Е— ортогональная матрица, си
стема уравнений (9.4) легко решается:

F =  ET f , (9.5)
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или
71

(9.6)
j=i

Формулы (9.2), (9.4) и (9.5), (9.6) носят название прямого и обрат
ного дискретного преобразования Фурье. Для комплексных базисных 
функций эти формулы имеют вид:

где е* — есть функция, комплексно сопряженная функции ej. Таким 
образом, выбрав базисные векторы ек и базисные функции ejt и по
строив по формулам (9.2) и (9.5) функцию / ,  мы можем сравнить ее с 
исходной функцией /  и оценить с помощью, скажем, нормы разности 
| |/  — / ||,  насколько хороша наша аппроксимация. Эта оценка будет за
висеть не только от числа и расположения узлов, т.е. множества П” , но 
и от выбранных базисных векторов и функций.

В качестве примера рассмотрим аппроксимацию функции отрезком три
гонометрического ряда Фурье. Ограничим рассмотрение частным случаем 
п  =  2N  +  1 равномерно расположенных узлов. В качестве базиса в Rn возь
мем элементы вида:

п  п

/  = £ / Ч - >
j = 1 к = 1

где D  =  Xmax — awn, А х  =  ^ , X j  =  j A x ,  j  =  0 , . . . ,  2N .  Эта система элемен-
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тов ортонормирована, что можно показать, вычислив суммы трех видов: 

2 N

y~^sinfc
3=0
2N

2тг
D

2тг
X j  sm m — X i ,  j D

^ 2 s m k ‘— X j  c o s m — X j ,

j=о
2 N

D '

Е 27Г 27Г
cos к — X j  cos m — X j .

j =  о

В выбранном базисе сеточная функция f  может быть представлена своим 
рядом Фурье

f  =  £ / Ч , (9.7)

a j - я компонента сеточной функции — записана в виде суммы

N
^/■+У1 е ( / 2fc cos k  ‘—j — x j  4- f 2k+1  sin k ^ x

D

С помощью формул Эйлера

cos х =  i  (e te +  e ~ i x )  , sin x  =  j .  (e ix -  e ~ i x )  

рад (9.7) для j -й компоненты элемента f  преобразуется к виду:

f j =  £  c k e x p ( i k ~ x j )
D

где

Cfc =

^ ( / 2fc- i/ 2fc+1)> fc> 0’
* = 0,

. ^ ( r 2k+ i r 2k+1) ,  k<  0,

C/c — C—fc •
Звездочкой помечено комплексно сопряжённое число. В качестве базиса в 
Ьг(П) возьмем систему функций
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ортонормированных на Г2 и  принимающих в узлах Xj те ж е значения, что 
и компоненты элементов {е^}. Тогда непрерывная на Q функция /  в этом 
базисе может быть представлена следующим рядом Фурье:

или в комплексной форме

/ =  Е  ск^р(гкЩх).
к = — СО

Члены этого ряда Ск exp^fc-^ai) называются модами, гармониками, или 
волнами Фурье; к  — волновым числом, а  коэффициент с* — амплитудой k-lk 
моды. Поскольку значения /  в узлах сетки совпадают со значениями сеточ
ной функции, мы можем вычислить амплитуды первых N  мод. Эти моды со
ответствуют первым N  волновым числам и имеют длины волн 
Таким образом, информации, содержащейся в узлах сетки, нам достаточно 
лишь для построения длинноволновой аппроксимации функции / .

9 .3 . М е т о д ы  п о с т р о е н и я  р а з н о с т н ы х  о п е р а т о р о в

Приступая к решению задачи разностными методами, мы преж
де всего пытаемся заменить непрерывный оператор L его разностным 
аналогом Лп. Этап выбора и построения разностной схемы является 
одним из наиболее ответственных. Неправильно или наугад выбранная 
схема может повлечь за собой грубые, а то и просто неверные резуль
таты, вычислительную' неустойчивость и массу других неприятностей. 
Добавьте сюда труд по написанию компьютерной программы, реали
зующей алгоритм, усилия и время, затраченное на отладку и поиск 
причины неудач, и т.д. и т.п. Наиболее важным свойством «хорошей» 
разностной схемы является ее способность аппроксимировать исходную 
дифференциальную задачу. В этом разделе мы рассмотрим некоторые 
употребительные методы построения аппроксимирующих разностных 
схем. Начнем с представления производных разностными операторами, 
а затем обсудим способы аппроксимации краевых задач.

Рассмотрим некоторую бесконечное число раз дифференцируемую 
функцию / ,  определенную в области fi. Пусть для простоты эта об
ласть одномерна. С помощью координатного отображения поставим в
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соответствие каждой точке Р  из fi ее координату х(Р) из R1 и опре
делим в R1 наиболее простую равномерную сетку с постоянным шагом 
А х  по оси х. Занумеруем узлы полученной сетки так, чтобы номер О 
приходился на начало координат. Тогда узел с координатами ъАх =  Х{ 
будет иметь номер i. Значение функции /  в узле i будем обозначать че
рез fi. Совокупность значений {/г}”=0 есть сеточная функция f, опре
деленная на fi". Наша задача заключается в построении разностных 
аналогов производных функции /  в узлах сетки.

Займемся построением разностного аналога первой производной 
dxf .  Воспользуемся определением производной функции f(x )  в точке х. 
Функция /  называется дифференцируемой в точке х, если существуют 
и равны друг другу пределы

d x f =  ,lm Я * + Д * ) - / М  =  ц т
Дж— Ar c  А х-^о Д а;

или, что то же, существует предел

Um /(* + й »)- /(* -А х)
Ах—*0 2Ах v

Величина dxf  называется производной функции /  в точке х.
В случае сеточных функций приходится, во-первых, строить ана

логи производных лишь в точках сетки и, во-вторых, отказываться 
от вычисления пределов и заменять их приближенными выражениями. 
В соответствии с приведенными определениями, таких приближенных 
выражений может быть три:

f i+1 fi  fi f i—1 fi+1 f i—1
Да; ’ A x ’ 2Ax

Все они имеют одинаковую структуру, отношения разностей, почему 
и называются разностными формулами. Множество узлов, участвую
щих в определении разностного оператора, называется шаблоном. Раз
личают двух-, трех- и более точечные шаблоны.

Первые две разностные формулы часто называют направленными 
разностями (или разностями вперед/назад33). Они строятся на двух
точечных шаблонах, включающих точки xib Xi+\ в первом случае и

33Относителыю рассматриваемой точки ж;.
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точки Xi-i, Xi — во втором. Последнюю формулу называют централь
ной (симметричной) разностью. Она строится на трехточечном ша
блоне, включающем точки i, х^, х j+ i(первая и последняя точки 
входят в разностное выражение, которое аппроксимирует производную 
в средней точке).

Для того чтобы оценить погрешность таких приближенных выра
жений, воспользуемся разложением в ряд Тейлора34 значений функции 
/  в узлах г ±  1 относительно узла г. Рассматривая, например, узел г + 1, 
найдем

/г+i = fi + dxfiA x  +  ^dxxfiA  х2 + 0 (A x s). (9.10)

Здесь и далее символами dxfi, dxxfi, . ..  обозначены производные, вы
численные в точке Xi. Символом 0 (а п) традиционно обозначаются сум
мы, члены которых пропорциональны целым, положительным степе
ням а, начиная со степени п, или, как говорят, порядка ап. В нашем 
случае — это слагаемые, пропорциональные Ах, начиная с А х3. Разре
шая формулу (9.10) относительно dxfi, получим

dxfi =  ^ (Л + 1  ~ fi) -  \ ^ х dxxfi + 0 (A x 2) =

= - ^ ( f i+i ~ f i )  + 0(A x). (9.11)

Откуда находим, что порядок отбрасываемых членов равен первой сте
пени Ах. Аналогичную формулу получим, если рассмотрим узел г — 1

/г-1 =  /г -  dxfiA x  +  i dxxfiA x 2 +  0 (А х 3) (9.12)

и далее
dxfi = ^ ( / г  -  /г—l) +  О(АХ). (9.13)

Для того чтобы оценить погрешность последней разностной форму
лы, соответствующей определению (9.9), рассмотрим разность разло
жений (9.10) и (9.12), разрешенную относительно производной dxfi

dxf i = ^K x {fi+1- f i- 1) + 0 {A x2). (9.14)

34Тейлор (Taylor) Брук (1685-1731) — английский математик.
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Здесь порядок отбрасываемых членов оказался равным второй сте
пени Да;, и погрешность последней формулы, таким образом, меньше, 
чем у предыдущих формул35. Связано это с тем, что мы рассматриваем 
частный случай равномерной сетки, в силу чего в обоих разложениях
(9.10) и (9.12) слагаемые, пропорциональные Да;2, равны и в разность 
( / ; + 1  -  Л - 1 ) не входят.

Все три разностные формулы имеют простую геометрическую ин
терпретацию (рис. 14): производная в узле (тангенс угла наклона каса
тельной) аппроксимируется тангенсами углов наклона секущих.

Рис. 14. Геометрическая интерпретация разностных формул, аппрок
симирующих первую производную dxfi, равную тангенсу угла накло
на касательной к /  в точке xf. tg a  =  dxfi, tg a_  = -^ { f i  — /»-i), 
tg a + =  Sj(/i+1 -  fi), *9 a± =  zb tfi+ i  -  /* -1)-

To, каким образом повысился порядок отбрасываемых членов в 
формуле центральных разностей, показывает, как можно строить более 
точные разностные формулы. Для этого требуется привлекать большее 
число узлов и комбинировать с нужными весами соответствующие им 
ряды Тейлора. Как правило, этого, однако, не делают ввиду возника

35Имеется в виду, что при стремлении Д х —> 0 члены второго порядка, малости 
0 ( А х 2) уменьшаются быстрее, чем члены первого порядка малости О(Ах) .
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ющих трудностей, связанных с подбором весов, а также с аппроксима
цией производиых на границах области.

Разностные формулы для второй производной строятся аналогич
но. Снова используем простейшую равномерную сетку, и рассмотрим 
ряд (9.10). Если мы разрешим относительно второй производной непо
средственно это выражение, то получим:

dxxfi = -  fi) ~  dxfi^ + О(Ах).

Помимо разностного выражения, первое слагаемое в правой части со
держит производную dxfi- Аналогичное выражение, полученное из ря
да (9.12)

dxxfi =  ^  -  +  dxf* j + ° ( Да:)>

содержит ту же производную с противоположным знаком. Складывая 
оба выражения получим разностный аналог второй производной:

dxxfi =  д ^ 2  (fi+1 -  2 Л +  f i - 1) + 0 (A x 2). (9.15)

fi" Ay

У(Р)
Ax

x(P)

Рис. 15. Отображение области fi на сетку ft” .

Обратите внимание, что здесь, как и в случае с центральноразност
ной аппроксимацией первой производной, порядок отбрасываемых чле
нов также увеличивается благодаря использованию равномерной сетки.
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При сложении (9.10) и (9.12) члены, пропорциональные Да;3, сокраща
ются, отчего и повышается порядок отбрасываемых членов в (9.15).

Задав сетку, выбрав шаблон и определив разностные аналоги про
изводных, можно построить разностный аналог дифференциально
го уравнения, комбинируя разностные операторы. Рассмотрим, на
пример, двумерную область. С помощью координатных отображений 
х{Р), у(Р), Р  G fl, поставим в соответствие каждой точке Р  из fi ее 
координаты х(Р), у(Р) из R 2 и определим в К 2 сетку О” . Рассмотрим 
простую равномерную сетку с постоянным шагом Да; по оси х  и Ау  по 
оси у (рис.15).

Занумеруем узлы полученной сетки так, чтобы номер (0,0) прихо
дился на начало координат. Тогда узел с координатами (гАх, jA y) = 
(xi, yj) будет иметь номер (i,j). Значение функции /  в узле (i,j) бу
дем обозначать через /у . Совокупность значений {/у}, г = 0 , . . . , / ,  
j  =  0 , . . . ,  J, п =  ( 7 + 1)( J  +1), есть сеточная функция f, определенная 
на О".

У

М  + 1

г -1 ,3 М г + 1,3

i , j  ~  1

г --1 i --1

Рис. 16. Пятиточечный шаблон для уравнения Лапласа.

Используя введенную сетку и пятиточечный шаблон, показанный на 
рис.16, нетрудно построить разностный аналог двумерного уравнения
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Лапласа:
Л /  =  d x x f  +  d y y f  =  0 .

Аппроксимируя производные центральными разностями по формуле
(9.15), получим

д ^ 2  ( f i + h j  ~  2 f i j  + f i - h j )  + 0 (A x 2) +

+ ^ 2  (/м + 1 -  2/у +  Д ,_ 1 ) +  0 (А у2) =  0. (9.16)

Записывая разностное уравнение (9.16) для всех узлов сетки, мы сво
дим дифференциальную задачу к линейно алгебраической.



10. Методы построения разностных схем

10 .1 . М е т о д  н е о п р е д е л е н н ы х  к о э ф ф и ц и е н т о в

Разностный аналог производной, как мы видели, оказывается сум
мой значений функции в узлах шаблона, взятых с некоторыми весами. 
Заниматься подбором весов можно разве что в простейших случаях. 
Более общим в этом отношении является метод неопределенных ко
эффициентов., используя который мы пытаемся аппроксимировать не 
каждую производную в отдельности, а сразу весь дифференциальный 
оператор. Для этого, выбрав шаблон, мы записываем разностный опе
ратор в виде суммы узловых значений функций с некоторыми, подле
жащими определению, коэффициентами. Применяя далее разложение 
в ряды Тейлора для значений в соседних узлах относительно централь
ного (i, j)-то узла и группируя члены разложения, мы строим систему 
уравнений относительно неопределенных коэффициентов из условия 
аппроксимации с заданным порядком точности. Решая систему, нахо
дим неизвестные коэффициенты и тем самым разностный оператор.

Аппроксимируем, например, одномерное уравнение теплопроводно
сти

dtf  = ndxxf, к = const > 0, ( x ,t ) e f i

со вторым порядком точности по времени и пространству. В области 
fi построим равномерную сетку fin, выберем пятиточечный шаблон G 
(см. рис. 16) и попытаемся найти веса узловых значений функции, та
кие, чтобы выполнялось равенство

(dtf  -  Kdxxf )" =  £  aklf ^ k + 0 (A t2, A x2), (10.1)
k , l € G

где о*,; — подлежащие определению коэффициенты (веса). Записывая 
сумму разложений в ряд Тейлора значений функции в узлах шаблона
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относительно узла (n ,j) и группируя слагаемые, получим

Е  a k i f ™ + t  =  Е  а ы  ( Л" +  d t f f t t n + k  -  i n )  +  d x f ™ ( x j + l  -  Xj) +
fc . i eG fc,; V

(p ttfj{ tn+k -  tn)2 +  dxxfj-{xj+i -  a^)2) +

+9tx/” (tn+fe -  tn)(zj+i -  xj) + <9(At3, Дж3)^ =

= / ? ! > * *  + 
к,l

+ (9*ЛП) E  аы(Ьп+к -  tn) + 
к,I

+ E  ° и ( * ; + 1  ~ жз) +
А,г

i p t t f f )  5 3 afci^ Tl+fc — n̂)2 +  
к,l

~bn i p x x f j  ) ^  , Дk l j x j + l  X j )  +
fci

“b (dtxfj ) ^   ̂̂ kl (tn+fc tn)(Xj+l Xj) ~b 
k,l

+ y^yakiO(At3,5x3).
к,I

(10.2)

Для того чтобы сумма (10.2) удовлетворяла (10.1), веса а г̂ должны 
быть решением следующей системы уравнений:

=  0,
Qklitn+k tn) = lj

^CLkiixj+i Xj)  =  0 ,

Xv ̂ klitn+k tn) 1 0,
®kl(tn+k tn)(.Xj-\-l Xj) — 0,

k 'E akl{xj+l -  Xj)2 = - 2 K,

(10.3)
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или

d -1,0 
G-1,0

а - 1 ,0

+ao,-i +ао,о +Ло,1 +<1 1 , 0  =  0,
—а1,0 = —

ао, - 1  —®o,i = О,
+ а1,о =  О,

^0,-1 +йод = —

_i_At’

2/с
А х 2 *

(10.4)

Обратите внималие, что пятое уравнение в (10.3) удовлетворяется 
тождественно, так как либо At, либо А х  равны нулю. Система (10.4) 
легко решается, и мы получаем:

Остаточный член в сумме разложений (10.2) оказывается равным 
0 (A t2, А х2), а не О (A t2, Ах), как может показаться на первый взгляд. 
В этом легко убедиться, если исследовать следующий член разложения. 
При найденных значениях весов аы члены разложения, содержащие 
Дх3, сокращаются. Таким образом, окончательно получаем:

1 0 .2 . И н т е г р а л ь н ы й  м е т о д  п о с т р о е н и я  р а з н о с т н ы х

Часто с исходными дифференциальными уравнениями связаны 
некоторые интегральные соотношения. Например, так называемые 
дифференциальные законы сохранения являются следствием инте
гральных законов сохранения. Если конечноразностный аналог диффе
ренциального закона сохранения, будучи просуммированным по всем 
узлам сетки, не даст аппроксимацию интегрального закона сохранения, 
значит в процессе решения будет накапливаться ошибка, связанная с 
наличием фиктивных источников или стоков исследуемой характери
стики. Не все разностные аналоги дифференциальных законов сохра
нения обеспечивают выполнение интегральных законов сохранения. В 
каждом конкретном случае выполнение интегральных законов прихо
дится проверять отдельно. Существует, однако, метод построения раз

+ 0 (A t2,A x 2).

сх ем
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ностных схем, обеспечивающий автоматическое выполнение интеграль
ных законов. Он основан на том, что дифференциальное уравнение 
переписывается в виде соответствующего интегрального закона сохра
нения, который затем аппроксимируется. Как уже говорилось выше, 
дифференциальному уравнению

dtf  +  di vF(f )  = 0 (10.5)

соответствует интегральный закон сохранения

J  dtf d v  + J  ( F ( f ) , n ) dS  = о,
v s

где F(f )  — поток величины / ,  V — произвольный объем, S  — поверх
ность, этот объем ограничивающая, а п  — внешняя нормаль к поверх
ности S.  Если объем V не изменяется во времени, то

dt J  fdV + J  (# ( /) ,  n) dS = 0. (10.6)
v s

Изменение во времени интегрального по объему V значения величи
ны /  балансируется интегральным по поверхности S  объема V потоком 
F(f),  а сам поток F(f )  на S  определяется граничными условиями.

Если разбить объем V на к непересекающихся объемов (будем на
зывать их боксами) Vk- V = 1J Vfe, ограниченных поверхностями Sk, то

к
закон сохранения (10.6) для уравнения (10.5) можно записать в виде

£  I dt j  fdV  + J  ( F ( / ) ,n ) d 5 )  =0 .
k V  Vk sk J

Откуда в силу произвольности разбиения

dt-J fdV  + J  ( P ( f ) , n ) dS  = 0. (10.7)
vfe sk

При суммировании боксов потоки F(f )  на границах между ними 
взаимно компенсируют друг друга. Нескомпенсированными остаются
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лишь потоки на S, и мы приходим, таким образом, к уравнению (10.6). 
Эта черта уравнения (10.7) называется свойством дивергентности. На 
представлении уравнения (10.5) в виде закона сохранения (10.7) а  осно
ван интегральный метод построения разностных схем.

В области П задается сетка Пп, и объем V € О разбивается на бок
сы Vfc так, чтобы внутри каждого бокса находился один и только один 
узел. Далее интегралы вычисляются по тем или иным приближенным 
формулам (если их невозможно вычислить точно), использующих толь
ко значения функций в узлах сетки. В итоге мы получаем разностный 
аналог закона сохранения, обладающий, как и (10.7), свойством дивер
гентности. Такие разностные схемы называются дивергентными или 
консервативными.

Надо иметь в виду, что, по крайней мере для гладких решений, 
консервативная и неконсервативная формы дифференциальных 
уравнений эквивалентны друг другу, чего нельзя сказать о соот
ветствующих им разностных схемах. И если разностное уравнение, 
полученное при аппроксимации закона сохранения, является дивер
гентным, то из этого вовсе не следует, что и разностное уравнение, 
полученное из других соображений, будет также обладать этим 
свойством.

Р азб ерем  применение интегрального  м етода н а  двух прим ерах.

1) Рассм отри м  одномерное стационарное уравнение теплопроводности: 

дх^кдхд) -  qd  +  g =  0 , x e ( 0 , L ) ,  (10.8)

(к д х 'д  — a t f ) x = o  =  b  ,

Щх=ь =  с . (10.9)

Здесь  х  — пространственн ая  координата, к (х ) ,  q(x), g (x )  — заданн ы е 
глад ки е ф ункц ии , к  >  0, q >  0, а, Ь, с — константы , а > 0. К р аев ая  
зад ач а  (10.8), (10.9) м ож ет сл у ж и ть  моделью  стационарного распреде
л ен и я  тем п ературы  'д(х) в  стерж не дли н ы  L  в  том  случал, когда н а  
одном конце стер ж н я  происходит обмен теплом  с окруж аю щ ей  средой 
по закон у  Н ью тона, а  н а  другом  — поддерж и вается  п остоян ная  тем пе
р ату р а . В еличина
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кдх$ = ?(■&) (10.10)
есть плотность потока тепла в точке х. В нашем одномерном случае 
объем V — это отрезок (0, L) и  равен области П. Зададим в П равномер
ную сетку П" с шагом А х  (рис.17) и разобьем V на п  боксов (каждый 
внутренний бокс такж е длиной Дж). Первый и последний узлы леж ат 
на границах области О,. Обозначим границы боксов дробными индек
сами. Например, границы г-го бокса обозначим через и x i+1.

0 L

0 г — 1 г г + 1 п

Рис. 17.

Запишем уравнение (10.8) в виде интегрального закона сохранения, 
справедливого в пределах г-го бокса, дл я  чего проинтегрируем его по 
г-му боксу. Получим

J  (дх(кдх'д) — q-д +  g) dx  =  0. (10.11)
Хг-± г 2

Первое слагаемое в подынтегральном выражении интегрируется 
точно и  дает разность потоков на границах бокса Fi+x —Fz_ i . В данном 
одномерном случае точное интегрирование по г-му боксу есть резуль
тат применения теоремы Гаусса-Остроградского36. Подынтегральное 
выражение, т.е. производная д х ( к д х д )  =  d x F ,  представляет собой ди
вергенцию плотности потока F.  В одномерном случае — это частная 
производная dxF.  Результат интегрирования, по существу, есть инте
грал от нормальной составляющей плотности потока F  по поверхности 
г-го бокса. Поскольку эта поверхность состоит из двух точек и
x i+i ,  а  нормальные составляющие имеют разный знак (так как нор
мали в обеих точках внешние по отношению к боксу), мы получаем в 
итоге суммарный поток через границу Fi+1 +  ( — F4_ i ) .

36Гаусс (Gauss) Карл Фридрих (1777-1855) — немецкий математик.
Остроградский Михаил Васильевич (1801-1861) — русский математик.
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Последние два слагаемых могут быть проинтегрированы прибли
женно, для  чего используются простейшие квадратурные формулы  
прямоугольников или трапеций. Поскольку г-й бокс содержит лишь 
один узел  с номером г, интеграл от второго слагаемого можно при
ближенно записать в виде произведения f i i  на интеграл от известной 
функции q. Интегралы от известных функций q и g аппроксимируются 
произведениями средних значений этих функций в пределах рассмат
риваемого бокса, <?г и  gi, на размер этого бокса, т.е. на длину шага:

х ■ I 1- х ■ . 1*+2 г+5
— J  •Qqdx + J  gdx & (—fiiqi + gi)Ax.

X. 1 X. 1
— 5

В результате, нормируя на Дж, получаем

^  ( F i + i  -  F , _ 4 )  -  +  9 i  =  О- ( Ю .1 2 )

Потоки F i±  i через границы бокса можно приближенно вычислить, 
если проинтегрировать производную д х -д, полученную из (10.10), в пре
делах ОТ X i - 1 до  Хг (или от X i  ДО X i+ 1)

/
^ ■ d x  =  -вг  -  А - 1 ,к

* i- 1
и интеграл в правой части аппроксимировать величиной

7
J  к  1 ъ J  к  2 к ._  1

хг-1 Яг-1 2
Отсюда

<10ЛЗ>
и аналогично

= о»-14)
Подставляя (10.12), (10.13) и  (10.14) в (10.11) и нормируя на А х 7 

получим



110 10 Методы построения разностных схем

\**+i — ^ Г ~ )  ~ Aqi + 9i = 0 - (1015)
Это и есть разностный аналог уравнения (10.8) без учета граничных 
условий. Он содержит n — 1 уравнение относительно п + 1  неизвестных. 
Д ва недостающих уравнения даю т граничные условия. Первое гранич
ное условие можно записать в виде

F o  =  <м?о +  Ь. (10.16)

Чтобы его учесть, модернизируем ф ормулу (10.12), для чего проин
тегрируем 
Получим
тегрируем исходное уравнение (10.8) по половине бокса от 0 до  х г .

xi
1 Г А т

F \S  -  J  №  ~  9 )d x  =  ( F i  -  F o )  -  ( A q o  - § b ) ~ 2 - = 0 .  (10.17)
о

Здесь интеграл заменен на его приближенное значение

2

/
Л 'V.

(qd -  g )d x  =  (i90?o -  S o ) - j -  ■
о

Поток F i  определим далее из (10.13),

1?! -1?о _ -i?o 1сА
F i = — ------ =  K i — -------  , (10.18)

2 J d x  2 А х
J КXQ

а поток Fo получим и з граничного условия (10.16). Подстановка най
денных потоков в ф ормулу (10.17) дает одно из недостающих уравне
ний

_ 1?! -  i?o a ( Ах _ \  ь
{~т<1° + а) = ь - 90 ■ (10.19)

Второе граничное условие в этой задаче используется для нахождения  
решения в n-м узле.

•дп =  с (1 0 .2 0 )
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Таким образом, мы аппроксимировали краевую задачу (10.8), (10.15) 
разностной схемой (10.15), (10.19), (10.20).

Легко показать, что сумма (10.15) по всем внутренним узлам вместе с 
выражениями (10.19) и (10.20) приводит к аппроксимации интеграль
ного закона сохранения

L

j  (д х ( к д х ‘& )  — q $  +  g ) d x  =  0.

о
Действительно, суммирование по внутренним узлам выражения
(10.15), умноженного на Да; дает

f ln - t in - i  -  v -V Q - -^д л
------- —& Г  ~ ~ = 0 ■*=1

Потоки через внутренние границы боксов взаимно скомпенсировались 
и не вошли в результат. Учитывая теперь выражения (10.19) и  (10.20), 
аппроксимирующие граничные условия, окончательно получим

^ n _ i  C -  (А>а +  Ь)^ -  ~  9 i ) & x  -  (tf0<?o -  g0) =  0 .

L
Здесь первая скобка аппроксимирует интеграл f  d x (Kdx i9)dx,  а  вторая

о
L

— интеграл / (дт? — g)dx.
о

2) Консервативность — важ ное свойство разностной схемы. Однако его 
наличие еще не гарантирует работоспособности алгоритма. В  качестве 
иллюстрации построим с помощью интегрального метода разностную  
схему для невязкого уравнения Бюргерса

dtu +  udxu  =  0, fi =  {а; G (0,L ); t  >  0}. (10.21)

Уравнение (10.21) можно записать в дивергентной форме (в форме 
закона сохранения):

dtu + dxF  =  0 , (1 0 .2 2 )
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введя поток F  =  \ и 2. Определим в области О равномерную сетку Пп 
с шагом по времени A t  и  шагом по пространству Дж. Разобьем отре
зок [О, L ]  на боксы (см. рис.18) и  проинтегрируем уравнение (10.22) в 
пределах г-го бокса

/
u d x  +  F \ x , _ \  =  0 .

F ai+5

i  —  1 г , » + 1 *
* ~ 2  i + 2 

Рис. 18.

Вычислив интеграл по формуле центральных прямоугольников, полу
чим

AxdtUi + jFi+i  — Ft_ i  = 0 .

Д л я приближенного вычисления потоков F i± x на границах боксов наи
более естественным на первый взгляд кажется использовать формулы

Fi±i = l(F l + Fi±1) .  .

В этом случае получается консервативная центрально-разностная схе
ма

dtut + ^ ( Я +i -  Fi-1) = 0 ,

аппроксимирующая исходное уравнение со вторым порядком точности. 
Однако дальнейшее изучение этой разностной схемы (см. стр.129) по
казывает, что на ее основе нельзя построить устойчивого двуслойного 
алгоритма интегрирования уравнения Бюргерса.
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1 0 .3 .  Н е с т а ц и о н а р н ы е  з а д а ч и

Процессы, меняющиеся во времени, моделируются задачами Коши 
или смешанными задачами для нестационарных (гиперболических или 
параболических) уравнений. Решение строится для каждого момента 
времени (или, как говорят, временного слоя) с использованием гранич
ных условий и данных с предыдущих временных слоев. Область инте
грирования по времени часто формально бесконечна (t > 0), и ограни
чивается либо машинными ресурсами, либо достижением квазистаци- 
онарного или квазипериодического режима. Сетка во временнбй обла
сти выбирается равномерной с шагом At =  tn+i —tn, а производные по 
времени, как правило, аппроксимируются простейшими двух-, трехто
чечными разностными формулами. Получающиеся разностные схемы 
называются соответственно двух- и трехслойными. Для аппроксима
ции эволюционного уравнения можно также использовать интеграль
ный метод. Рассмотрим, например, следующее эволюционное уравне
ние:

d tf + L f  = g, /|t=o =  /о> (10.23)

где L — дифференциальный оператор, содержащий лишь простран
ственные производные. В области t > 0 введем равномерную сетку с 
шагом At. Будем обозначать f n = f ( tn). Чтобы получить двуслойную 
разностную схему, проинтегрируем уравнение (10.23) по t от tn до tn+\:

tn +1 n̂ + 1

J  {dtf + L f ) d t =  J  gdt,
tn

откуда
n̂+l û+l

f n + i _ f n + L J  f d t =  j  gdt (10.24)
tn tn

В зависимости от способа вычисления интегралов различают явные, 
неявные схемы и схему Кранка-Николсон37. Если интегралы вычис
ляются по формуле левых прямоугольников, то мы получаем явную

37Кранк (Crank) Джон (1916-2006) и Николсон (Nicolson) Филлис (1917-1968) — 
английские математики.
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разностную схему, или схему Эйлера:

Г (10.25)

Значения решения в каждой пространственной точке (п +  1)-го вре
менного слоя находятся по уже известным значениям с предыдущего 
слоя. При использовании формулы правых прямоугольников получа
ется неявная разностная схема

Здесь значение f n+1 зависит от значений решения во всех простран
ственных точках (п + 1)-го же временного слоя. И, наконец, если мы 
применим формулу трапеций, то получим схему Кранка-Николсон

которую можно трактовать как сумму формул (10.25) и (10.26). Схемы 
(10.25)-(10.27) используют для аппроксимации производных по време
ни значения функций лишь на двух временных слоях, и потому называ
ются двуслойными. Первые две схемы имеют первый порядок точности 
по t, а третья -  второй.

Разрешая формулы (10.25)-(10.27) относительно f n+1, получаем 
следующее рекуррентное соотношение:

где G — оператор перехода (шага), a S  — оператор источника. На
чальные данные дают нам значение /°  = fo- Используя далее (10.28), 
мы можем рассчитать решение в любой момент времени. Выражение
(10.28) называется каноническим видом разностной схемы.

Аналогично конструируются и трехслойные разностные схемы, где 
для вычисления решения в момент времени tn+\ используются значе
ния функций на двух предыдущих слоях tn и £n-i- Рассмотрим снова 
уравнение (10.23), проинтегрируем его в пределах (£n_ i,tn+i) и вы
числим интегралы по формуле центральных прямоугольников. Тогда

Г (10.26)

(10.27)

f n+1 = G f n + AtSgn, (10.28)
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получим трехслойную разностную схему второго порядка точности, из
вестную под названием чехарда:

£П+1 _ fTl— 1
^ -----+  Ь Г  =  9п• (10.29)

Комбинируя схему (10.29) со схемой Кранка-Николсон, записанной 
для (п)-го временнбго слоя, получим трехслойную схему Адамса- 
Башфорта38

/П+1Ы Г  + L  0 Г  -  i / " - 1)  =  2gn -  gn- \  (10.30)

имеющую также второй порядок точности по времени. Существуют и 
другие варианты.

38 Адамс (Adams) Джон Коуч (1819-1892) и Вашфорт (Bashforth) Фрэнсис (1819- 
1912) — английские математики.



11. Основы теории разностных схем
11 .1 . С т р у к т у р а  р а з н о с т н о г о  о п е р а т о р а

Рассмотрим уравнение
L f  = g, (11.1)

где /, д € Н(П), L — линейный оператор, L : Н(П) —» Н(С1). Прибли
женным решением /  задачи (11.1) будем называть проекцию функции 
/  на некоторое, выбранное нами, n-мерное подпространство с
Н(П). Оператор проектирования (проектор), отображающий Я(П) в 

обозначим через П/. Поскольку размерность меньше раз
мерности Я, оператор П/ не является взаимно однозначным, и обрат
ное отображение П^1 не существует. Областью определения D(L) и 
областью значений R(L) оператора L мы считаем все пространство 
Я(П). Назовем оператор L сужением оператора L на область D(L), 
если D(L) С D(L) и L f  =  L f  для всех f  из D(L). Иначе говоря, в 
области D(L) эти операторы равны, а вне этой области оператор L не 
определен.

Рассмотрим сужение L оператора L на подпространство Я ", то
гда D(L) = Область значений R(L) оператора L обозначим
через Нгд1(П) (рис.19). В силу линейности L множество Я™ является 
подпространством Я. Оно не обязательно совпадает с Я™(!Г2). Их пе
ресечение, вообще говоря, может состоять из одного нуля. Проектор, 
отображающий Я  в Я", обозначим через П3. Спроектируем уравнение 
(11.1) на подпространство Нд с помохцью оператора Пд и обозначим 
Пдд = д €  Я ” :

П gL f  = g. (11.2)

Посмотрим, что представляет собой композиция ПgoL. Для  этого выбе
рем в пространстве Н(П) ортонормированный базис такой, что
бы совокупность элементов {ej}f=1 образовывала базис подпростран
ства Яу?.

Представим функцию /  в виде ряда Фурье по выбранному базису 
и подставим в (11.2):

СО ОО

П ghf  = HgL Ё  f e i  = n g ' £ f  (Lei) ■ 
i=1 i=1

(11.3)
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Мы считаем, что оператор L-1 существует и, кроме того, D(L) = 
R(L) = Я. Известно, что в этом случае последовательность векторов 
{Lei}f2=1 образует базис в Я , если е* — базисные векторы. Посколь
ку первые п элементов е* лежат в Я ” , для любой функции <р из HJ 
справедливо равенство Lip =  Lip, где L: Щ  —* Я ” — сужение опера
тора L на Яр. Таким образом, получаем, что Le* =  Le^, i = 1, . . .  ,n, 
и {Lei}f=1 образует базис в Я™. Проектор Пд по определению отоб
ражает Я  в Нд, и раз {Lei}”=1 является базисом Нд, то (11.3) можно 
записать далее так:

П П

ПЭЬ / =  2 2  f  (Lei) = L J 2  f %-  (11.4)
i — 1 1

Последняя сумма в (11.4) есть проекция /  на Я ^, так что окончательно 
получаем

ILgLf = m f f  =  L f, 
и уравнение (11.2) записывается в виде

L f  = g. (11.5)

Переход от исходного уравнения (11.1) к его приближенному анало
гу (11.5) существенно упрощает задачу, так как бесконечномерный слу
чай мы сводим к конечномерному (увы, ценой невосполнимых утрат, 
ибо обратный переход невозможен).

Последнее преобразование, которому должно подвергнуться исход
ное уравнение (11.1), заключается в том, что путем выбора специаль
ного базиса в Я ”, такого, что коэффициентами Фурье для функций 
служат значения fi  в узлах сетки, мы сводим задачу (11.5) к системе 
алгебраических уравнений относительно вектора f =  (Л ,/ 2 , • • •, fn)- 
Обозначим такой базис в пространстве HJ  через {£j}”=1. В простран
стве Нд в качестве базиса возьмем функции {i£i}"=i, которые обозна
чим через {&}"=!• Формулы

/  =  Е  f ^ i  =  £  M i ,  f i  =  f ( X i ) ,  i=1 i= 1n n
9 = X  9lii = £  Mi, 9i=g{.Xi),г=1 г=1
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Базис {е*}”=1 Базис {Le*}"=1

Рис. 19. Связь операторов L и L.

задают линейные взаимно однозначные отображения Sn : Н” —* К" и 
Qn : HJ —> Rn. Функции f u g  соответственно отображаются в п-мер- 
ные векторы f и g (сеточные функции):

Q j  = f, Sng =  g. (11.6)

Подставляя выражения (11.6) в уравнение (11.5), получаем требуемую 
систему линейных алгебраических уравнений

SnLQ -1 f  =  g,

ИЛИ
Anf =  g, An = SnLQn1. (11.7)

Система (11.7) называется разностной схемой, или разностной зада
чей, соответствующей исходной задаче (11.1), а оператор Ап : М" —> М”
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называется разностным оператором, или разностным аналогом опе
ратора L. Отображение Q~l : Rn —> Я ", позволяющее восстанавливать 
приближенное решение /  по дискретному набору его значений, назы
вается интерполяцией.

Как видим, разностный оператор Лп далеко не однозначно опре
деляется видом оператора L. И способы проектирования, задаваемые 
проекторами П/, Пд, и операторы Sn, Qn выбираются нами в соответ
ствии с некоторыми дополнительными соображениями. Это и просто
та оператора Лп (чем он проще, тем легче вычислить обратный опе
ратор), и желание наделить разностный аналог многими свойствами, 
присущими исходному оператору L, что порождает большое разнооб
разие разностных аналогов для, в общем-то, скромного числа исходных 
уравнений.

11 .2 . С х о д и м о с т ь , а п п р о к с и м а ц и я , у с т о й ч и в о с т ь

Исходную краевую задачу

L f  = g (11.8)

мы заменяем ее аналогом — разностной задачей

Amf  =  g, (11.9)

решив которую, получим вектор f . Сколь хорошо найденное решение? 
Очевидно, что непосредственно сравнивать /  и f нельзя. Они являются 
элементами различных векторных пространств (бесконечномерного и 
конечномерного), так что, оценить норму их разности невозможно.

Для получения требуемых оценок надо иметь два элемента одного 
и того же векторного пространства. Так, можно с помощью какой-либо 
интерполяционной процедуры построить из конечномерного вектора f 
функцию непрерывного аргумента — приближенное решение / .  Тогда, 
близость приближения /  к точному решению /  может быть оценена 
величиной

Ml =  II/--/II,

где s — функция, называемая погрешностью решения.
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Можно, напротив, спроектировать точное решение /  на сетку и по
лучить конечномерный вектор Pmf.  Далее, его можно сравнить с ре
шением разностной задачи f , и их близость оценить величиной

||г||,п =  \\Pmf -  f IU-

Здесь г — сеточная функция, которую называют погрешностью раз
ностной схемы39.

Если при измельчении сетки (т.е. уменьшении размеров боксов и 
увеличении числа узлов) величина ||s|] —> 0, то говорят, что имеет ме
сто сходимость приближенных решений. Если при тех же условиях 
||гЦт 0, то говорят, что имеет место сходимость решений разност
ной задачи.

Для того чтобы записать все это формально, введем понятие харак
терного размера бокса. Будем характеризовать бокс fij его диаметром, 
который определим как

diamfij = max ||ж,- — ж/ь||, Vzj,Xfc е fi*. j,k

Тогда величина h =  ||diamfii,...', diamfi„||„ есть характерный размер 
бокса данной сетки. Очевидно, что при h —> 0 число узлов п —> оо, но 
обратное неверно.

Таким образом, сходимость приближенных решений имеет место 
при lim/t^o И  = 0, а решения разностной задачи сходятся, если 
Нт^_+о |1г1|т == 0. Последнее означает, что при измельчении сетки реше
ние разностной задачи должно все лучше и лучше описывать проекцию 
точного решения на сетку fim.

Здесь надо иметь в виду, что поскольку члены последовательности 
{IMIm}m=i есть нормы в различных пространствах R7” (так называе
мые сеточные нормы), то они должны быть согласованы между собой 
и с нормой пространства Н(£1), к которому принадлежит решение /• 
Это означает, что для любой функции и € Н(£1) должно выполняться 
равенство

lim ||Pmu||m =  ||г«||. 
h —* 0

39Мы предполагаем, что, и пространство H(Q.), и пространство Rm являются нор
мированными с нормами || ■ || и || ■ | |т  соответственно.
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Например, пусть u =  (wi, и г , . . . ,  и„), щ = u(xi). Тогда сеточная норма

согласована с нормой

а сеточная норма 

согласована с нормой 

Напротив, сеточная норма

( ГП
£ №

i=1

не является согласованной с нормами для функций непрерывного ар-
оо

гумента, так как для произвольных и ряд ^  |ttj|2 может расходиться.
г=1

Непосредственно оценить нормы погрешностей нельзя, поскольку 
обе они содержат неизвестные функции. Одна — решение задачи / ,  
другая — его проекцию на сетку Pmf .  В этом случае приходится прибе
гать к косвенным оценкам, и проще такие оценки получить для вектора 
г.

Если существуют положительные, не зависящие от h, константы с\ 
и I, такие, что

||r||n < cih \
то говорят, что разностная схема имеет l-й порядок точности.

В каком случае мы можем рассчитывать на сходимость решений 
разностной задачи? По определению погрешность разностной схемы 
есть разность г =  Pmf  — f. Вектор f обращает разностную задачу в
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тождество. Если же подставить в разностное уравнение проекцию точ
ного решения Pnf , получим

K P n f  ”  Anf -|- Л„г =  g Л„г.

Сеточная функция

d =  Л„г =  Л„(РП/)  -  A„f =  AnPnf  -  g (11.10)

называется погрешностью аппроксимации разностной задачи на ре
шении исходной задачи. Будем говорить, что уравнение (11-9) аппрок
симирует уравнение (11.8), а оператор Лп аппроксимирует оператор 
L на элементе /  € D(L),  если

lim ||d[|n =  0. (11-11)
h —*0

При этом, если существуют положительные, не зависящие от h, кон
станты сг и /с, такие, что

||d||n < c2hk,

то говорят, что разностная схема имеет к-й порядок аппроксимации.
Поскольку из (11.10) следует, что норма погрешности разностной 

схемы

то, очевидно, наличие аппроксимирующего свойства у оператора Лп 
необходимо для сходимости. Этого, однако, недостаточно, так как опе
ратор Л "1 может не быть ограниченным. Поэтому вторым важным 
свойством оператора Лп является ограниченность его обратного опе
ратора. Это свойство непосредственно связано с корректностью поста
новки разностного аналога исходной краевой задачи.

Разностная задача называется корректной, если для любых началь
ных данных из некоторого заданного множества ее решение: 1) суще
ствует, 2) единственно и 3) устойчиво. Первые два условия по сути озна
чают существование обратного оператора А” 1. Что касается устойчиво
сти, то под этим понимается непрерывная и равномерная относительно 
h зависимость решений разностной задачи от правой части. Таким об
разом, если решение устойчиво, то найдется такая положительная, не 
зависящая от h, константа сз, что
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Поскольку f =  An 1g, то из (11.12) следует, что

1Ю |„.<С З, . Vn, h. (11.13)

Иначе говоря, последовательность операторов {Л^1}п должна быть 
равномерно ограничена по К. Обратите внимание, что здесь речь идет о 
последовательности разностных операторов {Л"1}^, соответствующих 
разным сеткам, образующимся при п —» оо (h —> 0). Устойчивость раз
ностной схемы (11.9), как она определена выше, вообще говоря, не свя
зана напрямую с исходной краевой задачей (11.8), а является свойством 
самой разностной схемы. Для линейного случая, который мы рассмат
риваем, все сказанное выше подытоживается в теореме, связывающей 
устойчивость разностной схемы со сходимостью ее решений.

Теорема. Если разностная задача (11.9) корректна и аппроксими
рует корректную краевую задачу (11.8), тогда решение разностной 
задачи сходится к решению исходной краевой задачи, а порядок точ
ности совпадает с порядком аппроксимации.
Доказательство. Погрешность разностной схемы г, согласно выражению  
(11.10), удовлетворяет уравнению

Л „г =  d,

которое с точностью до  правой части совпадает с уравнением (11.9). В  си
лу корректности разностной задачи найдется положительная константа сз, 
такая, что

ЦЛй1!!™ < с з ,

откуда
||г||п <  c3 ||d ||„ . (11-14)

Поскольку разностная схема аппроксимирует исходную краевую задачу, то 
при измельчении сетки ||d ||„  —> 0, а  значит, и ||г ||п —> 0, т.е. имеет место 
сходимость решений разностной задачи. Бели разностная схема имеет fc-й 
порядок аппроксимации

||d ||n <  c2hk,
то из (11.14) получаем

||r||„ < c2c3hk = cihk.
Таким образом, разностная схема имеет fc-й порядок точности, совпадающий 
с порядком аппроксимации, что и  требовалось доказать.
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Часто эту теорему и ей подобные называют теоремами об эквива
лентности, имея в виду, что при указанных условиях аппроксимация 
и устойчивость (корректность) разностной схемы эквивалентны сходи
мости ее решений к решению исходной задачи.

Наличие сходимости дает нам уверенность в том, что при необхо
димости любая требуемая точность решения может быть достигнута 
проведением расчетов на сетке с соответствующим числом узлов.



12. Устойчивость разностных схем
12 .1 . В в е д е н и е

Выше мы определили устойчивость разностной схемы

Amf =  g (12.1)

как равномерную относительно размера сеточного бокса h ограничен
ность последовательности операторов {Л“ х}то:

ЦА^Ц < с, с =  const > О, V ш, h,

где Лто — разностный оператор, аппроксимирующий как собственно 
дифференциальный оператор L, так и граничные условия. Отсюда

11*11 < c||g||. (12.2)

Если схема (12.1) является разностным аналогом эволюционного 
уравнения, то решение строится как последовательность векторов {f” }, 
начиная с некоторого f°, определяемого начальными условиями. В ка
честве нормы ||f || удобно брать

||f|| = m ax ||fn ||,ТЬ

где п — номер временнбго шага. Тогда условие устойчивости (12.2) рав
носильно выполнению условия

||fn || < c||g||, V п. (12.3)

Рассмотрим эволюционное уравнение

d tf  +  L f  = д,

и пусть правая часть не зависит от времени. Тогда двуслойная яв
ная разностная схема, записанная в каноническом виде (см. формулу
(10.28) на стр.114), такова:

F + 1 =  Gm Г  +  A ig . (12.4)



126 12 Устойчивость разностных схем

Здесь Gm = I  ■— AtAm. Записывая аналогичное выражение для п-го 
временнбго слоя и подставляя в (12.4), получим

fn+1 =  Gm(Gmfn~1 + A t g )  + A t g  = G2m f”- 1 + (Gm + I) At  g.

Продолжая подстановки вплоть до f°, будем иметь

r +1 = G"+1f ° + ^ G ^ )  Atg.

Для нормы ||fn+1|| справедливо неравенство

r +1||< l |G -+1||4|f°ll +  Ai ( E l l ^ l l )  ||g||-

С подобной ситуацией мы уже сталкивались при изучении метода 
последовательных приближений. Рассуждая аналогично найдем, что 
равномерная ограниченность норм степеней оператора Gm будет иметь 
место, если

1) ||Gm|| < 1,
или

2) г =  lim VllGmll < 1-
п —> о о

Здесь г — спектральный радиус оператора Gm. Полагая nAt < Т, где 
верхняя граница временного интервала Т  фиксирована, строгие нера
венства могут быть заменены нестрогими. При этих условиях, очевид
но, разностная схема (12.4) будет устойчива.

Практические методы исследования устойчивости разностных схем 
линейных дифференциальных уравнений основаны на этих двух крите
риях. Первый критерий реализуется в так называемом прямом методе, 
а второй — в спектральном методе, или методе Неймана. 

Представим оператор перехода в виде

Gm = (Gm)o “Ь (Gm)bi

где (Gm)о соответствует краевой задаче с нулевыми граничными усло
виями, а оператор (Gm)b определяется аппроксимацией ненулевых
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граничных условий. Тогда, допуская, что ||((?т )ь|| мала, определение 
устойчивости относительно оператора перехода Gm часто заменяют 
определением устойчивости относительно оператора (Gm)0, или устой
чивости по начальным данным.

12 .2 . П р и м е р ы  и с п о л ь з о в а н и я  п р я м о г о  м е т о д а

Использование прямого метода проиллюстрируем двумя примерами.

1) Исследуем устойчивость явной разностной схемы для одномерного 
уравнения теплопроводности

^п-\-1 _ j:n / п  Г) х п  I п п
~ г—1 “ J i  J i + 1 к = const > 0. (12.5)At ■ Az2

Если (12.5) привести к каноническому виду

/ ”+1 =. <*/?_! + (1 -  2 d)f? + d/r+1,

где d = 2$ ,  оператор (Gm)о окажется квадратной трехдиагональной 
матрицей. Будем рассматривать устойчивость только по начальным 
данным без учета оператора (G 77г ) б э  Т О Г Д Э ,

(  (1 — 2d) d

(Gm) 0 =

о

d (1 -  2d) d

d (1 -2  d) /

Норму |](Gm)o|| определим как max j r  |Gy|, что дает ||(Gm)o|| = 2d +3 г=1
|1 — 2d] . Требование ||(Gm)o|| < 1 приводит к неравенству

2d+\ \ -2d\  < 1, (12.6)

которое удовлетворяется при d < \. В этом случае разностная схе
ма (12.5) оказывается устойчивой. Однако, ее устойчивость зависит от 
величины d, или от соотношения шагов сетки At и Дж. Такие схемы 
называются условно устойчивыми в отличие от абсолютно устойчи
вых схем, у которых ||(Gm)o|| < 1 независимо от соотношения шагов 
сетки.
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Часто прямой метод применяют, минуя этап построения оператора пе
рехода От. Определим норму | | f ” || =  m ax |/,п |, тогдаг

| Г +1|| =  m ax|rf/r_1 +  ( l - 2d ) / r  +  d/r+1| <
г

<  dm ax  +  |1 — 2d| m ax |/™| +  rfmax |/,vj-i| =i i i
=  (2d +  |1 — 2d |) ||fn ||.

Если ||fn+1|| <  ||fn ||, то решение не возрастает с течением времени, и 
разностная схема, таким образом, оказывается устойчивой. Это условие 
снова приводит к  неравенству (12.6) и  дает то ж е условие устойчивости.

2) В качестве второго примера рассмотрим явную разностную схему для 
одномерного уравнения переноса

ГП+1 _ £П £П _ р
J i .... . +  u i i  —/ Ы  --- о , (12.7)

A t  A x  ’ v '
ИЛИ

/ r +1 = ( i - / i ) / r  + Р/Г-1 , M =
Снова определим норму | | f n || =  m ax | / гп |, тогдаi

| |fn+1|| =  m a x |( l - M ) / r  +  /u/r_i| <
г

<  |1 -  д | т а х | / Г |  +  lA tlm axI/^!! =

= ( |1 - м| + И)1Г11 .

Схема (12.7) условно устойчива, если 0 <  ц  <  1. В этом случай 
1Г+1Н<1П1, и | | f n + 1 || не возрастает с ростом п  (т.е. во времени).

Обратите внимание, что в отличие от схемы (12.5) для урав
нения теплопроводности, где устойчивость определялась только 
соотношением A t  и Дж, устойчивость схемы (12.7) зависит еще и от 
знака величины и  (направления переноса). Если и  <  0, схема (12.7) 
перестает быть устойчивой при любых A t  и  А х  (становится абсолютно 
неустойчивой) и  применять ее нельзя. Такое свойство двухточечных 
разностных аппроксимаций ^ ( / гп -  f -L i)  и ^ ( / | + 1 -  Л 1) первой 
производной породило соответствующую терминологию: устойчивая 
разностная аппроксимация носит название <?разности против пото
ка», а  неустойчивая называется «разностью по потоку».
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В том случае, когда поток может менять направление «с течени
ем времени приходатся либо отказываться от аппроксимации в 
помощью направленных разностей, либо отслеживать направление 
потока и  менять в соответствии с ним разностную аппроксимацию. В 
качестве примера рассмотрим невязкое уравнение Бю ргерса (10.21), 
записанное в дивергентной форме

Д л я  получения устойчивой аппроксимации направленными разностя
ми нужно аппроксимировать значения потока на границах бокса значе
ниями в близлежащих узлах, сообразуясь со знаком потока на границе. 
Знак потока можно приближенно оценить по знаку суммы потоков в 
соседних узлах

Таким образом, следующая разностная аппроксимация первого поряд
ка точности

оказывается счетно устойчивой и  вполне согласуется с физикой про
цесса переноса.

1 2 .3 . С п е к т р а л ь н ы й  м е т о д  (м е т о д  Н е й м а н а )

Согласно второму критерию, нормы степеней оператора перехода 
Gm будут равномерно ограничены относительно п, если спектральный 
радиус оператора Grn не превышает единицы, или, что то же, спектр 
оператора Gm лежит в круге единичного радиуса на комплексной плос
кости. Поскольку конечномерный оператор (матрица) перехода Gm 
имеет дискретный спектр, состоящий из m  комплексных собственных 
чисел, то его спектральный радиус определяется максимальным по мо
дулю собственным числом Хт, а значит, разностная схема (12.4) будет

d t u  + d x F  —  0 ,

где поток F  =  \ и 2. Интегрирование этого уравнения в пределах г-го 
бокса дает

А х д ь щ  +  F i+ 1 -  F t _  i = 0 .г-Г 2 г 2

= sign(-Fi + 0-

{
Fi, (Fi + Fi+1) > 0 ,
Fi+1, (Fi + Ji+i) < 0 ,
Fi-1, (Fi-i + Fi) > 0 ,
Fi, (Ft—i +  Fi) <  0
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устойчива, если |АОТ| < 1. Это условие называется необходимым спек
тральным условием устойчивости Неймана40. Для определения Хт 
надо решить следующую спектральную задачу (задачу на собствен
ные значения):

Gmf = Af, f =  (Л ,.. . ,  fm). (12.8)
Набор собственных чисел (спектр) полностью определяется оператором 
перехода

Gm =  I  AtAm.
Матрица Лт , а следовательно, и матрица Gm, в одномерном случае 
имеет ленточную структуру. Все строки ленты одинаковы, за исклю
чением начальных и конечных строк, которые зависят от вида гра
ничных условий и выбранной аппроксимации. Как и в случае прямого 
метода, будем изучать только устойчивость по начальным данным, т.е. 
ограничимся рассмотрением оператора (Gm)0.

В одномерном случае равномерной по х  сетки на отрезке D с числом 
узлов (2М  +  1) следующие функции

jexp ^ i ^ k A x j ' j  |  а = кА х, г — л/—1

являются собственными функциями (векторами) оператора (Gm)0■ 
Каждому а(к) соответствует свое собственное число А(а).

Если начальные данные, заданные в узлах сетки, с помощью дис
кретного преобразования Фурье представить в виде ряда по собствен
ным функциям оператора (Gm)о

fo =  (/оь---,/ош), foj = 2 2 f o eiaj, j  = l , . . . , m ,
а

то спектральную задачу
(Gm)0f =  Af

можно заменить задачей определения собственного числа А как функ
ции от а:

(Gm)о I I = А ( eiaj

40Джон (Янош) фон Нейман (Neumann) (1903-1957) — американский математик 
и физик. Родился в Будапеште, с 1930 в США.
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Разным а (т.е. разным гармоникам) соответствуют разные собственные 
числа, и разностная схема будет устойчивой в том случае, если модуль 
|А(а)| < 1 при любых а.

12 .4 . П р и м е р ы  и с п о л ь з о в а н и я  с п е к т р а л ь н о г о  
м е т о д а

Рассмотрим применение метода Неймана на нескольких примерах.

1) Явная разностная схема для  уравнения теплопроводности d t f  =  n d Xx f -  

В качестве начальных данных возьмем гармонику fo =  где j  —
номер узл а  сетки. Подставляя fo в разностную схему, после первого 
шага получаем изменение амплитуды в Л раз:

( G m )ofo =  Afo ,

а после n -го шага — в А™ раз. Заменяя в разностном уравнении

fTl+1 _ £П гп п £71 I £П

/"  на Апег“-’ , получим:

Лп+1 eiaj _  x neiaj =  d ^ n eiaU+i) _  2Xneiaj +  Aneia (j- 1)^ ,

A =  1 +  d(e %a — 2 +  ега) =  1 +  2d(cos a  — 1) =  1 — 4dsin2 ^  .

Величина А характеризует изменение амплитуды k-й  гармоники за 
один ш аг по времени и часто называется множ ит елем перехода. Д ля  
устойчивости необходимо, чтобы

|А(а)| <  1 , Va .

Таким образом, условие устойчивости получаем из неравенства

11 — 4d sin2 771 <  1 ,1 2 I ~
которое сводится к системе неравенств

J • 2 <2 . Л J . . 1asm  х  >  0 , asm  — <  -  .2 -  ’ 2 “  2
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Если d > 0, первое неравенство выполняется для любых а, а  второе — 
лишь при d < Таким образом, необходимым условием устойчивости 
схемы (12.9) является d 6 [0, |] .
В случае неявной схемы 12.10

£71+1 £П £П + 1 ПГП + 1 I £71+1
J j  h  _  J j + 1  z J j

A t  A x 2

Л (1 — 2d(cos a  — 1)) =  1 ,

A: 1

(12.10)

1 +  2d (l — cos a )  ’
откуда следует, что A <  1 при любых а  при d >  0. В обоих случа
ях условие устойчивости выражается в терминах d =  Поскольку 
величины к, A t ,  А х  существенно положительные, то схема (12.10) ока
зывается абсолютно устойчивой. В случае явной схемы (12.9) условие 
устойчивости d < i ,  по сути, оказывается условием, накладываемым 
на соотношения шагов сетки по времени и пространству. К ак  прави
ло, пространственная сетка фиксирована, так что для ш ага по времени 
получаем ограничение

. А х 2
■

2к

2) Явная разностная схема с направленными разностями для уравнения 
переноса £71 + 1 _ £71 пп £71

А J * - 1- = 0
A t  А х

при подстановке ХГ1егаз вместо дает

А = 1 - А 4 ( 1 - е - 4“ ) =  (1 - А 1) + р е _<“ . (12.11)

Заметив, что |А[ <  1 |А|2 =  АА* <  1, умножим (12.11) на сопряжен
ное комплексное число. Получаем

|А|2 =  (1 — fi +  /хе_г“ )(1 — м +  Me*"*) =  1 — 4р(1 — ц) sin2 ^  , 

откуда из условия |А|2 <  1 имеем

М м - i )  < 0  ,

что при ц  > 0 соответствует условию

М < 1 •
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Аналогично для неявной схемы

ГП + 1 _ £П ГП + 1 _ fn+1
Ji Ji I ,, 1 _  n

At Дж
ползаем

|Л|2 = 1
1 +  +  д )(1  — cos a )

При fj, >  0 неравенство |A[ <  1 оказывается справедливым при любых 
а . Неравенство f i  <  1, полученное выше для явной схемы, можно также 
рассматривать как ограничение шага по времени

л l А х
A t  <  —  . и

3) В качестве примера исследования устойчивости многослойных раз
ностных схем рассмотрим центрально-разностную схему для волнового 
уравнения

d u f  =  u 2dxx f  .

Явная разностная схема записывается следующим образом:

/ n+1_ 2 /n + / n-1  ̂ aff+1- 2 f f +#■ !
A t 2 U  А х 2

После подстановки /"  =  Апега:? получаем

Л"-1  (А2 -  2А +  1) =  n 2\ n (eia  - 2  +  e~i a ) , ц  =  ^  ,
А х

или, сокращая на А™-1  и  используя ф ормулу Эйлера для косинуса,

Л2 -  2 (1  -  2 n z sin^ ^  ) А +  1 =  0 .-  2 ( l  -  2М2 sin2 | )  А +  1 =  i

Введем обозначение a  =  2fj.2 sin2 ^ и  запишем полученное уравнение в 
виде

А2 -  2 (1 -  а) А +  1 =  0 .

Это квадратное уравнение в зависимости от знака дискриминанта 
(1 — а )2 — 1 имеет либо два действительных корня, либо два комплексно 
сопряженных.
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а) Если (1 — а )2 — 1 >  0, уравнение имеет действительные корни

Ai,2 =  1 — а ±  ^/(1 — а )2 — 1 .

В этом случае a >  2, откуда |/i| >  1, и, поскольку ось симметрии 
параболы у  =  X2 — 2(1 — а) А + 1  проходит через точку 1 — а, один 
из корней по модулю всегда превосходит единицу. Таким образом, 
при \ц\ > 1 разностная схема неустойчива.

В этом случая a < 2, |//| <  1, корни по модулю равны единице, а 
разностная схема оказывается устойчивой (при условии |д| <  1).

4) Применим метод Неймана к  исследованию устойчивости двумерной 
разностной схемы. Рассмотрим двумерное уравнение переноса

Д л я  аппроксимации производных используем направленные против по
тока разности

где j  соответствует координате ж, а  к — координате у. Подставляя 
решение в виде fi} _  \П Moij+pk)J jk >
получаем уравнение д л я  определения множителя перехода А:

б) Теперь, пусть (1 — а )2 — 1 <  0, и  уравнение имеет два комплексно 
сопряженных корня

d t f  +  u d x f  +  v d y f  =  0 , u , v  > 0 .

А — (1 — — fxv) +  (/лие iCl +  .

К вадрат модуля |A|2 найдем, умножая Л на сопряженное число
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Производя умножение и используя формулы Эйлера, получим:

(1 -  Н и  -  Н и ) 2  4- Н и  + н 1  + Ъ н и Ц и  cos (а -  /?)+

+ 2(1 — ц и — Mv)(m« cos а  +  fiv cos /3)

Раскры вая далее скобки и  приводя подобные члены, с учетом тожде
ства 1 — cos a  =  2  sin2 f , находим:

1 — 4/Ли(1 — Ни) sin2 f  — 4 /^ (1  — /x„)sin2 f +
+4HuHv (sin2 f  +  sin2 f  -  sin2 £= £) ,

или
|A|2 =  1 -  4Hu (1 -  (Mu + д.)) sin2 f -  

—4/х, (1 — (ни  + H v))  sin2 § — ^HuHv sin2 .

Требуя |A|2 <  1, определим условие устойчивости двумерной разност
ной схемы. Имеем

sin2^ >  0.

Это неравенство выполняется при любых а  ж /3, если +  м , <  1- В 
противном случае всегда найдутся такие а  и  /3, при которых неравен
ство не имеет места. Действительно, при Ни + Ни >  1 первое слагаемое 
меньше нуля и  для a  =  /3 неравенство не выполняется. Окончательно 
получаем условие устойчивости в виде

Ни Ни — 1 •

Оно оказалось более жестким, нежели в одномерном случае. Д л я  ш ага 
по времени имеем ограничение

A t  < __. J- -2L.Ах Ау

5) Рассмотрим, наконец, одномерное уравнение переноса при наличии 
диф фузии

dtf  + udxf  = ndxxf
и исследуем устойчивость следующей разностной схемы ВВЦП (раз
ность Вперед по Времени и  Ц ентральная разность по Пространству):

/ Г 1 -  / " + м / г  -  / ; - о  =  r f ( / ; + 1 -  2 /,n + f U )  •
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Д ля множителя перехода получаем выражение

Л =  (1 — ц) — 4dsin2 ^  +  jie~lOL.

К вадрат модуля |А|2 равен

|Л|2 =  1 — 4 (2d +  fi( 1 — ц)) sin2 ^  +  d(d +  fi) (4sin2 f  ) 2 .

И з условия |A|2 <  1 получаем неравенство

d(d +  м) (4  sin2 -  (2d +  /j.(1 - f i ) ) <  0 , (12.12)

которое должно выполняться дл я  любых ск. Если имеет место 

4d(d + ц) — (2d +  ц(  1 — ji)) =  (fi +  2d)(/j, + 2d — 1) <  0 ,

т.е. случай sin2 ^  =  1, то при fi > 0 и d > 0 неравенство (12.12) выпол-2 a2
няется и для всех прочих а. Таким образом, неравенство fi + 2d < 1 
определяет условие устойчивости рассматриваемой разностной схемы. 
Из него можно такж е получить ограничение на шаг по времени для 
заданной пространственной сетки и конкретных значений к и и .  Под
ставляя выражения для d и /!, находим

^  — и I 9 ~  'Дх Да;2
При к  =  0 либо и  =  0 получаем два частных предельных случая:

A t  < — для уравнения переноса,
A t  < — дл я  уравнения теплопроводности.

12 .5 . Ф и з и ч е с к и й  с м ы с л  у с л о в и й  у с т о й ч и в о с т и

При аппроксимации уравнения теплопроводности разностным мы 
получили условие устойчивости

(12ЛЗ)
откуда следует, что максимальный шаг по времени для данной про
странственной сетки не должен превышать
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Эта величина есть характерное время, за которое приращение реше
ния А / диффундирует на характерное расстояние Ах. Скорость рас
пространения возмущений от узла к узлу в рассмотренной явной раз
ностной схеме равна отношению и является конечной величиной, 
в отличие от бесконечной скорости, определяемой уравнением тепло
проводности. В случае, когда A t > A tm, скорость становится слишком 
малой и разностная схема перестает воспроизводить процесс теплопе
редачи, который оказывается слишком быстрым. В свою очередь неяв
ная разностная схема, так же как и исходное уравнение, обладает бес
конечной скоростью распространения возмущений и потому не имеет 
ограничения на шаг по времени, связанного с устойчивостью.

Обратите внимание, что условие 
(12.13) ограничивает, вообще говоря, не 
шаг по времени, а отношение Но 
поскольку на практике шаг простран
ственной сетки обычно ограничивает
ся наличными машинными ресурсами, 
неравенство (12.13) часто рассматрива
ют как ограничение шага по времени 
для явной разностной схемы.

Перейдем теперь к рассмотрению 
уравнения переноса. Явная конечно
разностная аппроксимация устойчива, 
если и. А/

(12.14)

Рис. 20. Области зависи
мости решения волнового 
уравнения (выделена более 
темным цветом) и устойчи
вого разностного уравнения.

uAt 
М =  ~ — < I-А х

Параметр fi часто называется числом Куранта, а условие (12.14) 
— условием Куранта-Фридрихса-Леви41 (КФЛ). Аналогичное усло
вие устойчивости получается и для явной центрально-разностной схе
мы второго порядка точности, аппроксимирующей волновое уравнение 
(15.23).

Физический смысл условия КФЛ достаточно очевиден. Вспомним, 
что волновое уравнение

ди! -  u2dxxf  = 0 (12.15)
обладает семейством характеристик, описываемых уравнениями

X d z u t  =  const.
41Курант (Courant) Рихард (1888-1972), Фридрихе (Friedrichs) Курт (1901-1982) 

и Леви (Lewy) Ганс (1904-1988) — американские математики. Родились и учились 
в Германии, перед II мировой войной эмигрировали в США.
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Решение уравнения (12.15) в некоторой точке Р  зависит лишь от зна
чений /  в точках области зависимости, ограниченной двумя характе
ристиками, проходящими через рассматриваемую точку Р  (рис. 20). 
Тангенсы углов наклона характеристик волнового уравнения к оси х 
равны соответственно ± i .  Из условия КФЛ (12.14) вытекает, что для 
устойчивости явной разностной схемы необходимо выполнение нера
венства

At  1
Ах  ~ |и|

Прямые х ±  t =  const, проходящие через точку Р  (на рис. 20 
эта точка выбрана так, что является узлом сетки), ограничивают об
ласть зависимости разностного решения. Условие КФЛ означает, что 
для устойчивости решения область зависимости разностного уравнения 
должна охватывать область зависимости волнового уравнения.
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Замена дифференциального уравнения разностным приводит к то
му, что получаемое решение не совпадает с решением исходного урав
нения. Отличия разностного решения от точного принято объяснять 
ошибками разностных схем. Изучение и классификация этих ошибок 
основывается на представлении решения в виде тригонометрическо
го ряда Фурье и определении изменения амплитуды и фазы каждой 
гармоники за один шаг по времени для разностного уравнения и со
ответствующий интервал времени для исходного дифференциального 
уравнения.

Если амплитуда гармоник разностного решения уменьшается бы
стрее, чем в случае точного решения, то это явление называют ампли
тудной ошибкой, вызванной присущей разностной схеме дополнитель
ной диффузией, или схемной вязкостью. Изменение фазы гармоник 
разностного решения, отличное от изменения фазы гармоник точно
го решения, называют фазовыми ошибками, вызванными различием в 
фазовых скоростях распространения гармоник (иначе говоря, наличи
ем вычислительной дисперсии).

Все ошибки порождаются аппроксимацией дифференциального 
оператора разностным и вкупе составляют уже упоминавшуюся ошиб
ку аппроксимации. Не пытаясь строить общую теорию, рассмотрим 
ошибки, присущие разностным схемам на отдельных примерах.

1 3 .1 . А м п л и т у д н ы е  и  ф а з о в ы е  о ш и б к и
Рассмотрим, как изменяется амплитуда и  ф аза /с-й гармоники под дей

ствием дифференциального оператора и аппроксимирующего его разностно
го.

1) В качестве первого примера возьмем уравнение переноса 

dtf + udxf  = 0 , i > 0 ,  ж € [0 ,L] , и>  0 .
Подставляя решение в виде fc-й  гармоники

/  =  A k(t)ei2? kx, 

получаем уравнение дл я  амплитуды Ак

dt lnA k  =  - i u ^ y - k  ,Lj
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откуда
iuQP-ktA k(t) =  A k( 0 ) е - ги^

Таким образом, амплитуда во времени не меняется и, следовательно, 
модуль коэффициента перехода от ш ага к  шагу равен единице:

A k (At)
Afc(0) = 1 .

Фаза к-й  гармоники за  время A t  (за один ш аг по времени) меняется на 
величину

2-гг
ipk =  —u — k A t  =  —afi ,

Xj

2tv , «A t
a  = — k A x  , u =  ——  

L  A x

Ч то же получится при замене дифференциального оператора разност
ным? Аппроксимируем уравнение переноса направленными разностя
ми по времени и по пространству (разности против потока):

/ г +1 -  f j  +  -  / " - i )  =  о .

Так же как при исследовании устойчивости методом Неймана, подстав
ляем решение в виде

= AleiSc jkAx
и  находим

•А£+1 =  А к ( ( 1  — ц  +  ц  cos a) — ifj. sin a) 

Модуль коэффициента перехода

2тг . 
a  = — k A x  . JL/

An+1
=  \ 1 - 4 M 1  - м )  sin o

оказывается меньшим единицы и  зависящим (через а)  от номера 
гармоники к. Таким образом, в отличие от точного решения имеет 
место затухание и тем большее, чем выше номер гармоники (рис. 21). 
Максимальным затуханием обладает волна длиной 2Дж (так назы
ваемая двухш аговая волна), так как в этом случае к =  и sin2 ~ =  1.
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а) б)
Ч>к~Ч>

Vk

a

Р и с . 21. Амплитудные (а) и фазовые (б) ошибки разностного аналога урав
нения переноса.

Н а каж дом шаге по времени ф аза к-& гармоники меняется на величину

I m ( /n+1) —// sin a<Р = arctg-——п - = arctg- -
Re(/™+1) 5 l-M  + MC0sa'

Относительная ф азовая ошибка разностного решения соответственно 
равна

= 1 -  — arctg- ^ sinQipk /J-о 1 — fj, + (j. cos a
При ц = \  эта ошибка равна нулю. В остальных случаях имеет место 
либо запаздывание (ц <  | ) ,  либо ускорение (jj, > | ) .  Ф азовая ошибка 
в зависимости от номера гармоники показана на рис. 21. К ак и ампли
тудная ошибка, она растет с увеличением волнового числа и  достигает 
наибольшего значения дл я  двухшаговой: волны.

2) Рассмотрим теперь уравнение теплопроводности

d t f  =  ndxxf  , t >  0 , х  €  [О, L] , к > 0 .
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Подстановкой решения в виде /  =  Ak(t)e t2^ кх получаем закон измене
ния во времени амплитуды к-й гармоники

A k(t) =  А к{ 0)e“ K(^ fc)2t.

Отсюда следует, что модуль коэффициента перехода равен

= е - “Ч  а = ^ к А Х , d = ¥ ± ,
А к ( 0) L  А х 2

т.е. имеет место экспоненциальное затухание амплитуды, тем большее, 
чем выше номер гармоники. Ф аза гармоник при этом во времени не
меняется.

4 +1 K +1
Явная схема К Неявная схема

, 0.2
= 0.3 

: =  о.4 
0.5

а

Рис. 22. Зависимость коэффициента перехода при различных значени
ях d для случая явной и неявной разностных схем уравнения тепло
проводности.

Аппроксимируем теперь дифференциальное уравнение явной 
центрально-разностной схемой

/ Г 1 -  f t  =  d ( / " + i -  2 /,n +  f j - i )  ■
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Коэффициент перехода есть вещественная функция номера гармоники 

Л =  1 — 4dsin2 77 =  1 — 4dsin2 у&Дж ,2 1j

и, следовательно, ф азовая ошибка отсутствует. Н а рис. 22 приведены 
зависимости коэффициентов перехода разностного уравнения при раз
личных значениях d. Там ж е показаны аналогичные кривые дл я  случая 
неявной разностной схемы.

13 .2 . П р и р о д а  а м п л и т у д н о й  и  ф а з о в о й  о ш и б о к

Проведенный выше анализ показал, что замена дифференциального опе
ратора разностным приводит к  несвойственному исходной задаче затуханию 
Фурье-компонент решения, а  в случае уравнения переноса — и к появлению 
фазовой ошибки. Эти ошибки оказываются зависящими от номера гармо
ники. К акова ж е природа ошибок, привносимых разностными операторами? 
Д л я  ответа на этот вопрос попробуем вывести дифференциальное уравнение, 
решение которого в узлах сетки совпадает с решением конечно-разностного 
уравнения. Воспользуемся примерами из предыдущего пункта и начнем с 
уравнения переноса.

1) Заменим в разностном уравнении

f n+l _  f n +  м ( / п _  f n_i} =  0 (1 зл )

значения f ' l+1 и /JL i разложениями в ряд  Тейлора относительно узла 
х  =  j A x ,  t  =  n A t .  В результате получим

/\7~ /\ гр
d t f  +  udx f  = d u f  +  u ^ d xxf -

A t2 Аж2
— Q -d t t t f  -  dxxxf +  . . .  (13.2)

П равая часть уравнения (13.2), в общем случае отличная от нуля, есть 
погрешность аппроксимации. Таким образом, переходя к  разностной 
схеме, мы заменяем исходное уравнение переноса уравнением (13.2). 
Ограничившись членами первого порядка малости, получим так назы
ваемое первое дифференциальное приближение разностной схемы:

ди /  =  ^ 9 xxf  -  А (dtf + udxf ) , (13.3)
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которое является гиперболическим уравнением. Оно обладает двумя 
семействами характеристик, задаваемых уравнениями

Наличие двух характеристических направлений объясняет возник
новение ошибки: в отличие от исходного уравнения переноса с одним 
характеристическим направлением начальные значения переносятся в 
противоположных направлениях вдоль двух семейств характеристик. 
Такое поведение решения похоже н а  процесс диффузии. И  действитель
но, погрешность аппроксимации можно интерпретировать как появле
ние дополнительного вязкого члена в исходном уравнении переноса. 
Д л я  этого удобно заменить производные по времени производными по 
пространству. Дифференцируя (13.2) по t  и по х  и  исклю чая затем  из 
двух полученных уравнений смешанную производную дхt f ,  находим

Аналогично можно заменить и  другие производные. В итоге получаем 
так называемое модифицированное уравнение:

К ак  видим, конечно-разностное уравнение моделирует процесс перено
са при наличии диф ф узии (схемной вязкости) с коэффициентом диф 
фузии, зависящим от ш ага сетки по пространству Дж, а такж е от соот
ношения шагов по времени и  по пространству /л. Поскольку процесс 
диф ф узии сопровождается уменьшением амплитуд Фурье-гармоник 
решения, не имеющим места для уравнения переноса, замена исходно
го уравнения уравнением (13.5) приводит к  появлению амплитудных 
ошибок.

Из уравнения (13.5) вытекает еще одна трактовка условия устойчи
вости. К раевая задача для параболического уравнения (13.5) оказыва
ется корректной лишь при положительном коэффициенте диф фузии

d t t f  =  u 2dxxf  +  0 ( М ,  Дж) . (13.4)

d t f  + udx f  =  !Ц р (1  -  n)d№f  + 0 { A t \ A x 2) . (13.5)

Если нарушается условие устойчивости ц  < 1, коэффициент диф фузии 
становится отрицательным и краевая задача перестает быть коррект-
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2) Рассмотрим далее явную разностную схему дл я  уравнения теплопро
водности

/ Г 1 -  f t  = d(f?+i -  2 / j1 +  f?-i) ■
Первое дафференциальное приближение имеет вид

(13.6)

К ак  и в случае уравнения переноса, мы получаем гиперболиче
ское (волновое) уравнение и  процесс теплопередачи фактически мо
делируем процессом распространения волн. Переходя от уравнения 
(13.6) к  модифицированному уравнению, находим, что с точностью до 
О ( A t2, А х 4) оно совпадает с исходным уравнением теплопроводности

dtf = ndxxf  .

Таким образом, амплитудные ошибки порождаются главным образом 
за  счет замены уравнения теплопроводности, обладающего бесконеч
ной скоростью распространения возмущений (характеристики парал
лельны оси х),  волновым уравнением, имеющим конечную скорость 
распространения возмущений ^  (характеристики образуют с осью х  
углы ia r c tg f ^ ) .

d t t f= - £ d xxf-
A t dtf .
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1 4 .1 . П о н я т и е  о  м е т о д а х  р а с щ е п л е н и я

Применение разобранных методов, как правило, не вызывает за
труднений в одномерных задачах. На практике, однако, такие случаи 
встречаются редко, а рассмотрение двух- и трехмерных задач замет
но усложняет алгоритмы. Особенно это касается неявных разностных 
схем. В этой связи очень полезными оказываются методы, позволяю
щие свести шаг интегрирования сложной многомерной задачи к после
довательному интегрированию более простых одномерных задач. Та
кие методы носят название методов расщепления.

Будем рассматривать часто встречающуюся ситуацию, когда в эво
люционном уравнении

оператор L, содержащий лишь пространственные производные, может 
быть записан в виде суммы более простых операторов L\ и £ 2 - Напри
мер, двумерный оператор идх + vdy естественно представляется в виде 
суммы одномерных операторов идх и vdy. Итак

Сначала рассмотрим явную первого порядка точности по времени ап
проксимацию уравнения (14.1)

Поскольку разностная схема (14.3) аппроксимирует уравнение (14.1) 
с первым порядком, добавление произвольных членов более высокого 
порядка малости не изменит аппроксимирующих свойств схемы (14.3). 
Этим можно воспользоваться для того, чтобы преобразовать (14.4) к 
виду, содержащему композицию новых операторов, зависящих от L\ и 
1 / 2  порознь.

dtf  + L f  = 0, /|t=o = /о (14.1)

L =  L\ + £ 2 - (14.2)

(14.3)

(14.4)



14.1 Понятие о методах расщепления 147

Добавим к (14.4) член At2LiL2f n второго порядка малости, тогда
(14.4) может быть записало в виде

r + ^ i l - A t L ^ i l - A t L ^ r ,  (14.5)

и алгоритм вычисления / п+1 расщепляется на два этапа:

1) вычисление промежуточного значения ц>

ip = ( I - A t L 2) f n = f n - A t L 2f n,

2) вычисление решения на (n +  1) временном слое

f n+1 = (I — AtLi) = <р — AtL\ip.

Из (14.5) следует, что оператор перехода имеет вид

G = ( I - A t L x) ( I  -  A tL2) ,

и для устойчивости алгоритма в целом требуется

|]G|| < ||7 — A£Li||||/ — A tL 2\\ < 1.

Подробно вопросы устойчивости алгоритмов расщепления рассматри
ваются в монографиях Г.И.Марчука (см. список литературы).

Аналогичные рассуждения применимы и к неявной разностной схе
ме вида

fn+1 _ fn
L  1. . + ы +1= О, /°  =  /о, (14.6)

для которой получаем

{I + At L1){I + A tL 2) r +1 = r .  (14.7)

Вычисление f n+1 также осуществляется в два этапа:

1) вычисление промежуточного значения <р

(I + A tL 1)iP = f n, или <р = (I + A t ^ ) ' 1 Г ,
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2) вычисление f n+l

(I + A tL2) f n+1 =  V или / n+1 = (I + Atb 2) 1 <р.

В обоих случаях необходимо обращать операторы более простые, неже
ли исходный оператор (I  + AtL) = (I + A t (L\ + Ь2)).

Теперь для решения задачи (14.1) воспользуемся разностной схемой 
Кранка-Николсон второго порядка точности по времени:

Если теперь к левой части полученного выражения добавить член 
\ A t2L iL 2 ( f n+1 — f n), имеющий третий порядок точности по време
ни (так как согласно (14.8) разность f n+1 — f n = О (At)), то порядок 
аппроксимации схемы (14.9) не изменится, а разностную схему можно 
будет записать в виде:

откуда следует четырехэтапный алгоритм расчета очередного шага по 
времени:

+ -L  (Г + 1 + Г )  = 0 , /°  = /о. (14.8)

Раскроем скобки и приведем подобные члены.

/  + —  (la + L2) \ f n+1 = l i -  —  (L1+ Ь2) Г .  (14.9)

1) вычисление первого промежуточного значения (р1

2) вычисление второго промежуточного значения (р2
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3) вычисление третьего промежуточного значения <р3

I  +  ^ ¥ > 3 =  <Р2,

4) получение решения на (n +  1) временнбм слое

i  + Y l *) г +1 =  <р3

На первых двух этапах используется явный алгоритм, а на двух по
следних необходимо обращать операторы.

На базе схемы Кранка-Николсон можно построить и другой алго
ритм расщепления, если (14.9) переписать в виде

I  +  Y  (L i  + L 2) j  f n+1 =  ( 7  +  ^  {Lx + ь 2))  r  -  A f L f \

ИЛИ
' i + Y  {L i + l 2)^ ( Г + 1 -  r )  =  - M L f n.

Откуда получаем

- Г .

Алгоритм интегрирования на шаг по времени состоит из следующих 
этапов:

1) ^  = L f n,

2) ( / +  i f 1,i) ч>2 =  V1’

3) ( J +  ¥ l 2)

4) / « + 1 =  / n  -  A  tip3.
Здесь, так же как и в предыдущем случае, два этапа содержат обра
щение оператора, а в двух других вычисления проводятся по явным 
формулам.
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14 .2 . В ы ч и с л и т е л ь н ы е  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я

Сведение дифференциальной задачи к разностной порождает неко
торые новые проблемы и явления, связанные с аппроксимацией на
чальных и граничных условий. Пусть, например, мы аппроксимируем 
следующую задачу для уравнения переноса:

d t f  + u d x f  = 0, х  е [0, L], u  > 0, t > 0,

/|t=o = f { x ) ,

/ U = о =  f o ( t )

па пятиточечном шаблоне (см. рис. 16) центральными разностями по 
времени и по пространству

/ ; +1 -  / Г 1 + М/Г+ 1  -  / ”-х) = 0 , м =  (14.10)

На временном слое (п +  1) значение в первой расчетной точке / ”+1 
вычисляется с учетом граничного условия

f t +1 = f ? - 1 -  -  Я ) ,

далее используется формула (14.10), а для последнего расчетного узла 
имеем

/ l+1 =  / Г 1 -  МЛ-+1 ~ /ь -iX
где индексом Z отмечено значение /  в узле сетки, совпадающим с кон
цом отрезка [0,1/]. Для вычисления /2 +1, таким образом, необходимо 
задание величины /£ +1.

Это требование не связано с дифференциальной задачей, а дикту
ется исключительно используемой конечно-разностной аппроксимаци
ей. Более того, как мы знаем, второе независимое граничное условие 
на конце L отрезка [0, L] ставить нельзя, ибо так сформулированная 
краевая задача, вообще говоря, не имеет решения. Для разностного 
уравнения (14.10) ситуация иная, и для определения /£ +1 необходи
мо дополнительное граничное условие, которое называется вычисли
тельным граничным условием. Если воспользоваться схемой первого 
порядка точности с направленными разностями, то такой проблемы
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не возникает. Однако в ряде случаев первый порядок точности оказы
вается недостаточным, и при использовании направленных разностей 
второго порядка точности снова необходимо ставить вычислительное 
граничное условие. На этот раз требуется задавать значение в фик
тивном узле / ”х. Во избежание подобных затруднений значения вдоль 
границ часто рассчитывают по схемам первого порядка точности, что, 
разумеется, снижает обшую точность расчета.

Аналогичная ситуация возникает при интегрировании уравнения
(14.10) шагами по времени. Для нахождения вектора f2 помимо фи
зического начального условия f° необходимо задать вычислительное 
начальное условие f 1. Такое дополнительное начальное условие обыч
но получают с помощью какой-либо двуслойной разностной схемы, т.е. 
схемы более низкого порядка точности.

Постановка вычислительного начального условия приводит к появ
лению в решении так называемой вычислительной моды в отличие от 
физической моды — искомого решения. Рассмотрим, как это происхо
дит. Коэффициент перехода Л для схемы (14.10) является решением 
квадратного уравнения

Л2 + (i2/xsina)A — 1 =  0.

Из условия устойчивости |А|2 < 1 следует ограничение /л < 1. Если 
теперь ввести обозначение sin /3 =  ц sin а, то легко получить выражение 
для корней Aj. , 2  в терминах (3:

Ait 2  =  ±  cos /3 — i sin /3,

или
Ai =  e~ip, A2 = - e if}.

Решения, связанные с Ai, являются приближением к решению задачи 
и называются физическими модами. Решения же, связанные с Аг, на 
каждом шаге по времени меняют знак и потому оказываются паразит
ными вычислительными модами.

Выбор вычислительного начального условия определяет долю вы
числительной моды в решении. Допустим скорость переносящего по
тока и =  0, тогда уравнение сводится к dtf  =  0, решением является 
/  =  const, ц =  0, и коэффициенты перехода соответственно равны 
Ai =  1, А2 = — 1. Векторы решения на двух соседних временных слоях,
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в частности на первом и втором слое, связаны между собой зависимо
стью

f2 =  Af1,
где А — коэффициент перехода. Рассмотрим два крайних случая выбо
ра f1.

1) Пусть f1 = f°. Из разностного уравнения следует, что f2 = f°. 
Сравнивая оба выражения, находим, что А = 1 = Ai, или f2 == 
Aif1 =  A2f°. Вычисляя, далее, для п-го временного слоя, получа
ем fn =  A"f°, т.е. решение постоянно во времени, как и должно 
быть. В этом случае оно состоит только из физической моды, а 
вычислительная мода отсутствует.

2) Пусть теперь f1 = —f°. Аналогичные рассуждения показывают, 
что А =  — 1 =  Л2, a f" =  A^f0. На этот раз решение на каждом 
шаге по времени меняет знак, что не наблюдается у точного ре
шения, и, следовательно, состоит лишь из вычислительной моды.

В общем случае решение будет включать в себя комбинацию обеих мод:

fn = aAJ-f° + bA^f0.

Это решение должно удовлетворять физическому и вычислительному 
начальным условиям

af0 + 6f0 = f0, aAi f0 + 6A2f0 = f1,

откуда
f 1 - ^ 0 ,  „  ,

Таким образом,
f l  _  \ nf0 — f 1cn \ тх 2 i \п Л11 1 \ne i \n?

f 1 (XTr ^  2 1 ф 2

где 1ф — физическая мода, а fB — вычислительная.
Ясно, что если f 1 = Aif°, т.е. значения f 1 находятся с помощью 

двуслойной схемы
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решение будет содержать только физическую моду. Но это лишь в иде
альном случае, когда все вычисления проводятся без ошибок. Ошиб
ки, однако, всегда есть (например, ошибки округления), что рано или 
поздно приведет к появлению вычислительной моды. Стандартным ме
тодом борьбы с такими паразитными решениями при использовании 
трехслойных схем является периодическое включение двуслойной схе
мы, т.е. проведение расчета очередного шага с помощью алгоритма, не 
обладающего вычислительной модой.



15. Обзор методов решения систем 
линейных алгебраических уравнений

Рассмотренные в третьей главе методы сводили краевую задачу к 
линейной системе алгебраических уравнений. Этой теме посвящена об
ширная литература от основополагающих фундаментальных работ до 
справочников и школьных учебников. Созданы и опубликованы много
численные программы для ЭВМ, предназначенные для решения задач 
линейной алгебры. Наряду с этим сплошь и рядом встречаются ситу
ации, когда системы линейных уравнений приходится решать самому, 
не прибегая к готовым программам. Но даже если и используются биб
лиотечные программы, следует понимать, как они работают. По этой 
причине рассмотрим бегло основные методы решения систем линейных 
алгебраических уравнений.

Традиционно эти методы делятся на точные (дающие точный ответ 
без учета ошибок округления) и итерационные (точное решение есть 
предел бесконечной последовательности приближений). Начнем наш 
обзор с итерационных методов.

1 5 .1 . И т е р а ц и о н н ы е  м е т о д ы

15.1.1. О бщ ие сведения

Итак, требуется решить уравнение

A f  =  g, (15.1)

где А  — квадратная п х п  матрица с элементами ац,  a f  =  ( Д , . . . ,  /„), 
g =  (<71, . . .  ,дп) — n-мерные векторы. Итерационные методы решения 
системы (15.1) позволяют строить последовательность приближений  
(итераций) { f fe}fclo- Если эта последовательность имеет предел, то он 
называется решением системы (15.1):

f  =  lim f k.к—уоо

Очередное приближение строится с помощью рекуррентной формулы

f fc+i =  f*+ i(A )g ,fO, . . . , f fc),
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где к — номер итерации. Преимущественно используется простейшая 
рекуррентная формула

f fe+1 =  B i k +  h, (15.2)

где В  — квадратная п  х п  матрица, a h  — n-мерный вектор. Для ор
ганизации счета по такой формуле требуется задание начального при
ближения f°. Вид матрицы В  и вектора h  определяет тот или иной 
итерационный метод.

Многие итерационные методы сводятся к методу последователь
ных приближений, который был проанализирован в главе 1. Там же 
было получено условие сходимости метода Якоби — диагональное пре
обладание матрицы А  — и произведена оценка погрешности.

В общем случае итерационный метод сходится, если |Б|| <  1, т.е.:

1) если все собственные числа матрицы В  по модулю меньше едини
цы;

2) если имеет место диагональное преобладание элементов матрицы 
В.

Все итерационные методы строятся по одной схеме: система (15.1) 
преобразуется к виду:

Вг  f  =  B 2f  +  g, (15.3)

где B i — В 2 =  А, и В \  легко обращаемая матрица: единичная, диаго
нальная или треугольная. В этом случае из (15.2) без труда получается 
выражение:

f  =  B ^ ( B 2f  +  g) = B f  +  h, 

которое далее используется в качестве рекуррентной формулы (15.2)

15.1.2. О бзор основны х методов

Рассмотрим наиболее часто встречающиеся методы.

М етод последовательны х приближ ений (м етод Я коби). Ис
ходная система (15.1) преобразуется к виду:

A f  = (A + I - I ) f  =  g,
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где I  — единичная матрица, и далее

f = ( J - A ) f  + g.

Счет организуется по формуле

f k+i =  ( /  _  A )ffc +  g. (15.4)

Таким образом В  =  I  — A, a h  =  g. В компонентной форме рекуррент
ная формула метода выглядит так:

f i +1 = - â )/jC +9i = f i ~ ' E  + 3'-
j  з

М етод простой итерации. Представим матрицу А  в виде суммы

А  =  L +  D  +  R, (15.5)

где D  — диагональная матрица с элементами ац, L  и R  — нижняя и 
верхняя треугольные матрицы, состоящие из соответствующих элемен
тов исходной матрицы А. Система (15.1) подвергается далее следующе
му преобразованию:

Af = (A + D - D ) f  =  D { - ( D - A ) f  = g, 

откуда получаем

ffc+i =  D ~ 1( D - A ) f k +  D - 1g, (15.6)

B  =  D - 1{ D - A )  =  - D - 1(L +  R), h =  D_1g.

Матрица £>_1, обратная диагональной матрице D, вычисляется просто, 
поскольку также является диагональной с элементами 1 /оц .  В компо
нентной форме рекуррентная формула метода такова:

f i +1 = i  + 9 i \ = ~ { f i - T ,  + f t )  •
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М етод Г аусса-Зейделя42. Снова запишем матрицу в виде (15.5), а 
систему (15.1) преобразуем к виду

A f = (L + D)  f + Rf  = g.

Отсюда получаем рекуррентную формулу

f*+! = —(L +  D)~1R fk + {L + D )-1 g,

В = - ( L  + D)~1R, h = ( L  + D ) - 1g.

Компонентную форму рекуррентной формулы метода можно полу
чить так. Запишем сначала в компонентной форме выражение L fk+1 +  
D fk+1 +  R fk =  g. Получим

+ au f i +l jr X] anf j  = 9i- 
j<i j>i

Перенося теперь первое и третье слагаемые в правую часть и нормируя 
на диагональный элемент, найдем выражение для f k+1:

л‘+‘ = jr- +«) •
йгг X 3<i 3>i J

М етод последовательной релаксации Пусть т > 0 — число, ко
торое мы будем называть параметром релаксации. Умножим на него 
систему (15.1)

rA f  -  rg

и преобразуем ее следующим образом:

rAf =  (tL  + t D  + tR  + D  — D )  f =

=  (t L  +  D ) f  +  ((r — 1)D  +  t R)  f  =  rg.

В результате получаем рекуррентную формулу (запишите ее в компо
нентной форме):

f*+! =  - ( j L  +  D ) - 1 ((г -  1)D +  tR)  f k +  (t L +  D ) - 1rg,

42фон Зейдель (Seidel) Филипп Людвиг (1821-1896) — немецкий математик.
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В = —(tL  + D )-1 ((г -  1 )D + t R ) ,  h =  (tL  + D)~1rg.
Параметр релаксации используется для настройки метода на макси
мальную скорость сходимости и обычно подбирается эмпирически. При 
этом г G (0,2). Если т > 1, получаем метод верхней релаксации, если 
г < 1 — метод нижней релаксации.

15.2. Точные методы
15.2.1. Метод Гаусса

Из точных методов рассмотрим один из лучших методов решения 
систем линейных уравнений — метод Гаусса и некоторые его моди
фикации. Метод Гаусса, или метод последовательных исключений, ба
зируется на так называемой L[/^теореме, согласно которой при опре
деленных условиях (проверяемых, как правило, a posteriori) матрица 
А в уравнении (15.1) может быть единственным образом представлена 
в виде произведения (факторизована) А = LU, где L ~  нижняя тре
угольная матрица с единицами на главной диагонали, a U — верхняя 
треугольная матрица:

/ 1 0 0  •
"  ^ / М Ц и  12 • "  \

^21 1 0  •
и  =

0 U-22 U 2 3  '
h i ^32 1 • 0 0 U 33

V • • ) V •• /

В этом случае система (15.1) записывается как

ь т  =  g

и сводится к двум системам с треугольными матрицами

Lh = g,
т  = ь.

Решая первую систему, находим промежуточный вектор h (эта про
цедура носит название прямого хода, или исключения). Из второй си
стемы (с помощью обратного хода, или подстановки) определяем ре
шение f. Обе системы решаются элементарно, так как матрицы L и U 
треугольные.
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Часто метод Гаусса используется без предварительной факториза
ции. Матрица U и вектор h строятся без явного построения матрицы L 
и решения соответствующей системы уравнений. Эта процедура состо
ит в том, что очередная строка (начиная с первой) используется для 
обнуления части столбца, стоящего под главной диагональю, для чего 
она умножается на некоторое число а  и вычитается из нижестоящих 
строк. Коэффициент а выбирается таким, чтобы элемент в соответ
ствующем столбце обратился в нуль. В результате такого преобразова
ния (прямого хода) мы сразу получаем уравнение

Ut = h.

Обратным ходом, начиная с последней компоненты вектора /„, мы вос
станавливаем решение f .

В таком виде метод Гаусса работает лишь при условии, что главная 
диагональ матрицы А  не содержит нулевых элементов. В противном 
случае применяют его модификацию — метод Гаусса с выбором глав
ного (ведущего) элемента — которая состоит в том, что перед обну
лением очередного столбца нижележащие уравнения переставляются 
так, чтобы на главной диагонали оказался максимальный по модулю 
(главный или ведущий) элемент.

15.2.2. Методы прогонки

Решение больших систем уравнений довольно времяемкая задача, 
и отсутствие быстрых алгоритмов долго сдерживало широкое исполь
зование таких вычислительных методов, как преобразование Фурье, 
метод конечных элементов, неявные разностные методы и пр. Надо 
сказать, что в общем случае (матрица системы произвольна) альтер
нативы методу Гаусса, по сути, нет. Другое дело, если матрица систе
мы обладает некоторыми заранее известными свойствами — положи
тельно определенная, симметричная, ортогональная, ленточная и т.п. В 
этом случае, используя априорную информацию о структуре матрицы, 
можно построить алгоритм решения систем уравнений, существенно 
более быстрый по сравнению с методом Гаусса. Цена этому быстродей
ствию — потеря универсальности.

Численные методы решения дифференциальных уравнений часто 
приводят к системам линейных алгебраических уравнений с ленточ
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ной (в простейшем случае — трехдиагональной) матрицей. Для реше
ния систем с подобной матрицей разработан специальный алгоритм, 
называемый методом прогонки, который является ни чем иным, как 
методом Гаусса, учитывающим структуру матрицы. Суть метода про
гонки состоит в том, что, как и в методе Гаусса, с помощью очередной 
строки производят исключение (обнуление) подциагональных элемен
тов столбца. Однако, поскольку известно, что матрица имеет ненулевые 
элементы, расположенные вдоль диагонали на ленте шириной 21, про
цесс Гаусса не доводят до конца, а ограничиваются лишь обнулением 
первых I  подциагональных элементов.

Рассмотрим детальнее простейший и наиболее часто встречающий
ся случай трехдиагональной матрицы. Система уравнений имеет вид:

f  a n  a i2 0 ^ f  ^  \ (  91 \
a 2i a 22 a 23 /2 92

«32 «33 0-34 /3 93

V 0 V •• ) V i /

Прямым ходом прогонки мы обнуляем расположенные под главной 
диагональю элементы a2i, азг,..., а.г,г—i ,• • • ,an<n -i и получаем двух- 
диагональную матрицу:

(  йц 012
О a 22 <223

О « 3 3  а 34

V О ••• •••

О \  /  h  \
h  
/з

/ V : /

/ 91 \
92
93

V :

Элементы, помеченные тильдой, преобразуются в результате прямого 
хода. Формулы преобразования имеют вид

0>Ц —  0>Н « г — l , iP i

п Я"£,г— 1Мг
1,1—1

С помощью обратного хода по формулам

Qi — Qi Qi—\$ i i  

i  =  2 , . . . ,  n.
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j .  __ 9 i  « i , i + l / i + l
J i  —  -С1Ц

получаем решение системы линейных уравнений.

15.2.3. Ц иклическая прогонка

Рассмотренный вариант метода прогонки может применяться для 
систем линейных алгебраических уравнений, получающихся, в част
ности, при аппроксимации дифференциальных уравнений с краевыми 
условиями Неймана или Дирихле43. В задачах гидромеханики часто 
встречается, однако, еще один тип краевых условий — так называемые 
периодические граничные условия. При аппроксимации таких задач ко
нечными разностями матрица системы линейных алгебраических урав
нений теряет ленточную структуру. Например, если для условий Ней
мана/Дирихле мы получаем трехдиагональную матрицу, то при поста
новке периодических граничных условий сохраняются три ненулевые 
диагонали и появляются ненулевые элементы а\п и ani:

(  «п “ 1 2  «in \
021 «22 «23

« 32 «33 0-34

V  « 7 i l  * • • /

Для систем уравнений с матрицами такого вида разработан специаль
ный алгоритм, называемый циклической прогонкой. Пусть надо решить 
систему вида (здесь указаны только отличные от нуля элементы):

/ Оц
021

“12
«22 «23

Д п  — 1,71 — 2  « 7 1 — 1 ,7 1 — 1

\  « T i l «7г,тг—1

« 1 7 г

0'2п

« 7 1 — 1,71

\

dn

/ \f i  
/2

/гг—1
V fn  )

( 91
92

Qn— х

\

\  9п /
(15.7)

Запишем эту систему в виде системы матричного и скалярного урав
нений:

Г A f  _+ f nA n = g,
1 A n f  + /тг«7гп = Qn-

(15.8)

43Дирихле (Dirichlet) Петер Густав Лежен (1805-1859) — немецкий математик.



162 15 Обзор методов решения систем линейных уравнений

Здесь А, Ап, Ап, апп — выделенные части матрицы A, a f, /„Hg,  gn — 
соответствующие части векторов f и g:

А = А Ап
Ап &ПП

Поскольку исходная система линейна, вектор f должен линейно зави
сеть от компоненты / п. Это видно из (15.8). Таким образом, можно 
записать

f  =  - f n  Р  +  q ,  ( 1 5 . 9 )

где р и q — некоторые векторы той же размерности, что и f (знаки
выбраны для удобства). Подставляя (15.9) в первое уравнение (15.8),
получаем

( A q - g )  ~ f n { A p ~ A n) =0 .  (15.10)

Равенство (15.10) тождественно удовлетворяется, если

I ?  =  ! ’ (1 5 .1 1 )Ар = Ап. у J

Решив (15.11) и вычислив промежуточные векторы р и q, из второго 
уравнения (15.8) найдем компоненту решения /„:

* Апц.-дп
— ;Г“  ' (15.12)-Д-Р

После этого остальные компоненты решения легко рассчитываются с 
помощью первого уравнения (15.8):

Af =  (g — f nAn). (15.13)

Таким образом, решение f системы (15.7) ищется в три приема:

1) нахождение промежуточных векторов р и q из систем уравнений 
(15.11);

2) вычисление п-й компоненты решения / п;

3) получение всего вектора решения f путем решения системы 
(15.13).
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Обратите внимание, что везде, где нам приходится обращать мат
рицу (решать систему уравнений), мы имеем дело с трехдиагональной 
матрицей А. Иначе говоря, циклическая прогонка сводится к случаю, 
разобранному в предыдущем пункте.
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Чему учить? Всякий знает, что ему 
нужно. Которые умнее, те берут что 
есть, которые поглупее — те ничего не 
получают, и всякий сам учится...

М. Горький. Макар Чудра.

Ч а с т ь  I V .  П р а к т и ч е с к и е  

з а н я т и я



Практические занятия к части I
У п р а ж н е н и я  1

1) С помощью аксиом векторного пространства показать, что если 
V — векторное пространство, /  б У  и а,/5 е  К1, то верны утвер
ждения:

а )  f  + 9 = h & f  = h-g,
б) скО =  О,

в) 0 / =  0.

Решение.

а) Прибавляя к обеим частям равенства вектор, противополож
ный вектору д, в соответствии с аксиомой (4) находим тре
буемый результат.

б) Из аксиом (3) и (6) получим

а(/ +  0) =  | “■£ +  а° =► аО =  0.

в) Из свойств чисел и аксиом (7) и (3) имеем

(3f =  (Q +  P ) f ^ 0 f  +  f3f Ш 0 /  =  0.

2) Рассмотрите множество точек окружности некоторого радиуса. 
Выберите точку нуль и определите сложение точек и умножение 
их на число так, чтобы множество точек окружности образовало 
векторное пространство.

3) Из каких элементов состоит множество, являющееся подпро
странством R1, Ж2, R3 и не совпадающее ни с одним из них?

4) Построить векторное пространство п х п матриц.

5) Ввести структуру векторного пространства на следующих мно
жествах. Построить таблицу сложения и придумать способ умно
жения на вещественное число.
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Рис. 23. Преобразования координат.

а) Множество целых чисел 0, . . . ,  9.
Указание. В качестве примера и подсказки рассмотреть ко
лесико счетчика.

б) Множество состояний игральной кости (предполагается, что 
кость всегда лежит на одной из своих граней).
Указание. С каждым состоянием свяжем упорядоченную 
тройку чисел (по числу возможных направлений вращения 
кости). Выберем некоторое состояние за нулевое и поставим 
ему в соответствие элемент (0,0,0). С поворотом кости на ^ 
по трем возможным направлениям свяжем сложение одним 
из трех элементов: (0 ,0 ,1 ) ,  (0 ,1 ,0 )  или (1 ,0 ,0 ) .  Четыре по
ворота в одном направлении возвращают кость в исходное 
состояние.

Упражнения 2
1) Рассмотреть системы координат в первом квадранте:

а) декартовы; координатные линии — перпендикулярные пря
мые,

б) полярные; координатные линии — концентрические окруж
ности и лучи, проходящие через центр окружностей,

в) «гиперболические»; координатные линии — равнобокие ги
перболы с общим центром и проходящие через него лучи,

г) модифицированные полярные - 1; координатные линии — 
концентрические окружности и проходящие через их центр 
параболы,
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д) модифицированные «гиперболические»; координатные ли
нии — равнобокие гиперболы с общим центром и проходящие 
через него параболы,

е) модифицированные полярные - 2; координатные линии — 
концентрические квадраты и лучи, проходящие через их

Вывести формулы преобразования координат произвольной точ
ки Р  в первом квадранте (см. рис. 23)

а) декартовы (хр,ур) — полярные (rp,ap),
б) декартовы (хр,ур) — «гиперболические» (rp, ap),

в) декартовы (хр,ур) — модифицированные полярные - 1 
(гр, а р),

г) декартовы (хр, ур) — модифицированные «гиперболические» 
(rp, ар),

д) декартовы (хр,ур) — модифицированные полярные - 2
( Г р ,  O i p ) .

Решение.

а) Уравнение прямой, проходящей через начало координат под 
углом а к оси х: у = xtgcc,
уравнение окружности радиуса г с центром в начале коор
динат: у =  л]г2 — х2. Решая систему из этих двух уравнений 
сначала относительно (х,у), а затем — (г, а), получим фор
мулы преобразования:

центр.

ур = Гр sm ар,

б) Аналогично выписываем систему уравнений прямой у = 
xtga  и равнобокой гиперболы у =  §, решаем относительно
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(х, у) и (г, а) и получаем:

tg<V
Гр — ХрУр,

Ур = у/rPtgap, а р = arctg—

в) Записываем систему уравнений окружности у = у/г2 — х 2 
и параболы у = ах2, решаем относительно (х ,у ) и (г, а) и 
находим:

' л/1 + а2г2 — 1 
2^2 ’ г =  у/х2 + у2,

\/1 +  а 2г2 — 1 ?/
2а ’ а =

г) Решаем систему уравнений равнобокой гиперболы у = ^  и 
параболы у = ах2 сначала относительно (х ,у ), а затем — 
(г, а), что дает

Хр — ч / , Гр ХрУр,

У р  =  а р  =  5

д) Координаты (г, а) как функции (х,у):

Урар =  arctg— ,Хр
Гр = тах(а;р, ур)\/2.

Координаты (ж, у) как функции (г, а):
Случай Q:p < f .  Координата не зависит от угла ар и равна
хР = Поскольку tgap =  находим ур = ^ |tg ар.
Аналогично рассматриваем случай ар > Получаем .хр = 
! е___1 _  и  у  —V2tgap я Ур -  V2'
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Собирая все вместе, получаем:

/ '

2) Покажите, что если взаимнооднозначный оператор L — линеен,

Решение. В соответствии с определением оператор Ь~г линеен, 
если для любых чисел а  и /3 и любых векторов /  и д из области 
определения оператора выполняется равенство

Допустим, что это равенство имеет место и приведем его к тожде
ству. Подействуем на обе части равенства оператором L. В левой 
части тогда получим вектор a f  + (Зд. В правой же части имеем

Полученное тождество доказывает линейность обратного опера
тора.

3) Какие операторы из примеров на стр.27 линейны?

4) Покажите, что оператор из примера 1 стр.28 линеен.

5) Как выглядят матрицы единичного и нулевого операторов?
Решение. Рассматриваем векторное пространство с базисом {е,}, 
тогда произвольный вектор f  = Г‘ег и далее для I f  = f  имеем:

то L 1 — также линейный оператор.

L x(af  + /Зд) = aL 1f  + fiL гд.

L ( aL  1f  + (3L гд). В силу линейности L последнее выражение 
легко преобразуется

L  (« (L -1/ )  +  P iL - 'g ) )  =  a b ( L ~ 1/ )  +  (3L(L~l )g =  a f  +  (Зд.

Отсюда
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6) Пусть (Z1, / 2) — компоненты вектора /  из двумерного векторного 
пространства относительно базиса (ei, е2). Найти его компоненты 
относительно базиса (e i, ег), если ei =  е2 и е2 =  е\.

7) у = Ах = x ix1 — 1), R(A) =? Ограничить область определения 
оператора так, чтобы он стал взаимнооднозначным.

8) Показать, что оператор А в системе линейных алгебраических 
уравнений 1-й степени Ах = Ь линеен.

Упражнения 3

1) Выведите неравенства

11/11 -  1Ы1 

l l / l l - NI

Решение. Рассмотрим неравенство треугольника

ll/ + <7ll< 11/11 + 11511-

Заменой элемента д на (h — /)  и последующим переобозначением

2) Наглядное представление о нормах ||a:||i, Ц̂ Цг,- • •, IMloo дает мно
жество элементов х  € К", для которых ||ж|| =  1, или так называе
мая единичная сфера. Постройте ее для плоского случая, т.е. для 
х е ш 2.
Решение, см. рис.24.

3) Покажите, что величина ||/|| =  max \f(x)\ (это формула (3.10))х£[а,Ь]
действительно является нормой.

• 4) Покажите, что нормы ||a:||i = Yli \х%\ и Halloo = max* |ж*|, x £ Rn 
эквивалентны.
О т вет :
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•111 IHI2 || -Hoc

Рис. 24. Вид единичной сферы на IR2 для разных норм.

Рассмотрим неравенство ci||a:||i < ЦжЦоо < СгЦжЦх и попробуем 
найти положительные константы Ci и с%, при которых это нера
венство выполняется. Подставив выражения для норм, получим:

Cl £  |жг| < max |а:г| < с2 1 > * 1 - (15-14)
г г

Если обозначить a;m;n =  min* \хг\, х г ф 0 и x max = max, |жг| и 
Зачесть, что

n:i;uun < ^   ̂ ' j ПХ maxi
i

то неравенства (15.14) можно записать так:

C i T l X m i n  ^  Д ^ щ а х  —  f '2T l X n u v x .

Отсюда находим ci < и с2 > -

5) Покажите, что равномерная норма ||/|| =  т а х же |/(а:)| и норма
||/ ||i  =  /д \f(x)\dx в пространстве непрерывных функций неэкви
валентны.

Решение.
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По теореме о среднем норму \\f\\i можно записать так:

[  \f{x)\dx =  0 -а)|/(£ )|, £е(а,Ь) .
J  a

Далее из определения эквивалентных норм имеем

«И/И <№<<*11/11 =>

Отсюда с2 > (Ь — а), но ci = 0, так как mal{ff/(a)i ~  Л1°бое, сколь 
угодно малое положительное число.

6) Покажите, что произведение линейных операторов есть линейный 
оператор.

7) Проверьте, удовлетворяет ли | |/  — <?|| требованиям, предъявляе
мым к метрике d(f, д).
Решение. Обсудим неравенство треугольника (остальное — три
виально). Покажем, что из неравенства треугольника ||/  + д\\ < 
11/11 + (Ы1 (см- определение нормы) следует неравенство | |/  — д-Ц < 
II/ — Л|| +  ||Л — <?||, которое можно записать в терминах метрики 
d(f, д) < d(f, h) +d(h , д).
Всегда можно подобрать векторы f , g n h  такие, что f  — f  — h 
и д = h — д. Подставляя эти выражения в неравенство треуголь
ника, получим ||/  -  з|| < | | /  -  h\\ +  ||h -  g||. То же неравенство 
можно записать используя метрику d(f,  д) < d(f,  h) + d(h, д). 
Оно выполняется для любой пары векторов f u g ,  ч.т.д.

У п р а ж н е н и я  4

1) Покажите, что C{V) — векторное пространство.

2) Проведите для нормы || • ||i: ||/ ||i =  Yh \Р\ рассуждения, анало-
г

гичные приведенным на стр.43.

3) Покажите, что для любого линейного ограниченного оператора 
предел г =  lim„^oo ^/\\Мп\\ существует.
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4) Покажите, что спектральный радиус оператора не зависит от вы
бора нормы из множества эквивалентных?
Решение. Требуется установить, верно ли равенство

Запишем цепочку соотношений, где r0 = limn_oo \/\\M n\\a и нор
мы эквивалентны, т.е. существует константа с > 0 такая, что

Что и требовалось доказать.

5) Покажите, что множество собственных векторов для некоторого 
Л образует векторное пространство. Такое векторное простран
ство является подмножеством пространства В. Следовательно, 
собственные векторы, отвечающие некоторому собственному зна
чению А, образуют векторное подпространство в В. Оно называ
ется собственным подпространством, отвечающим А.

6) Покажите, что ||£|| — норма.

7) Показать, что аксиомы нормы (кроме неравенства треугольника) 
выполняются для функции (/, /) .

8) Определите, сколько надо сделать итераций п в методе последо
вательных приближений, чтобы || f n — / || < 6, если 5 > 0 задано?

9) Получите условия сходимости метода Якоби, пользуясь нормой

lim У\\М*\\а = lim У рп—»оо тг—юо

\\Мп \\ъ >с\\Мп\\а:

ra( 1 -  lim tfc) =  0.
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Упражнения 5
1) Почему при определении скалярного произведения не использу

ется sin?

2) Что произойдет, если описанный процесс ортогонализации при
менить к множеству линейно зависимых векторов?

3) Рассмотрите последовательность {fi}:

С помощью процесса Грама-Шмидта получите первые пять чле
нов ортонормированной последовательности {е;}. Постройте гра
фики для членов обеих последовательностей и сравните их. Орто- 
гонализацию провести для двух областей определения функций:

а) а = —1, 6= 1 ,
б) а = 0, 6 = 1.

Решение, см. рис.25 и рис.26 .

4) Выполните ортогонализацию последовательности {fi}:
1, sin</?, cos ip, sin2y>, cos2< ,̂ ... 

в пространстве функций с нормой

Постройте графики для первых пяти членов обеих последователь
ностей и сравните их. Ортогонализацию провести для двух обла
стей определения функций

1, t, t2, i ( i - l ) ,  t3, t \  ... 
в пространстве функций с нормой

а) а = — 6 = | ,
б) а =  О, 6 =

Р еш ение, см. рис.27 и рис.28 .
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Рис. 25. Ортогонализация степенного ряда на отрезке [—1,1].

Рис. 26. О ртогонализация степенного р яда  на отрезке [0 , 1].
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f  f. V
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Рис. 27. Ортогонализация тригонометрического ряда на отрезке
[— 7Г, 7Г].

Рис. 28. Ортогонализация тригонометрического ряда на отрезке [0,7г].
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Практические занятия к части II
Упражнения 1

1) Покажите, что указанные свойства выполняются

а) Latfg) = fLj,g + gLvf,
б) Lu+v — Ly L/v,
в) Lfv  =  fL$.  Здесь f , g  — дифференцируемые функции.

2) Покажите, что производная =  Ь$Ь$ — L$Lg является опера
тором первого порядка.

Упражнения 2

1) Постройте характеристики для одномерного уравнения переноса 
(6.12), покажите, что характеристики образуют семейство пря
мых с одинаковым наклоном (рис.11 а) и найдите решение задачи 
Коши (6.10), (6.11).

2) По достаточно быстро убывающему начальному профилю ско
рости постройте характеристики и с их помощью ряд профилей 
скорости вплоть до момента времени наступления градиентной 
катастрофы.

3) Приведите уравнение движения для и компоненты

dtp +  идхр +  рдхи = 0

к виду
dtp + идхр +  рс2дхи = 0,

воспользовавшись уравнением состояния р = р(р, s), записанно
го в терминах плотности массы, давления и энтропии. Примите 
во внимание, что производная сложной функции р по некоторой 
переменной а дает

дар =  dppdap +  dspdas = ~^dap + (dsp)das
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Упражнения 3

1) Одномерная динамика идеальной жидкости.
Течение идеальной жидкости со скоростью и, давлением р, плот
ностью р и энтропией s описывается в декартовых координатах 
следующей системой дифференциальных уравнений:

dt p +  идхр +  рдхи  =  0,

dtu +  идхи +  - д хр  =  0,
Р

dt s +  udxs =  0. (15.15)

Для замыкания этой системы трех уравнений относительно че
тырех неизвестных функций используется уравнение состояния, 
связывающее значения плотности, давления и энтропии:

р =  р(р, s). (15.16)

Пользуясь уравнением состояния (15.16) и уравнением баланса 
энтропии (15.15з), исключить из системы производные от плот
ности (в уравнении неразрывности (15.15х), записать систему в 
матричной форме, исследовать тип системы, построить эквива
лентную систему независимых друг от друга дифференциальных 
уравнений и найти ее характеристики.
Решение.

а) Исключение р. С помощью уравнения состояния (15.16) ко
эффициенты системы, содержащие р, всегда могут быть за
писаны в терминах р  и s. Для замыкания системы необходи
мо выразить также и производные от р через производные 
от р  и s. Это можно сделать, продифференцировав (15.16) по 
некоторой переменной о. Получим

дар =  дррдар +  dspdas.

В нашем случае переменная а принимает значения t  и х. 
Подставляя соответствующие выражения в уравнение нераз
рывности, вводя обозначение дрр  = с2 (с — скорость звука в
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среде) и приводя подобные члены, найдем

О =  (dppdtp  +  d3pdt s ) + u ( d ppdxp  +  dspdxs ) + p d xu =

=  dsp (dt s +  udxs) +  ~  (dtp +  udxp) +  pdxu.
O'

Поскольку первое слагаемое в силу уравнения баланса эн
тропии равно нулю, окончательно уравнение неразрывности 
можно записать в следующей эквивалентной форме:

dt р +  идхр +  рс2дхи = 0. (15.17)

б) Матричная форма. Упорядочим неизвестные функции, на
пример, так (р,и, s). Будем их интерпретировать как компо
ненты вектора /  и запишем полученную систему в матрич
ной форме:

dt f  + Adxf  = 0. (15.18)
Чтобы найти вид матрицы А  учтем, что dxf  =
(дхр, дхи, dxs) и произведение Adxf  равно

/  А п  А 12 А 13 \  /  дхр  \  /  идхр  +  рс2дхи \
A dxf  =  I А 21 А 22 А 23 I дхи =  идхи + ± д хр

\  А 31 А 32 А33 )  у dxs )  у udxs )

Отсюда получаем

в) Исследование типа системы. Определим тип системы 
(15.18), для чего решим следующую задачу на собственные 
значения:

=  z/£ или (А  — i'/)£  =  0.

Эта однородная система линейных алгебраических уравне
ний имеет нетривиальное решение в том случае, когда ее 
определитель равен нулю

d e t(^  - u l )  =  ((u  — v ) 2 — с2) {u — v ) =  0,
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откуда
v i — u  — с, v 2 = u  + с, vз =  и.

Поскольку все собственные числа вещественные, различные 
и отличны от нуля, система (15.18) является гиперболиче
ской.

г) Приведение к эквивалентной системе с диагональной мат
рицей. Преобразованием подобия Л-1 АЛ =  D, где Л = 
(C1 IC2 IC3 ), матрица А может быть приведена к диагональной 
матрице D. Собственные векторы & = (£},£2,£ |) матрицы А 
являются решениями следующих однородных систем урав
нений:

( +  рс2£2 = 0, ( + рс2$  =  0, ( рс2£% =  0,
\  1Д + ^  = 0, \  \  ^ = 0 ,
I сС?=0, I . сС|=0,  1 0 - ^ = 0 ,

которые сводятся соответственно к недоопределенным систе
мам:

Выбирая =  р, ^  = Рj £ 3  =  1) получим три собственных 
вектора матрицы А:

Возможен любой выбор, не дающий нулевого вектора. Полу
чим другие собственные векторы, имеющие те же направле
ния. Матрицу Л строим в виде Л = (C1 IC2 IC3 ):
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Обратная матрица вычисляется элементарно и равна

A - ' - l  I
О 0 1

Вычисление правой части h \  согласно выражению (7.6), дает

h! = Р
~ 2 р 2

dtp + { u -  c)dxp 
dtp +  (u +  с)дхр 

О

В итоге система (15.18) преобразуется в систему с диагональ
ной матрицей относительно вектора неизвестных / '  =  Л-1/:

d t f  +  k - 1 A A d x f  =  h \  / '  =

\

(15.19)

или

dt -  c u j  +  (u -  c)dx -  cu )j =  - ~ ( d tp + ( u - c ) d xp) ,

dt +  cu'j +  (u +  c)dx +  cu) =  - ^ ( d t p + ( u  +  c)dxp) ,

dxs + udxs =  0.

Система (15.19) имеет три характеристики, определяемые 
уравнениями:

dtх = u ± c  => х = хо + {u± c)t,
dtx = u =4- x = хо + ut.

Первые две характеристики называются звуковыми. Третья 
характеристика называется энтропийной.

2) Одномерное уравнение теплопроводности

dtf  = K2dxxf, (x,t) £ Q = {t > 0, x  € [a, b}}. (15.20)
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является простейшим уравнением параболического типа. Пока
жите это.
Решение. Для того чтобы убедиться в том, что уравнение (15.20) 
действительно имеет параболический тип, представим его в виде 
системы уравнений. Обозначая кдх f  =  <7 , получим

Поскольку из двух матриц неособой является матрица А 2 , то, 
умножая, обе части уравнения на А ^ 1, приведем его к виду (7.4):

Решая характеристическое уравнение для матрицы А, найдем, 
что оба собственных числа равны нулю. Таким образом, система
(15.21) и уравнение (15.20) параболического типа, и матрица А не 
может быть приведена к диагональной форме. Характеристика
ми, как следует из уравнения (7.8), являются прямые t = const, 
параллельные оси х (Почему? Обратите внимание на параметри
зацию характеристик).

3) Двумерное уравнение Лапласа

служит простейшим примером уравнения эллиптического типа. 
Покажите это.

(15.21)

или в матричной форме

Aidt f  +  A2dxf  = g,

dxxf  + dyyf  = 0  (х , у ) е П 2 (15.22)
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Практические занятия к части III
Упражнения 1

1) Выведите разностную формулу для смешанной производной dxyf  
и оцените порядок отбрасываемых членов.

2) Получите разностную формулу для второй производной в случае 
неравномерной сетки.

Упражнения 2

1) Постройте разностную аппроксимацию краевой задачи для урав
нения теплопроводности (10.8), (10.9) в случае, когда все узлы 
сетки расположены в центрах боксов. Остальные условия те же, 
что в примере, разобранном на лекции.
Решение. Поскольку во внутренних точках аппроксимация преж
няя, рассматриваем лишь приграничные точки. Граничные усло
вия

(,кдхд -  ai9)x=0 = b =s> Fx -  адi  =  b, -&\x=l = 

используются для построения аппроксимации потоков Fi и Fn+i •

а) 1-е граничное условие. Ищем поток Fx.

о — 'i r  1 . № - ^ i ) _ 3  l
d 2 - # i  f  Да: — 2 5 1 2 2 1 2 2'г1-*-" г 

Отсюда имеем

б) 2-е граничное условие. Ищем поток Fn+i.

L
xn+i  F

—dx =  tfn+i  -  =  dL -  ,tfn.П/ л

Интеграл аппроксимируем формулой Fn + 1 2_Лж д и в итоге 
получаем выражение для потока 2

F - 9 к  ~ дп~  2«n+i- А х
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Упражнения 3

1) Найдите порядок точности разностных аппроксимаций уравне
ния теплопроводности: трехслойная схема «чехарда», двуслойная 
схема Кранка-Николсон, трехслойная схема Адамса-Башфорта. 
Указание. При определении порядка точности разностных схем 
мы действуем в порядке, обратном тому, которого придержива
лись при их построении. Если при построении разностной схемы 
мы используем нелокальную аппроксимацию (конечные разно
сти) локальных величин (производные), то при оценке точности, 
напротив, мы пользуемся рядами Тейлора для описания поведе
ния функций в точках шаблона с помощью локальных величин.

Упражнения 4

1) Исследуйте устойчивость схемы ВВЦП (Вперед по Времени и 
Центральная по Пространству) для уравнения переноса.

2) Покажите, что условие устойчивости центральноразностной схе
мы для одномерного волнового уравнения имеет вид

у? < 1 , или
uAt
А х < 1 . (15.23)

3) Найдите условие устойчивости явной центрально-разностной схе
мы для двумерного уравнения теплопроводности.

4) Исследуйте устойчивость двуслойной разностной схемы с симмет
ричными разностями по пространству для уравнения переноса с 
диффузией.

Упражнения 5

1) Рассмотрим метод последовательной релаксации. Какой метод 
мы получим, если г == 1?

2) Выведите расчетные формулы, связывающие компоненты векто
ра f k+1 с компонентами f*, В  и h, для рассмотренных четырех
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итерационных методов. Например, для метода Гаусса-Зейделя 
должна получиться формула:

ft*1 = ~  ( - Е  ««tf+1 -  Е  ^  •
l% \  3=1 j = i +1 /

3) Выведите формулы метода прогонки для случал пятидиагональ
ной матрицы; для случая ленточной матрицы с шириной ленты 
21.
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