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П о с о б и е  н а п и с а н о  н а  о с н о в е  м н о г о л е т н е г о  о п ы т а  ч т е н и я  л е к ц и й  и  в е ­

д е н и я  п р а к т и ч е с к и х  з а н я т и й  в  Р о с с и й с к о м  г о с у д а р с т в е н н о м  г и д р о м е т е о ­

р о л о г и ч е с к о м  у н и в е р с и т е т е .  П о  к а ж д о й  т е м е  к р а т к о  и з л а г а ю т с я  о с н о в н ы е  

т е о р е т и ч е с к и е  с в е д е н и я  и  п р е д л а г а ю т с я  в о п р о с ы  д л я  с а м о п р о в е р к и ,  с п о ­

с о б с т в у ю щ и е  у с в о е н и ю  т е о р е т и ч е с к о г о  м а т е р и а л а ;  п р и в о д я т с я  м е т о д и ч е ­

с к и е  у к а з а н и я  д л я  р е ш е н и я  т и п о в ы х  з а д а ч ,  д а ю т с я  з а д а ч и  и  у п р а ж н е н и я  

д л я  с а м о с т о я т е л ь н о й  р а б о т ы  с  о т в е т а м и  и  у к а з а н и я м и .

А к т и в и з а ц и я  п о з н а в а т е л ь н о й  д е я т е л ь н о с т и  с т у д е н т о в ,  в ы р а б о т к а  у  

н и х  с п о с о б н о с т и  с а м о с т о я т е л ь н о  р е ш а т ь  д о с т а т о ч н о  с л о ж н ы е  п р о б л е м ы  

м о ж е т  б ы т ь  д о с т и г н у т а  п р и  т а к о й  о р г а н и з а ц и и  у ч е б н о г о  п р о ц е с с а ,  к о г д а  

к а ж д о м у  с т у д е н т у  в ы д а ю т с я  и н д и в и д у а л ь н ы е  д о м а ш н и е  з а д а н и я  ( И Д З )  с  

о б я з а т е л ь н ы м  п о с л е д у ю щ и м  к о н т р о л е м  и х  в ы п о л н е н и я  и  в ы с т а в л е н и е м  
о ц е н о к .

П р е д л а г а е м о е  п о с о б и е  а д р е с о в а н о  п р е п о д а в а т е л я м  и  с т у д е н т а м  и  

п р е д н а з н а ч е н о  д л я  п р о в е д е н и я  п р а к т и ч е с к и х  з а н я т и й  и  с а м о с т о я т е л ь н ы х  

( к о н т р о л ь н ы х )  р а б о т  в  а у д и т о р и и  и  в ы д а ч и  И Д З .



Н а с т о я щ е е  у ч е б н о е  п о с о б и е  н а п и с а н о  н а  о с н о в е  м н о г о л е т н е г о  о п ы т а  
ч т е н и я  л е к ц и й  и  в е д е н и я  п р а к т и ч е с к и х  з а н я т и й  п о  м а т е м а т и ч е с к о м у  а н а ­

л и з у  н а  I  к у р с е  Р Г Г М У .  О н о  п р е д н а з н а ч е н о  к а к  д л я  с т у д е н т о в ,  т а к  и  д л я  

п р е п о д а в а т е л е й ,  о с о б е н н о  м о л о д ы х ,  н а ч и н а ю щ и х  в е с т и  п р а к т и ч е с к и е  з а ­

н я т и я .

П о с о б и е  н е  я в л я е т с я  с б о р н и к о м  з а д а ч  в  о б ы ч н о м  с м ы с л е  с л о в а .  К а к  

я в с т в у е т  и з  е г о  с т р у к т у р ы ,  о н о  п р е с л е д у е т  ц е л ь  п о м о ч ь  а к т и в н о м у  и  н е ­

ф о р м а л ь н о м у  у с в о е н и ю  с т у д е н т а м и  и з у ч а е м о г о  п р е д м е т а .  П р и  с о с т а в л е ­

н и и  п о с о б и я  и м е л о с ь  в  в и д у ,  ч т о  и м  б у д у т  п о л ь з о в а т ь с я  с т у д е н т ы  з а о ч н о ­

г о  ф а к у л ь т е т а .  В  с в я з и  с  э т и м  м а т е р и а л  к а ж д о й  т е м ы  р а з б и т ,  к а к  п р а в и л о ,  

н а  ч е т ы р е  п у н к т у .

В  п .  I -  « О с н о в н ы е  т е о р е т и ч е с к и е  с в е д е н и я »  -  п р и в о д я т с я  о с н о в н ы е  

т е о р е т и ч е с к и е  с в е д е н и я  и  ф о р м у л ы  ( р а з у м е е т с я ,  б е з  д о к а з а т е л ь с т в а ) ,  н е ­

о б х о д и м ы е  д л я  р е ш е н и я  з а д а ч .  И н о г д а  п о с л е  ф о р м у л и р о в к и  о п р е д е л е н и я  

и л и  т е о р е м ы  д а ю т с я  п о я с н я ю щ и е  п р и м е р ы  и л и  н е к о т о р ы е  к о м м е н т а р и и ,  

ч т о б ы  о б л е г ч и т ь  с т у д е н т а м  в о с п р и я т и е  н о в ы х  п о н я т и й .  Т а м ,  г д е  э т о ,  в о з ­

м о ж н о ,  д а е т с я  г е о м е т р и ч е с к а я  и  ф и з и ч е с к а я  и н т е р п р е т а ц и я  м а т е м а т и ч е ­

с к и х  п о н я т и й .

В  п .  I I  — « З а д а ч и  и  у п р а ж н е н и я  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о й  р а б о т ы »  -  с о ­
д е р ж а т с я  в о п р о с ы  п о  т е о р и и  и  п р о с т ы е  з а д а ч и ,  р е ш е н и е  к о т о р ы х  н е  с в я ­

з а н о  с  б о л ь ш и м и  в ы ч и с л е н и я м и ,  н о  к о т о р ы е  х о р о ш о  и л л ю с т р и р у ю т  т о  
и л и  и н о е  т е о р е т и ч е с к о е  п о л о ж е н и е .  Н а з н а ч е н и е  э т о г о  п у н к т а  -  п о м о ч ь  

с т у д е н т у  в  с а м о с т о я т е л ь н о й  р а б о т е  н а д  т е о р е т и ч е с к и м  м а т е р и а л о м ,  д а т ь  

е м у  в о з м о ж н о с т ь  с а м о м у  п р о к о н т р о л и р о в а т ь  у с в о е н и е  о с н о в н ы х  п о н я т и й .  

П р е д п о л а г а е т с я ,  к о н е ч н о ,  ч т о  о с н о в н а я  р а б о т а  н а д  т е о р е т и ч е с к и м  м а т е ­

р и а л о м  с  п р о р а б о т к о й  д о к а з а т е л ь с т в  т е о р е м  п о  у ч е б н и к у  и л и  к о н с п е к т а м  

л е к ц и й .  О д н а к о  д л я  р е ш е н и я  з а д а ч  ч а с т о  д о с т а т о ч н о  п о н и м а н и я  с у т и  т е о ­

р е м ы  ( и л и  ф о р м у л ы ) .  М н о г и е  к о н т р о л ь н ы е  в о п р о с ы  н а п р а в л е н ы  н а  р а с ­

к р ы т и е  э т о й  с у т и .  И з  п .  I I  п р е п о д а в а т е л ь  м о ж е т  ч е р п а т ь  в о п р о с ы  д л я  п р о ­

в е р к и  г о т о в н о с т и  с т у д е н т о в  к  п р а к т и ч е с к о м у  з а н я т и ю  п о  т о й  и л и  и н о й  

т е м е .

В  п .  Ш  -  « П р и м е р ы  р е ш е н и я  з а д а ч »  -  р а з о б р а н ы  т и п и ч н ы е  п р и м е р ы ,  

д е м о н с т р и р у ю щ и е  п р и м е н е н и е  н а  п р а к т и к е  р е з у л ь т а т о в  т е о р и и .  П р и  э т о м  

б о л ь ш о е  в н и м а н и е  у д е л я е т с я  о б с у ж д е н и ю  н е  т о л ь к о  « т е х н и ч е с к и х  п р и е ­

м о в » ,  н о  и  р а з л и ч н ы м  « т о н к и м  м е с т а м » ,  н а п р и м е р  у с л о в и я м  п р и м е н и м о ­
с т и  т о й  и л и  и н о й  т е о р е м ы  и л и  ф о р м у л ы .

Н а з н а ч е н и е  п . I V  -  « З а д а ч и  и  у п р а ж н е н и я  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о й  р а б о ­

т ы »  — о п р е д е л е н о  е г о  н а з в а н и е м .  П р и  п о д б о р е  у п р а ж н е н и й  б ы л и  и с п о л ь -

ПРЕДИ СЛО ВИ Е
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зованы различные источники, в том числе широко известные задачники. В 
конце задачи дается ответ и указание.

Начало и конец решений задач отмечаются соответственно знаками 
А  и V.

В пособии приведен перечень знаний, умений и навыков, которыми 
должен владеть студент; указана используемая литература.

Автор надеется, что данное пособие поможет студентам в овладении 
методами математического анализа, в их самостоятельной работе над 
предметом. Он также выражает надежду, что пособие будет полезным для 
преподавателей в работе со студентами, и с благодарностью воспримет 
все критические замечания и пожелания, направленные на улучшение его 
содержания.
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I. ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
1. Ч И С Л О В Ы Е  М Н О Ж Е С Т В А  

О сн овн ы е теор ети ч еск и е сведения
1.1. А лгебра в ы ск азы ван и й  (логическая  сим волика)

М н о г и е  р а с с у ж д е н и я  в  т е о р и и  м н о ж е с т в  м о ж н о  с д е л а т ь  о ч е н ь  н а ­

г л я д н ы м и ,  е с л и  п о л ь з о в а т ь с я  л о г и ч е с к и м и  с и м в о л а м и  и  л о г и ч е с к и м и  з а ­

к о н а м и ,  с ф о р м у л и р о в а н н ы м и  в  э т о й  с и м в о л и к е .  П р и в е д е м  о с н о в н ы е  с в е ­

д е н и я  и з  л о г и к и .

П о д  высказыванием  п о н и м а ю т  в с я к о е  у т в е р ж д е н и е ,  с ф о р м у л и р о в а н ­

н о е  с л о в е с н о  и л и  з а п и с а н н о е  с  п о м о щ ь ю  с и м в о л о в  ( ф о р м у л ) .  О  в ы с к а з ы ­

в а н и и  и м е е т  с м ы с л  г о в о р и т ь ,  и с т и н н о  о н о  и л и  л о ж н о .

П р о и з в о л ь н о е  в ы с к а з ы в а н и е  б у д е м  о б о з н а ч а т ь  б у к в а м и

I,  т ,  п,  р ,  q,  г , . . . .
И з  д в у х  п р о и з в о л ь н ы х  в ы с к а з ы в а н и й  р, q м о ж н о  п о л у ч и т ь  н о в о е  в ы ­

с к а з ы в а н и е ,  с в я з ы в а я  в ы с к а з ы в а н и я  р  и  q о д н и м  и з  с о ю з о в :  И ;  И Л И ;  

Е С Л И . . . ,  Т О ;  Т О Г Д А  И  Т О Л Ь К О  Т О Г Д А ,  К О Г Д А ;  Н Е .

В ы с к а з ы в а н и е  р  И  q н а з ы в а е т с я  конъюнкцией  и л и  логическим про­
изведением  в ы с к а з ы в а н и й  р  и  q, н а з ы в а е м ы х  с о м н о ж и т е л я м и  к о н ъ ­

ю н к ц и и .

О б о з н а ч е н и е :  р  / \q .

К о н ъ ю н к ц и я  р  л  q  и с т и н н а ,  к о г д а  о б а  е е  с о м н о ж и т е л я  и с т и н н ы ;  е с л и  

х о т я  б ы  о д и н  и з  е е  с о м н о ж и т е л е й  л о ж н ы й  т о  и  к о н ъ ю н к ц и я  л о ж н а .

В ы с к а з ы в а н и е  р  И Л И  q  н а з ы в а е т с я  дизъюнкцией, и л и  логической 
суммой  в ы с к а з ы в а н и й  р  и  q ( с л а г а е м ы х  д и з ъ ю н к ц и и ) .

О б о з н а ч е н и е :  p v q .

Д и з ъ ю н к ц и я  и с т и н н а ,  е с л и  х о т я  б ы  о д н о  и з  е е  с л а г а е м ы х  и с т и н н о ,  и 

л о ж н а  т о г д а ,  к о г д а  о б а  с л а г а е м ы х  л о ж н ы .

В ы с к а з ы в а н и е  Е С Л И  р  Т О  q  н а з ы в а е т с я  импликацией  с  посылкой р  
и  заключением q.
О б о з н а ч е н и е :  p = > q .

И м п л и к а ц и я  л о ж н а ,  е с л и  е е  з а к л ю ч е н и е  л о ж н о ,  в  т о  в р е м я  к а к  п о с ы л ­

к а  и с т и н н а .  В о  в с е х  о с т а л ь н ы х  с л у ч а я х  и м п л и к а ц и я  и с т и н н а .

З а п и с и  p= > q, о з н а ч а ю щ е й ,  ч т о  р  в л е ч е т  q и л и  q с л е д у е т  и з  р, м ы  

ч а с т о  б у д е м  п р и д а в а т ь  д р у г у ю  с л о в е с н у ю  и н т е р п р е т а ц и ю ,  г о в о р я ,  ч т о  q



е с т ь  необходимый признак  и л и  необходимое условие р  и  в  с в о ю  о ч е р е д ь  
р  -  достаточное условие  и л и  достаточный признак q.

В ы с к а з ы в а н и е  р  Т О Г Д А  И  Т О Л Ь К О  Т О Г Д А ,  К О Г Д А  q н а з ы в а е т -  I

с я  эквивалентностью  с  ч л е н а м и  р  uq .
О б о з н а ч е н и е :  p o q  (p  =  q).

Э т о  в ы с к а з ы в а н и е  и с т и н н о ,  к о г д а  в ы с к а з ы в а н и е  р  и  q и м е ю т  о д и н а ­

к о в ы е  л о г и ч е с к и е  з н а ч е н и я ,  т .е .  л и б о  о б а  и с т и н н ы ,  л и б о  о б а  л о ж н ы .  Е с л и  

ж е  р  и с т и н н о ,  a  q л о ж н о ,  и л и  q и с т и н н о ,  а  р  л о ж н о ,  т о  э к в и в а л е н т н о с т ь  

p < ? > q  л о ж н а .

В ы с к а з ы в а н и е  Н Е  р  н а з ы в а е т с я  отрицанием р.
О б о з н а ч е н и е :  - , р .

О н о  и с т и н н о ,  е с л и  р  л о ж н о ,  и  л о ж н о ,  е с л и  р  и с т и н н о .  Т а к и м  о б р а з о м ,  

о т р и ц а н и е  р  и м е е т  л о г и ч е с к о е  з н а ч е н и е ,  п р о т и в о п о л о ж н о е  л о г и ч е с к о м у  

з н а ч е н и ю  р.
П р о и з в о л ь н о е  и с т и н н о е  в ы с к а з ы в а н и е  о б о з н а ч и м  ч е р е з  Т {true- и с ­

тинный), а  п р о и з в о л ь н о е  л о ж н о е  в ы с к а з ы в а н и е  ч е р е з  F  { fa lse - л о ж ­

ный).
Н а п р и м е р ,  Т  м о ж е т  б ы т ь  в ы с к а з ы в а н и е м  2  ■ 2  =  4 ,  a  F  -  в ы с к а з ы в а н и ­

е м  2 - 2  =  5 .

И с п о л ь з у я  с и м в о л ы  Т  и  F, м о ж н о  з а п и с а т ь  д а н н ы е  в ы ш е  о п р е д е л е н и я  

и с т и н н о с т и  и  л о ж н о с т и  к о н ъ ю н к ц и и ,  д и з ъ ю н к ц и и ,  и м п л и к а ц и и ,  э к в и в а ­

л е н т н о с т и  и  о т р и ц а н и я  п р и  п о м о щ и  с л е д у ю щ е й  т а б л и ц ы  и с т и н н о с т и  ( т а б ­

л и ц а  1).

Таблица 1

р q p / \ q p w q p=>q poq -'Р
Т т Т Т Т Т F
т F F Т F F F
F Т F Т т F т
F F F F т т т

Логические законы, и л и  логические тавтологии, -  э т о  т а к и е  в ы р а ­

ж е н и я ,  п о с т р о е н н ы е  и з  б у к в  l , m , n ,  p ,q ,r , . . .  и  с в я з о к  л ,  v ,  = > , < = > , ,  ч т о  

е с л и  б у к в ы  / ,  т, п, p ,q ,r , . , .  п р о и з в о л ь н ы м  о б р а з о м  з а м е н и т ь  в ы с к а з ы в а ­

н и я м и  ( и с т и н н ы м и  и л и  л о ж н ы м и ) ,  т о  в  р е з у л ь т а т е  в с е г д а  п о л у ч и т с я  и с ­

т и н н о е  в ы с к а з ы в а н и е .
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1.2. Множества. Пустое множество. Подмножества. Включения
П о н я т и е  м н о ж е с т в а  я в л я е т с я  п е р в и ч н ы м  в  м а т е м а т и к е .  М н о ж е с т в о  

с ч и т а е т с я  и з в е с т н ы м ,  е с л и  м ы  з н а е м  е г о  э л е м е н т ы  и л и  в  п р и н ц и п е  м о ж е м  
и х  н а й т и .

З а д а т ь  м н о ж е с т в о  м о ж н о  м н о г и м и  с п о с о б а м и ;  п р о с т е й ш и й  и з  н и х  — 

п е р е ч и с л и т ь  е г о  э л е м е н т ы .  П е р е ч е н ь  э л е м е н т о в  м н о ж е с т в а  з а к л ю ч а ю т  

о б ы ч н о  в  ф и г у р н ы е  с к о б к и .

Н а п р и м е р ,  { 1 ,  2 ,  3 ,  4 }  -  э т о  м н о ж е с т в о ,  э л е м е н т а м и  к о т о р о г о  я в л я ю т ­

с я  ч и с л а  1 , 2 ,  3 ,  4  и  т о л ь к о  о н и - ,  { в е с н а ,  л е т о ,  о с е н ь ,  з и м а }  -  э т о  м н о ж е с т ­

в о  в р е м е н  г о д а .

В м е с т о  т о г о ,  ч т о б ы  п е р е ч и с л я т ь  в с е  э л е м е н т ы  м н о ж е с т в а  м о ж н о  у к а ­

з а т ь  с в о й с т в о ,  в  т о ч н о с т и  о п р е д е л я ю щ е е ,  к а к и е  э л е м е н т ы  м ы  х о т и м  в  э т о  

м н о ж е с т в о  в к л ю ч и т ь .

М н о ж е с т в о  { п : п  — ц е л о е  ч и с л о  и  1 <  п  <  4 }  с о в п а д а е т  с  м н о ж е с т в о м  { 1 ,  

2 , 3 , 4 } .
М ы  б у д е м  с т р о и т ь  а л г е б р у  м н о ж е с т в .  К а к  и  в  о б ы ч н о й  а л г е б р е ,  м н о ­

ж е с т в а  и  э л е м е н т ы  м н о ж е с т в а  о б о з н а ч а ю т с я  б у к в а м и .  М ы  и с п о л ь з у е м  

с т р о ч н ы е  б у к в ы  д л я  о б о з н а ч е н и я  э л е м е н т о в ,  а  п р о п и с н ы е  л а т и н с к и е  -  д л я  
о б о з н а ч е н и я  м н о ж е с т в .

Е с л и  э л е м е н т  х  п р и н а д л е ж и т  м н о ж е с т в у  X ,  т о  п и ш у т  х е Х .  В  п р о ­

т и в н о м  с л у ч а е  п и ш у т  х & Х  ( и л и  х ~ ё  X ) .

З а п и с ь  { х е Х : Р ( х ) }  о з н а ч а е т  м н о ж е с т в о  т е х  э л е м е н т о в  х  е  X , к о т о ­

р ы е  о б л а д а ю т  н е к о т о р ы м  с в о й с т в о м  Р .

В  з а п и с и  в ы с к а з ы в а н и й  о  м н о ж е с т в а х  ч а с т о  и с п о л ь з у ю т с я  л о г и ч е с к и е  

о п е р а т о р ы :

1)  3 1 ( « с у щ е с т в у е т » , «  н а й д е т с я »  и л и  « х о т я  б ы  о д и н » ) ;

2 )  V 2 ( « л ю б о й » ,  « д л я  л ю б о г о » ,  « в с е » ,  « в с я к и й »  и л и  « к а ж д ы й » ) .

Э т и  о п е р а т о р ы  н а з ы в а ю т с я  к в а н т о р а м и  с у щ е с т в о в а н и я  и  о б щ н о ­

с т и  с о о т в е т с т в е н н о .

М н о ж е с т в о ,  н е  с о д е р ж а щ е е  н и  о д н о г о  э л е м е н т а ,  н а з ы в а е т с я  п у с т ы м .

С у щ е с т в у е т  т о л ь к о  о д н о  п у с т о е  м н о ж е с т в о ,  т . е .  в с е  п у с т ы е  м н о ж е с т в а  

р а в н ы  м е ж д у  с о б о й  ( п о л н а я  д е м о к р а т и я ) .

У с т а н о в и в ,  ч т о  и м е е т с я  п у с т о е  о д н о - е д и н с т в е н н о е  м н о ж е с т в о  м о ж н о  

в в е с т и  д л я  н е г о  с п е ц и а л ь н о е  о б о з н а ч е н и е .  К а к  п р а в и л о ,  д л я  э т о г о  и с ­

п о л ь з у е т с я  с и м в о л  0  ( з н а к  д и а м е т р а ) .

1 3 - перевернутая латинская буква Е. От английского слова Existence - существование. 
" V - перевернутая латинская буква А. От английского слова Any - любой.
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З а м е ч а н и е .  Н е л ь з я  с к а з а т ь ,  ч т о  п у с т о е  м н о ж е с т в о  -  э т о  « н и ч т о »  и л и  

ч т о  о н о  н е  с у щ е с т в у е т .  О н о  с у щ е с т в у е т  т о ч н о  т а к  ж е ,  к а к  л ю б о е  д р у ­
г о е  м н о ж е с т в о ,  н е  с у щ е с т в у ю т  е г о  э л е м е н т ы .

Роль пустого множества в теории множеств аналогична роли числа 
нуль в алгебре. Без множества 0  операции умножения и вычитания мно­
жеств не всегда были бы выполнимы, что впоследствии привело бы к зна­
чительным трудностям при вычислениях.

М н о ж е с т в о  В  н а з ы в а е т с я  п о д м н о ж е с т в о м  м н о ж е с т в а  А ,  е с л и  к а ж ­

д ы й  э л е м е н т  м н о ж е с т в а  В  я в л я е т с я  т а к ж е  и э л е м е н т о м  м н о ж е с т в а  Л .  

О б о з н а ч е н и е :  В  с  А 3 и л и  А ^ > В .

З а п и с ь  А  с :  В  о з н а ч а е т ,  ч т о  А  я в л я е т с я  п о д м н о ж е с т в о м  В , и л и ,  к а к  

и н о г д а  г о в о р я т ,  А  с о д е р ж и т с я  в  В .  И л и ,  ч т о  В  с о д е р ж и т  А ,  и л и ,  ч т о  В  

в к л ю ч а е т  в  с е б я  А .  В  с в я з и  с  э т и м  о т н о ш е н и е  А  а  В  м е ж д у  м н о ж е с т в а м и  

А ,  В  н а з ы в а е т с я  о т н о ш е н и е м  в к л ю ч е н и я  ( р и с .  1 .1 ) .

В с я к о е  н е п у с т о е  м н о ж е с т в о  А  и м е е т ,  п о  к р а й н е й  м е р е ,  д в а  п о д м н о ж е ­

с т в а :  с а м о  м н о ж е с т в о  А  и  п у с т о е  м н о ж е с т в о  0 ,  к о т о р ы е  н а з ы в а ю т с я  н е ­

с о б с т в е н н ы м и  п о д м н о ж е с т в а м и  м н о ж е с т в а  А .  З а п и с ь  А  с :  В  о з н а ч а е т ,  

ч т о  м н о ж е с т в о  А  я в л я е т с я  п о д м н о ж е с т в о м  м н о ж е с т в а  В ,  н о  А  Ф В .  В  э т о м  

с л у ч а е  г о в о р я т ,  ч т о  м н о ж е с т в о  А  е с т ь  с о б с т в е н н о е  п о д м н о ж е с т в о  м н о ­

ж е с т в а  В .

1.3. Операции над множествами .
В в е д е м  ч е т ы р е  а к с и о м ы .

I .  А к с и о м а  о б ъ е м н о с т и .  Е с л и  м н о ж е с т в а  Л  и  В  с о с т а в л е н ы  и з  о д н и х  и  т е х  

ж е  э л е м е н т о в ,  т о  о н и  с о в п а д а ю т .

I I .  А к с и о м а  с у м м ы .  Д л я  п р о и з в о л ь н ы х  м н о ж е с т в  А  и  В  с у щ е с т в у е т  м н о ­

ж е с т в о ,  э л е м е н т а м и  к о т о р о г о  я в л я ю т с я  в с е  э л е м е н т ы  м н о ж е с т в а  А  и  в с е  
э л е м е н т ы  м н о ж е с т в а  В  и  к о т о р о е  н и к а к и х  д р у г и х  э л е м е н т о в  н е  с о д е р ж и т .

И т а к ,
Р и с .  1.1

( A c  В )  =  V x ( ( x  е Л ) = > ( х е  В ) ) .

3 Символ С произошел от символа <, но был специально искривлен, чтобы напомнить, что речь идет не о чис­
лах, а о множествах.



I I I .  А к с и о м а  р а з н о с т и .  Д л я  п р о и з в о л ь н ы х  м н о ж е с т в  А  и  В  с у щ е с т в у е т  

м н о ж е с т в о ,  э л е м е н т а м и  к о т о р о г о  я в л я ю т с я  т е  и  т о л ь к о  т е  э л е м е н т ы  м н о ­

ж е с т в а  А ,  к о т о р ы е  н е  я в л я ю т с я  э л е м е н т а м и  м н о ж е с т в а  Л .

I V .  А к с и о м а  с у щ е с т в о в а н и я .  С у щ е с т в у е т ,  п о  к р а й н е й  м е р е ,  о д н о  м н о ж е ­

с т в о .

А к с и о м у  о б ъ е м н о с т и  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  в и д е  V x ( ( x  е  А )  о  ( х  £  В ) ) .  

Э т а  з а п и с ь  о з н а ч а е т ,  ч т о  д л я  л ю б о г о  о б ъ е к т а  х  с о о т н о ш е н и я  х  е  А  и  х  е  В  

р а в н о с и л ь н ы .  П о с к о л ь к у  м н о ж е с т в о  в п о л н е  о п р е д е л я е т с я  с в о и м и  э л е м е н ­

т а м и ,  у к а з а н н о е  в ы с к а з ы в а н и е  п р и н я т о  о б о з н а ч а т ь  к о р о т к о  з а п и с ь ю  

А  =  В , ч и т а е м о й  « А  р а в н о  В » ,  о б о з н а ч а ю щ е й  с о в п а д е н и е  м н о ж е с т в  А  и  В .

Т а к и м  о б р а з о м ,  д в а  м н о ж е с т в а  р а в н ы ,  к о г д а  о н и  с о с т о я т  и з  о д н и х  и 
т е х  ж е  э л е м е н т о в .

О т р и ц а н и е  р а в е н с т в а  з а п и с ы в а е т с я  в  в и д е  А ?  В .
И з  а к с и о м  I и  И  с л е д у е т ,  ч т о  д л я  п р о и з в о л ь н ы х  м н о ж е с т в  А  я  В  м н о ­

ж е с т в о ,  у д о в л е т в о р я ю щ е е  у с л о в и я м  а к с и о м ы  I ,  е д и н с т в е н н о .  Э т о  е д и н с т ­

в е н н о е  м н о ж е с т в о ,  у д о в л е т в о р я ю щ е е  у с л о в и я м  а к с и о м ы  I I ,  н а з о в е м  о б ъ е ­

д и н е н и е м  ( и л и  с у м м о й )  м н о ж е с т в  А  и  В  б у д е м  о б о з н а ч а т ь  с и м в о л о м

ли в.
О б ъ е д и н е н и е м  A I J B  м н о ж е с т в ,4  и  В  н а з ы в а е т с я  м н о ж е с т в о ,  с о с т о я ­

щ е е  и з  э л е м е н т о в ,  в х о д я щ и х  в о  м н о ж е с т в а  А  и л и  В ,  и  т о л ь к о  и з  н и х ,  

т .е .  А [ } В  =  : ( х е  A ) v ( x e  В ) } .

Е с л и  о д и н  и  т о т  ж е  э л е м е н т  с о д е р ж и т с я  и  в о  м н о ж е с т в е  А  и  в о  м н о ­

ж е с т в е  В ,  т о  в  и х  о б ъ е д и н е н и е  о н  в х о д и т  т о л ь к о  о д и н  р а з .

Р и с .  1 .2 .  А \ } В

С х е м а т и ч е с к и  о б ъ е д и н е н и е  м н о ж е с т в  А  н  В  и з о б р а ж е н о  н а  р и с .  1 .2  с  п о ­

м о щ ь ю  д и а г р а м м  В е н н а ,  н а  к о т о р ы х  м н о ж е с т в а  п р е д с т а в л е н ы  в  в и д е  к р у ­
г о в  и  т е  о б л а с т и ,  г д е  л е ж а т  н у ж н ы е  э л е м е н т ы ,  з а ш т р и х о в а н ы .

Например,

е с л и ,  а  В  =  {1,  7 ,  5 , 2 } ,  т о  A \ J В  =  { 1 , 3 , 2 , 9 , 7 ,  5 } .
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А н а л о г и ч н о  о п р е д е л я е т с я  о б ъ е д и н е н и е  л ю б о г о  к о л и ч е с т в а  м н о ж е с т в .  

Н а п р и м е р :  1 ) Е с л и  м н о ж е с т в о  А  с о с т о и т  и з  в с е х  ч е т н ы х  ч и с е л  

А - { 2 , 4 , 6, 8, м н о ж е с т в о  В  с о с т о и т  и з  в с е х  н а т у р а л ь н ы х  ч и с е л ,  д е л я ­

щ и х с я  н а  т р и  В  =  { 3 , 6, 9 , 1 2 , и  м н о ж е с т в о  С  с о с т о и т  и з  в с е х  н е ч е т н ы х  

ч и с е л ,  н е  д е л я щ и х с я  н а  т р и  С  =  { ], 5 ,  7 , 1 1 , . . ,  т о

Л и в и С  = {1, 2,3,4,5,6, 7,8,...},

т .е .  с о в п а д а е т  с о  в с е м  м н о ж е с т в о м  н а т у р а л ь н ы х  ч и с е л .

2 )  П у с т ь  д л я  к а ж д о г о  в е щ е с т в е н н о г о  ч и с л а х  м н о ж е с т в о  А к с о с т о и т  и з  

в с е х  т о ч е к  п л о с к о с т и  О х у ,  и м е ю щ и х  з а д а н н у ю  а б с ц и с с у  х  ( т .е .  к а ж д о е  А х 

з а п о л н я е т  п р я м у ю ,  п а р а л л е л ь н у ю  о с и  О у ) .  Т о г д а  о б ъ е д и н е н и е  [J  А г е с т ь  

с о в о к у п н о с т ь  в с е х  т о ч е к  п л о с к о с т и .

П о д о б н ы м  о б р а з о м  и з  а к с и о м  I и  II I  з а к л ю ч а е м ,  ч т о

д л я  п р о и з в о л ь н ы х  м н о ж е с т в  А  и  В  с у щ е с т в у е т  в  т о ч н о с т и  о д н о  м н о ­

ж е с т в о ,  с о д е р ж а щ е е  э л е м е н т ы  м н о ж е с т в а  А ,  н е  п р и н а д л е ж а щ и е  м н о ­

ж е с т в у  В  ( р и с .  1 .3 ) .  Э т о  м н о ж е с т в о  н а з ы в а е т с я  р а з н о с т ь ю  м н о ж е с т в  

А  и  В  и  о б о з н а ч а е т с я  с и м в о л о м  А  \  В , т .е .

А  \  В  =  { х : ( х  е  А )  л  ( х  е  В ) } .

Р и с .  1 .3 . А \ В

П е р е с е ч е н и е  ( п р о и з в е д е н и е )  А [ ] В  м н о ж е с т в  А  и  В  о п р е д е л я е м  п о  

ф о р м у л е  A f ] B  =  А \ ( А  \  В ) .

П е р е с е ч е н и е м  м н о ж е с т в  А  и  В  н а з ы в а е т с я  м н о ж е с т в о ,  с о с т о я щ е е  и з  

э л е м е н т о в ,  п р и н а д л е ж а щ и х  к а к  м н о ж е с т в у  А ,  т а к  и  м н о ж е с т в у  В ,  и  

т о л ь к о  и з  н и х ,  т .е .  А  П  В  =  {х : ( х  е  А )  л  ( х  е  5 ) } .



Таким обр а зо м , п ер есеч ен и е — эт о  общ ая часть сом н ож и тел ей . Э лем ен та­
ми его  являются те, и только т е  объекты , которы е прин адлеж ат о б о и м  с о ­
м нож ителям  (ри с. 1.4).

М атем атические т еор и и , как правило, находят свой вы ход в том , что  
позволяю т перерабаты вать о д и н  н абор  чисел (и сх о д н ы е дан н ы е) в др угой  
набор чисел, составляю щ и х п р ом еж уточ н ую  или окон чательн ую  цель вы­
числений. П о этой причине о с о б о е  м есто  в матем атике и е е  прилож ениях  
зан им аю т числовы е ф ункции (т о ч н ее , так назы ваем ы е диф ф ер ен ц и руем ы е  
числовы е ф ункции). О ни состав л я ю т главны й объ ек т  исследован ия клас­
си ч еск ого  анализа. Н о ск ол ь-н и буд ь  п ол ное с  точки зрения соврем ен ной  
матем атики оп и сан и е св ой ств  эти х  ф ункций н ев озм ож н о б е з  точ н ого  о п ­
редел ен ия м н ож ества вещ ественны х чисел, на котором  эти ф ункции д е й ­
ствую т.
1.4. Некоторые числовые множества

О п р е д е л е н и е . М н ож еств о  R назы вается м н ож еством  в е щ е с т в е н н ы х  

( д е й с т в и т е л ь н ы х )  ч и с е л ,  а  ег о  элем енты  — в е щ е с т в е н н ы м и  ( д е й с т ­

в и т е л ь н ы м и ) ч и с л а м и ,  есл и  вы полнен ком плекс усл ов и й , назы вае­
мый аксиом атикой в ещ ественны х чисел. Э то т  ком плекс усл ов и й  с о ­
стои т  из аксиом  сл ож ен ия, ум н ож ен и я , связь слож ен ия и ум н ож ен и я, 
аксиом  порядка, связь сл ож ен и я  и порядка в R , связь ум н ож ени я и 
порядка R , аксиом ы  полноты  (непр ер ы вности).

П р е д с т а в л е н и е  в е щ е с т в е н н ы х  ч и с е л  в  в и д е  б е с к о н е ч н о й  д ес я т и ч н о й  
д р о б и . Л ю б о е  вещ еств ен н ое ч и сл о  а  представим о в виде б еск он еч н ой  д е ­
сятичной дроби :

а = ±а0.а {а2...а п.. . ,

гд е  из д в у х  знаков « + » б ер ется  какой-то один : п л ю с -  для полож ительны х  
ч исел , м и нус -  для отрицательны х чисел (знак  п л ю с обы ч но не пиш ется).

Рациональны е числа представим ы  в в иде пер и оди ч еск и х , а  иррацио­
нальны е числа -  в виде н еп ер и оди ч еск и х  беск он еч н ы х десяти ч н ы х д р о ­
б ей . Н екоторы е рациональны е числа представим ы  в виде к он еч ной  д р о б и  
или в виде беск он еч н ой  д р о б и  с  нулем  в п ер и од е. Такие числа доп уск аю т  
второе представление -  в в и де  б еск он еч н ой  десяти ч н ой  д р о б и  с  циф рой 9  
в п ери оде.

Н априм ер, * =  0 . 5 0 0 . . . 0 . . . =  0 .5 (0 );  * =  0 .4 0 0 0 . . .9 . . .  =  0 .4 (9 ) .

В ещ ественн ы е ч и сла м о ж н о  изображ ать точкам и на  прям ой коорди­
натной линии . П оэтом у  м н о ж еств о  в сех  вещ ественны х ч исел  назы ваю т
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ч и с л о в о й  п р я м о й ,  а  с а м и  ч и с л а  -  т о ч к а м и ,  и  п р и  р а с с м о т р е н и и  ч и с л о в ы х  

м н о ж е с т в  ч а с т о  п о л ь з у ю т с я  и х  г е о м е т р и ч е с к о й  и н т е р п р е т а ц и е й .

Б у д е м  и с п о л ь з о в а т ь  с л е д у ю щ и е  о б о з н а ч е н и я  и  т е р м и н о л о г и ю :
N  — м н о ж е с т в о  в с е х  н а т у р а л ь н ы х  ч и с е л ;

Z  -  м н о ж е с т в о  в с е х  ц е л ы х  ч и с е л ;

R =  (- о о ; +  оо) -  м н о ж е с т в о  в с е х  в е щ е с т в е н н ы х  ч и с е л  ( п р я м а я  ч и с л о в а я  

л и н и я ) ;

( а \ Ь )  -  и н т е р в а л  -  м н о ж е с т в о  в с е х  в е щ е с т в е н н ы х  ч и с е л  х ,  у д о в л е т в о ­

р я ю щ и х  н е р а в е н с т в а м  а < х < Ь .

Н а  ч е р т е ж е  1 .5  п р е д с т а в л е н  и н т е р в а л  ( а ;  Ь) .

[ а \  Ь ]  -  с е г м е н т  ( о т р е з о к )  -  м н о ж е с т в о  в с е х  в е щ е с т в е н н ы х  ч и с е л  х ,  у д о в ­

л е т в о р я ю щ и х  н е р а в е н с т в а м  а < х < Ь ;  г е о м е т р и ч е с к и  [ а ; Ь ]  е с т ь  о т р е з о к  

п р я м о й  с  к о н ц а м и  в  т о ч к а х  a u b .

Р а з л и ч и е  м е ж д у  и н т е р в а л о м  ( а ;  Ь )  и  о т р е з к о м  [ а ;  Ь]  с о с т о и т  в  т о м ,  

ч т о  в  с л у ч а е  и н т е р в а л а  ( а ;  Ь )  ч и с л а  а  и  b  е м у  н е  п р и н а д л е ж а т ,  а  в  с л у ч а е  

о т р е з к а  [ а ;  Ь]  ч и с л а  а  и  b  е м у  п р и н а д л е ж а т .  Н а  р и с .  1 .6  п р е д с т а в л е н  о т р е ­

з о к  [ а ;  Ь ] .

[ а ;  Ь )  и л и  ( а ;  Ь]  -  п о л у и н т е р в а л  ( п о л у с е г м е н т )  -  м н о ж е с т в о  в с е х  в е щ е с т ­

в е н н ы х  ч и с е л  х ,  у д о в л е т в о р я ю щ и х  с о о т в е т с т в е н н о  н е р а в е н с т в а м

[ а \  +  оо) и л и  ( а ; + о о )  и л и  (-о о ; 6] и л и  (- о о ; Ь )  -  п о л у п р я м а я  -  м н о ж е с т в о  

в с е х  в е щ е с т в е н н ы х  ч и с е л  х ,  у д о в л е т в о р я ю щ и х  с о о т в е т с т в е н н о  н е р а в е н с т ­

в а м  а  <  х  <  +оо, а  < х  <  +оо, - о о  < х < Ь ,  -с о  < х  < Ь ;

О а х Ъ х
Р и с .  1 .5 .

О а  х b  х
Р и с .  1 .6 .

а < х < Ь ,  а  < х  <  b  ( р и с .1 .7  и  1.8).

О а  х b  х О а  х Ъ х

Р и с .  1 .7 . Р и с .  1 .8 .
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о т р е з о к ,  и н т е р в а л ,  п о л у и н т е р в а л ,  п о л у п р я м у ю  и  ч и с л о в у ю  п р я м у ю  б у д е м  

н а з ы в а т ь  т а к ж е  п р о м е ж у т к о м .

О к р е с т н о с т ь  т о ч к и  х 0 -  л ю б о й  и н т е р в а л ,  с о д е р ж а щ и й  т о ч к у  х 0 .

П у с т ь  е -  п о л о ж и т е л ь н о е  ч и с л о .  

s - о к р е с т н о с т ь  т о ч к и  х 0 -  л ю б о й  и н т е р в а л  ( х а -  s ;  х 0 +  s ) , с и м м е т р и ч ­

н ы й  о т н о с и т е л ь н о  т о ч к и  х 0 ( р и с .  1 .9 ) .

х „ - е  х 0 х „ + е

Р и с .  1 .9 .

Э т о  -  с о в о к у п н о с т ь  в с е х  ч и с е л  х ,  у д о в л е т в о р я ю щ и х  н е р а в е н с т в у

| х - х 0 | < е  и л и  х 0 - е < х < х 0 + £ .

П р и м е р ы  р е ш е н и я  з а д а ч  
П р и м е р  1 .1 . З а д а т ь  п е р е ч и с л е н и е м  в с е х  э л е м е н т о в  м н о ж е с т в а ,  о п р е ­

д е л е н н ы е  с  п о м о щ ь ю  с л е д у ю щ и х  х а р а к т е р и с т и ч е с к и х  с в о й с т в :

а )  ^ : : = { x e N : i < 5 ; 6 )  В  : :=  { х  е  N  : х  <  0 } ;  в )  С  : :=  { х  е  Z : |х | <  2 } .

▲ а )  Т р е б у е т с я  п е р е ч и с л и т ь  н а т у р а л ь н ы е  ч и с л а ,  м е н ь ш и е  и л и  р а в н ы е  

ч и с л у  5 .  И м е е м  м н о ж е с т в о  Л  =  { 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 } .

б )  О т р и ц а т е л ь н ы х  н а т у р а л ь н ы х  ч и с е л  н е  с у щ е с т в у е т ,  п о э т о м у  5  =  0 .

в )  В  д а н н о м  с л у ч а е  и з  р е ш е н и я  н е р а в е н с т в а  |х | <  2  н а д о  в ы б р а т ь  т о л ь ­

к о  ц е л ы е  ч и с л а .  Т а к  к а к  е г о  р е ш е н и е м  я в л я е т с я  о т р е з о к  [ - 2 ;  2 ] ,  т о

В = {-2 ;-1 ;0;!;2}. т

П р и м е р  1 .2 . О п и с а т ь  м н о ж е с т в о  т о ч е к  М  ч и с л о в о й  п р я м о й ,  т а к и х ,  

ч т о  { М  | \О М \  =  1} , и  п е р е ч и с л и т ь  е г о  э л е м е н т ы .

▲ М н о ж е с т в о  з а д а н о  х а р а к т е р и с т и ч е с к и м  с в о й с т в о м :  е г о  э л е м е н т ы  е с т ь  
т о ч к и  ч и с л о в о й  п р я м о й ,  у д а л е н н ы е  о т  т о ч к и  о т с ч е т а  О  н а  р а с с т о я н и е ,  

р а в н о е  1 ( р и с .  1. 10).

З н а ч и т ,  э л е м е н т а м и  э т о г о  м н о ж е с т в а  я в л я ю т с я  ч и с л а  - 1  и  1 , т .е .  

М  = { - 1 ; 1 } .  »

1 1
—в----- i---«—►X

-1 О 1
Р и с .  1 .1 0 .
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П р и м ер  1.3. С о с т а в и т ь  м н о ж е с т в о  В  в с е х  п о д м н о ж е с т в  м н о ж е с т в а  

А = {  1 ; 2 } .

А С о г л а с н о  о п р е д е л е н и ю  п о д м н о ж е с т в а  д а н н о г о  м н о ж е с т в а ,  б у д е м  

и м е т ь :  2?{0 ; { ! } ;  {2} ; [ 1; 2] } .  *

П р и м е р  1.4. В е р н о  л и  с о о т н о ш е н и е  { я ; Ь; с }  =  {{а ; Ь } ;  с } ?

А С о о т н о ш е н и е ,  н е в е р н о  х о т я  б ы  п о т о м у ,  ч т о  п е р в о е  м н о ж е с т в о  и м е е т  

т р и  э л е м е н т а :  а ,  b  и  с ,  а  в т о р о е  -  т о л ь к о  д в а :  м н о ж е с т в о  {а ;  Ь )  и  э л е м е н т  с ,  

и л и  п о т о м у ,  ч т о  п е р в о е  м н о ж е с т в о  н е  с о д е р ж и т  э л е м е н т а  { а \  Ь } , с о д е р ж а ­

щ е г о с я  в о  в т о р о м  м н о ж е с т в е .  *

П р и м е р  1.5. Н а й т и  в с е  п о д м н о ж е с т в а  м н о ж е с т в а  { Л ; <3;

А С н а ч а л а  в ы п и ш е м  н е с о б с т в е н н ы е  п о д м н о ж е с т в а  д а н н о г о  м н о ж е с т в а :

0  и  {А ; ® ;  а  з а т е м  в с е  е г о  с о б с т в е н н ы е  п о д м н о ж е с т в а :

И т а к ,  д а н н о е  м н о ж е с т в о  и м е е т  в о с е м ь  п о д м н о ж е с т в .

З а м е ч а н и е . О т м е т и м ,  ч т о  к о л и ч е с т в о  п о д м н о ж е с т в  м н о ж е с т в а ,  с о ­

д е р ж а щ е г о  п  э л е м е н т о в ,  р а в н о  2 " .  V  

П р и м е р  1.6. Н а й т и  о б ъ е д и н е н и е  и  п е р е с е ч е н и е  с л е д у ю щ и х  д в у х  

м н о ж е с т в :  а )  А  :г= ( 4 ;  8) ,  В  :>= ( 1 ;  4 ] ;  б )  А  : : = ( - 3 ;  7 ] ,  В  : : = [ 5 ; 6 ) .

А И с х о д я  и з  о п р е д е л е н и й  о б ъ е д и н е н и я  и  п е р е с е ч е н и я  м н о ж е с т в ,  п о л у ­

ч и м :  а )  Л 1 1 Я  =  ( 1 ; 8 ) ,  Л П В  =  0 ; б )  A \ j B  =  ( - 3 ; 7 ] ,  Л П Я  =  [ 5 ; 6 ] .  ?

Задачи и упраж нения для самостоятельной работ ы
1. С о с т а в и т ь  с п и с о к  э л е м е н т о в  м н о ж е с т в ,  з а д а н н ы х  х а р а к т е р и с т и ч е с к и м и  

с в о й с т в а м и :  а )  А  =  { х  \ х 2 -  8х  + 1 5  =  0 } ;  б )  А  -  {jc | х  е  N ,  - 1 1  <  х  <  - 3 } .

О т в е т : а )  А  =  {3; 5 } ;  б )  А  =  0 .

2 .  В ы я с н и т е ,  р а в н ы  л и  м н о ж е с т в а  { 1 ; 2 } и { { 1 ; 2 } } .

3 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  е с л и  А  =  { х : х 2 -  7 х  +  6  =  0} и  В  =  {1; 6} ,  т о  А  -  В .

4 .  О п и с а т ь  м н о ж е с т в а  т о ч е к  М  п л о с к о с т и ,  т а к и х ,  ч т о :

а )  { М : \О М \ =  R } ; б )  { М : \О М \ < R } ; b ) { M : \ А М \  =  \ В М \},

г д е  а  и  b  -  з а д а н н ы е  т о ч к и .

О т в е т :  а )  М н о ж е с т в о  т о ч е к  о к р у ж н о с т и  р а д и у с о м  Л и с  ц е н т р о м  в  

т о ч к е  О',
б )  м н о ж е с т в о  т о ч е к  к р у г а  р а д и у с о м  й и с  ц е н т р о м  в  т о ч к е  О;
в )  м н о ж е с т в о  т о ч е к  п р я м о й  п л о с к о с т и ,  п е р п е н д и к у л я р н о й  о т р е з к у  А В  

и  п р о х о д я щ е й  ч е р е з  е г о  с е р е д и н у .
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5 .  К а к а я  р а з н и ц а  в  з а п и с я х  А с :  В  и  А  е  5 ?

6. Д о к а з а т ь ,  ч т о  {{1; 2 } ,  { 2 ; 3}} *  {1; 2 ;  3 } .

7 .  В е р н о  л и ,  ч т о  {1; 2 }  е  {{1; 2 ;  3 } ,  {1; 3 } ,  1 , 2 } ?

О т в е т :  П е р в о е  с о о т н о ш е н и е  н е в е р н о е ,  в т о р о е  -  в е р н о е .

8. Я в л я е т с я  л и  м н о ж е с т в о ,  с о с т о я щ е е  и з  ч и с л а  0 ,  п у с т ы м ?

9 .  С о с т а в ь т е  м н о ж е с т в о  в с е х  п о д м н о ж е с т в  м н о ж е с т в а  А  = { 0 ;  1; 2 } .

1 0 . Н а й д и т е  о б ъ е д и н е н и е  и  п е р е с е ч е н и е  с л е д у ю щ и х  м н о ж е с т в :  А  -  м н о ­

ж е с т в а  ч е т н ы х  ч и с е л ,  В  -  м н о ж е с т в а  н е ч е т н ы х  ч и с е л ,  С  -  м н о ж е с т в а  п р о ­

с т ы х  ч и с е л .

1 1 .  Н а й д и т е  р а з н о с т и  А \ В  и  В \ А  с л е д у ю щ и х  м н о ж е с т в :

Л  =  { 1 ; 2 ; 4 ; 6 ; 9 } ;  В  =  { 3 ; 4 ; 5 ; 8; 1 0 } .

1 2 . А  -  м н о ж е с т в о  с т у д е н т о в  в  о д н о й  и з  г р у п п  ф а к у л ь т е т е ,  а  В  -  м н о ж е с т ­

в о  о т л и ч н и к о в  н а  ф а к у л ь т е т е .  К а к и е  м н о ж е с т в а  с т у д е н т о в  о п и с ы в а ю т  

м н о ж е с т в а  А Г \ В ,  А  \  В  и  В \ А ?

О т в е т ' .  М н о ж е с т в о  о т л и ч н и к о в  в  г р у п п е ;  м н о ж е с т в о  с т у д е н т о в  в  

г р у п п е  б е з  о т л и ч н и к о в ;  м н о ж е с т в о  о т л и ч н и к о в  в  д р у г и х  г р у п п а х  ф а к у л ь ­
т е т а .

1 3 . А  -  м н о ж е с т в о  н а т у р а л ь н ы х  ч и с е л ,  д е л я щ и х с я  н а  2 ; В  -  м н о ж е с т в о  н а ­

т у р а л ь н ы х  ч и с е л ,  д е л я щ и х с я  н а З .  К а к о в о  м н о ж е с т в о  A C l B ?
О т в е т :  М н о ж е с т в о  н а т у р а л ь н ы х  ч и с е л ,  д е л я щ и х с я  н а  6 .

1 4 . П у с т ь

А  =  { х : х  s  N ,  2  <  j :  <  б} , .В =  { х : *  е  N ,  1 <  jc <  4 } , С  =  { х : j t  е  N ,  jc2 -  4  =  о } . 

И з  к а к и х  э л е м е н т о в  с о с т о я т  м н о ж е с т в а :

a )  D  U  С ; б )  Л  Г) -8 П  С ; в ) А [ } В \ } С \ г )  ( ^ n f i ) U ( f i U C ) ?

О т в е т :  а )  { 2 , 3 } ;  б )  0 ;  в )  { 2 ,  3 , 4 ,  5 , 6} ; г )  { 2 ,  3 } .

У к а з а н и е :  в ы п и с а т ь  э л е м е н т ы  м н о ж е с т в  А ,  В  и  С .

1 5 .  Д а н ы  м н о ж е с т в а м ,  В  к  С .  С  п о м о щ ь ю  о п е р а ц и й  о б ъ е д и н е н и я ,  п е р е с е ­

ч е н и я  и  р а з н о с т и  з а п и с а т ь  м н о ж е с т в а ,  с о с т о я щ и е  и з  э л е м е н т о в ,  п р и н а д ­

л е ж а щ и х :  а )  в с е м  т р е м  м н о ж е с т в а м ;  б )  х о т я  б ы  о д н о м у  и з  м н о ж е с т в ;  в )  

м н о ж е с т в у  А  и  н е  п р и н а д л е ж а щ и х  м н о ж е с т в а м  В  и  С ;  г )  м н о ж е с т в а м  А  и  
В  и  н е  п р и н а д л е ж а щ и м  м н о ж е с т в у  С .

О т в е т :  а )  Л П Я П С ; б )  А { } В [ } С - , в )  А \ £ \ С ; г )  ( Л П Я ) \ С .

15



1.5. Абсолютная величина

О п р е д е л е н и е .  М о д у л е м  ( а б с о л ю т н о й  в е л и ч и н о й )  в е щ е с т в е н н о г о  

ч и с л а х  н а з ы в а ю т  н е о т р и ц а т е л ь н о е  ч и с л о  | х | ,  о п р е д е л я е м о е  р а в е н с т -  

х ,  е с л и  х > 0, 

х ,  е с л и  х  <  0.
в о м :  1х

Ч т о б ы  п е р е й т и  к  а б с о л ю т н о й  в е л и ч и н е  ч и с л а ,  и м е ю щ е г о  в  ц и ф р о в о й  

з а п и с и  м и н у с ,  н а д о  э т о т  з н а к  о т б р о с и т ь .

Е с л и  х  =  5 ,  т о  |х | =  |5 | =  5 ;  е с л и  х  =  0 ,  т о  |х | =  0 .

Е с л и  х  =  - 3 , т о  |х | =  |— 3 | =  —( —3 )  =  3 .

Е с л и  ]х| <  s  ( s  >  0 ) ,  т о  э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  х  у д о в л е т в о р я е т  н е р а в е н с т в а м  

( р и с .  1. 11)

‘ ’ ( 5 .1 )- £  <  X  <  + S  .

0 I  +Е X
Р и с .  1 .1 1 .

Примеры реш ения задач 
П р и м е р  1 .7 .  Е с л и  |х | <  3 ,  т о  и м е ю т  м е с т о  н е р а в е н с т в а  -  3  <  х  <  + 3 .  

П р и м е р  1 .8 .  Е с л и  |_у| <  ~ ,  т о  у  у д о в л е т в о р я е т  н е р а в е н с т в а м  ( р и с .  1 .1 2 )  

- f  < y < + f .

- f  0  f  

Р и с .  1 .1 2 .

П р и м е р  1 .9 .  О п р е д е л и т ь  ч и с л о в у ю  в е л и ч и н у  в ы р а ж е н и я  

2 х  +  5

7 - 2 х ^
п р и  х  =  2 .

▲ П р и  з н а ч е н и и  х  =  2

2х  + 5 2 - 2  +  5 4  +  5 9

7  - 2 х 2 х= 2 1 - 2 - 2 ?

ОО1 -1
- 9  = 9 .

П р и м е р  1 .1 0 .  О п р е д е л и т ь ,  п р и  к а к и х  з н а ч е н и я х  х  б у д е т  с п р а в е д л и в о  

н е р а в е н с т в о  |х  -  3) <  2 .
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А С о г л а с н о  ф о р м у л е  (5.1) д а н н о е  н е р а в е н с т в о  м о ж е т  б ы т ь  з а п и с а н о  т а к :  

- 2 < х - Ъ < 2 .  П р и б а в и м  к  к а ж д о й  ч а с т и  э т и х  н е р а в е н с т в  п о  3  и  п о л у ч и м  

- 2  +  3 < х  < 2  +  3 ,  о т к у д а  с л е д у е т ,  ч т о  1 < х  < 5. Н е р а в е н с т в о  |jc -  3 | < 2  в ы ­

п о л н я е т с я  д л я  в с е х  з н а ч е н и й  х  и з  и н т е р в а л а  (1 ; 5). f
А б с о л ю т н ы е  в е л и ч и н ы  о б л а д а ю т  с л е д у ю щ и м и  с в о й с т в а м и :

1) А б со л ю т на я  величина сум м ы  н ескол ьких  слагаем ы х не больш е сум ­
м ы  аб сол ю т ны х величин эт и х  слагаем ы х

\ х  +  у  +  z \ < \ x \ + \ y \  +  \z\.

2 )  А бсолю т ная  величина  р а зн о ст и  а б сол ю т ны х величин двух чисел не 
м еньш е  р а з н о с т и  а б сол ю т н ы х величин эт их чисел

|jc — ĵ |> |jc| —

3) А б со л ю т н а я  величина произведения нескольких с о м н о ж и т е л е й  
р а в н а  произведению  а б сол ю т н ы х величин эт их с о м н о ж и т е л е й

l ^ b W - b l -

4 )  А б со л ю т н а я  величина д р о б и  р а в н а  а б сол ю т ной  величине числит е­

ля, разделенной  н а  а б сол ю т н ую  величину знаменат еля

В о п р о с ы  д л я  с а м о п р о в е р к и
1. Ч то назы вается аб со л ю тн о й  величиной?
2 .  Ч то вы раж аю т неравенства |лг| >  а, |х| <  а  на числовой о си  и на плоско­

сти?
3. П роверить св ой ств о  1 для зн ачени й

а) х  -  -5; у  = 4; z  = 5; и  =  - 1 ;  б )  х  =  - 4 ;  у  =  5; z  =  - 2 .

в) х  =  4; у  =  2 ;  z =  7 ;  г) х  =  5; у  =  - 3 ;  z =  -6 .

4 . П роверить св ой ств о  2  для зн ачени й

а) х  =  7; у  =  - 4 ; б )  л: =  - 4 ; у  =  - 8 ;  в) х  =  5; у  =  7 ;  г) х  =  - 1 0 ; у  =  4 .

1.6. Применение символов математической логики
П ри ф орм ул ировк ах м н оги х  оп р ед ел ен и й  и теор ем  испол ьзую тся  

кванторы сущ ествовани я и всеобщ н ости  (3  и V ).



С  п о м о щ ь ю  у к а з а н н ы х  с и м в о л о в  о п р е д е л е н и е  о г р а н и ч е н н о г о  с в е р х у  

м н о ж е с т в а  м о ж н о  з а п и с а т ь  т а к :  м н о ж е с т в о  X  н а з ы в а е т с я  о г р а н и ч е н н ы м  
с в е р х у ,  е с л и  3 М  е  R  т а к о е ,  ч т о  V x  е  X  в ы п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о  х  <  М , 

и л и  ( е щ е  б о л е е  к р а т к о ,  о п у с к а я  н е к о т о р ы е  с л о в а ) :  м н о ж е с т в о  X  н а з ы в а е т ­
с я  о г р а н и ч е н н ы м  с в е р х у ,  е с л и

Э М  e R  V x  е  X  : х  <  М . ( 6 . 1 )

И с п о л ь з о в а н и е  к в а н т о р о в  н е  т о л ь к о  с о к р а щ а е т  з а п и с ь ,  н о  и  п о з в о л я е т  

в е с ь м а  п р о с т ы м  с п о с о б о м  с т р о и т ь  о т р и ц а н и я  п р е д л о ж е н и й  ( о п р е д е л е н и й ,  

у т в е р ж д е н и й ) ,  з а п и с а н н ы х  с  п о м о щ ь ю  к в а н т о р о в .  П р о и л л ю с т р и р у е м  э т о т  

с п о с о б  н а  п р и м е р е  о т р и ц а н и я  о п р е д е л е н и я  о г р а н и ч е н н о г о  с в е р х у  м н о ж е ­

с т в а .  И н а ч е  г о в о р я ,  с ф о р м у л и р у е м  о п р е д е л е н и е  н е о г р а н и ч е н н о г о  с в е р х у  

м н о ж е с т в а .  Н е о г р а н и ч е н н о с т ь  с в е р х у  м н о ж е с т в а  X  о з н а ч а е т :  н е  с у щ е с т ­

в у е т  ч и с л а  М  т а к о г о ,  ч т о  д л я  л ю б о г о  х  е  X  в ы п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о  

х  <  М . Э т о  з н а ч и т ,  ч т о  д л я  л ю б о г о  ч и с л а  М  с у щ е с т в у е т  х  е  X , д л я  к о т о ­

р о г о  х  >  М . П о э т о м у  о п р е д е л е н и е  н е о г р а н и ч е н н о г о  с в е р х у  м н о ж е с т в а  с  

п о м о щ ь ю  к в а н т о р о в  м о ж н о  з а п и с а т ь  т а к :  м н о ж е с т в о  X  н а з ы в а е т с я  н е о г ­

р а н и ч е н н ы м  с в е р х у ,  е с л и

V M e R  З х е Х : х > М .  ( 6 .2 )

С р а в н и в а я  ( 6 . 1 )  с  ( 6 .2 ) ,  м ы  в и д и м ,  ч т о  д л я  п о с т р о е н и я  о т р и ц а н и я  

п р е д л о ж е н и я  ( 6.1 )  н у ж н о  к в а н т о р  3  з а м е н и т ь  к в а н т о р о м  V , а  к в а н т о р  V  -  

н а  3  и  с т о я щ е е  п о с л е  д в о е т о ч и я  н е р а в е н с т в о  з а м е н и т ь  е м у  п р о т и в о п о ­

л о ж н ы м .

Э т о  п р а в и л о  м о ж н о  и с п о л ь з о в а т ь  и  д л я  п о с т р о е н и я  о т р и ц а н и й  л ю б ы х  

д р у г и х  у т в е р ж д е н и й ,  с о д е р ж а щ и х  к в а н т о р ы  3  и  V .

1.7. Метод математической индукции
Ч т о б ы  д о к а з а т ь ,  ч т о  н е к о т о р о е  у т в е р ж д е н и е  в е р н о  д л я  л ю б о г о  н а т у ­

р а л ь н о г о  ч и с л а  п  н а ч и н а я  с о  з н а ч е н и я  п 0 , д о с т а т о ч н о  д о к а з а т ь ,  ч т о :

а )  э т о  у т в е р ж д е н и е  в е р н о  д л я  ч и с л а  п  =  п 0 ;

б )  е с л и  д а н н о е  у т в е р ж д е н и е  с п р а в е д л и в о  д л я  н е к о т о р о г о  н а т у р а л ь н о ­

г о  ч и с л а  к  >  п 0 , т о  о н о  в е р н о  т а к ж е  и  д л я  с л е д у ю щ е г о  н а т у р а л ь н о г о  ч и с л а  

к  + 1.
Т а к о й  м е т о д  д о к а з а т е л ь с т в а  н а з ы в а е т с я  м е т о д о м  м а т е м а т и ч е с к о й  

и н д у к ц и и .

В о п р о с ы  д л я  с а м о п р о в е р к и

1. З а п и ш и т е  с  п о м о щ ь ю  к в а н т о р о в  о п р е д е л е н и е  о г р а н и ч е н н о г о  с н и з у  

м н о ж е с т в а .
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2 .  П о с т р о й т е  о т р и ц а н и е  э т о г о  о п р е д е л е н и я ,  п о л ь з у я с ь  п р а в и л о м  п о с т р о е ­

н и я  о т р и ц а н и й .

3 .  К а к о е  м н о ж е с т в о  н а з ы в а е т с я  о г р а н и ч е н н ы м ?

4 .  В  ч е м  с о с т о и т  м е т о д  м а т е м а т и ч е с к о й  и н д у к ц и и ?

5 .  М е т о д о м  м а т е м а т и ч е с к о й  и н д у к ц и и  д о к а ж и т е ,  ч т о  V «  е  N  : и  <  2 " ” ' .

Задачи и упраж нения для самост оят ельной работ ы
П р и м е н я я  м е т о д  м а т е м а т и ч е с к о й  и н д у к ц и и ,  д о к а ж и т е ,  ч т о  У и  е  N  

с п р а в е д л и в ы  р а в е н с т в а :

1. 1 +  2  +  3 +  . . . +  «  =  0 . 5 я ( п  +  1 ) .

2. I 2 +  22 +  З 2 + . . .  +  и 2 = | п ( п  +  1) ( 2и  + 1)  .

3. I3 +23 +З3 + ... + и3 = 0.25и2(и +1)2.

М е т о д о м  м а т е м а т и ч е с к о й  и н д у к ц и и  д о к а ж и т е  с п р а в е д л и в о с т ь  н е р а ­
в е н с т в :

и 1 3 2n — 1 1
4  . --------------------------------------- <  ■, ■■ .

2  4  2 п  л /2 и  +  1

5л + 7 1 + 7 з + - + ^ > 7 ” ( ий2) -

6. и и+| > ( и  + 1)"  ( и  >  3 ) .

7 . х х + х 2 +  ••■ +  ■*„ >  « j x lx 2 . . . x  п р и  х к >  0, 1 < £  <  п
п

( с р е д н е е  г е о м е т р и ч е с к о е  п  н е о т р и ц а т е л ь н ы х  ч и с е л  н е  п р е в о с х о д и т  и х  

с р е д н е г о  а р и ф м е т и ч е с к о г о ) ;

8 . т/д + т/а +  -.. +  - \ / а 0 .5 (l+  V4a + l), У о > 0 .
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2 .  П Р Е Д Е Л  П О С Л Е Д О В А Т Е Л Ь Н О С Т И  

О с н о в н ы е  т е о р е т и ч е с к и е  с в е д е н и я

2 . 1 .  Ф у н к ц и я  н а т у р а л ь н о г о  а р г у м е н т а  ( ч и с л о в а я  п о с л е д о в а т е л ь ­

н о с т ь )

Н а ч а л о  и з у ч е н и ю  п о н я т и я  п р е д е л а  ч и с л о в о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  п о ­

л о ж е н о  у ж е  в  э л е м е н т а р н о й  м а т е м а т и к е .

П р и м е р а м и  т а к и х  п о с л е д о в а т е л ь н о с т е й  м о г у т  с л у ж и т ь :
>  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  в с е х  ч л е н о в  а р и ф м е т и ч е с к о й  и  г е о м е т р и ч е с к о й  

п р о г р е с с и й ;

>  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  п е р и м е т р о в  п р а в и л ь н ы х  п  -  у г о л ь н и к о в ,  в п и с а н н ы х  
в  д а н н у ю  о к р у ж н о с т ь ;

>  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  х ] =  1, х 2 =  1 .4 , х ,  =  1 .4 1 , . . .  п р и б л и ж е н н ы х  з н а ч е ­

н и й  ^ /2 .

О п р е д е л е н и е  1. Е с л и  к а ж д о м у  ч и с л у  п  и з  н а т у р а л ь н о г о  р я д а  ч и с е л  

1 , 2 , 3 , . . . , и , . . .  п о  н е к о т о р о м у  з а к о н у  п о с т а в л е н о  в  с о о т в е т с т в и е  в е ­

щ е с т в е н н о е  ч и с л о  х п , т о  м н о ж е с т в о  в е щ е с т в е н н ы х  ч и с е л  лг,, х 2 , х 3, . . . ,

х п , . . .  н а з ы в а е т с я  ч и с л о в о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ю  и л и  п р о с т о  п о -  

с л е д о в а т е л ь н о с т ь ю ._______________________________________________________________

Д р у г и м и  с л о в а м и ,  ч и с л о в у ю  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  к а к  

м н о ж е с т в о  п а р  ч и с е л  ( п ; х п ) ,  в  к о т о р ы х  п е р в о е  ч и с л о  п р и н и м а е т  п о с л е д о ­

в а т е л ь н о  з н а ч е н и я  1, 2, 3 ___

Ч и с л а  х ], х 2, х ъ, . . . , х п , . . .  н а з ы в а ю т с я  э л е м е н т а м и  ( и л и  ч л е н а м и )  п о ­

с л е д о в а т е л ь н о с т и .

С и м в о л  х п -  о б щ и м  э л е м е н т о м  ( и - ч л е н о м )  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и ;  а  

ч и с л о  п  -  е г о  н о м е р о м .

С о к р а щ е н н о  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  х , , х 2, х ] , . . . , х И, . . .  б у д е м  о б о з н а ч а т ь  

с и м в о л о м  { x n} .

П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  с ч и т а е т с я  з а д а н н о й ,  е с л и  у к а з а н о  п р а в и л о ,  п о  

к о т о р о м у  к а ж д о м у  з н а ч е н и ю  а р г у м е н т а  п  ( н а т у р а л ь н о м у  ч и с л у )  п о с т а в л е ­

н о  в  с о о т в е т с т в и е  е д и н с т в е н н о е  з н а ч е н и е  х п . Д л я  з а д а н и я  п о с л е д о в а т е л ь ­

н о с т и  д о с т а т о ч н о  з н а т ь  е е  о б щ и й  ч л е н ,  и б о ,  з н а я  н о м е р  ч л е н а  п о с л е д о в а ­

т е л ь н о с т и ,  в с е г д а  м о ж н о  н а й т и  и  с а м  ч л е н .

П о с л е д о в а т е л ь н о с т и  м о г у т  б ы т ь  з а д а н ы  п о с р е д с т в о м  о п и с а н и я  и х  

с л о в а м и .
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С у щ е с т в у е т  т а к ж е  р е к к у р е н т н ы й  с п о с о б  з а д а н и я  п о с л е д о в а т е л ь н о ­

с т и ,  к о г д а  п о с л е д у ю щ и й  ч л е н  в ы р а ж е н  ч е р е з  о д и н  и л и  н е с к о л ь к о  п р е д ы ­

д у щ и х  ч л е н о в  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и .

Н а п р и м е р ,  с л е д у ю щ и е  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  з а д а н ы  р е к к у р е н т н о :

1)  я ,  =  0, a„+l =  ~ ( а „  + 1) ;  2)  b t =  2,  b„+l =  ^ Ь„+-

П р и  л ю б о м  с п о с о б е  з а д а н и я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  к а ж д ы й  е е  ч л е н  о п ­

р е д е л я е т с я  н о м е р о м  з а н и м а е м о г о  м е с т а .  П о э т о м у  в о з м о ж н о  т а к о е  о п р е д е ­

л е н и е  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и .

О п р е д е л е н и е  2 .  Ф у н к ц и я  f  о б л а с т ь ю  о п р е д е л е н и я  к о т о р о й  я в л я е т с я  

м н о ж е с т в о  н а т у р а л ь н ы х  ч и с е л ,  н а з ы в а е т с я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ю .

З н а ч е н и я  / ( и )  ф у н к ц и и  /  н а з ы в а ю т с я  ч л е н а м и  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и .  И х  

п р и н я т о  о б о з н а ч а т ь  с и м в о л о м  э л е м е н т а  т о г о  м н о ж е с т в а ,  в  к о т о р о е  и д е т  

о т о б р а ж е н и е ,  с н а б ж а я  с и м в о л  с о о т в е т с т в у ю щ и м  и н д е к с о м  а р г у м е н т а ,  

х„  — f i n ) .  С а м у  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  { х п } н а з ы в а ю т  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ю  

э л е м е н т о в  м н о ж е с т в а  X .

П о  с а м о м у  о п р е д е л е н и ю ,  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  с о д е р ж и т  б е с к о н е ч н о е  
ч и с л о  э л е м е н т о в :  л ю б ы е  д в а  е е  э л е м е н т а  о т л и ч а ю т с я ,  п о  к р а й н е й  м е р е ,  

с в о и м и  н о м е р а м и .

П о с л е д о в а т е л ь н о с т и  { х п + у п } ,  { х П ~ у „ } ,  { х п - у „ } ,  {у-} н а з ы в а ю т с я  с о ­

о т в е т с т в е н н о  с у м м о й ,  р а з н о с т ь ю ,  п р о и з в е д е н и е м  и  ч а с т н ы м  д в у х  п о ­

с л е д о в а т е л ь н о с т е й :  { х „ }  и  { у п }  ( д л я  ч а с т н о г о  п  ^  0 ) .

О п р е д е л е н и е .  П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  { х п }  н а з ы в а е т с я  о г р а н и ч е н н о й ,  

е с л и  3  М  >  0  т а к о е ,  ч т о  V  п : | х п | <  М .

С  г е о м е т р и ч е с к о й  т о ч к и  з р е н и я  э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  в с е  ч л е н ы  п о с л е д о ­

в а т е л ь н о с т и  н а х о д я т с я  в  н е к о т о р о й  о к р е с т н о с т и  ( М - о к р е с т н о с т и )  т о ч к и  

х = 0.

О п р е д е л е н и е .  П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  { х п }  н а з ы в а е т с я  н е о г р а н и ч е н н о й ,  

е с л и  У М > 0 Э и : | х я | > М .

О п р е д е л е н и е .  Ч и с л о  а  е  R  н а з ы в а е т с я  п р е д е л о м  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  

{ jc„} , е с л и  V e > 0  3  ,V е  N  т а к о й  н о м е р ,  ч т о  V  п >  N  в ы п о л н я е т с я  н е ­

р а в е н с т в о  | х п -  а  | <  s .
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О б о з н а ч е н и е :  l i m х п =  а  и л и  х п - *  а .
П ~* со Л -» сс

2 . 2 .  Г е о м е т р и ч е с к и й  с м ы с л  п р е д е л а  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и

Г е о м е т р и ч е с к и  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  и з о б р а ж а е т с я  н а  к о о р д и н а т н о й  

п р я м о й  в  в и д е  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  т о ч е к ,  к о о р д и н а т ы  к о т о р ы х  р а в н ы  с о ­
о т в е т с т в у ю щ и м  э л е м е н т а м  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и .

И з о б р а з и м  ч л е н ы  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  {х „ } т о ч к а м и  ч и с л о в о й  о с и  

( р и с .  2. 1).

о з н а ч а е т ,  ч т о  т о ч к а  х п н а х о д и т с я  в  е  -  о к р е с т н о с т и  т о ч к и  а .

Т а к и м  о б р а з о м ,  ч и с л о  а  е с т ь  п р е д е л  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  { х п} ,

>  е с л и  к а к о в а  б ы  н и  б ы л а  е  -  о к р е с т н о с т ь  т о ч к и  а , н а й д е т с я  т а к о й  н о м е р  

N ,  ч т о  в с е  т о ч к и  х п с  н о м е р а м и  п  >  N  б у д у т  с о д е р ж а т ь с я  в  э т о й  о к р е с т ­

н о с т и  т о ч к и  а ,  т .  е .  в  и н т е р в а л е  ( а ~ е ; а  +  е ) ;

>  в н е  э т о г о  и н т е р в а л а  м о ж е т  о к а з а т ь с я  л и ш ь  к о н е ч н о е  м н о ж е с т в о  т о ч е к  

д а н н о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и .

2 . 3 .  С в о й с т в а  п р е д е л а  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и

О п р е д е л е н и е .  П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  { х п }  н а з ы в а е т с я  с х о д я щ е й с я ,  е с л и  

о н а  и м е е т  ( к о н е ч н ы й )  п р е д е л .

П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ,  н е  и м е ю щ а я  п р е д е л а ,  н а з ы в а е т с я  р а с х о д я щ е й с я .

Т е о р е м а  1 .С х о д я щ а я с я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  и м е е т  т о л ь к о  о д и н  п р е д е л .  

Т е о р е м а  2  ( н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  с х о д и м о с т и  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и ) .

С х о д я щ а я с я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  о г р а н и ч е н а .

П р и м е р ы  р е ш е н и я  з а д а ч  

П р и м е р  2 .1 .  Н а п и с а т ь  п е р в ы е  д е с я т ь  ч л е н о в  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и ,  е с л и  е е

о б щ и й  ч л е н  х п =  П— .

Н е р а в е н с т в о  \ х я — а \ < е ,  р а в н о с и л ь н о е  д в о й н о м у  н е р а в е н с т в у

а - е < х „ < а  +  е ,

п + 2
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А  В ы ч и с л я я  з н а ч е н и е  д р о б и  

п о л у ч и м :
п  +  2

при значениях п, равных 1 ,2 , 3, 10,

п 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 3 4 5 6 7 8 9 10

х п 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

п  +  2
з а п и ш е т с яВ о о б щ е  ж е  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  с  о б щ и м  ч л е н о м  х „  =  -

„ , 1 2 3  п т, 
т а к :  ?

3 4 5 п + 2
П р и м е р  2 . 2 .  П о  д а н н ы м  п е р в ы м  ч л е н а м  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  

. . .  н а п и с а т ь  е е  о б щ и й  ч л е н .

А  П р е ж д е  в с е г о ,  о т м е т и м ,  ч т о  з а д а н и е м  н е с к о л ь к и х  п е р в ы х  ч л е н о в  п о ­

с л е д о в а т е л ь н о с т и  н е  о п р е д е л я е т с я  в с я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь .  О д н а к о  у с л о ­

в и м с я  с ч и т а т ь ,  ч т о  к а к  н а п и с а н н ы е  ч л е н ы  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и ,  т а к  и  в с е  

с л е д у ю щ и е  з а  н и м и  с о с т а в л е н ы  п о  о д н о м у  и  т о м у  ж е  з а к о н у  с о о т в е т с т в и я  

м е ж д у  н а т у р а л ь н ы м и  ч и с л а м и  и  ч л е н а м и  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и .

В  н а ш е м  с л у ч а е  н е т р у д н о  у с м о т р е т ь ,  ч т о  ч и с л и т е л ь  к а ж д о й  д р о б и  р а ­
в е н  к в а д р а т у  н о м е р а  п л ю с  п я т ь

I 2 + 5 2 2 + 5 1 4 3 + 5

7  (1 2 +  5 )  + 1  ’ 1 0  ( 2 2 +  5 )  +  l ’ 15  ( З 2 +  5 )  + 1  ’

21 4  + 5 3 0 5 2 + 5

2 2  ( 4 2 + 5 )  +  Г 3 1  ( 5 2 +  5 )  + 1

Т . е .  ч и с л и т е л ь  р а в е н  и 2+ 5 ,  а  з н а м е н а т е л ь  к а ж д о й  д р о б и  н а  е д и н и ц у  

б о л ь ш е  ч и с л и т е л я ,  т . е .  р а в е н  п 2 +  6 .  И т а к ,  х п
и 2 + 5  

п 2 +6
П р и м е р  2 . 3 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  с  о б щ и м  ч л е н о м  

п

п  +1
и м е е т  п р е д е л ,  р а в н ы й  1.

А  В ы б е р е м  п р о и з в о л ь н о е  ч и с л о  е  и  п о к а ж е м ,  ч т о  д л я  н е г о  м о ж н о  о п р е д е ­

л и т ь  т а к о е  н а т у р а л ь н о е  ч и с л о  N ,  ч т о  д л я  в с е х  н о м е р о в  п  >  N  б у д е т  в ы -

п
п о д н я т ь с я  н е р а в е н с т в о  \ x n — a \ < s ,  в  к о т о р о м  н а д о  в з я т ь  а -  1 ',х п =

п +1

т . е .  н е р а в е н с т в о
п + 1

< £ .
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П о с л е  п р и в е д е н и я  п о д  з н а к о м  м о д у л я  к  о б щ е м у  з н а м е н а т е л ю ,  п о л у ч и м

п  — п  — 1
п  + 1

-1
п  +

<£<=>- 1
п  + 1

< е .

И з  п о с л е д н е г о  н е р а в е н с т в а  с л е д у е т ,  ч т о  п  + 1 >  j ,  и  >  j  - 1 .

З а м е ч а н и е . Е с л и  а  < Ь ,  т о  — >  — .
а  Ъ

З н а ч и т ,  е с л и  н о м е р  N  б о л ь ш е ,  ч е м  ч и с л о  — — 1 , т о  н е р а в е н с т в о

--1. <  s  б у д е т  в ы п о л н я т ь с я .  Т е п е р ь  н а д о  р е ш и т ь  в о п р о с  о  ч и с л е  N ,  о
п  + 1

к о т о р о м  и д е т  р е ч ь  в  о п р е д е л е н и и .  З а  ч и с л о  N  м о ж н о  п р и н я т ь  н а и б о л ь ш е е  

ц е л о е  ч и с л о ,  с о д е р ж а щ е е с я  в  ч и с л е  7 - I .  Н а и б о л ь ш е е  ц е л о е  ч и с л о ,  с о ­

д е р ж а щ е е с я  в  ч и с л е  х , о б о з н а ч а е т с я  с и м в о л о м  [ х ]  ( и л и  Е (х ) ) .

Н а  о с н о в а н и и  э т о г о  н а и б о л ь ш е е  ц е л о е  ч и с л о ,  с о д е р ж а щ е е с я  в  ч и с л е  

7 - I ,  н а д о  о б о з н а ч и т ь  т а к :  j ^ - l ] .  И т а к ,  м о ж н о  п р и н я т ь  N  =  [ - - ! ]  ( п р е д ­

п о л а г а е т с я ,  ч т о  [7 - 1 ] >  0 ,  и н а ч е  N  н е  б у д е т  н а т у р а л ь н ы м  ч и с л о м  и  е г о  н а ­

д о  б р а т ь  р а в н ы м  1) .

З а к л ю ч ен и е: П о  п р о и з в о л ь н о м у  з а д а н н о м у  п о л о ж и т е л ь н о м у  ч и с л у  s  

м ы  н а ш л и  т а к о е  н а т у р а л ь н о е  ч и с л о  N ,  ч т о  д л я  в с е х  н о м е р о в  п >  N  

п
<  е  д е й с т в и т е л ь н о  в ы п о л н я е т с я ,  а  э т и  и д о к а з а -н е р а в е н с т в о

п  +1
н о ,  ч т о  1 я в л я е т с я  п р е д е л о м  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  с  о б щ и м  ч л е н о м  

п
хп = — т- 

п  + 1
Т е п е р ь  п р и в е д е н н ы е  в ы ч и с л е н и я  п р о и л л ю с т р и р у е м  ч и с л о в ы м  п р и м е ­

р о м .  П у с т ь ,  н а п р и м е р ,  £■ =  755-

Т о г д а  п р и  з н а ч е н и и  е  =  ~  п о л у ч а е м  и з  в ы р а ж е н и я  N  =  ( j  - 1]

N  =  | x - l | = [ l 0 0 - l ]  =  9 9 ;  N = 9 9 .
Чоо

Т а к и м  о б р а з о м ,  д л я  ч л е н о в  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  с  н о м е р о м  б о л ь ш и м ,  

ч е м  9 9 ,  в ы п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о  jl — x„j <

тт г,-, п  9 7
П у с т ь  п  =  9 7 ;  т о г д а ,  т а к  к а к  х  =  — — , х 91 =  — ,

п  + 1 9 8
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97| _  J_  Я 1  
981 98 * 98

г  — 98 тт |l 98[ — 1 , 1 у )
98 99 ’ I 99 ) 99 ’ 99 100'

И з  э т и х  р а с ч е т о в  в и д н о ,  ч т о  к о г д а  н о м е р  и  ч л е н а  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  

м е н ь ш е  9 9  ( «  =  9 7 ,  п  = 9 8 ) ,  н е р а в е н с т в о  | l - * „ | < f c i o  н е  в ы п о л н я е т с я :  в м е ­

с т о  т о г о  ч т о б ы  |1 — х л | б ы л а  м е н ь ш е  - щ ,  м ы  п о л у ч и л и ,  ч т о  |l -  х п \ >

если л -  9 8 , то

Е с л и  в з я т ь  п  >  9 9 ,  т . е . ,  н а п р и м е р ,  п  =  1 0 0 ,  т о г д а  х п = 100
101

|l _ v I _ 1 _J00 __ 101-100 _ _!_
I* л п\ — I1 1011 ! 101 I 101’

а То! <  Too ■ Н е р а в е н с т в о  |l -  х„| <  щ  б у д е т  в ы п о л н я т ь с я  д л я  в с е х  н о м е р о в  п ,  

к о т о р ы е  б о л ь ш е ,  ч е м  9 9 .  Т а к  к а к  е  =  ~ , а  п  >  9 9 ,  т о  в с е  ч л е н ы  п о с л е д о в а ­

т е л ь н о с т и ,  н а ч и н а я  с  с о т о г о ,  б у д у т  л е ж а т ь  н а  и н т е р в а л е  ( l  -  щ ;  1 + 755) ,  т . е .  

н а  и н т е р в а л е  ( 0 . 9 9 ;  1 .0 1 ) .

( Т е п е р ь  в о з ь м и т е  д л я  ч и с л а  е з н а ч е н и е ,  м е н ь ш е е  н а п р и м е р ,  

s  =  уош • Н а й д и т е  N  и  у б е д и т е с ь ,  ч т о  о н о  у в е л и ч и т с я ) .

П о л у ч е н н ы й  р е з у л ь т а т  м о ж н о  з а п и с а т ь  т а к :  l im - — - - 1 .и +1
YI

И н а ч е  м о ж н о  с к а з а т ь ,  ч т о  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  {хл} = -------- с х о д и т с я  к  1 . 'У
и + 1

Пример 2.4. Д о к а з а т ь ,  ч т о  ч и с л о  а  - 1 я в л я е т с я  п р е д е л о м  п о с л е д о в а -

2я -1
т е л ь н о с т и  с  о б щ и м  ч л е н о м  х„ = ---------.

я 2я+1
▲ П о в т о р и м  п о д р о б н о  в с е  р а с с у ж д е н и я ,  п р и в е д е н н ы е  в  п р е д ы д у щ е й  з а ­

д а ч е .  З а д а д и м  п р о и з в о л ь н о е  с к о л ь  у г о д н о  м а л о е  ч и с л о  s  >  0  и  п о к а ж е м ,  

ч т о  д л я  н е г о  м о ж н о  н а й т и  т а к о е  ч и с л о  N ( e ) ,  ч т о  д л я  в с е х  ч л е н о в  п о с л е д о ­

в а т е л ь н о с т и  с  н о м е р а м и  п  >  N ( e )  б у д е т  в ы п о л н я т ь с я  н е р а в е н с т в о

т - \ _ г
2" +1

<Е.

Д л я  о т ы с к а н и я  ч и с л а  N ( s )  р е ш и м  п о л у ч е н н о е  н е р а в е н с т в о  о т н о с и ­

т е л ь н о  и .  Т а к  к а к
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2"- I
2" +1

- 2  I 2
2" + 1| 2я + Г

-  <  £  <=> 2” +1 >  — о 2" > -  — 1 <=> « In  2 >  1п Г  — - l l < = >  и  > - I n f - - :  
2 + 1  s  s  I f  J ln2 l e

то от этого неравенства переходим к неравенству

И з  п о с л е д н е г о  н е р а в е н с т в а  с л е д у е т ,  ч т о  з а  ч и с л о  N ( s )  м о ж н о  п р и н я т ь  

ч и с л о ,  у д о в л е т в о р я ю щ е е  у с л о в и ю

N ( s ) > - Ц Л _ ,
1п 2 I f

Т а к и м  о б р а з о м ,  п р и  п р о и з в о л ь н о м  ч и с л е  £ - > 0  н а й д е н о  ч и с л о  N ( s ) ,

2" -
т а к о е ,  ч т о  д л я  л ю б о г о  п  >  N { s )  в ы п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о

2" +1
<£ .

Э т о  и  о з н а ч а е т  ( п о  о п р е д е л е н и ю  п р е д е л а  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и ) ,  ч т о  а  =  1 

п р е д е л  р а с с м а т р и в а е м о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и .

П р и д а в а я  е  к о н к р е т н о е  з н а ч е н и е  в  п р а в о й  ч а с т и  н е р а в е н с т в а

N ( s ) > J L J 1 .
In2 I s

м о ж н о  у к а з а т ь  с о о т в е т с т в у ю щ и й  н о м е р ,  н а ч и н а я  с  к о т о р о г о  в с е  ч л е н ы  п о ­

с л е д о в а т е л ь н о с т и  б у д у т  н а х о д и т ь с я  b e -  о к р е с т н о с т и  т о ч к и  а  =  1.

Н а п р и м е р ,  е с л и  £  =  0 . 0 1 ,  т о  — —̂ In f — —  1 )  =  7 .6 4 .
1п 2 1 ,0 .0 1  J

С л е д о в а т е л ь н о ,  н а ч и н а я  с  н о м е р а  п  >  7 . 6 4 ,  т . е .  с о  з н а ч е н и я  п -  8 ,

х п е  ( 0 .9 9 ;  1 .0 1 ) .

В  с а м о м  д е л е ,  х 8 

и  а 7 е  ( 0 .9 9 ;  1 .0 1 ) .  ?

=  Щ  «  0 . 9 9 2 2  и  х 8 е  ( 0 .9 9 ;  1 .0 2 )  , н о й 7 «  0 .9 8 4 5

З а м е ч а н и е .  В  р е ш е н н ы х  д в у х  з а д а ч а х  м ы  н а х о д и л и  н а и м е н ь ш и й  н о ­
м е р  N ,  ф и г у р и р у ю щ и й  в  о п р е д е л е н и и  п р е д е л а  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и ,
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т а к о й ,  ч т о ,  н а ч и н а я  с  н е г о ,  н е р а в е н с т в о  \ хп - а \ < е  в ы п о л н я е т с я .  О д ­

н а к о  н е о б х о д и м о  у я с н и т ь ,  ч т о

1 )  е с л и  э т о  н е р а в е н с т в о  в ы п о л н я е т с я ,  н а ч и н а я  с  н о м е р а  N ,  т о  о н о  

б у д е т  в ы п о л н я т ь с я  и  п о д а в н о  п р и  в с е х  н о м е р а х  7V,, б о л ь ш и х ,  ч е м  N ;

2 )  з а д а н и е м  ч и с л а  е  н о м е р  N  о п р е д е л я е т с я  н е о д н о з н а ч н о  и

3 )  д л я  д о к а з а т е л ь с т в а  т о г о ,  ч т о  l im  х п =  а ,  в о в с е  н е т  н е о б х о д и м о с т и
х

с р е д и  в с е х  н о м е р о в  N  и с к а т ь  н а и м е н ь ш и й .

Т а к  в  п р и м е р е  2 . 3 ,  у с т а н о в и в ,  ч т о  н е р а в е н с т в о --1 <  £  ВЫ-
П + 1

полняется для в сех  п > 1 - 1 ,  мы м огли дальш е не вести  никаких рас-  

су ж д ен и й .

П р и м е р  2 .5 . Д ок азать, что последовательность 3 ;3 2; 3 3; 3 4; . . . ; 3 " ; . . .  
не и м еет  п редел .
А  М ы  док аж ем  т р е б у ем о е , есл и  устан овим , что общ и й  член этой  п осл е­

довател ьности  х п = 3 "  п р ев зо й д ет  л ю б о е  н ап еред  задан н ое ч исло. П усть М  

такое ч исло. В озь м ем  п > М  — 1 . Т огд а  и +  1 > М ;  3я = (1  +  2)" > 1  +  2 и ,  и 

п одавн о У > п  + \,  или 3 " > М .  Т ем  самы м показано, что 3я м о ж ет  пре­
взой ти  л ю б о е  число М .  Е сли бы  сущ ествовал  пр едел  п ер ем ен н ой  х п =  3 " ,  и 
бы л бы  равен а ,  т о  для л ю б о г о  в  >  О м ож но бы ло бы  п одобр ать  такое N ,  

что при ном ер ах  п >  N  вы полнялись бы  неравенства

а  -  е  <  х п < а  +  s , т .е . а  -  е  < 3 я <  а  +  е ,

а  это  противоречит до к а за н н о м у  утв ер ж ден и ю , так как 3 я при п  > М  - 1  

п р ев зой дет  л ю б о е  число М ,  а  т ем  самы м  и число а  +  е ,  м еньш е которого  
о н о  д о л ж н о  оставаться. Э то  противоречие и доказы вает, ч то  п осл едов а­

тельность {Зп} пр едел а не им еет. Э тот  пример ил лю стрир ует утв ер ж д е­
ние: н е  в с я к а я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  и м е е т  п р е д е л .  ▼

Задачи и упраж нения для самостоятельной работ ы
1. В ы писать несколько первы х членов последовательн ости , общ и й  член  

которой  а) х п =  1; б ) х„  = 2 п  - 1 ;  в) х„  =  ( -  ^ ; г) х п =  ( - 1 ) и+12 " .

О т в е т . а )  1 , 1 , 1 , . . . ;  б )  1 , 3 ,  5 ,  7 , . . . ;  в )  - 1 , 1 ,  -  £ ,  i  . .

г )  2 , - 4 ,  8 , - 1 6 , . . . .

2 . Д оказать, что об щ и й  ч л ен  посл едовател ьн ости , первы й член  которой  
еди н и ц а, а  каж ды й п о сл ед у ю щ и й , начиная с о  второго, на еди н и ц у  больш е
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у д в о е н н о г о  п р е д ш е с т в у ю щ е г о  ч л е н а ,  о п р е д е л я е т с я  ф о р м у л о й  х п =  2 "  - 1. 

У к а з а н и е .  Д о к а з а т е л ь с т в о  п р о в е с т и  м е т о д о м  м а т е м а т и ч е с к о й  и н д у к ц и и .

3 .  П о л ь з у я с ь  о п р е д е л е н и е м  п р е д е л а  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и ,  д о к а з а т ь ,  ч т о

. . .  п - 1 1 5 п  5 . . .  п 1 . . .  Зи + 1
a )  l im  —--------  =  — ; б )  l i m ---------- =  — ; в )  l i m ------------=  - ;  г )  l i m — г—  =  0 ;

«-»* 2 п  +1 2 я-»* 2 п  +  \ 2 л-** 2п  — 2 2 я~+™ 2п  — 1

. . .  И2- 1 , .. п 2 - п - 1 1 . . .  2" -1 ,
д) h m -= -----------  = 1; ж) h m — =---------------------------- =  - ; з )  l im ----=  1;

п +« + 1 п  + п ~ \  2 2"

е )  l i m — ^ —  =  - ;  и )  l i m -  +  ̂  ^  = 0 ; к )  Нт(л /п 2 +1 - п ) =  0 .
п_>хЗл/и+2 3 »-»* п  «-**

Вопросы для самопроверки
1. С ф о р м у л и р у й т е  о п р е д е л е н и я :  а )  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и ;  б )  о г р а н и ч е н н о й  и 

н е о г р а н и ч е н н о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и ;  в )  п р е д е л а  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и .  

Д а й т е  г е о м е т р и ч е с к у ю  и н т е р п р е т а ц и ю  э т и х  о п р е д е л е н и й .

2 .  П о к а ж и т е  н а  п р и м е р е  ч т о  н о м е р  N ,  ф и г у р и р у ю щ и й  в  о п р е д е л е н и и  п р е ­

д е л а  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и ,  з а в и с и т ,  в о о б щ е  г о в о р я ,  о т  з н а ч е н и я  е .

3 .  К а к а я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  н а з ы в а е т с я :  а )  с х о д я щ е й с я ;  б )  р а с х о д я щ е й с я .

4 .  П у с т ь  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  с х о д и т с я .  Я в л я е т с я  л и  с х о д я щ е й с я  п о с л е д о ­

в а т е л ь н о с т ь ,  к о т о р а я  п о л у ч а е т с я  и з  и с х о д н о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и ,  е с л и :

а )  и з  н е е  у д а л и т ь  к о н е ч н о е  ч и с л о  ч л е н о в ,  а  о с т а в ш и е с я  з а н о в о  п е р е ­

н у м е р о в а т ь  в  п о р я д к е  и х  с л е д о в а н и я ?

б )  к  н е й  д о б а в и т ь  к о н е ч н о е  ч и с л о  ч л е н о в ,  п е р е н у м е р о в а в  ч л е н ы  п о ­

с л е д о в а т е л ь н о с т и  в  п о р я д к е  и х  с л е д о в а н и я ?

в )  в  н е й  и з м е н и т ь  п р о и з в о л ь н ы м  о б р а з о м  к о н е ч н о е  ч и с л о  ч л е н о в ?

5. С ф о р м у л и р у й т е  н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  с х о д и м о с т и  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и .

6. С ф о р м у л и р у й т е  о п р е д е л е н и я :  а )  б е с к о н е ч н о  м а л о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и ;

б )  б е с к о н е ч н о  б о л ь ш о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и .  Д а й т е  г е о м е т р и ч е с к у ю  и н ­

т е р п р е т а ц и ю  э т и х  о п р е д е л е н и й .

7 .  а )  Я в л я е т с я  л и  б е с к о н е ч н о  м а л а я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  о г р а н и ч е н н о й ?

б )  Я в л я е т с я  л и  б е с к о н е ч н о  б о л ь ш а я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  о г р а н и ч е н н о й ?  

с х о д я щ е й с я ?

в )  Я в л я е т с я  л и  л ю б а я  о г р а н и ч е н н а я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  б е с к о н е ч н о  

б о л ь ш о й ?
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3 . О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  И  С П О С О Б Ы  ЗА Д А Н И Я  Ф У Н К Ц И И  

О сн овн ы е теор ети ч еск и е сведения
3.1. В ели ч и н ы  п остоян н ы е и п ер ем енны е. Ф ункция. О бл асть оп­
редел ен и я ф ун к ци и . С в ой ств а  ф ункций. Г раф ик ф ункции  
Постоянные величины. В е л и ч и н а  н а з ы в а е т с я  п о с т о я н н о й ,  е с л и  о н а  в с е ­

г д а  и л и  т о л ь к о  в  у с л о в и я х  д а н н о й  з а д а ч и  с о х р а н я е т  о д н о  и  т о  ж е  ч и с л о ­

в о е  з н а ч е н и е .

П а р а м е т р о м  н а з ы в а е т с я  т а к а я  п о с т о я н н а я  в е л и ч и н а ,  к о т о р а я  л и ш ь  в  

у с л о в и я х  д а н н о й  з а д а ч и  ( д а н н о г о  и с с л е д о в а н и я )  с о х р а н я е т  п о с т о я н н о е ,  
в п о л н е  о п р е д е л е н н о е  ч и с л о в о е  з н а ч е н и е ,  н о  с  и з м е н е н и е м  у с л о в и й  з а д а ч и  

п р и н и м а е т  у ж е  д р у г о е ,  х о т я  о п р е д е л е н н о е  ч и с л о в о е  з н а ч е н и е .

П е р е м е н н ы е  в е л и ч и н ы . В е л и ч и н а  н а з ы в а е т с я  п е р е м е н н о й ,  е с л и  о н а  в  у с ­

л о в и я х  д а н н о й  з а д а ч и  п р и н и м а е т  р а з л и ч н ы е  ч и с л о в ы е  з н а ч е н и я .  
Н е за в и с и м ы е  п е р е м е н н ы е . Д в е  п е р е м е н н ы е  в е т ч и н ы  н а з ы в а ю т с я  н е з а ­
в и с и м ы м и ,  е с л и  з н а ч е н и я ,  п р и н и м а е м ы е  о д н о й  и з  н и х ,  н е  з а в и с я т  о т  з н а ­

ч е н и й ,  п р и н и м а е м ы х  д р у г о й .

Н априм ер, в ф орм ул е для оп р еделен и я  объ ем а  ци лин дра V =  жЯ2Н  
величины  R  и Я  -  незави си м ы е перем енн ы е, так как значения, приним ае­
м ы е вы сотой Н  цилиндра, не зависят о т  значений R,  которы е принимает  
р ад и ус цилиндра.

Р ассм отрим  м н ож еств о  X  вещ ественны х чисел х  и м н ож еств о  Y  эл е­
м ентов у .

О п р е д е л е н и е . Если к аж дом у эл ем ен ту  х е Х  по некотор ом у зак ону п о ­
ставлено в соотв етств и е о п р ед ел ен н о е  в ещ ественное числ о у  е  У , т о  гово­
рят, ч то н а  м н о ж е с т в е  X  з а д а н а  ф у н к ц и я  и пиш ут  

_______________________________У  =  / О )  или у  — Я х ) ,  *  е  X .______________________________

В в ед ен н у ю  таким о б р а зо м  ф унк цию  назы ваю т ч и с л о в о й .

В этом  случае м н о ж еств о  X  назы вается о б л а с т ь ю  о п р е д е л е н и я  ф унк­
ции; сим вол х  его  о б щ его  эл ем ен та  -  а р г у м е н т о м  ф у н к ц и и  или н е з а в и ­
с и м о й  п е р е м е н н о й .

Ч а с т н о е  зн а ч е н и е  ф у н к ц и и . С оответствую щ и й  конкретном у зн ачени ю  
х 0 е Х  а р г у м ен т а х  эл ем ен т  у 0 е  Y  назы ваю т частны м зн ачени ем  ф ункции  

при зн ачени и  аргум ен та х  =  х 0 и обо зн а ч а ю т  ч е р е з  f ( x 0 )  или у ( х 0 ) .

П ри изм ен ен и и  аргум ен та значения у  = / ( х ) е У ,  в ообщ е говоря, м е­

няю тся в зави си м ости  о т  зн ачени й  х .  П о  это й  причине величину у  =  / ( х )  
ч асто назы ваю т з а в и с и м о й  п е р е м е н н о й .
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Определение частны х значений ф ункции. Д л я  т о г о  ч т о б ы  н а й т и  ч а с т ­

н о е  з н а ч е н и е  ф у н к ц и и  п о  з а д а н н о м у  ч а с т н о м у  з н а ч е н и ю  а р г у м е н т а ,  н а д о  в  
а н а л и т и ч е с к о е  в ы р а ж е н и е  ф у н к ц и и  п о д с т а в и т ь  в м е с т о  а р г у м е н т а  е г о  ч а ­
с т н о е  з н а ч е н и е .

Примеры реш ения задач 
П ример 3.1. Д а н а  ц е л а я  р а ц и о н а л ь н а я  ф у н к ц и я  Д х )  =  3 х 2 - 2 х - 1 .  

В ы ч и с л и т ь :  а )  / ( 2 ) ;  б )  / ( - 2 ) ;  в )  / ( 0 ) ;  г )  Д а  +  2 ) ;  д) Д - х ) .

▲ П р и  в ы ч и с л е н и и  б у д е м  и с п о л ь з о в а т ь  с х е м у  Г о р н е р а ,  д л я  э т о г о  п р е д ­

с т а в и м  д а н н у ю  ф у н к ц и ю  в  в и д е  / ( х )  =  х ( 3 х  -  2)  - 1.

а )  / ( 2 )  =  2 ( 3 -  2 - 2 ) - 1  =  2 ( 6 - 2 ) - 1  =  2 -  4  — 1 =  8 — 1 =  7 .

б )  / ( - 2 )  =  —2 ( 3 - ( —2 )  — 2 ) — 1 =  —2 ( —6  — 2 )  — 1 =  —2 •  ( —8 )  — 1 =  1 6 - 1  =  1 5 .

в )  / ( 0 )  =  0  ( 3 - 0 - 2 ) - 1  =  - 1 .

r ) / ( o  +  2 )  =  ( a  +  2 ) ( 3 ( a  +  2 ) - 2 ) - l = ( a  +  2 ) ( 3 o  +  6 - 2 ) - l  =

=  ( а  +  2 ) ( 3 а  +  4 )  - 1 =  За2 + 10<я +  8 - 1 =  З а 2 + 10 а  +  7 .

д )  / ( - х )  =  - х ( 3 ( - х ) - 2 ) - 1  =  - x ( - 3 x - 2 ) - 1  =  3 х 2 +  2 х - 1 .  f

4 х 2 — 7 х  + 2
П ример 3.2. Д а н а  д р о б н а я  р а ц и о н а л ь н а я  ф у н к ц и я  / ( х )  =  — — г-----------

Зх2 +5

В ы ч и с л и т ь :  а )  / ( 2 ) ;  б )  / ( 0 ) ;  в )  Д а ) ; г )  / |  - ^

▲ П р е д с т а в и м  д а н н у ю  ф у н к ц и ю  в  в и д е  f i x )  -
Зх +5

2 ( 4  ■ 2  -  7 )  +  2  2  +  2  4  .
а ) / ( 2) :

3 - 2 + 5  1 2  +  5  1 7 '

п г \ \  0  - ( 4  - 0  — 7 )  +  2  2  4 а 2 — 1 а  +  2

б) / ( 0 ) = ...^ Т Г 5  ~ в 1 ; в) т =

1 ( 4 . 1  7)  + 2 ’ 4 ~ l a i  + 2
г )  д  1 )  Л  а 2 )  . а 2 .........а 2......  _ 4 - 7 а 2 + 2 а 4 ,

а 2 )  (  1 V  3  3  +  5 а 4

V J +5
5х I

П р и м ер  3 .3 .  Д а н а  д р о б н о - л и н е й н а я  ф у н к ц и я  / ( х )  = ------------. Н а й т и :
2 - х

а )  / ( З х ) ;  б )  Д х 3) ;  в )  3 / ( х ) ;  г )  ( Д х ))3
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▲  а )  Ч т о б ы  н а й т и  f ( 3 x )  с л е д у е т  в  в ы р а ж е н и и  д л я  ф у н к ц и и  f ( x )  з а м е ­

н и т ь  х  н а  Ъх .  П о л у ч а е м

б )  З а м е н я я  в  в ы р а ж е н и и  д л я  ф у н к ц и и  f ( x )  а р г у м е н т *  н а л : 3 , п о л у ч и м

в )  С л е д у е т  о т л и ч а т ь  / ( Ъ х )  о т  3  f ( x ) ,  / ( х 3 )  о т  ( / ( х ) ) 3 .

П р и м е р  3 . 4 .  Н а й т и  к о р н и  и  х 2 ф у н к ц и и  f { x )  =  х 2 + 1  Ол: +  9  и  в ы ­

ч и с л и т ь  е е  ч а с т н ы е  з н а ч е н и я  п р и  з н а ч е н и и  х ,  р а в н о м  с р е д н е м у  а р и ф м е т и ­

ч е с к о м у  и  с р е д н е м у  г е о м е т р и ч е с к о м у  э т и х  к о р н е й .

К о р н я м и  ф у н к ц и и  н а з ы в а ю т с я  з н а ч е н и я  а р г у м е н т а ,  к о т о р ы е  о б ­
р а щ а ю т  е е  в  н у л ь .

А  О п р е д е л и м  к о р н и  ф у н к ц и и  / ( х ) ,  п р и р а в н я в  е е  н у л ю :

а  с р е д н е е  г е о м е т р и ч е с к о е  -  к в а д р а т н о м у  к о р н ю  и з  и х  п р о и з в е д е н и я

f ( 3 x )  =
5  ■ Ъ х  + 1  _  1 5 х  + 1  

2  -  Ъ х  2 - Ъ х

5 х  +  1 _  1 5 х  +  3  

2 ~ х  2 - х

х 2 + 1 0 *  +  9  =  0  <=> ( х ] -  - 9 )  v  ( х 2 =  - 1 ) .  

С р е д н е е  а р и ф м е т и ч е с к о е  к о р н е й  х , и  х 2 р а в н о  и х  п о л у с у м м е

V ^  =  V H ) H )  =  V 9 = 3 .

И с к о м ы е  ч а с т н ы е  з н а ч е н и я  ф у н к ц и и  f ( x )  б у д у т :

/ ( - 5 )  =  - 5 ( - 5  +  1 0 )  +  9  =  - 1 6 ;  / ( 3 ) = 3 ( 3  +  1 0 )  +  9  =  4 8 .  Г
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Задачи и упраж нения для самостоятельной работы  
У к а з а т ь ,  к а к и е  и з  в е л и ч и н ,  в х о д я щ и х  в  ф о р м у л ы ,  я в л я ю т с я  п е р е м е н ­

н ы м и ,  п о с т о я н н ы м и ,  п а р а м е т р а м и .

1. П е р и о д  м а л ы х  к о л е б а н и й  Т  м а т е м а т и ч е с к о г о  м а я т н и к а  в ы ч и с л я е т с я  п о

ф о р м у л е  Т  =  , г д е  е -  д л и н а  м а я т н и к а ,  g  -  у с к о р е н и е  с и л ы  т я ж е с т и .

О т в е т '.  2  и  к  -  п о с т о я н н ы е ;  g  -  п а р а м е т р  ( з н а ч е н и е  э т о й  в е л и ч и н ы  

п о с т о я н н о  т о л ь к о  в  д а н н о й  т о ч к е  з е м н о й  п о в е р х н о с т и ,  н о  и з м е н я е т с я  

п р и  п е р е х о д е  о т  о д н о й  т о ч к и  з е м н о й  п о в е р х н о с т и  к  д р у г о й ) ;  (  и  Т  — 

в е л и ч и н ы  п е р е м е н н ы е .

2 .  С о г л а с н о  з а к о н у  Б о й л я - М а р и о т т а ,  в  и з о м е т р и ч е с к о м  п р о ц е с с е  p V  =  С ,  

г д е  р  -  д а в л е н и е  г а з а ,  а  К -  з а н и м а е м ы й  г а з о м  о б ъ е м .

O m e e m \  В е л и ч и н ы  р  и  V  -  п е р е м е н н ы е ;  в е л и ч и н а  С  -  п а р а м е т р  ( т а к  

к а к  о н а  с о х р а н я е т  п о с т о я н н о е  з н а ч е н и е  т о л ь к о  д л я  д а н н о г о  г а з а  и  д л я  

д а н н о й  т е м п е р а т у р ы ) .

3 .  О б ъ е м  у с е ч е н н о г о  к о н у с а  в ы ч и с л я е т с я  п о  ф о р м у л е

V  = \ kH { r 2 + R r  + r 2 ).

О т в е т '.  В е л и ч и н ы  ж и  3  -  п о с т о я н н ы е ;  V , Н ,  R  и г  -  п е р е м е н н ы е  в е ­

л и ч и н ы .

4 .  Д а н а  ц е л а я  р а ц и о н а л ь н а я  ф у н к ц и я  / ( х )  =  2 х 3 -  х 2 +  х  - 1 .  В ы ч и с л и т ь :

а )  Д - 1) ;  б )  / ( 2) ;  в )  / ( * ) ;  г )  / [ j j ;  д)

с  . 1 . а 3 - а 2 + 2 а - 4  а 3 - Т а 2 +  З д - 5
О т в е т - ,  а )  - 5 ;  б )  1 3 ; в )  г ) ---------------------------- ; д ) --------- --------— --------- .

2 4  ( а  + 1 )

5 .  Д а н а  ф у н к ц и я  f ( x )  =  5 В ы ч и с л и т ь :

а )  Л 0 ; б )  / ( 2) ;  в )  Л - 2) ; г ) / ^ .

О т в е т :  а )  1 ; б )  4 - ;  в )  ; г )  5* “ ' .

6. Д а н а  ф у н к ц и я  f ( x )  =  — — В ы ч и с л и т ь :  а )  / |  — |  и  б )  — -— .
5 - х  +  х  \ x j  f { x )
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О т вет : а)
5 х ~ - х + 1  1 - х "

7 .  f ( x )  =  lg  s i n  х .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  f ( a ' )  +  f  ( b )  =  l g ( s i n  a  ■ s i n  b ) .

C O S  X
8. Д о к а з а т ь ,  ч т о  е с л и  f ( x )  = ---------, т о  / ( - x )  =  - / ( x ) .

9. f ( a )  = t g  a . Д о к а з а т ь ,  ч т о  / (2a)  = ^  ̂
! - / ( « )

1 0 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  е с л и  / ( x )  =
s i n x

, т о  / ( - x )  =  / ( x ) .
x

М н о ж е с т в о  з н а ч е н и й  ф у н к ц и и .  М н о ж е с т в о

f ( X ) <=>{у е Y : 3 х((хе 1 ) л ( } |  = Д х»)}

в с е х  з н а ч е н и й  ф у н к ц и и ,  к о т о р ы е  о н а  п р и н и м а е т  н а  э л е м е н т а х  м н о ж е с т в а  

X ,  б у д е м  н а з ы в а т ь  м н о ж е с т в о м  з н а ч е н и й  и л и  о б л а с т ь ю  з н а ч е н и й  
ф у н к ц и и .

З а м е ч а н и е .  В  з а в и с и м о с т и  о т  п р и р о д ы  м н о ж е с т в  X ,  Y  т е р м и н  « ф у н к ­

ц и я »  в  р а з л и ч н ы х  о т д е л а х  м а т е м а т и к и  и м е е т  р я д  п о л е з н ы х  с и н о н и ­

м о в :  о т о б р а ж е н и е ,  п р е о б р а з о в а н и е ,  м о р ф и з м ,  о п е р а т о р ,  ф у н к ц и о ­
н а л .  О т о б р а ж е н и е  -  н а и б о л е е  р а с п р о с т р а н е н н ы й  и з  н и х ,  и  м ы  е г о  т о ­

ж е  ч а с т о  б у д е м  у п о т р е б л я т ь .

Д в е  ф у н к ц и и  f ,  / 2 с ч и т а ю т с я  с о в п а д а ю щ и м и  и л и  р а в н ы м и ,  е с л и  

о н и  и м е ю т  о д н у  и  т у  ж е  о б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  X  и  н а  л ю б о м  э л е м е н т е  

х е Х  з н а ч е н и я  f t ( x ) ,  / 2( х )  э т и х  ф у н к ц и й  с о в п а д а ю т .  В  э т о м  с л у ч а е  п и ­

ш у т  А  = / 2 -

З а д а н и е  ф у н к ц и и .  Ф у н к ц и я  у  =  f ( x )  с ч и т а е т с я  з а д а н н о й ,  е с л и :

1 )  У к а з а н а  с о в о к у п н о с т ь  в с е х  р а с с м а т р и в а е м ы х  з н а ч е н и й  а р г у м е н т а х .

2 )  У к а з а н  з а к о н ,  к о т о р ы й  п о з в о л я е т  п о  з а д а н н о м у  з н а ч е н и ю  а р г у м е н т а х  

н а х о д и т ь  с о о т в е т с т в у ю щ е е  е м у  з н а ч е н и е  ф у н к ц и и  .у.

И т а к ,  з а д а н и е  ф у н к ц и и  ( о т о б р а ж е н и я )  п р е д п о л а г а е т  у к а з а н и е  т р о й к и

X  -  о т о б р а ж а е м о е  м н о ж е с т в о  и л и  о б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и ;

Y  -  м н о ж е с т в о ,  в  к о т о р о е  и д е т  о т о б р а ж е н и е ,  и л и  о б л а с т ь  п р и б ы т и я  
ф у н к ц и и .

( X , f , Y ) ,  г д е
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/ -  З а к о н ,  п о  к о т о р о м у  к а ж д о м у  э л е м е н т у  х е Х  с о п о с т а в л я е т с я  о п р е ­

д е л е н н ы й  э л е м е н т у  е  Y .

В  о п р е д е л е н и и  ф у н к ц и и  н и ч е г о  н е  с к а з а н о  о  т о м ,  к а к  у с т а н а в л и в а е т с я  

с о о т в е т с т в и е  м е ж д у  ч и с л а м и  х е Х  и  y & Y . B  з а в и с и м о с т и  о т  т о г о ,  к а к  

з а д а н о  э т о  с о о т в е т с т в и е ,  п р и м е н я ю т  р а з л и ч н ы е  с п о с о б ы  з а д а н и я  ф у н к ц и и :

>  а н а л и т и ч е с к и й  с п о с о б  ( с  п о м о щ ь ю  ф о р м у л ы ) ,
>  г р а ф и ч е с к и й  с п о с о б ,

>  т а б л и ч н ы й  с п о с о б .

Ф у н к ц и я ,  з а д а н н а я  р а з н ы м и  ф о р м у л а м и  д л я  р а з л и ч н ы х  з н а ч е н и й  а р ­

г у м е н т а ,  н а з ы в а е т с я  к у с о ч н о - а н а л и т и ч е с к о й .

\ 2 х ,  е с л и  х  >  О,
Н а п р и м е р ,  у  ~  < -  к у с о ч н о - а н а л и т и ч е с к о е  з а д а н и е

[  0,  е с л и  х  <  0.

ф у н к ц и и  ( э т а  ф у н к ц и я  м о ж е т  б ы т ь  и  о д н о й  ф о р м у л о й  у  =  х  +  |х |) .

1 п р и  х  >  0,

Ф у н к ц и я  з н а к а  ч и с л а х ,  у  -  s ig n  х ,  з а д а е т с я  т а к :  у  -  0  п р и  х  =  0 ,  Е е

-1  п р и  х < 0.

г р а ф и к  и з о б р а ж е н  н а  р и с .  3 .1 .

f1

1 ,—0-1-?■ 
Р и с .  3 .1

Е с л и  з а д а н о  у р а в н е н и е  F ( x ;  у )  -  0 ,  с в я з ы в а ю щ е е  ф у н к ц и ю  у  и  а р г у ­

м е н т  х ,  т о  г о в о р я т ,  т о  ф у н к ц и я ^  з а д а н а  н е я в н о .

Н а п р и м е р ,  у р а в н е н и е  х  -  ( х 2 + 1  ) у  =  3 я в л я е т с я  н е я в н ы м  з а д а н и е м  

ф у н к ц и и  у .

х - 3
Е с л и  р а з р е ш и т ь  э т о  у р а в н е н и е  о т н о с и т е л ь н о  у ,  т о  п о л у ч и м  у  =

х2 +1
-  я в н о е  а н а л и т и ч е с к о е  з а д а н и е  ф у н к ц и и  у .

З а м е ч а н и е .  О б ы ч н о  в ы р а ж е н и е  у  ч е р е з  х  п р и  н е я в н о м  з а д а н и и  ф у н к ­

ц и и  н е  т а к  п р о с т о ,  к а к  в  п р и в е д е н н о м  п р и м е р е .  Н о  п р и  р е ш е н и и  м н о ­

г и х  з а д а ч  и  н е  т р е б у е т с я  в ы р а ж а т ь  ф у н к ц и ю  я в н о .

О б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и  -  с о в о к у п н о с т ь  в с е х  з н а ч е н и й  а р г у м е н т а ,  

п р и  к о т о р ы х  ф у н к ц и я  п р и н и м а е т  в е щ е с т в е н н ы е  и  к о н е ч н ы е  з н а ч е н и я .  Д л я  

о т ы с к а н и я  о б л а с т и  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и  н а д о  з н а т ь  у с л о в и я  с у щ е с т в о в а ­
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н и я  ф у н к ц и й  р а з л и ч н о г о  в и д а ,  у м е т ь  р е ш а т ь  н е р а в е н с т в а  и  с и с т е м ы  н е р а ­

в е н с т в .

П р и  н а х о ж д е н и и  о б л а с т и  о п р е д е л е н и я  э л е м е н т а р н о й  ф у н к ц и и ,  з а д а н ­

н о й  ф о р м у л о й  у  =  f ( x ) ,  н у ж н о  о б р а щ а т ь  в н и м а н и е  н а  с л е д у ю щ и е  э л е ­

м е н т ы  ф о р м у л ы :

1)  н а  з н а м е н а т е л и  д р о б н ы х  в ы р а ж е н и й  -  ф у н к ц и я  б у д е т  о п р е д е л е н а  

т о л ь к о  д л я  т е х  з н а ч е н и й  х ,  п р и  к о т о р ы х  з н а м е н а т е л и  о т л и ч н ы  о т  н у л я ;

2)  н а  р а д и к а л ы  ч е т н о й  с т е п е н и  -  ф у н к ц и я  н е  б у д е т  о п р е д е л е н а  т о л ь к о  

д л я  т е х  з н а ч е н и й  х ,  п р и  к о т о р ы х  и х  п о д к о р е н н ы е  в ы р а ж е н и я  б у д у т  н е о т ­

р и ц а т е л ь н ы ;

3 )  н а  т р а н с ц е н д е н т н ы е  ф у н к ц и и  I o g a х ,  t g x ,  c t g x ,  a r c s i n x ,  a r c c o s x ,  к о ­

т о р ы е  о п р е д е л е н ы  н е  в с ю д у .

Т а б л и ц а  у с л о в и й  с у щ е с т в о в а н и я  р а з л и ч н ы х  ф у н к ц и й

№
В и д

ф у н к ц и и

С у щ е с т в е н н ы й  п р и з н а к  

д л я  о б л а с т и  о п р е д е л е н и я

У с л о в и я

с у щ е с т в о в а н и я

ф у н к ц и и

1 У  =  Р „ ( х ) м н о г о ч л е н
с у щ е с т в у е т  

п р и  л ю б ы х  х

2 y  =  fV>
g ( x )

е с т ь  з н а м е н а т е л ь g ( x ) *  0

3 Ч
: II S
i к о р е н ь  ч е т н о й  с т е п е н и  в  

ч и с л и т е л е
g ( x )> 0

4
/ ( х )  

у  -  ■ > / к о р е н ь  ч е т н о й  с т е п е н и  в  

з н а м е н а т е л е
g ( x )  >  0

5 у  =  l o g a g ( x ) л о г а р и ф м g ( x )  >  0
6 у  =  arcsin х а р к с и н у с  ( а р к к о с и н у с ) ~  1 ^  g ( x )  ^  1

П римеры реш ения задач  
П р и м е р  3 .5 .  Н а й т и  о б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и й :

у  =  l g ( x  +  3 ) ,  у  =  л / 5 - 2 * ,  у  =

Р е ш е н и е  п р и в е д е н о  в  с л е д у ю щ е й  т а б л и ц е .

х -1
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Ф у н к ц и я У с л о в и я  с у щ е с т в о в а н и я X
y  =  l g ( *  +  3 ) х  +  3 > 0 о х > - 3 - 3  <  х  <  оо

у  =  V 5  -  2х 5 - 2 х > 0 < = > х < | - с о < х < - |

1
* =  х 2-1

х 2 - 1 Ф 0 <=> ( х  ф  - 1)  v  ( х  Ф 1)

— 0 0  <  X  <  “ 1
-1  < х <1 

1 < Х < 0 0

П р и м е р  3 .6 .  Н а й т и  о б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и й :

а )  y  =  - ^ J  : =■; б )  - j — ', в )  у  =  a r c s i n ( x - 2) .
V x 2 - 4 x  х  + 1

А  а )  Ф у н к ц и я  у  =  , ■■■! ■ с у щ е с т в у е т ,  е с л и  х 2 -  А х  >  0  <=> х ( х  -  4 )  >  0 .  
л /х 2 - А х

Р е ш и м  э т о  н е р а в е н с т в о  м е т о д о м  и н т е р в а л о в .

1 ) О т л о ж и м  н а  о с и  О х  н у л и  ф у н к ц и и  / ( х )  =  х ( х  -  4 ) ;  х , =  0 ,  х 2 =  4 .

2 )  О п р е д е л и м  з н а к  / ( х )  в  п р о и з в о л ь н о й  т о ч к е :  / ( 5 )  =  5 (5  -  4 )  =  5  >  0 .

3 )  О т м е т и м  ч е р е д о в а н и е  з н а к о в ;

+ У  _______  / +
О -------  -  — ^4 5

Р и с .  3 .2 .

П о  р и с у н к у  з а п и с ы в а е м  о б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и :

-  оо <  х  <  О, 4  <  х  <  д а .

З а м е ч а н и е .  Д а л ь ш е  в с е  о п е р а ц и и  м е т о д а  и н т е р в а л о в ,  к р о м е  р и ­

с у н к а ,  с л е д у е т  в ы п о л н я т ь  в  у м е .

б )  Ф у н к ц и я  у  =  — — г- с у щ е с т в у е т  п р и  л ю б ы х  з н а ч е н и я х  х ,  т а к  к а к
1+ х

з н а м е н а т е л ь  н и г д е  в  н у л ь  н е  о б р а щ а е т с я  ( - д а  <  х  < оо) .

в )  Ф у н к ц и я  у  =  a r c s i n ( x  -  2 )  с у щ е с т в у е т ,  е с л и  - 1  <  х  -  2  <  1 . О б л а с т ь  

о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и  - 1 <  х  <  3 .  '?

У к а з а н и е .  Е с л и  т р е б у е т с я  н а й т и  о б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  а л г е б р а и ч е с к о й  

с у м м ы  н е с к о л ь к и х  ф у н к ц и й ,  т о  н а д о  п о с т у п и т ь  т а к :
1 )  О п р е д е л и т ь  о б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  к а ж д о й  и з  с л а г а е м ы х  ф у н к ц и й .
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2 )  О п р е д е л и т ь  ч а с т ь ,  о б щ у ю  д л я  в с е х  н а й д е н н ы х  о б л а с т е й .  Э т а  о б щ а я  
ч а с т ь  и  б у д е т  и с к о м о й . ___________________________________________________________  '

Э т о  у к а з а н и е  р а с п р о с т р а н я е т с я  т а к ж е  н а  п р о и з в е д е н и е  н е с к о л ь к и х  

ф у н к ц и й  и  н а  ч а с т н о е  д в у х  ф у н к ц и й ,  п р и ч е м  п р и  о п р е д е л е н и и  о б л а с т и  

о п р е д е л е н и я  ч а с т н о г о  д в у х  ф у н к ц и й  д о л ж н ы  б ы т ь  и с к л ю ч е н ы  т о ч к и ,  в  

к о т о р ы х  з н а м е н а т е л ь  д р о б и  о б р а щ а е т с я  в  н у л ь .

П р и м е р  3 . 7 .  Н а й т и  о б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и

1 3 - 2 *
у  =  :— =  +  a r c c o s -------------- .

Ь х - 4  5

А  1 )  Н а й д е м  о б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и

■/i( * )  =  - / ,  "  „ > З х - 4 > 0 < = > х > | .  
ы З х  -  4  3

Ъ - 2 х
2 )  Н а й д е м  о б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и  / 2( х )  =  a r c c o s — - — . 

Ф у н к ц и я  / 2( х )  с у щ е с т в у е т ,  е с л и

- I < ^ ^ < l < = > - 5 < 3 - 2 x < 5 < = > - 5 - 3 < 3 - 2 x - 3 < 5 - 3 < = >
5

— 8 <  ~ 2 х  <  2 | : ( —2 )  <=><=> 4  >  х  >  - 1  <=> - 1  <  х  < 4 .

fjC > “
3 )  Р е ш и м  с о в м е с т н о  с и с т е м у  < 3 -  э т о ,  и  б у д е т  и с к о м о й  о б -

[ - 1 < х < 4

л а с т ь ю  о п р е д е л е н и я .  С и с т е м у  л у ч ш е  в с е г о  р е ш а т ь  г р а ф и ч е с к и .  Н а  ч и с л о ­

в о й  о с и  О х  с и м в о л и ч е с к и  и з о б р а з и м  о б л а с т и ,  в  к о т о р ы х  у д о в л е т в о р я ю т с я  

в с е  н е р а в е н с т в а  с и с т е м ы

Р и с .  3 .3 .

О б л а с т ь ,  в  к о т о р о й  о д н о в р е м е н н о  у д о в л е т в о р я ю т с я  в с е  н е р а в е н с т в а  
f  < j c < 4 .  ’f
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Задачи и упраж нения для самостоятельной работы  
Н а й т и  о б л а с т и  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и й :

№ / ( * ) О т в е т

1 х - 2

2 х - \
( - ° ° ;  2) U ( i ; < » )

2 1п (1 +  х )  

х - \
( —1; 1)  U  ( 1; » )

3 ^ l - 2 j c + 3 a r c s i r i “ — -  
2 И ; * ]

4 л / 4 - j c 2 +  —
X

[ - 2; 0) U ( 0; 2]

5 I g ( 3 x - ! )  +  2 1 g ( x  +  l ) ( i ; 00)

6
1

х е х
( - о о ;  0)  U  ( 0; оо)

7 J — --------ч/ s i n  jc
V 2 -JC

[ 0; 2)

8
2 х 2 + 3  

x - ^ l x 2 - 4
( - » ; - 2) U ( 2;o o )

Н а й т и  о б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и й  и  и з о б р а з и т ь  и х  н а  ч и с л о в о й  о с и :

№ / W О т в е т

9 л / 1 6 - х 2 + V 2 jc +  3 И ;  4 ]

10
4 х - 7  

х 2 -  5 х  +  6
( - ° ° ;  2)  U  ( 2; 3 )  U  (3 ;  оо)

11
1

л /1 6 - J C 2
( - 4 ;  4 )

12 s i n 2 х ( - о о ;  оо)

Ч е т н ы е  и  н е ч е т н ы е  ф у н к ц и и .  Ф у н к ц и я ,  о п р е д е л е н н а я  в  с и м м е т р и ч н о й  

о т н о с и т е л ь н о  н а ч а л а  к о о р д и н а т  о б л а с т и  - а < х < а ) ,  н а з ы в а е т с я  ч е т н о й ,  

е с л и  д л я  л ю б о г о  з н а ч е н и я  х  и з  о б л а с т и  о п р е д е л е н и я  в ы п о л н я е т с я  р а в е н с т ­

в о  / ( * )  =  / ( - * ) .

Ф у н к ц и я ,  о п р е д е л е н н а я  в  с и м м е т р и ч н о й  о т н о с и т е л ь н о  н а ч а л а  к о о р ­

д и н а т  о б л а с т и  ( - а  < х < а ) ,  н а з ы в а е т с я  н е ч е т н о й ,  е с л и  д л я  л ю б о г о  з н а ч е ­

н и я  х  и з  о б л а с т и  о п р е д е л е н и я  в ы п о л н я е т с я  р а в е н с т в о  / ( х )  =  - / ( - х ) .
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Ф у н к ц и и ,  н и  ч е т н ы е  и  н и  н е ч е т н ы е ,  н а з ы в а ю т с я  ф у н к ц и я м и  о б щ е г о  

в и д а .

С в о й с т в а  ч е т н ы х  и  н е ч е т н ы х  ф у н к ц и й :
1 . О б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  ч е т н о й  и  н е ч е т н о й  ф у н к ц и й  с и м м е т р и ч н а  о т н о с и ­

т е л ь н о  н а ч а л а  к о о р д и н а т .

2 .  Г р а ф и к  ч е т н о й  ф у н к ц и и  с и м м е т р и ч е н  о т н о с и т е л ь н о  о с и  о р д и н а т .

3 .  Г р а ф и к  н е ч е т н о й  ф у н к ц и и  с и м м е т р и ч е н  о т н о с и т е л ь н о  н а ч а л а  к о о р д и ­
н а т .

4 .  С у м м а ,  р а з н о с т ь ,  п р о и з в е д е н и е  и  ч а с т н о е  д в у х  ч е т н ы х  ф у н к ц и й  с  о д н о й  

и  т о й  ж е  о б л а с т ь ю  о п р е д е л е н и я  ( з н а м е н а т е л ь  д р о б и  п р и  э т о м  д о л ж е н  б ы т ь  

о т л и ч е н  о т  н у л я )  т а к ж е  я в л я ю т с я  ч е т н ы м и  ф у н к ц и я м и .

5 .  С у м м а  и  р а з н о с т ь  д в у х  н е ч е т н ы х  ф у н к ц и й  ( с  о д н о й  о б л а с т ь ю  о п р е д е л е ­

н и я )  е с т ь  н е ч е т н ы е  ф у н к ц и и .

6. П р о и з в е д е н и е  и  ч а с т н о е  д в у х  н е ч е т н ы х  ф у н к ц и й  я в л я ю т с я  ч е т н ы м и  

ф у н к ц и я м и .

7 .  П р о и з в е д е н и е  и  ч а с т н о е  ч е т н о й  и  н е ч е т н о й  ф у н к ц и и  е с т ь  н е ч е т н ы е  
ф у н к ц и и .

П р и  п о с т р о е н и и  г р а ф и к о в  ч е т н ы х  и  н е ч е т н ы х  ф у н к ц и й  д о с т а т о ч н о  

п о с т р о и т ь  т о л ь к о  т у  ч а с т ь  г р а ф и к а ,  к о т о р а я  л е ж и т  в  п р а в о й  п о л у п л о с к о ­

с т и  ( п р и л : > 0) ,  а  з а т е м  о т о б р а з и т ь  е е  с и м м е т р и ч н о  о т н о с и т е л ь н о  о с и  о р ­

д и н а т  ( д л я  ч е т н о й  ф у н к ц и и )  и л и  о т н о с и т е л ь н о  н а ч а л а  к о о р д и н а т  ( д л я  н е ­

ч е т н о й  ф у н к ц и и ) .

П е р и о д и ч е с к и е  ф у н к ц и и .  Ф у н к ц и я  f { x )  н а з ы в а е т с я  п е р и о д и ч е с к о й ,  е с ­

л и  с у щ е с т в у е т  т а к о е  ч и с л о  Т  >  0  ( н е  з а в и с я щ е е  о т х ) ,  ч т о :

1)  х  +  Т  и  х - Т  т а к ж е  в х о д я т  в  о б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и  / ( х ) ;

2)  д л я  в с е х  х  и з  о б л а с т и  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и  в ы п о л н я е т с я  р а в е н с т в о  

/ ( *  + Г) = /(* ) ;
3 )  с р е д и  в с е х  т а к и х  Т  е с т ь  н а и м е н ь ш е е .

Э т о  н а и м е н ь ш е е  ч и с л о  Т  н а з ы в а е т с я  п е р и о д о м  ф у н к ц и и .

С в о й с т в а  п е р и о д и ч е с к и х  ф у н к ц и й :
1. О б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  п е р и о д и ч е с к о й  ф у н к ц и и  с и м м е т р и ч н а  о т н о с и т е л ь н о  
н а ч а л а  к о о р д и н а т .

2 .  Д л я  п е р и о д и ч е с к о й  ф у н к ц и и  у  =  f ( x )  с п р а в е д л и в о  р а в е н с т в о

f { x  +  k T )  =  f ( x ) ,

г д е  Т -  п е р и о д  ф у н к ц и и ;  ч и с л о  k e Z ;  в  ч а с т н о с т и ,  f ( x - T )  =  f ( x ) .

3 .  Е с л и  ф у н к ц и я  у  =  f ( x )  п е р и о д и ч е с к а я  с  п е р и о д о м  Т ,  т о  ф у н к ц и я  

у  =  / { а х )  т а к ж е  п е р и о д и ч е с к а я  с  п е р и о д о м  ^  ( п р и  а Ф О ) .
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4 .  Е с л и  ф у н к ц и я  у  =  f ( x )  п е р и о д и ч е с к а я  с  п е р и о д о м  Т,  т о  ф у н к ц и я  

у  — f  ( х  +  а )  т а к ж е  п е р и о д и ч е с к а я  с  п е р и о д о м  Т.

П р и  п о с т р о е н и и  г р а ф и к а  п е р и о д и ч е с к о й  ф у н к ц и и  д о с т а т о ч н о  п о с т р о ­

и т ь  ч а с т ь  г р а ф и к а  н а  и н т е р в а л е ,  р а в н о м  о д н о м у  п е р и о д у ,  а  з а т е м  п р о д о л ­

ж и т ь  е г о  н а  в с ю  о б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и .

Примеры реш ения задач
П р и м е р  3 .8 .  О п р е д е л и т ь ,  к а к а я  и з  д а н н ы х  ф у н к ц и й  ч е т н а я  и л и  н е ч е т ­

н а я :  а )  у  =  х 2 ■ У х  + 2 s i n x ;  б )  у  = 2 х + 2 ~ х ; в )  у  =  [ х | - 5 е * ' ; г )  у  =  х 2 +  5 х .

А  а ) Т . к . / ( x )  =  x 2 - V x  +  2 s i n x , T o

/ ( —х )  =  ( - х )2 - V - х  + 2 s i n ( - x )  =  - х 2 • V x  - 2s i n x ,  

т .е .  f ( - x )  =  / ( х ) .  С л е д о в а т е л ь н о ,  ф у н к ц и я  н е ч е т н а я .

б )  И м е е м  / ( х )  =  2 х +  2 ' х ,

/ ( - * )  =  2~* + 2 - ' ~ х) = 2 ~ х +  2 х ,

т . е .  / ( - х )  =  / ( х ) .  С л е д о в а т е л ь н о ,  ф у н к ц и я  ч е т н а я .

в )  З д е с ь  / ( х )  =  | х | - 5 е * ‘ ,

/ ( - x )  =  | - x | - 5 e <_j:) =  |зс| — 5  е^  ,

т . е .  / ( - х )  =  / ( * ) .  С л е д о в а т е л ь н о ,  ф у н к ц и я  ч е т н а я .

г )  З д е с ь  f ( x )  =  x 2 +  5 х ,  / ( - х )  =  ( - х )2 +  5 ( - х )  =  х 2 -  5 х .

Т а к и м  о б р а з о м ,  ф у н к ц и я  н е  я в л я е т с я  ни четной, ни нечетной ( и л и  

функцией общего вида). Т
П р и м е р  3 .9 .  И с с л е д о в а т ь  н а  п е р и о д и ч н о с т ь  с л е д у ю щ и е  ф у н к ц и и :

а )  у  =  х 2 +  х - 1; б )  у  =  2 ; в )  у  =  s m ( | x ) + l ;  г )  j  =  s i n x - c o s x ;

д )  у  =  s i n 2x - 2 t g ( ^ x ) ;  е )  у - c o s 2x ;  ж )  у  =  х - [ х ] .

А  а )  П р е д п о л о ж и м ,  ч т о  д а н н а я  ф у н к ц и я  п е р и о д и ч е с к а я ,  т о г д а  д о л ж н о  

с у щ е с т в о в а т ь  т а к о е  ч и с л о  Т,  ч т о  ( х  +  Т ) 2 +  ( х  +  Т )  - 1  =  х 2 +  х  - 1 .

В ы ч и с л и м  Т,  р а з р е ш а я  э т о  у р а в н е н и е  о т н о с и т е л ь н о  Т:

х 2 +  2 Т х  +  7’2 + х  +  Г - Т = х 2+ х - Т < = > Г 2 +  ( 2 х  +  1 )Г  =  О О  (7J =  0 )  v  (!Г2 =  - 2 х  - 1 )
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Т а к  к а к  н и  о д н о  и з  п о л у ч е н н ы х  з н а ч е н и й  ТХ, Т 2 н е  у д о в л е т в о р я е т  о п р е д е ­

л е н и ю  п е р и о д и ч е с к о й  ф у н к ц и и  ( п е р и о д  н е  д о л ж е н  з а в и с е т ь  о т  х  и  н е  д о л ­

ж е н  р а в н я т ь с я  н у л ю ) ,  т о  ф у н к ц и я  н е  п е р и о д и ч е с к а я .

б )  Р а в е н с т в о  f ( x  +  T )  =  f ( x )  в ы п о л н я е т с я  д л я  в с е х  х  и  д л я  в с е х  Т,  н о  

с р е д и  Т н е т  н а и м е н ь ш е г о  ч и с л а .  Ф у н к ц и я  н е п е р и о д и ч е с к а я .

в )  П р е д п о л о ж и м ,  ч т о  Т  -  п е р и о д  д а н н о й  ф у н к ц и и ,  т о г д а  д л я  в с е х  х  

д о л ж н о  в ы п о л н я т ь с я  р а в е н с т в о  s i n f ( j c + J )  +  l = s i n ( § x ) + l .  И з  п о с л е д н е г о  

р а в е н с т в а  м о ж н о  н а й т и  Т :

П о л у ч е н н о е  з н а ч е н и е  Т  з а в и с и т  о т  х  и ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  п е р и о д о м  ф у н к ц и и  

б ы т ь  н е  м о ж е т .

Е с л и  s i n i ( | x  +  | r - - | x ) = 0 ,  т о  s i n f r  =  0 ,  о т к у д а  =  ( £ e Z )  и

Т  =  ~ л к  н е  з а в и с и т  о т  х  и  п р и н и м а е т  н а и м е н ь ш е е  з н а ч е н и е ,  е с л и  к - 3 ;  

с л е д о в а т е л ь н о ,  д а н н а я  ф у н к ц и я  п е р и о д и ч е с к а я  с  п е р и о д о м  \ к .

г )  В о с п о л ь з у е м с я  т е м  ф а к т о м ,  ч т о  s i n x  +  c o s jc  =  V 2 s i n ( x - f ) .

П е р и о д  ф у н к ц и и  у  =  л /2  s i n ( x  +  f )  т а к о й  ж е ,  к а к  у  ф у н к ц и и  у  =  s in  х  ( х о т я  

б ы  п о т о м у ,  ч т о  г р а ф и к  э т о й  ф у н к ц и и  п о л у ч а е т с я  и з  г р а ф и к а  ф у н к ц и и  

у  =  s i n  х  с д в и г о м  н а  в е л и ч и н у  f  в п р а в о  и  р а с т я ж е н и е м  в  4 2  р а з  в д о л ь  о с и  

О у ) .  С л е д о в а т е л ь н о ,  и  п е р и о д  и с х о д н о й  ф у н к ц и и  р а в е н  2 л .

д )  П у с т ь  Т  -  п е р и о д  ф у н к ц и и .  Т о г д а  д л я  в с е х  х

s i n  2 (  х  +  Т )  -  2  t g  i ( x .+ Т )  =  s i n  2 х  -  2  t g  |  х .

С л е д о в а т е л ь н о ,

s i n ( | x  +  | 7 ’) - s i n ( f x ) = 0 > »  2 s i n i ( | j c  +  § r - | x ) c o s ^ ( | x  +  f r  +  | x ) = 0 . 

Е с л и  c o s ^ ( | x  +  | r  +  | x )  =  0 ,  т о  c o s y ( | x  +  | r )  =  0 ,  о т к у д а  

\ х  +  \ Т  =  ^ л  +  л к  ( k < = Z )  и  Т  =  \ л л - ~ т к - 2 х .

sin 2(х + 7')-sinjc-2(tg |(х  + 7') -  tgf̂ -x)) = 0 о  2 sin Т  cos(2x + Т ) ~
2sin(}r)

cos \ ( х  + Т)  cos( J х)

и ,  з н а ч и т ,
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Д л я  в с е х  х  п о с л е д н е е  р а в е н с т в о  в ы п о л н я е т с я  л и ш ь  п р и  у с л о в и и  

s i n ( ^ r )  =  0 ,  о т к у д а  Т  = 2 л к  ( к  е  Z ) .  Н а и м е н ь ш е е  п о л о ж и т е л ь н о е  з н а ч е н и е  

Т  =  1 л  -  п е р и о д  ф у н к ц и и .

е )  П е р и о д о м  ф у н к ц и и  у  =  c o s 2 х  я в л я е т с я  ч и с л о  ж, п о с к о л ь к у

c o s 2 х  =  (̂1 +  c o s 2x ) ,

а  п е р и о д  ф у н к ц и и  у  =  c o s 2x  р а в е н  ж.

ж )  Ф у н к ц и я  ц е л о й  ч а с т и  у  = [ х]  у д о в л е т в о р я е т  р а в е н с т в у

[ х  +  Г ]  =  [ х ]  +  Г

д л я  в с е х  ц е л ы х  Т.  З н а ч и т ,  f { x  +  T )  =  { x  + T ) - [ x  +  T ]  =  x  +  T - [ x ) - T  =  Д х ) .  

П о л о ж и т е л ь н о е  н а и м е н ь ш е е  ч и с л о  Т  р а в н о  е д и н и ц е .  С л е д о в а т е л ь н о ,  

п е р и о д  д а н н о й  ф у н к ц и и  Т  =  1 ( р и с .  3 .4 ) .  t

у-

> X
- 2 - 1 0  1 2  

Р и с .  3 .4 .

Задачи и упраж нения для самостоятельной работы

х2 х4 + х2 — 1
1 . Д о к а з а т ь  ч е т н о с т ь  ф у н к ц и й :  a) f ( x )  = ---------- ; б )  / ( х )  = ------- 5----------.

2  +  х  2 х  +  7

X + 1
2 .  В ы я с н и т ь ,  я в л я е т с я  л и  ф у н к ц и я  f ( x )  =  — -  ч е т н о й  и л и  н е ч е т н о й .

х  — 1
3 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  с у м м а  и л и  р а з н о с т ь  д в у х  ч е т н ы х  ф у н к ц и й  е с т ь  ф у н к ц и я  

ч е т н а я .

4 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  с у м м а  и л и  р а з н о с т ь  д в у х  н е ч е т н ы х  ф у н к ц и й  е с т ь  ф у н к ц и я  

н е ч е т н а я .
5 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  п р о и з в е д е н и е  д в у х  ч е т н ы х  и л и  д в у х  н е ч е т н ы х  ф у н к ц и й  

е с т ь  ф у н к ц и я  ч е т н а я .

6. Д о к а з а т ь ,  ч т о  п р о и з в е д е н и е  ф у н к ц и и  ч е т н о й  н а  н е ч е т н у ю  ф у н к ц и ю  е с т ь  

ф у н к ц и я  н е ч е т н а я .

7 .  Н а й т и  н а и м е н ь ш и й  п е р и о д  ф у н к ц и й :

а )  . у  =  s in  2 х ; б )  у  =  c o s ( ^  х ) ;  в )  у  =  t g  З х . 

r Q t t iW m :  а )  Т  =  ж ; б )  Т  -  |  в )  Т  =  .
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В о з р а с т а ю щ и е ,  у б ы в а ю щ и е  ф у н к ц и и .  Ф у н к ц и я  у  =  Д х ) ,  о п р е д е ­

л е н н а я  н а  м н о ж е с т в е  X ,  н а з ы в а е т с я  в о з р а с т а ю щ е й ,  е с л и  д л я  л ю б ы х  х х и 

х 2 м н о ж е с т в а  X  и з  н е р а в е н с т в а  x t < х 2 , с л е д у е т ,  ч т о  Д х , )  < Д х 2 ) ,  т .е .  

ф у н к ц и я  у  =  / ( х )  н а з ы в а е т с я  в о з р а с т а ю щ е й ,  е с л и  б о л ь ш е м у  з н а ч е н и ю  а р ­

г у м е н т а  и з  о б л а с т и  о п р е д е л е н и я  с о о т в е т с т в у е т  б о л ь ш е е  з н а ч е н и е  ф у н к ц и и  

( р и с .  3 .5 ) .

Ф у н к ц и я  y  =  f ( x ) ,  о п р е д е л е н н а я  н а  м н о ж е с т в е  X ,  н а з ы в а е т с я  у б ы ­

в а ю щ е й ,  е с л и  д л я  л ю б ы х  х ,  и  х 2 м н о ж е с т в а х ,  т а к и х ,  ч т о  х ,  < х г , с л е д у ­

е т ,  ч т о  Д х , ) >  / ( х 2 ) ,  т .е .  ф у н к ц и я  н а з ы в а е т с я  у б ы в а ю щ е й ,  е с л и  б о л ь ш е м у  

з н а ч е н и ю  а р г у м е н т а  и з  о б л а с т и  о п р е д е л е н и я  с о о т в е т с т в у е т  м е н ь ш е е  з н а ­

ч е н и е  ф у н к ц и и  ( р и с .  3 .6 ) .

В о з р а с т а ю щ и е  и  у б ы в а ю щ и е  ф у н к ц и и  н а з ы в а ю т с я  с т р о г о  м о н о т о н н ы м и .

Е с л и  в  о п р е д е л е н и и  в о з р а с т а ю щ е й  ф у н к ц и и  с т р о г о е  н е р а в е н с т в о  з а ­

м е н и т ь  н е с т р о г и м  н е р а в е н с т в о м  Д х , ) <  / ( х 2 ) ,  т о  т а к а я  ф у н к ц и я  н а з ы в а ­

е т с я  н е у б ы в а ю щ е й .

Е с л и  в  о п р е д е л е н и и  у б ы в а ю щ е й  ф у н к ц и и  с т р о г о е  н е р а в е н с т в о  з а м е ­

н и т ь  н е с т р о г и м  н е р а в е н с т в о м  / ( х ,  >  Д х 2 ) ,  т о  т а к а я  ф у н к ц и я  н а з ы в а е т с я  

н е в о з р а с т а ю щ е й .

В о з р а с т а ю щ и е ,  у б ы в а ю щ и е ,  н е в о з р а с т а ю щ и е ,  н е у б ы в а ю щ и е  ф у н к ц и и  
н а з ы в а ю т с я  м о н о т о н н ы м и  ф у н к ц и я м и .

1. С у м м а  д в у х  в о з р а с т а ю щ и х  ( у б ы в а ю щ и х )  ф у н к ц и й  е с т ь  ф у н к ц и я  в о з р а с ­

т а ю щ а я  ( у б ы в а ю щ а я ) .

2 .  Е с л и  ф у н к ц и я  у -  Д х )  в о з р а с т а ю щ а я  ( у б ы в а ю щ а я ) ,  

т о  ф у н к ц и я  у  =  -  Д х )  у б ы в а ю щ а я  ( в о з р а с т а ю щ а я ) .

3 .  Е с л и  ф у н к ц и я  у  =  / ( х )  в о з р а с т а ю щ а я  ( у б ы в а ю щ а я ) ,

т о  ф у н к ц и я  у  =  — -—  у б ы в а ю щ а я  ( в о з р а с т а ю щ а я )  ( Д х )  *  0 ) .

4 .  С у п е р п о з и ц и я  д в у х  м о н о т о н н о  в о з р а с т а ю щ и х  ( у б ы в а ю щ и х )  ф у н к ц и й  

м о н о т о н н о  в о з р а с т а ю щ а я  ф у н к ц и я .

-Г, Х2 л: О V,
Р и с .  3 .5 Р и с .  3 .6

С в о й с т в а  м о н о т о н н ы х  ф у н к ц и й :
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5 .  С у п е р п о з и ц и я  д в у х  ф у н к ц и й ,  и з  к о т о р ы х  о д н а  м о н о т о н н о  в о з р а с т а ю ­

щ а я ,  а  д р у г а я  м о н о т о н н о  у б ы в а ю щ а я ,  я в л я е т с я  м о н о т о н н о  у б ы в а ю щ е й  
ф у н к ц и е й .

О гран и чен н ы е ф ункции. Ф у н к ц и я  у  =  / ( х ) ,  о п р е д е л е н н а я  н а  м н о ж е с т в е  

X ,  н а з ы в а е т с я  о г р а н и ч е н н о й  с в е р х у  н а  д а н н о м  м н о ж е с т в е ,  е с л и  с у щ е с т в у ­

е т  ч и с л о  М т а к о е ,  ч т о  f ( x ) < M  д л я  л ю б о г о  х е Х .

Ф у н к ц и я  у -  f ( x ) , о п р е д е л е н н а я  н а  м н о ж е с т в е  X ,  н а з ы в а е т с я  о г р а н и ­

ч е н н о й  с н и з у ,  е с л и  с у щ е с т в у е т  ч и с л о  т  т а к о е ,  ч т о  f ( x ) > m  д л я  л ю б о г о  

х е Х .

Ф у н к ц и я  у  =  / ( х ) , о п р е д е л е н н а я  н а  м н о ж е с т в е  X ,  н а з ы в а е т с я  о г р а н и ­

ч е н н о й  н а  д а н н о м  м н о ж е с т в е ,  е с л и  с у щ е с т в у е т  ч и с л о  А  >  О т а к о е ,  ч т о  

\ f ( x ) \  < А  д л я  л ю б о г о  х  е  X . Я с н о ,  ч т о  ф у н к ц и я  у  =  / ( х )  я в л я е т с я  о г р а ­

н и ч е н н о й  т о г д а  и  т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а  о н а  о г р а н и ч е н а  и  с в е р х у ,  и  с н и з у .

С у м м а  и  п р о и з в е д е н и е  о г р а н и ч е н н ы х  ф у н к ц и й  я в л я ю т с я  т а к ж е  о г р а ­

н и ч е н н ы м и  ф у н к ц и я м и .

Г раф и к  функции

О пределение. Е с л и  в  д а н н о й  п л о с к о с т и  в ы б р а т ь  п р я м о у г о л ь н у ю  с и с т е м у  

к о о р д и н а т  О х у ,  т о  г р а ф и к о м  Г }  ф у н к ц и и  у  =  f i x ) ,  х е Х ,  н а з ы в а ю т  

м н о ж е с т в о  т о ч е к  п л о с к о с т и  с  к о о р д и н а т а м и  х  и  f { x ) ,  х  е  X , т .  е .

Г у  =  { М ( х ;  у ) : х е Х  л  у  =  ( х ) }.

О б ы ч н о  г р а ф и к о м  ф у н к ц и и  я в л я е т с я  н е к о т о р а я  к р и в а я  н а  п л о с к о с т и ,  

а  с а м о  у р а в н е н и е  у -  f ( x )  н а з ы в а ю т  у р а в н е н и е м  э т о й  к р и в о й .

С о г л а с н о  о п р е д е л е н и ю ,  д л я  п о с т р о е н и я  т о ч н о г о  г р а ф и к а  ф у н к ц и и  

с л е д у е т  п о с т р о и т ь  в с е  т о ч к и ,  п р и н а д л е ж а щ и е  г р а ф и к у ,  а  э т о ,  к а к  п р а в и л о ,  

с д е л а т ь  н е в о з м о ж н о ,  т а к  к а к ,  в о о б щ е  г о в о р я ,  г р а ф и к  ф у н к ц и и  с о д е р ж и т  

б е с к о н е ч н о е  м н о ж е с т в о  т о ч е к .

Д л я  п о с т р о е н и я  г р а ф и к а  ф у н к ц и и  у  =  f ( x )  о б ы ч н о  п о с т у п а ю т  т а к :  

д а ю т  а р г у м е н т у  н е с к о л ь к о  ч а с т н ы х  з н а ч е н и й  и , п о л ь з у я с ь  а н а л и т и ч е с к и м  

в ы р а ж е н и е м  ф у н к ц и и ,  в ы ч и с л я ю т  с о о т в е т с т в у ю щ и е  з н а ч е н и я  ф у н к ц и и .

Е с л и ,  н а п р и м е р ,  в з я т ы  з н а ч е н и я  а р г у м е н т а

х  =  x t ; х  =  х 2 ; х  =  х 3; . . х  =  х „ ,  

т о  с о о т в е т с т в у ю щ и м и  и м  з н а ч е н и я м и  ф у н к ц и и  б у д у т

У] =  f i x  1) ;  У  2 =  f i x  2 ) ;  у ъ =  f ( x , у „ =  f ( x n ) .
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П о с л е  э т о г о  б е р у т  п р я м о у г о л ь н у ю  с и с т е м у  к о о р д и н а т  и  с т р о я т  т о ч к и

М х ( х , ; у , ) ,  М 2 ( х 2 ; у 2 ),  М ъ ( х 3 ; у 3 М „  ( х л ; у „ ) .

П о л у ч е н н ы е  т о ч к и  с о е д и н я ю т  п л а в н о й  к р и в о й .  Э т а  к р и в а я  д а е т  э с к и з  г р а ­

ф и к а  ф у н к ц и и  ( п р и б л и ж е н н ы й  г р а ф и к ) .

П р и  п о с т р о е н и и  г р а ф и к о в  ф у н к ц и й  п р и м е н я ю т с я  с л е д у ю щ и е  п р и е м ы :

а )  п о с т р о е н и е  « п о  т о ч к а м » ;

б )  д е й с т в и я  с  г р а ф и к а м и  ( с л о ж е н и е ,  в ы ч и т а н и е ,  у м н о ж е н и е  г р а ф и к о в ) ;

в )  п р е о б р а з о в а н и я  г р а ф и к о в  ( с д в и г ,  р а с т я ж е н и е ) .

Приемы, облегчающие построение графика функции:
1. Д л я  т о г о ,  ч т о б ы  п о  и з в е с т н о м у  г р а ф и к у  ф у н к ц и и  у  =  / ( х )  п о с т р о и т ь  

г р а ф и к  ф у н к ц и и  у  =  f ( —x ) ,  н а д о  п о о с т р и т ь  л и н и ю ,  с и м м е т р и ч н у ю  л и н и и  

у  =  f ( x )  о т н о с и т е л ь н о  о с и  О у .

2 .  Д л я  т о г о ,  ч т о б ы  п о  и з в е с т н о м у  г р а ф и к у  ф у н к ц и и  y  =  f ( x )  п о с т р о и т ь  

г р а ф и к  ф у н к ц и и  у  =  -  f ( x ) ,  н а д о  п о о с т р и т ь  л и н и ю ,  с и м м е т р и ч н у ю  л и н и и  

y - f  ( х )  о т н о с и т е л ь н о  о с и  О х .

3 .  Е с л и  и з в е с т е н  г р а ф и к  ф у н к ц и и  у  =  / ( х ) ,  т о ,  ч т о б ы  п о с т р о и т ь  г р а ф и к  

ф у н к ц и и  у  =  f ( x  +  a ) ,  н а д о  п е р е н е с т и  г р а ф и к  ф у н к ц и и  у  =  / ( х )  в д о л ь  о с и  

О х  н а  а  е д и н и ц  м а с ш т а б а  в п р а в о ,  е с л и  а  <  0 ,  и  в л е в о ,  е с л и  а  >  О ( п р е д п о ­

л а г а е т с я ,  ч т о  о с ь  О х  н а п р а в л е н а  в п р а в о ) .

4 .  Г р а ф и к  ф у н к ц и и  у  =  f ( x )  +  b  п о л у ч а е т с я  и з  г р а ф и к а  ф у н к ц и и  у  =  / ( х )  

п е р е н о с о м  э т о г о  г р а ф и к а  н а  Ъ е д и н и ц  м а с ш т а б а  в в е р х ,  е с л и  Ъ >  0 ,  и  в н и з ,  

е с л и  b  <  0  ( п р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о  о с ь  О у  н а п р а в л е н а  в в е р х ) .

5 .  Г р а ф и к  ф у н к ц и и  y - A f ( x )  п о л у ч а е т с я  и з  г р а ф и к а  ф у н к ц и и  у  =  / ( х )  

у м н о ж е н и е м  в с е х  е г о  о р д и н а т  н а  А  е д и н и ц  п р и  с о х р а н е н и и  в е л и ч и н ы  с о ­

о т в е т с т в у ю щ и х  а б с ц и с с  ( и с х о д н ы й  г р а ф и к ,  р а с т я н у т ы й  в  А  в д о л ь  о с и  О у ) .

6 .  Г р а ф и к  ф у н к ц и и  y - f  (А х ) ( к  >  0 )  п о л у ч а е т с я  и з  г р а ф и к а  ф у н к ц и и  

у  =  f { x )  д е л е н и е м  в с е х  а б с ц и с с  э т о г о  г р а ф и к а  н а  к ,  е с л и  к  >  1,  и  у м н о ж е ­

н и е м  и х  н а  в е л и ч и н у  е с л и  0 <  к  <  1,  п р и  с о х р а н е н и и  в е л и ч и н  с о о т в е т с т ­

в у ю щ и х  о р д и н а т  ( г р а ф и к  р а с т я н у т ы й  в  £  р а з  в д о л ь  о с и  О х ) .

П р и м е н я я  п о с л е д о в а т е л ь н о  э т и  п р и е м ы ,  м о ж н о ,  з н а я  г р а ф и к  ф у н к ц и и  

у  =  / ( х )  п о с т р о и т ь  г р а ф и к  б о л е е  с л о ж н о й  ф у н к ц и и  в и д а

у  -  A f  ( к х  +  а )  +  Ь .

П римеры реш ения задач  
П р и м е р  З Л О .  П о с т р о и т ь  г р а ф и к  ф у н к ц и и  у  =  х 2 .
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▲ Ф у н к ц и я  о п р е д е л е н а  п р и  л ю б о м  з н а ч е н и и  х .  З а д а н н а я  ф у н к ц и я  -  ч е т ­

н а я .  Е ё  г р а ф и к  с и м м е т р и ч е н  о т н о с и т е л ь н о  о с и  О у .  П о э т о м у  д о с т а т о ч н о  

п о с т р о и т ь  ч а с т ь  г р а ф и к а  д л я  з н а ч е н и й  х  > 0 , а  п о т о м  д о п о л н и т ь  э т у  ч а с т ь  

е ё  « з е р к а л ь н ы м  о т о б р а ж е н и е м »  о т н о с и т е л ь н о  о с и  О у .  Т а к  б у д е т  п о л у ч е н  

п о л н ы й  г р а ф и к  э т о й  ф у н к ц и и .  С о с т а в и м  т а б л и ц у  ч а с т н ы х  з н а ч е н и й  ф у н к ­

ц и и  п р и  п р о и з в о л ь н ы х  з н а ч е н и я х  х  >  О

X 0 1 2
У 0 1 4

и п о с т р о и м  н а  п л о с к о с т и  т о ч к и  0 ( 0 ;  0 ) ,  Д ( 1 ; 1 ) ,  Л ,  ( 2 ;  4 ) .  С о е д и н и м  э т и  

т о ч к и  п л а в н о й  к р и в о й  ( р и с .  3 .7 ) .

П о с т р о и м  т е п е р ь  « з е р к а л ь н ы м  о т о б р а ж е н и е м »  э т о й  к р и в о й  о т н о с и т е л ь н о  

о с и  О у  и  п о л у ч и м  п о л н ы й  п р и б л и ж е н н ы й  г р а ф и к  д а н н о й  ф у н к ц и и  

( р и с .3 .8 ) .  О ч е в и д н о ,  ч т о  г р а ф и к о м  ф у н к ц и и  я в л я е т с я  п а р а б о л а .  Т

П р и м е р  3 . 1 1 .  П о  и з в е с т н о м у  г р а ф и к у  ф у н к ц и и  у  =  х 2 п о с т р о и т ь  г р а ­

ф и к и  ф у н к ц и й :  а )  у  =  - х 2 ; б )  у -  2 х 2 ; в )  у  =  \ х 2 .

А  а )  И с п о л ь з о в а т ь  у к а з а н и е  2  ( р и с .  3 .9 ) .

б )  У ч е с т ь  у к а з а н и е  5 .  П о л ь з у я с ь  г р а ф и к о м  ф у н к ц и и  у  =  х 2 ( р и с .  3 . 8 ) ,  

с о х р а н я я  в е л и ч и н ы  а б с ц и с с ,  н а д о  у в е л и ч и т ь  ( р а с т я н у т ь  в д о л ь  о с и  О у )  в с е  

о р д и н а т ы  в  2 р а з а  ( р и с .  3 .1 0 ) .
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в )  У м е н ь ш и т ь  ( с ж а т ь  в д о л ь  о с и  О у ) в с е  о р д и н а т ы  в  2  р а з а  ( р и с .  3 .1 1 ) .

П р и м е р  3 . 1 2 .  П о  и з в е с т н о м у  г р а ф и к у  ф у н к ц и и  у  — х 2 п о с т р о и т ь  г р а ­

ф и к и  ф у н к ц и й :  у  =  х 2 + Ь  п р и  Ъ =  2, - 3 .

А  У ч е с т ь  у к а з а н и е  4 .  Г  р а ф и к и  э т и х  ф у н к ц и й  п о к а з а н ы  н а  р и с .  3 . 1 2 ,  3 .1 3 .

Г  р а ф и к  ф у н к ц и и  у  =  х 2 + 2  п о л у ч а е т с я  и з  г р а ф и к а  ф у н к ц и и  у  =  х 2 , 

е с л и  э т о т  г р а ф и к  п о д н я т ь  н а  2 е д и н и ц ы  м а с ш т а б а .

Г  р а ф и к  ф у н к ц и и  у  =  х 2 -  2  п о л у ч а е т с я  и з  г р а ф и к а  ф у н к ц и и  у  =  х 2 , 

е с л и  э т о т  г р а ф и к  о п у с т и т ь  н а  3  е д и н и ц ы  м а с ш т а б а .

У-  У>

П р и м е р  3 . 1 3 .  П о  и з в е с т н о м у  г р а ф и к у  ф у н к ц и и  у  =  х 2 п о с т р о и т ь  г р а ­

ф и к и  ф у н к ц и й :  а )  у  =  ( х  + 1)2,  б )  у  =  ( х  -  2)2. у  =  (дг -  i f  

А  а )  Г  р а ф и к  ф у н к ц и и  у  =  ( х  + 1)2 п о л у ч а е т с я  и з  г р а ф и к а  ф у н к ц и и  у  =  х 2 

п е р е н о с о м  е г о  н а  1 е д и н и ц у  м а с ш т а б а  в д о л ь  о с и  О х  в л е в о  -  р и с .  3 . 1 4 , а  и
3 . 1 4 , 6  ( с м о т р и  у к а з а н и е  3 ) .

у"
у = X

Рис. 3.15,а
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б )  Г  р а ф и к  ф у н к ц и и  у  =  ( х  -  2 )2 п о л у ч а е т с я  и з  г р а ф и к а  ф у н к ц и и  у  =  х 2 п е ­

р е н о с о м  е г о  в д о л ь  о с и  О х  н а  2  е д и н и ц ы  м а с ш т а б а  в п р а в о  -  р и с .  3 .1 5 , а  и
3 . 1 5 , 6  ( и с п о л ь з о в а т ь  т о  ж е  у к а з а н и е ) .  ▼

Пример 3.14. П о л ь з у я с ь  г р а ф и к о м  ф у н к ц и и  у  =  х 2 , п о с т р о и т ь  г р а ф и к  

ф у н к ц и и  у  =  2 х 2 +  А х  +  6 .

А  З а д а н н у ю  ф у н к ц и ю ,  в ы д е л и в  п о л н ы й  к в а д р а т  в  п р а в о й  ч а с т и ,  з а п и с а т ь  

в  в и д е  у  =  2 ( х  + 1)2 +  4  и  в е с т и  п о с т р о е н и е  в  т а к о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и :

1 ) у  =  х 2 ; 2 )  _у =  ( х  +  1)2 ; 3 )  у  =  2 ( х  +  \ ) 2 ; А )  у  = 2 { х  + 1)2 + 4 .

Г
1) .2) 'У  = ( х + 1)2

3), у  =  2 (х  +  \)

Рис. 3.16 ▼
Вопросы для самопроверки

1.  Ч т о  н а з ы в а е т с я  ч и с л о в о й  о с ь ю ?  К а к  и з о б р а ж а е т с я  н а  ч и с л о в о й  о с и  о б ­

л а с т и  и з м е н е н и я  п е р е м е н н о й  в е л и ч и н ы ?

2 .  Д а й т е  о п р е д е л е н и е  ф у н к ц и и .  Ч т о  н а з ы в а е т с я  о б л а с т ь ю  о п р е д е л е н и я  

ф у н к ц и и ?

3 .  К а к о в ы  о с н о в н ы е  с п о с о б ы  з а д а н и я  ф у н к ц и и ?

4 .  К а к а я  ф у н к ц и я  н а з ы в а е т с я  п е р и о д и ч е с к о й ?

5 .  К а к и е  ф у н к ц и и  н а з ы в а ю т с я  э л е м е н т а р н ы м и ?

6. К а к ,  з н а я  г р а ф и к  ф у н к ц и и  у  =  / ( х ) ,  м о ж н о  п о с т р о и т ь  г р а ф и к и  ф у н к ­

ц и й :  у  =  f ( a x ) , y  =  f { a x  +  b ) , y  =  k f ( a x  +  b ) + c .
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4. ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ 
РАСКРЫТИЕ ПРОСТЕЙШИХ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ 

Основные теоретические сведения
4.1. Предел функции

О п р е д е л е н и е  ( К о ш и ) .  Ч и с л о  А  н а з ы в а е т с я  п р е д е л о м  ф у н к ц и и  f ( x )  

п р и  з н а ч е н и и  х  с т р е м я щ е м с я  к  ч и с л у  а  ( и л и  в  т о ч к е  а ) ,  е с л и  д л я  л ю ­

б о г о  ч и с л а  е  >  О ( к о т о р о е  м о ж е т  б ы т ь  к а к  у г о д н о  м а л ы м )  с у щ е с т в у е т  

ч и с л о  8  >  О т а к о е ,  ч т о  д л я  в с е х  х  е  X ,  х  ф  а , у д о в л е т в о р я ю щ и х  у с л о ­

в и ю  ) х  -  а  | <  8 ,  в ы п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о  | f ( x )  -  А  | <  е .

О б о з н а ч е н и е :  l i m f ( x )  =  А  и л и  / ( * ) —» А  п р и  х —> а .

О т м е т и м ,  ч т о  н е р а в е н с т в а  х *  а ,  \ х - а \ < 8  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  в и д е

О < | х — £? | < <5.

И с п о л ь з у я  л о г и ч е с к и е  с и м в о л ы ,  о п р е д е л е н и е  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  в и д е :  

| l i m / 0 c ) J < = > ( ( V s > 0 )  ( 3 £ > 0 )  ( V  x  е  X ,  0  <  | х - я |  <  8 )  => | / ( х )  -  А \ < s ) .

Г е о м е т р и ч е с к и  с у щ е с т в о в а н и е  п р е д е л а  l im  / ( х )  =  А  о з н а ч а е т ,  ч т о ,•V—Ъи
к а к о в о  б ы  н и  б ы л о  е  >  0 , н а й д е т с я  т а к о е  ч и с л о  8  >  0 , ч т о  д л я  в с е х  х ,  з а ­

к л ю ч е н н ы х  м е ж д у  а  -  8  и  а  +  8  ( м о ж е т  б ы т ь ,  к р о м е  с а м о й  т о ч к и  а )  г р а ф и к  

ф у н к ц и и  у -  f ( x )  л е ж и т  в  п о л о с е  ш и р и н о й  2 s ,  о г р а н и ч е н н о й  п р я м ы м и  

у  =  А  — е  и  у  =  А  +  е .

И т а к ,  п о н я т и е  п р е д е л а  ф у н к ц и и  д а е т  в о з м о ж н о с т ь  о т в е т и т ь  н а  в о п р о с ,  
к  ч е м у  с т р е м я т с я  з н а ч е н и я  ф у н к ц и и ,  к о г д а  з н а ч е н и я  а р г у м е н т а  п р и б л и ­

ж а ю т с я  к  а.
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С л е д у е т  и м е т ь  в  в и д у ,  ч т о  с у щ е с т в у е т  б е с к о н е ч н о е  м н о ж е с т в о  з н а ч е ­

н и й  8,  о т в е ч а ю щ и х  з а д а н н о м у  ч и с л у  е , с р е д и  к о т о р ы х  е с т ь  н а и б о л ь ш е е .  

О д н а к о ,  е с л и  р е ч ь  и д е т  о  п р о в е р к е  р а в е н с т в а  l im  f ( x ) ~  А ,  т о  д о с т а т о ч н о
х~+а

н а й т и  о д н о  з н а ч е н и е  <5 ( и л и  д о к а з а т ь  е г о  с у щ е с т в о в а н и е ) ,  с о о т в е т с т в у ю ­

щ е е  п р о и з в о л ь н о м у  з н а ч е н и ю  £ - > 0 ,  з а м е н и в  н е р а в е н с т в о  \ f ( x ) ~  А \ < е  

б о л е е  п р о с т ы м ,  к  н е м у  п р и в о д я щ и м .

П р и  э т о м  ч а с т о  б ы в а е т  у д о б н о й  з а м е н а  п е р е м е н н о й  ! =  х - а .

Примеры решения задач
П р и м ер  4.1. Д о к а з а т ь ,  п о л ь з у я с ь  о п р е д е л е н и е м  п р е д е л а  ф у н к ц и и ,  ч т о  

l im  ( 2 х  +  5 )  =  1 . К а к и м  д о л ж н о  б ы т ь  ч и с л о  s >  0 ,  ч т о б ы  д л я  а р г у м е н т а

x e ( - 2 - S ; - 2  +  S )

з н а ч е н и я  ф у н к ц и и  2 х  +  5 о т л и ч а л и с ь  о т  1 м е н ь ш е ,  ч е м  н а  0 .1 ;  0 .0 1 ;  0 .0 0 1 ?

А  З д е с ь  / ( х )  =  2 х  +  5 , а  =  - 2 ,  А  =  1.

Ф у н к ц и я  / ( х )  =  2 х  +  5  о п р е д е л е н а  в с ю д у ,  в к л ю ч а я  т о ч к у  а  =  - 2 :  

/ ( - 2 )  =  1 . В о з ь м е м  л ю б о е  ч и с л о  е  >  0 .

Д л я  т о г о ,  ч т о б ы  н е р а в е н с т в о  ) ( 2 х  +  5 )  - 1  j <  е  и м е л о  м е с т о ,  н е о б х о д и ­

м о  в ы п о л н е н и е  с л е д у ю щ и х  н е р а в е н с т в

| (2jc -+- 5) — 11 < £■ => |2x + 4|<f => |x-(-2)|<f.

С л е д о в а т е л ь н о ,  е с л и  в з я т ь  S  — ■§ ( и л и  л ю б о е  п о л о ж и т е л ь н о е  ч и с л о  м е н ь ш е  

е г о ) ,  т о  п р и  ] х  -  ( - 2 ) |  <  8  =  f  б у д е м  и м е т ь  | / ( х )  - 1 1 <  е . Э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  

ч и с л о  А  =  1 е с т ь  п р е д е л  ф у н к ц и и  / ( х )  =  2 х  +  5  в  т о ч к е  а  =  - 2 .

П о л а г а я  в  ф о р м у л е  < 5 (s) =  \ : е  =  0 .1 ;  £  =  0 .0 1 ;  е  =  0 . 0 0 1 ,  н а й д е м  

(5 (0 .1 )  =  0 .0 5 ;  < 5 (0 .0 1 ) =  0 . 0 0 5 ;  5 ( 0 . 0 0 1 )  =  0 .0 0 0 5  . ▼

П р и м е р  4.2. П р о в е р и т ь  р а в е н с т в о  l im  *  +  ^  =  ^ .  

х  +  5 8
А  З д е с ь  / ( х )  = ---------- , А  =  — , а  =  3 .  З а д а в ш и с ь  н е к о т о р ы м  ч и с л о м  г > 0 ,

2х + 1 7
Х  +  ^  <  е . Э л е м е н т а р н ы м и  п р е о б р а з о в а н и я м исоставим  неравенство
2 х  +  1 7

он о  приводится к равносильном у неравенству
3 - х

2х + 1
7

< —е . Е сли верно
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н е р а в е н с т в о ,  т о  с у щ е с т в у е т  8  >  О т а к о е ,  ч т о  м н о ж е с т в о  з н а ч е н и й  х ,  о п р е ­

д е л я е м ы х  у с л о в и е м  | х - 3 | < £ ,  у д о в л е т в о р я е т  э т о м у  н е р а в е н с т в у .  С д е л а в  

з а м е н у  п е р е м е н н о й  t  =  х -  3 ,  п о л у ч и м  д в а  н е р а в е н с т в а :

< ~ е  и  Ц < * .  и з  к о т о р ы х  п е р в о е  д о л ж н о  б ы т ь  с л е д с т в и е м  в т о р о г о .
2г  +  7

П у с т ь  |2 г | <  1 ,  т .е .  |г| <  ~ , т о г д а  |2?  +  7 | >  6 и

И 7
П о э т о м у  е с л и  ^  <  — е , т о  т е м  б о л е е

I t  +  7

2 t  +  1

1
9

П р и н я в  8  =  т т | “ ; ^ а г | ,  н е т р у д н о  п р о в е р и т ь ,  ч т о  д л я  л ю б о г о  ч и с л а

е  >  0 н а й д е н о  8  >  0 , з а в и с я щ е е  о т  ч и с л а  е ,  а  и м е н н о  8  =  m i n i - ;  — е \  т а -
12 3  j

к о е ,  ч т о  д л я  л ю б ы х  х * 3  и з  о б л а с т и  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и ,  у д о в л е т в о -

I ~1 г. х  +  5  8
р я ю щ и х  н е р а в е н с т в у  x - J | < 0 , в ы п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о  ---------~ — — < е ,

2 х  + 1 7

j: +  5
с л е д о в а т е л ь н о ,  l im

— 3 2 х  +1 7

И н д и в и д у а л ь н ы е  д о м а ш н и е  за д а н и я  н а  о п р е д е л е н и е

п р е д ел а  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  и п р е д ел а  ф у н к ц и и  
Задача 1. Д о к а з а т ь ,  ч т о  l i m x ,  = а  ( у к а з а т ь  N ( e ) ) .

З а д а ч а  2 .  Д о к а з а т ь  ( н а й т и  8 { е ) ) ,  ч т о  l im  f ( x )  =  А .

В А Р И А Н Т  1 В А Р И А Н Т  2 В А Р И А Н Т  3

, .. Зп — 2  31. lim-------= —
2 п  -1 2

1 г 4и-11. lim-------= 2
я-» 2« +1

, 7и + 4 7 1. lim— — = -  
я-*» 2и +1 2

2 х 2 + 5х-32. lim--------------= -7
*-»-з х + 3

.. 5х2 -4 х  —1 , 2. lim---------------------=  6
ЛГ-+1 х  _  1

Зх2 + 5х-2  2. lim------------ -  = -7
*->-2 х + 2
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ВАРИАНТ 4

, . .  2 и - 5  21. h m -----------=  —
З п  + 1  3

_ 4 х 2 - 1 4 х  + 6 2. 1i m ------------------------=  10
*->3 х - 3

ВАРИАНТ 5

, Г 7 « - 1  г,1. h m ---------- =  7
я-мо п  +  1

.  6х 2+ х -1
2 .  h m  ------------------ =  - 5

х  +  0 .5

ВАРИАНТ 6

. .. 4 и 2 + 1  4
1. h m — -̂------=  —

З п  +  2  3

_ .. 6х 2- х -1
2 . l i m ------------------ =  5

.y->0.5 х - 0 . 5
ВАРИАНТ 7

1. l im  9 “ и  =  1
"-»00 1+2  г г  2

9 х 2 - 12. l im  = 6
х  +  \

ВАРИАНТ 8

. . .  4 и - 3  .1. h m -----------=  2
я- кс 2«  + 1

_  З х 2 - 5 х - 2  _
2 .  h m --------------------- =  7

*->2 X -  2

ВАРИАНТ 9

1. Н т  1 ~  2 ^ 2 =  -  —
«->ас2  +  4 и  2

.  З х 2 - 2х -1  .
2 .  h m -------------------- =  - 4

х  + 1
ВАРИАНТ 10

1. l i m f  5 п  )  =  5 
"-*®V и  + 1 /

„  . .  7 х 2+ 8 х  +  12. 1н п ---------------------=  -6
*->-• х  + 1

ВАРИАНТ 11

.. и  + 1 11. l i m ----------=  —
»-хв 1 -  2и  2

2. l i m x 2 ~ 4 x  +  3 =2 
м !  х - 3

ВАРИАНТ 12

. . .  2и  +  1 21. l i m ---------- =  —
„->« З и  -  5 3

_ 2 х 2+ З х - 2
2 .  h m --------------------- =  5

-'■->0 5 х - 0 . 5

ВАРИАНТ 13

1 -  2и2
1. п т —5------= -2

И- + 3

„  6 х 2 - 5 х  +  12. l i m ---------------------=  -1
д- >1 X -  з

ВАРИАНТ 14

1 г 3”2 1 1. h m -------?- =  - 3
2 — 7̂“

..  10х 2 + 9 x - 7
h m ------------------= - 1 9
M-< x  + ’

ВАРИАНТ 15

1. Нт " = 1
„-»« Зи -  1 3

2 х 2 + 1 З х  +  21  1
h m ------------------- = —
* - Н  2 х  + 7  2

ВАРИАНТ 16

1 I- З и '  ,1. l i m —г—  =  3 
«-+»«■ -1

„  2х 2 - 9 х  +  10 1

ВАРИАНТ 17

4  +  2 и  2  
1. h m -----------=  —

я-кс 1 _ з и  з

о

ВАРИАНТ 18

5 и  +  15 
1. l i m ------------ =  - 5

п-к» 6 — и

6х 2 - 7 5 х - 3 9

' 2 х - 5  2 х  -  J X +  i
ВАРИАНТ 19

. . .  3 - « 2 1
1. п т ----------- =- =  —

п-v k  4 +  2 п  2

В А Р И А Н Т  2 0

, 2и -1  2 
1. l i m ----------= —

л-«> 2 - 3 и  3

В А Р И А Н Т  2 1

Ш т ^ Л  
5 п  + 1  5
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l im 2 x J - 2 1 x - l l _ 5х2 - 2 4 х - 5 2 х  + 1 5х  +  7
,v-+l 1 JC — 1 1

11111 — Z. и
х - 5 м - ;  х  +  7

В А Р И А Н Т  22

, 4 и - 3
1. lim ---------= 2

2 и +1

2 х 2 + 6 х - 8
п т ------------------= -1 0
*->-> х  +  4

В А Р И А Н Т  23

, 1 - 2 и 2 1
1. h m --------- ^ = —

л-»°°2 + 4 п~ 2

„ .. 6 х 2 - х - 1  5
2. l im --------------- =  —

*->4 Зх +  1 3

В А Р И А Н Т  24

, .. 5и + 1 1
1. l im ----------= —

я-w 1 Ои -  3 2

2. Н т " 2 + 2 х - 1 5 = - 8  
*-►-5 X + 5

В А Р И А Н Т  25

, 2 - 2 и  1
1. l im ---------= —

*-**■ 3 +  4 п  2

З х 2 — 4 0 х  +  128
lim -----------------------=  8
•'■̂ 8 х - 8

В А Р И А Н Т  26

, 2 3 - 4 «  „
1. lim -----------= 4

ж-» 2 - п

5 х2 -5 1 х + 1 0  п
l im ---------------------= 49
лг_>|° х - 1 0

В А Р И А Н Т  27

1 Г 1 + 3и -51. lim --------=  -3
6 —и

2 х 2 - 5 х  + 2
2. l i m ----------------- = - 3

■V-+0.5 х - 0 .5
В А Р И А Н Т  28

2п  + 3
1. l im --------- =  2

п + 5

.. З х 2 + 1 7 х - 6

В А Р И А Н Т  29

, Зп 2 + 2 3
1. l im — 5-----= —

я -»  4и - 1  4

П Н т 3 х 2 + 1 7 х “ 6 10

В А Р И А Н Т  30

, 2 - З п 2 3 
1. lim ---------т- = —

п-*х 4 +  5п~ 5

П Н т , 5 х 2 _ 2 л : _ 1  -  о
лг~»-6 х  + 6 ■>'-»j х  -  [ *-Н  х + \

Решение типового варианта

1. Д а н а  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  { х  } =  J  2 П +  ^  I . Д о к а з а т ь ,  ч т о  е е  п р е д е л  а  =  2
I  п + ] }

▲ В  с о о т в е т с т в и и  с  о п р е д е л е н и е м  п р е д е л а  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  з а д а д и м  

п р о и з в о л ь н о  с к о л ь  у г о д н о  м а л о е  ч и с л о  е  >  0 и  п о к а ж е м ,  ч т о  д л я  н е г о  

м о ж н о  н а й т и  т а к о е  ч и с л о  Ы { е ) ,  ч т о  д л я  в с е х  ч л е н о в  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  с  

н о м е р а м и  п >  N ( e )  б у д е т  в ы п о л н я т ь с я  н е р а в е н с т в о

2 и  +  3 0 2 п  +  3 - 2 п - 2 1
п  +1 п  +1 п  +  1

1

п  +1

Р е ш и м  н е р а в е н с т в о  — -—  <  е  <=> п  + 1 >  — о  и  >  — - 1 .  С л е д о в а т е л ь -  
п  +1 s  s

н о ,  / / ( £ • )  =  [-L _  j J +1.
Т а к и м  о б р а з о м ,  с у щ е с т в у е т  ч и с л о  N ( e )  т а к о е ,  ч т о  д л я  л ю б о г о  

п  >  N { e )  в ы п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о  | х п -  2 1 <  s . ▼
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2. Доказать (найти 3(e)),  что lim 1 5 jc j  — 2 jc — 1

▲ З д е с ь  / ( х )  =
15 х - 2 х - 1 ,а = -,А  = \ 

3

Ф у н к ц и я  / ( х )  =
1 5 х 2 - 2х  — I

н е  о п р е д е л е н а  в  т о ч к е  а  =_  1

В о з ь м е м  п р о и з в о л ь н о е  ч и с л о  е  >  О и  п р е о б р а з у е м  в ы р а ж е н и е  

| / ( x ) - 8j п р и  х *  у  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м

1 5 x 2 - 2x - l  0 1 5 x 2 - 2x - l  -  8x  +  * 1 5 x 2 — 10x  +  f

x - i  8 x - ij

1 5 ( х 2 -  | х + > - ) 1 5 ( x - 0 2
=  15

1
x  —

X ~ 3 3х-±

П о л у ч а е м  н е р а в е н с т в о  1 5 1 х  -  у  | <  г  = >  | х  -  у | <  - ^ . О т с ю д а  в и д н о ,  ч т о  е с л и  

в з я т ь  8  =  - j | , т о  д л я  в с е х  х ,  п о д ч и н е н н ы х  у с л о в и ю  0 <  | х  -  у  | <  8 , б у д е т  в е р ­

н о  н е р а в е н с т в о

15 х 2 -  2 х  — 1 <8 = -
15

Э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  ч и с л о  А  =8  я в л я е т с я  п р е д е л о м  д а н н о й  ф у н к ц и и  в  

т о ч к е  а  =  у . ▼

4.2. Предел функции при стремлении аргумента к бесконечности
П о н я т и е  п р е д е л а  ф у н к ц и и ,  е с т е с т в е н н о ,  о б о б щ а е т с я  н а  т о т  с л у ч а й ,  

к о г д а  а  н е  е с т ь  к о н е ч н о е  ч и с л о ,  е с л и  в в е с т и  п о н я т и е  о к р е с т н о с т и  б е с к о ­

н е ч н о  у д а л е н н о й  т о ч к и  к а к  м н о ж е с т в а  в с е х  з н а ч е н и й  х ,  д л я  к о т о р ы х  

\ х \ > М ,  г д е  М  >  0  -  п р о и з в о л ь н о е  ч и с л о .

О п р е д е л е н и е .  Ч и с л о  А  н а з ы в а е т с я  п р е д е л о м  ф у н к ц и и  / ( х )  п р и  п е ­

р е м е н н о й  х ,  с т р е м я щ е й с я  к  б е с к о н е ч н о с т и ,  е с л и  д л я  л ю б о г о  г  >  О 
с у щ е с т в у е т  ч и с л о  М  >  О т а к о е ,  ч т о  д л я  в с е х  х ,  у д о в л е т в о р я ю щ и х  у с ­

л о в и ю  |х | > М , в е р н о  н е р а в е н с т в о  | / ( х )  -  А \ <  е .

( \ / s  >  0 )  (З М  >  0 )  ( V x  jxj >  М )  => | f { x )  - A \ < s .

54



l im  f ( x )  =  А .
.г—

Ч и с л о  М ( е ) ,  з а в и с я щ е е  о т  в ы б р а н н о г о  ч и с л а  е ,  и г р а е т  в  э т о м  о п р е д е ­

л е н и и  т у  ж е  р о л ь ,  ч т о  ч и с л о  < 5(s) в  о п р е д е л е н и и  п р е д е л а  l im  /(х ) . К а ж -
х —>а

д о м у  з н а ч е н и ю  е  о т м е ч а е т  б е с к о н е ч н о е  м н о ж е с т в о  з н а ч е н и й  М ,  с р е д и  к о ­

т о р ы х  е с т ь  н а и м е н ь ш е е ,  с о о т в е т с т в у ю щ е е  н а и б о л ь ш е й  о к р е с т н о с т и  б е с ­

к о н е ч н о  у д а л е н н о й  т о ч к и .

Г е о м е т р и ч е с к и й  с м ы с л  з а п и с и  l im  f ( x )  =  А  в и д е н  и з  р и с у н к а  4 .2 :
Л' —> к

п р о и з в о л ь н о й  г  -  о к р е с т н о с т и  т о ч к и  у  =  А  м о ж н о  с о п о с т а в и т ь  о к р е с т ­

н о с т ь  б е с к о н е ч н о  у д а л е н н о й  т о ч к и ,  т .е .  м н о ж е с т в о  х т а к и х ,  ч т о  |х| > М , 

д л я  в с е х  т о ч е к  к о т о р о й  А  - е  <  /(х )  <  А  л - s ,  т .е .  г р а ф и к  ф у н к ц и и  р а з м е ­

щ а е т с я  в  п о л о с е ,  о г р а н и ч е н н о й  п р я м ы м и  у  =  А  ± е .

Для обозначения предела функции / (х) при х —» оо используется символ

у-
А +£ [

-М  . О М х
Р и с .  4 .1

9 х  +  5  9
П р и м е р  4 .3 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  l i m ----------- =  — . К а к и м  д о л ж н о  б ы т ь  ч и с л о

.v-» a>  4 Х  4

М ,  ч т о б ы  д л я  |х | >  М  з н а ч е н и я  ф у н к ц и и  о т л и ч а л и с ь  о т  ч и с л а  |  м е н ь ш е ,  

ч е м  н а  0 . 1 ;  0 . 0 0 2 ;  0 . 0 0 0 0 0 5 ?

9 х  +  5  9
А  З д е с ь  / ( х )  = ----------- , А - — . П у с т ь  s  >  0  -  п р о и з в о л ь н о е  ч и с л о .  Д о к а з ы -

4 х  4

в а е м о е  у т в е р ж д е н и е  в е р н о ,  е с л и  с у щ е с т в у е т  М  >  0  т а к о е ,  ч т о  п р и  |х | >  М  

в ы п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о

/ м - f <  s , т .е .
9 х  +  5 _ 9  

44 х

5
<  S  , и л и  -т -7  <  S  .

4 х

П о с л е д н е е  н е р а в е н с т в о  р а в н о с и л ь н о  с л е д у ю щ е м у :  | х | > ^ - ,  т а к  ч т о ,  

п о л о ж и в  М  =  п р и  |х | >  М  п о л у ч и м  к а к  с л е д с т в и е
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-------<" е  И Л И
5 9х + 5 9

4 х  4
< s .

9 х  +  5 9
С л е д о в а т е л ь н о ,  l i m -----------=  — .

4 х  4
Н а  о с т а л ь н ы е  в о п р о с ы  п о л у ч а е м  о т в е т  п р о с т ы м  в ы ч и с л е н и е м  з н а ч е ­

н и й  M ( s )  =  ^  п р и  з н а ч е н и и  е,  р а в н о м  0 .1 ;  0 .0 0 2  и  0 .0 0 0 0 0 5 ,  к о т о р ы й  

м о ж н о  о ф о р м и т ь  т а к :

4 . 3 .  Б е с к о н е ч н о  м а л ы е  и  б е с к о н е ч н о  б о л ь ш и е  ф у н к ц и и

П у с т ь  ф у н к ц и я  а ( х )  о п р е д е л е н а  в  н е к о т о р о й  о к р е с т н о с т и  т о ч к и  а ,  

б ы т ь  м о ж е т ,  к р о м е  с а м о й  т о ч к и  а.

О п р е д е л е н и е .  Ф у н к ц и я  а  =  а ( х )  н а з ы в а е т с я  б е с к о н е ч н о  м а л о й  

ф у н к ц и е й  ( с о к р а щ е н н о  б м ф )  п р и  п е р е м е н н о й  х , с т р е м я щ е й с я  к  а ,  е с ­

л и  l i m a ( x )  =  0 .

1. ( С в я з ь  ф у н к ц и и ,  и м е ю щ е й  п р е д е л ,  с  е е  п р е д е л о м  и  б м ф ) .  П у с т ь  ф у н к ­

ц и я  / ( х )  о п р е д е л е н а  в  н е к о т о р о й  о к р е с т н о с т и  т о ч к и  а ,  м о ж е т  б ы т ь ,  к р о м е  

с а м о й  т о ч к и  а .  Д л я  т о г о  ч т о б ы  ф у н к ц и я  / ( х )  в  т о ч к е  а  и м е л а  п р е д е л о м  

ч и с л о  А ,  н е о б х о д и м о  и  д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  / ( х )  м о ж н о  б ы л о  п р е д с т а в и т ь  в  

в и д е  с у м м ы  / ( х )  =  А  +  а ( х ) ,  г д е  а { х )  - б м ф  п р и х —> а .

2. (С у м м а  б м ф ) .  Е с л и  а ( х ) и / 3 ( х )  -  б м ф  п р и х - » а ,  т о  и х  с у м м а  

а ( х )  +  / ? ( х )  е с т ь  т а к ж е  б м ф  п р и  х  - »  а .
3 .  ( П р о и з в е д е н и е  б м ф  н а  о г р а н и ч е н н у ю  ф у н к ц и ю ) .  Е с л и  ф у н к ц и я  а ( х )  
я в л я е т с я  б м ф  п р и  х - > д ,  а  ф у н к ц и я  / ( х )  о г р а н и ч е н н а  в  о к р е с т н о с т и  т о ч ­

к и  а,  т о  п р о и з в е д е н и е  а (х )  ■ / ( х )  е с т ь  б м ф  п р и  х  —> а .
4 . (П р о и з в е д е н и е  б м ф ) .  Е с л и  а ( х )  и р ( х )  -  б м ф  п р и х - »  а ,  т о  и х  п р о и з ­

в е д е н и е  а ( х )  ■ Д х )  е с т ь  т а к ж е  б м ф  п р и  х  —» а .

5 . (П р о и з в е д е н и е  б м ф  н а  п о с т о я н н у ю  ф у н к ц и ю ) .  П р о и з в е д е н и е  б м ф  н а  

п о с т о я н н у ю  ф у н к ц и ю  е с т ь  б м ф .

О п р е д е л е н и е .  Ф у н к ц и я  f ( x )  н а з ы в а е т с я  б е с к о н е ч н о  б о л ь ш о й  п р и х —> а ,  

е с л и  l im  f i x )  =  <х>. И л и

е  0 .1  0 .0 0 2  0 .0 0 0 0 0 5

М  1 2 .5  6 2 5  2 5 0 0 0 0

Свойства бесконечно малых функций
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( / ( х ) - б б ф  п р и  H ' i i j o  V M  >  0  3 (5  >  0  V x ,  0  <  |х  —<з| <  5  = > | / ( х ) |  >  М .

Геометрически это означает, что для х е (я -  S; а  + д), х  Ф а ,  график 
функции у  = / (х )  лежит вне полосы, ограниченной прямыми х = ± М  
(рис. 4.2).

Между бесконечно большими функциями и бесконечно малыми су-

ббф, и обратно.
Пример 4,4. Доказать, что функция х -1  есть бесконечно малая 

при х 1. (Иногда задачи такого типа можно встретить в такой формули­
ровке: доказать  ̂что функция х -1  есть бм в точке х = 1. Здесь подразуме­
вается не значение функции в точке х = 1, а её изменения при значениях х, 
близких к единице).
А Согласно определению бм достаточно показать, что lim(x -1) = 0.

Зафиксируем число £ > 0 и покажем существование такого числа 
<5(е)>0, что неравенство j(x-1) - 0|<£ или ]х-1 |<е выполняется для 
всех х, удовлетворяющих неравенству |х - 1| < 6.

Очевидно, что из неравенства |х - 1| < S следует, что |х - 1| < е , значит, 
lim(x -1) = 0 , и функция х -1  -  бм при х —И .  VД--41

Пример 4.5. Найти предел функции у = x sin - при х -► 0.
х

А Аргумент---- > <х> при х -> 0, а множитель sin— будет при этом коле-X X
баться между -1 и +1, не стремясь ни к какому определенному числу, т.е. 
множитель не имеет предела, но является величиной ограниченной,

Рис. 4.2
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• 1 ,sin -  <1. 
x

П о э т о м у  с о г л а с н о  с в о й с т в у  3  д а н н а я  ф у н к ц и я ,  п р е д с т а в л я ю щ а я  п р о ­

и з в е д е н и е  б м  х  н а  в е л и ч и н у ,  о г р а н и ч е н н у ю  s i n -  , е с т ь  б м  в е л и ч и н а ,  а  е е
х

п р е д е л  р а в е н  н у л ю :  l i m х s i n — =  0 .  V  
*->о х

Пример 4.6. Д о к а з а т ь ,  ч т о  ф у н к ц и я ----------- б б  п р и  х  - »  - 2 .
2 х  +  4

▲ Т а к  к а к  п р и  х  —> - 2  ф у н к ц и я  2 х  +  4  б м ,  т о  ф у н к ц и я  — ?—  б б .  Т
2 х  +  4

Пример 4 .7 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  | 2 ' " }  я в л я е т с я  б б  

п р и  и —> о о .

▲ З д е с ь  н е о б х о д и м о  д о к а з а т ь ,  ч т о  i im  2 ^ "  =  + о о , т .е .  ч т о  2 '*" > М , г д еи—>оо
М  >  О -  п р о и з в о л ь н о е  ч и с л о ,  д л я  в с е х  п ,  н а ч и н а я  с  н е к о т о р о г о  н о м е р а  N. 
И с п о л ь з у я  м о н о т о н н о с т ь  л о г а р и ф м и ч е с к о й  ф у н к ц и и  ( о с н о в а н и е  е >  1 ) , 

п о л у ч а е м  l n 2 v" >  I n M ,  4 п  > п >  ( - |^ - ) 2 , и  з а  ч и с л о  N  м о ж н о  в з я т ь ,  н а ­

п р и м е р ,  ц е л у ю  ч а с т ь  ч и с л а  (yj^f)2, т .е .  N  =  [ ( ^ у ) 2 j.

И т а к ,  д л я  в с е х  n > N  в ы п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о  2 ' " > М , с л е д о в а ­

т е л ь н о ,  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  \ г " } б б .  V

YI
Пример 4.8. Д о к а з а т ь ,  ч т о  l im  —  =  0, а > 1.пчха"

. „  п п + 1 п 1
А  Е с л и  х„ =  — , т о  х „+1 =  =  —  +  — , о т к у д а

+  (4 Л )(X (X 
1

X , ( и  + l)*?" +  п  1
З а м е т и м ,  ч т о  -a±J- =  - — —-—  = ------"■ п р и  и - »  оо с т р е м и т с я  к — , п р и -

х п а "  п  а  а

ч е м  — <  1, с л е д о в а т е л ь н о ,  д л я  д о с т а т о ч н о  б о л ь ш и х  з н а ч е н и й  п  б у д е т  в ы -  
а
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{ х п \  у б ы в а ю щ а я ,  а  т а к  к а к  о н а  о г р а н и ч е н а  с н и з у  н у л е м ,  т о  и м е е т  п р е д е л .  

О б о з н а ч и м  е г о  b , l im  х п =  b .П—»5С
Е с л и  т е п е р ь  в  р а в е н с т в е  ( 4 . 1 )  п е р е й т и  к  п р е д е л у ,  т о  п о л у ч и м

b  =  — • b  +  0 , ч т о  в ы п о л н я е т с я  л и ш ь  п р и  b  =  0 . ▼ 
а

З а м е ч а н и е .  Т а к  к а к  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  | ~ ! г |  б е с к о н е ч н о  м а л а я  п р и

а  >  1, т о  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  <j —  }• б е с к о н е ч н о  б о л ь ш а я ,
п

a "  w  
т .е .  l im  —  =  с о . Т  п

4 .4 . С в о й с т в а  п р е д е л а  ф у н к ц и и

П редельный переход и арифмет ические операции  
Т е о р е м а  4 .1 .  Е с л и  l im  f i x )  с у щ е с т в у е т ,  т о  о н  е д и н с т в е н н ы й .

х - * а

Т е о р е м а  4 .2 .  П у с т ь  ф у н к ц и и  f i x )  и  f 2i x )  о п р е д е л е н ы  в  н е к о т о р о й  о к р е ­

с т н о с т и  т о ч к и  а ,  б ы т ь  м о ж е т , к р о м е  с а м о й  т о ч к и  а .  Е с л и  

l i m / [ ( x )  = Л,, l i m / , ( x )  = А-,, т о
х -+ а  .V—►«

1. lim С =  С  ( С  -  c o n s t) .
Х-*а

2 . lim (/J (x )±  / , ( х ) )  = lim /J(x) ± l im /,(x ) ;
X—>а х —*а  х~>с/

3 .  lim( f ( x ) - f  ( х ) )  =  lim f  (x) • lim f  ( x ) ;
x~>a x  -+ u х - н /

f  /д.-, lim f  (x) j  \
4 - И т т Н = ,  A limf ^ x) *  °> Ш  *  0 ■« “/ i W  lim /2(x) '

х ~ л и

С л е д с т в и е  1 . П о с т о я н н ы й  м н о ж и т е л ь  м о ж н о  в ы н о с и т ь  з а  з н а к  п р е д е л а : 

lim(C • / (х)) = С  ■ lim / ( х ) .

подняться неравенство —— < 1, т.е. х,]+1 < х п, а тогда последовательность
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Следствие 2. Если lim / ( х )  = А и т — натуральное число, то
х■

I i m / ra( x )  =  l l i m  / ( х )  К
х—Ьа х x—±ei '

Пример 4.9. Н а й т и  l i m ( 4 x 2 -  6х  +  3 ) .

▲ Т а к  к а к  п р е д е л  а л г е б р а и ч е с к о й  с у м м ы  п е р е м е н н ы х  р а в е н  т а к о й  ж е  а л ­
г е б р а и ч е с к о й  с у м м е  п р е д е л о в  э т и х  п е р е м е н н ы х ,

п о с т о я н н ы й  м н о ж и т е л ь  м о ж н о  в ы н о с и т ь  з а  з н а к  п р е д е л а ,  

п р е д е л  ц е л о й  п о л о ж и т е л ь н о й  с т е п е н и  р а в е н  т а к о й  ж е  с т е п е н и  п р е д е л а ,  

п р е д е л  п о с т о я н н о й  в е л и ч и н ы  р а в е н  с а м о й  п о с т о я н н о й ,  
т о  п о с л е д о в а т е л ь н о  п о л у ч и м

=  4 - 22 - 6 - 2  +  3 =  16- 12 +  3  =  7 .  ▼

Замечание 1. В ы ч и с л е н и е  п р е д е л а  м н о г о ч л е н а  в т о р о й  с т е п е н и  с в е ­

л о с ь  к  в ы ч и с л е н и ю  е г о  з н а ч е н и я  п р и  п р е д е л ь н о м  з н а ч е н и и  а р г у м е н т а .  

Следствие 3 (Предел целой рациональной функции). Е с л и

Рп( х )  =  а0х ” + я |х "’ 1 + а 2х"~2 +  ...  +  ап._1х  +  ап, т о  l i m Рп(х )  =  Рп(а ) ,

т .  е .  п р и  о т ы с к а н и и  п р е д е л а  ц е л о й  р а ц и о н а л ь н о й  ф у н к ц и и  м о ж н о  

в  а н а л и т и ч е с к о м  в ы р а ж е н и и  ф у н к ц и и  з а м е н и т ь  а р г у м е н т  е г о  

п р е д е л ь н ы м  з н а ч е н и е м . _____________________  _______________________

Пример 4.10. Н а й т и  l i m ( 2 x 5 -  4 х 4 +  З х 3 - 6х 2 + 8х  +  2 ) .
л-->!

l i m ( 4 x 2 -  6х  +  3 )  =  l im  4 х 2 -  l im  6х  +  l im  3 =

=  4  l im  х 2 -  6 l im  х  +  l im  3  =

▲ l i m ( 2 x 5 -  4 x 4 +  З х 3 -  6x 2 +  8x  +  2 )  =

=  { 2 -1 5 - 4 - 1 4 + 3 - 1 3 - 6 - 1 2 + 8 - l  +  2 } = 5 .  ▼

Следствие 4 (Предел дробно-рациональной функции). Е с л и

bax m +  б / " " 1 +  Ъгх т~2 + . . .  +  6„_ ,х  +  Ъп <2( х )  ’
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m o  l i m  F ( x )  =  =  F { a ) ,  е с л и  Q ( a )  0 ,
* ^ a Q ( a )

т .  e .  п р и  о т ы с к а н и и  п р е д е л а  д р о б н о - р а ц и о н а л ь н о й  ф у н к ц и и  

м о ж н о  в  а н а л и т и ч е с к о м  в ы р а ж е н и и  ф у н к ц и и  з а м е н и т ь  а р г у м е н т  

е г о  п р е д е л ь н ы м  з н а ч е н и е м ,  е с л и  п р и  э т о м  п р е д е л ь н о м  з н а ч е н и и  

з н а м е н а т е л ь  н е  о б р а щ а е т с я  в  н у л ь . _________________________________________

П р и м е р  4 .1 1 . Н а й т и  l i m ^ = — .
2 х  - 5 х  +  6

. З х 2~ 4 х  + 7  Гз• I2 -4-1 + 7 3 - 4  + 7 б] „  „
▲ l i m — г---------------- =  < ------- -̂---------------- = ---------------- =  - Л  =  2 .  Y

2х  — 5х + 6 [2-1- -5-1 + 6 2 - 5  + 6 3J

П р е д е л  элементарной функции в  т о ч к е  е е  о п р е д е л е н и я  р а в е н  ч а с т ­

н о м у  з н а ч е н и ю  ф у н к ц и и  в  э т о й  т о ч к е :  l im  f { x )  =  f { a ) .

Ч т о б ы  н а й т и  п р е д е л  ф у н к ц и и  у  =  f ( x )  н у ж н о  в м е с т о  х  п о д с т а ­

в и т ь  е г о  п р е д е л ь н о е  з н а ч е н и е ,  т .е .  в ы п о л н и т ь  о п е р а ц и ю

l im  f ( x )  =  f ( a ) .

гг л  l- -  7  +  V x  +  6 0
П р и м е р  4 . 1 2 .  h m -

▲ lim

-'->4 2 x " -  5x -

л /х  — 7  +  -\l x  +  6 0

•v~*4 2 x 2 -  5 x  -  8

V42 - 7 + V 4  + 60 = л/9+3л/64 _ З + 4] _ 7
2-42 -  5 -4 -8  ~ 3 2 - 2 0 - 8  ~ 4 | 4

▼

П р е д е л ь н ы й  п е р е х о д  и  н е р а в е н с т в а

1. (П е р е х о д  к  п р е д е л у  в  н е р а в е н с т в е ) .  Е с л и  / |  ( х )  <  / 2 ( х )  д л я  в с е х  х  и з  н е ­

к о т о р о й  о к р е с т н о с т и  т о ч к и  а ,  м о ж е т  б ы т ь  к р о м е  с а м о й  т о ч к и  а , и  к а ж д а я  

и з  ф у н к ц и й  / | ( х )  и  / , ( х )  в  т о ч к е  а  и м е ю т  п р е д е л ,  т о  l im  f ( x )  <  l im  f 2 ( x ) .
x-+a a• - > «

2 .  ( О  с ж а т о й  п е р е м е н н о й ) .  Е с л и  / , ( х )  <  / 2( х )  <  / 3( х )  д л я  в с е х  х  в  н е к о т о ­

р о й  о к р е с т н о с т и  т о ч к и  а , б ы т ь  м о ж е т ,  к р о м е  с а м о й  т о ч к и  а ,  и  е с л и
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l i m / j ( x )  =  ^  =  l i m / 3( x ) ,  т о  с у щ е с т в у е т  т а к ж е  п р е д е л  / ,  ( х )  п р и  х  - »  а ,
х  —*а х —>а

п р и ч е м  l im  / 2 ( х )  =  А .
х —*а

Пример 4.13. Д о к а з а т ь ,  ч т о  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  I !* и м е е т

п р е д е л ,  р а в н ы й  н у л ю .

▲ З а м е т и м ,  ч т о  0  <  — - —  <  —  =  о т с ю д а  0  < ]  — - — | < |  —
7и +  3 1 п  7 \ 1 п  +  Ъ )  V7

П о  с в о й с т в у  2  о  с ж а т о й  п е р е м е н н о й  п о л у ч а е м

l im  0 <  l i m f  — - — 1 <  l i m f —1 ,
/7-»СО и-»сс{ ) Я~»Со1 ~J J

т а к  к а к  l i m 0 =  0 и l i m f  — ) =  0 , т о  l i m f — - — 1 =  ( ) .▼
»->СО rt-̂ cci 7 J /7— 7/7 ч* 3 )

f - ^ - U o o .
\ 2и - з ;

Пример 4.14. Д о к а з а т ь ,  ч т о  l im
п->сС

А ,  7л 7и 7 ( 7и У Г7У
А  З а м е т и м ,  ч т о ----------->  —  =  — >  1, о т с ю д а  ------------  >  — , и  п о  с в о й с т в у

2 и - 3  2  п  2  \ 2 п ~ Ъ )  \ 2  J

1 о  п е р е х о д е  к  п р е д е л у  в  н е р а в е н с т в а х  l i m f  — — — | >  l im f  — | =  + о о , о т с ю д а
п-*а\ 2 п - Ъ )  л- >к\ 2у

lim l  — — —  I =  + о о . ▼l i m p O  =
» - > « \ 2 и - 3  )

Вопросы для самопроверки
1. С ф о р м у л и р у й т е  о п р е д е л е н и е  п р е д е л а  ф у н к ц и и  в  т о ч к е .

2 .  П о н я т и е  ф у н к ц и и ,  о г р а н и ч е н н о й  в  о к р е с т н о с т и  т о ч к и .  Т е о р е м а  о б  

о г р а н и ч е н н о с т и  ф у н к ц и и ,  и м е ю щ е й  п р е д е л .

Iх !
3 . Д а н а  ф у н к ц и я  / ( х )  =  — . О п р е д е л е н а  л и  ф у н к ц и я  / ( х )  в  т о ч к е

х
х  =  0 ?  С у щ е с т в у е т  л и  l i m / (х )  ?х—>-0
4 .  К а к  с в я з а н о  п о н я т и е  п р е д е л а  ф у н к ц и и  с  п о н я т и я м и  е е  п р е д е л о в  

с л е в а  и  с п р а в а ?
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5 . С у щ е с т в у е т  л и  / ( 3  +  0 )  и  / ( 3 - 0 ) ,  е с л и  / ( х )  =  -------- - ?  С у щ е с т в у е т
3 - х

|3 -xj

л и  l i m / ( x ) ?

6. В  ч е м  с о с т о и т  г е о м е т р и ч е с к и й  с м ы с л  п р е д е л а  ф у н к ц и и ?

7 . П р и  к а к и х  у с л о в и я х  и з  с у щ е с т в о в а н и я  о д н о с т о р о н н и х  п р е д е л о в  

с л е д у е т  с у щ е с т в о в а н и е  п р е д е л а  ф у н к ц и и ?

8. Т е о р е м а  о  п р е д е л е  с у м м ы .

9 .  Т е о р е м а  о  п р е д е л е  п р о и з в е д е н и я .

1 0 . Т е о р е м а  о  п р е д е л е  ч а с т н о г о .

1 1 . В  ч е м  с о с т о и т  п р а в и л о  п р е д е л ь н о г о  п е р е х о д а ?

1 2 . Ч т о  у с т а н а в л и в а е т  п е р в ы й  з а м е ч а т е л ь н ы й  п р е д е л ?

1 3 . К а к  и  к о г д а  п р и м е н я е т с я  з а м е н а  п е р е м е н н ы х  п р и  о т ы с к а н и и  п р е ­

д е л о в  о т  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  ф у н к ц и й  и  п р е д е л о в ,  с в я з а н н ы х  с  е ?

14 . К а к и м и  п р е д е л а м и  м о ж н о  з а м е н и т ь  ч и с л о  е ?

1 5 . У с в о и л и  л и  в ы ,  к а к  б ы с т р о ,  в  у м е  н а й т и  l im  ^ - t - ^ - ?
с х  +  d

4 .5 . В ы ч и с л е н и е  п р е д е л о в . Э л е м е н т а р н ы е  п р и е м ы  и и с п о л ь з о в а ­
н и е  з а м е ч а т е л ь н ы х  п р е д е л о в

В  п р а к т и к е  о т ы с к а н и я  п р е д е л о в  н а и б о л е е  ч а с т о  п р и м е н я е т с я  т е о ­

р е м а  4 . 2  о б  а р и ф м е т и ч е с к и х  д е й с т в и я х  н а д  п р е д е л а м и .  О д н а к о  е е  н е ­
п о с р е д с т в е н н о е  п р и м е н е н и е  б ы в а е т  н е в о з м о ж н о  в  о с о б ы х  с л у ч а я х ,  

н а з ы в а е м ы х  н е о п р е д е л е н н о с т я м и ,  к о т о р ы е  в о з н и к а ю т  п р и  н а р у ш е н и и  

у с л о в и й  т е о р е м ы .

Е с л и  а р г у м е н т  с т р е м и т с я  к  б е с к о н е ч н о с т и  и л и  к  ч и с л у ,  к о т о р о е  

н е  п р и н а д л е ж и т  о б л а с т и  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и ,  т о  в  к а ж д о м  т а к о м  

с л у ч а е  н а х о ж д е н и е  п р е д е л а  ф у н к ц и и  т р е б у е т  с п е ц и а л ь н о г о  и с с л е д о ­

в а н и я .  Н а р у ш е н и е  о г р а н и ч е н и й ,  н а к л а д ы в а е м ы х  н а  ф у н к ц и и  п р и  в ы ­

ч и с л е н и и  и х  п р е д е л о в ,  п р и в о д и т  к  н е о п р е д е л е н н о с т я м  в и д а

о с о - о о ,  0 -оо , 1” , 0° ,  о о°.

О т м е т и м  т а к ж е ,  ч т о

l im  -  =  О, 
' - “ / ( * )

=  0, е с л и  Н ш / ( х )  =  со;
дг- / ( х )  ’

63



Ч т о б ы  н а й т и  п р е д е л ы  п р и  н а л и ч и и  н е о п р е д е л е н н о с т и ,  н а д о  э т у  н е о п ­

р е д е л е н н о с т ь  у с т р а н и т ь ,  о т к р ы в  т е м  с а м ы м  в о з м о ж н о с т ь  и с п о л ь з о в а н и я  

т е х  и л и  и н ы х  т е о р е м  о  п р е д е л а х .  Э т о  д о с т и г а е т с я ,  с  о д н о й  с т о р о н ы ,  п р и ­

м е н е н и е м  а л г е б р а и ч е с к и х  и  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  п р е о б р а з о в а н и й  ( р а з л о ­

ж е н и е  ф у н к ц и й  н а  м н о ж и т е л и  и л и  н а  с л а г а е м ы е ,  п р и в е д е н и е  д р о б е й  к  

о б щ е м у  з н а м е н а т е л ю ,  д о б а в л е н и е  и  в ы ч и т а н и е  н е к о т о р о г о  в ы р а ж е н и я ,  

у м н о ж е н и е  и  д е л е н и е  н а  н е к о т о р у ю  ф у н к ц и ю ,  в ы н е с е н и е  о б щ е г о  м н о ж и ­

т е л я  з а  с к о б к у  и  т .п . ) .  А  т а к ж е  з а м е н о й  п е р е м е н н о й ,  и с п о л ь з о в а н и е м  э к в и ­

в а л е н т н ы х  б е с к о н е ч н о  м а л ы х  в е л и ч и н  и  б е с к о н е ч н о  б о л ь ш и х .  С  д р у г о й  

с т о р о н ы ,  и с п о л ь з о в а н и е м ,  т а к  н а з ы в а е м ы х  з а м е ч а т е л ь н ы х  п р е д е л о в :

Н а п о м и н а е м ,  ч т о  п р е ж д е ,  ч е м  в ы ч и с л я т ь  л ю б о й  п р е д е л ,  н у ж н о  

п о д с т а в и т ь  в  ф у н к ц и ю ,  с т о я щ у ю  п о д  з н а к о м  п р е д е л а ,  п р е д е л ь н о е  

з н а ч е н и е  а р г у м е н т а .  Т о г д а  л и б о  п р е д е л  б у д е т  с р а з у  о п р е д е л е н ,  л и б о  

п о л у ч и т с я  н е о п р е д е л е н н о с т ь ,  п о  в и д у  к о т о р о й  м о ж н о  н а й т и  м е -  

т о д  е е  р а с к р ы т и я . _________________________________________________________________

I. Неопределенность С л у ч а й , к о г д а  п р и  х  а  или  х  —» с о  ф у н к ц и я  

f  ( х )  п р е д с т а в л я е т  о т н о ш е н и е  д в у х  б е с к о н е ч н о  м а л ы х  в ел и ч и н .

Э т о т  с л у ч а й  н а х о ж д е н и я  п р е д е л а  ф у н к ц и и  и м е е т  о с о б е н н о  б о л ь ш о е  

з н а ч е н и е .  К а к  б у д е т  в ы я с н е н о  в п о с л е д с т в и и ,  н а х о ж д е н и е  п р е д е л а  о т н о ­

ш е н и я  б е с к о н е ч н о  м а л о г о  и з м е н е н и я  ф у н к ц и и  к  б е с к о н е ч н о  м а л о м у  и з м е ­

н е н и ю  а р г у м е н т а  о д н и м  и з  о с н о в н ы х  с р е д с т в  и з у ч е н и я  ф у н к ц и й .

В  п р о с т е й ш и х  с л у ч а я х  т а к а я  н е о п р е д е л е н н о с т ь  у с т р а н я е т с я  п у т е м  

в ы д е л е н и я  в  ч и с л и т е л е  и  з н а м е н а т е л е  о б щ е г о  м н о ж и т е л я ,  с о з д а ю щ е г о  н е ­

о п р е д е л е н н о с т ь ,  и  с о к р а щ е н и я  н а  н е г о ,  п о с л е  ч е г о  м о ж н о  п р и м е н я т ь  т е о ­

р е м у  о  п р е д е л е  ч а с т н о г о .

х - 2Пример 4.15. Н а й т и  п р е д е л  lim—----- .

«-♦о а

( е  =  2 . 7 1 8 2 8 1 8 2 8 4 5 9 . . .  -  и р р а ц и о н а л ь н о е  ч и с л о )
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▲ В н а ч а л е  у б е ж д а е м с я ,  ч т о  п р е д е л  ф у н к ц и и  н е л ь з я  н а й т и  н е п о с р е д с т в е н ­
н о й  п о д с т а н о в к о й ,  ч т о  п р и  у к а з а н н о м  з н а ч е н и и  а р г у м е н т а  о н а  п р е д с т а в ­

л я е т  о т н о ш е н и е  д в у х  б е с к о н е ч н о  м а л ы х  в е л и ч и н

l im
х - 2 2 - 2  _  О 

2 2 - 4  ~  О

З а т е м  д е л а е м  п р е о б р а з о в а н и я ,  ч т о б ы  с о к р а т и т ь  н а  м н о ж и т е л ь ,  с т р е м я ­

щ и й с я  к  н у л ю .  Д л я  э т о г о  р а з л а г а е м  з н а м е н а т е л ь  н а  м н о ж и т е л и  и  с о к р а щ а ­

е м  д р о б ь  н а  д в у ч л е н  х  -  2 :

l im
х - 2 х  -  2

= l im -
1

- х~  — 4  л'->2 ( х  +  2 ) ( х  -  2 )  *->2 х  +  2  [ 2  +  2

1

З д е с ь  н е т  с о к р а щ е н и я  н а  н у л ь ,  ч т о  н и к о г д а  н е д о п у с т и м о .  С о г л а с н о  

о п р е д е л е н и ю  п р е д е л а  ф у н к ц и и  а р г у м е н т  х  с т р е м и т с я  к  с в о е м у  п р е д е л ь н о ­

м у  з н а ч е н и ю  2 ,  н и к о г д а  с  н и м  н е  с о в п а д а я .  П о э т о м у  з д е с ь  х  -  2  Ф 0 .  Т

В о о б щ е ,  е с л и  и щ е т с я  п р е д е л  ф у н к ц и и  п р и  х  —» я ,  т о  н е о б х о д и м о  

п о м н и т ь ,  ч т о  х  н е  п р и н и м а е т  з н а ч е н и я  а ,  т .е .  ч т о  х  Ф а  и  х  — а  Ф  0 .

Е с л и  и щ е т с я  п р е д е л  д р о б и ,  ч и с л и т е л ь  и  з н а м е н а т е л ь  к о т о р о й  м н о г о ­

ч л е н ы ,  о б р а щ а ю щ и е с я  в  н у л ь  в  п р е д е л ь н о й  т о ч к е  х  =  а ,  т о  с о г л а с н о  т е о ­

р е м е  Б е з у  о б а  м н о г о ч л е н а  р а з д е л я т с я  б е з  о с т а т к а  н а  д в у ч л е н  х  — а ,  т .е .  т а ­

к у ю  д р о б ь  в с е г д а  м о ж н о  с о к р а т и т ь  н а  д в у ч л е н  х - а .

И т а к ,  п р и  р а с к р ы т и и  н е к о т о р ы х  н е о п р е д е л е н н о с т е й  н у ж н о  д е л и т ь  

м н о г о ч л е н  н а  д в у ч л е н .  К а к  э т о  с д е л а т ь ?

Р а з д е л и т ь  м н о г о ч л е н  н а  д в у ч л е н ,  з н а ч и т  в ы п о л н и т ь  д е л е н и е  у г л о м  п о  

п р а в и л а м  д е л е н и я  м н о г о ч л е н а  н а  м н о г о ч л е н .

П р и м е р  4 .1 6 .  Р а з д е л и т ь  м н о г о ч л е н  х 3 +  4 х 2 -  х  +  5  н а  д в у ч л е н  х - 2 .

▲ Д е л е н и е  о ч е в и д н о .

_ х 3 + 4 х 2 -  х  +  5 

х 3 -  2х 2
_ 6х 2 -  х + 5

6х 2 -  12х  

_ 1 1 х +  5  

l l x -2 2  
2 7

х 2+ 6х  +  11
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_ х3+4х2- х  + 5 2 /■ , ,  27
О т в е т : ----------------------------- =  x  +  6x  + 1 1  + -------

x - 2

1) Раскрытие неопределенностей 
Для того чтобы раскрыть неопределенность вида Ц при отыска-

,• РЛх)нии предела отношения многочленов l im  - - , нужно
— а , м

1) определить тип неопределенности,
2) если неопределенность вида то поделить числитель и знаме­
натель на двучлен ( х - а ) .

Замечание. Д в у ч л е н  ( х - а )  в  д а л ь н е й ш е м  б у д е м  н а з ы в а т ь  « к р и т и ­

ч е с к и м  м н о ж и т е л е м » .  Т а к и м  о б р а з о м ,  н а х о ж д е н и е  п р е д е л а  с в о д и т ­

с я ,  п р е ж д е  в с е г о ,  к  в ы д е л е н и ю  в  ч и с л и т е л е  и  з н а м е н а т е л е  к р и т и ч е ­

с к о г о  м н о ж и т е л я  ( х - а ) ,  н е з р и м о е  п р и с у т с т в и е  к о т о р о г о  и  с о з д а е т  

н е о п р е д е л е н н о с т ь .  П р а к т и ч е с к и  э т о  д о с т и г а е т с я  к а к и м - л и б о  с п о с о ­

б о м  р а з л о ж е н и я  ч и с л и т е л я  и  з н а м е н а т е л я  н а  м н о ж и т е л и  ( н а п р и м е р ,  

д е л е н и я  « у г о л к о м » ) .

Пример 4.17. Н а й т и  п р е д е л  l im
х- у-2

. . .  х 3 +  3 х 2 +  2х
A  l im  — :------------------=

.'->-2 х‘  -  х  -  6

х  +  3 х~  + 2х

1)
(-2)3 + 3(-2)2 + 2(-2) 

( _ 2 )2 -  ( - 2 )  -  6

2)  п о д е л и м  ч и с л и т е л ь  и
-8 + 12-4 О
-------------------=  - ,  з н а м е н а т е л ь  н а  к р и т и  -
4 + 2 - 6  О

ч е с к и й  м н о ж и т е л ь  х  +  2

_ х  + 3 х ~  + 2х  

х 3 +  2х 2 
_  х 2 + 2 х  

х 2 + 2х

О

х  +  2 х  —х - 6  

х 2 + 2 х  

_ - З х - 6  
- З х - 6  

О

х  +  2
х - 3

=  l im  :*-*~2 х-3
х 2 +  х  [ ( - 2)2 +  ( - 2) _  4  -  2

- 2 - 3 - 5
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— 1Пример 4.18. Найти предел lim— 7

▲ l im  -
8х - 1

- =  о

6х~ — 5 х + 1  

8 ( 0 3 - 1  _  1 - 1 О

>'->! 6х 2 -  5 х  + 1  [  4 ( i ) 2 - 5 - |  +  l | - |  +  1 О
; 2 ) ( x - i )  =

_8х  -1  
8х 3 -  4 х 2

x  — f 6 х  -  5 х  + 1

8х 2 +  4 х  +  2  6х 2 — З х

_ 4 х  — 1 

4 х 2 -  2 х

_2х -1
2 х - 1

О

- 2х + 1 
- 2х  +  1 

О

6 х - 2

6 х - 2 6 - ^ 2 3 - 2  J

х ~ь х  — 2
П р и м е р  4 . 1 9 .  Н а й т и  п р е д е л  l i m - - ; ------- -̂----------- .

X -X *  — X +  1

▲ l im
х  + х - 2

* - * 'х 3 - х 2 - х  +  1 Г 13 - 1--1  +  1 О

. х 2 +  х  +  2  f l 2 + 1  +  2  4
: l i m  ,,v->l х " - 1 I 2 - 1 О

:ОО .Т

х  + х - 2
3 2

X - X

X — 1

х "  +  х  +  2

_х~ +  х - 2  ->
х ~  -  X

_ 2х  —2 
2х  -  2 

О

_ х 3 - х 2 — х  +  1
X3 — X2

_—х  +  1

- х  +  1

х  — 1

х 2 - 1

М о ж н о  п р и е м  д е л е н и я  н а  к р и т и ч е с к и й  м н о ж и т е л ь  х - а  п о в т о р и т ь  
с к о л ь к о  р а з  п о д р я д .



Пример 4.20. Найти предел lim х + 2 4 * +  20
*->- 2 2 х 3 + 1 3 х 2 + 2 8 х  +  2 0

▲ lim х 3 +  9 х 2 +  2 4 х  +  2 0

2 2х 3 +1 З х 2 +  2 8 х  +  20

=  О
( - 2 )3 +  9 ( - 2 )2 +  2 4 ( - 2 )  +  2 0  0

2 ( —2 )  + 1 3 ( - 2 ) "  +  2 8 ( - 2 )  +  2 0  0

_ х ' + 9 х Л + 2 4 х  +  2 0  

х 3 +  2х 2

_ 7 х 2 + 2 4 х  +  2 0  

7 х 2 +  1 4 х

_ 10х  +  20 
1 О х +  2 0  

О

х  +  2
х  + 1  х  +10

_2х 3 +1 З х 2 +  2 8 х  +  20 
2х 3 + 4 х 2______________

_ 9 х 2 + 2 8 х  +  2 0  

9 х 2 + 1 8 х

Ю х  +  2 0  

10х  +  20 
О

х  +  2
2 х - + 9 х  +  1 0

.. х 2 + 7 х  +  1 0  Г  ( - 2 )2 +  7 ( —2 )  +  1 0  4 - 1 4  +  1 0  0  ,
=  h m — 5-------------- =  i l ) - — — — -—  -------- = ---------------=  —: 2) х  +  2  ̂ =

^ - 2 2 х - + 9 х  +  1 0  [  2 ( - 2 ) ‘ + 9 ( - 2 )  +  1 0  8 - 1 8  +  1 0  0  '

х  + 7 х  +  10 
х 2 +  2х

_ 5 х  +  1 0  

5 х  + 10  

О

х  +  5

_ 2 х  + 9 х  +  1 0  

2 х 2 +  4 х

_ 5 х  +  10  

5 х  +  10

2 х  +  5

= lim х  +  5

^-2 2х + 5 [2(-2) + 5
■2 +  5

=  3 .

Задачи и упражнения для самостоятельной работы 
Найти пределы:

№ П р е д е л О т в е т

1 l i m ( 2x 2 - 7 х  +  6)
.v->3 3

2 l i m ( 3 x 4 -  5 х 3 +  6х 2 -  4 х  +  7 )
л-~>!

7

3
.. 4 х 2- 5 х  +  2
h m — =----------------
-̂*2 З х 2 -  6х  +  4

2
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4
х 2- 5 х  +  4

l im  —г----------------
*->4 х  - 7 х  +  6

0

5
х 2 — 7 х  +  \ 2

п ш — ,----------------
'->5 х ~  -  6 х  +  5

оо

6 х : - 8х  +  12
l i m — -̂---------------
'->6 х "  -  7 х  +  6

4

5

7
.. Зле2 - 7 х  +  2
l i m — г----------------
х~*2 4 х ‘ -  5 х  - 6

15

4 4

8
. .  х ' - З х  +  2
l im  — ;---------------

х  - 4 х  +  3

1
2

9
х 2+ х -12 

l i m — г---------------
• '- з  2 х  -  9 х  +  9

7

3

10 . .  х 3 - х 2 - х  +  1
l i m — г------------------

х  -  З х  +  2

2
3

11 5 х 3 - 6 х 2
l i m — «--------- г------- -
•'-»0 4 х  + 2 х  + х

12 . .  х 3 + 5 х 2+ З х - 9
l i m  —г--------- --------------------
-*->-3 х  -  З х  -  4 5 х  -  81

1
3

П р и  о т ы с к а н и и  п р е д е л о в  о т  и р р а ц и о н а л ь н ы х  ф у н к ц и й  с  н е о п р е д е ­

л е н н о с т я м и  в и д а  $  и с п о л ь з у е т с я  р а с с м о т р е н н ы й  в ы ш е  п р и е м ,  н о  т о л ь к о  

п о с л е  п р е д в а р и т е л ь н ы х  а л г е б р а и ч е с к и х  п р е о б р а з о в а н и й .

2) Раскрытие неопределенностей §.
Для того чтобы раскрыть неопределенность вида Ц при отыска­
нии предела дроби, содержащей иррациональные выражения в 
случае, когда предел и числителя, и знаменателя дроби равен ну­
лю, надо
1) определить тип неопределенности,
2) умножить числитель и знаменатель на выражения, сопряжен­
ные числителю и знаменателю.
3) После этого сделать необходимые упрощения (приведение по­
добных членов, сокращение, выделение критического множителя 
и т. д.) и перейти к пределу.___________________________________
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П р и м е р  4 .2 1 .  Н а й т и  п р е д е л  lim -!------- ^ - i t l
*-*° х

1-л/Г+Т 
l i m ------------------v->0 х

у н и ч т о ж а е м1Х1 - Vo+T о1)  -------- =  - , 2) и р р а ц и о н а л ь н о с т ь

в  ч и с л и т е л е

-  х.. (l —ч/ X -ь 1V] + л/х + 1) .. 1 — (х + 1) ..
= lim A-----------------------------------------г— --у • —\-1 = lim —г—  г— = lim - т -.-=

•'->0 x(l + Vx + lJ t->0x(l + Vx + lJ *-*0х(1 + л/х + 1)

О 0 с о к р а щ а е м  |  -1
0(1 н --ч /О + Т ) О ’ д р о б ь  н а  x j  *-»<>1 +  л /х  +  1

- 1

1 +  V  0 + 1  1 +  1

1
▼

А н а л о г и ч н ы й  п р и м е р ,  н о  с  о с в о б о ж д е н и е м  о т  и р р а ц и о н а л ь н о с т и  в  з н а м е ­
н а т е л е .

х
П р и м е р  4 .2 2 .  Н а й т и  п р е д е л  l im -

.V—> 0 -

О о

»л/1 +  З х - Г

Ж  l i m —.— -■ =—  =  j ] ) - = = J L = — ~ - ; 2 ) } . =  H m 7- ?= i = — у :  — 1 =
х~*° л/l +  3х  - 1  I л/1 +  3 - 0 - 1  О J ^ / l  +  Зх  - 1  Дл/ l  +  Зх + 1)

х(л/1 +  Зх +  1)

.. х(л/1 +  Зх + 1) *. x(V l +  Зх + 1) .. л/ l  +  Зх  +1 
=  l im —-̂--------------- z =  h m —'---------------- z =  l im ----------------

.t-»0 J +  З х  _  J *->0 З х  х~>0 з

л/1 +  3 - 0  +  1 _ 1  +  1

3 ~  3

Е с л и  и р р а ц и о н а л ь н о с т ь  в  ч и с л и т е л е  и  з н а м е н а т е л е ,  т о  н е о б х о д и м о  о т  и р ­

р а ц и о н а л ь н о с т и  в  ч и с л и т е л е  и  з н а м е н а т е л е .

П р и м е р  4 .2 3 .  Н а й т и  п р е д е л  l im  +  ^
л/х -  2

. л/ 1 + 2х -3  Г л/1 + 2 -4 -3  0 . . .
▲  lim — j=--------=  Л ) ------ j=---------=  —; 2 Н  =

• л /х -2 л /4 -2  0 '
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=  Im , +A-J* +  2 ) -  (1 +  2 *  -  9 ) ( л /х  +  2) _
*->4 (л/ l  +  2 x  +  З д л /л : — 2Д л /х  +  2 J  *-»4 (л/ l  +  2 x  +  З д х  -  4 )

_ u_ 2 { B + 2 ) i -Гл + г )  2 -4 ] 4
■'->4 (л/ l  +  2 x  +  3  д х  -  4 )  *->4 V l  +  2 x  +  3 [л /1  +  2 - 4  +  3  3  +  3 J  3 '

З а д а ч и  и  у п р а ж н е н и я  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о й  р а б о т ы

'Н а й т и  п р е д е л ы :  __________________________________________

№ П р е д е л О т в е т

1 . .  л /х  +  7 - 3  
l i m - ; -  —
*-*2 V jc  +  2 - 2

2
3

2 л /х  +  1 3 - 4  
l i m ------- z------------
л-»3 х - -  9

1
1 4 8

3
х 2 - 2 5

l im  -------- =------
V x -1  - 2

4 0

4
,.  1 — л/ X +  1
h m -----------------
*->0 X

1
2

5
2 - л / х

h m -------- ............
*->43 - л / 2 х  +  1

3

4

6 ..  1 -  V x
l i m — 3- =
■'■^1- V x

3

2

7
. .  л /З х  +  7 - л / 2 х  +  1 0
n m  .........= ------- — ......
* - 3  л / 4 x  +  1 3 - V x  +  2 2

5

12

8 . .  л /х  +  8 — У 8x  +1 
h m  - ,-------- — p ------*->1 y j5 _ x _ y 7 x _ 3

7

12

9
.. л / х 2 +  7  - л / 7 - З х  
l i m  — ----------------
^  л /х  +  3  - л / х 2 - 9

0

10 . .  л /х  +  5  - л / З х 2 - 3 9
мТП------- — ------------------------

2 3 л /1 3

Х_>4л / х 2 - 3  - л / 2 х 2 - 1 9 2 4

Пример 4.24. Н а й т и  у к а з а н н ы й  п р е д е л  l im   ____ = — .
~ь^\ + Ъх-\
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~  , 1Ч 0 O j  х (д /1  +  З х  +  l )
l im  r . —  =  < 1)  - у -—  —  =  -  2)  > =  h m / ,— — ^ — *=
■v-*o/ 1  +  Зх - 1  [  7 1 +  3 -0 - 1  0 J ^ ( ^ j \  +  3 x - l } [ j l  +  3x +  l j

x U  1 +  3 x  + l )  x ( j l  +  3 x  + l )
=  l i m — ^ ----------------- - =  I i m —-—------------------ ‘ =

-v~*o 1 +  З х  — 1 ji->0 3x

J  l +  3 x  +  l f J l  +  3 - O  +  l l  2
=  l im  ----------------- - jV -  v -

—0 3 I 3 j 3

n  u  ~ w J 3x + 7 -  J 2x + 10П рим ер 4.25. Н а и т и  у к а з а н н ы й  п р е д е л  h m  -у ,-------------_ sl. .--------- -
* - > i j 4 x  +  \ 3 - д / х  +  22

A  л / ^ - У 2х  +  1 0 _  Ы Г з Т 7 - У 2 - 3  +  1 0 _ 4 - 4 _ 0  1
- ^ з Л/ 4 х  +  1 3 - л У х  +  2 2  [ / 4 - 3  +  1 3 - ^ 3  +  2 2  5 - 5  О j

(л/ З х  +  7  — д/ 2 х  +  1 0  ) |д / З х  +  7  +  д / 2 х  +  1 0  j j -у/ 4 х  +  13 +  д/ х  +  2 2  

~  ™  У  4 х  + 1 3  -  / х  +  2 2 4 х  + Т з  +  д /х  +  2 2 ) Q З х  +  7  +  V  2 х  + 1 0

( 3 x  +  7 - 2 x - 1 0 ) ( j 4 x  +  13 + V x  +  2 2 )
= lim ------------------------Р-г...  ...... ...........  < =

*->з ( 4 х  +  П - х - 2 2 ) ( д / З х  +  7  +  д / 2 х  +  ю )

f:r  ~ 3 ) ( ^ / 4 x  + 1 3  +  У х  +  22)  _  ( х - 3 ) ( Л/ 4 х  +  13  + V x  +  2 2 )  _

~~ * - > з ( З х - 9 ) (д /3 х  +  7  +  ^ / 2 х  + 1 0 j ~  ™ 3 ( х - 3 ) ( л/ з 1 + 7 + л/ 2 х  +  10=] ”

_  У 4 х  +  1 3 + У х  +  2 2  _ J  д / 4 - 3  +  1 3 + V 3  +  2 2  _ ю } _ 5

”  • ™ 3 ( 7 3 x  +  7  + л / 2 х  +  1 0 ) ~  [ з ( л/ 3 - 3  +  7  +  д / 2 - 3  +  ш ] ~  2 4 j  12'

3) Р аск ры ти е неопределенностей | .
Д ля  того чтобы  р аск р ы ть  неопределенность вида $ при оты ск а­
нии предела дроби, содерж ащ ей тригоном етрические функции в 
случае, когда предел и числителя , и знам енателя дроби равен  ну­
лю , надо
1) определить ти п  неопределенности,
2) с пом ощ ью  алгебраических и тригоном етрических преобразо­
ваний  разлож ить числитель  и знам енатель на множ ители, выде- 
л и в  к ритический  множ итель.______________________________________
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3 )  Д л я  н а х о ж д е н и я  п р е д е л а  и с п о л ь з о в а т ь  п е р в ы й  з а м е ч а т е л ь н ы й  
п р е д е л

,.  s i n  а
h m ---------=  1.
а-»0 а

П р и  о п р е д е л е н и и  п р е д е л а  т р и г о н о м е т р и ч е с к о й  ф у н к ц и и  м о ж н о  н е з а ­

в и с и м у ю  п е р е м е н н у ю  з а м е н и т ь  е е  п р е д е л ь н ы м  з н а ч е н и е м ,  е с л и  о н о  п р и ­

н а д л е ж и т  о б л а с т и  с у щ е с т в о в а н и я  ф у н к ц и и :

l im  s in  х  =  s i n  a ;  l i m c o s x  =  c o s a ; l i m t g x = t g  a ;  l i m c t g x  =  c t g o .
x~*a x—*(i x—¥u x—*u

Н а п р и м е р :  1 )  l im  s i n  x  =  s in  f  =  } ;  2 )  l im  s in  x  =  s i n  0  =  0 ;
, v - » f  0 1 j t - > 0

3 )  l i m c o s x  =  c o s O  =  1 ; 4 )  l i m t g x  =  t g f  =  1 ;.r~>0

5 )  l i m t g x  -  н е  с у щ е с т в у е т ,  т а к  к а к  t g f  н е л ь з я  п р и п и -

с а т ь  н и  к а к о г о  ч и с л о в о г о  з н а ч е н и я .

З а м е ч а н и е .  Е с л и  п о д  з н а к о м  п р е д е л а  и м е е т с я  с у м м а  и л и  р а з н о с т ь  

т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  ф у н к ц и й ,  ч а с т о  б ы в а е т  п о л е з н ы м  п р е о б р а з о в а т ь  

и х  в  п р о и з в е д е н и е  п о  и з в е с т н ы м  ф о р м у л а м  т р и г о н о м е т р и и .

П р и м е р  4 . 2 6 .  Н а й т и  п р е д е л  l im  S m  х
*-+* 1 +  c o s 3 X

А s i n 2 x  Г s i n 2 я- 0 р а з л о ж и м  ч и с л и т е л ь  и  )
▲ hm --------- г ~ Н --------- г ~  = ~ ’ 2) г =

*-->* 1 +  c o s  х  [1 +  c o s  к  0 з н а м е н а т е л ь  н а  м н о ж и т е л и ]

_  _________  1 -  c o s 2 х ___________ - H m  ( 1- c o s x ) ( l +  c o s x )

(1 +  c o s x ) ( l  -  c o s x  +  c o s 2 x )  *-»*■ (1 +  c o s x ) ( l  -  COSX +  c o s 2 x )

f в ы д е л и м  к р и т и ч е с к и й  м н о ж и т е л ь !  l  -  c o s x
■ =  l im

[  (1 +  c o s  x )  и  с о к р а т и м  н а  н е г о  J 1 -  c o s  x  +  c o s 2 x

l - c o s ; r  1 — ( —1)  1 +  1 )  2
I - c o s ^  +  c o s ' t t  I — ( — 1) + (— 1) 1 +  1 +  lJ 3

П р и м е р  4 . 2 7 .  Н а й т и  п р е д е л  l i m ------- .
л- o i - ^ l  +  t g x
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A  l im ------ .......... .........i l ) ------- ^ L . . =  =  ^ ; 2 ) l  =
^ H - f T + t g x  { 1- V l  +  tg O  0 7

=  lim  % *(1 +  л/1 +  % * )  =  lim  tg x (l +  A/ l T ^ )  =
■v->0 1- 1- t g x  >->0 -  t g x

a  l i m - f 4 ' +  # * в 3 _ .  =  - I i m ( l  +  J u j T i )  =  { - (l +  V i T i o ) | , -2. T

П р и  р е ш е н и и  с л е д у ю щ и х  з а д а ч  п о д в е р г а е м  ф у н к ц и ю  п о д  з н а к о м  п р е д е л а  

п р е о б р а з о в а н и я м  с  т е м ,  ч т о б ы  и с п о л ь з о в а т ь  7 - й  з а м е ч а т е л ь н ы й  п р е д е л :

,  s m a  , ,  .
п т ---------=  1 ( а  — р а д и а н н а я  м е р а  у г л а ) .О (X

с т  ^  у
Пример 4.28. Н а й т и  п р е д е л  l i m ------------- .

jr->0 х

. s i n 3 x  Г ,, s in  0  0  „ с р а в н и в а я  с  з а м е ч а т е л ь н ы м ]
A  l i m ---------- =  < m --------- =  - , 2 )  у  [  =

•т-*° х  [ 0  0  п р е д е л о м  и м е е м  а  =  З х  J

.. 3 - s i n 3 x  s i n 3 x  _ _
=  l i m -------------- =  3 1 i m ----------- =  3 .  T

3 • x  '->0 З х

s in  5 хПример 4.29. Н а й т и  п р е д е л  l i m ------------- .
,v->o s in  7х

s i n 5 x  s i n 5 x

A  l i m ^ ^  =  j l ) ~ ;  2 ) 1  =  l i m - е Ц ----------  =  И т - Д ^ — - l i m  —  =
*-»<> s in  7x  [ 0 J *->o s m 7 x  j-»o s in 7 x  *->o -]x

l x  l x

I
, .  s i n 5 x  , l x  , 5x 5 _
l i m ---------- =  1; l i m ------------=  H  =  l i m —  =  - .  ▼

•'-*0 5 x  s i n 7 x  j  » -*o7x  7

_  .. s in f c r  , . .  x
С л е д у е т  з а п о м н и т ь ,  ч т о  l i m ----------=  l im  —

x ”̂>0sinfoc к

tg kx
П р и м е р  4 .3 0 .  Н а й т и  п р е д е л  l i m - 5 — .

л->о x
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Пример 4.31. Найти предел lim ^'n ^
д:->0 х-

. s i n 2 к х  I , .  О „  s i n ’ к х  s in f c c  s in  Ах▲ lim----г— = Л )~ ;2 )---- г— = ---------------
х  }  О х  х  х

.. s i n b r  . .  s i n  toe % , 2 _
=  h m ------------l i m ----------- =  \ k - k \  = k . V

■ v-X ) X  - » -» 0  X

1 ~  COS I(JC
П р и м е р  4.32. Н ай ти  предел l i m -------- -̂----- .

.,-> 0  x'

•> k x
1- c o s b r  f 0 ,  A x ] ..  2 s ’n  о

▲ l i m -------- -̂----- =  < 1) 2)  1 -  c o s  k x  =  2s m "  —  ^ =  h m --------=
*->o x" { 0 2 J *-*» x “

. k x  . k x
sm .  sm— г , к] , 2

-  2 l i m ------— l i m ------- i 2 • - I  =  — . T
Л->о x -'->0 x I 2 2 1 2

П р и м е р  4 .3 3 .  Н а й т и  п р е д е л  H m
. 1 -  c o s 3 x

0 x s i n 2x

Ж iim l z ^  =  { 1 ) l z l  =  0 ; 2 ) l  =  i i m ( 1 - c o s x ^ 1 + c o s x + c o s 2 ^
x s i n 2x  [ 0-0 0 J *-►<> x s i n 2x

ч 2s i n j X

=  ■{ 1 -  c o s x  =  2s i n 2 — > =  l i m ----------- — • l i m ( l  +  c o s x  +  c o s 2 x )
2J ■t - >0x s i n 2x  -'->o



X X
s in  -  s in  -  r , . ,  i  -

=  2 - 3 - l i m ------— - l i m ------  ■ i i m — - — = Л б ---------------- l  =  — . ▼
v-*o x  о x  .v ^ o s in 2 x  [ 2  2  2 J 4

З а м е н а  п е р е м е н н о й  п о д  з н а к о м  п р е д е л а

П р и м е р  4 .3 4 .  Н а й т и  п р е д е л  l im  a r c s *n  ^ .
■'-►о 2х

д  y m  a r c s i n З х  _  [  0 _ ^  у  =  a r c s i n З х  ^  x  =  ^ s i n y

2 х  [ О ’ 3 x  =  s i n j  у —> 0  п р и  х —> 0

= lim— р ---- = —lim— = | - 1  = —. Т
-»° 2 ■ * s in  у  2 >■-»<> s in  [ O j  2

Е с л и  п о д  з н а к о м  п р е д е л а  д е л а е т с я  з а м е н а  п е р е м е н н о й ,  т о

1)  в с е  в е л и ч и н ы ,  в х о д я щ и е  п о д  з н а к  п р е д е л а ,  д о л ж н ы  б ы т ь  в ы ­

р а ж е н ы  ч е р е з  э т у  н о в у ю  п е р е м е н н у ю ,

2)  а  и з  р а в е н с т в а ,  в ы р а ж а ю щ е г о  з а в и с и м о с т ь  м е ж д у  с т а р о й  п е р е ­

м е н н о й  и  н о в о й ,  д о л ж е н  б ы т ь  о п р е д е л е н  п р е д е л  н о в о й  п е р е м е н ­
н о й .

71 X
П р и м е р  4 .3 5 .  Н а й т и  п р е д е л  l im ( l  -  х )  t g — .

.V—>i 2

п х  f п Л  у  =  1 - х  у  —> 0
A  i - ( m * t . { o - i ) , t . « . 4 o ; - 1  _ r v npi  м 1

= ‘а > 4 §  о ■- *>) -= W f  (' -  >>) -  < / § - f  = a gs

-У
■■ l i m ^ c t g —  =  l i m j ^ -------- —  =  l i m — - — lim  c o s —  = =  j — l j  =  — . ▼
ŷ > 0 2  y - > 0  • n y  v ~>0 . Tty y-*0 2  \ я  \ n

s m —  s m - —- 1 J
2 2
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Задачи и упражнения для самостоятельной работы
:Найти пределы:

№ Предел О т вет

1 ,. sin 3.x lim------
*->о X

3

2 lim *лг-»о 1 -  COS X
2

3 sin3x lim-------
д-->о sin 4 X

3
4

4
sin2xhm--------y—

1 + COS’ X

2
3

5 k

6
sin" axlim---- -—

*-><> x -

4
a~

7
1-cos m xlim------ -̂---

i -»0 x -

0
m

T

8 .. c o s k x - c o s lx  
l im ----------- 5---------

X"
I 2 - k 2 

2

9 j. s in (a  +  x ) -  s in (a  -  x )
x->0 x

2 c o s  a

10
H 'i  1 -  2 c o s x

1
л/3

1 1 t g x - s i n x
lim -5----- г------ :
л--*0 x

1
2

12 l im  t g 3 x  
■'->0 s in  2x

3

2

13
..  l - c o s 6x
h m -----------
jr->o x s i n 3 x

6

1 4
^ s i n l ^ x - D )  

*-»' x  - 7 x  +  6
2
5

II. Неопределенность С лучай , когда  при  х  —» а  илу х  —> оо ф ункция  

/ (х )  предст авляет  от нош ение  двух  бесконечно  больш их величин.
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Если предел отношения двух алгебраических функций п р и  х  оо 

дает неопределенность вида f , то нужно числитель и знаменатель
дроби поделить на старшую степень переменной *, встречаю­
щуюся в членах этой дроби.

Или
в числителе и знаменателе вынести множитель, переменную дг'", 

где т  -  старшая степень переменной._________________

Раскрытие неопределенностей вида f .

З х 4 - 2
Пример 4 .3 6 .  Н а й т и  п р е д е л  l i m -

+3x+4'

З х 4 - 2  f o o l  З х 4 -  2
lim - 7= = = = = =  = <—->= hm -

W  - ) ^ 1 + 3 . +  4

4 з-4) з-Л
=  l i m -------, v . г- i n n  , *— - -  =  3 .  Т

4 I, 3 4  *-«= L 3 4

Ч 1 +  7  +  7  Г  +  7 + 7

Пример 4.37. Н а й т и  п р е д е л  р а ц и о н а л ь н о й  ф у н к ц и и

_  а 0 +  а , х  +  а 2х 2 + . . .  +  а „ х"
Л(х)

г д е  а п ф  0, Ът ф  0 , п р и  з н а ч е н и и  х ,  с т р е м я щ е м с я  к  б е с к о н е ч н о с т и .

А  П р е о б р а з у е м  в ы р а ж е н и е  д л я  д а н н о й  ф у н к ц и и ,  в ы н о с я  з а  с к о б к и  м н о ­

ж и т е л ь  х '1 в  ч и с л и т е л е  и  м н о ж и т е л ь  х т в  з н а м е н а т е л е :

„ (  а п а , сихп\ _о +  — -I— +  —X .  +  ... +  п
\ г" у”-1 г"~2 ,

* ( * )  =  — > £ ------\ ^ ------------------- ^  =  x n~mQ { x ) .  ( А )К ь, ь2

г д е
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а ,, а,  а ,Н------ + ? -- +  . . .  +  П
. х' X" X ,Q{X) = \ \ . ( В )К h Ы . 4

• + ----- г 4- — ± 4* Ь
, х  х т~' х т -

Т а к  к а к

т о

l i m 4 -  =  0  ( к  =  1 , 2 , 3 , . . . ) ,х~>х X

l i m  Q ( x )  =  ^ .  ( С )
К

П о с к о л ь к у  п р е д е л  п р о и з в е д е н и я  р а в е н  п р о и з в е д е н и ю  п р е д е л о в ,  т о

l im  R ( x )  =  l im  дг"- '" • l im  Q ( x ) .  ( D )
Л‘—>OC Л*—>3C .v—>oc

П р е д е л  п е р в о г о  м н о ж и т е л я  в  п р а в о й  ч а с т и  п о с л е д н е г о  р а в е н с т в а  ( D )  

з а в и с и т  о т  с о о т н о ш е н и я  м е ж д у  п  и  т ,  а  и м е н н о

l i m х " ~ т =  о о , е с л и  п  > т ;
X-VCC

l i m x " ”"  =  1 , е с л и  п  =  т ; ( Е )
.V—>00

l im  х " ~ т =  0 , е с л и  п  < т .

И з  ф о р м у л ы  ( D )  с  у ч е т о м  ф о р м у л  ( С )  и  ( Е )  п о л у ч а е м

оо, е с л и  п >  т ;

lim R ( x )  =

О, е с л и  п < т .

П о л у ч е н н ы й  р е з у л ь т а т  м о ж н о  с ф о р м у л и р о в а т ь  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

П редел отнош ения двух алгеб раи ч ески х  ф ункций  при * -» и равен
1) отнош ению  коэф ф ициентов перед старш ей  степенью  х,  если 
степ ен ь  алгебраической  ф ун к ц и и  в  чи сли теле р ав н а  степени ал- 
гебраической  ф ункции  в  знам енателе;________________________
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2)  н у л ю ,  е с л и  с т е п е н ь  а л г е б р а и ч е с к о й  ф у н к ц и и  в  ч и с л и т е л е  
м е н ь ш е  с т е п е н и  а л г е б р а и ч е с к о й  ф у н к ц и и  в  з н а м е н а т е л е ;
3 )  оо, е с л и  с т е п е н ь  а л г е б р а и ч е с к о й  ф у н к ц и и  в  ч и с л и т е л е  б о л ь ш е  с т е -  

п е н и  а л г е б р а и ч е с к о й  ф у н к ц и и  в  з н а м е н а т е л е .

Задачи и упражнения для самостоятельной работы
В о с п о л ь з о в а в ш и с ь  у п р о щ е н н ы м  п р и е м о м ,  н а й д и т е  в  у м е  с л е д у ю щ и е  

п р е д е л ы .  ( О т в е т ы  с п р а в а  п е р е п у т а н ы ) .

1 l i m 1 +  7f " 8 < = H  =  . . .
1 -  х 3 +  7 х 3 [оо  J

0

2
. .  9 х 14 - х 2 + 1 3  [о о ]  

■ ™ 1 U IS - 6х '°  +  4 х  [o o j
— 00

3
,.  л / 4 x J +  1 +  V x  [о о ]  

V 7 " + x + 3 x  Ы  ~

1
4

4
..  1 7 х '’ - х 8 +  4  [о о ]  

*-*•"11 х 2 -  4 х 8 +  16  [ooj
2
3

5
, i m ^ - 7 x - 5 = | o o l

*->“  З х  - 6х  +  1 [o o j
00

6 l im  4 х 2 +  1 +  х 6 _  /°°1  _  _  

*->x 1 5 x  +  3 x  +  х  [o o j
0

Н а й д и т е  о т в е т  в  у м е  и 

с в е р ь т е  е г о  с  т а б л и ц е й .  

Е с л и  о н  с о в п а д а е т  х о т я  

б ы  с  о д н и м  и з  о т в е т о в  в  

т а б л и ц е ,  т о  в а ш  о т в е т  

в е р е н .

Т а б л и ц а  о т в е т о в .  П р о в е р ь т е  с в о и  о т в е т ы

№ 1 2 3 4 5 6
С т а р ш а я  с т е п е н ь х 4 х 15 X х н х 4 х 6

О т н о ш е н и е  к о ­

э ф ф и ц и е н т о в  п е ­ -8 0 л/4 -1 0 1
р е д  с т а р ш е й  с т е ­ 0 11 3 -4 3 0

п е н ь ю

О т в е т — ОО 0
2 1

0 00
3 4
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Найти пределы указанных функций:

№ П р е д е л  ф у н к ц и и Ответ

1 6 х 2 + 5 х  +  4
h m — 5----------------

З х "  +  7 х  -  2
2

2 .. 1 х 2 +  6 х  -  3
|)ТП — 5--------- :-------
.г-»* 9х  +  8д г  -  2

0

3
.. б х *  -  7 х 4 +  З х 3 -  4 х 2 +  8х  -  9
l i m — ,----------.--------- г--------- -̂----------------
*->“ З х  + 5 х  - 6 х  + 7 х ' - 1 1 х - 2

2

4
2х 4 - 5 х 3 + 6 х 2 - 7 х  +  12

l i m — г--------- г----------- ------------------
9 х  -  8х  +  1 2 х  -  5 х  - 1 4

0

5
.. 4 х ! - 6 х 2 +  1 1 х - 1 8
п т -----------=------------------------

5 х  -  9 х  +  2 4
00

6 л Д х 2 +  2
11ГП------------ 1—
Л-̂ СО Х_1

2

7
1+ л / 2х 2-1 

h m ---------------------
.V->-CC X

- л /2

I I I .  Н е о п р е д е л е н н о с т ь  о о - о о .  С л у ч а й ,  к о г д а  п р и  х  —> а  и л и  х  —» ° о  ф у н к ­

ц и я  f ( x )  п р е д с т а в л я е т  р а з н о с т ь  д в у х  п о л о ж и т е л ь н ы х  б е с к о н е ч н о  б о л ь ­

ш и х  в е л и ч и н .

Э т о т  с л у ч а й  н а х о ж д е н и я  п р е д е л а  ф у н к ц и и  м о ж н о  п р и в е с т и  к  с л у ч а ю  

|  и л и  f -  п у т е м  п р е о б р а з о в а н и я  ф у н к ц и и  к  в и д у  д р о б и .

П р и м е р  4 .3 8 .  Н а й т и  п р е д е л  l im

▲ l i m
1 7

* - > i { 2 x - 5  6 х  - \ 3 х ~ 5 у

2  17  2  17

2 - | - 5  6 • ( |)2 - 1 3 - 1 - 5  5 - 5
: 00 — 00 > =

( П р и в е д е н и е  д р о б е й  к  о б щ е м у  з н а м е н а т е л ю  с м е н я е т  н е о п р е д е л е н н о с т ь  

с о - о о  н а  н е о п р е д е л е н н о с т ь  к о т о р а я  р а с к р ы в а е т с я  с о к р а щ е н и е м  д р о б и  

н а  к р и т и ч е с к и й  м н о ж и т е л ь  2 х  -  5 ) .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  у ч и т ы в а я ,  ч т о
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6х "  -  \ 3 x ~ 5 ~  ( 2 х 5 ) ( 3 х  + 1 ) ,  

н а х о д и м  п о с л е д о в а т е л ь н о

=  l i m - * 1 +  2- . 17 -  =  l i m -  3 ( 2 х - 5 )—  =  _ 3 _  =  Ш  =  6_ А
- '->5(2х-5)(Зх + 1) (2х - 5 ) ( З х  +  1) Н З х +  1 [ З -  ̂+  l j  17

Переход от одной неопределенности к другой может быть осуществ­
лен и иначе:

Пример 4.39. Найти предел lim w x + 5 -  -У х).Х-+СО

A  limwx + 5 -  Vx)= |л/°о -  5 -  л/°° = оо-со| =

(умножение и деление на одно и то же выражение, сопряженное данному 
двучлену, сводит неопределенность со-оо к неопределенности f )

_ i™ (У х  + 5 - л/х)(л/х + 5 + л/х) х + 5 -х  _
---1X111 I' 1 — lllii  ~ , ' ---  —

X->CR л/ X + 5 + л/ X л-кс д; 4. 5 + -\/ X

= H m ^ = = i— Г  = Ш  = 0 . ▼
л/х + 5 + л/х l°oJ

Пример 4.40. Найти предел limh/x2 + х + 2 -  4 х г -  х + 2).
Х-»«Л '

A limh/x2 + x + 2 -  Vx2- x  + 2)={co-oo} =
зо '

lim (^х~+х + 2 -  Ух2- х  + 2)(л/х2+х + 2+ л/х2- х  + 2)_ 
л'~>ю л/х2 +х + 2 + л/х2 - х  + 2

х2+ х + 2 - х2+ х- 2

.t-»oo v

=  l im
л~ко л/х +  х +~2 +  л/ х~ — х

=  НШ ■■ ^  • .-2-У ■ =  ( - } = -  =  1 ■ Т
■г~>" л /х 2 +  х  +  2  +  л /х2 -  х  +  2 l° °J  2

П р и м е р  4 .4 1 .  Н а й т и  п р е д е л  l im  —
;[-+4 s m 2 x  s i n x ,

Г 2 c o s x ' j

< \ s i n 2x  s i n x J
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. •  1 w o  л  o n *  Л  . .  »  .
=  ! i m —---------------=  h m —----------------=  h m tg x  =  0 . ▲

' “►“ s i n x c o s x  '- > o s i n x c o s x  *->0

П р и м е р  4 .4 2 .  Н а й т и  п р е д е л  l im
,V—*6

f  У з  . i ) J  У з

л/з 1

▲ lim !

2 c o s 3 x  l - 2 c o s 2 x  

1
- +  - 1 1 I= ------- =  oo — 00 > =

■ '- ^ ( ^ с о з З х  l - 2c o s 2x J  [ 2 c o s f  l - 2c o s *  О 0

П р и в е д е м  д р о б и  к  о б щ е м у  з н а м е н а т е л ю ,  у ч и т ы в а я ,  ч т о

c o s  З х  =  c o s ( 2 x  +  х )  =  c o s  2 х  c o s  х  -  s i n  2 х  s in  х  =

=  c o s  x ( c o s  2х  -  2 s i n г х )  =  c o s  х (2 c o s  2 х  - 1) .

Т о г д а

=  l im
У з 1

2c o s x ( 2 c o s 2x  - 1) l - 2c o s 2x
=  l im -

У З - 2 c o s x

1 . .  V 3 - 2 c o s x  1
------------- h m ----------------------
2 c o s x  *-*5 2 c o s 2 x - l

V 3 — 2  c o s x
lim -----------------

V 3  2 c o s 2 x  - 1

2c o s x ( 2c o s 2x - 1) 

л/3-2C0S ;

1 ^  ( У з  -  2с о б х ) ( У З  +  2c o s x

У з  -»f (2 c o s  2x  - 1 ) ( У з  +  2 c o s  x )  У з  •'->I (2 c o s  2x  -  1) ( У з  +  2 c o s  x )

2coS " - 1

3 - 4 c o s 2 x

1
=  - 4 =  l i m —j=----------------

V 3  •'->! -s/3 +  2 c o s x
• l im

3  -  2 (1  +  c o s  2 x )  1 1 l - 2 c o s 2 x  1--------------------= - = —,= lim--------------- = — ,
2 c o s 2 x - l  V 3  2 V 3  -'-*5 2 c o s 2 x - 1  6

Задачи и упражнения для самостоятельной работы
Н а й т и  п р е д е л ы  у к а з а н н ы х  ф у н к ц и й :

№ П р е д е л  ф у н к ц и и О т в е т

1 l i m f  1 -  24 )
1

* - > \ х - 2  х  — 4  J 4



IV .  Н е о п р е д е л е н н о с т ь  0 - ° о ( о о - 0 ) .  С л у ч а й ,  к о г д а  п р и  х  —» а  и л и  х  —> оо 

ф у н к ц и я  / ( х )  п р е д с т а в л я е т  п р о и з в е д е н и е  б е с к о н е ч н о  м а ч о й  в е л и ч и н ы  н а  

б е с к о н е ч н о  б о л ь ш у ю  в е л и ч и н у .

Э т о т  с л у ч а й  н а х о ж д е н и я  п р е д е л а  ф у н к ц и и  п р и в о д и т с я  п у т е м  п р е о б ­

р а з о в а н и я  ф у н к ц и и  к  о д н о м у  и з  д в у х  р а с с м о т р е н н ы х  с л у ч а е в ,  т .е .  к  с л у ­

ч а ю  и л и  к  с л у ч а ю  ~ .

П р и м е р  4 .4 3 .  Н а й т и  п р е д е л  l im  x k / x 2 +  х  +  1 -  л /х 2 +  х ~ 1 ).
х-ь -н а  '  '

▲ О т ы с к а н и е  э т о г о  п р е д е л а  с в я з а н о  с  у с т р а н е н и е м  н е о п р е д е л е н н о с т и

оо • 0 .  В  с а м о м  д е л е ,

I 1 Г Г ~1 Г (л /х 2 +  X +1 -  л /х 2 +  х -1  / х 2 +  X +  1 V x 2 +  х  -1  
V x ' + x  +  l -  V x ' + x - l  =  i —Д- р- ; ............................................. '  =

_  х 2 + х  +  1- ( х 2+ Х - 1)

l im
д-->+оэ

л/ х 2 +  х  + 1  +  -\/х2 +  х  -  1 V X2 +  X + 1  +  л/ х 2 +  х  - 1  

П о э т о м у  и с х о д н ы й  п р е д е л  р а в е н  

2 х

•fx1 +х + \+л[. 

=  l im

х  + х -1 

2 х 2х

=  i.
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П р е о б р а з о в а н и е  р а з н о с т и  л /х 2 +  х  + 1 -  - J x 2 +  х - 1  п о з в о л и л о  н е  т о л ь ­

к о  в ы я в и т ь  н е о п р е д е л е н н о с т ь  оо • 0 , н о  и  з а м е н и т ь  е е  н е о п р е д е л е н н о с т ь ю

X
П р и м е р  4 .4 4 .  Н а й т и  п р е д е л  l i m x c t g — .,v->0 3

A  l i m x c t g — =  { 0 - c t g 0  =  0 - c o } = l i m x ^ - ^  =
*->0 з *->o sjn f

=  l i m — c o s -  =  l i m - ^ - - c o s -  =  U - H  =  3 .  ▼
s in  |  3 I, s in  I  3

П р и м е р  4 . 4 5 . Н а й т и  п р е д е л  l i m s i n 2 x c t g x .
•V —> -т

A  l i m s i n 2x c t g x  =  { s in 2T r c t g л - =  0 -oo} =
.V-WT

C O S X  "> ( i
=  l i m 2 s i n x c o s x ---------=  2  l im  c o s 2 x |2  - c o s 2 n  =  2 - l } =  2  .▼x-*!r s jn x x-*n

П р и м е р  4 .4 6 ,  Н а й т и  п р е д е л  l im  x 2 s i n  - 

A  l im  x 2 s i n  -

s i n x

2x  + 1
x 2 +  4 x 3 

2x  +  l

r  + 4 x 3

2x  +1 в ы д е л и м  1- й  1
oo • 0, п р и  х  - >  оо — ------- - - »  0; > =

х  + 4 х  з а м е ч а т е л ь н ы й  п р е д е л ]

2х  +  1 . 2х  +  1Sill ,----. - , , 2 ,-, , ,ч sin ,.....,
=  l im  х 2 — +  ------- ^ ------   =  l im  -- ■,  —— j - ■ l im  — ^  f x

*-►«! 2x  +  l  x  +  4x  x~  +  4x  *-*+« 2x  +1
x 2 +  4 x 3 x 2 +  4 x 3

. .  2x 3 +  x 2 , f 2]  1 w
=  h m  - r ----------- . 1 = ^ -4  =  - .  ▼

x l  +  4 x 3 I 4 1  2

П р и м е р  4 .4 7 .  Н а й т и  п р е д е л  l i m  x a r c c t g x .

A  l im  x a r c c t g x  =  {со• 0 ;  у  =  a r c c t g x  = >  x  =  c tg> > , п р и  x  —> +oo у  —> + 0 }  =
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=  l im  y c t g y  — {O-oo} = =  l im  c o s jy  • l im  =  {l • l} =  1. V  
,v'->+o ,v - > + o  >>->+o sinĵ

З а д а ч и  и  у п р а ж н е н и я  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о й  р а б о т ы

Н а й т и  п р е д е л ы  у к а з а н н ы х  ф у н к ц и й :

№ П р е д е л  ф у н к ц и и О т в е т

1 l i m x c t g 2x
-Y->0 0 .5

2 l im  s in  2x c tg x
Л'->7Г 2

3 l i m x s i n  —
X

a

4 l im  T  t g 2~'v
.V—>00 1

5 l im  — (V l +  x  - 1)
,r-*0 x  V '

1
2

6 2У 211ШД i --
v x  + 2  -  V 2

7
l i m t g x t g 2x
*->} -2

8 l i m ( l  -  t g x ) t g 2x 2

9 l i m ( ^ - 2x ) t g x .

V .  Н е о п р е д е л е н н о с т ь  1 " .  С л у ч а й ,  к о г д а  п р и  х  - »  а  и л и  х  —> то ф у н к ц и я  

f { x )  п р е д с т а в л я е т  с т е п е н ь ,  о с н о в а н и е  к о т о р о й  с т р е м и т с я  к  е д и н и ц е ,  а  

п о к а з а т е л ь  -  к  б е с к о н е ч н о с т и .
У с л о в и я ,  п р и  к о т о р ы х  в о з н и к а е т  э т а  н е о п р е д е л е н н о с т ь ,  с в я з а н а  с  п р е ­

д е л о м  l i m ( / ' ( x ) ) * <j:).
х - * а

П р и  о т ы с к а н и и  п р е д е л о в  в и д а  l i m ( / ( x ) ) ,;< г) в  с л у ч а е ,  к о г д а  с у щ е с т в у -
х —

ю т  к о н е ч н ы е  п р е д е л ы  l i m / ( х )  и  l im  g ( x ) ,  и м е е т  м е с т о  ф о р м у л а
х-+ а  Хт+а

X-+U V '

8 6



Раскрытие неопределенности 1” .
Неопределенность вида 1' может быть раскрыта способом непо­
средственной «подгонки» ко второму замечательному пределу, 
который можно записать в одном из следующ их видов:

l i m f  1 +  —1 =  е ;  l i r n f  1 +  —1 =  е к ; l i m ( l  +  х ) х =  е ;  l i m ( l  +  к х ) х =  е к . 
х ) х ) х-*п . ■>->0

Способ «подгонки» состоит в следующем:
1) функцию f(x)  представляют в виде Д х )  = 1 + ( Д х )  - l ) ,
2) показатель степени g (x ) записывают в виде:

=  /-Г Т  М м  - 1) ■ ’f{x)~  1
и т о г д а

lim (/(x ))J!l'r) = lim(l + ( Д х )  -  1))/<.'н1/ин>*,дг) =
х - ь и

j Ч lim С / (-V >—1 >̂  (Л')
lim(l + ( Д х )  -  l))/(.vi-i ""Х-¥0 J

Ч и с л о  е  — и р р а ц и о н а л ь н о е ;  е  =  2 . 7 1 8 2 8 1 8 . . . .  Л о г а р и ф м ы  с  о с н о в а н и е м  

е  н а з ы в а ю т с я  н а т у р а л ь н ы м и  и  о б о з н а ч а ю т с я  I n .

Н а т у р а л ь н ы е  и  д е с я т и ч н ы е  л о г а р и ф м ы  с в я з а н ы  ф о р м у л а м и :

l g x  =  M l n x ,  l n x  =  ^ - l g x ,  

г д е  M  =  \ g e  =  0 . 4 3 4 2 9 . . . ,  j j  =  In  1 0  =  2 . 3 0 2 5 8 . . . .

Пример 4.49. Н а й т и  п р е д е л  lim f 1 -  Д г
лг~>4 .  х~
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П рим ер 4.50. Н а й т и  п р е д е л  l i m ( l  -  s in  я)*2.
jr—>о

A  l i m ( l - s i n x ) ^  —1(1 —s i n 0)° — l ^ j  — l i m ^ ( l -ь( —s i n jc))-sTnxJ

J e-*.=± . I L  o.T

J

e  oo j

2x4
x  +1

П рим ер 4 .5 1 .  Н а й т и  п р е д е л  l i m | ------ --

x - + ^ \x  — 2 j  V00 /  U  J  *-><4 x - 2

.. | , x  +  \ - x  +  2  i ..
: l im  1 + --------------------- =  l im

2.V-1
1 + - 3

x - 2

x-2 \ 3 lim ":'-v

f 2 f ± i Y ,
V x + 4 J

П рим ер 4 .5 2 .  С в я з а н  л и  с  е  п р е д е л  l im

. . .  f  2х  + 1V  f 2Y  п
A  l i m ! ------- — j  = j l j j  =  2 f  =  00 • П р е д е л  с  е  н е  с в я з а н .  ▼

Н а й д е м  е щ е  н е с к о л ь к о  п р е д е л о в ,  н е  с в я з а н н ы х  с  е .

П р и м е р  4 .5 3 .  Н а й т и  п р е д е л  l im  [ ~ х + —  | .
2 х  -  9  J

„ j ^ r J r i r U
А  Г  f 3 x  +  2 Y  , ' А . 2 х - 9 )  [ U J  j

Л Ч 2 х ~9] = ч 1 4 | ^ т 4 т ‘ ” = т 1 = о .

В с е г д а  п р и  х  —> +оо н а д о  р а с с м а т р и в а т ь  о т д е л ь н о  х  —» +оо и  х  —> - о о .
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Пример 4.54. Связан ли с е предел lim| 1 + — j ?

▲ l i m ( l  +  — j  =  - j f l  +  —  | =  1’  ̂ =  1. П р е д е л  с  e  н е  с в я з а н .  ▼

П р и м е р  4 .5 5 .  Н а й т и  п р е д е л  l im

/  -> \  6.V( X- + 4х + 9ч 
х 2 +  Зх + 5

\6х /  о \6.\‘
х  + 4 х  + 9] ,. х "  +  4 х  + 9 ,

1 +  — --------------- 1
х '  + З х  + 5

l im  — ---------------  =  l im
х '  +  Зх + 5 )

=  l im
•V—>00

1 +

.v* +3.r+5 
X + 4  ̂ -v+4

х *  +  Ъ х  +  5

6.v(.v+4) 
.V +3.V+5 6.V +24.V

l i m ...........• ^гл'-т‘+3.\г+5 _ gb

С о  в т о р ы м  з а м е ч а т е л ь н ы м  п р е д е л о м  с в я з а н ы  п р е д е л ы  о т  п о к а з а т е л ь ­

н ы х  и  л о г а р и ф м и ч е с к и х  ф у н к ц и й  с  н е о п р е д е л е н н о с т я м и  в и д а  * , 0 - с о .  Н о  

п р е ж д е  ч е м  в о с п о л ь з о в а т ь с я  в т о р ы м  з а м е ч а т е л ь н ы м  п р е д е л о м ,  и х  н у ж н о  

п р е о б р а з о в а т ь  т а к ,  ч т о б ы  п о л у ч и л а с ь  н е о п р е д е л е н н о с т ь  1" .

П р и м е р  4 .5 6 .  Н а й т и  п р е д е л  l i m— .
X

A  l im  +  х ) _  Л п  1 0  с о д е р ж и т  л о г а р и ф м  п о д  з н а к о м  п р е д е л а , ]

д->0 х  [ О  О ’ = >  п р е д е л  с в я з а н  с  е .  J

1 1 
=  l im  — ln ( l  +  х )  =  l im  1п (1 +  х ) д =

д->0 х лг->0

( з н а к  п р е д е л а  и  з н а к  н е п р е р ы в н о й  ф у н к ц и и ]  

[ м о ж н о  п е р е с т а в л я т ь  м е с т а м и  ]

: In  l i m ( l  +  х У  =  In  е  =  1. ▼.V—>0
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„  , _ _  ,т  „  ,• l n ( a  +  x ) - l n x
П р и м е р  4 . 5 7 .Н а и т и  п р е д е л  l i m — -------------------- .

jr->0 X

A  i im  1п (Д  +  х ) - 1п а  _  f l n a - l n a  _  0 п о т е н ц и р у е м : 

т-+о х  I  О О ’ l n ( a  +  х ) -  1п а  =  l n - ^

= нт 1 1п£ ± £  = 1 Ш п ( = In limf 1 + £
* -* ° х  a  \  а  )  а

З а д а ч и  и  у п р а ж н е н и я  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о й  р а б о т ы  

Н а й т и  п р е д е л ы  у к а з а н н ы х  ф у н к ц и й :

№ П р е д е л  ф у н к ц и и О т в е т

1
ч п г*-> -4.2л : -  1)

e

2 l i m f *  +  3 T
l-»±oo^ 2 x - l  J

0 и л и  oo

3 l i m f 3 x  +  2 )  
* -> 4 . З х  - 1 J

4
e

4 l i m ( ( 2 x  +  l ) ( l n ( 3 x  + 1 )  -  l n ( 3 x  -  2 ) ) )
A‘— 2

5 l i m f 2 - 1 ] "  
* - * * \З х  +  4 ;

0

6
i

l i m ( l  +  Б т х ) *
дг->0

E

7
1

l i m ( c o s x ) A'
дг-+0

0

8 l i m ( l  +  t g 2x ) 2 t V l
.v - » 0

■)
e~

9 | V + 7 x  +  1 0 V T
h m  — -----------------
* - » « ^ x ' +  1 5 x  +  l ,

e 4

10 l im ( 9  -  2 x ) 4~*
x-*4

i

Га - 1
=  1 п е "  =  - .  Т  

а
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5 . С Р А В Н Е Н И Е  Б Е С К О Н Е Ч Н О  М А Л Ы Х  Ф У Н К Ц И И

П у с т ь  а ( х )  и  / 3 ( х )  -  д в е  б м ф  п р и  х  а . Д л я  с р а в н е н и я  д в у х  б м ф

с с ( х )
а ( х )  и  / ? ( х )  п р и  х  —> а  н а х о д я т  п р е д е л  и х  о т н о ш е н и я :  l i m ---------=  С .

.v- ж  / 3 ( х )

с х ( х )
1. Е с л и  l im  — 1—  =  С  Ф 0 , т о  а ( х )  и  f j ( x )  н а з ы в а ю т с я  б м ф  о д н о г о  п о р я д к а .

/ ? ( х )

О б о з н а ч е н и е : а ( х )  = 0 ( / 3 ( х ) ) .

( « ч и т а е т с я  а ( х )  р а в н а  О  б о л ь ш о м у  о т  / ? ( х ) » ) .  

сс( x l
2 . Е с л и  l i m ---------=  0 ,  т о  а ( х )  н а з ы в а е т с я  б м ф  в ы с ш е г о  п о р я д к а  п о  с р а в -

Р ( х )

нению с  б м ф  Р ( х ) .

О б о з н а ч е н и е : а ( х )  =  о ( / ? ( х ) ) .  ( « ч и т а е т с я  а ( х )  р а в н а  о  м а л о м у  о т  Д х ) » ) .

сс ( х)
3 . В  ч а с т н о м  с л у ч а е ,  к о г д а  l i m ---------- \ ,  б м ф  а ( х )  и  р { х )  н а з ы в а ю т с я  э к -

/ ? ( х )

бивалентными.
О б о зн а ч е н и е . а ( х ) ~  / 3 { х ) .

Э к в и в а л е н т н ы е  б е с к о н е ч н о  м а л ы е  ф у н к ц и и  о б л а д а ю т  с л е д у ю щ и м и  

с в о й с т в а м и :

I .  Р а з н о с т ь  д в у х  э к в и в а л е н т н ы х  б е с к о н е ч н о  м а л ы х  е с т ь  б е с к о н е ч н о  м а л а я  

в ы с ш е г о  п о р я д к а ,  ч е м  к а ж д а я  и з  н и х .

II . П р и  н а х о ж д е н и и  п р е д е л а  о т н о ш е н и я  д в у х  б е с к о н е ч н о  м а л ы х  м о ж н о  

к а ж д у ю  и з  н и х  ( и л и  т о л ь к о  о д н у )  и з  н и х  з а м е н и т ь  д р у г о й  б е с к о н е ч н о  м а ­

л о й ,  е й  э к в и в а л е н т н о й ,  т .е .  е с л и

.. а  ,.  а ,  а  а .
а , ~ а  и  р . - в ,  т о  h m  —  =  l im  —  =  h m  —  =  h m  —

l P  .V-»AT„ P  X-*X„ Д  A->.V„ Д

Н а л и ч и е  н а б о р а  э к в и в а л е н т н ы х  б е с к о н е ч н о  м а л ы х  ч а с т о  з н а ч и т е л ь н о  

у п р о щ а е т  в ы ч и с л е н и е  п р е д е л о в  п р и  р а с к р ы т и и  н е о п р е д е л е н н о с т е й .  Т а к ,  
п р и  а  - »  0

s i n  а  ~  a ,  t g  а  ~  а ,

a r c s i n  а  ~ а ,  a r c t g  а  ~ а ,

l - c o s a ~ Y « 2, 1п(1 + а ) ~ а ,
a a - l ~ a l n a ,  е а - 1  ~  а ,

(1 +  а ) п - 1  ~  р а ,  V \  +  a  - 1 ------- .
п
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Примеры решения задач 
Пример 5.1. С р а в н и т ь  ф у н к ц и и :  а )  ^ 2  +  х  -  и х  п р и  х  - »  0 ;  

б )  1 - s i n x  и  c o s x  п р и  х  - >  j ; в )  2х 2 +  1 и  х 2 - 100х  п р и  х  —» со ,

▲ а )  Д а н н ы е  ф у н к ц и и  п р и  х  —> 0  б е с к о н е ч н о  м а л ы е .  С о с т а в и м  и х  о т н о ­

ш е н и е  и  в ы с ч и т а е м  е г о  п р е д е л  п р и  х  —> 0

. .  л/2 +  х  — - J 2  .. (>/ 2 +  х  — V 2 Ул/2 -f- х  -ь V 2 ) .. 2 +  х  ■— 2 1
l i m ----------------------=  l im  Л f  ̂=  h m  ■ — = ,  =  — ==■.
x-*0 x  x->° x ( y 2 +  x  +  v 2 j  x- >0x ( v 2 +  x  +  V 2 j  2v 2

С л е д о в а т е л ь н о ,  д а н н ы е  ф у н к ц и и  о д н о г о  п о р я д к а  м а л о с т и .

б )  Е с л и  х  —»•§•, т о  ф у н к ц и и  б е с к о н е ч н о  м а л ы е  и

1- s i n x  (1 -  s in  х ) ( ]  +  s i n x )  c o s 2 x  c o s x
h m --------------=  l i m ---------------- ----------------- =  h m ------------------------- =  h m ---------------=  0 ,
*-»f c o s x  ■'->} c o s x ( l  +  s i n x )  * -» !c o s x ( l  + s i n x )  f -> ! l  +  s i n x

с л е д о в а т е л ь н о ,  ф у н к ц и я  1 -  s i n  x  е с т ь  б е с к о н е ч н о  м а л а я  в ы с ш е г о  п о р я д к а  

п о  с р а в н е н и ю  с  ф у н к ц и е й  c o s x , т .е .  1 -  s i n x  =  o ( c o s x ) .

в )  Е с л и  х —> с о ,  т о  ф у н к ц и и  2 х 2 + 1  и  х 2- 1 0 0 х  б е с к о н е ч н о  б о л ь ш и е .  

Д л я  и х  с р а в н е н и я  в ы ч и с л и м  п р е д е л  и х  о т н о ш е н и я  п р и  х  —> о о :

в „ 4 ^ - = | " ' 2 ) = 2 .
* - * » х ‘ — 1 0 0 х  \ т  — 2 J

З н а ч и т ,  д а н н ы е  ф у н к ц и и  б е с к о н е ч н о  б о л ь ш и е  о д н о г о  п о р я д к а .  Т

Пример 5.2. П о л ь з у я с ь  т е м ,  ч т о  п р и  о т ы с к а н и и  п р е д е л о в  о т н о ш е н и я  

д в у х  б е с к о н е ч н о  м а л ы х  м о ж н о  з а м е н я т ь  и х  э к в и в а л е н т н ы м и  б е с к о н е ч н о  

м а л ы м и  н а й т и  с л е д у ю щ и е  п р е д е л ы :

. s i n 4 x  t g 2 x  . x s i n 2x  t g 31 • a r c t g ^ j
a )  h m - ------- ; 6) l im  ■ в )  l i m ------------------r )  h m ------------ ---------  -------^ — r .

*-»<>sin3x * ^ o s in  f  •'-*<> ( a r c t g 5 x )  j-* 4*  s in  Л  • t g  • a r c s in  ~

. . s i n 4 x  ..  4 x  4
▲ a )  l i m ----------=  h m —  =  — ;

* - > ° s in 3 x  * -» ° 3 x  3

6)  l i m — ~  =  l i m ^ ^ j -  =  3 6 ;-»0 s in 2 1  « 0  ( j )2

. x s i n 2x  x  2x  2
в )  11m ----------------- r- =  l i m ------------ =  — ;

*->0 ( a r c t g 5 x )  * -> °5 x  5 x  2 5
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l g 3 ; - a r c t g  1 С )’ 1 Д  3x 4 V x  3 w
r )  l i m -------;--------- --^ — -  =  l im  - — =  l i m -------------- j—j=  =  — . T

,r-»+« s m  т  • t g -j= • a r c s i n  -- *-»+*> -- • -U■■ - *-►+«> lOjrv* 10X ° six X x- yjx x
Задачи и упражнения для самостоятельной работы

П о л ь з у я с ь  с в о й с т в о м  э к в и в а л е н т н ы х  б е с к о н е ч н о  м а л ы х  ф у н к ц и й ,  
н а й т и  с л е д у ю щ и е  п р е д е л ы :

№ П р е д е л О т в е т

1
..  s i n 5 x
h m --------- 7
.!-»(> х  +  X '

5

2 - J l x - x
l i m ---------т=—

.у->+о t g v x ■ Jl

3
.. a r c s i n  З х
l i m ----------------
'•->о a r c t g  6х

1
2

4
. .  s i n 2( x - l )  
h m -------^-------- -
.v-И x 2 - 1

0

5
t e 2 x - a r c s i n  3 x

l i m —1--------------------------
•r - >(> s i n 3 x - a r c c t g 2 x

1

6
.. s i n x  
h m ----------
дг-»* Х - Я

-1

7
..  s i n 3 ( x - 2 )
u r n — — ---------- -
*-*z x ~  -  3 x  +  2

3

8 l i m 6" - 1 
•'-><> s i n  1 O x

1
2

9
ln ( l  +  7 x )

l i m — -------------
•>-»0 s i n  l x

1

Д о к а з а т ь ,  ч т о  п р и  х  —» 0 :

10. V 6x  +  1 -1  ~ 3 х .  11. s i n x  +  t g x ~ 2 x .

1 2 . l f j T + 8 - 2 ~ j ^ x .  1 3 . 1 - c o s
X X"

1 4 . С р а в н и т ь  б е с к о н е ч н о  м а л ы е  в е л и ч и н ы  a x , c x z , b i f x  с  б е с к о н е ч н о  м а ­

л о й  в е л и ч и н о й  х .
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Вопросы для самопроверки
1. К а к а я  ф у н к ц и я  н а з ы в а е т с я  б е с к о н е ч н о  м а л о й ,  и  к а к о в ы  е е  о с н о в н ы е  

с в о й с т в а ?

2 .  С ф о р м у л и р у й т е  о п р е д е л е н и е  и  п р и в е д и т е  п р и м е р ы  б е с к о н е ч н о  м а л о й  

ф у н к ц и и  а ( х ) :

а )  о д н о г о  п о р я д к а  с  ф у н к ц и е й  ( 5 ( х )  в  т о ч к е  а;

б )  э к в и в а л е н т н о й  ф у н к ц и и  J 3 (x )  в  т о ч к е  а ;

в )  б о л е е  в ы с о к о г о  п о р я д к а  м а л о с т и  п р и  х  - »  а ,  ч е м  / ? ( х ) .

3 . Ч т о  о з н а ч а е т  с и м в о л и ч е с к а я  з а п и с ь

а ( х )  =  о { / 3 ( х ) \  а ( х )  =  0 { / 3 ( х ) )  п р и  х ^ а .

4 .  К а к а я  ф у н к ц и я  н а з ы в а е т с я  б е с к о н е ч н о  б о л ь ш о й ,  к а к о в а  е е  с в я з ь  с  б м ?

5 . П о к а ж и т е ,  ч т о  п р и  х  —> 0  б е с к о н е ч н о  м а л ы е  ф у н к ц и и

s in  х ,  a r c s in  х ,  t g x ,  a r c tg  x

п о п а р н о  э к в и в а л е н т н ы .

6. П у с т ь  х —> 0 .  П р и  к а к о м  з н а ч е н и и  а  б е с к о н е ч н о  м а л ы е  в е л и ч и н ы  

a s i n 2 х  и  1 -  c o s x  э к в и в а л е н т н ы ?

7 . П е р е ч и с л и т е  и з в е с т н ы е  в а м  э к в и в а л е н т н ы е  б е с к о н е ч н о  м а л ы е  в е л и ч и ­

н ы .

8. К а к и е  с в о й с т в а  э к в и в а л е н т н ы х  б е с к о н е ч н о  м а л ы х  в е л и ч и н  и с п о л ь з у ю т ­

с я  п р и  о т ы с к а н и и  п р е д е л о в ?

Ответ: ах = О(х), cxJ = о(х), х  = о{рУх).
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6. Н Е П Р Е Р Ы В Н О С Т Ь  Ф У Н К Ц И Й

6 .1 . О д н о с т о р о н н и е  п р е д е л ы  ф у н к ц и и  в  т о ч к е  
Р а с с м о т р и м  ф у н к ц и ю  / ( х ) ,  о п р е д е л е н н у ю  в  н е к о т о р о м  и н т е р в а л е  ( с ;  а).

О пределение 1 . Ч и с л о  А  н а з ы в а е т с я  левым пределом функции / ( х )  

в  точке х 0 , е с л и  д л я  л ю б о г о  s  >  0  с у щ е с т в у е т  S  >  О т а к о е ,  ч т о  д л я  

в с е х  х ,  у д о в л е т в о р я ю щ и х  у с л о в и ю  х 0 - S  <  х  <  х 0 , в е р н о  н е р а в е н с т в о

\ f ( x ) - A \ < e .

С и м в о л и ч е с к а я  з а п и с ь :

( V £ - > 0 )  ( Э < 5 > 0 )  ( V x ,  х 0 - 5  < x < x 0 ) = > \ f { x ) - A \ < s .

О бозначение:

A -  l i m  / ( х )  ( х  с т р е м и т с я  к  х 0 , о с т а в а я с ь  м е н ь ш е  х 0 : х < х 0 ).jr-*.r„-0

П у с т ь  ф у н к ц и я  / ( х )  о п р е д е л е н а  н а  и н т е р в а л е  ( а; d).

О пределение 2. Ч и с л о  Л! н а з ы в а е т с я  правым пределом функции / ( х )  

в точке х 0 , е с л и  д л я  л ю б о г о  е>0 с у щ е с т в у е т  S >0 т а к о е ,  ч т о  д л я  

в с е х  х ,  у д о в л е т в о р я ю щ и х  у с л о в и ю  х 0 <  х  <  х 0 +  6 ,  в е р н о  н е р а в е н с т в о

\ / ( х ) - А \ < £ .

С и м в о л и ч е с к а я  з а п и с ь :

( V f >  0 )  ( 3 ^ > 0 )  ( V x ,  х 0 < x < x 0+ < 5 ) = > | / ( x ) - y 4 | < f .

О бозначение:

А  =  l i m  / ( х )  ( х  с т р е м и т с я  к  х 0 , о с т а в а я с ь  б о л ь ш е  х 0 : х  >  х „ ) .
+0

В  ч а с т н о с т и ,  е с л и  х  - >  - н е  и л и  х  —> -со, о п р е д е л е н и е  п р е д е л а  ф у н к ­

ц и и  в ы г л я д и т  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

ч и с л о  А  н а з ы в а е т с я  п р е д е л о м  ф у н к ц и и  / ( х )  п р и  х  —» - к о ,  е с л и  д л я  

л ю б о г о  п о л о ж и т е л ь н о г о  ч и с л а  е  с у щ е с т в у е т  ч и с л о  М ,  т а к о е ,  ч т о  к а к  т о л ь ­

к о  х  >  М ,  в ы п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о  | / ( х )  -  А\  <  е  ( l i m  f ( x )  =  А )  ( р и с .  6.1 ) ;

ч и с л о  А  н а з ы в а е т с я  п р е д е л о м  ф у н к ц и и  / ( х )  п р и  х  - »  - о о ,  е с л и  д л я  

л ю б о г о  п о л о ж и т е л ь н о г о  ч и с л а  s  с у щ е с т в у е т  ч и с л о  М ,  т а к о е ,  ч т о  к а к  т о л ь ­

к о  х  <  М , в ы п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о  | / ( х )  -  А \  <  е  ( l i m  / ( х )  =  А )  ( р и с .  6.2) .
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П о н я т и я ,  о п р е д е л я е м ы е  р а в е н с т в а м и  l im  f ( x )  = A , l im  f ( x )  =  A ,
X-++-X X->~X

о б о б щ а ю т  п о н я т и я  о д н о с т о р о н н и х  п р е д е л о в  ф у н к ц и и .  Р и с .  6.1 и 6 .2  д а ю т  

и х  г е о м е т р и ч е с к у ю  и н т е р п р е т а ц и ю .

В  д а л ь н е й ш е м  в м е с т о  т е р м и н о в  « п р е д е л  с л е в а » ,  « п р е д е л  с п р а в а »  б у ­

д е т  и с п о л ь з о в а т ь с я  с и м в о л и ч е с к а я  з а п и с ь :  f ( x Q - 0) , / ( х 0 + 0) .

А  И с х о д я  и з  о п р е д е л е н и я  п р е д е л а  ф у н к ц и и ,  д л я  л ю б о г о  s  >  0  н а д о  н а й т и  

т а к о е  М ,  ч т о  д л я  в с е х  х < М  в ы п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о

П р е о б р а з у е м  п о с л е д н е е  н е р а в е н с т в о :

х  +  1 1 1 1 1
2 = < —+ 2

X X X X X

и  п о т р е б у е м ,  ч т о б ы  к а ж д о е  и з  с л а г а е м ы х  б ы л о  м е н ь ш е  $ е ,  т о г д а  и х  с у м м а  

б у д е т  м е н ь ш е  е :

Т . к .  х  - »  - о о ,  т о  м о ж н о  с ч и т а т ь  к О  и  т о г д а  |х | =  - х ,  и  с и с т е м а  н е р а ­

в е н с т в  б у д е т  р а в н о с и л ь н о й  с л е д у ю щ е й :

х ■+■ 1
П р и м е р  6 .1 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  l i m — -  0 .

*-+-* х



Вместо М можно взять, например, min

Итак, для всех х < min-j -  —; -  J— j- при любом £ > О выполняется не­

равенство х + 1 < s , следовательно, lim х + \
=  0 .

6.2. Непрерывность функции в точке. Точки разрыва

Определение 1. Функция /(х )  называется непрерывной в точке х0, 
если:

1) функция /(х )  определена в точке х0 и в точках некоторой ее окре­
стности Q(x0);

2) существует конечный предел функции /(х )  в точке х0;
3) этот предел равен значению функции в точке х0, т. е.

lim/(х )  = /(х 0).

Определение 2. Функция /(х )  называется непрерывной в точке х0, 
если она определена в этой точке и в некоторой ее окрестности Q(x0) 
и для любого числа в > 0 существует число 8 > 0 такое, что для всех 
х е Q(x0), удовлетворяющих условию ) х -  х0| < 8, выполняется неравен­
ство ) /(х )  -  Д х 0 ) | <£.
Определение 3. Функция у = /(х )  называется непрерывной в точке 
х0, если она определена в этой точке и в некоторой ее окрестности 
Q(x0) и бесконечно малому приращению Дх аргумента в этой точке со­
ответствует бесконечно малое приращение Ау функции, т. е.

lim Av = 0.д*-»о
Приведенные определения эквивалентны. Использование разных из 

них позволяет упрощать решение различных задач.

Из определения 1, в частности, следует, что lim /(х )  = / (  lim дм, т. е.

если функция непрерывна, то предел функции равен функции предела.
Для того чтобы функция f  (х) была н е п р е р ы в н о й  в точке х0 необхо­

димо и достаточно, чтобы выполнялись три условия:
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1) с у щ е с т в о в а л  п р е д е л  с л е в а  l im  / ( х )  =  / ( х 0 -  0)  и п р е д е л  с п р а в а
лг-+дг„-0

l im  f ( x )  =  f ( x o + 0 ) :
х->ха + 0

2 )  п р е д е л ы  с л е в а  и  с п р а в а  б ы л и  р а в н ы  д р у г  д р у г у

l im  / ( х )  =  l im  / ( х ) ;x-*x0-0 X->X(,+Q
3 )  в ы п о л н я ю с ь  у с л о в и е  l im  / ( x ) =  l im  / ( x )  =  / ( x 0 ) .

jr-»j<ro-0 jr-KX0+0

Е с л и  ф у н к ц и и  / j ( x )  и  / , ( х )  н е п р е р ы в н ы  в  т о ч к е  х  =  х 0 , т о  ф у н к ц и и  

С М х ) ,  / ; ( х ) ± / 2( х ) ,  и х ) - М х ) ,  4 т ”  ( / 2( * о ) * 0 )
f 2( x )

т а к ж е  н е п р е р ы в н ы  в  э т о й  т о ч к е .

Е с л и  ф у н к ц и я  x  =  x ( t )  н е п р е р ы в н а  в  т о ч к е  f  =  f0 , а  ф у н к ц и я  у  =  / ( 0  

н е п р е р ы в н а  в  т о ч к е  х 0 =  х (/0) ,  т о  и  с л о ж н а я  ф у н к ц и я  у  = f ( x ( t ) )  н е п р е ­

р ы в н а  в  т о ч к е  t  = t 0 .

О п р е д е л е н и я .  Т о ч к а  х 0 н а з ы в а е т с я  т о ч к о й  р а з р ы в а  ф у н к ц и и  / ( х ) ,  

е с л и  в  н е й  н е  в ы п о л н я ю т с я  у с л о в и я  н е п р е р ы в н о с т и .

Е с л и  в  т о ч к е  х 0 ф у н к ц и я  / ( х )  и м е е т  к о н е ч н ы е  п р е д е л ы  с л е в а  и  

с п р а в а ,  н о  о н и  н е  р а в н ы  д р у г  д р у г у ,  l i m  f ( x )  ф  l im  f ( x ) ,  т о  т о ч к а
х~+х0 - 0  дг->,го + 0

х 0 н а з ы в а е т с я  т о ч к о й  р а з р ы в а  ф у н к ц и и  / ( х )  1 - г о  р о д а .

Р а з н о с т ь  | / ( х 0 -  0 )  -  / ( x o + 0 ) j  н а з ы в а е т с я  с к а ч к о м  ф у н к ц и и  f ( x )  

в  т о ч к е  х 0 .

Е с л и  в  т о ч к е  х 0 ф у н к ц и я  / ( х )  н е  и м е е т ,  п о  к р а й н е й  м е р е ,  о д н о г о  

и з  о д н о с т о р о н н и х  п р е д е л о в  и л и  х о т я  б ы  о д и н  и з  о д н о с т о р о н н и х  п р е ­

д е л о в  б е с к о н е ч е н ,  т о  т о ч к а  х 0 н а з ы в а е т с я  т о ч к о й  р а з р ы в а  2 - г о  р о д а .

Е с л и  в  т о ч к е  х 0 ф у н к ц и я  / ( х )  и м е е т  п р е д е л  с л е в а  и с п р а в а  и  о н и  

р а в н ы  м е ж д у  с о б о й ,  н о  н е  р а в н ы  з н а ч е н и ю  ф у н к ц и и  в  т о ч к е  х 0 , 

l i m  f ( x )  =  l im  / ( х ) * / ( х 0 ) ,-*•—>Jf0 —0 jr~>A0+0
т о  т о ч к а  х 0 н а з ы в а е т с я  т о ч к о й  н е у с т р а н и м о г о  р а з р ы в а  ф у н к ц и и  

Ах).
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Пример 6.2. Найти предел слева и справа функции /(х )  = 2Х'] в точке
JC = 1 .

I
А Предел слева / ( 1 - 0 ) =  lim 2Х~\ символическая запись х —>■ 1 -  0 озна-

дг-И-0
чает, что х —» 1 слева, т.е. остается меньше 1, тогда разность х -1  будет 
меньше нуля, знаменатель дроби при jc —> 1 -  0 отрицательный и стре­
мится к нулю, дробь возрастает по абсолютной величине и —» -оо. Все эти 
рассуждения кратко можно заменить операциями с символами, которые

I
легко выполняются в уме. Предел слева: /(1 -0 )  = lim =

j r —>t—0  
х < \

Г подставляем вместо х его ' , 1 1 i ]
= \ : 2 |_<м = 2 ~ °  = 2  = - —  =  —  [■ =  (). [предельное значение в символах 2х оо[

Предел справа:

/(1 + 0) = lim 2*1' = J 2 1*0-’ = 2 ; ° = 2 +* 1 = оо.
а 1-  1 I

Предел справа не существует, функция в точке х = 1 терпит бесконечный 
разрыв. Т

Первая типичная задача
1

Пример 6.3. Найти пределы функции у  = 2*~3 слева и справа в точках 
х, =3, х2 =5. Узнать, является ли функция непрерывной в этих точках. 
Сделать схематический чертеж.
▲ 1. Исследуем точку х = 3.

/(3  -  0 ) = lim 2*”-"3 = 12 3-°-3 = 2~° = 2 - ”  = —  = - 1  = 0 ,
s 3-0 I 2* °°J

/(3  +  0 ) =  ^Um 2 ' J i =  1 2 3+“°-3 =  2+° =  2 +5С j> =  оо,
х > 3  I

Примеры решения задач
1
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в  т о ч к е  х  =  3  п р е д е л  с п р а в а  н е  с у щ е с т в у е т ,  и  ф у н к ц и я  т е р п и т  б е с к о н е ч ­
н ы й  р а з р ы в .

2 .  И с с л е д у е м  т о ч к у  х  =  5 .

/ ( 5  -  0 )  =  l im  2 J‘~3 =  \  2 5-°-3 =  2 2 U  V 2 ,
-Г-+5-0
дг<5

/ ( 5  +  0 )  =  l i m  2 1-1 =  i  2 5+0"3 =  2 2 U  - Л ,.т —+ 5+0 
х>5

/ (  5) = 2 « = Л .
И т а к ,

Л 5 - 0 )  =  / ( 5  +  0 )  =  / ( 5 ) .

П р е д е л  с л е в а  р а в е н  п р е д е л у  с п р а в а  и  р а в е н  з н а ч е н и ю  ф у н к ц и и  в  т о ч ­

к е .  Ф у н к ц и я  н е п р е р ы в н а  п р и  х  =  5 .

Д л я  п о с т р о е н и я  г р а ф и к а  ф у н к ц и и  н у ж н о  п р о в е с т и  д о п о л н и т е л ь н ы е  

и с с л е д о в а н и я  п о  к р а т к о й  с х е м е ,  и з в е с т н о й  и з  с р е д н е й  ш к о л ы :

1 . Н а й т и  о б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и :  X  =  { ( -о о ; 3 )  U  (3 ;  <»)}.

2 .  О п р е д е л и т ь  т о ч к и  п е р е с е ч е н и я  с  о с я м и  к о о р д и н а т .

3 .  Ф у н к ц и я  о б щ е г о  в и д а :  2 ~ х~3 * ± 2 Л~3 . С и м м е т р и и  г р а ф и к а  ф у н к ц и и  

о т н о с и т е л ь н о  о с и  О у  и  н а ч а л а  к о о р д и н а т  н е т .

4 .  И с с л е д о в а т ь  п о в е д е н и е  ф у н к ц и и  п р и  х  —> ±оо ( р и с .6 .3 ) :

С  о с ь ю  О х :
у *  0,  т .к .  у  >  0

С  о с ь ю  О у :

l im  2 х 3 =  \  2  1 =  2-” =  2*4 =  1; l im  2 х 3 =  ^ 2+”;5 =  2* =  2 4  =  1.
X—>—X
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Функция /(х )  называется непрерывной на интервале (а;Ь), если 
она непрерывна в каждой точке этого интервала. Множество функций, не­
прерывных на интервале (а;Ь) обозначают С (а; Ь).

Функция / (х) называется непрерывной на отрезке [а; Ь], если она 
непрерывна на интервале (а; Ь) ив точке а непрерывна справа, а в точке b
-  непрерывна слева. Множество всех таких функций обозначают С[а; Ь\.

Функция называется элементарной, если она составлена из конечно­
го числа основных элементарных функций с помощью алгебраических 
действий и операций взятия функции от функции и имеет одно аналитиче­
ское выражение на всей области определения.

Все элементарные функции непрерывны в каждой точке области 
определении. Т.е. область непрерывности элементарной функции сов­
падает с ее областью определения.

Элементарная функция может иметь точки разрыва только в отдель­
ных точках, там, где она не определена. Неэлементарная функция может 
иметь точки разрыва как там, где она не определена, так и там, где опре­
делена.

Если неэлементарная функция задана различными аналитическими 
выражениями (формулами) для различных интервалов изменений аргу­
мента, то она может иметь разрыв в тех точках, где меняется ее аналити­
ческое выражение.

В т о р а я  т и п и ч н а я  з а д а ч а
Пример 6.4. Функция задана различными аналитическими выраже­

ниями для различных областей изменения аргумента. Найти точки разры­
ва, если они существуют. Сделать схематический чертеж. Пусть

х - 2 ,  если х<0,  
/ (х )=  х2 +1, если 0 < х  <2, 

2х + 1, если х>2.



символ х  —> 0 — 0 позволяет выбрать нужное 

/( О  -  0 ) =  lim  f ( x )  =  аналитическое вы раж ение для функции >
х —►О- 0

*<0 f ( x )  из уравнений, ее определяю щ их

=  lim  ( х - 2 )  = - 2 .

▲ 1. Исследуем точку х  = 0.

х-*0 - О  
jr<0

/ ( 0  +  0 ) =  lim  f ( x ) =  lim  ( х 2 + 1) =  1.
*->0+0
*>0

х->0+0 
*>0

Ф ункция терп и т конечны й разры в 1-го рода. С качок

1 /(0  + 0) -  Д О  —0)| =  j l - (-2)1 =  3.

2 . И сследуем  точку х  =  2 .

/ ( 2 - 0 ) =  И т  Д х )  =  lim  (jc2 +1) =  {(2 -  О)2 +1} = 5 .
*-►2-0 х->2-0 4 3
х<2 х<2

/ ( 2  + 0 ) =  lim f { x ) -  lim  ( 2х  +1) = {2 * (2 + 0) + 1} = 5.-г—>2+0 
x>2

jr—>2+0 
x>2

/ ( 2 )  = (2 x  + l ) |„ 2 = 5 .

OI 2 ‘х

-2

Рис. 6.4. ▼
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3 .  П о с т р о и м  г р а ф и к  ф у н к ц и и  ( р и с .6 . 4 )  б е з  д о п о л н и т е л ь н о г о  и с с л е д о ­
в а н и я ,  т а к  к а к  в с е  с о с т а в н ы е  ч а с т и  г р а ф и к а  и з в е с т н ы .  Е с л и  н а  к о н ц е  и н ­

т е р в а л а  ф у н к ц и я  н е  о п р е д е л е н а  д а н н о й  ф о р м у л о й ,  т о  н а  с о о т в е т с т в у ю щ е м  

к о н ц е  с т а в и м  с т р е л к у .
Е с л и  д о  с и х  п о р  м ы  и м е л и  д е л о  с  ф у н к ц и я м и ,  г р а ф и к и  к о т о р ы х  и з ­

в е с т н ы ,  а  т о ч к и  р а з р ы в а  о ч е в и д н ы ,  т о  т е п е р ь  н у ж н о  р е ш и т ь  т у  ж е  з а д а ч у ,  

н о  п р и  б о л е е  с л о ж н ы х  у с л о в и я х .

О б р а т и т е  в н и м а н и е  н а  с х е м у  и с с л е д о в а н и я  и  н а  т о ,  ч т о  э л е м е н т а р н а я  

ф у н к ц и я  и м е е т  р а з р ы в ы  т о л ь к о  в  т е х  т о ч к а х ,  г д е  о н а  н е  о п р е д е л е н а .

Н а п о м и н а е м ,  ч т о  д л я  и с с л е д о в а н и я  т о ч е к  р а з р ы в а  и  п о в е д е н и я  

ф у н к ц и и  н а д о :

1 ) Н а й т и  о б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и .

2 )  И с с л е д о в а т ь  т о ч к и ,  в  к о т о р ы х  ф у н к ц и я  н е  о п р е д е л е н а .  О п р е д е ­

л и т ь  в  н и х  х а р а к т е р  р а з р ы в а .

3 )  Н а й т и  т о ч к и  п е р е с е ч е н и я  с  о с я м и  к о о р д и н а т .

4 )  П р о в е р и т ь ,  н е т  л и  с и м м е т р и и  г р а ф и к а  о т н о с и т е л ь н о  о с и  О у  и л и  

н а ч а л а  к о о р д и н а т .

5 )  У с т а н о в и т ь  п о в е д е н и е  ф у н к ц и и  п р и  х  —> ± о о .

s i n  х
П р и м е р  6 . 5 .  И с с л е д о в а т ь  х а р а к т е р  р а з р ы в а  ф у н к ц и и  f ( x )  = --------  их

с х е м а т и ч е с к и  п о с т р о и т ь  е е  г р а ф и к .

▲  1)  О б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и :  X  =  { ( -о о ; 0)  U ( 0; о о )} .

2 )  И с с л е д у е м  т о ч к у  х  =  0 .

В  э т о й  т о ч к е  ф у н к ц и я  р а з р ы в н а ,  т а к  к а к  / ( 0 )  н е  с у щ е с т в у е т .  О д н а к о  н а м  

и з в е с т н о ,  ч т о  п р и  с т р е м л е н и и  х  к  н у л ю  п о  л ю б о м у  з а к о н у  ( х  —> 0)

l i m S i n -  =  1 и ,  т а к и м  о б р а з о м ,  с у щ е с т в у ю т  л е в о с т о р о н н и й  п р е д е л  ф у н к ц и и  
*-»о х
/ ( 0 - 0) ,  п р а в о с т о р о н н и й  п р е д е л  ф у н к ц и и  / ( 0  +  0)  и  о н и  м е ж д у  с о б о й  

р а в н ы :  / ( 0  -  0 )  =  / ( 0  +  0 )  =  1. Н о  / ( 0 )  н е  с у щ е с т в у е т .  Н а  к р и в о й ,  к о т о р а я  

я в л я е т с я  г р а ф и к о м  э т о й  ф у н к ц и и  ( р и с .  6 . 5 ) ,  о т с у т с т в у е т  т о ч к а  ( о н а  к а к  б ы  

« в ы р в а н а » ) ,  а б с ц и с с а  к о т о р о й  р а в н а  н у л ю .  Е с л и  у с л о в и т ь с я ,  ч т о  п р и  х  =  0

ф у н к ц и я  =  j  5 т о  т е м  с а м ы м  г р а ф и к  ф у н к ц и и  с т а н е т  с п л о ш н ы м  ( н е -  х
п р е р ы в н ы м ) ,  и  р а з р ы в  б у д е т  « у с т р а н е н » .
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Д л я  ф у н к ц и и  / ( х )  =  S m X  т о ч к а  х  =  0  я в л я е т с я  т о ч к о й  « у с т р а н и м о г о »  
х

р а з р ы в а ,  т а к  к а к  / ( 0 - 0)  =  / ( 0  +  0) ,  и  ф у н к ц и я  в  э т о й  т о ч к е  м о ж е т  б ы т ь

s in  х
д о о п р е д е л е н а  т а к ,  ч т о  м о ж н о  в з я т ь  / ( 0)  =  l i m -------- .X

З а м е ч а н и е .  Т е р м и н  « у с т р а н и м ы й »  в з я т  в  к а в ы ч к и  п о т о м у ,  ч т о  ф а к ­

т и ч е с к и  р а з р ы в  ф у н к ц и и  / ( х )  =  ^ ^  в  т о ч к е  х  =  0 н и ч е м  у с т р а н и т ь
х

н е л ь з я ,  т а к  к а к  о н  с у щ е с т в у е т  в  д е й с т в и т е л ь н о с т и .  .М о ж н о  т о л ь к о  у с ­

л о в н о  п р и н я т ь ,  ч т о  з н а ч е н и е  ф у н к ц и и  в  э т о й  т о ч к е  р а в н о  е д и н и ц е .  

Т а к о е  с о г л а ш е н и е  в о с с т а н о в и т  н а  к р и в о й  о т с у т с т в у ю щ у ю ,  н а  н е й  

т о ч к у  ( 0; 1) .

3 )  Ф у н к ц и я  п е р е с е к а е т  о с ь  О х  в  т о ч к а х :

s i n x  =  0 \ х  =  кж
Л =Н п = > М к(кж; 0).

J  =  0 [j» =  0

Ф у н к ц и я  п е р е с е к а е т  о с ь  О у  ( п о с л е  д о о п р е д е л е н и я )  -  в  т о ч к е  N ( 0 ; 1 ).

4 )  Ф у н к ц и я  ч е т н а я ,  т а к  к а к  ^  _ £ Н 1 £ .  Г р а ф и к  ф у н к ц и и  с и м м е т -
- х  х

р и ч е н  о т н о с и т е л ь н о  о с и  О у .

5 )  l im  Sin~  =  0 ,  т а к  к а к  s i n x  -  в е л и ч и н а ,  о г р а н и ч е н н а я  п р и  л ю б о м
* - * ± х  х

з н а ч е н и и  х .

“2тг ~7Г О 71 2ж X
Р и с .  6 .5 .  ▼

П р и м е р  6.6. Д а н а  ф у н к ц и я .  Н а й т и  е е  т о ч к и  р а з р ы в а ,  е с л и  о н и  с у щ е ­

с т в у ю т ,  и  с к а ч о к  ф у н к ц и и  в  к а ж д о й  т о ч к е  р а з р ы в а :

а > / 10 )  =  “ 1- Ц - ;  б > - £ ( * ) =  2~ V ~ ~ r n ; в )  / з ( х )  =  a r c c t g - ;  х  - 4  х  + 2 х  +  1 0

г )  / 4( х )  =  1̂ — | ; д )  / 5( х )  =  l g ( x 2 +  2х ) . 
х - 3
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▲ а) Функция / (х )  = —г---- определена, т.е. может быть вычислена прих —4
всех значения х, кроме значений (х = -2) л (х -  2).

Эта функция элементарная, поэтому она непрерывна во всей области 
своего определения: X = {(-со; -  2 ) U  ( - 2 ;  2 ) U  (2 ; оо)}. Она не определена в 
точках х, = - 2  л  хг = 2 ,  но определена вблизи этих точек. Вследствие это­
го, ввиду несоблюдения 1-го условия непрерывности, данная функция в 
точках х, и х 2 имеет разрывы.

Вычислим односторонние пределы этой функции при стремлении ар­
гументах к точкам разрыва слева и справа:
Исследуем точку х = -2.

/ ( - 2 - 0 )  =

(-2 — 0 — 2)(-2 - 0  + 2) -  4 • (-0) 0

/ ( - 2  +  0 ) =

(—2 + 0 -  2)(-2 + 0 + 2) — 4 • (+0) - 0

Следовательно, в точке х = -2  функция имеет бесконечный разрыв 
(2-го рода).
Исследуем точку х = 2.



1 1 = +00.
[(2 + 0 -  2)(2+Q + 2) +0-4 +0j

Следовательно, и в точке х = 2 разрыв функции бесконечный.

Гх = 0 Гх =  0
Точка пересечения с осью Оу: ■{ i :=><! \ => М\ 0;

V - 4  1 4

Функция четная, так как /|(-х ) = ------- 1--------=  /  ( х ) . Следовательно,
( - * ) -  4

график функции симметричен относительно оси Оу. 
Поведение функции при х -» +оо.

lim х -4  [ ( - о о )  - 4  оо
=  —  > =  0, lim -

1

х  — 4  [о о -  - 4  оо
=  0 .

Рис. 6.6.

З х - 5б) Элементарная функция / 2(х) = -г----------- определена на всей чи-х +2х + Ю
еловой оси (хотя она дробная, но корни знаменателя комплексные). По­
этому она непрерывна на всей числовой оси, т.е. не имеет точек разрыва.

в) Элементарная функция f3(x) = arcctg— определена, а, следователь-
х

но, и непрерывна на всей числовой оси, кроме точки

х = 0 ( X  = {(-оо; 0) U (0; оо)}).

В точке х = 0 функция имеет разрыв. Найдем односторонние пределы 
функции в этой точке:
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/ з (0 - 0)  =  l i m  a r c c t g — =  i  a r c c t g — -—  =  a r c c t g ( - o o )  \  =  71 \
jr~>o-o X [ 0 - 0
j:<0

1

x->0*0 x>0
/ ( 0 +  0)  =  l i m  a r c c t g  — =  i  a r c c t g — —  =  a r c c t g ( + o o )  }■ =  0 .

0 +  0

С л е д о в а т е л ь н о ,  р а з р ы в  ф у н к ц и и  к о н е ч н ы й ,  п р и  х  =  0  о н а  и м е е т  к о ­

н е ч н ы й  с к а ч о к  |/3(0 — 0)  — / ( 0  +  0) | =  \ я  -  0| =  п .

у = arcctg-jr.

О I 
Рис. 6 .7.

Ijc — 3|1 =  !-------Lг )  Ф у н к ц и я  f b ( x )  =  ----------о п р е д е л е н а  и  н е п р е р ы в н а  н а  в с е й  ч и с л о в о й
х — 3

о с и ,  к р о м е  т о ч к и  х - 3  ( X  =  { ( - с о ; 3 ) U (3 ;< » )} ) .  И з  э т о г о  с л е д у е т ,  ч т о  в  т о ч ­

к е  х  =  3  ф у н к ц и я  и м е е т  р а з р ы в .

И с с л е д у е м  э т у  т о ч к у  р а з р ы в а ;

/ ( 3 - 0 ) =  l i m  1 ^ 1 =  H m  ^ = - 1 ;
'-*3- ° х - 3  *-»з-о х-3
jr<3 дг<3

/ ( 3  +  0) =  l i m  =  i i m  £ z l  =  i .
*->3+0 X — 3  *->3-0 jc _  3
x>3 x<3

С л е д о в а т е л ь н о ,  в  т о ч к е  х - 3  ф у н к ц и я  и м е е т  р а з р ы в  1 - г о  р о д а ;  е е  с к а ­

ч о к  в  э т о й  т о ч к е  р а з р ы в а  к о н е ч н ы й :  | / (3  -  0)  -  / ( 3  +  0)| =  |— 1 - 1| =  2 .

Г
о\ 1

Р и с .  6.8.

д )  Л о г а р и ф м и ч е с к а я  ф у н к ц и я  о п р е д е л е н а  т о л ь к о  д л я  п о л о ж и т е л ь н ы х  

з н а ч е н и й  с в о е г о  а р г у м е н т а .  П о э т о м у  д а н н а я  ф у н к ц и я  / 5( х )  =  l g ( x 2 + 2 х )
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будет определена и непрерывна для значений х, удовлетворяющих нера­
венству х2 + Зх > 0. Решая это неравенство, найдем область определения и 
область непрерывности функции X = {(-оо; - 3 ) U (0; оо)}.

Во всех точках отрезка -  3 < х < 0 данная функция не определена, од­
нако точками ее разрыва являются граничные точки х = -3 и х = 0.

Найдя односторонние пределы функции при стремлении х к точкам 
разрыва изнутри области определения функции

/ 5(-3 -0 )=  lim lg(x2 + 3х) = {lg((-3 +0)2 +3(-3 + о)= lg0}= —оо;
д:—>—3+0 7 '
х>-Ъ

/ 5(0 + 0)= iim lg(x2 + Зх) = {lg((0 + О)2 +3(0 + 0)=lg0l=-oo,
дг—>0+0 
х>0

заключаем, что в точках * = -3 и * = О функция имеет бесконечные разры­
вы (2-го рода).

Задачи и упражнения для самостоятельной работы 
Исследовать данные функции на непрерывность в указанных точках. 

Сделать схематический чертеж.

1- х,=0, х2 = -2.
Х + 2

2. /(х ) = + х, = -1, х2 = -3 .J к ' Зх + 9 ' 2

Исследовать данные функции на непрерывность и построить их гра­
фики:
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№ Ф ун к ц и я № Ф ун к ц и я

3 / ( * )  =

1, если х < 0 ,  

c o s x , если  0 <  х  <  f ,  

1 - х ,  е с л и х  >  ■§.

4
. - ^ х \ е с л и х < 2 ,  fix)  =

[ _х,  если х  >  2.

5 Л * )  =

ifx, если  0 < х  < 1, 
4 -2 jc ,  если  1 < х  < 2.5, 

2 х  -  7, если  2 .5л  < л  < <».
6 д * ) =

2 х  +  5, если  -  оо <  х  <  - 1 ,  

— , если - 1 <  х  <  оо.
-X

7 / ( * )  =

-  2 (х  + 1), если х  <  - 1 ,

( х  +  1)2, е с л и - 1 < х < 0 ,  

х , если х  >  0 .

8 ' / ( * ) =

2 х , если <  0 ,  

х 2 + 1 ,  если 0  <  х  <  1, 

2, если х  >  1.

9 Д х )  =

- х ,  е с л и х < - 1 ,  

2
-------- , е с л и х > - 1 .

_х — 1

10 Д х )  =

1 - х 2, е с л и х с О ,

( х  - 1)2, если 0 <  х  <  2, 

4 - х ,  если х  >  2.

Д а н а  ф у н к ц и я .  Н а й т и  е е  т о ч к и  р а з р ы в а ,  е с л и  о н и  с у щ е с т в у ю т ,  и  с к а ­

ч о к  ф у н к ц и и  в  к а ж д о й  т о ч к е  р а з р ы в а :

№ Ф у н к ц и я  № Ф у н к ц и я

11 ■С<-г\  ̂ I t ' »
Л  ) ' х 3 - З х 2- 4 х

J  W  . ,
F - 4

13 /  ( х )  =  l g ( 2x  + 1)  I 1 4 Д х )  =  a r c s i n  —
X

15 f i x ) -  г - ------  I 1 6
л /х  -1  I

Д х )  =  — - —  
c o s x

И с с л е д о в а т ь  д а н н ы е  ф у н к ц и и  н а  н е п р е р ы в н о с т ь  и  п о с т р о и т ь  и х  г р а ­
ф и к и :

п .  я * ) = - 2— :  .
х  - 2 х  +  \

1 8 .  Д х )  =  х  +
х  +  2  

|х  +  2|

1 9 .  Д х) = - $ - 1 -X -X 20. f (x)  = 2* — \.
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Вопросы для самопроверки
1. С ф о р м у л и р у й т е  о п р е д е л е н и е  н е п р е р ы в н о с т и  ф у н к ц и и  в  т о ч к е :

l im  / ( х )  =  / ( х 0 ) .
Х->ЛГ0

2 .  С ф о р м у л и р у й т е  о п р е д е л е н и е  н е п р е р ы в н о с т и  ф у н к ц и и  в  т о ч к е :

l i m  Д у  =  0 .
Л*—>0

3 .  С ф о р м у л и р у й т е  о п р е д е л е н и я  н е п р е р ы в н о с т и  ф у н к ц и и  с п р а в а  ( с л е в а )  в  

т о ч к е .

4 .  С ф о р м у л и р у й т е  н е о б х о д и м ы е  и  д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я  н е п р е р ы в н о с т и  

ф у н к ц и и  в  т о ч к е .

5 .  К а к и е  т о ч к и  н а з ы в а ю т с я  т о ч к а м и  р а з р ы в а  ф у н к ц и и ?

6. К а к о г о  т и п а  р а з р ы в ы  с у щ е с т в у ю т  и  с  ч е м  о н и  с в я з а н ы ?

7 .  К а к и е  о п е р а ц и и  н а д о  в с п о м н и т ь ,  ч т о б ы  и с с л е д о в а т ь  т о ч к у  р а з р ы в а ?

8. К а к и е  о п е р а ц и и ,  и  в  к а к о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  н а д о  в с п о м н и т ь ,  ч т о б ы ,  

и с с л е д у я  т о ч к у  р а з р ы в а ,  п о с т р о и т ь  г р а ф и к  ф у н к ц и и ?

9 .  С ф о р м у л и р у й т е  л о к а л ь н ы е  о с н о в н ы е  с в о й с т в а  н е п р е р ы в н ы х  ф у н к ц и й .  

1 0  . С ф о р м у л и р у й т е  т е о р е м у  о  н е п р е р ы в н о с т и  с л о ж н о й  ф у н к ц и и .

И . В  ч е м  з а к л ю ч а е т с я  с в о й с т в о  п е р е с т а н о в о ч н о с т и  н е п р е р ы в н о й  ф у н к ц и и  

с  о п е р а ц и е й  п р е д е л ь н о г о  п е р е х о д а ?

1 2 . С ф о р м у л и р у й т е  о с н о в н ы е  с в о й с т в а  ф у н к ц и й ,  н е п р е р ы в н ы х  н а  о т р е з к е ,  

и  д а й т е  г е о м е т р и ч е с к о е  и с т о л к о в а н и е  э т и м  с в о й с т в а м .

1 3 . Д л я  к а к и х  ф у н к ц и й  о б л а с т ь  н е п р е р ы в н о с т и  с о в п а д а е т  с  о б л а с т ь ю  о п ­

р е д е л е н и я  ф у н к ц и и ?

З н а н и я  и  у м е н и я , к о т о р ы м и  д о л ж е н  в л а д е т ь  с т у д е н т

1. Знания на уровне понятий, определений, описаний, формулиро­
вок

1. М н о ж е с т в о . Э л е м е н т ы  т е о р и и  д о к а з а т е л ь с т в
1 .1 . К л а с с и ф и к а ц и я  ч и с л о в ы х  м н о ж е с т в .  О п е р а ц и и  н а д  м н о ж е с т в а м и .

1 .2 .  Т о ч н а я  в е р х н я я  и  т о ч н а я  н и ж н я я  г р а н и ц ы  о г р а н и ч е н н ы х  ч и с л о в ы х

м н о ж е с т в .

1 .3 .  С в о й с т в а  м н о ж е с т в а  в е щ е с т в е н н ы х  ч и с е л .

1 .4 .  А б с о л ю т н а я  в е л и ч и н а  в е щ е с т в е н н о г о  ч и с л а .  С в о й с т в а .

1 .5 .  В ы с к а з ы в а н и е .  Л о г и ч е с к и е  с в я з к и .  К в а н т о р ы .

1 .6. Н е о б х о д и м ы е  и  д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я .  П р я м а я  и  о б р а т н а я  т е о р е м ы .

2 . Ф у н к ц и и .
2 .1 .  Ф у н к ц и я  к а к  о т о б р а ж е н и е  м н о ж е с т в .
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2 . 2 .  Ф у н к ц и я  ч и с л о в о г о  а р г у м е н т а .
2 . 3 .  Ч и с л о в а я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь .

2 . 4 .  К л а с с и ф и к а ц и я  ф у н к ц и й .

2 . 5 .  С л о ж н а я  ф у н к ц и я .
2 . 6 .  О б р а т н а я  ф у н к ц и я ;  е е  с в о й с т в а .

2 . 7 .  Э л е м е н т а р н ы е  ф у н к ц и и .

3 .  П р е д е л .
3 . 1 .  П р е д е л  ч и с л о в о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и .

3 .2 .  О п р е д е л е н и е  п р е д е л а  ф у н к ц и и .

3 .3 .  Б е с к о н е ч н о  м а л ы е  ф у н к ц и и  ( б м ф )  и  б е с к о н е ч н о  б о л ь ш и е  ф у н к ц и и

( б б ф ) .

3 .4 .  С р а в н е н и е  б м ф  и  б б ф .

3 . 5 .  Т а б л и ц а  э к в и в а л е н т н ы х  б е с к о н е ч н о  м а л ы х  ф у н к ц и й .

4. Н е п р е р ы в н о с т ь .
4 . 1 .  Н е п р е р ы в н о с т ь  ф у н к ц и и  в  т о ч к е  и  н а  п р о м е ж у т к е .

4 . 2 .  С в о й с т в а  н е п р е р ы в н ы х  ф у н к ц и й .

4 . 3 .  Т о ч к и  р а з р ы в а  и  и х  к л а с с и ф и к а ц и я .

2. З н а н и я  н а  у р о в н е  д о к а з а т е л ь с т в  и  в ы в о д о в
1 . С в о й с т в а  б м ф  и  б б ф .

2 .  П р е д е л ь н ы й  п е р е х о д  и  а р и ф м е т и ч е с к и е  о п е р а ц и и .

3 .  П р е д е л ь н ы й  п е р е х о д  и  н е р а в е н с т в а .

4 .  З а м е ч а т е л ь н ы е  п р е д е л ы .

5 .  Т е о р е м ы  о б  э к в и в а л е н т н ы х  б е с к о н е ч н о  м а л ы х  ф у н к ц и я х .

6. Л о к а л ь н ы е  с в о й с т в а  н е п р е р ы в н ы х  ф у н к ц и й .

7 .  Т е о р е м а  о  н е п р е р ы в н о с т и  с л о ж н о й  ф у н к ц и и .

8. Н е п р е р ы в н о с т ь  о с н о в н ы х  э л е м е н т а р н ы х  ф у н к ц и й .

9 .  Г л о б а л ь н ы е  с в о й с т в а  н е п р е р ы в н ы х  ф у н к ц и й .

3. У м е н и я  в  р е ш е н и и  за д а ч  

С т у д е н т  д о л ж е н  у м е т ь :
1 . П р о в о д и т ь  п р о с т е й ш е е  и с с л е д о в а н и е  э л е м е н т а р н ы х  ф у н к ц и й  ( о б л а с т ь  

о п р е д е л е н и я ,  м н о ж е с т в о  з н а ч е н и й ,  ч е т н о с т ь ,  п е р и о д и ч н о с т ь ,  н а х о ж д е ­

н и е  о б р а т н о й  ф у н к ц и и  и  т .  п .) .

2 .  В ы ч и с л я т ь  п р е д е л ы  н а  о с н о в е  т е о р е м  о  п р е д е л а х  и  н е п р е р ы в н о с т и  

ф у н к ц и й .

3 .  Р а с к р ы в а т ь  н е о п р е д е л е н н о с т и  с  п о м о щ ь ю  о с н о в н ы х  м е т о д о в .

4 .  С р а в н и в а т ь  б м ф  и  б б ф .

5 .  И с с л е д о в а т ь  н е п р е р ы в н о с т ь  ф у н к ц и й .

ш



Индивидуальные домашние задания 
З а д а ч а  1. Найти указанные пределы.
З а д а ч а  II. Доказать, что функции / ( х )  и g(x)  при х —» О являются беско­
нечно малыми одного порядка малости.
З а д а ч а  II I . Найти предел, используя эквивалентные бесконечно малые 
функции.
Зад ач а  IV. Исследовать данную функцию на непрерывность и построить ее 
график.
З ад ач а  V . Исследовать данную функцию на непрерывность в указанных 
точках.
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I. 1. lim

ВАРИАНТ 1
x2 — 5x + 6

* ^ х 2 - 12х + 2 0 '

„ .. 2x2 + 1 lx +152 . lim — -̂-------------- .
*-*-3 3x + 5x -1 2

3. lim-Зх3- 5 x 2+ 2
*-**2x3 + 5x2 -  x

4. lim x - 2 x  + 4
*->-* 2x + 3x +1

5. lim

6. lim

2x + 3x — 5

x + x —12
JI->3 Vx —2 — л/4 —x

7. l i m f .8. l i m f ^ ^ l  .
*->=4x4-8,/ *-»*v5x +  7 j

9. lim 1 -c o s 8x
-̂>0

II. / (x )  = 2x3, g(x) = 5x
4 —x ’

III. lim cos3x —cosx 
~2хг ’

IV ./(x )  =
sinx, x < 0, 
x, 0 ^ x < 2, 
0, x > 2.

V. /(x )  = ^ 4 ; x , = - 5 , x 2= - 4 .  
x + 4

2. lim

I. 1. lim
jr-»0

ВАРИАНТ 2
x3 -  x2 + 2x

*-*» x + x 

2x2 + 5x -  7
x3- l

3. lim 4x + 7x 
2x3 -  4x2 + 5

3x4 + 2x — 54. lim
*-** 2x 2 + x  + 7 

3x2 -  7x + 25. lim
=->-*= x + 2 x -4 '

, .. Vx + 1 2 -л /4 -х
6. l i m ------- -̂---------------- .

*->-« x + 2x -  8

7. limf— )  . 8. l i m f ^ ! 4]

.  sin3x-sinx9. lim--------------- .
5x

x 4xg (x )= ^ - .
5 + x x — 1

III. lim l - c o s 6x
4x

I V ./(x )  =
C O S X ,  X < f ,

0, § < X  <  7Г,

2, X  > 7t .

V. / (x )  = ^ ± 4 ;x ,= 3 ,x 2 = 2 .
x —2
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Т. 1. Hm

ВАРИАНТ 3
6 + х - х 2

* -3  х - 2 7

2 .  l im
х  - З х  +  2

х  -  4 х  + 3 

5 х 4 -  З х 2 +  7
3 .  l im

х 4 +  2х 3 +1 

З х 2 + 7 х - 4
4 .  И т

*-+-х  х  +  2х  -1 

7 х 4 - З х  +  4
5 . l im

Х-+Х З х  - 2 х  +  \

,  л /х  +  10 -  л / 4 - х  6. l i m -
2 х  - х -2 \

\-*Х
7 .  И т

2 х
- Г . 1 l im

х  +  1
1 +  2х у  * - > * \2х -1 

c o s x - c o s 5 x
9 .  l i m  ,

*~*о 2 х

И . / ( х )  =  a r c t g 2 З х ,  g ( x )  =  4 х 2 . 

s i n 7 x
111. l im

д: - » 0  t g 2x

I V . / ( x )  =

x  +  2, x < - l ,

X + 1 ,  - 1  <  X  <  1,

- x  +  3 , x > l .

V- f ( x )  = ———; x, = 2, x2 = 3 . 
x - 2

I. 1. lim

ВАРИАНТ 4
2x2 -  x — 1

*-»> 3 x  -  x  -  2

2 . l im
. З х  +  2 x  - 1 6

3 .  l im

JC -  8

7 x 3 -  2 x 2 +  4 x

2 x 3 +  5 

3 x  —x 6
4 .  l im

5 . l im

6. l im

■ x  - 2 x  +  5

2 x 2 -  x  +  7 

3 x 4 - 5 x 2 + 1 0

л /2 - х  - л / х  +  6

7 .  l im
x -1

8. l im  f — — - 1  . 9 .  l i m - ^ - .
* - > -* v 4 x  +  l J  *->°2s i n x

II . / ( x )  =  s in  3 x  -  s i n  x ,  g ( x )  =  5 x .

I I I .  l im
e3' - l

*->-°x + 2 7 x  

- x ,

IV . / ( X ) :

x < 0 ,

-  ( x  - 1)  , 0 <  x  <  2, 

x - 3 ,  x > 2 .

V . / ( x )  =  — ; x ,  =  - 2 ,  x 2 =  - 3 .  
x  +  3
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I. 1. lim

ВАРИАНТ 5
2x2 — 7x + 6

x~*2 x - 5 x  + 6

2. limЛГ—►-!
x 4 -  x 2 + X  +  1

3. lim

4. lim

x -  4x + 28x 
->*5x3 + 3x2+ x - l

2x3 +7x — 1
*-■»* 3x + 2x + 5

5. lim 4x — 2x~ + x

6. limV3 + 2x -  Vx + 4
3x -  4x +1

\5д:
7 .  l i m f ^ ^ l  . 8.

* -> * \2 x  + l J x — 2 )

9. l i m f c i i H .
3 x

II.  / ( x )  =  c o s 3 x - c o s x ,  g ( x )  =  7 x 2.

III. I im ^ ifa  .
2 x  -  3 x

I V ./(x )  =
- 2(x + l), x < - l ,
(x + l)3, - l  < x < 0, 
x, x > 0.

V. / ( x )  = 43 * +2;x, =2, x, =3.

1. 1. lim

ВАРИАНТ 6
12 —x —x2

*-*3 x3 -2 7  

2x2 -  3x +12. lim
x -1 

3x2 +1 Ox + 33. lim
2x2 + 5x -  3 

2x3 +7x2 +44. lim
*-»-* x + 5x — 1 

3x4 - 2 x  + l5. lim

6. lim

->*3x‘ + 2 x -5  

x2 -  3x + 2
*->2 л /5 -х  -  Vx +1

4 3 x - l J
7. lim I . 8

9. lim

x у 

arcsin5x
*->° sin3x

II. / (x )  = x2-cos2x , g (x )= 6x2. 

arcsin3xIII. lim-*->o 2x

IV. / ( x )  =
-x , x < 0 ,

x , 0 < x < 2, 
x + 1, x > 2.

V. / ( x )  = 92_jr;x, = 0 ,x2 = 2 .
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I. 1. lim

ВАРИАНТ 7
Зх2 + 2x -1

27x3 -1

2. l im -
x  - x - 3

*-+2 5x + 3 x - 2 6

3. lim
- 3x4 + x 2 + x
x + 3x -  2 

3x6 -  5x2 + 2
4. lim

2x + 4 x - 5

5. lim
2x -  5x + 2

jt-*»x + 3x

6. lim
3x + 4x 4* 1

л/х + 3 — л/5 + Зх

7. l im f----- |
*-*»V* +  l j

TTY*
9. l im ( l - x ) tg — . 

*->> 2

II. / ( x )  = tg2x , g (x ) = arcsin x .

III. lim -n{1 +Зл:2)
x - 5 x

IV. / ( x )  =

x + 4, x < - l ,

x 2 + 2, -1  < x < 1, 
2x, x  > 1.

V- / ( x )  = 2 X 3 + l;x ,  =  3 ,x , = 4 .

I. 1. lim

ВАРИАНТ 8
x2 -  4x -  5
x -  2x -  3

2. lim
x + 2x

*->-2 x  + 4x + 4

,, .. 2x2+ 7 x  + 3
3. h m — 5------------.

*-** 5x -  3x + 4

. x 7+ 5 x 2- 4 x
4. lim — 5--------- — .

*-** 3x  +1 lx  -  7

5. lim
5x - 4 x  + 2

г-»-«4х + 2 x - 5

2x - 9 x  + 4
6. l im - ,------  ,------ .

v 5 - x  -  V x - 3

7. lim f--— 1 . 8. lim
- '- > * ^ x - ly  * -> = ч 2 х -1

x + 1

„ 1- s in x
9. hm ---------- .

л-»5 % -2 x

II. / ( x )  = 1 -  cosx, g (x ) = 3x2.

.. arcsin5x
I I I .  l i m ----------------.

tg3x

IV. / ( x )  =

x + 1, x < 0 ,

(x + 1) , 0 < x  < 2,

-x  + 4, x > 2.

V. / ( x )  = 5*~3 -1 ; x, = 3, x2 = 4.
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I. 1. lim

ВАРИАНТ 9
Зх2 + 2x — 1

x - » - i  - x *  + x +  2  

2 1
2. lim

x
*->->x2 + 3x + 2

3. lim * x  + 3x +1
*-»* 3 x2 + x  -  5 

7x2 + 5x + 9
4. lim

X —

5. lim

1 + 4 x  -  x

2 x 3 -  3x2 + 2x  
x 2 + l x  +1

„ 4 2x + l - л /х  + 6
6. h m ------ -̂--------------- .

2x — 7jc —15
\ 3 x

7. l im f—̂ - 1  . 8. lim f ~ ~ “l  
* -* * \2 x -3  )  v— 4 2 x - 4 j

II-/W = ̂ L.«W= *
1 -X

111. lim------ -
tg3x

4 +  x

IV. f(x) :
л/ l - X ,  X  <  0,

0, 0 < x < 2,

x  —2, x > 2 .

,  , . .  3 x 2 - l l x  +  6  
I. 1. hm— 5-------------- .

*->з 2 x  -  5 x  -  3

.  2 x 2 + 7 x - 4
2. l i m ----- г----------— .

*->-4 x  + 6 4

ВАРИАНТ 10

x3 -  3x2 +10 
•'->* 7x3 + 2x +1

3x4 + x2 -  6 

*-** 2x2 + 3x +1

3x2 - 7 x  +  5

3. lim
x - » x

4. lim

5. lim
c 4x5 — Зх3 + 2

^ л/Зх + 17 -V 2 x  + 12
6. l im --------,-------------------

x '  + 8x  +15

7. lim
x - 7  

x

1 -  cos2 X

8. H m f ^ i i T

9. lim
x->° x tg x

3x
11. f { x )  = - ----- , g (x )  = 7x .

III. lim

2 + x 

sin(x -  3)
x  -  5x + 6

I V . / ( x )  =

2x2, x  < 0,

x, 0 < x < 1, 

2 + x, x  > 1.

V. f ( x )  = 6 x i +  3; x, = 3, x2 =  4 . V. / ( x )  = V 1'  +1; x, =  4, x2 = 5 .
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ВАРИАНТ 11

I. 1. lim- х ъ -1

2. lim

*->ix + x -6  

4 x 2 + 1 9x  -  5
2x2 + l l  + 5

3. lim
4x + 5 x - 7

*-** 2x - x  + 10

4. lim 2x  + 5x + 7
-►-^Зх - 2x + x

5. lim
7x5 +  6x4 - x 3

x-*r 2 x 2 + 6x +1 

V x 2 4- 2 — -\l26. lim—, —
л /х2 +  1 ~ 1

7. lim z i f +2
U  + 4 j

. 8. l i m f ^ — ^ 
*->*1 x + 4

9. lim f—-------- -
i-.o^tgx s in x ,

II. / (x) = tg2x , g (x ) = arcsin x . 

ln(l + 3 x 2)
III. lim

x 3 -  5x2

IV. f ( x )  =

x + 4, x < —1, 

x2 + 2, -1  < x < 1, 

2x, x > 1.

V. / ( x )  = 2 *~3 +1; x, = 3, x2 = 4 .

I. 1. lim

ВАРИАНТ 12
x2 -  x -  2

x  + 1

2. lim X - x "  +  X - I

^  x3 + x -  2 

3x4 + 2x +1
3. lim

- x  + 2x

. .. 3x3+ 4 x 2- 7 x
4. lim ----- r------------ -.

2x‘ + 7x -  3

4 -  3x -  2x2
5. lim

3x + 5x 

V 7 - x - л/7 + х
6. lim ,.

*->° v 7  x

7. l i m f . 8. l i m f — ——1x ^ \2 x - l )  *-»-** v 7 x  + 4 J

sin З х - s in  x
9. lim

II. / ( x )  = 1 -  cosx, g (x ) = 3x2.

IIT arcsin 5x
III. hm -------------.

tg3x

IV. / ( x )  =

x + 1, x  < 0,

(x + 1) , 0 < x < 2,

- x  + 4, x > 2.

V. / ( x )  = 5 jr_3 — 1; x, = 3 , x2 = 4 .
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I. 1. lim-

ВАРИАНТ 13
x2-16

2. lim

*-* x  +X — 20 

x 2 -  2 x  +1

*-»■ 2x - 7 x  + 5 

3x2 + 2x + 93. Hm ,
'■->« 2 x -  x + 4

4. lim
5x3- 3 x 2 + 7
2 x 4+ 3 x ' + l

5. lim
7 - 3 x

2 x s + 3 x 2 

3x
6. l im - r= ---- t—  .

л/1+ х  — v l - x

7. l i m f ^ - ^ 1  . 8. lim f  ———1
* - > * ^ х  +  1^  * - * - x \ 3 x  +  4  J

9. lim
1 - c o s 8x

"->o 3x

II. f i x )  = s in 8x, g (x )  = arcsin 5x.

HI.
In(l +  2x)

IV. / ( * )  =

x  - 1, x  < 0, 

x 2, 0 < x < 2,
2x, x > 2.

V- f i x )  =  5*~3;х , = 3, x 2 = 4 .

I. 1. lim

ВАРИАНТ 14
4x2 +1 lx — 3

-3 x  + 2 x  — 3

x3 -8  

”->2 2x 2 ~ 9 x  + 10

ЗлГ + 5jc -  7

2. lim

3. lim
*-»“ 3jr + x  +1

л 5 jr - 3 .ir  + l4. lim---- ----j-.
■'->« 1 + 2x -  x

5. lim
8x + 7x -  3

-►* 3x2 — 5x +1

, .. л/2x + 1—3
6. lim ,— ^

J,- >4 V x - 2  - V 2

7. lim
x - 3

. 8. l i m p ^ - 1
•f- >xV 4 x - 5  у

„ s m 3 x - s m x
9. hm------------------ .

*-*» 5x

I I . / ( x )  = sin3x + s inx , g (x )  = 10x.

tTI arcsin 4x
III. h m ------------ .

jr->° tg5x

IV. / ( x )  =

x + 1, x < 0,
x2 -1 ,0  < x < 1, 
-x ,  x > l.

V- f i x )  = 4 jr_' - 3 ; x, =  1,x2 = 2 .
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1. 1. Hm
J -» 4

2. lim
*->!

3. lim
X - v x

4. lim

5. lim
X - * ~

6. lim

ВАРИАНТ 15
x 2 - 1 6

>x2 4- x -20

x2 - 2x41
2x2 --7 x  + 5 "

3x2 + 2x + 9
: 2x2- x + 4  ’

5x3- Ъ х 2 +1
-  2x4+ 3x24 l ‘

1' - 3 x 4
 ̂ -j 
* 2x 4-3x2 -  5 '

3x

7. lim
jc- 2

X  -  VT—JC 

2 i - 3

*-+*\>x + l.

1 - c o s 8x

. 8. lim jc — 5
3 x  +  4

9. lim
■*->o Ъ х

II. f { x )  = sin 8x, g (x )  = arcsin 5jc .

I I I . i im  -a r c 4 ^  .
ln(l +  2x)

IV. f i x )  =

x - 1, x < 0,

x 2, 0 < x < 2,

2x, x > 2 .

V. / ( x )  = 5J-3;x , = 3 ,x 2 = 4 .

. . 4x2 + l l x - 3I. 1. hm— 5------------.
' X + 2 x - 3

_R
2. lim

ВАРИАНТ 16

2x2 -  9x +10 

18x2 + 5x
3. Hm

* - * » 8 - 3 x - 9 x  

5x2 - 3 x + 1
4. lim

5. lim

1 + 2x -  x

8x4 + 7x3 -  3
- «  3x2 -  5x +1

, .. л /2х+ 1 - 3
6. lim -•r_>4 -Ух —2 — 42

7. limx̂ \ x - 5

s in 3 x - s in x

. S .lim f^ Y*->»V4x-5 J

9. lim
jr-*0 5x

И. f ( x )  = sin3x +  sm x, g (x ) = 10x .

1TI arcsin4л:
III. a m ------------- .

tg5x

IV. / ( x )  =

X  4-1, X < 0, 

x2 - 1,0 < x < 1,

-X, X > 1 .

V. f i x )  = 4 *~1 - 3 ;  x, = 1, x2 = 2 .
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I. 1. lim

ВАРИ АН Т 17

5x2 + 4x -1

2. lim

3x2 + x - 2  

Ax3 -  2 x 2 + 5x
3x + l x  

3x4 -  6 x 2 + 2
3. lim

x  + A x - 3

4. lim l l x j + 3 x  
j1-*-» 2x 2 -  2x  + Г

IOjc -  7
5. lim

*->*3x + 2 x + l

-  .. V x - 3 - 26. hm- r-----=----.
Vx + 2 - 3

7. l im f 2- 4

9. lim
x-,0

V 2x

tg 3 x - s in 3 x
2x 2

. 8. H m f - ^ 1X—>oc 1 3 x  +  10 J

II. f i x )  = 3 sin 2 4x, g (x )  = x 2 -  x4 .

H I. lim  « 2 ^ + 2 ) .
^ - 2  X 3 +  8

IV. / ( x )  =

x - 1, x  < 0,

s inx , 0 < x < jc, 

3, x  > к .

v - f i x )  =  53 * + I; x { = 2, x 2 = 3 .

I. 1. lim

ВАРИАНТ 18

к2 -  Ax —5
Зх2 + 2x - 1 '

-  4x4 -  5x2 +1
2. lim ------- 5---------- .

Jt-»1 x‘ - 1

3. lim
8x + 4 x - 5

*->*4x - 3 x  + 2

A. lim
8x + 3 x  +  5 
4x3 -  2x2 +1

5. lim
5x -3x

2->-ao J +  3X +2Х

, .. V 4 x -3 -3
6. lim ------r--------- .

x 2 - 9

7. l i m f e t i >| 8. lim f
x  J *-->-*^* +  4

9. lim
l - s i n 2x

л' -  4x

I I .  / ( x )  =  tg (x 2 +  2 x )  g (x )  = x 2 +  2 x . 

arcsin 2 x
HI. lim

аг-» о  tg 4x

I V . / ( x )  =

— x + 1, X <  —1,

x 2 + 1, -1  < x < 2,
2x, x  > 2.

3x
v - f i x )  = -----x, = 4, x2 = 5 .

x - 4
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, . 7х2+ 4 х -3I. 1. lim — -̂---------- .
2x + 3x + l

» .. 3x2+5x~42
2. hm -— — --------------.

x -5 x  + 6

,  .. 8x4~4x2+33. hm-------j--------- .
2 x  + 1

4. lim

ВАРИАНТ 19

6x3 + 5x2 - 3
*->-* 2x - x  + 1 

5x + 3

VSx+T-4

5. lim

6. lim
x + 2x -15

7. l i m f ^ - 1  . 8. l im f^ -^ 1  
-̂►«Vx + ly  *-*-*v3x-ly

_ .. cos4x-cos34x 9. hm------- — г------- .
jf-+0 3x

II. f { x )  = arcsin(x2 -  x), g(x) = x 3 - x

jjj x3 -6 4  ILL hm-----------.
*-*4 tg(x -  4)

IV. f i x ) :

1, x < 0, 
2X, 0 < x < 2, 
x + 3, x > 2 .

V. Д х )  = - ^ 7  x -1
; x, = 1, x2 -  2 .

ВАРИАНТ 20
. . .. x2 -  Зх -  4
I. 1. h m - s --------- .

*-»4x -x -1 2

2. lim x - x - 3 0

3. lim. 3x -4 x  + 2
6x" + 5x +1

4. lim. 3x + 4x -  7
*-»* x4 -  2x3 +1

5. lim 3x + 5x
*-*-* 2x2 -  3x -  7 '

, 2 -  л/х2 + 46. lim---------i----- .
Зх

7 . , im f £ ± i r .  8 . 1 i m f 5 i ± i T
X у

?. lim - 1

*-*<\sin2x tg2x y

II. f i x )  = sin7x + sinx, g(x)=4x.

Ir. cos2x-cos4xIII. hm----------:------- .
jr->0 3 x

IV. / ( x )  =

-  x + 2, x < - 2,
x3, - 2 < x < l,
2, x > l .

V. / ( x )  = 2 X+2 +1; x, = -2 , x2 = -1 .
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I. 1. lim

ВАРИАНТ 21
2x2 -  9x +10
x  +  З х  - 1 0  

x 2 +  3 x  — 2 8
2 . lim

*->4 x  -  6 4

3. lim

4 . limjr—>-;

5. lim

7 x 3 + 4 x  

x3 - 3 x  +  2

8 x 5 -  4 x 3 +  3

2 x 3 + x - 7

2 x 2 - 5 x  + 3 

■ 3 x 4 -  2 x 2 +  л:

,  .. V x 2 + 4 - 2
6. l im —,-.....  —...—

M0 4  x 2 + 1 6 - 4

7. lim | i - i f  | . 8. lim
j ;-* x ^ 5 _ 3 x

9 . lim

Ш )

cos2 x  -  cos2 2 x

II. f ( x )  -  у/4 + х  + 2 ,  g ( x )  = 3x .  

l n ( l + 4 x 3)
III. lim -x~*° 2 x

IV. / ( x )  =

3 x  + 4, x  <  -1 ,

x  - 2 , - l < x < 2 ,

x, x>2.

V . f i x )  =  2*~2 +  2; x, =  2 , x 2 =  3 .

I. 1. lim

ВАРИАНТ 22
4x2 + x — 5
x  - 2 x  +  l

2 . lim
8xj - l

H r  - 0 .2 5

3. lim
l x  + 4 x

x 3 -  3x  +  2

. 2 x 2 - 7 x  +  l
4. lim—;--------5----- .

x  +  4 x  -  3

5 . lim
4 x 2 +  3 x  — 6  

3x
6. lim  --- • ----- r ------ .

*->o V 5 - x - V 5 + x

7 . lim
1 — x

*->*^2 - x ,  

arcsin 5x

8. lim
x - 1  

4 x  +  5

9 . lim
x->0 X * — X

II. / ( x )  =  s in (x 2 -  2 x ) , g ( x )  = x 4 - 8 x

Ш ; Н т « Н ^ х .
*->o t g 2 x

IV . ДХ) :

X , X < 1 ,

( x - 2 )  , 1 < x < 3 ,  

— x  +  6 , x > 3 .

V . / ( x )  =  3 X"  - 2 ;  x, = - l , x 2 = 0 .
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I. 1. lim

ВАРИАНТ 23
- 5x2 +1 lx — 2

*->2 3x2 -10

2. lim
x 2 + 3 x - 2 8

x  -  4x 

2x3 + 7x2 - 2
3. lim

6л:3 -  4x  + 3 

5x4 -  2л:3 + 3
4. lim

5. lim

2x2+ 3 x - 7  

3x + l
1Ш1 —X-----------------5-.

x  -  5x~ +  4x

^ V 2J + 7 - 5
0. h m -----------r=— •

3 - V x

7. l im f— — -1 . 8. lim 
jr->» V 4 x + 1J *->-*

5 x - 7  
x  + 6

9. lim
1 -  cos2 2x

*->° x  arcsin x 

2x
II. / ( x )  = ------ , g (x ) = 2x -  x 2

3 - x

. . .  .. sin3x
III. h m ------------ .

ln(l + 2x)

IV. / ( x )

x - l ,  X < 1,

x2 + 2,1 < x < 2, 

-  2x, x  > 2.

3

V. / (x) = 5*+4 + 1; x, = —5, x 2 -  - 4 .

ВАРИАНТ 24

1 .1. lim-
2x  - 9 x - 3 5

2. lim
3x +1 lx + 10
x — 5x — 14

3. lim
14x + 3x

+“ 7 x2 + 2x +1 

4. lim
8x3 + x2 -  7

j'-»* 2x -  5x + 3

5. lim
2 -  x -  3x

-3
x - 1 6  

2 - Vx
6. lim

V6x + 1 -  5

7. l i mf — . 8. I i m f y - ^ 1  
3x J 2 - x  ^

9. lim
l - c o s 4 x

•'->0 x sm x  

x2
II. Д х )

7 + x

arcsin8x
III. hm ------------

tg4x

, g(x ) = 3x3- x 2.

IV. Д х )  =

x3, X <  —1,

x -1 ,  -1  < x < 3, 

- x  + 5, x > 3 .

V- Д х )  = — = - 2, x2
x + 2

-1.

124



I. 1. Иш

ВАРИАНТ 25
. Зх2-6 х -4 5

*->5 2х — Зх — 35

2. Hm
* -> -2 3 x  +  X - 1 0

_ 5x4 -  2 x 2 + x
3. lim ---- -------- r-----.

*->* x +  3x 2

4. lim
3x + 2x -8

+-* 8 x  -  4 x  + 5

4 x 2 — 1 0 x  +  7
5. lim ------- =---------- .

*-»* 2 x  -  3 x

x 3 - 2 7
6. lim -x̂ 4 b x - x

7 . Н т Г ^ 1 Г .  8 .1 im f i^ £ T  
*->*\2х + 4 J 3 - x  )

.  c o s 5 x - c o s x  
9. lim ---------- 5------- .

дг->0 4x

II f{x)  = sin (x2 +  5x), g (x ) = x 3 -  25x

III. lim -------------------
tg 2x

IV. / ( x )  =

x, x < - 2,

-  x  + 1, -  2 < x < 1,

1, X > 1 .

V. / {x) = —— x, = -3 , x 2 =  - 2 . 
x  + 3

ВАРИАНТ 26
2x2 + x -15

I. 1. lim  ,
-*->-3 x  -  6x — 27

3x2 + x
2. l im — r-------,------ .

*->0 -  5x‘ + x

,  3x4 -  2 x 2 -  7
3. lim -— r------ —— .

•*->* 3x + 3 x  + 5

3x4 + 2x -  4
4. lim

+* 3x - 4 x  + l

5. lim
2x -  3x +1

,  .. л/1 + Зх2 - 1
6 . l i m - — ;------- r— ,

X +  X

7. lim
ДГ-»»-»*^3x + 5 J

. , 4  + 3x
8. lim

5 +  x

9. lim
sin5x  + s inx

ДГ-+0 arcsin x

II. f  (x) = cosx  — cos3 x, g(x) = 6x 2. 

1,1.
sin 2x

I V . / ( x )  =

x  + 3, x < 0 ,

- x  + 4 ,0  < x < 2,

x - 2 , x > 2.

v - f ix)  = ; X, = 3 ,x2 = 4 .x-3
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I. 1. lim

ВАРИАНТ 27
x2 - 2 x - 3 5

2. lim

*-»-s 2x' +1 lx + 5 

2x2 — 1 Ijc — 6
*-»6 Зх2 -  20л: + 12' 

4 ~ 5 x 2 -3 x 53. lim
*-»* x + 6x + 8

4. lim 7x -2 * +  4
2x + x - 5  

2jc —135. lim
*-»* x1 -  3x5 -  4x

6. lim ■>/ x + 20 ~ 4 
x3 + 64

7. limf-1+2xT*->*̂3 + 2х J
sinx 

2 '

8. lim
т 1 N3-З х - м

*-»-4 2x + 5.

9. limДГ-+-

II. / (x )  = arcsin 2x, g(x) = 8x. 

sin(x -  3)III. lim-
x~*i xs - 2 1

I V ./ (x )  =
0,

2x,

x < - l ,  
• 1, -1 < x < 2, 

x > 2.

v - f ( x )  = 3'-x +1; x, = l,x 2 =2.

1. 1. lim

ВАРИАНТ 28
2x2 +15x -  8

->-s3x +25x + 8

_ xa+ 2x-242. l i m — r--------------------.
*->-t>2x +I5x + 18

3. lim5x -7 x  +3
2 + 2x - x 3 

4x3 + 5x2 -  3x4. lim ,
Зх + x -10

5. lim

6. lim

2x -3 x  + l 
x3 + 2x2 + 5

3x - 3
*-»> -J8 + x -  3

„ (  3x Y-2 0 Г l - x  f7. lim ------- . 8. hm — ----
'-►*V3x +  2 j  * -» * V 2 -1 0 x /

9. limf — - x  jtgx.
,->л. 2 J

II ./(x ) = 1-cos4x, g(x)=xsin2x. 

tg(5 + x)III. lim -
-s x - 2 5

IV. /(* )  =
— 1, x < 0,
cosx, 0 < x < яг, 
1 -  x, x > к.

V. /(x )  = r 5 x, = -5, x2 = -4 . 
x + 5
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1. 1 . lim

ВАРИАНТ 29
Зх2 -  2x -  40

-f->4 x *  -  З х  —4

x 3 - 2 x - 4
2 . lim——

■v~*~ x" — 1 lx  + 18

3 . lim
4 x J - 2 x  + 1

4 . lim
2x +1 Ox -11 

1 3x4- 2 x  + 5

5. lim- x -8 1
3x" + 4x + 2

л/9 + х - 3
6 . Inn---- -̂------- .

x  + x

\ 3 - 2 j r

7. lim I —
* - 1

8. lim ' J + X 
v 9x -  4

l x
9 . lim-

sinx  + sin 7x

II. / ( x )  = л /9 - х  -  3, g (x )  = 2x.

1 - c o s 8xIII. lim-
2 x 2

I V . / ( x )  =

2, x < — 1,

l - x , - l < x < l ,  

lnx , X > 1.

V . / ( x )  = 64-^;x , = 3 , x2= 4 .

1. 1 . lim

ВАРИАНТ30
2x2 + 5x — 3

■*->-зЗх2 +10x + 3

2 . lim ....
x^ l x ~  - 2 1 x - 4

_ .. 5x2-3x + l
3. lim— -̂---------.

3x' + x -  5

7x + 4
4 . lim

.v -  x

5. lim

6 . lim

Зх3 - 5 х  + Г

3x2 -  7x + 2 
x4 + 2x  -  4

V4x + l - 3

7. lim
4 - 2 x Y

v->4 1 - 2x J
f  дг +  5

9. lim
C O S X - C O S '  X

5x2

II. f ( x )  = c o s3 x -c o s5 x , g ( x ) - x 2. 

ln(l + 5x)
III. lim-

jr->0 sin3x

IV. / ( X ) :

- X , x < 0,

x  5 0 < x < 2, 
x + 4, x > 2 .

V • f ( x )  = —— x, = 2, x , = 3. 
x — 2
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1. Hm

Решение задач типового варианта
I. Найти указанные пределы.

5х2 + 1 Зх + 6
Зх2 + 2 х  -  8 

5х2 +13х + 6
A  lim

Зх2 + 2х -8

5 - (-2 )2 + 1 3 -(-2 )  + 6 0 необходимо разложить на множители]

3 - ( -2 )2 + 2 - ( - 2)-8  О’ числитель и знаменатель J

j критический j _  ^  (х  + 2)(5х + 3)
[множитель X + 2J *->~2 (х + 2)(3х -  4)

= lim
5х + 3 _  [ 5 - ( -2 )  + 3 j ^  7 

*-*-зЗх —4 ~  \ з -(—2 ) — 4 J 10 "

З а м е ч а н и е . Многочлены, стоящие в числителе и знаменателе, обра­
щаются в нуль при значении х = - 2 .  Если х  = -2  -  корень многочле­
на, то этот многочлен делится на дву член х + 2 безостатка. По теоре­
ме Безу в этом случае каждый многочлен (в  числителе и знаменателе) 
может бы ть пред ставлен в виде произведения критического множите­
ля (х + 2) нанекоторы й многочлен. Таким образом, нахождение пре­
дела сводится, прежде всего, к выделению в числителе и знаменателе 
критического множителя (х + 2), незримое присутствие которого и 
создает неопределенность Для разложения на множители можно 
воспользоваться теоремой Виета, или использовать деление «угол­
ком» на«критический множитель» : ( х - ( - 2)) = х + 2 .

_5х2 +13х + 6 

5х2 +1 Ох 
_3х + 6 

Зх + 6

х + 2
5х +  3

_3х2 + 2х- 
Зх2 + 6х

- 4 х -
- 4 х -

х + 2
З х - 4

2 . lim Зх -1  Ох -  8
*->4 4х + 6х -  64
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▲ lirrvЗх2 - 1 0 х - 8  3 - 4 - 1 0 - 4 - 8  0
+ 6 x - 6 4  4 - 4  + 6 - 4 - 6 4  24

= 0. ▼

3 lim
7 x  + 2x +  5

*x 6x + 3 x  - I x

А При достаточно больших значениях х  величина числителя определится 
членом 7х4, а роль остальных слагаемых тем незначительней, чем больше 
х. В знаменателе при росте х  доминирующее значение приобретает сла­
гаемое 6 х 4. Поэтому именно присутствие членов, содержащ их х4, являет­
ся причиной возникновения неопределенности В числителе и знамена­

теле вынести множитель х4 за скобки и сократить на него, то неопреде­
ленность исчезнет:

7 х  +  2 х  + 5
lim ----т-------г------- :
м * 6х  +  3 х  - 7 х

оо старшая степень переменноии в 

со ’ числителе, и в знаменателе т  = 4

= lim
Х —УХ.

х4| 7 + 2 + 5,

* 41 б + Л -

_ 2 5  
7 +  + ,

= lim
7 1 ДГ—>-ао . 3 7

6 + ..2------3X X

7 +  2 +  5
оо оо 7 + 0 + 0

6 +  -3 - 7  6 +  0 - 0

(Слагаемые -J, р-, -  р- есть бесконечно малые при х —> оо).

Зам ечан и е. Проведенные преобразования фактически сводятся к де­
лению числителя и знаменателя на старшую степень х. Часто это бы­
вает достаточно для раскрытия неопределенности ~ .

В сущности, к этому же приему можно отнести замену переменной 
х = }. Тогда t  = ^ —» 0 при х —> оо и

lim 7х + 2 х  + 5 1 + 1  + 5
6х  + Зх -  7х -  )

= lim
7 + 2 t + 5t
6 + 3 t2 -  7 t3

7 + 2 -0  +  5 -0  
6 + 3 - 0 - 7 - 0

7
6 ‘

4. lim
1 0 x - 3

2x + 4x + 3
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. Юл: —3A lim — г----------=
2х + 4 х  + 3

оо старшая степень переменной в числителе п

-  со старшая степень переменной в знаменателе т - 3

1 0 - -  I 1
U rn  Д . , Ч  ч -  lim — 7 - — т* J - i 2z Q _  = 10L 0 . Т

2 3 2 3X X )  { X X
M - V | 2  +  ^  +  ^ ]  х̂ х>(2+ \ + 3;) 1 ° ° (2 +  0  +  0)  00

2 х 5 + Зх3 -  4х5. lim

A lim

З х2 - 4 х  + 2 

2л:5 + З л 3 - 4 х

д г -» - *  з х  _  4 А- +  2

-  оо старшая степень переменной в числителе п = 5

оо ’ старшая степень переменной в знаменателе т = 2

*<2 + 4 - -т) ^  ^
= lim - Л — ---- ^ 2  = lim  ̂ * х

.х2!з-4 + 2J  J->x 3-4+2. 
х х )  х х

f - o = £ + ^  =  - = c |  =  _ o o V

1 3 + 0 + 0  3

^ 2 \ + х - 56. lim-51— г----------.
х  -  64

д, lim -\/21 + jc — 5 _  Г4 2 1 + 4  - 5  _  0 уничтожаем иррацио-1 
*->4 х 3 -  64 [  43 -  64 0 нальность в числителе]

( J2 1  + x - 5 ) ( J 2 1  + x + 5 )  21 + л:- 2 5
■— Н1П г = = = = = --------- __ ИГЛ------------- г------------у— ■ — -------------

*-»4 (х  -  64)(д/21 + д: + 5) *-4 (л: -  4)(х + 4л + 16X^21 + х + 5)
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= lim
x  -  4 JO сокращаем I

н а ( х - 4 )  J

= lim - 1 1

(x 2 +  4 x  + 16)(V21 + x  + 5) | ( 4 2+ 4 -4  + 16)V21 +  4 + 5 j 480

7. Найти lim f-

▲ lim
x-+x'

*->4 , 2 x - 3

( - Г -( 2 x - 3 j

oô j _ j* .  при раскрытии неопределенности f  было испльзовано 

co j ’ правило устного раскрытия данной неопределенности

Г используем 1 . (  2х

[метод подгонки] *->»v 2 х - 3
I- (1 l x  1V I, 2х - 2х + 3V= lim 1 +----- 1 = lim 1 + -

l x - 3  J

= lim 1 +

, ,  2~5x ~ \(2x-3)- — —3 1 2x-3

2 x - 3

„ .. ( 2 x  + l 
8. hm

/
lim
x~

\ I  2x — 3J  J
e " ? . ▼

x +  1

_ .. tgx-sinx9. lim-2— =------ .

предел с  числом 

e  не связан (
=  00. ▼

sm x

х->0 х OJ Jr-*>
A  = Щ  = Нш cosx , Sm* = , im sinх(1 -cosx) =

•г->0 X cosx
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- l im  1 s in * 2sin2( H  lim 2sm (^x)sin(!,x)-!,-' 1 ^
*-»0 C O S X  X  X 2 x - , 0  2 x ' z x  2 '

II. Доказать, что функции

f ( x )  = cos 2x -  cos3 2x и g (x )  = 3x2 -  5x3 при x - 

являются бмф одного порядка малости.

±  i;m _  jim cos^jc — cos3 2jc [ c o s 0 — c ° s 3 0 1-1  0

g (x )  *-+° 3x2- 5 x 3 [ 0 - 0  0 0

.. co s2x ( l - c o s 2 2x) cos2x -s in 22x
=  lim -------- :--------------—  =  lim ----- r-------------- =

x->° x " (3 -5 x )  -'-‘0 x '( 3 - 5 x )

_  ^  cos2x s in 2x  s in 2x _  f 1 2 2I  -  ^
* -»°3-5x  x x [ 3 - 0  J 3

Так как предел отношения функций / ( х ) и  g (x )  равен отличной от 
нуля постоянной, то в соответствии с определением данные функции -  
бесконечно малые одного порядка малости, т.е.

(cos2x -  cos3 2х) = о(Зх2 -  5х3). Т

III. Найти предел, используя эквивалентные бесконечно малые функции.

. .. arcsin8х Гarcsin8x ~ 8х ]  8х „ _
A lim - ------------ = 4 > = lim — - 2 . У

х-*о 1п(1 + 4х) [1п(1 + 4х) ~  4xj х->о 4Х

IV. Исследовать данную функцию на непрерывность и построить ее гра­
фик:

/ ( * )  =

х2, -о о < х < 0,

( х - 1)2, 0 < х < 2,
5 -х ,  2 < х < +оо.

А Функция / ( х )  определена и непрерывна на интервалах (-оо; 0), (0; 2) и 
(2;+оо), где она задана непрерывными элементарными функциями. Сле­
довательно, разрыв возможен только в точках х, = 0 и х2 = 2 .
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Для точки х, = 0 имеем:

lim f ( x ) =  lim х  = 0, lim / ( х )  = lim ( х - 1) = 1, / ( 0) = x :*->0-0 *->0-0 jr-»0+0 *->0+0 = 0.

Зам ечание. Символ x —» 0 ~  О (или х —» 0 + 0) позволяет выбрать 
нужное аналитическое выражение для функции / (х) из уравнений, ее 
определяющих.

lim f ix) ф lim / ( х ) ,
*-►0-0 дт—>0+0

т. е. функция f(x)  в точке х, = 0 имеет разрыв первого рода.

Скачок | / ( 0 - 0 ) - / ( 0  + 0)| = |0 -1 | = 1.

Для точки хг = 2 находим:

lim / ( х )  = lim (х-1)2 =1, lim / (х )=  l i m ( 5 - x ) = 3 ,
jr—>2—0 jr—>2—0 *->2+0 jr->2+0

/ ( 2 )  =  ( x - l ) : =  1.

lim f { x )Ф  Hm f i x ) ,
x-*2-0 д:- > 2 + 0

т. e. в точке x2 = 2 функция такж е имеет разрыв первого рода.

Скачок | / ( 2 - 0 ) - / ( 2  + 0)| = jl — 3| =  2 .

Г рафик функции строим без дополнительного исследования, так как 
все составные части графика известны.

V . Исследовать функцию f i x )  = 8 r'J +1 на непрерывность в точках
xt = 3 , х2 = 4 .
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lim fix) = lim (в''5 +l)= k ’;-‘ +1 =8 '” +1 = 8~°° +1 = -t + l =0 + 11=1,
H ) - 0  j t - > 3 - 0  '  ~  8 '

lim /(x )  = lim +1 )= +1 = 8  ̂+1 =8+“ +l[=oo,
* - > 3 + 0  ’  * - > 3 + 0  > “  >

т. e. в точке x, =3 функции /(x ) терпит бесконечный разрыв (х, =3 -  
точка разрыва второго рода).

Для точки х2 = 4 имеем:

lim f(x) = lim fe'-’ + 1)= +1 = 8 +11= 9,
a;-*4-0 jr_>4_ov 7  ̂ '

lim /(x )=  lim (8'-5 + 1)= |84V"-S+1 =8 + 1}=9,/(4) = 8‘’+ 1 = 9.
j r - > 4 + 0  , t - > 4 + 0 v * v 7

Итак, / (4  -  0) = / (4  + 0) = /(4 ) -  предел слева равен пределу справа и ра­
вен значению функции в точке. Функция fix) непрерывна при х = 4. ▼

Дополнение к  теме 6 
Свойства функций, непрерывных на отрезке 

Функция fix) называется непрерывной на интервале ia;b), если 
она непрерывна в каждой точке этого интервала.

Функция fix) называется непрерывной на отрезке [а; 6], если она 
непрерывна на интервале (а; Ь) ив точке а непрерывна справа, а в точке Ъ
— непрерывна слева.

Функция, непрерывная на отрезке [а\Ь], обладает следующими свой­
ствами:

1) она ограничена на отрезке [я; Ъ] (I теорема Вейерштрасса);
2) достигает на [я; b] наименьшего т  и наибольшего М значений (II 

теорема Вейерштрасса);
3) если fia) и fib) разных знаков, то существует такая точка 

с е (а; Ъ), что f{c) = 0 (I теорема Больцано-Коши);
4) для любого числа А, удовлетворяющего неравенству т<А<М,  

существует такая точка с е (а; Ъ), для которой /(с )  = А (II теорема Боль- 
цано-Коши).

▲ Для точки X; = 3 имеем
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Для функции непрерывной и строго монотонной на промежутке X 
существует обратная функция х = <р(у) непрерывная и строго монотонная 
(в том же смысле) на промежутке Y изменения функции у = /(х ) .

П р и м е р ы  р е ш е н и я  з а д а ч  

Пример 1. Показать, что уравнение х3-Зх  + 1=0 на промежутке 
[1; 2] имеет вещественный корень, и вычислить его значение с точностью 
до 0.1.
▲ Оценим значение функции /(х )  = х3 -Зх  + 1 на концах заданного про­
межутка:

/(1) = х3-Зх  + 1|гг1 =1 -3-1 + 1 = -1 < 0,

/(2 )  = х3 -  Зх + lj t=, = 23 -  3 • 2 +1 = 3 > 0.

Так как на отрезке [1; 2] функция /(х )  = х3 -  Зх + 1 непрерывна и на его 
концах принимает значения разных знаков, то согласно 1 теореме Больца- 
но-Коши внутри этого промежутка есть, по крайней мере, одна точка, в 
которой функция обращается в нуль. Эта точка и есть вещественный ко­
рень данного уравнения.

Для его нахождения с заданной точностью промежуток [1; 2] разде­
лим точками 1.1; 1.2; ...; 1.9 и в каждой из них определим знак функции 
/(х )  = х3 -  Зх +1:

X l.i 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9
Знак
т

+ + + +

Так как /(1 .5 )< 0 , а /(1.6) >0, то вещественный корень х0 данного 
уравнения расположен между 1.5 и 1.6: 1.5 < х0 < 1.6. ▼

Пример 2. На отрезке [-1; 1] задана функция

„ Г-х2 + 1 при -1 < х < 0 ,/(х )  =
L- х 2 при 0< х< 1.

Принимает ли функция наибольшее и наименьшее значения на заданном 
отрезке? Каковы эти значения?
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▲ sup Д х )  =  1, in f 1 и функция достигает наибольшего значе-
-ISXS1

ния при х  = 0 и наименьшего значения при х  ~ 1.

Рис. 1. ▼

Зам ечание. Отметим, что приведенная функция не является непре­
рывной на отрезке [ - 1; 1] (рис. 1) однако она ограничена и достигает 
наибольшего и наименьшего значений на этом отрезке, значит, усло­
вие непрерывности в теоремах Вейерштрасса является достаточным, 
но не необходимым.

П рим ер 2. Ограничена ли функция у  = arcctg
хг + 1  

2х
+ 2smx- x  на от­

резке [1; 5]? Достигает ли она наименьшего и наибольшего значений на 
этом отрезке?
А Данная функция непрерывна на отрезке [1; 5] как сумма трех непре­
рывных на этом отрезке функций. Тогда по теоремам Вейерштрасса она 
ограничена на этом отрезке и достигает на нем наименьшего и наиболь­
шего значений. ▼

х 5
П ример 3. Принимает ли функция f ( x )  = cosnx~  —  + 1 значение 5 

внутри отрезка [-3 ; 3]?
А  Данная функция непрерывна на отрезке [-3 ; 3] и на его концах прини­
мает значения

Л - 3 ) : С О Б Л Х ------------ h i
27

( - З У

27
+ 1 = -1 +9 + 1 = 9;

/ ( 3 )  =  | c o s o t -  — +  1 = cos(3?r)------ П = -1 -9  + Ъ
27

Т. к. - 9 < 5 < 9 ,  то  по II теореме Больцано-Коши найдется хотя бы одно 
значение х, такое, что Д х )  = 5. ▼
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Задачи и упражнения для самостоятельной работы
1. Имеет ли уравнение хотя бы один корень:

а) х 4 -  Ъх2 + 2х  -1  = 0 на отрезке [1; 2];

б) 8Л- 3  ■ 2х - 16 = 0 на отрезке [0; 2];

в) sin х  -  х  + 1 = 0 на отрезке [0; я]  ?

Ответ: а) да; б) да; в) да.

2. Доказать, что уравнение 2х = 4 х  имеет по крайней мере два веществен­
ных корня.
3. Доказать, что уравнение х3 -  2х  - 1 = 0 на промежутке [1; 2] имеет веще­
ственный корень и найти его значение с точностью до 0.1.

Ответ: 1.5<х<1.6 .

4. Будет ли ограничена на отрезке [0; 100] функция

f ( x )  = 5* arc tg—- — t-(x2 - x  +  2)sin-\/3 + x 2 ? 
x  +  1

Ответ: Да.

-  x 2 +1 при -1  < х  < 0,
0 при х = 0, наименьшее и

х 2 -1  при 0 < х < 1

5. Принимает ли функция / ( х )  =

наибольшее значения в области ее задания?
Ответ: Нет.

6. Принимает ли функция / ( х )  = ^ х 3 - s in ;r e  + 3 значение |  внутри отрез­
ка [ - 2; 2]?

Ответ: Да.

П Р И Л О Ж Е Н И Е

К о н т р о л ь н а я  р а б о т а  « П р е д е л ы »  (1  ч а с )

Найти пределы:
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ВАРИАНТ 1

1 .lim
Зх - 2 х - 1

*->-1 х  + 4 х  +  1
. 2. lim 2х  + З х - 2

-23х + 2х -8

З .И т
Ь х - 2 - 2

. 4. lim
2х  - х  + 1

»*х + 2 х - 5
5.1 im sin3xctg2x .

*-»0

6. lim 1 +
2х -1

ВАРИАНТ 2
х  + х  + 1

1. lim
*->2 х  — х — 2

. 2. lim Зх - 5 х  + 2

2х - х -1

л/х + 4 - 1  2х2- З х  +  1
З . и т - т = = ---- .4 . и т -

*-*-Ч 3 - 2 х - 3
,  .. l - c o s 4 x
5 . lim ------ г------ .

*-+° sin Зх

6. lim 1
x + 4

В А Р И А Н Т  3 В А Р И А Н Т  4
-4х + 3

1. lim- 
*-»3 2х -  5х +1

. 2. И т
1 Ох -  Зх -  8

х~*2 Зх2 - 8х + 4 
2х3 + Зх -1

l.lim х - х  —2
. 2. lim 2х - х - 3

-х2 -  3 2х3 + х 2 -  4 '
, .. Vx2+ 4-2 .З . и т —; = = ----- .4 . lim

*->о V 9 -

,  arcsin6x ,  ( 2 х - 3
5. l im -------------. 6. hm  ---------

*-»о 2х 2х +1

■г->4х ^ - 5 х  + 4 ” - 'х "  - З х - 4
,  .. л/х +  6 - 2  .. 2х2 - З х  + 13. lim --------------.4 . hm-*-+-2 X -
.  x s in 2x ,  .. 
5 .h m — г---- . 6. hm

*-»° tg Зх
р х  +  2 У ~ х 

\ 3 x  + 5 J
В А Р И А Н Т  5

1. lim-
дг->5 ■

c2 - 2 5

- 4 x  +  5
_ .. 7 x - x 2 - 1 2
2. h m — --------------- .

*-»3 2 x 2 - l l x  +  15

В А Р И А Н Т  6

, .. x 2+ 3x  + l -  3 - 8 x - 3 x 2
1. hm — ;-------------. 2. hm -

3. lim
jr-+3

5. lim
jc-»0

л/х +  13 - 4  . .. 3 x 2 + 2 x - 5 
.4 .  h m -

*->2x - 3 x - 5  j'-*-3 x + x -6

V x - 2 2x2+ x - 33. lim -j ^ — =— .4 . h m ^ ----------- .
J-*4 л/2х + 1 - 3  x  + 3x  + l

x - 9 x + 5x -1
jr+2

|im f j — 1

.. .. хл/l — cos4x
5 .h m -------- r-------- .

x~*° sin 3x

6 . lim r ^ r ,
^ 4 2 x  +  5 ;

В А Р И А Н Т  7 В А Р И А Н Т  8

l . l im
2x + 5 x  + l

•«-*-3 x + 2 x - 3
1. lim

x + x - 2

2. lim
2x. -1 7 x  + 35

x  - x -20

->~22x - x  + 1
_ .. 2x 2- x - l  
2. h m -

4 -  3x 2 -  x

3. lim
. л / 9 ^ - 3

.4 .  lim
3x - 4 x  + l

*-»°л/х + 4 - 2  *-»»> x  + 3 x - 4
,  .. sin26x .. ( 2 x - 3 ' \ 5~2x
5. h m --------- . 6. lim ---------

x tg 2x *-»°\2x +  ly

3. lim
л/2х + 3 - 3  
2 -л /х + Т  
sin5x

4. lim
x - 8x + l

*->«3x - x  + 4
\ 2 x - 4

5. lim
arcsin 2x

.6 .  l i m f ^ i )  
•t-*” l43 x  +  2 y
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ВАРИАНТ 9
, х 2 -1 61. l im—z----------

х + 5х + 2

3.1im

- .2. lim 5х + 6х  +1
*->Зх +5д: +  2 

. л/х2+ 9 - 3  „ Зх2 - 4х  +1
дг—>0 ■44- ■х2 - 2

4. l im ;
2х + х - 3

1 -  cos 4х *->“1 Зх -1

ВАРИАНТ 10
х + х - 3 Зх + 2 х - 1

х 2-1
l i m - —^ — - . 2 .  l i m ;*->з х  — 4 *-»-

5 - л / х 2 + 9  . 2 - З х - х 2
lim—7= = = ----- .4. lim — =-------- .
-'-»4 л/2х +  1- 3  2х + х -1

arcsin* х  ,  , 2lim —— ;------ . 6. lim 1 + ------
х-л jx s m x

ВАРИАНТ 11 ВАРИАНТ 12

1. lim
2х + х - 3

. 2. lim
2х + х - 3

х + х -  2 *-»' 3xz + х +  2
,  .. л/5х + 1 - 43. lim--- г----- .

х  - 9

4. lim Зх2 -  4х5 +1
*->®2х5 + З х 3 —х

5. l im -— 6. l i m f ^ i ^ l  
*-x>sin Зх x-> -* {2 -xJ

lim
2x - 3 x - 2 . 2.1im4x + 2 x - 3

x-+2 x' -3 x  + 2 x-*\ x +x-2
lim
х--Я)

lim

л/4 + З х - л / 4 - З х  
lx '

4x3 +  Зх2 — 1
2x -  3x +1

lim
l- c o s 4 x .6 .  l i m l n f ^ 2 ] 
x sin 3 x  \x + 3)

\2x+3

ВАРИАНТ 13

l .lim
3x -1 0 x  +  3

+3 x  -  2x -  3 
„  .. 3x2 + 10x + 5
2. h m — 5---------------.

* -3 X 2 - 2 x - 3

-  л /5 х -1  - 3
3. h m — :-----------. 4. hmx-*2 x*-2x 

l - c o s 4 x

x - 3 x 2 - 2  
—  2x6+ 4 x  + 5 '

\X-\
5. lim

jr-м) tg 5x
. 6. lim (  2x +  l 

“12x  -  5

ВАРИАНТ 14
.. Зх2 -1 4 x -5

. l im — 5--------------- .x~*s x -6 x  + 5

.lim
Зх — 14x -  5
2 x  + 6 x  +  5

.. л/5х +  4 - 3  6 x 5 - 3 x 2 + 1
hm  -— . 4. lim  — ;-----------

л / 2 х - 1 - 1  *-»* З х - 2 x  +  3

i im H ® 5 £ . 6 . l im ,nr ^ i i Y * ’ .
дг-*0 4 x  ^ 1 -  4 x  У

ВАРИАНТ 15 ВАРИАНТ 16

l.lim
2 x  - 1  Зх -  7
x  - 9 x  +  14

2. lim Зх - 6 x  +  2

*-»-2 x  + 5 x  +  6
x 3 - 8  3.1im-i==— л/4х + 1 -3 . 4. lim x 3 - 4 x 2 + 5  

3 x 4 + 2 x 2 - x

,  .. c o s x - c o s 3x  ,  .. f 2 x  +  3
5. l im -----------г------- . 6 .  hm ---------

*->o 4x  * - > - « \2 х - 2

lim
3x - 5 x - 3

"-*3 x — 5x +  6

lim
4 x  +  9x  +  2

*— 2 x " - 3 x - 1 0

л / х - 1 - 2  л
lim ,------ = -----. 4 .  hm
x^- j2x- \ -3

c o s x - c o s 5 x

x  - 3 x2 + 2  
: 5x 4 - 3 x - 2

lim
jr-+0 3 x z

.■6. lim Inf
*-** v 2 x  - 1
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ВАРИАНТ 17
, .. 2x2- l l x  + 51. hm-^r------------ .

*->5 x -7 x  + 10
- 5x2 + 4x +12. hm—;----- ----- .

x — 6 x - 7
„ .. л/9 + х2 - 3  . 9x5 - 4x3 + 23. 11m--------------. 4. lim — ;-----------

x jr->-x 3x -2 x  + 3

5. lim 1-cos5jc. 6. lim(2x 3)' 
xtg2x *-*2

ВАРИАНТ 18
, 2x2 -  9x -181. hm— 5------------.

*->6 x -7 x  + 6
„ x2+ x -62. hm — =---------- .

2 x '+ 3 x -7
.  .. л/Зх + 1 0 -4  .. 3x2-4 x + l3.1im----- --------- .4 . 11m —:--------—

*->2 X*-4 - 2 x  -1

5. Iimsin5xctg3x. 6. lim ( — 1 
«0  ^ 4 4 x - l J

ВАРИАНТ 19
, Зх2 -1 7 x -2 8l.lim — =------------- .

*->1 x -9 x  + 14
„ .. x2 -5 x  + 62.hm— 5---------- .

*-2 3x - 4 x - 3
.. 9 - x 2 4x5 -  3x2 +1

ВАРИАНТ 20
, .. Зх2 - 8 x - 3  l.hm —;---------- .

*->3 x “ -  x -  6
_ x2 - 6x + 52.1im— -------------.

*-*s 2x~ -  7x-18
x2 -4 9  , 9x3 - 4x2 +1

x-*3 v 4 x - 3 - 3  Jt->x2x -2 x  + 3
5x2 -5*

5. lim------------- . 6. lim(3x -  2)x~'.
sin 3x tg 2x

3 • 1Ш1 • 1» lull ~
*-*7 V2x + 11 - 5  6x +3x + 2

*+!
5. Iimsin8xctg:c. 6. Iim(3x-8)X 3.x->0 *->3

ВАРИАНТ 21
, x2- x -6  - .. x2- x -121. hm — =---------. 2. hm—;-----------.

x->-2 2x + X - 6  x-̂ 4 X2-4 x  + 3
. .. Vl+3x2 - 2  .. 3x5- x 2+x3. lim— —-------- .4. hm —7-----------

л:->| x - x  х-i-* x + 2x + 5

5. lim 5x . 6. limlnf2x+3l  . 
r->° arctg3x \ 2 x - \ J

ВАРИАНТ 22
, .. x2- x - 2  .  .. 4x2- 7 x - 21. lim-т---------. 2. hm-^------------ .

x ^ x  + x - 6  *-*2 x -7 x  + 10
- .. л /2 х -2 -2  6x3-2 x  + 73.hm—p = ----- .4 . hm — r----------

*->3 л/х + 1 -2  *->-»3x -5 x  + 2

5. limtg23xctg22x. 6. lim f^— -̂ )  
Mo6 6 *~»<3x + 4j

ВАРИАНТ 23
, .. 3x2+ x - 2  „ .. x2- x - 1 2  1. hm— -̂--------- . 2. 11m — -------- .

3x +4x + l x->-3 x +16
.  .. л/1 + Зх - s l2x  + 63 hm---- :— r------------ .

*-»s _ 5*
. .. 7x4 - 2 x 3 +2

ВАРИАНТ 24
, 2x2 - 5x - 71. hm — r----------.

x-*-' 3x + x - 2
„ 3x2+ x + 42. hm— ----------.

x^ 2x + x - 3
.  .. x3-8  .. 3x7+ 6 x -5

*->-* x + 2x

5. lim1- 0088* ^ .  U m J x + l T \  
*->°l-cos2x *-** \ x  + 2J

O* IIIll / . 1. 11111 _ . •
X~*24 2 x ~ 2  x̂ A x + 2x -3

5. Iim3xctg7x, 6. limf — 1 .
*->o *-»»^2x-4j
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1. lim

ВАРИАНТ 25
x2 +2х-15

- 5  2 х " + 7 х - 1 5
_ .. 2 x 2 - З х  +  2
2. l im ----------- -̂---- .

*-»' 4 x - 3 x  - 1
„ .. -j6x  + \ - 5  . .. 8x5- 3 x 2 + 9
3. lim ---- t=--------- .4 .  lim — 5-------------.

>'->4 - J x - 2 ■v->x 2x  + 2 x  + 5

xsin  3x
5. lim-

c o s x -c o s
- . 6 .  l i m f ^ t i y

, .. 2x2+ 9 x  + 4 3x2 + x - 2
1 . lim  —r---------- . 2. l im —г----------

x-*-* x — x  -  20 *->■ x  -  2x  + 3
-Jx-1 -  42

3 . 1 i m - 7 = = = ----- .
*->3 -J2x + 3 -3

ВАРИАНТ 26

4. lim
x 4 - 5 x  + 2

*-**■ 2x4 +3x2 -x
5. lim  xsm^x. _ 6 l im ( 3 x - 2 ) * !_ 

*->o l -  cos 4x
В А Р И А Н Т  2 7

1. lim
3x - 5 x  + 2

В А Р И А Н Т  2 8

x 2 + 3x + 2
•>-*' x “ - 4 x  + 3 

2 x 2 + 3x — 4
2. lim

x-*2 3x —l x  + 2

3. lim
J x - j

* -* 4 2 x - 2 - 4 '  
6x 4 -  4x3 + 8

4. lim
2x -  3x +1

.  arcsin j>x  , ,
5. lim --------------. 6. lim ln

2 x sin 5 x  *■
f  4 +  3xY  
l l  + 3 x j

1. lim
*-*-2 2 x  + 5x + 2

_ 3x2+10x +  8
2 .  l i m — : ----------------------- .2x -3x-2
„ л/х2+ 9 -33. h m - ; = = — .

*->0л/х2 + 25-5
Зх4 -4 x 2 +5

^ - * 6 x 4 + 2 x 3 - 1 x2
5. lim x*&̂x 6. lim(5-2x)jr'2.

*-*ol-cos3x x-*2

4. lim

В А Р И А Н Т  2 9

, x 2- x - 1 2  - .. 3x2- 2 x - 5
1. hm-^r------------. 2. l im - ^ ------------- .

*->4x  - 2 x - 8  '-»-1 x ‘ + 5 ^  +  4
_ л / з - х  - л / з  +  х
3. h m ----------------------.

*->o 5x
„ 2 + 3x2 -  x 5
4. h m ------- г--------- r .

*-»*2x + x - 3 x

5. lim sin2 3xctg 2 5 x . 6. lim ln  —
+ 3

U - 4

1. lim

В А Р И А Н Т  3 0

- x -12

« - з х 2 + 5 x  + 6 ' 
2x 2 - 3 x - 9

2. lim
*-*3 Зх -  5x - 1 0

3.1im
x - 4

-. 4. lim
2x + 7x -  4

*-* -J 5x + 5 -  5 ' *-*®6x 3 - 3 x 2+2

x(3x-3)5. lim 3*П 3X . 6. l im (7 -6 x )  
arctg 2x *->'
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И . П Р О И З В О Д Н А Я  И  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Ф У Н К Ц И И

1 .1 . О п р е д е л е н и е  п р о и з в о д н о й
Возьмем в области определения X функции у  -  Д х )  некоторое фик­

сированное (исходное) значение х0 аргумента. Пусть х е  X -  новое значе­
ние аргумента.

Разность х - х 0 называется приращ ением аргумента  и обозначается 
Д х . Итак,

Аналогично разность между значениями функции при новом значе­
нии аргумента х и при исходном значении х0 аргумента называется при­
ращ ением  ф ункции  в точке х0 и обозначается Д/"(х0) или Ду. Таким об­
разом,

Замечание. Приращение аргумента Дх есть приращение абсциссы, а 
приращение функции Ду есть приращение ординаты точки М  кривой

Разностное от нош ение ~  также является функцией аргумента Дх.

О пределение. Производной  функции y  = f ( x )  в данной т очке х  на­
зывается предел (если он существует) отношения приращения функ­
ции Ду к вызвавшему его приращению аргумента Дх при стремлении 
последнего к нулю.

О бозначение: f ' ( x \  у '(х ), у'х, у ', — .
d x

Таким образом, по определению

1. П Р О И З В О Д Н А Я  
Е Е  Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К И Й  И  Ф И З И Ч Е С К И Й  С М Ы С Л  

Ф О Р М У Л Ы  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И Р О В А Н И Я

О с н о в н ы е  т е о р е т и ч е с к и е  с в е д е н и я

Дх = х -  х0.

Ду = Д х )  -  / (х0) = Д х 0 + Дх) -  Д х ) .

т .

Д х  + Дх) -  Д х )  
Дх
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Производная функции у  = f ( x )  в точке х0 обозначается f ' ( x 0) или 
у '(х 0) .  Операция нахождения производной называется диф ф еренцирова­
нием .
1.2 . Ф и з и ч е с к и й  с м ы с л  п р о и з в о д н о й

О п р ед ел ен и е  1. С р е д н е й  с к о р о с т ь ю  изменения функции у  — f  (х) 
при переходе независимой переменной от значения х к значению х  + Ах 
называется отношение приращения Ау  функции к приращению Дх не-

- w ДУ / ( х  + Ах) -  f(x)
зависимои переменной: —  = — ------------- ---.

ср Дх Дх
О п р ед ел ен и е  2 .  И с т и н н о й  ( м г н о в е н н о й )  скоростью изменения функ­
ции у  = / (х)  при данном значении х  называется предел, к которому 
стремится средняя скорость изменения функции при стремлении к ну-

Ду f(x + Ax)-f(x)лю Дх: V  =  lim —  = lim — ----------—  .
Д*->0 Дх Д»-*0 Дх

Таким образом, производная f ( x )  -  это скорость изменения функции 
у  = f ( x )  в точке х0(иными словами, скорость изменения зависимой пере­
менной у  по отношению к изменению независимой переменной х  в точке 
Хо)-

В частности, если х  -  время, у  = f ( x )  -  координата точки, движущейся 
по прямой линии, в момент х, то f ' ( x 0) -  мгновенная скорость точки в мо­
мент времени х0.
1 .3 . Г е о м е т р и ч е с к и й  с м ы с л  п р о и з в о д н о й

Г еом ет рический см ы сл производной  состоит в том, что производная 
функции f ( x )  при данном значении х0 аргумента равна угловому коэффи­
циенту касательной к графику этой функции в точке М 0(х0; / ( х 0)), т. е.

f ' ( x 0) = tg a ,

где а  -  величина угла, образованного касательной с положительным направ­
лением оси Ох.

Поэтому уравнение касательной к графику функции у  = f ( x )  в точке 
М 0(х0-,у0) ,  где у а = Д х 0) ,  имеет вид у - у а = f ' ( x 0) ( x - x 0).

Прямая, проходящая через точку М 0(х0; у 0) перпендикулярно к каса­
тельной, называется нормалью к графику функции у  = f ( x )  в этой точке. 

Если f ' ( x 0) ф О, то уравнение нормали записывается в виде
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Когда f ' ( x 0) = О, нормаль имеет уравнение х  = х0.
Углом между кривыми в точке их пересечения называют угол меж­

ду касательными к кривым в этой точке.
Из определения производной функции в точке вытекает и способ ее 

вычисления. А именно, чтобы вычислить производную функции у  = / ( х ) ,  
Х € 1 , в  точке х е  X , нужно:

1) значению аргумента х дать некоторое приращение Ах Ф 0 и полу­
чить новое значение аргумента х + Дх е X ;

2) найти соответствующее приращение функции в точке х:

ЛУ = / ( х  + Д х ) - / ( х ) ;

3) составить отношение (приращение функции к вызвавшему его 
приращению аргумента);

4) вычислить предел этого отношения при Дх -»  0 , если он существу­
ет, т.е. производную функции/  в точке х

/ ' ( х ) =  lim — .
Л*->0 Дх

1.4 . О д н о с т о р о н н и е  п р о и з в о д н ы е
Пределы

lim Я хо +А * ) - / ( * о )  и |jm  /(* 0 + Л х ) - / ( х 0)
Длг->0-0 Дх Дг->0+0 Дх

называются соответственно левосторонней и правосторонней производ­
ными функции у  = f ( x )  в точке х 0 и обозначаются / ' ( х о - 0) и 
/ ' ( х 0 + 0 ) .  Эти пределы называют также односторонними производными 
функции в точке х 0 .

Если указанные пределы конечны и f ' ( x 0 - 0 )  ^  / ' ( х 0 + 0 ), то для гра­
фика функции в точке х0 существуют правосторонняя касательная линия и 
левосторонняя касательная линия.

Для того чтобы в точке х0 существовала производная / '( х ) ,  необхо­
димо и достаточно, чтобы в точке х0 функция у  = / ( х )  имела правую и ле­
вую производные, и эти производные были равны между собой:



f ' ( x o -  0)  =  f ' ( x 0 +  0)  =  f ' ( x 0 ) .

O 1- f ( x o +  A x ) - f ( x 0 )Если предел hm  - -- -- ---------—  равен + оо или -  оо, то говорят,Д*->0 Дх
что в точке х 0 функция у  = / ( х )  имеет бесконечную  производную. Гео­
метрически это означает, что касательная к графику функции в точке 
М 0(х0; / ( х 0)) перпендикулярна оси Ох.

Примеры решения задач 
П рим ер 1.1. Пользуясь определением, вычислить производные сле­

дующих функций в точке х0: а) у -  Зх2 - 4 х ; б )  у  = —; в) у  = - J x .
х

▲ а) Для функции у  = Зх2 -  4 х  область определения X  = (-оо; оо):

1) х0 е X ,  / ( х 0) = 3x1 ~  4*о; х0 + Дх0 е  X ,

/ (х0 + Дх) = 3(х0 + Ах)2 -  4(х0 + Дх) = Зхд + 6х0Дх + ЗДх2 -  4х0 -  4Д х;

2) Ду = (3x1+ 6х0Ах + 3Дх2 -  4х0 -  4Дх) -  (3x1 ~ 4*о) =

= бх0Дх + 3Дх2 -  4Д х;

Ду 6хпДх + ЗДх2 -  4Дх ,
3) —  = — 2------------------------ = 6хп + ЗДх -  4 ;

Дх Дх 0

Ду
4) lim —  = lim (6x„ + З Д х -4 )  = 6хп - 4 .Дг-*0Дх Лм<Г 0 ’  0

Следовательно, (Зх2 -  4х)'| =  6х0 -  4 .

б) Для функции у  = — область определения X  = {(-оо; 0) U (0; оо)}: 
х

1) х0 е Х ,  Д х 0) = — ; х0+ Д х е^ Г , / ( х 0+ Д х )=  1

2) Ау =

, - - U ------------- , J ----у ,
х0 х 0 + Ах

1 1 Дх
х0 +Д х х0 х0(х0+Дх)

3 ) ^  =  -  1
Дх х0 (х0 + Дх)
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4) lim —  = limf 1
д*->оДх лдг->о  ̂ х 0 ( х 0 4- Д х )

Следовательно, | — -__L
о X0

в) Для функции у  = -Ух область определения X  = [0; оо):

1) х0 е Х ,  f ( x g) = д/х^; x 0 + A x s X ,  / ( х 0 + Дх) = ^ + Д х ;

2 ) Ау = у/х0+ А - ^ ;

3 ) У х о + Д х - Т х р - .
Дх Дх

^ - ‘ОДх Дх [0J

_  (л/*о ~  л/-*-о Хл/^о A t '  )  _

4,-*° Дх(л/х 0 + Дх +  л/x ^ j

.. хп + Д х - х п .. 1 1= l im — / » = 111X1-?= — =--- j== = — 7==.
-̂>0 Дх^д/x0 + Дх 4- ^/x0 j  ^ ° 4 x 0 + Ax + 4 x 0 2yjx0

Следовательно, (Vx)
r=-гц 2д/хо

П р и м е р  1.2. Пользуясь определением, вычислить производную 
функции у = V x -2 в точке х = 2.
▲ Для функции у  = Ух -  2 область определения X -  (-оо; оо):

1)  х  =  2  €  X ,  / ( 2 )  =  ( V ^ l ) , =2 = 0 ;

2  4  Д х е  X ,  / ( 2 4  Д х )  =  ( V x - 2 ] 2 + it =  V 2  4  Д х  -  2  =  V A x  ;

2 )  Д у  =  У Д х  -  0  =  У Д х ;
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Ду _  У Д х _  1 .

Дх Дх \1 (Д х )2 ’

4) lim —  = l im - 7= i =  = { - l  = +co. 
дх-юдх л»-»°У(дх)2 lOJ

Итак, заданная функция в точке л: = 2 имеет бесконечную производ­
ную. Этот факт, в частности, свидетельствует о том, что в точке х = 2 
график функции у  = V x - 2  имеет вертикальную касательную (рис. 1.1).

О 12 х

Рис. 1.1. ▼

П рим ер 1.3. Исследовать дифференцируемость функции в указанной 
точке:

а) у  =
xsin — при х  Ф О,

х  в точке х  = 0;
0 при х  = 0 

х 2 при х  > 0,
в точке х  = 0 ; 

х 3 при х  < 0
б ) у  =

в) у  = Vi - c o s 2x в точке jc =  0;

г) У = Щ х - 1)2 в точке х  = 1.

▲ а) Функция дифференцируема в точке, если в этой точке ее производ­
ная сущ ествует и конечна. Поэтому найдем значение производной задан­
ной функции в точке х  = 0.

1) х  = 0 е Х ,  / ( 0 )  = 0 ; 0 + А х е Х ,  / ( 0  + Дхг) = Axsinf —
\ Д х
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2) Ду = A xsin——  0 = A xsin— ;
Дх Дх

Ду . 13) -—  = sm-— :
Дх Дх

4) lim —  = lim sin — .
Д*->0 Дх Лх-->0 Дх

Так как lim s in —  не существует, то не существует и производная,
Лх-*'° Дх

следовательно, в точке х = 0 функция не дифференцируема. В окрестно­
сти точки х = 0 функция совершает бесконечно много колебаний. В этой 
точке график функции касательной не имеет.

б) Слева и справа от точки х  = 0 функция задана по-разному. Поэтому 
исследование ее дифференцируемости в этой точке целесообразно провес­
ти при помощи односторонних производных. Найдем значения левосто­
ронней и правосторонней производных заданной функции в точке х = 0 :

ечп  А Ч  I- (0 + Дх)2 - 0  .. (Дх)2 ../ ( 0  + 0 )=  lim ----------------- = hm ------— = hm Дх = 0 ;
Д г - » 0 + 0  Д х  Д х ->0-1-0 Д х  Д х —> 0 + 0

/ ' ( 0 - 0) =  lim (°  + А^) - ° = lim ( £ * L = Hm (Дх)2= 0 .
Длт—^О—О Д х  Д г —> 0 - 0  Д х  Лл- —у 0 —0

Рис. 1.2.

Т.к. / ' ( 0  + 0) = / ' ( 0  -  0 ), то функция в точке х = 0 дифференцируема. В 
этой точке касательная к графику функции совпадает с осью Ох (рис. 1.2).

в) Для нахождения производной функции y  = -J 1 -  cos2x в точке х = 0 
предварительно найдем приращение функции Ду, придав аргументу некое 
приращение Дх:

Ay = a / i  -cos2A x -  а/ 1 -cosO = V2sin2 Дх = V2|sin Дх| =
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A/2 sinAx при Ax > О,

- V 2 sinAx п ри Д хсО .

Дальнейш ее исследование удобнее вести при помощи односторонних 
производных:

/ '(0  + 0) =  lim lim ^ SlnAx = ^ ;
Д х - > 0 + 0  Д с  Д .г ~ > 0 + 0  Д х
Ах>0 Д х > 0

/ ' ( 0 -0 )=  lim lim sm- — = -V2.
Д у—> 0 - 0  Ду Д г —> 0 - 0  Ду
Ддг<0 ДдгсО

Односторонние производные в точке х = 0 не равны, следовательно, 
функция в этой точке не дифференцируема. График функции в этой точке 
имеет две касательные: правостороннюю и левостороннюю (рис. 1.3).

У* У'

Рис. 1.3 Рис. 1.4

г) Для нахождения производной функции у  = \1 ( х -  I)2 в точке х  = 1 
придадим аргументу приращение Дх: и вычислим отнош ение приращения 
функции Ду к приращению аргумента Д х :

АУ _  У 0 + Лх - 1)2 -  У(1 -1 )  (Дх); 1
Ах Ах Ах (Дх)'

Поскольку

Ау .. 1 .. Ау 1lim — = lim ——,- = - 00, hm — = lim ----- r = +00>
Дг-»0-0 Ay Дх-»0-0 (AyY* Лг->0+0 Ду Дх-̂ О+О/ДуЧл
Д х < 0  Ax<0 V / * * /  Д у > 0  Ax>0

TO / ' ( 0  -  0 )  =  -o o , / ' ( 0  +  0 )  =  +00
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В точке х = 1 функция имеет односторонние бесконечные производ­
ные, касательная к графику функции в этой точке перпендикулярна оси Ох 
(рис. 1.4).

З а д а чи  и  у п р а ж н е н и я  д ля  са м о ст о ят ельн о й  р а б о т ы

1. Исходя из определения, найти производные следующих функций в точ-
1 1

ке х0: а) у  = х  + 5 х - 1 ;  б) у  = ~т', в) у  = - <=; г) ,y = sin3x.
х  V х

2 1
Ответ-, а) 2х + 5; б) — г-; в ) -т = ;  г) 3cos3x.

* 2Vx3

Пользуясь определением, вычислить производные функций в указан­
ных точках:

№ Функция Ответ
2 у  = х3 + 2 в точке х - 2 12

3 у  = 4 х  в точках х = х0 и х = 1
1 1

2 ^ 2

4 у — У х —1 в точке х  = 1 + СО
5 у  = 3* в точке х = х0 3*° In 3

6. Вычислить у '(~  + 0) и y ' ( f  -  0), если у  = [cosxj.

О т вет : у'(т  + 0) = 1, y ' ( f  -  0) = -1 .  

Исследовать дифференцируемость функции в указанной точке:

7. у -  Чх* в точке х  = 0.

Ответ: недифференцируема (У(0 -  0) = -оо, у '(0 + 0) = +оо).

8. у  = х|х| в точке х  = 0 . Ответ: функция дифференцируема (У(0) = 0 ). 

s inx  п р и х >0
9 . j ,= в точке х = 0 .

-  х  при х < 0

Ответ: недифференцируема ( у '(0 -  0) = -1 , у'(0  + 0) = i
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С в о д к а  ф о р м у л  д л я  в ы ч и с л е н и я  п р о и з в о д н ы х  
Основные правила дифференцирования

Ц  1. (С)' = 0; (х)' = \; (С и ) '= С и ';

2. ( u ± v ) ' = и' ± v ';

3. (и ■ v)' = u'v + uv ' ;

. , и } u v - u v  . 
4 . 1 - U — ^ ( v * ° ) ;

4a. | £ ] , - c £ ( v , 0 ) ;  4 6 . f i
С

и ;

Производные
тригонометрических

функций

Производные 
обратных тригонометрических 

функций
й  1. (sinM )' =  c o s u -w ';

2. (co s и )' =  - s in w - и';

3 . (tg и ) =  -и ';
cos и

4. (c tg м)' =  — — -и' .
si n ы

|cj 1. (a rcs in w )' - - = = L = - - a ' ;
л/ l - M 2

2. (arcco sw )' -  — , ' • и ';
л / 1 - « 2

3 . (a rc tg и )' =  Ц -  • и' ;
1 + и

4. (arcctgw )' = ------i-r- • и'.
1 + и

Производные степенной, показательной и логарифмической
функций

1. (и*1)' = /ли11 1 -и' ( f i e  R ); la . (л/й) = - - -=■ • и ' ;
2 4 и

2. (а“)' = а " In а-и'] а > 0 , а * \ ;

3. (е")' = е" ■ и ' ;

4. (lnw)' = - - z / .  4а. (loga w) = - - и ' -\ogae -  —- — .
In a -и
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Производные
обратной, сложной и степенно-показательной функций

I YV \  * 11 У̂ У̂
1 •>> = / ( « ) ,  u = g (x ):  у х = у иих или ~ г  = ~ - - г \

ах аи ах

2 - У = /(*)>  л = Я(Х ): /■'(*) = - (gy *  О).
g(y)

(н " )'=  v a 1'4 -и' +  ы|’ -1пц- у '

3- производная производная

степенной функции показательной функции

Во всех приведенных ниже формулах С -  постоянное число, функции 
и и v считаются функциями независимой переменной х: и = и(х), v = v(x). 
Эту таблицу необходимо твердо выучить наизусть.

Зам ечание 1. Все формулы выписаны по группам (А, В, С, 0 )  по че­
тыре формулы в каждой. Так проще искать нужную формулу. 
Зам ечание к  группе формул А. Прочитайте (и выучите) все правила, 
проговаривая их про себя:
1) производная постоянной величины равна нулю; 

производная независимой переменной равна единице; 
постоянный множитель можно выносить за знак производной;

2) производная алгебраической суммы равна алгебраической сумме 
производных;
3) производная произведения равна сумме произведений производной 
первого сомножителя на постоянный второй плюс производной вто­
рого сомножителя на постоянный первый;
4) производная дроби равна дроби, знаменатель которой равен квад­
рату исходного знаменателя. Числитель дроби равен произведению 
производной исходного числителя на исходный знаменатель минус 
произведение исходного числителя, умноженного на производную 
исходного знаменателя.
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2. ОСНОВНЫЕ ПРАВИЛА ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ
2.1. Решение самых простых задач

Пример 2.4. Найти производные функций:

а) у  = х4; б) у  = х 5; в) у  = Vx; г) ^ = У ? .

А Учитывая замечание, которое только что сделано, по формуле Ц, по­
лагая в ней и = х , имеем

а) У = (х4)' = {/i = 4} = 4х3; б) У = (х3)' = \ji = 5}= 5х4;

в) У = (V*)’ = (х5 j = [u = i}=

При решении этого примера можно было воспользоваться формулой

г) У = (У ?j = (х< j = {м = |}  = J x H = . ▼

Пример 2.5. Найти производные функций:

а) у  = 5 х 3; б) у  = - 4 х 2; в) y  = l4x  ; г) у  = д) у  = а Чх * .х
А При решении всех этих примеров можно пользоваться формулой Ц и 
надо учесть, что постоянный множитель можно выносить за знак произ­
водной (Си)' = Си' (формула Д )

а) У = (5 х 3 j = 5 (х 3 j = 5■З х 2 =15 х 2;

б ) У =  ( -  4 х 2)  =  - 4 ( х 2)  =  - 4  • 2 х  =  - 8 х ;

в) У = (7л/х) =7(xs) =7-—х2”’ = —х~2 = -Т—.
V ’ V ’ 2  2 2 V *

Здесь можно было сразу воспользоваться формулой D]a, и тогда,

1 7если у  =  7а/х , то У = 7 — = —?=.
2 Vx 2-Vx
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г) Перепишем пример в виде у  = 8х~2, тогда

у  = (8х“2) = 8(х~2)' = 8 • -2х~3 = - Щ .

д) У  = (4V ? )  = 4(х’]

2.2. П р а в и л а  в ы ч и с л е н и я  п р о и зв о д н ы х , с в я за н н ы е  с а р и ф м е т и ч е ­
с к и м и  д е й с т в и я м и  н ад  ф у н к ц и я м и

Пользуясь формулами дифференцирования и таблицей производных, 
найти производные следующих функций:

П ример 2.6. у = 5х3 -  Зх2 + х  - 1 .
А  Данная функция есть алгебраическая сумма нескольких функций, сле­
довательно, по формуле А2

У  =  ( 5 х 3 -  З х 2 +  х  - 1 ) '  =  ( 5 х 3) '  -  ( З х 2 ) ' +  ( х ) '  -  (1 ) ' =  {Л , } =  5 ( х 3) ' -  3 ( х 2) ' + 1  =

= 5 - Зх2 -  3 • 2х + 1 = 15х2 -  6х + 1. ▼

Некоторые советы
При отыскании производных следующих функций:

Производные выгодно искать "в две руки", т. е. работать с сосе­
дом, находя производные, независимо друг от друга, но обсуждать 
результаты и допущенные ошибки совместно!!!________________

П ример 2.7. у  = х 2 In х .

[
все степени х лучше писать в виде 

дробных чисел, помещая х в числитель

= {Аг} = (х 5)' + (2х)' -  (ех)' + (х ' 2)' = 1 х“:5 + 2х In 2 -  е* -  2х“3.

А У  = (х2Inx)' = {Д,} = (x2)'lnx + x2(lnx)' = 2х1пх + х 2 — = х(21пх +  1). ▼
X
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1. Обратите внимание на то, что const следует выносить за знак произ­
водной, и как ставятся скобки, особенно в первом слагаемом.

Некоторые советы (п р о д ол ж ен и е )

' = (2arccosx(V x + a x) j

=  2
л/ l - X 2

■ ( V x + о*) + arccosx •
2 Vx

+ a x In a

2. (uvw)' = u'vw +  uv'w  + uvw'

Чтобы вычислить производную произведения любого числа функций, 
надо продифференцировать первую функцию и умножить полученную 
производную на произведение всех остальных функций, затем найти про­
изводную второй функции и умножить ее на произведение всех остальных 
функций. Точно так же поступить со всеми функциями-сомножителями и 
все полученные таким образом произведения сложить.

У  = (а х -s inx -arccosx )’ =

( 1 Л= а* In а  - sin х - arccosx +  a* ■ cos х - arccosx + cr* -sinx-

П р и м е р  2.8. у  = х 4 х  — 5-.

А у = ( х 4 х  -  4-1 = {х1)  -  2(х “2)' = -X '- -  2( - 2)х”3 =  - s i x  + 4 •

П р и м е р  2.9. у  -
cosx

А  У = (3*)' cos х -  3х (cos х)'
cosx  J (cosx )2

3х ln 3 c o s x - 3 r( - s in x )  _  З^О лЗсоэх + э т х )
cos х cos2x



1. В ы раж ен и е------частный случай дроби —, а именно: дробь с постоян-
V V

ным числителем.

Некоторые советы (продолж ение)

С

v
= C-v-'; I -  I =C -(v'l)' = -C -v '2-v' = - ^ - . £ ^ | C v  

v

1

Например,
2 -cosx (  4_  __ 4 \ -х 2

х 2 Vsinxy sin2x Varcs>n x y (arcsinx)2 ’

3 * qx * In a

2. Выражение вида — не нужно рассматривать как дробь:

и _  1

с ~ с ' , тогда | 1  Гс -и ] с " ’ т - е- С С

, f  2arcctgx + 5sinx
у ~[~  Ts л/5 2 - -

1 + х '
+ 5cosx .

а
ГГ 2- >-3-

cos2x
+  0 .

3. При дифференцировании дроби результат лучше всего начинать писать 
с квадрата знаменателя, затем в числителе писать знаменатель без измене­
ния, умноженный на производную числителя, минус числитель, умножен­
ный на производную знаменателя.

f  2c tgx  + 10* Л 
4 1 n x -3 s in x
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(41nx-3sinx)f 2 + 10*1пЮ ]-(2ctgx + 10*)| ^-3cosx  
_____________ у sin x________ J____________ ^x______

(4Inx-3sinx)2

4. Обратите внимание на то, как переносится результат дифференцирова­
ния на другую строку.

С х  ̂(cosx +V5j^er j—Ц  + arccosx-e'- . 2 1
ч I v v r o ^ -  « V ^  1 С ' I---------------------  I t H ^ W V / О Л  fc- _

ex -arccosx + ctgjc | __________ \  y l - x 2_____________sin x
cosx + V5 J (cosx + « J

(e* • arccos x + ctg x) • ( -  sin x)
(cosx +V5J

П р и м е р 2 .1 0 . j /  = x ^2- —+ 3x j.

▲ /-й способ. Пользуясь формулой A3, получим

у  =  ( x 5)'| 2 - j  +  3 x 2J  +  x 5I 2 - J  +  3X 2 I =

= 5x 4| 2 -  j  +  3x2 | +  x5[ -  -  +  6x | = 1 Ox4 -  2x5 +  2 lx6

2-й способ. Сначала раскроем скобки, затем дифференцируем, как 
сумму:

у = 2х5 - \ х 6 + Ъх1; у' = 2(х5)' - i(x6)' + 3(х7)' = 10х4 - 2х5 + 21х6.

Этот способ предпочтительнее, так как быстрее приводит к цели. ▼
Следует иметь в виду, что вообще не обязательно дифференциро­

вать заданную функцию сразу. Можно предварительно подвергнуть ее 
тождественным преобразованиям (если это целесообразно, т.е. ведет к 
упрощению дифференцирования).

х2 — Зх + 4 Пример 2.11. у = - ----
vx
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В целях экономии времени результат дифференцирования можно не уп­
рощать. ▼

л:2
П р и м ер  2.12. у  =

х 2 + Г

, _  (х2+ 1)(х2) ' - х 2(х 2 + 1)' _  2х(х2 + 1) -  2х • х2 2х
А У1 -  . ’  ,ч2к~ +

П р и м ер  2.13. у

(х2 + 1 у  (х + 1) (х2 + 1)2

10

a s i n x - 6cosx

▲ Применяем формулу ^„(постоянны й числитель), а не формулу Д ,, что 
целесообразнее.

lO (a s in x -b c o sx )  _  10(acosx + £sinx) 
( a s in x - b c o s x )2 ( a s in x - b c o s x )2

П р и м е р  2.14. y  = S 2 ^ 1 .
l + 2tg a

▲ Пользуясь формулой Л46 (постоянный знаменатель), получим

.. - s in x c tg x  + cosxf -  1 - ]
, _  (cosxctgx) __________________ V sin X J у

^  l + 2tg a  l + 2tg a

П р и м е р  2.15. Найти производную данной функции и затем вычис­
лить ее частное значение при указанном значении аргумента:

( l - V x f  cosx ' яг
а) Д х )  = *------- х -, х = 0.01; б) Д х )  = -— ;— , х = —;

х 1- s m x  6

в) Л х )  = | ^ -  + 5Х Л  х = 0 .
3 - 2 х  а - о

А  а) Вначале раскрываем скобки и производим деление, затем диффе­
ренцируем:



. \ - 2 л [ х  + х  1 2 _i _if  (х) ~ ----------------- = -j= +1 = х  -  2 х  - + 1;
X X -Jx

f ' ( x )  = - х "2 -  2^ -  j x 4  = -  Д  

Подставляя значение х  = 0.01, получим

1

2 +  (7

/ '( 0 . 0 1 )  =
_L 1
x2+J 7 j

1
-1002+ 103 = -9 0 0 0 .

] 0 .0 12 yj 0 .0 13

б) По формуле Ал найдем

(cosx)'(l -  sinx) - c o s x ( l  -  s in x )' - s in x ( l  - s i n x ) - c o s  x (-c o sx )
/ ' ( * )  =

(1 -  sinx )

- s i n x  + sin2x +  cos2x 1- s i n x

(1 - s in x )

(1- s i n x )2 

Полагая x = f , получим

/ ' ( f )  =

(1- s in x )  1- s in x

1

1- s i n x
• =  2 .

-sin

в) применяя формулы Л4а и A4S, получим

(a  + b)(3 - 2 х ) '  , (5х4-1 ) ' 2 (а + b) 20х3
J  —  .  . п +  —  ._

( 3 - 2 х ) а - Ь  ( 3 - 2 х )  а - Ь

Если х = 0 , то найдем 

/ ' ( 0 )  =
2(а  + Ь) ^  20х з Л 2(а + Ь) 0 2

= -■ ■, - /- + -------= —(a + b). Т
,=о З2 а -й  9(3 -  2х )2 а  -  b 

П ри м ер  2.16. Найти производную / ' ( х )  функции

/ ( * )  =
1- х  при х < 0, 

е* при х  > 0
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и построить графики функций / ( х )  и f ' ( x ) .
А Отметим, что функция / (х) непрерывна, ибо

/ (0  + 0)=  lim е* = {е0+0}= 1, / ( 0 - 0)=  lim (1 - х) = {l- ( 0 - 0)} = 1
^ * v_.4.ri П ^ '*->0+0 

jr>0
лг->0-0 
х<0

H/(0) = e*U=l.
Слева и справа от точки x  = Q функция / (я) задана элементарными функ­
циями, и ее производная равна

/ '( х )  =
-1  при х  < 0, 

е* при х > 0.

Остается выяснить вопрос о дифференцируемости функции в точке 
х = 0, для чего вычислим ее лево- и правосторонние производные в этой 
точке:

г'/п m  I- АУ г  1 —А х — 1 ./ ( 0 - 0)=  lim — = lim ------------ = -1
4х-»0-0 Дх ДмО-О Дх 
Дл<0 Ддг<0

/'(0  + 0) =  lim lim 1
Аг-»0+0 Ду Длг-»0+0 Ду 
Дх>0 Дл>0

-V*

V
О \х

Рис. 1.5

__а  х
М  

Рис. 1.6

Т.к. / ' ( 0 - 0 ) ^  / ' ( 0  + 0), то в точке х = 0 производная функции / ( х )  не 
существует, а тогда

-1  при х < 0, 

ех при х > 0.
/ ' ( * )  =

Графики функций f ( x )  и / '( х )  приведены на рис. 1.5,1.6. ▼
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По формулам дифференцирования найти производные следующих 
функций:

Задачи и упражнения для самостоятельной работы

№ Функция Ответ

1 у -  х + Зх2 -  — 
3

\ + 6х-х2

2 у = х -  2-ч/х

3 у = jX5 -  2х4 + |х 3 -  §х2 + 4х -  5 х4 -  8х3 + 2х2 -  Зх + 4
4 y = (4x--[af
5 1 1

_>> =  -  + —  
X X

х + 2 
х3

6 1 1 1
У ~ 2х2 Зх3 + 5х5

1 ' 1  1
3 + 4 6 

X X X

7 у = 4*47-зЧх* +l4x

8 у = 3^х-2л/х3" + 4
3 2 1

Vx +  ^  :

9 sinx-cosx cosx +  sinx
10 у =  х2 COSX x(2cosx-xsinx)

11 2х
У =

Х  +  Э

6
(x +  3)2

12 х2 -3 
У  =  х2+3

12x
(x2+3)2

13 ах-Ъ
У= г. ах + Ь

lab 
(ax + b)2

14 у = х2 sinx x(2sinx + xcosx)

15 1 + cosx 
У =  . smx

1 + cosx 
sin2x

16 у = -3cosxctgx 4 1 1 13 1H---- -5— cosx
 ̂ sin X j

17. у = + Va hnx + arcsinx).
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Ответ: (lnx + arcsinx) • — x 5 + [Jx2 + Va J — + '-л. i i v -v  I V *-« /  i /----- -----------

3 \ x  V  1- x 2

18. j; = cosx-lnxarctgx.

Ответ: -sinx- Inx-arctgx + — cosxarctgx + —^ -  cosx - lnx.
X 1 + J T

19. j> = tgx(sinx + ctgx).

Ответ: —I;—(sinx + ctgx) + tgxf cosx tr­
ees'x V sin x

„л cosx-lnx
20. y  =  — :------------ .

y x2+3e*

(x2 + 3<r')( -sinx -  * j-(cosx - lnx)(2x + 3eJ)
Ответ:----------- ---------- ----------v--------------------- .

2 1. > • -  2 c tg x + 1 Q t
41nx-3sinx

(41nx-3sinx)[ -  . \  + 10'lnl0 [-^cigx + lO'f 4 -3cosx

(4 lnx -3cosx)2

2tgx + 3ctgx

(2tgx + 3ctgx)f- \ - e x\~{  1 -е'Т '-Л "- -  A
Ответ:------------------L * ------ J I* „ A cos x sin x

(2tgx + 3ctgx)

„  arctg x + arcsin x23. y = -----2-------------- .
arcctgx + arccosx
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(arcctg х + arccosx)
Ответ: -Jl- ■jL j .

(arcctg x + arccos x)

(arctg x + arcsin x)j
1 + x~ л/l — x 2

(arcctg x + arccosx)

2 4 .  / ( x )  =
-Jx

1 + л/х
;  в ы ч и с л и т ь  / ' ( 1) .

-c s/ \ m x (df25. / ( x )  = — I---- ; вычислить —
x m I dx

Ответ: —. 
8

Ответ: 0.

Ответ: —ж. 

Ответ: 0.

26. r(<p) = ?̂sinq> + cos(z>; вычислить г'(л).

27. у — (х2 -  2x)tgx; вычислить у'(0).

2 8. Д х )  = х 2 - 5 х  + 6. Н ай ти  / ' ( 0 ) ,  / ' ( 1), / ' ( 4 ) ,  / ' ( - 2 ) .

Ответ: / ' ( 0 )  =  -5, /'(1) =  -3, / ' ( 4 )  =  3, /'(-2 ) =  - 9 .

2.3. Задача на физический и геометрический смысл производной 
Пример 2.17. Закон прямолинейного движения материальной точки 

задан формулой s = 5sin(3/ + 1). Найти мгновенную скорость.
▲ В соответствии с механическим смыслом производной

v(?) = s'(0 = (5sin(3/ + l)) = 15cos(3/ + l). ▼

Пример 2.18. Материальная точка движется прямолинейно по закону 

s — -Jt + 2г“ ~3/ + 2.
Найти мгновенную скорость в момент t = 25c (путь измеряется в метрах)

A  v(t) = s  — (VF + 2t 2 — 3t -ь 2  ̂ = ^  ̂  —

v ( 2 5 ) = |^  + 4 ,-3
2  л /2 5

+  4  • 2 5  -  3  =  0 .1  + 1 0 0  -  3  =  9 7 .1  ( м / с ) . ▼
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Пример 2.19. Тело, брошенное вертикально вверх, движется по зако­
ну s(t)  = —4.905/2 +981/ + 950 (,т -  в метрах, t — в секундах). Найти: ско­
рость тела в любой момент времени; его начальную скорость; момент 
времени, при котором скорость тела станет равной нулю; высоту, которой 
тело достигнет в этот момент времени.
А В соответствие с механическим смыслом производной

v{t) = s'(t) = -9 .81/ +981.

Полагая / = о, получаем начальную скорость тела:

v0 = j '(0 ) = (-9 .81 / + 981)|,=0 =981 (м /с).

Определим теперь, в какой момент времени t  скорость тела станет равной 
нулю. Из уравнения - 9 .8 1 /+  980 = 0 найдем, что / = 100с . Тогда высота, 
достигнутая телом в момент времени / = 100 с ,

s = ( -  4.905f2 +  98 If + 950) ыоо = -4 .905 • 1 ОО2 + 981 • 100 + 950 = 50000 (.и ).

Ясно, что эта высота является наибольшей. ▼
Пример 2.20. В точке с абсциссой х0 = -2  найти угловой коэффици­

ент касательной к графику функции у  = х 3 -  Зх2 -  6х  - 1 .
А Имеем

У  = Зх2 -  6х -  6 = 3{хг -  2х -  2 ); 

* = / ' ( - 2 )  = (З(х2 -  2х -  2)}х___2 = з ((-2 )2 -  2 (-2 ) -  2 )=  18. ▼

Пример 2.21. В точке с абсциссой х0 =0 .5  найти угол наклона к оси 
абсцисс касательной к графику функции у  = ln(2x + 1) .
А Имеем

У = — -— (2х +1)' = 2

к =  У  (0 .5 )  =  2

2 х  + 1  2 х  +  Г

2

2 х  +  1
= 1;

к  =  t g a ;  t g ^  =  l = > a  =  f . ▼
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П рим ер 2.22. В точке с абсциссой х0 = составить уравнение каса­

тельной к графику функции у  = ~ .
2х

А  Имеем

2х -5 2 - ( - : )
=  - 2 ;

Г Н )  =
2 • (-  i ) 2

Чтобы записать уравнение касательной, воспользуемся формулой

У-Уо=Г(х0)(х-х0):

у — (-2) = —8(х -  ( - 1-)}, у + 2 — —8х -2;$х + у + 4 = 0. Т

Пример 2.23. Составить уравнения касательных к параболе

у = 4х-х2

в  точках ее пересечения с осью абсцисс.
А  Найдем указанные точки:

у = 4х-х2, (х(4-х) = 0, Гл: = 0, Гх = 4,
’ *> ’ Ы  n v  0 ( 0 ;0 ) ;  М ( 4 ; 0 ) .

У  = о [ у = 0 [у = 0 [у = О

Найдем производную заданной функции: у' -  4 -  2х.
а) Рассмотрим первую точку с абсциссой x i = 0. Имеем

У(х1) = У(0) = (4х -  х2 )| х=0 = 0 ; у'(х ,) = у'(0) = 4 . 

Уравнение касательной к параболе в точке 0(0; 0): 

у -  0 = 4(х -  0); 4х -  у = 0.

б) Рассмотрим вторую точку с абсциссой х2 = 4. Для нее:
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Следовательно, у  -  0 = -4 (х  -  4); 4х + у  -1 6  = 0 -  уравнение касательной в 
точке М (4; 0). ▼

П р и м е р  2.24. На графике функции у  = х 2 + х  -  5 взята точка М. Каса­
тельная к графику функции, проведенная через точку М, наклонена к оси 
Ох  под углом, тангенс которого равен 5. Найти абсциссу точки М.
▲ Имеем:

У  = 2х + 1; У(х0) = (2х + 1) ^  = 2х0 + 1;

5 = tg a  = У (х0) = 2х0 +1.
Итак,

2х0 + 1 = 5 = > х 0= 2 .  ▼

П р и м ер  2.25. Найти точку пересечения касательной к графику функ­
ции f(x) = -121og2(x + 4) с осью абсцисс, если угловой коэффициент этой

-  7 3касательной к =------- .
2 In 2

▲ Прежде всего, определим абсциссу точки касания из условия
* =  Л * о ) -

1 12
Находим производную f(x) = -1 2  • - — — ■— ; f'(x0) = —------ — — ;

(x + 4 )-m 2  (x0+ 4 )ln 2

3 12 1 4

У(х2) = У(4 ) =  0 ; у'(х2) =  у (4 ) =  (4  -  2х)| , =4 =  4  -  2 • 4 =  - 4 .

-=>х0+4 = 8=>х0 = 4.
2 In 2 (x0+4)ln2 2 х0+4

Теперь можем найти ординату точки касания

Уо = Я*о) = (-12 log2(x + 4)| Vo =4 = -1 2  log2 (4 + 4) = -1 2  log2 2 3 = -36 

и уравнение касательной

Находим точку пересечения касательной с осью абсцисс
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<=>
3 - (х -4 )-3 6  = 0,

21n2 <=>
у  = О

Гд: -  4 + 24 In 2 = 0, [х = 4-241п2,
Ь  = о Ь  = о.

Итак, искомая точка М(4 -  24 In 2; 0). ▼
Пример 2.26. Написать уравнения касательной и нормали, проведен­

ной к кривой у = х3 в точке с абсциссой х = 2.
^ У~Уо = у'(х0)(х -  х0) -  уравнение касательной. Найдем

Д'о = = ^3U„=2 = 23 = 81.

У = (х3)' = Зх2; У(2) = (Зх2)|,о=2 = 3• 22 = 12.

Уравнение касательной: у -  8 = 12(х -  2), 12х -  у -16 = 0.

Уравнение нормали:

У~Уо = ----—-(д: — лг0) ^ — 8 = — 2), х + 12_>/-98 = 0. ▼
У(хо) 12

Пример 2.27. В точке (1; 2) параболы у = 2х2 проведите касательную 
и нормаль.
▲ Уравнение касательной: _у-_у0 = У(х0)(х -х 0). Найдем У(х0):

У = 4х; У(1) = (4х)|,о=1=4.

у -2 = 4(х -1) или в общем виде 4х -  у -  2 = 0.
Уравнение нормали:

У-Уо = — 77— :(*-*<>)=>У ~ 2  = - ~ : ( х - 1 ) ,  х + 4д> -  9 = 0 .
У (* о ) 4

Как определить угол между линиями у = f:(x) и у = / 2(х), если известно, 
что угол между прямыми линиями определяется по формуле
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Угол между линиями -  угол между касательными, проведенными к 
линиям в точке их пересечения (рис. 1.7).

где к, и к, -  угловые коэффициенты прямых линий?

Рис. 1.7.

П р и м ер  2.28. Найти угол между параболами у  = х 2 и у  = х 3 в точках 
их пересечения.
▲ 1) Решая совместно уравнения парабол, найдем абсциссы точек их
пересечения

у  = х  , х  = х , х 2(1- х )  = 0, Гх = 0 v  х = 1, (х = 0, fx — 1,
О  S <=> < , <=> < v  <

у  = х 3 [у  = х 2 у  = х У — X у  = 0 [v = l

Имеем х, = 0, х2 = 1.
2) Найдем угловые коэффициенты касательных к параболам в точках 

их пересечения:

„ / !Ф ) = (2х)| =0 = 0 0 -0  .
* = 0 : < .  . у  ---------- =  0 = > й71 = 0 ;АФ) = (Зх )|Xi=0 = о ^  1 + 0-0

, Д 1) = (2х)1 =1=2

" * /2 0 ) =  ( 3 x 2) L ,=, = 3 ; t g %

2 - 3
1 + 2-3

= -=><Р2 = a rc tg - .  ▼

Задачи и упражнения для самостоятельной работы
1. Материальная точка движется прямолинейно по закону

s = 2 t4 + 3t2 — t + 4 ?  •

Найти мгновенную скорость. О т в е т : v(t) = 8f3 +  6t - 1 + 1. 5 - f t .



1. Координаты точки, движущейся вдоль оси Ох, изменяется по закону 
x(t) — -At2 + 2t + 2. Найти, в какой момент времени скорость равна 1.

Ответ-. ± .
3. Расстояние, пройденное материальной точкой за время t  (с),

s = -у?3 +2/ + 1

(s -  в метрах). Найти скорость движения данной точки в моменты времени 
t = 0;t = 1;/ = 2 с. Ответ-. 2 м/с; 2 м/с; 6 м/с.
4. Две точки движутся по прямой линии по законам:

5, = /3 -5 t2 + 17/-4 , s2 = f3 -3?.

В какой момент времени их скорости равны?

Ответ: t  = 2с (v, = Зг -10/ +17; у2 = 312 -  3).

5. Найти угловой коэффициент касательной к графику функции

У =  (х2 -х  +  Х)1

в точке с абсциссой х0 = -1. Ответ: -18.
6. Найти угол наклона, который составляет с осью абсцисс касательная к

графику функции у = в точке с абсциссой х„ = 2. Ответ: .
5х

7. Составить уравнение касательной к графику функции у -  2х2 -2 х  + 1 в
точке с абсциссой х0 = 1. Ответ: 2х -  у  -1 = 0.
8. Найти точку пересечения касательной к графику функции

/  (х) = — 8л/*-4

и оси абсцисс, если угловой коэффициент касательной к  -  -0.8.
Ответ: (-21; 0).

9. К графику функции у  = Ух в точке с абсциссой х0 = 1 проведена каса­
тельная. Найти ординату точки касательной, абсцисса которой х = 31.

Ответ: у  = 16.
10. К графику функции >> = 9.бУх + 2 проведена касательная, угловой ко­
эффициент которой равен 1.2. Найти абсциссу точки пересечения этой ка­
сательной с прямой у  = 0 . Ответ: -18.
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1!. Составить уравнения касательной и нормали к кривой у  -  х 3 + 2х  -  2 в 
точке с абсциссой х0 = 1 . Ответ: 5 х - , у - 4  = 0; х + 5 .у -6  = 0.
12. Найти углы, под которыми пересекаются линии, заданные уравнения­
ми х 2 + 2 у г = 3 и у  = х 2. Ответ: f ; f .

13. Записать уравнения касательной и нормали к кривой у  = 1п(х2 - 4 х  + 4)
в точке х0 = 1. Ответ: 2х + у - 2 = 0 ;  х - 2 у - 1 = 0 .
14. Составить уравнения касательной и нормали:

а) к параболе у - х 2 -  Ах в точке, где х  = 1;

б) к окружности х 2 + у 2 -  2х  + Ау -  3 = 0 в точках пересечения ее с 
осью Ох\

в) к кривой у  = |х3 - 1| в ее угловой точке.

Ответ: а) Уравнение касательной 2х + у  +1 = 0 ,
уравнение нормали х  -  2 у  -  7 = 0 .

б) Для точки (-1 ;0 )  соответственно х - у  + 1=0;  х + _у +1;  для точки (3; 0) 
соответственно х  + у - 3 = 0; х - у - 3 = 0 .
в) Уравнения односторонних касательных 3 х - у - 3  = 0, 3х + у - 3  = 0 и 
уравнения нормалей x + 3>>-1 = 0, х - З у - \ = 0 .
15. Найти углы, под которыми пересекаются следующие линии:

а) прямая х  + у - 4 = 0 и парабола 2 у  = 8- х 2;

б) эллипс х 2 +  4у 2 = 4 и парабола Ау = 4 -  5х2;

в) синусоида у  = s inx  и косинусоида у  = c o s x .

Ответ: a) tg a  = 1, a -  f ; tg /?  = j ,  f i -  arc tg^ ;

б) tg«, = tgcifj = -27, a, = a3 = к -  arctg27; tg«2 =0, a2 = 0;

в) t g a  = + 242.

16. Составить уравнения касательных к параболе jy = x 2 - 4 х  + 1, проходя­
щих через не лежащую на ней точку: а) <9(0; 0); б )А ( \;  1).

Ответ: а) 2х + у  = 0, 6х + у  = 0 ;

б) через точку А нельзя провести к данной параболе ни одной ка­
сательной.
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Найти углы, под которыми пересекаются данные линии, и построить 
эти линии и углы:

№ Д анные линии Ответ
17 9у = х3; х -у  = 0 f ; arctg-j

18 у = cosx; 2у = 1 arctg ~

19 у = е*; у = е>* arc tg -

20 у = sin х; у = sin 2х arctg 3; arctg у

21. На каждой из следующих кривых: а) у  = 2х3 -  9 х 2 + \ 2 х - 5 ;

б) у  = х  + 4 х

найти такие точки, где касательная параллельна оси Ох.

Ответ: а) (1; 0), (2; 1); б) таких точек нет.
22. Построить и найти углы, образуемые параболой у  — 2 х - х 2 и хордой, 
соединяющей ее точки с абсциссами 1 и 4. Ответ: arctg3, arctg—.

23. Определить угол между касательными к параболе у  = х 2 -  Зх + \ ,  про­
веденными из точки (4; 1). Построить параболу и касательные.

Ответ: arctg

2.4. П р о и зв о д н а я  с т е п е н н о й , п о к а за т е л ь н о й , п о к а з а т е л ь н о ­
ст е п е н н о й  ф у н к ц и й

Обычно путают степенную и показательную функции и совсем не 
знают степенно-показательной функции.

Функция называется степенной, если она имеет вид у  = м“ , где осно­
вание степени и— переменная величина, показатель степени а = const. 

Например, у = sin2х . Здесь и = sinx, а = 2.

Функция называется показательной, если она имеет вид у = а , где
основание а = const, (а Ф 0, а ф 1), а  показатель и -  переменная величина. 

Например, у = 2smx. Здесь а = 2, и = sin х .

Функция называется степенно-показательной , если она имеет вид
у = и , где основание и и показатель v -  переменные величины.

Например, у = (sinx)COSJt. Здесь и = sinх, v = cosx.
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П роизводная ст епенной  
ф ункции

П роизводная показат ельной  
ф ункции

(ua )’ = a - u a~x ■ u' (а")’ = а и - In а -и '

П роизводная ст епенно-показат ельной ф ункции состоит  
из суммы:

(и ) ' =  v u ’~ '- и  + и " -in u -v '

производная 

степенной функции
производная 

показательной функции

2 .5 . П р о и з в о д н а я  с л о ж н о й  ф у н к ц и и
Рассмотрим суперпозицию двух функций: у  = где y  = f ( u ) ,

и -  и (х ) . В этом случае и -  называют промеж уточным аргументом, х  -  
независим ой переменной.

Функцию, заданную в виде суперпозиции функций, называют сложной 
функцией. Таким образом, прилагательное «сложная» характеризует не 
функцию, а способ ее задания.
Теорема (о дифференцировании сложной функции). Если функция 
и = и(х) дифференцируема в  точке х  е  X, а функция у  -  f ( u )  дифферен­
цируема в соответствующей точке и ~ и (х) е  U , то сложная функция 
у  = f ( u ( x ) )  дифференцируема в точке х, причем

{ f(u (x ) ))x  = и '(х).

Последнее равенство можно записать в виде

dy dy du , , ,
—  = ---------- ИЛИ V =  V • UY.
dx du dx

Поучитесь вычленять в сложной функции основны е элемент арные 
ф ункции, которые ее составляют, и пользоваться правилом дифференци­
рования сложной функции.

Правило нахождения производной сложной функции распространяет­
ся на композицию любого конечного числа функций.

Например, если у  = / (и), и = u(v), v = v (x ),

r (  , ,  , , , , dy dy du dvт. e. если у  = f ( u (v ( x ) ) ) ,  то y x =  у  ■ и, • v, или ~  =
dx du dv dx
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П роизводная слож ной ф ункции равна  произведению  производной  
эт ой ф ункции по промеж ут очному аргумент у на  производную  
промеж уточного аргумент а по  независим ой переменной.___________

При дифференцировании можно руководствоваться следующим пра­
вилом:
1. Все функции считать сложными.
2. Научиться определять основные элементарные функции и их про­
межуточные аргументы.
3. Умножать на производную основной элементарной функции- по
промежуточному аргументу до тех пор, пока в результате дифферен­
цирования не будет получена co n s t. ______________

Порядок дифференцирования обратный порядку вычисления значе­
ния функции в точке. Вычисление значения функции начинается 
справа налево, а дифференцирование наоборот -  слева направо.
Первой дифференцируется та  основная элементарная функция, кото­
рая вычислялась бы последней -  это самое гл ав н о е !_____________ __

Ф изическая инт ерпрет ация  формулы: производная и '(х)  есть ско­
рость изменения переменной и по отношению к изменению переменной х, 
а  производная / ' ( « )  -  скорость изменения переменной у  по отношению к 
изменению переменной и. Ясно, что скорость f \ u )  изменения перемен­
ной у  по отношению к изменению переменной х  равна произведению ско­
ростей / ' ( и )  и и '(х). (Если и движется быстрее х  в к  раз, а  у  — быстрее и в
I раз, то  у  движется быстрее х  в k - t раз).

Правило нахождения производной сложной функции распространяется 
на композицию любого конечного числа функций.

Например, если у  -  / ( и ) ,  и = и(у), v = v (x ),
т. е. если у  = f ( u ( y ( x ) j ) ,  то у'х = у'и ■ и[, • v 'x.

Прежде чем приступить к решению задач, сделаем з а м е ч а н и е , кото­
рым нам неоднократно придется пользоваться:
Если функция, которую надо продифференцировать, не является сложной, 
то  мы в сводке формул для вычисления производных будем полагать, что 
и = х ,  т. е. и -  независимая переменная. Тогда и'х = 1 (производная незави­
симой переменной равна единице), и поэтому, применяя указанные фор­
мулы, умножать на и' не придется, так как такое умножение равносильно 
умножению на единицу, а, как известно, умножение на единицу не изме­
няет произведения.
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П рим ер 2.29. Функция у  =  arcsin V ln a ^  состоит из пяти основных 
элементарных функций, которые можно записать в виде цепочки простых 
функций таким образом:
Продифференцируем эту функцию по правилу

d y  _  d y  d u  d v  d w  d t  

d x  d u  d v  d w  d t  dx

Примеры решения задач

Сколько основных элементарных функций входит в сложную  
функцию столько и производных стоит в произведении справа

Продифференцируем каждую из основных элементарных функций:

d y  1 1 1 ,  1
-   ------a  1пя--

d x  л/ l - и 2 2 л /у  w  2 -Jx

Теперь подставим вместо и, v, w, t  их значения из цепочки и производная 
от сложной функции получена:

d y  1 1 1 ^ , 1
—   ----------------------------------------------а  А п а - -
dx "“ 2 Л

Так будет выглядеть результат дифференцирования без упрощения.
При дифференцировании рекомендуется сразу писать результат диф­

ференцирования без введения промежуточных аргументов. Все промежу­
точные операции следует выполнять в уме.

П ример 2.30. Найти производную функции у  =  ctg3 arccos £Г \
А  В уме: -  Функция состоит из пяти основных элементарных функций: 
степенная, котангенс, арккосинус, показательная и - х .

у ' = (ctg5 arccose ') = 3ctg2 arccose v ■ [---- ;— --| ■ —, *
I  siirarccose'V [  ф - ( е ~ ' ) 2

(-1)
▼пока -

степенной
производная: котангенса арккосинуса затель - (-*)'

функции
ная ф.
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При дифференцировании можно руководствоваться следующ им пра­
вилом:
1. В се функции считать сложными.
2. Научиться определять основные элементарные функции и их про­
межуточные аргументы.
3. Умножать на производную основной элементарной функции по
промежуточному аргументу д о  тех пор, пока в результате дифферен- 
цирования не будет получена co n st .____________________________________

П опробуйте ещ ё раз понять структуру производной сложной функ­
ции. В рассматриваемом ниже примере функция постепенно усложняется. 

Пример 2.31.

у  =  s in х, у '  =  c o sx  • 1; 

у  = sin Зх; у '  = cos3jc • 3;

у  =  s in 3 tg x 3; У  =  c o s 3 tg x 3 - 3 ----- 1—г -З х 2 ;
cos х

у  =  s in 3 tg ln 3х; У  = c o s3 tg ln 3x - 3 ------ . 31п2х  • — .
'------- -------- ' cos In х  '— v ' х

производная ' -----------. -----------'  производная ^
синуса производная степенной п р о и з -

тангенса ф ункции водная 
\п .х

Порядок дифференцирования обратный порядку вычисления значе­
ния функции в точке. Вычисление значения функции начинается 
справа налево, а дифференцирование наоборот -  слева направо.
Первой дифференцируется та основная элементарная функция, кото- 
рая вычислялась бы последней -  это самое главное!

Чтобы обратить ваше внимание на порядок дифференцирования, в 
следую щ ем  примере основные элементарные функции подчеркнуты в со ­
ответствии с их порядковым номером при дифференцировании.

Пример 2.32. Найти производную  функции у  =  е—  .

^  '  _  g a rc s in ln (4 -3 jr )_____________]_________________ 1 /  3 4  у

V  1 - 1 п 2( 4 - З х )  4 - З х  = ■

Найти производные следую щ их функций:
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А у  _ Li/^s? j _ ет/"“й --- 1------ ---- L_I . v
2-J arctg ̂  l + (f)2 2

Пример 2.34. >> = cos4arcctg2x.

▲ У  = 4 c o s3arcc tg 2 x -(-s in a rcc tg 2 x )--—  * -2 . T

~ , , d y  du
Будем считать, что вы усвоили формулу _у = —-------, знаете порядок

d u  dx
дифференцирования и сможете сами найти производную функции. Диф­
ференцируйте "в две руки", не параллельно с соседом, а затем сверьте ре­
зультаты.

Пример 2.33. у  - е̂ агс'85.

12х
Пример 2.35. у  = arctg

Зх +  4

1 (Зх + 4) • 2 -  (2х  - 1 )  • 3

, + .2 х ~1 2 2 х ~ ] (Зх +  4 )2
Зх +  4 У  З х  + 4

Пример 2.36. у  = log3(x2 -  sin Vx).

у ' = — ------  — -— t = - | 2 x - c o s V x  •—L = | .
1пЗ х -sin vx V 2 ы х )

х 2 + 4 x - s i n x 3

(х2 + 4 x - s i n x 3)2 

Пример 2.38. у  =  ln(e2' +  l)-4 a rc tg e~ '

(2x + 4 - c o s x 3 -Зх2). V

У  -е2' . 2 - — •( - ! ) •  ▼е +1 1+е
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Перед дифференцированием выгодно выражение справа упростить, 
воспользовавшись свойствами логарифмов.

Пример 2.39. у  = I n ^ j .

И вообще, если под знаком подлежащей дифференцированию лога­
рифмической функции содержится выражение, поддающееся ло­
гарифмированию (произведение, частное, степень, корень), то по- 
лезно сначала выполнить логарифмирование.__________________

Пример 2.40. у  = 5arc,s'' V“ sS'8̂  +T).

▲ у = + 0 . |п5.6arctg5 ̂ cos2 + lg0r +1).
1 1 2х

1+cos2 + lg(jc2+1) 2i/cos2 + lg(x2 +1) (jc“ +1)-1п10 

Пример 2.41. у  = sin2 x ■ sin x2.

A y' = sinx2 -2sinx-cosx + sin2jc-cosx2 ■2x. ▼

Пример 2.42. у = (ctgx2J°slx.

Напоминаем правило дифференцирования показательно-степенной 
функции.

(и”) = vuv 1 • и' + uv In и ■ v'

г _ / 2\:°s2jr-l “ 1 _V =cos2x-^ctgx ) • 2 -2jc +
sin2 л : 2

XПример 2.43. 7  = | sin—

+ (ctgjc2)00s2jr -lnctgx2 -(-sin2jt)-2 ▼

tg ( jr2 + -v/s)
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f  y g ( j r 2 +V5)-l

/  = tg(x2 +Vs)-f sin—j  ' cosf ' 2  +

2xtgf̂ +Vs) x
s i n -  - I n s in ----------- r ^ — f = l - ▼

2 )  2  co s  (x + 4 5 )

Задачи и упражнения для самостоятельной работы 
Н ай ти  п р о и зв о д н ы е  сл е д у ю щ и х  ф у н кц и й :

№ Функция Ответ

i ± f i

лЯ+ д: VcTTiy
6х

( ] -х У (х -  О

> = л/cos 4х sin 4х 
Vcos4x

^ = sin4 х + cos4 х - sin 4х

c o s  a x

1 + 2axtgax 
cos2 ax

y = 2ex sinx cos x e* cosx(3cos2x + sin2x -1)
y = x (8In x-41nx + l) 32x In x

2 x  ,  Xy= e  I n t g - e2s( ——̂ + 21ntg— 
Vsinx 2

10 у  = ln{x + 4x2 +a)
1

4 .x + a

11 у  =  ln
л/л -1

x4 +1 
x(x4 -1)

12 у  = In 1 + sinx 
1-sinx

1
cosx

13

14

у  = x(cos In x -  sin In x)

>■ =
2 +  V 4  +  55

- 2sin lnx 
5 2 v In  5 

V 4  +  5 2'
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cosx
15 у  = arcsin Vsinx 2 (̂1 —sin x)sinx

2.6. Метод логарифмического дифференцирования
Логарифмической производной функции у — f  (х) называется произ-

f ( x)водная от логарифма этой функции, т. е. (In /(х ))' = .
/О )

Если требуется продифференцировать произведение нескольких 
функций или дробь, числитель и знаменатель которой содержат произве­
дения, часто представляется выгодным обе части данного выражения сна­
чала прологарифмировать, по основанию е, а потом уже приступить к 
дифференцированию.

К этому приему удобно прибегать и при дифференцировании выра­
жений, содержащих корни из дробей.

К нему прибегают всегда, когда следует продифференцировать функ­
цию вида_у = (/(х)У(х}, т. е. когда и основание степени, и показатель сте­
пени есть функции х.

Порядок действий при логарифмическом дифференцировании
следующий:

1. Найти сначала логарифм данной функции.
2. Результат логарифмирования продифференцировать.
3. Найти у  из результата дифференцирования.

Пример 2.44. Найти производную функции у  = —— _
In Зх

▲  1. Inj> = in x-xin e  + ln(arctg4x)-21n(ln3x). (1пе = 1).

1
У х arctg 4х 1 +16х

-■4-2- 1
1пЗх Зх

_ х е х arctg 4х 
У~ In2 Зх

2  хе х arctg 4х
In Злг

1 . 4 2—  1ч--------------------------------
х  (1 + 16х )arctg4х xln3x

Пример 2.45. Найти производную функции у  = з 5 -х
Ух2 +4
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▲ i. \пу = i f  In(5 -  x) -  ^-ln(x2 + 4)

у  3 v 5 - x 5 x  + 4
•2x

5 - x

4.x + 4

З.У  = :
1 2 x .3 i J z ^ L . w

3V 5 - x  5 x 2 +  4 /  V V T  + 4 '

Пример 2.46. Найти производную функции у  = (tg7x)c'8’ .

А  С п о с о б  1, 1. Jnj> = ctg- -• ln (tg  7 х ) .

1
2 -7 U  = (tg7x)c,e’ .

3 tg 7 x  cos 7x  I

3. у ' = ( tg 7 x )c‘Si
1 ln(tg7x) 7 c tg ;

3 sin2 J tg 7 x -c o s  l x

С п о с ц б  2. Для нахождения производной ее удобно представить в виде

ctg f In(tg7jr) 1 1 1 / ♦  -7 Л ♦  *  1 1' ~г~27 ‘ о ' ,n(tg7x ) +  c tg — - ——--------- J — -■
sin |  3 3 tg 7 x  cos l x

С п о с о б  3. Для нахождения производной можно воспользоваться фор­
мулой дифференцирования степенно-показательной функции.

У  =  ctg ~  (tg 7x)ctsH • — l— ~  
3 cos l x

• 7 + (tg 7x)ct8’ ln (tg 7 x )•
1 1

2.7. Производная обратной функции
Е с л и  ф ункц ия  у  = f ( x ) д и ф ф е ре н ц и руе м а  в  [а; Ь], и м е е т  непреры вную  о б ­

р а т н у ю  ф ун кц и ю  х  = g ( y )  и У х ф  0 х  е  [а; Ь], т о  х'у т о ж е  с у щ е с т в у е т ,  и 

справедли ва  ф о р м у л а
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, 1 ,, ч 1Х =  —  или g(y) = -
у'х f'(x)

Физическая интерпретация формулы: производная g'(y) есть ско­
рость изменения переменной х по отношению к изменению переменной у, 
a f i x )  -  скорость изменения переменной у  по отношению к изменению 
переменной х. Ясно, что эти величины являются взаимно обратными.

Пример 2.47. у  = х2 + 2х + 3, вычислить х'у.
А  Найдем производную у'х = 2х + 2. На промежутках (-со; -1) и (-1;+оо) 
существует обратная функция и у'х Ф 0, поэтому можно воспользоваться

приведенной выше формулой, следовательно, если х Ф -1 х' = — '— . ▼2х + 2
Пример 2.48. х = еу -  у, вычислить у \ .

А  Найдем производную х\. = <?-’ -1 . На промежутках (-оо; 0) и (0; + оо) 
существует обратная функция и х’у Ф0. Поэтому по приведенной выше

формуле у'х = —Ц -. ▼  
еу -1

2.8. Производная функции, заданной параметрически
В геометрии и механике часто употребляется так называемый пара­

метрический способ задания уравнения кривой. Кривую можно рассмат­
ривать как множество последовательных положений движущейся точки, а 
координаты х и у  этой точки выразить в виде непрерывных функций 
вспомогательной переменной /, которая называется параметром. Плоская 
кривая в этом случае определяется двумя уравнениями: х = x(t), у = y(t) , 
причем параметр t должен изменяться в таком промежутке, чтобы при из­
менении его в этом промежутке тоска с координатами (х\у) описывала 
всю кривую или ее рассматриваемую часть. Предполагается, что каждому 
значению t соответствует только по одному значению х и у.

Уравнение х = x(f), у  = y(t) можно интерпретировать как зависи­
мость координат точки, движущейся на плоскости (х; t) , от времени t. При 
такой интерпретации график функции у = f(x )  представляет собой траек­
торию точки.

Если из уравнений х -  x(t), у  = y(t) можно исключить параметр /, то 
у  определится как явная или неявная функция х. Однако исключение па­
раметра t из уравнений

х = x(f), у  = y(t)
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является в большом числе случаев задачей трудной, а иногда и просто не­
разрешимой.

Проведение касательных 
к линиям, уравнения которых заданы параметрически 

Порядок действий:
1. Записать уравнение касательной в виде: у  -  у0 = у'(М0)(х -  х0).

2. Найти у ': у' =
х{1)

3. Вычислить У(М0): для этого надо найти значение /, соответствующее

координатам х0, у0. Подставить в уравнение у\ = координаты точки
х '( 0

М0 и найти соответствующее t.
4. Записать уравнение касательной.

„  х = 8г2 -  7 ]
Пример 2.49. Исключить параметр t из уравнений \ и оп-

у = Ш2+А)
ределить линию, определяемую полученным уравнением.
▲  Из первого уравнения определим t2 в зависимости отх и подставим это 
значение t2 во второе уравнение

t2= ^ l

х + 7у — 16--------h 4
8

=> у  = 2х +18.

Линия, определяемая этим уравнением -  прямая. Значит, заданное урав­
нение определяет прямую линию. ▼

Пример 2.50. Даны уравнения движения точки: х = 5t2, y = 3t. Опре­
делить траекторию точки.
▲  Исключим из уравнений параметр /. Найдем из второго уравнения / и 
подставим найденное значение в первое уравнение



траектория -  парабола. Заданные уравнения -  параметрические уравнения 
параболы. ▼

Пример 2.51. Кривая задана параметрическими уравнениями:

b
Обе части каждого из этих уравнений возведем в квадрат и почленно 

сложим

кривая -  эллипс. Итак, заданные уравнения -  уравнения эллипса в пара­
метрической форме. Когда параметр t изменяется на отрезке [0; 2п\, точка 
на эллипсе описывает всю кривую. ▼

Пример 2.52 (для самостоятельного решения). Исключить параметр t 
из уравнений и определить вид кривой:

Ответ: а) Кривая -  эллипс, определяемый уравнением х2 +4у 2 -36  = 0.
б) Кривая -  окружность х2 + у 2 = 16.
в) Кривая -  окружность х2 + у 2 =9.
г) Кривая -  окружность х2 + (у -  4)2 = 9

Если функция у  = f(x )  задана параметрически, т.е. система уравнений

х—  = cos' t
а

* = x(t), у = y(t), t е [а; /?],
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г д е  ф у н к ц и и  x ( t ) ,  y ( t ) д и ф ф е р е н ц и р у е м ы  и  х ',  Ф  0, о п р е д е л я е т  у  к а к  н е ­

п р е р ы в н у ю  ф у н к ц и ю  о т  х ,  т о  п р о и з в о д н а я  у 'х с у щ е с т в у е т  и  в ы ч и с л я е т с я  

п о  ф о р м у л е

Общее правило: производная от параметрически заданной вели­
чины у по независимой переменной х  равна отношению производ- 
ных от у и от х, взятых по параметру t.

Пример 2.53. В ы ч и сл и т ь  у 'х , есл и  х  =  a  c o s t ,  у  = fcsin /, t  е  R .

А  Н ах о д и м  п р о и зв о д н ы е  х', и у х) =  - a s i n f ,  у \  =  b c o s t .

П о д став л я я  п о л у ч ен н ы е  вы р аж ен и я  в ф о р м у л у , п олуч аем

Пример 2.54. В ы ч и сл и т ь  у 'х при  /  =  О, е сл и  х  =  s in f ,  у  = a ' ,  t e R .  

А  П о  ф о р м у л е  и м еем

b o o s t
l y

— ctg t  ( t  Ф  к ж ,  к  e  Z ) . ▼
- a s i r U a

П о д став л я я  в эт о  р а в е н с тв о  t  = 0 ,  н ах о ди м

Пример 2.55. Д л я  ф у н к ц и и , за д а н н о й  п ар ам етр и ч еск и ,

х  =  k s i n t  +  s m k t  1

7  =  £ c o s f  +  cosA /J

н ай ти  . К ак о в  гео м етр и ч еск и й  см ы с л  р е зу л ьтата?
1=0

▲ Н ах о д и м  п р о и зв о д н ы е  о т  х  и о т  у  по п а р ам е тр у  t

—  =  к  c o s t  +  к  c o s k t ;  —  = - k s i n t  -  k s i n k t . 

d t  d t
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И с к о м ая  п р о и зв о д н а я  о т  у  п о  х  н ах о д и тся  к ак  о т н о ш е н и е  п р о и зв о д н ы х  о т  
у  и  о т  х  п о ? :

d y  t  + k t t - k t

<fy_ _ dt_ =  £(sin/ + sinfo) = Sm —2  cos 2  = tgk + l t
d x  d x  k ( c o s t  + c o s k t )  2 c o s ? - - c o s /  ^  2

d t  2  2

f  dy
Е сли  t = 0 ,  т о  п о л у ч и м  I ™

k  + l = 0.
1=0

Согласно геометрическому значению производной в точке (0;& + 1), 
где t = 0 , касательная к графику данной функции параллельна оси Ох. ▼ 

Пример 2.56 . Составить уравнения касательной и нормали к циклои­
де х  =  /  -  sin t, у  =  1 -  c o s t  в точке, где t = f .

А  Подставляя в уравнение циклоиды ta = ~ ,  находим координаты точки 

касания:

*о = * (fo ) =  ( ' - s i n o | , = ; = f - s i n f  =  f  — 1;

Уо =  Ж )  = (1 -  c o s /) |,=;. =  1 -  c o s f  =  1.

Затем определяем производную  от >> по х  из уравнений циклоиды, как 
от функции, заданной параметрически

, Ч  sin? 2 s in 4 c o s i  , t

у  ~ 1 - c o s t ~ 2 s in 2 |  ~  C S 2 ’

и вычисляем ее  значение для точки касания у'0 =  y ( f  ) =  (c tg ~ ) |(=„ =  1. 

Подставляя х0, у 0 и у'0 в уравнения

У  ~ У о  = У о (х  ~ х оЪ У  ~ Уо  = — т ( х ~ х о) >
Л

получим уравнение касательной 2 х - 2 у - л  + 4  = 0 и уравнение нормали 
2х + 2у  -  л  — 0 . ▼

Пример 2 .57 . В каких точках кривой х = t  - 1, у = /3 —12/ + 1 касатель­
ная параллельна: а) оси Ох; б) прямой 9х + у + 3=0?
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А Используем здесь условие параллельности прямых, которое заключает­
ся в равенстве их угловых коэффициентов.

Найдем производную от у  по х из уравнений кривой:

Эта производная представляет угловой коэффициент касательной к 
данной кривой в любой ее точке.

а) Приравнивая у' угловому коэффициенту оси Ох, который равен 
нулю, получим

3f2 -12 = 0 => f2 -4  = 0 => (/ + 2)(t -  2) = 0 => (7, = -2) v (t2 =2).

Подставляя эти значения параметра t в данные уравнения кривой, 
найдем координаты тех ее точек, где касательная параллельна оси Ох:

г ,= - 2
X, = x(tt ) = ( t - 1)|,=_2 = -2 -1 = -3;

Ух = КА) = (t2 ~ 12t + 1)|,=_2 = (-2)3 -1 2(-2) + 1 = 17; (-3; 17)

t2= 2
x2-x (t2) = ( t - 1)|,=2 = 2 — 1 = 1;
у2 = y(t2) = ( / 3 - \2t + 1)|,=2 = 2 3 -12■  2 +1 = -15; (1; - 1 5 )

б) Приравнивая у' угловому коэффициенту данной прямой линии, 
который равен -9, получим

З?2 -12 = -9 => - 1 = 0 => (£ + 1)(?-1) = 0 => (Г, = —1) v (/2 = 1).

По найденным значениям параметра 1 из уравнений кривой определя­
ем координаты искомых точек, где касательная к кривой параллельна дан­
ной прямой: (-2; 12), (0; —10). Т

Задачи и упражнения для самостоятельной работы 
Вычислить производную у 'х  для функции, заданной параметрически:

Ответ: —.
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x = acos /,
2 . \  t e R .

[.y = 6sin2/,
1

О т в е т : ---- .
a

3.
x  = arccos

у  = arcsin
l

te R .

. 1,/>0,
Ответ: У ~ i j q не существует, если / = 0.

= a{\ - c o s t ) ,
_ sin t  , _ t N

Ответ : ---------- (/ *  2ях:).
1 -  cos;

5.
x  =  a^Intg— +  c o s t  -  s in / 

у  -  a (s in / -  c o s t)

71
Ответ: Xgt \ t Ф — + кя  \.

h e  = / c o s / ,
6. < te R .

[ j ;  =  /(1  — s i n / )
Ответ:

c o s /- /s in /
1 —s in /- /c o s /

7. Вычислить —  при / = 1, если 
dx

x  = /sin /,
In/ t e R .y=—>

n  dy  1 - ln /  dy
Ответ:  —  = -т-----------,

dx t  (1 + ln/) dx
= 1.

о d <fy л  x = e cost,8. Вычислить - f  - при / = —, если 1 t e R .
dx  4  [_y =  e ' s i n / ,

_ dy  c o s /+ sin/ dy
Ответ:  —  = -------------- , —

dx c o s /- s in /  dx
■CO.
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2.9. Производная функции, заданной неявно
Ф у н к ц и ю  н а зы в аю т  заданной неявно у р авн ен и ем  F ( x ; у) =  0  (неяв­

ной функцией), е сл и  к а ж д о е  зн ач ен и е  а р гу м е н та  х  и с о о тв е тс тв у ю щ ее  ем у  
зн ач ен и е  ф у н к ц и и  у  я в л я ю тс я  р е ш е н и е м  д а н н о го  у р авн ен и я .

Е сл и  у р а в н ен и е  F (x ;  у )  = 0  з а д а е т  у  как  н ея в н у ю  ф у н к ц и ю  а р гу м ен та  

х, т . е . у  = у ( х ) ,  т о  при  н а х о ж д ен и и  п р о и зво д н о й  этой  ф у н к ц и и  д и ф ф е ­
р е н ц и р у ю т  о б е  ч асти  д а н н о г о  у р а в н ен и я  по  х  и п о л у ч аю т  у р авн ен и е  о т н о ­
с и тел ьн о  у ' . З атем  и з э т о го  у р а в н ен и я  н ах о д ят  у ' .

Проведение касательной 
к линии, уравнение которой задано неявно 

Е сли  у  =  / ( х ) , т о  у р а в н е н и е  к асател ьн о й  в то ч к е  М 0(х 0; у 0) и м еет  

в и д  у - у 0 = у '( х 0) ( х - х 0).

Е сли  ф у н к ц и я  з а д а н а  н еявн о , т о  касател ьн ая  и м еет  то  ж е  сам о е  у р а в ­
н ен и е , то л ь к о  п р о и зв о д н а я  н ах о д и тся  по п р ав и л у  д и ф ф ер ен ц и р о в ан и я  н е ­
яв н о й  ф у н к ц и и  и в ы ч и с л ен и я  в т о ч к е  М 0(х0; у 0).

Порядок действий:
1. З ап и сать  у р а в н е н и е  к ас а те л ьн о й  в виде: у - у 0 = у ' ( М 0) ( х - х 0) .
2 . Н ай ти  у '  по  п р а в и л у  д и ф ф е р ен ц и р о в ан и я  н ея в н о й  ф у н к ц и и  и в ы ч и с ­

л и т ь  У ( М 0) ,  п о д ст ав и в  в  у '  в м ес то  х  и у  к о о р ди н аты  то ч к и  М 0.

3 . З ап и сать  у р а в н ен и е  к ас а те л ьн о й .

Задачи и упражнения для самостоятельной работы 
Н айти  п р о и зв о д н у ю  н ея в н о й  ф у н к ц и и :

Пример 2.58. х 2 + у 2 -  а 2 =  0 .

А  С ч и тая  у  ф у н к ц и ей  о т  х  и д и ф ф е р ен ц и р у я  у  к ак  с л о ж н у ю  ф у н к ц и ю , п о ­

л у ч и м  ( х 2 +  у 2 -  а 2) ' =  0 , 2 х  +  2 у у  = 0 ,  о т к у д а  У  =  . ▼
У

Пример 2.59. arctg.)/ -  у  + х  = 0.
А  Д и ф ф е р ен ц и р у е м  р а в е н с тв о  по х , сч и тая  у  ф у н к ц и ей  о т х :

-  У  _ у  +1 = о ,о т к у д а  у  =  . i t . i L . у  
1 + у  у '

Пример 2.60. а* -  е*~у = 0.

A  a*  In а  -  е  '~у (1 -  у ’) =  0 ,  о т к у д а
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Пример 2.61. еу = х х*у.
А В  п р а в о й  ч а с ти  р а в е н с т в а  п е р е м е н н ы м и  я в л я ю тс я  и о с н о в а н и е  с те п е н и  
х, и п о к а за те л ь  с те п е н и  х +  у ,  а  п о т о м у  зд е с ь  с л е д у е т  с н а ч а л а  п р о л о г а ­

р и ф м и р о в а т ь  о б е  ч а с ти  р а в е н с т в а , а  за те м  у ж е  д и ф ф е р е н ц и р о в а т ь .
П о с л е  л о га р и ф м и р о в а н и я  с  у ч е т о м  т о го , ч то  \пе  = \ ,  п о л у ч ае м  

у  = (х  + у )  In х . О т с ю д а

у ' = ( \ + у ' ) \ п х  + (х + у ) —.
X

Р а с к р ы в а я  с к о б к и , и м еем

у  = In X + у  In X + (х  + у )  — => У -  У  In X = In X + (х +  у) — =>
X X

, .1 , xlnx + x + vy (l- ln x ) = lnx + (x + ^ )-= > j; = — —- —  
х  х ( 1 - 1 п х )

и  о к о н ч а т е л ь н о :

x(lnx + l) + j; у  
x ( l - l n x )

Н а й т и  п р о и зв о д н у ю  за д а н н о й  ф у н к ц и и  и  в ы ч и с л и т ь  е е  зн а ч е н и е  в 
у к а з а н н о й  т о ч к е

П ример2.62. ех~2 + х у - З у - 2  = 0, х  =  2.
j f » 2

А ех~2 + ху' + у  -  З У  = 0 .  И з  э т о го  р а в е н с т в а  о п р е д е л я ем  у  = ---------- —.
3 - х

П о д с т а в л я я  д а н н о е  п о  у с л о в и ю  зн а ч е н и е  х  =  2 в и с х о д н о е  у р а в н е н и е , 
н а й д е м  с о о т в е т с т в у ю щ е е  зн а ч е н и е

(ех~2 + х у - З у - 2  =  0)|^_2 =>е° + 2 у - З у - 2  = 0=> у  = ~ \ .

И с к о м о е  ч а с тн о е  зн а ч е н и е  п р о и зв о д н о й  у'  п р и  х = 2 б у д ет



П р и м е р  2 .6 3 . х 2 + у 2 - 4 x - 1 0 j y  +  4  =  0, х  =  6 .  Каков геометрический 
смысл решения этой задачи?
▲ Дифференцируя по х, получим 2 х  + 2 у у ' -  4  - 1 0 /  =  0 . Отсюда имеем

Подставляя заданное значение х  = 6 в исходное уравнение, найдем 
два соответствующих ему значения^:

Геометрически, в прямоугольной системе координат, заданное в у с ­
ловии задачи уравнение определяет окружность, у  которой абсциссу х  = 6 

имеют две точки: (6; 2) и (6; 8). Найденные значения производной пред­
ставляют угловые коэффициенты касательных к этой окружности в той и 
другой точке (рис. 1.8). ▼

( х 2 + y 2 - 4 x - \ Q y  + 4'= 0)| 1=6,

36  + у 2 —2 4 - 1 0 у  + 4  = 0=> у 2 - Ю у  + 16 = 0=> у, = 2 v у ,  = 6 .

Поэтому и производная у '  при х  = 6 имеет два значения:

У Ч

О 2 / 6  

Рис. 1.8

JC
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Пример 2.64. Составить уравнение касательной и нормали к окруж­
ности х2 + у 2 — 2х + 4у -  3 = 0 в точках пересечения ее с осью Ох.
▲  Решая совместно заданное уравнение окружности и уравнение оси Ох, 
у = 0, находим точки их пересечения:

х2 + у 2 -  2х + 4у -  3 = 0, 1х2-2 х -3  = 0, fx ,= - lv x ,= 3 ,
у = о, ° Ь  = о,

А (-1; 0), 5(3; 0) рис. 1.9.
Дифференцируя по х уравнение окружности 2х + -2  + 4 /  = 0, нахо­

дим производную у  = I — X

у'(А) =

2 + у  

1 -х '

и вычислим ее значение для точек А и В:

2 + у = ! ; / ( £ )  =
x = - l .  v= 0

1 -X
2 + у

= -1.
х= 3, у = 0

Подставляя в общее уравнения касательной и нормали, получим ис­
комые уравнения:

для точки А соответственно х -  j; +1 = 0 и х + у + 1=0; 
для точки В х + у — 3=0 и х -  j  -  3 = 0. ▼

Пример 2.65. Найти углы, под которыми пересекаются следующие 
линии: эллипс х2 + 4у 2 = 4 и парабола 4у = 4 -  5х2.
А Решая совместно уравнения кривых, находим их общие точки:



Ь  _ 4 - 4 у  Г , ....4 - 4 у
5 ’ 5 ’

[ 5 / - ^ - 4  = 0, U  = - 0 . 8 v j 2 =1

Л( 1 .2 ; -0 .8 ) ,  fi(0; 1), С ( - 1 .2 ; - 0 .8 ) ,р и с .  1.10.

.F*
■В

■а-"'
С '

Рис. 1.10

Затем определяем угловые коэффициенты и касательных в любой  
точке эллипса и параболы как производные от у  по х из их уравнений

2 х  + 8уу ' = 0, У  = - £ ,  к 3 = —^ \  4У  =  -Ю х, У  = - § х ,  кп = - | х .

Подставляя координаты точки Л, получим

^  — (~~ 4j)|j:=1.2;y=-0.8 — 8 И — (— ? * ) |*=1.2;>=-0.8 — _3 -

Следовательно, в точке Л: tg <р =  —-—  ̂ = -2 7 ; ю = л  -  arctg27 .
1 +  3 .  ( _ 3 )  !  - 1

П од таким ж е углом кривые пересекаются и в точке С  вследствие их 
симметричности относительно оси Оу.

В точке В  имеем: к э = к п =  0 , следовательно, в точке В  кривые имеют  
общ ую  касательную, т.е. касаются друг друга. В этой точке угол между  
кривыми равен нулю. ▼

Пример 2.66. Точка движется по кубической параболе, 12у  = х*. Ка­
кая из ее координат изменяется быстрее?
▲ Считая в уравнении параболы у  сложной функцией от времени t, полу­
чим 1 2 f  =  3x2f .

Отсюда найдем отношение скоростей изменения ординаты и абсцис­
сы- ± - < Ь - lv-2 
С Ы - d f  d, 4Х ■
Если |х| < 2 , то это отношение будет меньше единицы, если |х| = 2 -  равно 

единице и если |х| >  2 оно будет больше единицы. Следовательно,
1) если -  2 < х < 2 , то ордината изменяется медленнее абсциссы;
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2) если х = ±2, то скорости изменения абсциссы и ординаты одинаковы;
3) если х < -2 и х > 2, то ордината изменяется быстрее абсциссы. Т

Задачи и упражнения для самостоятельной работы
Вычислить производные функций, заданных неявно:

№ Ф у н к ц и я О т в е т

1 + II Ь2х

а 2у

2 i и Ъ2х

а-у

3 х J + у 3 = <35 >(у
Ь

4 arctg(x + >>) = * (х+ у)2

5 ЛГ3 + у г -3аху = 0

1 
1

6 еу = х + у
1

еу

7 arctg— = In -Jx2 + у 1
X

х + у  

х - у

8 ех sin у  -  е~у cos х = 0
ех sin у  + е~у sin х 

еЛ cosy+  e~r cosx

9 lfy= < fx
y (x+ y ln y )  

x(y + xln х)

10. Вычислить у\ в точке М(1;1), если у 2 = х + 1п—.

1- 1
Ответ: у ' = ------— , у '(М ) = 0 .

2 У - - у

11. Вычислить у'х при х = 0 , если еу +ху = е  и j (0 )  = 1.

Ответ: у ' = ■ ?  , У (0) = —
еу +х е

12. Найти У  при у  = 0, если x c o s .y -s in ,y  + sm2.y = 1. О т в е т :-1.

13. Найти уравнения касательных и нормалей к гиперболе >>2 -  2х2 =1 в 
точках, где х = 2 .

Ответ: 4 x - 3 > ’ +  l = 0,3:>c +  4j>-18 = 0; 4x  +  3 j  + 1 = 0 ,З х -4 _ у -1 8  =  0 .
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14. Найти углы, под которыми пересекаются данные линии:

х 2 — у 2 = 6, х 2 + 4 у г = 1 6 . О т в е т :  f .

15. На окружности х 2 + у 2 = 25 найти точки, где касательная параллельна 
прямой Зх + 4 у - 1 2  = 0 .  Построить окружность, прямую и касательные.

О т в е т :  (3; 4), (-3 ; -  4 ) .

16. На кривой х 2 +  3у 2 - 2 х  + 6 у - 8  = 0 найти такие точки, где касательная
параллельна оси О х. О т в е т :  (1; - 3 ) .

Вопросы для самопроверки
1. Что называется приращением функции y  = f { x )  в точке х0?

2. От какого аргумента зависит разностное отношение |£ ?  Какова область 

определения функции Ц ?

3. Дайте определение производной функции y  = f ( x )  в точке х 0.

4 .  Пользуясь определением производной, выведите формулы для произ­
водных функций х "  (и  -  натуральное число), s in x , c o sx , In x , а х .

5. Каков физический смысл производной функции у  =  / ( х )  в точке х0?
6. Каков геометрический смысл производной функции y  = f ( x )  в точке 
х0? Дайте определение касательной к графику функции y  = f ( x )  в точке 
(*Ы/( * > ) )  и напишите уравнение касательной.
7. Когда говорят, что функция имеет в точке х0 бесконечную производ­
ную? Приведите пример функции, график которой имеет в некоторой точ­
ке вертикальную касательную.
8. Что такое односторонние производные функции в точке? Какова связь 
меж ду односторонними производными и производной функции в точке? 
Приведите пример функции, у  которой существуют односторонние произ­
водные в некоторой точке, но не сущ ествует производная в этой точке.
9. Выведите формулы для производных суммы, разности, произведения и 
частного двух функций. Используя их, выведите формулы для производ­
ных функций tg x ,  c tg x .
10. Сформулируйте теорему о производной обратной функции. Какова 
физическая интерпретация формулы для производной обратной функции? 
Пользуясь этой формулой, выведите формулы для производных обратных 
тригонометрических функций.
11. Что называется сложной функцией?
12. Как сложную функцию записать в виде цепочки простых функций?
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13. С ф о р м у л и р у й т е  т е о р е м у  о  п р о и зв о д н о й  с л о ж н о й  ф у н к ц и и . К а к о в а  ф и ­
зи ч е с к а я  и н т е р п р е т а ц и я  ф о р м у л ы  д л я  п р о и зв о д н о й  с л о ж н о й  ф у н к ц и и ?
14. З а п и ш и т е  п р а в и л о  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  с л о ж н о й  ф у н к ц и и .
15. К а к о в  п о р я д о к  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  с л о ж н о й  ф у н к ц и и ?
16. В  ч ем  с о с т о и т  м е т о д  л о га р и ф м и ч е с к о г о  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я ?
17. Ч т о  т а к о е  п а р а м е т р и ч е с к о е  за д а н и е  ф у н к ц и и ?
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3. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИИ 
Основные теоретические сведения

3.1. Дифференцируемость функции

Определение. Ф у н к ц и я  у  =  / ( х )  н азы в ается  дифференцируемой в 
точке х е ( а ; Ь ) ,  е сл и  п р и р ащ ен и е  ф у н к ц и и  А у  = / ( х  +  А х ) -  f ( x ) ,  о т ­

в еч аю щ е е  п р и р ащ ен и ю  А х  а р гу м ен та , м о ж н о  п р ед став и ть  в  виде

Ау =  А  А х  +  а (  А х )  А х ,

гд е  А  -  н е к о то р о е  чи сл о , ко то р о е  не  за в и с и т  о т  п р и р ащ ен и я  а р гу м е н ­
т а  А х  (н о , в о о б щ е  го во р я , зав и си т  о т  х), а  а ( А х )  —» 0 при Дх —» 0 .

Д л я  т о г о  ч т о б ы  ф ункц ия  бы л а  д и ф ф е ре н ц и руе м а  в т о ч к е  х, н е обх о ­

д и м о  и  д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  существовала конечная  производная

у'(х) = А.

Определение. Г л авн ая  ч а с ть  п р и р ащ ен и я  ААх (л и н ей н ая  о тн о си ^ ] 
т е л ь н о  А х ) н азы в ается  дифференциалом функции.________  I

Обозначение: d y  ил и  d f ( x ) .

П о  о п р е д е л ен и ю  dx  = А х .

У ч и ты в а я , что  A  = f ' ( x ) ,  д и ф ф е р ен ц и а л  ф у н к ц и и  м о ж н о  зап и сать  
с л е д у ю щ и м  о б р а зо м :

dy  =  y '(x )d x  ил и  d y  =  f ' ( x ) d x .

Д л я  в ся к о й  д а н н о й  ф у н к ц и и  у  =  / ( х )  п р о и зво д н ая  у '  за в и с и т  то л ь к о  

о т  о д н о й  п е р ем е н н о й  х ,  т о г д а  как  ее  д и ф ф е р ен ц и а л  d y  за в и с и т  о т  д в у х  н е­

за в и с и м ы х  д р у г  о т  д р у г а  п ер ем ен н ы х : х  и  А х.

Чтобы найти дифференциал какой-либо функции, надо
1. найти производную этой функции;
2. умножить ее на дифференциал независимой переменной.______

3.2. Геометрический и физический смысл дифференциала
Г е о м е тр и ч е с к и  д и ф ф ер ен ц и ал  и н тер п р ети р у ется  к ак  п р и р ащ ен и е  N Q  

о р д и н ат ы  к ас а те л ьн о й  к к р и во й  у  = / ( х )  в  т о ч к е  М 0(х0; / ( х 0)) (р и с . 3 .1 ). 
З д е с ь
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P N  = Ay — f ( x 0 + Ax) -  / ( x 0) -  приращение ординаты кривой, 

N Q  =  tga ■ Ax = y'dx -d y  -  дифференциал функции.

Если x  — время, а у  =  f ( x )  — координата точки на прямой в момент х , 

то дифференциал d y  -  f ' ( x ) A x  равен том у изменению координаты, кото­
рое получила бы точка за время А х, если бы скорость точки на отрезке 
времени [х0; х0 +  Дх] была постоянной и равной / ' ( х 0) .  Изменение скоро­
сти на этом отрезке приводит к тому, что, вообщ е говоря, A y * d y .

Однако на малых промежутках времени Дх изменение скорости не­
значительно и A y  «  d y  =  / ' ( х 0)Д х .

3.3. Инвариантность формы первого дифференциала
Дифференциал обладает свойством и н в а р и а н т н о с т и  ф о р м ы ,  т.е. для 

диф ф еренцируемой сложной функции у  =  / ( м ) ,  где и  = и (х ) ,  форма диф ­
ференциала сохраняется в виде d y  = f ' ( u ) d u . Отметим, что здесь d u  озна­
чает не произвольное приращение Дм, а дифференциал функции и  =  и (х) 
как функции о т х .
3.4. Использование дифференциала 

для приближенных вычислений
Если Ах мало, то с точностью д о  бесконечно малых величин более  

высокого порядка, чем Д х , имеет место приближенная формула

A y  я  dy, f ( x  + A x ) - f ( x ) ~  / ' (х )Д х  или / ( х  +  А х )  ~ f ' ( x ) A x  +  / ( х ) .

В частности, если независимая переменная х  определяется с абсолютной  
погреш ностью А* = |Д х |, то в качестве абсолю тной погрешности Д^ диф ­

ференцируемой функции у  = / ( х )  мож но принять \dy\, т.е.

д,»ИИ=!У|л,-

Относительная погрешность 8  функции у  =  / ( х )  равна
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d y —У

У У
д..

П р и м е р ы  р е ш е н и я  з а д а ч  

Пример 3.1. Найти дифференциалы функций:

х  3
а) у  = х 3 - 3 х ; б) у  = c o s— + sin —;

3 х

в) у  = ln(l + е '0х) + arcctge5*, вы ч и сл и ть  ф |^ =0,л=о

А  Находим производную данной функции и, умножая ее на дифференци­
ал независимой переменной, получим дифференциал данной функции:

а) d y  =  y 'd x  =  (х 3 -  3X)'dx  = (Зх2 -  3х In 3 ) d x ;

Г

б) d y  = d\ cos — + sin — I =  f cos —+ sin —I d x  =
1 3  x  I 3 x j

r t \
. x  ( x )  3 ( 3-sin — - — + cos — —

3 v.3у x  \ x
V ' У

d x - - 1 - s i n — +  Д -co s— | dx .
3 3 x 2

( (l+eIOxy (е*)'
dx  =

чО 
! 

0V

5eSx )
[  l + e l0x 1 + eWx J  + eWx 1 + eWx Jв) d y  =

Полагая x  =  0 и d x  = 0 .1 , получим

ĵx-O.d̂ O.

J 5e5x(2 e5x - 1 )  j
* ■  i w  * •

\ + e
_  5e°(2e° - 1 )  

*=o,i&=o.i l + e°
•0.1 =  0 .2 5 . T

Пример 3.2. Найти приращение и дифференциал функции у  =  Зх2 +  х  

в точке х  = 1 при Дх = 0 .1 . Вычислить абсолютную и относительную по­
грешности, которые допускаются при замене приращения функции ее 
дифференциалом.
А  Найдем приращение и дифференциал функции:

Ду = (3(х + Дх)2 +  х  + Д х )-  (Зх2 + х) =

= 6хДх +  3(Лх) + Д х  = (6х  + 1)Дх + ЗД х-Дх.
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Тогда d y  =  (6jc +  1)Дх. Вычислим Ау и d y  в точке х  =  1 при А х  ~ 0.1:

Ау JT=1Ддг=0.1
= ((6x + l)Ax + 3(Ax)2]L=l

= (6 -1 + 1 )-0 .1  +  3(0 .1)2 = 7 - 0 .1 +  3-0 .01  = 0 .7 3 ;

d y t=1 = ((6х + 1)Дх) х-\
дх=о.1

= (6-1 + 1 ) 0 .1  = 0 .7 .

Абсолютная погрешность |Ду ~  dy\ = |0.73 -  0.7| = 0 .0 3 , относительная

погрешность
A y  -  d y

А у

0.03 
0.73 '

• 0 .04  . ▼

П рим ер 3 .3 . Вычислить значение дифференциала функции 
у  = х 2 + 2 х ,  когда х  изменяется от 1 до  1.1.
▲ Прежде всего, находим общ ее выражение для дифференциала этой 
функции:

d y  =  (х 3 +  2 x ) 'd x  =  (Зх2 + 2 ) d x .

Подставляя значения х  =  1, d x  = А х  = \. 1 - 1 = 0 .1  в последню ю  форму­
лу, получаем искомое значение дифференциала:

d y (=1 =  ( 3 - 12 + 2 )0 .1  = 5 -0 .1  = 0 .5 .  ▼

П ри м ер 3.4. Вычислить приближенное значение: у  = е' * при 
х = 1.05.

Если требуется вычислить / ( х , )  и если проще вычислить / ( х 0) и 
f ( x 0) ,  то при достаточно малой по абсолютной величине разности  
х, — х0 =  А х  =  d x  можно заменить приращение функции ее диф ф ерен­
циалом / ( * , ) - / ( х 0) «  f ( x 0)d x  и отсю да найти приближенное значе­
ние искомой величины по формуле / ( х , ) »  / ( х 0) + f ' ( x 0)d x .

▲ В нашей задаче х 0 =  1, Дх =  d x  =  1.05 - 1  = 0 .0 5 . Вычисляем

л  1 ) 4 ,- ' , ) „ 1=*,- , =1,
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dy = {e' *'^dx = e' x (-2 x)dx; dy = (-2-l-e‘ |2)-0.05 =-0.1.
At=0.05

Тогда _y(l.05)» 1 -0.1 =0.9. ▼
Пример 3.5. Вычислить приближенное значение:

а) УТ7; б) arctg0.98; в) sin 29°.

А а) Будем рассматривать УГ7 как частное значение функции f(x ) = Vx 
при х = 17 = х,. Пусть х0 =16, тогда /(х 0) = УГб =2,

f  (Хо) = 4 х 4|х=|6 = 4Ц̂Т = 32’ dx = х, — х0 = 1.

Подставляя в формулу, получаем

Vl7 -  /(х 0) + f \ x 0)dx = 2 + j-2 • 1 = §  * 2.031.

б) Пусть arctg0.98 есть частное значение функции у  = arctgх 
при х = 0.98 = х,.

Пусть х0 =1, тогда у(х0) = arctg xj,.„, = arctgl = f ,

У(хо) = ■ = —, dx = х, -  х0 = 0.98 -1 = -0.02.
21 + х

П о л ь зу я сь  ф о р м у л о й , найдем

arctg0.98 »  у ( х 0) + y ( x 0)dx  = f  + ^ ( -0 .0 2 )«  0.7754.

в) Полагая, что sin 29” есть частное значение функции у  = sin х при 

х = т§5 • 29 = х, и что x0 = Tfr 30 =  f ,  получим

у ( х а) = s in f  =  У (х 0) = co sx |j=, = ;

Лу  v    v    29 л- _  n_    я- .
и л  Л ,  Л 0  —  , g0 6  —  l S 0 ,

sin 29” «  K x 0) +  y ( x 0) ^  = i  + # ( - ^ ) «  0 .4848. ▼

Пример 3.6. Найти d y ,  если у г -  у  — 6 х 2.
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А  Воспользовавшись свойством инвариантности формы дифференциала, 
найдем

d (У  — у )  = d (6 х 2), 3y2dy — dy = 12xdx или dy(3y2 - 1) =  12xdx.

_ , 12xa!x _
О тсю да d y  =  — 2—  •

П р и м ер  3 .7 . Насколько изменится объем шара, если его радиус изме­
нится на величину A R .  С какой относительной погрешностью допустимо  
измерить радиус шара, чтобы объем его можно было определить с точно­
стью до  одного процента.
▲ О бъем шара V ( R )  =  |  лМ 3.

При изменении радиуса на ДR  его объем изменится на величину

Относительная погрешность при определении объема шара равна

d V 4яЯ2ДЛ d R

V |я Я ’
•— j

R

где S R =  |^ | -  относительная погрешность при измерении радиуса шара. 

Следовательно, S n =  ^<5,.. Если Sv = 1 % ,т о  находим SR = 0 .3 3 % . ▼
П ри м ер  3 .8 . Вычислить приращение стороны куба, если известно, что 

его объем увеличился от 27 д о  27.1 м3.
А  Если х — объем  куба, то его сторона у  = У х.

По условию  задачи х = 27, Дх = 27.1 -  27 = 0 .1.
Т огда приращение стороны куба

Задачи и упражнения для самостоятельной работы
1. Вычислить приращение и дифференциал функции:

а) у  =  х 3 -  1 х 2 +  8 в точке х0;

3 / - 1

д  v  *  d v  =  V 'd R  =  4 7tR2& R .

•0.1 =

ъЧтп2
•0 .1 =  —  « 0 .0 0 3 7 м .  ▼ 

27
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б) у  =  х 2 + 2 х  +  3 в т о ч к е  х  =  1 при  А х  =  0 .2 .

О т в е т :  а ) Ду =  (З х 2 - 1 4х )Д х  +  ((Зх -  7 )Дх +  (Д х )2 )Д х , 

d y  =  (З х 2 - 1 4х)о!х;

б ) Ду .(=!
Дх=0.2

=  0 .84 , d y  x=i = 0 .8 .

2. Вычислить приращение и дифференциал функции у  =  х 3 - х  в точке 
х  = 2 при: а) Дх =  0 .01, б) Дх =  0.1. Найти абсолютную и относительную  
погрешности, которые допускаются при замене приращения функции ее 
дифференциалом.

Ответ: Ду  =  (Зх2 -  1)Дх + Зх(Дх)2 +  (Дх)3, d y  = (Зх2 -  \ ) d x ,

а) Ду =  0.110601, d y  = 0.11; |Ду -  dy\ = 0.000601, ] ^ [  = 0.0055;

б) Ду =  1.161, ф  = 1.1; IАу -  =  0.061, | ^ |  = 0.0526.

3. Найти дифференциалы заданных функций:

а) у  = х  1 п х - х ; б )  j; = a r c s in ^ ;  в) ^ = a rc tg ^ ;

г) у  = ln(l +  e IOjc) +  a rc tg e Sjf;

д )  у  = л/a rc s in х  +  a rc tg 2 х ; е) у  = ln tg (— -  ^-х).

4 . В ы ч и сл и ть  п р и б л и ж ен н о е  зн ач ен и е  ф у н к ц и и  в у к азан н ы х  очках :

г \
д)

V

а ) У  -  е° щ< х) в т о ч к е  х  =  1 .05 ;
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б) у  =  х 3 -  4 х 2 + 5jc +  3 в точке х  = 1.03;

в) У ~ лГ— ~  в точке х = 0.1 .
V 1 + х

О т в е т : а) 0.995; б ) 5; в) 0 .93.

5. Вычислить приближенно (заменяя приращение функции ее дифферен­
циалом): a) c o s6 T ; б) lg l0 .2 1 ;  в) У З З ;  г) у  =  arctgl.05 .

О т в е т ,  а) 0.485; б ) 1.009; в) 2.0125; г) f +  0.025 *  0.81.

6. Найти дифференциалы функций заданных неявно:

а) у  =  е  '; б ) In х 2 + у 2 =  arctg—.
х

Л . -  y e  ' dx х  +  у  ,
О т в е т :  а) — -------— ; б ) ----- — а х .

у 2 - х е  ' х ~ У

7. Сторона квадрата равна 8 см. Насколько приблизительно увеличится 
его площадь, если каждую сторону увеличить: а) на 1 см, б ) на 0.1 см.

О т в е т :  а) 16, б ) 1.6.
У ка за н и е : S  = х 1, где х  -  сторона квадрата. При увеличении стороны  

квадрата на Ах площадь увеличится на величину AS &dS = 2xdtx.
8. Сторона куба jc =  5м  ± 0 .0 1  м . Вычислить абсолютную погрешность и 
относительную погрешности при вычислении объема куба.

О т в е т :  Д(, * |д V\ = 0.75, Sv =  Щ  = 0.006 = 0.6%.

9. П ериод колебания маятника Т  =  к 7 5 т  > где /  -  длина маятника в санти­

метрах. Как нужно изменить длину маятника /  =  2 0 с м ,  чтобы период ко­
лебания уменьшился на 0.1 с?

О т в е т :  4 .46  см. Ука зан и е : dT = jgL ^  d t , тогда dl -  ~ p -d T .

10. П ериод колебания маятника вычисляется по формуле Т  = я ^ ,  где -  

длина маятника, g  -  ускорение силы тяжести, (g  =  981 с м /с 2). Какое влия­
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ние на погрешность при вычислении Т  окажет погрешность в 1% при ус­
корении: а) длины маятника, б) ускорения?

11. Ток /  определяется по тангенс-гальванометру по формуле I  = c t g  ср. 

Пусть dcp -  ошибка, допущенная при отсчете угла ср. Найти абсолютную  
погрешность и относительную погрешности при определении I. При ка­
ком значении ср относительная погрешность будет минимальной?

12. По данному расстоянию d  светящейся точки от оптического центра 
двояковыпуклого стекла может быть вычислено расстояние изображения 
точки согласно формуле ^ + ^ = где F  -  постоянная величина для дан­

ного стекла и данного сорта лучей. Как влияет погрешность в измерении d

1. Дайте определение дифференцируемости функции в данной точке.
2 . Докажите теорему о связи между дифференцируемостью функции в 
точке и существованием в этой точке производной.
3. Что такое дифференциал функции в данной точке? От какого аргумента 
он зависит?
4. М ожет ли дифференциал функции в данной точке быть постоянной ве­
личиной?
5. Для каких функций дифференциал равен приращению функции?
6. Каков геометрический смысл дифференциала функции?
7. Для каких точек графика функции ее дифференциал больше прираще­
ния? Для каких точек он меньше приращения?
8. Каков физический смысл дифференциала?

О т в е т : а) 0.5%. У к а з а н и е : 8Т = \ f \  = = Щ  = $8 ,.

б) 0.05%.

О т в е т :  А ,  » \dl\ = ■С

d l  _  2 dcp
S j минимально при q>- —  .

на погрешность в вычислении? О т в е т :  А

Вопросы для самопроверки
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9 . Ч т о  п о н и м а е т с я  п о д  и н в а р и а н т н о с т ь ю  ф о р м ы  п е р в о го  д и ф ф е р е н ц и а л а ?  
Д о к а ж и т е , ч т о  ф о р м а  п е р в о го  д и ф ф е р е н ц и а л а  и н ва р и а н т н а .
10. К а к  м о ж н о  и с п о л ь з о в а т ь  д и ф ф е р е н ц и а л  ф у н к ц и и  д л я  п р и б л и ж е н н ы х  
в ы ч и с л е н и й ?

4. ПРОИЗВОДНЫЕ И 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

Основные теоретические сведения
4.1. Производные высших порядков

О п р е д е л е н и е .  Е сл и  п р о и зв о д н а я  f '(x ) ф у н к ц и и  у =  f(x )  о п р е д е л е н а  
в н е к о то р о й  о к р е с т н о с т и  т о ч к и  х  и и м е е т  в  э т о й  т о ч к е  п р о и зв о д н у ю , 

т о  п р о и зв о д н а я  о т  е е  п е р в о й  п р о и зв о д н о й , т. е . ( / ' ( * ) )  н а зы в ае тс я  

в т о р о й  п р о и з в о д н о й  (и л и  п р о и з в о д н о й  в т о р о г о  п о р я д к а )  ф у н к ц и и  
У -  / ( * )  в  т о ч к е  х .

О б о з н а ч е н и я :  у" (ч и т а е т с я : и гр ек  д в а  ш тр и х а ), / * ( х )  (ч и та ет ся : эф  д в а

ш т р и х а  от и к с ) , ^ ( ч и т а е т с я :  д е  д в а  и г р е к  п о  д е  и к с  д в а ж д ы ), / 2\  / (2)( х ) .

М е х а н и ч е с к и  в то р а я  п р о и зв о д н а я  и н т е р п р е ти р у е тс я  к ак  у с к о р е н и е  
п р я м о л и н е й н о го  д в и ж е н и я  т о ч к и , т . е . е сл и  x = f( t)  -  за к о н  д в и ж е н и я

т о ч к и , т о  -  у с к о р е н и е  э т о го  д в и ж е н и я .

Т р е т ь я  п р о и зв о д н а я  о п р е д е л я е т с я  к ак  п р о и зв о д н а я  о т  в то р о й  п р о и з ­
в о д н о й  и т .д .

О п р е д е л е н и е .  Е с л и  ф у н к ц и я  у -  f(x )  и м е е т  п р о и зв о д н у ю  ( и - 1 ) - г о  
п о р я д к а , т о  п р о и з в о д н о й  п -  го  п о р я д к а  н а зы в ае тс я  п р о и зв о д н а я  о т  
п р о и зв о д н о й  ( w - l ) - r o  п о р яд ка .

О б о з н а ч е н и е :  У л), / (я)(х ) , - £ ^ 0 - .
У  J  w d x n d x "

Т а к и м  о б р а зо м , п р о и зв о д н ы е  в ы сш и х  п о р я д к о в  о п р е д е л я ю тс я  и н д у к ­
т и в н о  п о  ф о р м у л е

У " ,(х )  =  ( / " - ,)(х ) ) '.

В  ч а с т н о с т и , у’ =  ( / ) ' ,  у” =  (у’)' и  т .д .

205



Ф у н к ц и я , и м ею щ ая  п -ю  п р о и зв о д н у ю  в  то ч к е  х, н азы вается  п  р а з  
дифференцируемой в этой  то ч к е . Ф у н к ц и я , и м ею щ ая  в то ч к е  х  п р о и зв о д ­
н ы е  в сех  п о р яд ко в , н азы в ается  бесконечно дифференцируемой в это й  
т о ч к е .

Е сл и  ф у н к ц и и  и = и (х )  и v =  v (x ) п  д и ф ф ер ен ц и р у ем ы , т о  с п р ав е д л и ­
вы  ф о р м у л ы

( c fU ± C 2v)M  =  С ,!/"1 ± c 2v<n),

(uv)(n) =  u (n)v +  с у  " - 'V  +  С > (* - V  + . . .  +  uv{n)

(ф о р м у л а  Л ей б н и ц а).
Е сл и  ф у н к ц и я  за д а н а  параметрически с  п о м о щ ью  си стем ы  у р а в н е ­

ни й  х  =  x (t), y  = y ( t ), t e ( a ; b ) ,  т о  ее  п р о и зв о д н ы е  вы сш их  п о р яд ко в  вы ­

ч и сл я ю тся  п о сл ед о вател ьн о  по ф о р м у л ам

— У' . . О О /  __ (у ,, т  т,Ух ~ УXX -  УXXX ~ 7~ И Т-Д-х, х, X,

Е сл и  ф у н к ц и я  у  =  / ( х )  за д а н а  н ея в н о  с  п о м о щ ью  у р авн ен и я

F ( x ; y )  = О,

„ d 2( f ( x ;  у (х ) ))
т о  уа н ах о д и тся  из у р а в н ен и я  — 4 ■ ■■■ ’ = 0 .

dx

Производную второго или третьего порядка удобно искать по ме­
тоду последовательного дифференцирования, т.е.
1) найти сначала у', упростить,
2) затем найти у", упростить и пьд.

Примеры решения задач
1. Последовательное дифференцирование

П р и м е р .  4 .1 . Н ай ти  п р о и зв о д н у ю  тр ет ь е го  п о р я д к а  ф у н к ц и и

у  =  х 3 -  5 х 2 +  2 х  -  3 .

▲ Н а х о д и м  п о сл ед о вател ьн о  у , у ", у " ':

1) у  = (х3 -  5х2 + 2х -  3)' = Зх2 -1  Ох + 2 ,
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2) /  = ( / ) ' = (Зх2-10х + 2)' = 6х-10,

3) у т = (у")' = (6х- 10)' = 6 .Т

Пример. 4.2. Найти производную второго порядка функции

у  = arcctgx3.

n  ' 3jf2
1 )J ,- T T 7 ;

... „ <! ,  l + x6-3x° 6x(2x6-l)
2) у  =-3------- ---- г-=-------= -6х-------- г г ~  = —  — irsr-'

(1 +  х 6) 2 (1 +  х 6) 2 ( 1 + х 6) 2

Пример. 4.3. Найти производную второго порядка функции

у  = arccose-'1. 

е \ -Х )  е~хА  1 ) /  = ■
л / Г ч о 1 л /Г Т 57’

л/ l - e -2* ■е-х( - \ ) - е-х ■ 1  .(-е 2л )(-2)
2 ) /  = ________- ________2У1.-е _________

- е х4 \ - е 2х -  е
У =•

1 — е
-3JT

1-е~2* ( \ - е 2х)4 \-е

е х( \ - е 2х+ е 2х е х

(л/ГТ57} ~

Пример. 4.4. Найти производную третьего порядка функции

= cos3 х .

А  1) у' = 3cos2 х • (-sinx) = -3cos2x-sinx;

2) у ” = -3(2 cos х • (-  sin х • sin х + cos2 x ■ cos x)=
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=  {sin2 x + c o s 2 x = 1 => s in 2 x  =  1 -  c o s2 x } =  -3 (c o s 3 x - 2 c o s x ( l  - c o s 2 x ) )  =  

=  -3 ( c o s 3 x - 2 c o s x  +  2 c o s 3 x ) = 6 c o s x - 9 c o s 3x ;

3) ym = 6 (-sinx)-9-3cos2x-(-sinx) = -6sinx + 27cos2x-sinx. ▼  

Пример. 4.5. Найти производную второго порядка функции 

y = t%2x + 4x.

2 * 2 Ч” у— — _ 4" X
cos 2х 2а/х cos 2х 2

2) /  = Cv' 2-2cos2x-(-sin2x)-2 1-------------i-------- 1— + _
cos 2x 2

+ -
2 ”

8sin2x 1 _ 8tg2x 1
cos3 2 x  4 4 x >  cos22 x  4xVx

2. Получение yin) методом математической индукции
Определить от заданной функции производную порядка п -  значит 

найти формулу, по которой можно определить производную любого по­
рядка этой функции. Вообще говоря, для этого надо вычислить все после­
довательные производные до п-й включительно. Однако этого можно из­
бежать, пользуясь методом математической индукции. На практике по­
ступают так: находят последовательно несколько производных, подмеча­
ют закономерность, по которой они все образовываются, и, считая, что эта 
закономерность выполняется для производной любого порядка, составля­
ют выражение для производной порядка п (заметим, что нулевая произ­
водная означает саму функцию).

Принцип математической индукции состоит в следующем:
1) если некоторое утверждение, зависящее от п, верно для значения

2) и из предположения, что оно верно для п = к {к-  любое натураль­
ное число) следует, что оно верно и для следующего числа п = к +1,
3) то утверждение верно для любого натурального п.______________

Пример. 4.6. Найти производную и-го порядка функции у - х е х.
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А  1) у  — е х + хех — &х(1 + лг), У  — 6х(1 + х)-ь £?* — £?л(2 4- х ) ,

У” = eJI(2 + х) + ех = ех(3 + х ).

2) Заметим, что правые части зависят от порядка производной (со­
множитель при функции ех есть двучлен, первое слагаемое которого 
равно порядку производной). Считаем, что эта закономерность сохра­
няется для производной любого порядка.

Допустим, что у{к) =ех(к + х) и найдем У*+|>:

У*+1> =(/*>)' ={ех(к + х)} = ех(к + х) + ех = ех((к + 1)х).

3) Отсюда в силу принципа математической индукции заключаем, что

y w = e x(n + x).  ▼

Пример. 4.7. Найти производную и-го порядка функции у = е4х.

А  1) y  = 4V , у" = 42е4х, ут=43е4х.
2) Замечая, что правые части зависят от порядка производной (пока­

затель степени у коэффициента при е4х равен порядку производной), до­
пустим, что у т =4ке4х и найдем у(к*{):

У 4+,) = (yw j  = (4ке4х) = 4* • 4е4х = 4к+'ех.

3) Отсюда в силу принципа математической индукции заключаем, что

У л> = 4 V \  ▼

Пример. 4.8. Найти производную и-ro порядка функции у  = х ■ \пх. 

Напоминаем и!= 1 ■ 2 • 3 • • • п, 0!= 1.

А  1)У = 1пх + .х- — = 1пх + 1; 
х

У  = -  = лГ‘ = ( - 1) ° -0!-хч ;X

ут =(-1)-х-2 =(-!)' -I!-*-2;
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2 ) Р а с см о тр и м  за к о н о м ер н о сть , по к о то р о й  с о став л ен а  каж дая  из эт и х  
п р о и зв о д н ы х :

а ) все  п р о и зв о д н ы е  с о д ер ж а т  м н о ж и тел ем  чи сл о  - 1  в степ ен и , к о то ­
р ая  н а  д в е  е д и н и ц ы  м ен ьш е п о р яд ка  п р о и зво д н о й ;

б )  в то р о й  со м н о ж и те л ь  е ст ь  ф ак то р и ал  ч и сл а  на д в е  ед и н и ц ы  м ен ь ­
ш им  п о р я д к а  п р о и зв о д н о й ; тр ети й  со м н о ж и те л ь  есть  х  в о тр и ц ател ьн о й  
степ ен и , р авн о й  п о р я д к у  п р о и зв о д н о й  б ез е д и н и ц ы . С чи тая , что  э т а  за к о ­
н о м е р н о с ть  с о х р ан я е т ся  д л я  п р о и зв о д н о й  л ю б о г о  поряд ка , д о п у ст и м , что

У*> = ( - 1 )4~2(£ -  2)!-*"'*-0 для к > 2

и най дем  У * +|):

y w >=(j/*>j =((-1 )к~-(к-2)\-х~«-')') =

=  ( - \ ) к~2(к -  2)!-(— (к  - 1 ) ) -  х~* =  ( -1 ) * “' (к  -  1)!-лг *.

3 ) О т с ю д а  в си л у  п р и н ц и п а  м ате м ати ч е с к о й  ин дукции  за к л ю ч а ем , ч то

У " > = ( - 1 ) - 1. ( и - 2 ) ! ж - ("- ,) д л я  п > 2 .  ▼

Пример. 4.9. Н ай ти  п р о и зв о д н у ю  п -го  п о р я д к а  ф у н к ц и и  у  = sinх .

^  1) У = (sinx)' = cosx = sin(x + f),

У = (sin(x + f)) =cos(x + f)=sin(x + f  + f)=sin(x + 2 f ) .

2 )  Л е гк о  у с м а т р и в ае тс я  за к о н о м ер н о сть , по  которой  о б р а зо в а н ы  все 
эти  п р о и зв о д н ы е : у  к аж д о й  и з ни х  п о д  зн ак о м  си н у с а  к х  п р и б ав л я ется  
п р о и зв ед ен и е  f  н а  п о р я д о к  п р о и зво д н о й .

С ч и та я , ч т о  э т а  за к о н о м ер н о сть  со х р ан я е тся  д л я  п р о и зв о д н о й  л ю б о г о  

п о р яд ка , д о п у с т и м , ч то  У4) =  sin(x +  к  ■ и н ай д ем  У4+0:

У*+1) = (у4)) = (sin(x + к  ■ f)) = cos(x + £-f) = sin(x + (ft + l)-f).

3 ) О т с ю д а  в си л у  п р и н ц и п а  м ате м ати ч е с к о й  и н ду кц и и  за к л ю ч а ем , ч то

(smx/n> = sm(x + п ■ ~). V

У 4 , = ( - 1 ) ( - 2 ) . х -3 = ( - 1 ) 2 -2!-х -3; . . .
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3. Вычисление У"1 по известным формулам
И з в е с т н ы  п р о и зв о д н ы е  « -го  п о р я д к а  д л я  м н о ги х  и з о с н о в н ы х  эл е м е н ­

т а р н ы х  ф у н к ц и й , п о л у ч е н н ы е  по  п р и н ц и п у  м а т е м а т и ч е с к о й  и н д у к ц и и .

1. (x"Jn>=nU (xnJm) =n(n-\)---(n-m  + l)-x"~m;

2. [ex J n) = e x ; 3 . (ax J '’) = ( l n a ) n - a x . 4 . (s in x )* ”1 =  s in (x  +  « - f ) ;

5. ( c o s x ) (n> =  c o s (x  +  « - f ) ;  6 . ( I n x ) <n> = ( - 1 ) ”"' ■~n

П о л ь зу я с ь  э т и м и  ф о р м у л а м и , м о ж н о  б ы с т р о  н а х о д и т ь  п р о и зв о д н ы е  п- 
го  п о р я д к а  о т  м н о г и х  ф у н к ц и й .

Пример. 4.10. Н а й т и  п р о и зв о д н у ю  « -го  п о р я д к а  ф у н к ц и и  у  =  s in 2 х .

▲ У  =  2 s i n x - c o s x  =  s in 2 x .

у {п) = ( s i n 2 x ) ("~1) =  {по ф о р м у л е  4} =  2 ”-1 s in (2 x  + ( п -  1 )~ ).

М н о ж и т е л ь  2 " -1 п о я в л я е тс я  в  р е зу л ь т а т е  н е о б х о д и м о с т и  к аж д ы й  р а з  д о м - 
н о ж и т ь  н а  п р о и зв о д н у ю  о т  а р гу м е н т а . Т
4. Вычисление у м  по формуле Лейбница

Э т а  ф о р м у л а  д а е т  в о зм о ж н о с т ь  в ы ч и с л и т ь  п р о и зв о д н у ю  л ю б о г о  п о ­
р я д к а  о т  п р о и зв е д е н и я  д в у х  ф у н к ц и й , м и н у я  п о с л е д о в а т е л ь н о е  п р и м е н е ­
н и е  ф о р м у л ы  д л я  в ы ч и с л е н и я  п р о и зв о д н о й  о т  п р о и зв е д е н и я  д в у х  ф у н к ­
ц и й . Ф о р м у л а  Л е й б н и ц а  з а п и с ы в а е т с я  так :

(u v )w  =  и м у  + С У " ~ % ' + С У п- 2\ "  + . . .+ u v {n)

Пример. 4.11. Н а й т и  п р о и зв о д н у ю  5 -го  п о р я д к а  ф у н к ц и и

у - е 4х s in 3 x .

▲ Е с л и  у  =  u v ,  т о  н а  о с н о в а н и и  ф о р м у л ы  Л е й б н и ц а

у 5) =  и(% + C ‘« (4V  + C \ u mv” +  C 5V v m +  C 5V v (4) +  MV(5>.

П о л а га я  в з а д а н н о й  ф у н к ц и и  и  =  е4х, v =  s in 3 x ,  д л я  п р и м е н е н и я  ф о р ­
м у л ы  с л е д у е т  н а й т и  п е р в ы е  п я т ь  п о с л е д о в а т е л ь н ы х  п р о и зв о д н ы х  к аж д о й  
ф у н к ц и и  и  и v:

211



и' = 4eix; и” = 16е4х; и =64e'x; м(4) = 256e4jr; м(5) = 1024e4jr; 

v' =  3cos3x; v" = -9 s in 3 x ; v” =  -2 7 co s3 x ; v (4 )  = 81sin3x; v(5) = 2 4 3 c o s3 x .  

Подставляя эти производные в полученную формулу, получим

у <5) = l0 2 4 e 4jrsin 3x  +  5 -2 5 6 e4jr • 3 cos З х  +  ^  6 4 e ix ( - 9  sin З х )  +

+  ~* ~̂ 16g4j:( -2 7 c o s3 x )  + ~* ^  ̂ 2 4 e 4,t -81sin3x +  e 4jr -243cos3x
1-2 -3  1 -2 -3 -4

и после упрощений у<5) =  - e 4j:(3116sin 3x  + 237 cos З х ) .  ▼

5. Вычисление у{И) от функции, заданной параметрически
Пример. 4.12. Найти у ^ ,  если х =  Int, у  = t3 (t > 0).

▲ Находим

w - £ - < £ L - 3 £ 1 _ 3,з ,  _ ( У х ) ' _  (з/3)' 9 f2 _  з
Л - х Г ( ш о ' “  j х ; - ( ы у -  1

V» = Ш ^  = М = 27^ = 27/3 ▼
У X X X  ,  /1  I *х, (in /) ;

6. Вычисление Ул> от функции, заданной неявно
Пример. 4.13. Найти ут, если х 2 + у 2 - а г = 0 .

▲ Дифференцируя равенство х 2 + .у2 -  а 2 = 0 по х , и считая у  функцией от 
х, получаем

X2х + 2уу = 0 , откуда у  = — .
У

Дифференцируем еще раз по х: (2х  +  2уу’)' = 0, 2 +  2у'у +  2уу" = 0 . Откуда

1 + ( / ) 2
.У

П о д ст ав л я я  в м ес то  п ер в о й  п р о и зв о д н о й  У  её  зн ач ен и е  -  —, п о л у ч аем
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1 +
У = -

1 + -
У )  _

У

хг + у 2 
У3

ибо х2 + у 2 = а2. Т
Пример. 4.14. Вычислить у" в точке М( 1; 1), если

х2 + 5ху + у2 -2 х  + у - 6  = 0.

▲  Дифференцируя равенство по х, получаем

2х + 5у + 5 ху’ + 2 уу' -  2 + у' = О,

откуда

2х + 5 у -2  ,у  = -------- ----- и V (М ) =
5х + 2у + \

2х + 5 у -2  
5х + 2у +1 *=1

>•=1

2 + 5 -2  _ 5 
’ 5+2 + 1 “  8'

Еще раз дифференцируем по х: 2 + 5 /  + 5 /  + 5ху" + 2уу” + 2у'у' + у" = 0, 
откуда

2 + 10/ + 2Q/)2 
5х + 2у+ 1

Подставляя в последнее равенство х = 1, у  = 1, у' = получим

/ (М )  = 2 + 10У + 2(У)2  ̂
5х + 2у +1

2-64-10-5 8 + 50 
64-8

Х —1у=1
у’Н

2 + 1 0 -(-|)+ 2 (-|)2 
5 + 2 + 1

111
256
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Задачи и упражнения для самостоятельной работы 
Д л я  д а н н ы х  ф у н к ц и й  н ай ти  п р о и зв о д н ы е  у к азан н о го  п о р яд ка :

№>
Ф у н к ц и я , п оряд ок  

п р о и зв о д н о й
О т в е т

1 У  = ех';  у ” 2ех\ \  + 2 х 2)

2 1 Г ~ у------ - х
у  = \т\\х + ^ а  + х  j, у "

( а 2 + х 2) 1

3 у  =  (a rc s in  х )2; у ”
0 ( 1  - х 2 ) ! - x a r c s i n x

( 1 - х 2)=

4 у  =  х 2 + s in 5 x ;  у ” - 1 2 5 c o s 5 x

5 у  — x s In х; У" х 2 ( 4 7 +  60  In х )

6 у  =  ( 2 х - 1 ) 5; У 4) 1 9 2 0 ( 2 х - 1)

7 у  =  х 2еЪх\ у ” е 3х(9 х 2 +  12х +  2)

8 y  =  x s in x ;  У 10) l O c o s x - x s i n x

Н ай ти  п р о и зв о д н ы е  я -го  п о р яд ка  ф у н к ц и й :

№ Ф у н к ц и я О т в е т

9 у  =  c o s3 x 3 "c o s(3 x  +  H f )

10 =  3и(1 +  х) ( - 1 Г ' ( « - ! ) !
(х  +  1)"

11 у  = з 2х 2 "3 ^ (1 п 3 )п

12
2 х  +  1

( Х)пп '{  ^ 1 * 1
*  х 2 + х  -  2 \ ( х - 1 Г  (х  +  2 )"+| J

У к а за н и е  к №  12. П р ед став и ть  ф у н к ц и ю  в ви д е  у  = ---------1--------- .
х  —1 х + 2

13. у  =  sin  3 x c o s 2 х .

О т в е т :  j s i n ( x  +  w f ) +  ^ 5 ” s in (5 x  +  и § ) +  ^3" sin (3 x  +  n  

У казан и е .  П р е д с та в и т ь  ф у н к ц и ю  в  виде

j s i n 3 x ( l  +  c o s2 x )  =  ^ s in 3 x  +  { -sinx  +  | s i n  5 x .
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П р и м е н я я  ф о р м у л у  Л е й б н и ц а , н ай ти  п р о и зв о д н ы е  у к а з а н н о го  п о р я д ­
к а  с л е д у ю щ и х  ф у н к ц и й :

14. у  = х 3 lnx; у " . От вет : 6 Inх  +11.

15. у  = х 3sinx; у" . О т вет : ;c3s i n x - 6 ( b c 2 c o s j t - l  1 4 0 s in x  +  6 8 4 0 c o s x .

16. у  = ех(З х 2 - 4 ) ;  у {п). Ответ: е*{3х2 + 6 п х  + З п ( п - \ ) - 4 ) .

Н а й т и  п р о и зв о д н ы е  в то р о г о  п о р я д к а  ф у н к ц и й , за д а н н ы х  п ар ам е тр и ч е ск и :

№ Функция О т в е т

17
\х = arctg/,

, t e R  [y = ln(l + /2), 2t2+2

18
fx = a lt - s in  Г);
< / е й  
[.у = a ( l-c o s /) .

■■■■ ~ Л  , (.1*2як)
4a sin \

19
\x = e' cos/,

t e R
[y = e1 sin /,

2e~' ( *---------------- _ / 9b--- НЯ&
(cos f - s in /) ' v 4 J

2 0
\x = —
\ cost’ 1 * —+лк, к € Z
U  = tg '. 2

-----f / * 0, / * — + kn  ]
/cos"/ V. 2 )

d 3v
Н а й т и  п р о и зв о д н ы е  у я =  — если:

dx

\х  = с '
2 1 .1  ’ t<=R . О т вет :- 6 e 3l(\ + +3t + t 2).

[ У  =  г ,

Гx  = a c o s t , 3 c te 4f
22. < . t e R .  О т вет : — - —

= sin?

2 3 . Н ай ти  y w  = —— , е с л и  t >  0 . Ответ: m ”tm (t >  0 ) .
dx  [y  = t m,

Н а й т и  п р о и зв о д н ы е  в т о р о г о  п о р я д к а  ф у н к ц и й , з а д а н н ы х  н ея в н о :

У
2 4 . у 2 = 2 рх .  Ответ:
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25. у = х + 1пу. Ответ: У
O - jO3 •

26. = ху. Ответ: -  Ж *-')*  + (У~1)2).
х2( у - 1)3

Указание. В выражении для у' и у" заменить e'+v на ху.

27. хъ + У  -Заху = 0. Ответ:— ,
-ах)

28. Вычислить У (0) ,  если еу +ху = е и _у(0) = 1. Ответ: е'2.

29. Вычислить у "  в точке М(0; 1), если х4 + ху + у4 = 1. Ответ: -  ^ .

30. Найти ^ -4 - ,  если х2 +  у 2 =  а2. Ответ: -  — -*■ .
t/x3 /

Указание: учесть, что х2 + у2 = а2.

4.2. Дифференциалы высших порядков
Пусть х — независимая переменная и функция ^ = /(х ) дифференци­

руема в некоторой окрестности точки х0.

Первый дифференциал dy = f'(x)dx является функцией двух пере­
менных: х и Л .

Определение. Д и ф ф е р ен ц и а л о м  вто р о го  п о р я д к а  ф у н к ц и и  у  =  / ( х )  

н а зы в ае тс я  д и ф ф е р ен ц и а л  о т  е е  п ер в о го  д и ф ф е р е н ц и а л а  d y .

Обозначение: d 2y .

В т о р о й  д и ф ф е р е н ц и а л  d 2y  ф у н к ц и и  y - f ( x )  в то ч к е  х0 о п р ед ел я ется  

к а к  д и ф ф е р ен ц и а л  ф у н к ц и и  d y  = f '{ x ) d x  в  то ч к е  х0 п р и  у сло ви ях :

1) dy  р асс м ат р и в ае т ся  как  ф у н к ц и я  т о л ь к о  н е за в и си м о й  п ер ем ен н о й  х  

(и н ы м и  сл о в а м и , п р и  вы ч и сл ен и и  д и ф ф е р ен ц и а л а  о т  f ' ( x ) d x )  н у ж н о  вы ­

ч и сл и т ь  д и ф ф е р ен ц и а л  о т  f ' ( x ) ,  р ассм атр и в ая  d x  к ак  п о сто я н н ы й  м н о ж и ­
т ел ь ;
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2) приращение независимой переменной х при вычислении диффе­
ренциала от f'(x)  считается равным первоначальному приращению аргу­
мента, т.е. тому же самому значению dx, которое входит множителем в 
выражение dy = f'(x)dx.

Пользуясь этим определением, получаем

d2y\x=x0 = d(dy)\x=x0 = d { f'(x j\^Xo dx = ((/'(*)) U,„ = f"(x0)(dxf,

или (записывая (dx)2 в виде dx2)

= f"(xo)dx7.

Если дифференциал (п -1)-го порядка определен, то дифференциал 
п-го порядка равен дифференциалу от дифференциала (п -1)-го по- 
рядка._____________________________ ______________________

Для дифференциалов высших порядков принято обозначение 
d2y ,d 3y ,...,d ny.

Итак,
d"y = d(dn-'y).

Если х -  независимая переменная, то
d"y = y {n\dx)n.

Если х = x(t) (х -  функция аргумента t), то

d 2y  = y ’(dx)2 + y'd2x, d3y  = у”(dxf + y"d(dx)2 + y"dxd2x + y'd3x .

Для второго дифференциала (и для дифференциалов старших поряд­
ков) происходит нарушение инвариантности формы.

Примеры решения задач
Пример 4.15. Найти d2y ,  если y  = e~x*.

А По формуле d"y = y(n)(dx)n

d2y = y”(dx)2=(e-*2)(dx)2.
Найдем у”:
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Следовательно, d 2y  = 2е~х’ ( 2 х 2 -  \ ) ( d x f . ▼

П рим ер 4.16. Найти d ny , если у  = sin(3x +  5).

▲ Найдем / я>:

у (п) = (sin(3x + 5))<n) =3''sin (3x + 5 + « f ) .

Следовательно, d (n)y  = 3"sin(3x + 5 +  и|)(й/х)". V

Пример 4.17. Найти d y  и d 2y , e c m  у  = 4 х 3 +  2х  + 3 , считая, что: 
а) х  -  независимая переменная, б) х  = x ( t)  -  функция аргумента I.

▲ Дифференциал первого порядка в силу свойства инвариантности в обо­
их случаях имеет вид

d y  =  (4 х 3 +  2 х  + ЗУсЬс = (12х 2 + 2 ) d x .

Однако в первом случае

d x  =  Дх =  const ( Дх -  приращение аргумента),

во втором случае
d x  -  дифференциал функции х = x(t)  (может быть, что d x  # Дх). 

Следовательно,
если х  — независимая переменная, то

d 2y  = у "  { d x f  = (12х2 + 2)’ ( d x f  = 24 x ( d x f ;

если х =  x(t) (функция аргумента t), то

d 2y  = у " ( d x f  + y ’( d 2x )  = 24x(fifcc)2 + (12х2 + 2)й?2х . ▼

Задачи и упражнения для самостоятельной работы 
Найти дифференциал указанного порядка данных функций:

У  = ( е *1)  =  -2 х е ~х' ; у" =  ( -  2 x e xl j  =  - х е ^ ( - 2 х ) ) =  2е~х''(2х2 - 1 ) .

№ Функция Ответ

1 y = 4 \ - x 2\d.2y
- (d x f  

л/(1 - x 2f
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2 у  =  4 ~х' ; d 2y 4^:21п4(2х2 In 4 — 1)(й6с)2

3 lnx l2 
у = — ; d у

X

21nx-3 2 з (dx)
X

4 у  = х 2х~*; d 3y -  e x ( x 2 -  6x +  6 ) ( d x f

5 у  = cos(3x +  2); d " y 3” cos(3x + 2 + n j \ d x ) "

6. у  =  In
1 — X
l + x2

. Найти d 2y  при условии: а) х -  независимая переменная,

б) х — функция переменной t.

Л . ,2 -4(\+ Зх4) ^  ч ,2 -4(1 + Зх4) . , 2Ответ: a) d у = — -— j-r—(dx) ; б) d y -  —  - j  ■ (dx) ■
0 - х 4)2 О - х 4У

4х 
1 -х 4

d2x.

Вопросы для самопроверки
1. Дайте определение второй производной функции у  = f(x )  в точке х0.
2. Может ли существовать вторая производная /"(х 0), если не существует 
первая производная /'(х 0)?
3. Приведите пример функции, у которой существует f '(x0), но не суще­
ствует /"(Хо)-
4. Дайте определение п-й производной функции у  = f(x )  в точке х0.
5. Известно, что п-я производная функции у = f(x )  в точке х0 существует. 
Что можно сказать о существовании производных меньшего порядка в точ­
ке х0 и в окрестности этой точки?
6. Методом математической индукции докажите правило нахождения и-й 
производной суммы и разности двух функций.
7. Выведите формулу Лейбница.
8. Выведите формулы для и-х производных функций

х*1, а*, sinx, cosx, lnx.

9. Докажите, что если функция /(х ) п раз дифференцируема, то

dn(ax + b)
dxn =«"/<n)(oU

10. Вычислите производные «-го порядка:

(es* T \  (sm(3x + 2 ) f \  ( V P lf
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11. Дайте определение дифференциала «-го порядка функции в точке х0.
12. Докажите справедливость формулы d ny = f (n)(xQ)dx" (dx” = ( d x ) " )
для дифференциала и-го порядка в случае, когда х -  независимая перемен­
ная.
13. Справедлива ли формула = f {n)(x0)dx" (dx" = (dx)"),  если x -
функция некоторой переменной /? Выведите в этом случае формулы для 
дифференциалов d 2y  и d 3y .

Докажите, что формула d "y \x=4 = f (n)(xa)dx" (fix " = (d x ) " )  сохраняется,
если х -  линейная функция независимой переменной (, т.е. x - a t + b  (a w b

-  числа).
ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ДОМАШНИЕ ЗАДАНИЯ 

Задача 1. Продифференцировать данные функции.
Задача 2. Найти производные у' и у".
Задача 3. Для данной функции у  и аргумента х0 вычислить у"(х0) .
Задача 4. Решить задачу.

ВАРИАНТ 1 ВАРИАНТ 2

I. 1. у = 2х5- ~  + -  + з4х;
X X 1.1. у = - + 54 7 - 4х3+ ~ ;

X X

2 v~v3x4 +2х 5+ — •
(х -2 )5 — У ~ ^ ( х  3) з , 2х -  Зх +1

3. у  = sin32x-cos8x5; 3. у  = cos5 Зх • tg(4x + 1)3;

4. у  = arcctg2 5х • 1п(х -  4); 4. у  = arctg3 2х • 1п(х + 5);

5. у  = tg4 Зх • arcsin 2х3; 5. j/ = (x -2 )4 -arcsin5х;

6. у - ( х -  З)4 arccos5x3; 6. у  = (Зх -  4)3 arccos3x2;

ârccos3 х

r  ^ - I T T s ' -

8 l„g,(3*-7).
ctg7x

ln(5x-3)
4tg3x
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„ arcctg4 5x 
9 . у  = . г- ; 

sin Vx

10 y _ 9arctg(* + 7)
(x -1 )2 ’

,L  y ~ ^ 2 x - l 1°g2<'X 3jr^ ;

12. y = (ctg3x)arcsmJt;

13. у = (arccos(x + 2))lgjr;

..  Vx + 7 (x -3 )414. y =------- .
(x + 2)

, fx = (2/ + 3)cos/,
II. l . / = 8 x ; 2 J  '

[y = 3t2.

III. j/ = sin2x, x0 = f .

IV. Записать уравнение касатель­
ной к кривой у  = х2 -  7х + 3 в точ­
ке с абсциссой х = 1.

arctg3 2х.
У  j ’

cosi

8arctg(2x + 3) _
(х + 1 )3 ’

n ^ - i , + 3 is< 4 i+ 7);

12. у  = (cos(x + 2))'nr;

13. у  = (arcsin 2х)“8(дг+,);

н  ( х - 3 ) 5 (х + 2)3 

л /(* -0 3

n . l . ^  + £  = l ; 2 . { X ! s W '*
5 7 [j; = 3sin2f.

III. у  = arctgx, х0 = 1.

IV. Записать уравнение нормали к 
кривой у  — х2 - 16х + 7 в точке с 
абсциссой х = 1.

ВАРИАНТ 3

i . i . ^  =  3x4 + V 7 - - - 4 ;X X

*■’ " Ь - #

3- У =  tg4 х  ■ arcsin4х5;

4. у  = arccos4 х • 1п(х2 +  х - 1);

5. у  = 2~х arctg 7х4;

6. у  =  sin3 4х • arccos Vx ;

ВАРИАНТ 4

I. 1. у  =  7Vx - Д - - З х 3 +  — ;
X X

2. у  =  л/7х2 - З х  +  5 -------- -— г-;
(х -1 )3 ’

3 . у  = arcsin3 2х • ctg 7х4;

4. у  = Varccos2x • 3~*;

5. ^  =  (х +  6)5 arcctg Зх5;

6. у  =  tg2 Vx • arcctg Зх2;
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7. у  =

8. j> = 1п(7х +  2 )

5 c o s4 2 х

a rc c o s3 x 4

V x2 +  5 х - 1

9-У = 2tg х

7arccos(4jc -1)10. у = --------- —-—
(х  +  2 )4

I I .  у  = \ -------1п(5х - 2 х  +  1);
! х - 3

12. }> =  ( 5 т З х ) агсс<К1;

13 . у  =  (arctg(x +  7))cos2x;

14 у (^ -2 )3У (^Й 7
( х - 4 ) 2

Н. 1. j/ = x + arctgj;;

x = 6cos31,2.
у  =  2  s in 3 Г.

III. .у = ln(2 + х2),х0 = 0.

IV . З а п и с ат ь  у р а в н ен и е  к асател ь­
н о й  к л и н и и  у  = 4х -  4 в то ч к е  с  
а б с ц и с с о й  л = 8.

8. у  =

9 . у  =

10. у  =

7 . з >  =

s in 35x  

1п(2х -  3 ) '

a rc s in  5 х 3 

co s  V x

6 a rc s in (x  +  5)

(х-2У  '

e-c‘g5x

(З х 2 -  4 х  +  2 )  ’

Ч -  y  = s j ^ j l o g 3( x 2 + х  + 4);

12. j /  =  ( tg 5 x )MCS,"(Jt+l);

13. у  =  (a rc c tg (x  -  3 ))s,n 4)f;

14 . . . . ( * +  3 ) V ( * - 2 ) 2 
(x  +  1)7

II. 1. — +  — =  1;
5 3

1 Г t2. x  = ----- , у =  -------
f+2 U+2

III. y  = ex c o s x ,x 0 = 0 .

IV . З ап и сать  у р а в н ен и е  к ас а те л ь ­
но й  к л и н и и  у  -  у / х + 4  в  то ч к е  с  
а б сц и с со й  х = —3.

ВАРИАНТ 5

1. 1. ^ = 7x + 4 - V x 4 + - ;

ВАРИАНТ 6
4  5

I. 1. у  = 5 x 2 - V x 4 + - J -

2 . у  = М Зх2 - х  + 5-
( х - 5 ) 4

2 . у =  V 3x4 - 2 х 3 + ;
(х  +  2 )3
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3. у  = ctg3x • arccosSx2; 3. у  = arccos2 4х • 1п(х -  3);

4. у  = tg4 Зх • arctg 7x2; 4. у = 5~*2 arcsin Зх3;

5. у  = 3COSJf ln(x2 -  3x + 7); 5. у  = log2(x -  7) ■ arctg Vx ;

6 . = ctg3 5x • arcsin3x2; 6 . у  = cos ̂  • arctg(7x + 2 );

_ V 7x3 -5 x  + 2 7. v = ---------------;
e c o s * 7- у -  . 2-....... ;

V3x - x  + 4

cos2 3x о tg3 2 x .
■> lg(3x -  4) ’ Ig(5x +1) ’

n y  ctg3(x + l). 
arccos2 x ’

n tg3x5
9- yzz ♦ 2 , ; arctg 3x

1 0  v 3 arcctg(2*“ 5).
(x + 1)4 ’

1Q 2 arctg(3x + 2)
' ^ (x -3 ) 2 ’

.log}(3x2 + 2x); 
V lx  + 4

1 2 . у  = (sin(x + 2 ))arcsin 2x; 12. j, = (cos5x)arc!gV7;

13. j  = (ctg(3x-2))arcsin3r; 13- ^ = (tg(4x-3))arccos2r;

-  r _ ( ^ 2 ) 7 (x -3 ) 3

л/(*+1)5
И r -  (лг_1)4(х + 2 ) 5

lJ(x-4)2

, f x = e~2' II. 1. / = 2 5 x - 4 ; 2 J
b  = e4'.

fx = V/,
II. 1. arcctgj = 4x + 5y; 2.

U  = 5Vi.

III. у  = e1 sin2x, x0 = 0. III. 7  = e_Jr cosx, x0 = 0.

IV. Записать уравнение касатель­ IV. Записать уравнение нормали к
ной к кривой у  = х3 -  2х2 + 4х -  7 в кривой у  = х3 -  5х2 + 7х -  2 в точке
точке (2 ; 1). ( 1 ; О-
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3 . У--

4- у -

5.у--

6. у~-

7 . у ,

S. у -- 

9  .у - -  

10.^ =

11.^ =

12. у  -

13. у  =

14. у-. 

II. 1. у

1 .1 .7 =

2- у 1

ВАРИАНТ 7
10= 3x:>- - - V x J +

7)5
4 х 2 + З х - 5 ’ 

= In5 х- arctg 7 х 4;

= arctg5 x - lo g 2 0 - 3 ) ;

= arccos3 5x ■ tg x 4;

= cos3 4 x  • arccos 4 x 2;

(x-5)'

log3(4 x  + 5) 

2 ctg V x

arccos7 2x  
tg x 5

4 arccos 3x 

(x  +  2 )5 ’

± j l n ( 3 x - x 2);  
|5 x - l

= (4bT+2fcai7,x;

= (cos(2x -  5))arc,g5';

( х - 3 ) гл/х +  4 

0  + 2)7

■ -  x  = cosjy;

I. 1. y  = \ f x r  + - - 4 x 6 + 4 - ;
X X

2

ВАРИАНТ 8

2. J  =  t/ ( x  + 4 )6 -
2x2 -3x + 7 ’

3. .y = arctg3 4x-3s1"'1;

4. j  = log3(x + 5) -arccos3x;

5. 7  = (x -  5) 7 arcctg7x3;

6. 7  = sin3 3x-arcctg5x2;

l . y . I f e x 2 - 3 x  +  l _
' -r* »

0 l n ( 7 x - 3 )
О. V = --------- =-------- ,

3 tg  4 x

a rc s in 3 4 x
9. у = ---------------;

sm (3x +1)

arcsin(3x +  8)10. v = ------—— =—-;
( x - 7 ) 3

11- y  = \ l ^ ~ l o g s( 2 x - 3 ) ;  
V x - j>

12. y  = ( ln (x  + 3 ) fm^ ;

13. у  = (sin(7x + 4))arectsv;

,4  ( x - 7 ) ' ° V 3 ^ T
(x  + 3)5

II. 1. 3x +  sin>, = 5>’;
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2.

21 
1 +t2

У = :1+Г
III. y = sin2x,x0 = я \

IV. Определить угловой коэффи­
циент касательной к кривой

х2 -  у 2 +Ху - 11=0 в точке (3; 2).

2.
X = л//2 -1, 

/ + 1
л/7^Т'

III. у = (2х + I)5, х0 = 1.

IV. В какой точке кривой у 1 = 4х3 
касательная перпендикулярна к 
прямой линии х + 3у -1 = 0?

ВАРИАНТ 9

I. 1. у = 8х2 + \[7
X X

2. у  = ------- =--4Ъхг -4 х  + 3 ;
(х -4 )7

3. у  = 2°°”  • arcctg5x3;

4. >> = e_Jr-arcsin25х;

5. у  = arccosx2 • ctg7x3;

6. j; = tg5 Зх • arcsin -Jx;

l . y - -Jx3 + 4x-5

lg(l lx + 3)
2 c 9cos 5x

9 . у  tg4(2x + 5 ), 
arccos3x

10 7arctg(4x + l) 
(x -4 )2 ’

n . y = J ^ l l g(4x + 7);

ВАРИАНТ 10

5 зГТ 7I. 1. y = 4xb + - - V x '

2. y = V4x2- 3 x - 4 - -
(* -3 )5

3. _y = 4 M n5(x + 2);

4. _y = Iog„(x -1) • arcsin4 x;

5. у - 5~** arccos5x4;

6. у  = ctg2(x +1) ■ arccos^;
~ctg5jt

7 .y :
(x + 4)3

8. ,  =
ln(7x -  2)

... Varctg2x, 
sin2*

10 .. _ 3arcsin(2 x-7) 
(x + 2)4 ’

11- У = д |~ “ 1п(2х3-3 ); 
4x +1
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1 2 . y = {\og2(x + 4 ) f^ - ,

13. y = (arcsin2x)‘"(t+3); 

(x + l)8(x -3 ) 214. у  = -

II. 1. tgjy = 3x + 5y; 2.
x  =  4 /  +  2 / 3, 

7 = 5/3 -3 /2

III. у  = ln(l + x), x0 = 2.
IV. Записать уравнение касатель­
ной к кривой у  = х2 -  6х + 2  в точ­
ке с абсциссой х = 2 .

1 2 . у  = (sin3x)arc's<,r+2);

13. 7  = (arccos3x)'s(Sl;'’l>; 

(х + 2)(х -  7) 414. у - -
V(x-l)4

II. I. xy = ctgy;2. х = —  ,y  = tlnt.

III. у = ~х2ех, х0 =0.
IV. Записать уравнение касатель­
ной к кривой y = j x 2 -  х + 5 в точ­
ке с абсциссой х — 4.

1.1. j :

2. у:

Ъ.у- 

4 .у :

5. у:

6. у

1 .у .  

8- У 

9 . у .

ВАРИАНТ 11

= 2 л /? - -  + Зх2- — ;
X X

л/вх-З + х2;

ВАРИАНТ 12

(х-1)3 

: Зшх • arcsin 7х4; 

;(х -4 )5 -arcctg3x2; 

: arctg4 х ■ cos7x4:

: sin4 2x-arccosx2;

л/3 + 2x-x2 : __ ; 

tg2(x -2 ) . 
lg(3x -  2) ’

arcsin2 4x 
tg(5x -  3) ’

1. 1. y = 4 x -----vx + —5-;

2. ^Зх7 + 4x-5 • (x-4)4’
3. у = Sr ■ arccos2x5;

4. j; = ctg3 4x-arctg 2x3;

5. у -  4(x -  7) 6 ■ arcsin 3x5;

6 . у = cos3(3x + 2) • arctg3x;

7- У -
^Зх2 - 4 x - l '

sin; (5  ̂+ 1). 
lg(3x -  2) ’

„2/cos (4x + 2)
9- ^ = arctg x
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(JC +  6 )4

П .  ^  =  ^ 1 7 s i n ( 3 x 2 + l ) ;
V JC — 6

12. у  = (cos3x)c'8' ;

13.  y = (arctg5xfei(x+4); 

\ j ( x  +  4)3
(x - 1 ) 2(jc + 3)5 ‘

II. 1. j  = e-,,+ 4x;2 .
у  = e' sin/.

III. 7  = arcsinjc, ,x0 = 0.

IV. Записать уравнение нормали к 
кривой у  = ^х1 -  21 х + 60 в точке с 
абсциссой х  =  2.

,0. з,= 51п(5х^7) 
(х - 1 )2

И ■ У = $ ------cos(2x  + х);
V л: ч- 7

12. у  = (arcsin5x)'s '/x;

13. 7  = (arctg7x)'s(,+l);

14. у =  — у
(х + 1) (х-5)

II. 1. l n j - -  = 7 ;2 . i*  * '  
х |у = 1п/.

III. 7  = (5 х - 4 ) 5,х 0 = 2 .

IV. Записать уравнение касатель­
ной К КрИВОЙ У = - ^ Х 1 + 1 Х - Ц ;  В
точке с абсциссой х  = 3.

ВАРИАНТ 13

I. 1. у  = 5хъ- ~  +  4 л / х + —;

2. v = V5x7^ 2 xM +- 8
(* -5 )2

3. j  = sin4 Зх • arctg 2х3;

4. jy = e“COSJr-arctg 7jc5 ;

5. 7  = (х + 5)2 -arccos35x;

6. у  = tg3 4л: • arcctg3x4;

ВАРИАНТ 14

I. 1. y  = ^ j  + 4x* -  — +  5x4; 
x x

2. y  = — ~ - V 5 x - 7 x 2-3 ;
(x + 2 f

3. у = cos3 4x ■ arcctg 4 x ;

4. у = (x +1) • arccos3x4;

5. у  = 2~s'"x ■ arcsin3 2 x ;

6. у  = ctg4 lx  • arcsin -Jx;
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-̂sin 2х

1' y ~(x + 5 f ’

О cos4(7x - 1) 
lg(x + 5) ’

arcsin 4 л:5 
9. y=  j ;

tg x

10 41оЕз(Зх + 1).
(x + 1)2 ’

tg(3x2 4x + 1);
Vx+9

12. у = (arccos5x)ln*;

13. У = (log4(2x + 3))arcsinl;

M .... л](х + 2У(х-1)4
(x + 2)7

„ , 2 2 - „ fx = 5 cos/,II. 1. у  +x =sm v; 2. ■<
|j> = 4sinf.

III. у  = xsinx, x0 =

IV. Записать уравнение нормали к 
кривой у  = 3 tg 2х +1 в точке с абс­
циссой х - \ .

c°s5 .t

7- у = г-т---------;
-Jx -5х — 2

о sm’(4jc + 3)о. у = — 1-----1п(7дг+1)

п .. arctg3 (2х +1)
“• У -  г  ■> cos Vx

, 0  71og4(2x-5)
(х-1)5

.ctg(2x + 5);
V x + 4

12. у = (arctg 2x)s'nr;

13. у  = (log5(3x + 2))“°“°“ ;

M .. t x - 2 ) \ x  + 3)2 
(x -7 )3

fx = 5cos2/‘,
II. 1. ey = 4 x -7y; 2. ^

\j> = 3sin2/.

HI. у = x2lnx,x0 = j.

IV. Записать уравнение касатель­
ной к кривой у -  4 tg Зх  в точке с 
абсциссой х = f .

ВАРИАНТ 15

2. ^ = V(* ;
7 х  - З х  +  2

ВАРИАНТ 16

I. 1. у = ~- + — -4л[х3 + 2 х 7 ;
X X
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3. у  = tg3 2х  • arcsinx5; 3. у  = ctg7x-arccos2x3;

4. _y = 2sin'-arcctg*4; 4. у  = 3~*’ -arctg 2x5;

5. = (x + 2)7 • arccos4 x ; 5. у -  ( х - 7 ) 5- arcsin 7х4;

6. j> = sin3 2x ■ arcsin l x 2; 6. = tg5 4х ■ arccos3x4;

1. у  -  (2jc+ ̂ >3 • 
y  e ‘8Jf l . y  = — 5----------- ;

4х  -  Зх + 5

s _ ctg3(2x -  3) _ 
log3(x + 2) ’ sm5x

„ arccos 4x3 
= s in '*  ;

n y  ctg2( x - 2) 
arccos 3x

( X - 6)4
= 41g(3x + 7) 

(x + 1)7

11. y  = s jx ~ 2 sjn(4 x 2 7x + 2); 11. = Ĵ——j  cos(x2 -  3x + 2);

\2.  y  = {\n{x +  7) )a*2*; 12. у  = (ctg(7x + 4))^***;

\ 3 . y  = { \ g ( l x - 5 ) Y a*2*-, 13. j  = (ln(5x - 4))arcc,gJr;

. .  У х - Ц х  +  2)6 14. y  = --------- i—r-^-.
( * - l )5

M 'v . .^ * + K * - 3 )7
(x + 8)3

II. 1. 4sin2(x + / )  = x; II. 1. siny = 7x + 3j>;

2 fx = arctg/,

' V  = ln ( l+ /2).

fx = arcsin/,

2 ’ Ь  = л /1 -/2.

III. .y = xsin 2x,  x0 = - f . Ш. у  =  xco s2x, x0 = -j|.

IV. Записать уравнение нормали к 
кривой у  = 6 tg 5jc в  точке с абс­
циссой х = .

IV. Записать уравнение касатель­
ной к кривой у  = 4 sin 6х  в точке с 
абсциссой х = ■-.
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ВАРИАНТ 17

I. 1. у = 5х2 + - - 1 / 7 -2 х 6;
X

2. у: -  V4 + 3 x -x 4;(х + 4)2

3. у = e~si"x-tg7x6;

4. у  = 3COSJf • arcsin2 З х ;

5. у  = 1п(х -  3) • arccos Зх4;

6. у = cos2 5х • arctg 4 х ;

^ - s i n  4дг

7-3» =

8 . 7  =

(2х-5)6’ 

1п2(х + 1) 9
cos3x

й  
arcsin 5х

,2

9  ... tg3(2 x + 2 )

ю у = 51оё2(^ + 0 .
(х -3 ) 4 ’

п - H f e f  « 2'! - 9);

12. ,» ( t g £ T r ) '" ' ,' ;

13.

14
(х + 1)2( х - 6 ) 5

II. 1. tgy = 4 7-5 x ;

ВАРИАНТ 18
4__5_ 
х х4

8

I. 1. 7  = 10х2 + З л /7 - - - 4 - ;

2. 7 = ■
(х -1 ) 3 6 х2 + Зх -  7 ’

3. 7  = eCOSJf-ctg8 x3;

4. 7  = !п(х -10)- arccos2 4х;

5. 7  = Iog,(x -  4) ■ arctg3 4х;

6 . 7  = ctg4 2 х • arctgx3;

Зх2 -5х + 10
?• 7 =;

1о§2(7* -5 ) .
tgVx

о у  ctg2(3 * -l) ,
У  2 ’

1 0 . 7  = 6log3(2x + 9)
(х + 4) 2 ’

H . ^ g ± j c t g(3x2+5);

1 2 - 7  = (ctg(l/x))arcsin7jr;

13- 7 = 0g(4x -  3))arccos4r ;

14.7 = - ^ 2 _ .  (x ~3) (x-4)

II. 1. 7  = 7 x-ctg 7 ;
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fx  =  3 ( / - s n u ) ,  

= 3 (1 - c o s  0 -

fx  =  3 (s in ? -r c o s? ) ,  

= 3 (cosf +  jrsin t).

III. y  = x 4 \n x ,  x 0 = ]. III. у  =  x  +  arctgx, x0 =  1.

IV. Выяснить, в каких точках кри­ IV. Выяснить, в какой точке кри­
вой у  -  s in 2 x  касательная состав­ вой у  =  2 х 3 - 1  касательная состав­
ляет с осью  О х  угол “ . ляет с осью  О х  угол у  .

В А Р И А Н Т  19 В А Р И А Н Т  2 0

1.1 . у ~ 4 х 5 -  — + ~ - З х 3;
X  X

1 .1. у  = 9х* + - -  —  + 4 7 ;
X X

-> _  J \  л . 3 О _  з/с | л v v2
V V 1 1 «/Л 1 < i

( х - 3 ) 4 ’
V "* V J 1 1 Л Л  «

(х  +  1)3 ’

3. у  =  co s5 х  • a rcco s4 x ; 3. j> =  sin37 x -a rcc tg 5 x : ;

4. у  = Ig(x -  2 ) • arcsin5 х ; 4 . у  =  log3(x  +1) ■ arctg5 7х;

5. у  =  (х  -  7 )4 ■ arcctg2 7 х ; 5. y  = \ j x - 3 • arccos4 2 х ;

6. у  =  s in 4 5х  • arccos3x2; 6. у  =  co s3 9 х  • arctg(5x - 1 ) ;

7 е ~* 
' У (2 х 2 - х  +  4 )2 ’

7 -  ^
' У  (Зх +  5)3 ’

о .. lo g 3( 4 x - 2 ) .
«У *“ * О ’ c tg 2 x

8 1п3( х - 5 )  

tg(l х )

^ s in 5x п  .. _  V c°S3X
arccos4x  ’ У  ~ А. С 9arctg 5х

ш  31og2( 5 x - 4 ) .
( х - 5  )5 ’

ш  . 71og5(x 2 + х )  
(х  +  З)3 ’

11. у  =  J X  +  ̂  sin(3x2 -  x  + 4); 
V х  — 5

11. у  =  % cos(7x  +  2 ) ;

VX +  6

12. у  =  (co s(x  +  5 ))arcsin 3 * ; 12. у  =  ( 7 Г + 5 ) " ;
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13. y = (ln (7x-3))arc,g5j:; 

-Jx2 + 2 x - 314. у -
(x + 3)7(x -4 )2

II. 1. xj> -  6 = cos j ; 2.

III. j> = cos2x, x0 = f .

x = sin21, 
у  = cos21.

IV. Выяснить, в какой точке кри­
вой ,у = }х 3 -  ух2 + 9 касательная 
составляет с осью Ох угол =f.

III. у = 1п(х2 -  4), х0 = 3

IV. Выяснить, в каких точках кри­
вой у  = ^xJ -  f x 2 + 7х + 4 касатель­
ная составляет с осью Ох угол f .

13. у  =  ( lo g 5(2 x  +  5)) arctg х'

14. у = lj(x- 2)4
(х -  5)(х + 1)7

II. 1. Зу = 7 + ху3; 2. х = е
iF = e'

ВАРИАНТ 21

1.1. у-

2. у--

3 . у -  

4. у: 

5- У -

6. у:

7 .у -

8. у-

9.у-

■34х +—Г + Ух

Л15х2 - 4 х +  \ ----------— г
(х -5 )2

; sin2 Зх ■ arcctg3x5.

■ 1п(х + 9) • arcctg3 2х.

■ Ух -  4 ■ arcsin4 5х. 

: tg4x-arcctg(l/x).

-Ctg5j-

(Зх -  5)

lg(x + 2) 
sin2x5

tg2(x + 3) 
arcci

LI. у .

2. у-.

3. y = 

4 . y  =

5. y  =

6. y =

7- У =

ВАРИАНТ 22
3 2 4 , 3x + ----- т-5х .

X  X

4з-Ъс + x‘
(x -  7)

„4cosvx • arctg x 

lg(x+ 2)-arcsin2 3x. 

(x -3 )5 -arccos3x6. 

ctg3 4x • arcsin(3x +1). 

(2x-3)7

tg3 lx

:tgVx 9.

ln(3x + 2)

arcsin2 3x 
cos(x -  5)
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10 ... log7(2 x 2 +  5)
( х - 4  f

х - 1
11. у  = \ ------- arcsin(2x +  3 ).

Vx +  7

12. у  = (sin 4 х )агсЧ!л.

13. у  = (sin(8x -  7))(г+3).

Н  (*  +  4 )3( х - 2 ) 4 

\ 1 ( х -  2 )5

In t
1 1 Х  ~ ---- 5

II. 1. y 2 = x  +  l n - . 2 J  t
Х  y  = t2\nt.

III. у  = x2 cosx, x0 = f .

IV. Найти точки, в которых каса­
тельные параллельны оси Ох  к 

кривой y = j x 3 -  § х 2 + 2 0 х  - 1 .

2 1п(3х - 1 0 )

' У ~ (х  +  5)7

11. у  =  7J - - — - a r c c o s ( 3 x - 5 ) .
V х  +  8

1 2 .y  =  (tg3x4p .

13. у  = (cos(3x +  S))'8̂ 7' .

„  ; , _ ( х - 1 ) * ( *  +  2 )3 

V (x +  3)2

II. 1. х у 2 -  у 3 =  4 х  ^ 5 .

(х  =  arccos/,

2'1  y = V T 7 .
III. у  =  xarccosx , х 0 = ^у.

IV. Найти точку на кривой 
у  =  -X 2 - 7 ,  касательная в которой 

параллельна прямой у  =  8х -  4 .

ВАРИАНТ 23

I. 1. у  =  7 х 2 +  — -  Vx4” +Д-.
X  X

2. У  =  -у /(*~3)7 + ^ — ^-------•
^ 7 —5л:- 8

3. у  =  tg 6 2 x -c o s 7 x 2.

4. у  =  4 _s,njrarctg3x .

5 • У — т](х  + З )5 arcsin 2 х 3.

6. у  =  co s2 5х  • arctgх 4.

ВАРИАНТ 24

I. 1. у  =  8 х 3 - - - \  + Ч х 2 ■
X  X

+ J - 4 S -

3. у  =  ctg3 4 х  ■ arcsin V x .

4. у  =  2 “ sjrarcctg3x .

5- у  =  ^/(х + 1)2 arccos3x .

6 . у  =  tg4 7 х  • a rcco sx .
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(Зх +  1)47. y  = i — —
*  e

_ 5jc2+ 4 x - 2  7. у = ----------------- .
е х

8 c tg V x - 2  
!g(3x +  5)

8 *ё(3 х ~ 5) 
1п2(х  + 3)

9  arcctg3 x  

sin (2x  -  5)

.  arccos3 5х
9. у  = -------------- .

t g ( x - 2)

10 81g(4x +  5) 

O - l )5
10 21og3( 4 x - 7 )  

(х  + 3)4

11. y ~ \ j x  + 4  arctg(5x + l) . 11. 7  = л arcctg(7x + 2). 
V х = 1

12. 7  =  (ctg2x 3) im'/*. I 2 . y  = ( tg 7 x s f * .

13. у  =  (tg(9x + 2 ))cos<2*-о 13. у  = (ctg(7x + 5))sin3jr.

i 4 . 7 = ^ - ]t e 7)2 
V (x +  2)5

г  у  _  (х  +  7 )2( х - 3 )5 
л/х2 + З х - 1

11. 1. x 2j 2 + x  =  5 7 . 2. •

1
х  = — 7’/  + 1

ИШ-

II. 1. х 4 + х 2у 2 + 7  =  4 .

|x  =  5sm 31,
2. ^

[7  =  3 cos31.

111. 7  =  (x  +  l) ln (x  + l), x0 = - 0 .5 . III. 7  = In3 x, x 0 = 1.

IV . Н ай ти  т о ч к у  н а  кр и во й  

у  = -  З х 2 +  4х  +  7 , 
к ас а те л ьн а я  в  ко то р о й  п ер п ен д и ­
к у л я р н а  к п р я м о й  х  -  207 +  5 =  0 .

IV . Н ай ти  то ч к у  н а  к р и во й  

7  =  3х2 - 4 х  +  6 , 
к асател ьн ая  в ко то р о й  п а р ал л е л ьн а  
п р я м о й  8 х - 7 ~ 5  =  0.
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ВАРИАНТ 25

I. 1. у  = 8х —-̂ т-+ —-\[х* .
х4 х

2. у  = -------- ----
Ах — Зх +1 ~л/(* + 1)5

3. ^ = 3'*̂  - arccosх4.

4- У - !g(jc — 3) - arcsin2 5х.

5. у  = tg3 х ■ arcctg3x.

6. у = ctg4x5 ■ arccos 2х.

_ л/эх2- х  + 1
1- у =— ^ —

8- У -
cos2 х

lg(x -2 х  + 1)

г, Varccos3x 
9- ^ = -  - 2 .

Ю у - 31°ёЛ2х = 9)
(х -7 )2

11. .у = J — —— arcsin(x2 +1).
V 7х+4

12. у  = (arccos .

13. у  = (sin(3x —7)cos(jr+4)).

14 у -  V ^ 3 (^  + 7)S 
(х -4 )2

L h y  = ^ - U ±  + 3x.
X X

ВАРИАНТ 26

2. y = - J —+ «/2x2-3 x  + \)s
х -4

3. у = tg л/х ■ arcctg3x5.

4. j; = log2(x+3)- arccos2 x.

5. j  = -^(x- 2)3 arctg(7x -1 ) .

6. _y = ctg 3x • arcsin4 2x.
л-дг“

l . y  =
(2x-5)

8 1og2(3x + 7)

9 .^  = -

tg3x

arcsin2 3x 
л/tg*

10 lg(£l+2x)
(x + 8)4

11. у = iy ̂ ^  arccos(x2 -  5).

12. _y = (ctg7x)“n<Jr+3).

13. _y = (cos(2x- 3 ))‘8<Jr+5).

_ л/х + 10(х -  8)314. у  :
(x-1)5
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II. I. siny  = xy2 +5.2. x = e 3' ,
7  =  e

I I I .  y  =  2j r , x 0 = 1 .

I V .  Н а й т и  т о ч к у  н а  к р и в о й

у  =  5х2 -  Ах + 1 ,  

к а с а т е л ь н а я  в  к о т о р о й  п е р п е н д и ­

к у л я р н а  к  п р я м о й  х  +  6у  +  1 5  =  0 .

II. 1. х3+у3=5х.2.

I I I .  7  =  ( 4 х - 3 ) 5, х 0 =  1.

I V .  Н а й т и  т о ч к у  н а  к р и в о й

у  = -З х 2 +  Ах +  7 ,  

к а с а т е л ь н а я  в к о т о р о й  п а р а л л е л ь н а  

п р я м о й  х ~ 7  +  10 =  0 .

ВАРИАНТ 27

I.  1. у  =  Ахъ + - - Ч 7
X X

2 .7  = - -\[(3 х 2 - х  + \ У .
( х - 7 )3

3 .  у  =  t g 3 2х  ■ a r c c o s  2х3.

А. у  = 2~х a r c t g 3 Ах.

5 . 7  =  \j(x  +  4 )2 a r c s i n 7 x 2 .

6. 7  =  t g 5 Зх ■ a r c c t g  Vx.

7.7 =

8. 7  =

( 2 х  +  4 ) 5 

In 3 х

c t g ( x - 5 )

a r c t g 2 5 х
9 . 7  = ----- 2------

1 0 . 7  =

IJctgx

3 1 n ( x 2 + 5 )  

(x  -  7 )3

.  1. у
JC

2 . y  =  J { x - A ) 7

ВАРИАНТ 28

7 +4 x 5 -  - 2
x 3

10

3 . 7  =

4.7 =

5.7 =

6. 7  =

7- y-

8 . 7  =

9.7 =

10. 7  =

( 3 x  - 5 x  +  l )  

2 lBJr a r c t g 5 3 x .

In ( x  -  4 )  • a rc c t g 4 3 x . 

a r c s in 3 4 x - c t g 3 x .  

s in 43 x - a r c c o s 5 x 4 .

( З х - 2  Г

t g 4 5 x  

l n ( x  +  7 )

a r c t g 2 5 x  

t g ( x  +  3 )

4 1 o g 2( 3 x - 5 )

( x - 2)2
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11' 3" i l s r + 5 a r e ,8 ( 3 ” 2 ) '

12. ,y =  ( s i n 5 x ) arc45<*+2).

1 3 .  y  =  ( t g ( 7 x - 5 ) ) sm(Jt+2).

( x  +  3 )4

I I .  1. V x  +  ,/>> =  л / 7 .  2. I x  =  In 2 r ’
[ j  =  /  +  ln r .

I I I .  jy  =  x a r c c t g x ,  x 0 =  2 .

I V .  Найти точку на кривой
у  -  - х 2 + 7 х  +  1 6 ,  

касательная в которой параллельна 
прямой у  =  Зх +  4.

П . у - * 1  a r c c t g ( 2 x  +  5 ) .
V З х  +  4

12. у  =  ( a r c t g x ) 's<3JI+l).

1 3 . у  =  ( c o s ( 3 x  +  2) ) c°s<j;+4) .

и  л / ( х  +  1) 3( х ~ 2)5 
( х - 3 )2

| х  =  Г е ',
2 Х - у

I I .  1. >> =  '  . 2 . -  i
* + > >  у = —1 в

I I I .  у  =  ( 7 х - 4 ) 6, х 0 =  1.

I V .  Выяснить в какой точке кривой 
у  = 4 х 2 — 1 О х + 1 3  касательная па­
раллельна прямой у  = 6 х - 7 .

ВАРИАНТ 29

I .  1. y  =  -  +  4 - - V x 5’ - 2x 6 .
X X

2. у =  ——-— г —л /в — 5х + 2х2 .
(х + 2)

3 . j  =  sin5 Зх-arctg л/х.

4. у  =  lg(x +  3 )  ■ arcctg2 5х.

5. y =  e"cosx arcsin 2х.

6. у  =  ctg2 4х • arcsin х3.

_ V x 2 -  Зх-7
7 . ,=  •

ВАРИАНТ 30

1. 1. j /  = A - 2 + 3 x 3 - V ^ .

3.  у  = cos4 Зх- arcsin Зх2.

4. у =  log5 (х + 1) • arctg2 х3.

5. у -  V(x +  5)3 arccos4 х .

6. у  = tg3 5х • arcctg(2x -  5).

7. у  = ----5-------------.
4х +7х —5
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О .. lo g 3( ^  +  4 )  Ъ . у -
COS X 8. у  -  f  З х  . 

lg ( x  -  х  +  4 )

п л/ s i n 3 л:
9 . у  = --------------- .

a r c c t g S x

„  У c o s 3 x
9 . у  = ------- ------------.

a r c t g f x  +  2)

2 l n ( 2 x 2+ 3 )
10. у  = ---------------т— .

( х - 7 )4
ш  4 1 8 ( 3 * 4 - 7 )

( х - 5 )3

11. V =  т /—г— - a r c s i n 2x .  
V x  +1

1 1 . у  — a r c c o s 4 x .

12. ^  =  (с1Е ^ Г +3). 1 2 . y  = (sm 3Xy rcas2x.

1 3 . ^  =  ( ln ( 7 jc  +  4 ) ) tSJr. 1 3 . у  =  ( l g ( 8x  +  3 ))щ5х.

11 v  ^ {Х ~ 1)5 14 V ( i .+ 2)3Hr. V — . _ .
( х  +  2)  ( х - 5 ) ( х - 1 ) 4( х - 3 )5

11, 1 . s i n 2( 3 x  +  jy 2)  =  5 . И . 1. c t g 2 ( x  +  y )  =  5 x .

[ х  =  6/2 - 4 ,

' Ь  =  з /* .

f x  =  a r c s i n / ,

I I I .  у  -  x s i n  2х, х 0 =  f . I I I .  у  =  s i n ( x 3 +  ж), x 0 =  \ [ я .

I V .  В ы я с н и т ь  в  к а к о й  т о ч к е  к р и в о й I V .  В ы я с н и т ь  в  к а к о й  т о ч к е  к р и в о й

у  =  7 х 2 -  5х +  4  к а с а т е л ь н а я  п е р ­ у  = j x 2 - 7 х  +  5

п е н д и к у л я р н а  к  п р я м о й  л и н и и  

2 3 ,у  =  1 —х .
к а с а т е л ь н а я  п а р а л л е л ь н а  п р я м о й  

л и н и и  у  =  2 х + 5.

Р е ш е н и е  т и п о в о г о  в а р и а н т а
I .  П р о д и ф ф е р е н ц и р о в а т ь  д а н н ы е  ф у н к ц и и :

1. у  =  9 х 5 -  Д -  +  Ух* - З х  +  4. 
х
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▲  У  =  ( 9 х 5 - 4 х  3 +  х '  - З х  +  4)  =  {Л 2 }  =

=  ( 9 х 5)  - ( 4 л Г 3 )’ +  ( х ? )  -  ( З х ) '  +  ( 4 ) '  =

=  { 4 }  =  9 - ( х 5) [ - 4 - ( x  3j  +  ( х ; )  - 3 •  ( х ) '  +  0  =

=  {£ »,} =  9  • 5 х 5" ' -  4  • ( - З ) х ~ 3~' +  f  х Н  -  3  =  4 5 х 4 + 1 2 х ~ 4 +  f  x i -  3 .  Т

2 .  7  =  4л /(2 * 2 - З х  +  1 )3 - — t - j .(x + l f

А  У  =  ( ( 2 x 2 - 3 x  +  l ) ! - 6 ( x  +  l)'3j = {Л 2,А ,}  =

=  ( ( 2 х 2 -  З х  + 1 ) ‘ )' -  6 • ( ( х + 1) '3 j  =

=  { Я , , Л ,, D , }  =  f  ( 2 х 2 -  З х  + 1 )’ 1 ( 2  • 2 х  -  3 )  + 1 8 ( х  + 1 )’ 4 =

=  | ( 2 х 2 - З х  +  1 ) ( 4 х - 3 )  +  1 8 ( х  +  1 ) ^ .  ▼

3 .  у  =  t g 5( x  +  2 )•  a r c c o s 3 x 2 .

▲  У  =  ( t g 5 ( х  +  2 )  • a r c c o s 3 x 2 )  = {А г} =

=  (t g s ( x  +  2 ) )  a r c c o s 3 x 2 + t g 5( x  +  2 ) ( a r c c o s 3 x 2 )  =

=  {E 2, Dt; C 0} =  5 t g 4( x  +  2 ) ( t g ( x  +  2 ) '  ■ a r c c o s 3 x 2 +  t g 5( x  +  2 )  ■  ̂ =
л/ l  ~ ( 3 x  )

= A , A,} = 5tg4(x + 2) arccos3x2 + tg5(x + 2)-7~6*- =
c o s  ( x  +  2 )  v l - 9 x

=  5 t g 4( x  +  2 ) ------— --------- a r c c o s 3 x 2 -  t g 5 ( x  +  2 ) -T  ^  ▼
c o s  ( x  +  2 )  л/ l  — 9 x 4

4 .> >  =  a r c s in 5 4 x  • lo g 2( x  -  5 ) .
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А  У  =  ( a r c s in 5 4 x - l o g 2( x ~  5 ) )  = { ^ 3 }  =

=  ( a r c s in 54 х )  - ! o g 2( x - 5 )  +  a r c s in s 4 x - ( l o g 2( x - 5 ) )  =  {Е 2, £>,; Z>4J  =  

=  5 a r c s in 5" ' 4 x - ( a r c s i n 4 x ) ' - l o g 2( x - 5 )  +  a r c s in 54 x -  ^
l n 2 - ( x - 5 )

{ С , , E 2 }  =  5 a r c s in 4 4 x  . lo g 2( x  -  5 )  +  a r c s in 5 4 x
B2V ( x - 5 ) l n 2 '

4  1= {A})} =  5 arcsin 4x• ..... =--̂  ... log2( x -  5) +  arcsin5 4 x ----------------- . V
VI — 16x ( x - 5 ) ln 2

5. y  =  3~x -c tg 7 x 3.

А  у  =  (з -"4 • c t g 7 x 3j  = {A 3} =  ( r V ) ' c t g 7 x 3 +  3 ' x<( c t g 7 x 3j  =

= {£ 2, Z>2; Д ,} = 3",J • in3 • ( - x 4) ' c t g 7 x 3 +  3- ^ - ( 7 x 3) ' )  

s i n 27 x 3

=  {Dv At} = У * 1 I n 3 ( - 4 x 4- 1) c t g 7 x 3 +  З ^  =
s in  7 x

=  - 4 I n 3 • 3 ^ 4 x 3c t g 7 x 3 - 2 1  • 3 "* ' 7 . ▼
s in  7 x

6. =  c t g 2 3 x  • a rc tg  Vx.

▲  У  =  (c t g 2 З х - a rc tg  Vx) =  { Д }  =  (c t g 2 3 x j - a r c t g  Vx +  c t g 2 3 x - ( a r c t g  Vx)

=  {E 2, Z > ,;C 3}  =  2 c t g 3 x • ( c t g 3 x ) '  • a rc tg  Vx +  c t g 2 3 x  •
l + ( v ^

=  {E2, B4, Z)]a}  =  2 c t g 3 x  • — -̂  ■ a rc tg  Vx +  c t g 2 3 x  ■
s m  3 x  1 + x
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= {j4,} = -6ctg3jc--7-4-------------arctg Vx + ctg2 Зх • - *

7. у =

iy----- «UVrftg'V Л v Vtg JA ' ---- ------------.
s in  Зх 2 л /х (1 + х )

4 з х 2 - 7 x  +  5

e

▲  Способ 1 . П р е о б р а з у е м  д р о б ь  в  п р о и з в е д е н и е

у '  =  (̂ 1з7 ~ - Т х  +  5 ■ е* |  =  [Аъ} =  {л]Зх 2 — 7 х  +  5^ех +  -л/Зх2 -7х +  5  ■ (ех )  :

= {Е 2, D la; D 3} =  Л 3х ~ ~ 1 +  5)' е х* +  Ь х 2 - 7 х  +  5 • e ' V ) '  =
2 л / 3 х  - 7 х  +  5

= .. . +  ^ З хг - 7 х  +  5-е*4 ■4 х \
24Ъх2 - 7 х  +  5

с
У =

Способ 2

_______ Г

= R }
4 ъ х 2 — 7л: +  5  ' j  > _  ( л /з х 2 -  7 jc  +  5 ) е~х> ~ 4 ъ х 2 - 7 х  +  5 \е ~ х' )  _

И
( У  : 7 х + -5) ' е - 4 -  Ь х г - 7 х  +  5 - е х' ( - х 4) ' 

, {E 2, D la, D 3} =  ^ i - 7 x  +  5
е-2х‘

6 х -7
_  2 л /З х г - 7 х  +  5

е-х‘ -  л/ Ъх2 - 7 х  +  5 ■ е~х‘ (~ 4 х3)

е~2х‘

=  _  ( 6iL . ._ 7 ).g ------+ 4 ъ х 2 - 7  х  +  5- ех4 - 4 х \  ▼
2ыЪх —7 х  +  5

8 1g(jc2~ 3x + 5) 
a r c c t g 2 5 х

241



A  yl J  i g ( x 3 -  З х  +  5 ) 4 
a r c c t g 2 5 x

= k } =

( l g ( x 2 -  3 x  +  5 ) )  • a r c c t g 2 5 x  -  lg ( x 2 -  3 x  +  5 )  ■ (a rc c t g 2 5 x )  f „
(  ,  „  \2  ~  I  2 5 4 a » M
(arcctg

Oc2 — 3 jc +  5V
2 „  „  , a r c c t g 2 5 x -  l g ( x 2 - 3 x  +  5 )■  2  • a r c c t g 5 x  ■ ( a r c c t g 5 x ) '

_  (x  - 3 x  +  5 ) - l n l O

a r c c t g 4 5 x

2 x - 3

= ^ , D, ,4 ,c4} = i * i ^ * ± a ^
a rc c t g  5x

a r c c t g 2 5 x

! g ( x 2 - 3x +  5 )•  2  • a r c c t g 5 x • ^  , j - 5

__ , _ V
a rc c t g  5 x

V a r c s i n 3 x
9-У= - '..2S in  X

/  /---- . • .\
▲ У  =

___  ̂ f ; ^ f
Varcsin3x | _ ( j  (Varcsin3x) sin 2 x  -  VarcsinSx • (sin2 x)

-  IЛ 1 - (■ 2 Y
^sin x ;$in2x

^ c s i n 3 x )  s i n 2x - V a r c s i n 3 x  - 2 s i n x - ( s i n x ) '  

=  {-̂ 2’ D\a, Dx}= —
sin4 x

1 1 - • 2 •3-sin jc2= {£2, Cl, 5l} = l ^ i ^ L V S
sin4x

v a r c s i n 3 x - 2s m x - c o s x  _  ------. V
sin4 x

10.y = 3]n(xl-5)
( x  +  3 )7
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=  3 (ln <*2 - s ) ) '(X  +  3) 7 - ln(x2 - 5)• ((x +  3)7)' D ^ D i }  =  

((x + 3)7)2

(*2 -  5 ) ' 

— -> x 2 - 5
( x  +  3 )7 -  I n ( x 2 -  5 )  • 7 ( x  +  3 )6 ( x  +  3 ) '

( x  +  3 ) 1

1
• 2 x  • ( x  +  3 )7 -  7 ( x  +  3 )6 l n ( x 2 -  5 )

= 3 ^ 5 --------------------------------------  v
( x  +  3)

u‘ y=i ~ f̂ctg(3x_4)-

А  У  =
Щ ] а ф х - 4) - M ’ mi

i \
c t g ( 3 x  -  4 )  +

+( Ш )  (c« 3* - 4»' = ( ~ )  ctg(3*-4) +

„ i f £ ± 5 T ! Й .Ш £ - 3 > - ( Г 5Х.- 5 У
IKX-SJ (x -5 У



l f  x + 5 У ? -10  ̂ „  ( x + 5V ' " л
-yCtg(3x -  4) + ▼

7 \ x - 5 )  ( x - 5 )~  <=ч ' l^ x - 5 j   ̂ sin 2( 3 x - 4 )

12. у  = (tg Vx + 2|"<3Jr+2).

Указание. С м о т р и  п р и м е р  1 .46, гд е п р е д с т а в л е н ы  т р и  с п о с о б а  д и ф ф е ­

р е н ц и р о в а н и я  п о к а з а т е л ь н о - с т е п е н н о й  ф у н к ц и и .

А  у '  =  ((tg 4 х  + 2 ) Фх+2) J =  {£ ■ ,} =

= 1п(3х + 2) • (tgVx + 2)n<3jr+2> '(tgVx + 2) +

+ (tg Vx + 2 )n(”'+2) ln(tgVx + 2)-(ln(3x + 2)) =

=  {E 2, B „  D 4 } =  In(3x + 2 ) • (tgV^+2)п№+2Н. (Vx + 2 ) 
cos2 Vx + 2

+ (tgVx + 2 )"№+2 , ln(tgVx + 2 ) - ^ ^ -  = {£2, £>le, 4 , 4 } =

(x + 2)'

= ln(3x + 2) • (tg Vx + 2)'ln(3*+2)-l 2л/х+2_.+

- (tg VxT2 ) n<3jr+2> ln(tg Vx + 2 )-

cos2 Vx + 2  

3

3 x  +  2

= ln(3x + 2) • (tg V x + 3 )n<3*+2H 2^ 2
cos2 Vx + 2  

3

+

+  ( t g V x  +  2 ) n(3jr+2> l n ( t g V x  +  2)-4 / ч о /  3x + 2
1 3 . 7  =  ( s i n 7 x ) arcte<3t~5).

Указание. С м о т р и  п р и м е р  1 .4 6 , гд е п р е д с т а в л е н ы  т р и  с п о с о б а  д и ф ф е ­

р е н ц и р о в а н и я  п о к а з а т е л ь н о - с т е п е н н о й  ф у н к ц и и .

А  /  =  ( (s in  7 х ) агс,8(3*"5))’ = { £ 3 } =
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=  a r c t g ( 3 x  -  5 )  • ( s in  7 x ) arct8<3* 5) 1 • ( s in  7 x ) '  +

+  ( s in  7 jc ) arc,g(3^ 5) • in  s in  I x  • ( a r c t g ( 3 x  -  5 ) ) ' =  {E 2, B, , C 3}  =  

=  a r c t g ( 3 x  -  5 )  ■ ( s in  7 x ) arctg(3' “5bl • c o s  7 x  • ( 7 x ) '  +

+  ( s i n 7 . ! n ( s i n I x ) - =  {A „ A 2} =

=  a r c t g ( 3 x  -  5 )  • ( s i n  7 x ) arctg(3jr_SH • c o s 7 x  • 7  +

+  ( s in  . in ( s in  7 x )  3
l + ( 3 x - 5 )2 ‘

14
( x  — l ) 2( x  +  3 )5

▲  Способ 1. П р и м е н я я  м е т о д  л о г а р и ф м и ч е с к о г о  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я , 

п о с л е д о в а т е л ь н о  н а х о д и м

1п,у =  In  - ^ * 2+  5 =  1 1 п ( х  +  5 )  -  2 1 п (х  - 1 )  -  5 1 п (х  +  3 ) ,
( х - 1 )  ( х  +  3 )  7

У  6 (х  +  5)' 2 ( х - 1У 5 { х  +  ЪУ'

у  7  х  +  5  х - 1  х + 3

^ ' - 6 1 — 2 — ------ 5 -  1
у  7 х  +  5  х - 1  х + 3

Ц (х +  5 )6 

' У  ( х - 1 ) 2( х  +  3 ) 5 ’

у  . Ц(х + 5)° 6
( х - 1) (д: +  3 ) 7 ( х  +  5 )  х - 1  х  +  3

Способ 2. П р е о б р а з у е м  и с х о д н у ю  ф у н к ц и ю  к  в и д у

lJ(x +  5)6 

( х - 1 ) 2( х  +  3 )
У =  Т~ ~ТТ2 / - ; - , Л  =  (*  +  5 ) ‘ • (*  - 1 ) - 2 • (X  +  З )- 5 .

П р и м е н я я  ф о р м у л у  (uvw)' =  u'vw  +  uv'w +  uvw , п о л у ч и м
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у  =  f  ( х  +  5 )1 ( х  -  1)~2( х  +  3 )~5 +  (~ 2 )(х -  1)~3( х  +  5 ) ’ ( х  +  З )”5 +

+ ( -5 ) ( х  +  ЗУ6(х  + 5 ) | (х - 1 Г 2. ▼

I I .  Н а й т и  п р о и з в о д н ы е  у' и у " :

1. х 3у  - У  = 6 х .

Д п я  т о г о  ч т о б ы  н а й т и  производную неявной функции , н а д о  д и ф ф е ­

р е н ц и р о в а т ь  в с е  ч л е н ы  э т о й  ф у н к ц и и  п о  п о р я д к у , п о м н я  о  т о м , ч т о  у  
е с т ь  ф у н к ц и я  о т  х  (у  =  _ у (х ))  и з а т е м  и з  р е з у л ь т а т а  д и ф ф е р е н ц и р о в а ­

н и я  н а й т и  у .

А  1 )  Д и ф ф е р е н ц и р у е м  п о  п о р я д к у :

( х ъу )  -  ( у 2)' = (6х)'; 3х 2у  + Xsу '  -  2 у у '  = 6 .

2) Р е ш а е м  у р а в н е н и е  с  о д н и м  н е и з в е с т н ы м  ( У ) . Н а й д е м :

ч  з т ч ^ о з , 6 - 3 х 2уу ( х  - 2 у )  = 6 - 3 х  у  => У  =  - з - ■ ■
х - 2  у

3) П р о д и ф ф е р е н ц и р о в а в  о б е  ч а с т и  р а в е н с т в а  З х 2у  +  х 3у '  - 2 у у '  =  6 ,  
п о л у ч и м

6 х у  + 3 х2у  + 3 х 2у ’ + х3у  -  2(У ) 2 -  2 уу" = 0.

4 )  Р е ш а е м  у р а в н е н и е  с  о д н и м  н е и з в е с т н ы м  (у" ) . Н а й д е м :

У (х 3 -  2у )  = 2(У )2 -  6х 2у  -  бху => У  = 2 - Щ - -  6х 2 .
х - 2  у  х - 2  у  х - 2  у

6 -  З х 2 „  „  ,
П о д с т а в л я я  в ы р а ж е н и е  —г------— в м е с т о  п е р в о й  п р о и з в о д н о й  у  , и м е е м :

х - 2  у

у” = 2(6~Зх2У 2 6х2 6 -  3х 2у  б х у  w
( х  — 2 у ) (х - 2 y f  х  - 2 у
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2 >  = 3' 4- ' 2’ 
b  =  ? - 5 .

А т  Jx'(0 = 12? ~2 t,  JV(r) =  3 6 ?-2 ,
А  Т .  к . •{ и  i  т о

\У (0 = 3/ 1 / ( 0  = 6/,

, У (0_ з?  ____ з/
.Кх

v "  = Ш  =XX /

У ( г )  12? - 2r I2 t2 - 2 ’

3 ( 1 2 ? - 2 ) - 2 4 / - 3 /

(12?-2)*
3/

12 ?-2  
12/3 -2 / ~ 12/3 -2?

3 6 ?  - 6  — 7 2 ?  3 ( 6 r 2 + 1)

( 1 2 ?  - 2 ) 2( 1 2 ?  - 2 t )  4 / ( 6 ? - I )3

и л и

=  / ( 0 ^ ( 0  ~ *"(0У(0  ^  6/(12/3 -  2/) -  ( 3 6 ?  -  2) • 3 ?  

(x,')3 (12? -2 /)3

_  72 tA - 1 2 ?  - I 0 8 / 4 + 6?  _  3 ( 6 ? + 1 )  v

( 1 2 ? - 2 /)3 ~  4 f ( 6 ?  - 1)3

III. В ы ч и с л и т ь  y m(x0) : у  = £ -  -jcos2 x, x0 = f .

А  П о с л е д о в а т е л ь н о  н а х о д и м :

У  =  • 2 c o s x ( - s i n x )  =  ^ c o s x s i n x  =  ^ s i n 2x ,

y"  =  ^ c o s 2x -2 =  -j c o s  2.x:,  y m -  y ( - s i n 2x )  • 2 =  -  s i n 2x .  

3;” ( f ) = ( - s i n 2x ) j ^ ,  = - s i n ( 2 - f ) = - s i n f  =  - 1. ▼

I V .  З а п и с а т ь  у р а в н е н и е  к а с а т е л ь н о й  и  н о р м а л и  к  к р и в о й  у  =  х 2- 9 х - 4  в  

т о ч к е  с  а б с ц и с с о й  х  =  — 1.

▲  1. О р д и н а т а  т о ч к и  к а с а н и я
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2 . И т а к ,  и м е е м  xQ= - l ,  у 0 =  6 .

3 .  В  л ю б о й  т о ч к е  у ' = 2 х - 9 .

В  т о ч к е  к а с а н и я  _>>'(— 1) =  (2 jc  — 9 )|:r=_1 =  2  - ( — 1) — 9  =  —1 1 .

4 . П о э т о м у  у р а в н е н и е  к а с а т е л ь н о й  ( п о  т о ч к е  М 0( - 1; 6)  и  у г л о в о м у  

к о э ф ф и ц и е н т у  - 1 1 ) :  у - 6  = - 1 1 ( х  +  1), у  =  - 1  1 а - - 5 .

5 . У р а в н е н и е  н о р м а л и : _у- 6  =  - ^ ( х  +  1), \ \ y - x - 6 1  =  0 . Т

Знания и умения, которыми должен владеть студент
1. Знания на уровне понятий, определений, описаний, формулиро­

вок
1. О п р е д е л е н и е  п р о и з в о д н о й ; ф и з и ч е с к и й  и г е о м е т р и ч е с к и й  с м ы с л .

2 .  Т а б л и ц а  п р о и з в о д н ы х  о с н о в н ы х  э л е м е н т а р н ы х  ф у н к ц и й  и о б щ и х  

п р а в и л  и х  о т ы с к а н и я .

3 .  П р а в и л а  и  ф о р м у л ы  д л я  п р о и з в о д н ы х , з а д а н н ы х  н е я в н о  и  п а р а м е т ­

р и ч е с к и .

4 .  О п р е д е л е н и е  д и ф ф е р е н ц и а л а ; с в я з ь  с  п р и р а щ е н и е м  ф у н к ц и и  и  п р о ­

и з в о д н о й . П о н я т и е  д и ф ф е р е н ц и р у е м о й  ф у н к ц и и .

5 . С в я з ь  м е ж д у  н е п р е р ы в н о с т ь ю  и  д и ф ф е р е н ц и р у е м о с т ь ю .

6. Т а б л и ц а  д и ф ф е р е н ц и а л о в .

7 .  Г е о м е т р и ч е с к и й  с м ы с л  д и ф ф е р е н ц и а л а .

8. П р и м е н е н и е  д и ф ф е р е н ц и а л о в  к  п р и б л и ж е н н ы м  в ы ч и с л е н и я м .

9 . О п р е д е л е н и е  п р о и з в о д н ы х  и  д и ф ф е р е н ц и а л о в  в ы с ш и х  п о р я д к о в ; 

с в я з ь  м е ж д у  н и м и .

2. Знания на уровне доказательств и выводов
1. П р о и з в о д н ы е  о с н о в н ы х  э л е м е н т а р н ы х  ф у н к ц и й  и  о б щ и е  п р а в и л а  

о т ы с к а н и я  п р о и з в о д н ы х .

2 . П р о и з в о д н ы е  п е р в о г о  и  в ы с ш и х  п о р я д к о в , з а д а н н ы х  п а р а м е т р и ч е ­

с к и .

3 .  Т е о р е м а  о  с в я з и  д и ф ф е р е н ц и а л а  и  п р о и з в о д н о й .

4 . Т е о р е м а  о  д и ф ф е р е н ц и р у е м о с т и  ф у н к ц и и .

5 . Ф о р м у л а  д л я  в ы р а ж е н и я  д и ф ф е р е н ц и а л а  и - г о  п о р я д к а  ч е р е з  п р о ­

и з в о д н у ю  п -  го  п о р я д к а .

6. И н в а р и а н т н о с т ь  ф о р м ы  д и ф ф е р е н ц и а л а  п е р в о г о  п о р я д к а .

7 .  Г е о м е т р и ч е с к и й  с м ы с л  п р о и з в о д н о й  и д и ф ф е р е н ц и а л а .

8. У р а в н е н и я  к а с а т е л ь н о  и  н о р м а л и  к  к р и в о й .

у ( - 1) = (:г2 -  9* -  4 )да_, = (-1)2 -  9 • (-1) - 4  = 6.

248



3. У м ен и я  в р еш ен и и  задач  

С т уд ент  д о л ж ен  ум ет ь:
1. Н а х о д и т ь  п р о и з в о д н ы е  с л о ж н ы х  ф у н к ц и й ,  з а д а н н ы х  я в н о .

2 .  Н а х о д и т ь  п р о и з в о д н ы е  ф у н к ц и й ,  з а д а н н ы х  н е я в н о  и  п а р а м е т р и ч е ­

с к и .

3 .  Н а х о д и т ь  д и ф ф е р е н ц и а л ы  с л о ж н ы х  ф у н к ц и й .

4 .  Н а х о д и т ь  п р о и з в о д н ы е  и д и ф ф е р е н ц и а л ы  в ы с ш и х  п о р я д к о в .

Р е ш а т ь  з а д а ч и  с  и с п о л ь з о в а н и е м  ф и з и ч е с к о г о  и г е о м е т р и ч е с к о г о  с м ы с л а  

п р о и з в о д н о й . •

П Р И Л О Ж Е Н И Е

К о н т р о л ь н а я  р а б о т а  « П р о и з в о д н ы е  и  и х  п р и л о ж е н и я »  ( 2  ч а с а )  

З а д а ч а  I .  Н а й т и  п р о и з в о д н у ю  п е р в о г о  п о р я д к а .

З а д а ч а  I I .  В ы ч и с л и т ь  п е р в у ю  п р о и з в о д н у ю  п р и  у к а з а н н о м  з н а ч е н и и  а р ­

г у м е н т а  и л и  п а р а м е т р а  л и б о  п р и  з а д а н н ы х  к о о р д и н а т а х  т о ч к и .

З а д а ч а  I I I .  Н а й т и  в т о р у ю  п р о и з в о д н у ю  у " .
З а д а ч а  I V .  Р е ш и т ь  с л е д у ю щ и е  з а д а ч и .

I .  1.
2 7 х

В А Р И А Н Т  1

--- ^  (л/Зх + х^.
9х }

\ - 2 х
I I .  / ( х )  =  - Ц ± ^ ,  х  =  4 .

I +  V2x

I I I .  1. у  =  ^ 1 е - \
х  +  1

x = ? + lncosf,2. ,
у  =  / - l n s i n / .

I V .  1 . П о д  к а к и м  у г л о м  с и н у с о и д а  

,y =  s i n x

п е р е с е к а е т  п р я м у ю  л и н и ю  у  -  j ?

2 .  З а к о н  д в и ж е н и я  м а т е р и а л ь н о й  

т о ч к и  п о  п р я м о й  л и н и и  з а д а н  ф о р -

В А Р И А Н Т  2

1 + х
1- х

2 . у  =  In
5 +  ^25 —х 2

2.

I I .  / ( х )  =  4 х  +  2 у[ х ,  х  =  \.

I I I .  1. у  = arctg(x2).

х  =  21 -  s in  21, 

y - s m 31.

I V .  1. П о к а з а т ь ,  ч т о  г и п е р б о л ы

х 2 - у 2 =  12 и  ху  =  12

п е р е с е к а ю т с я  п о д  п р я м ы м  у г л о м .

2 . Д в е  т о ч к и  д в и ж у т с я  п о  п р я м о й  л и ­

н и и  п о  з а к о н а м  sx ~  t3 — 3t и

249



м у л о й ,  s =  /3 -  3t2 +  3t +  5 .

В  к а к и е  м о м е н т ы  в р е м е н и  t с к о ­

р о с т ь  т о ч к и  р а в н а  н у л ю ?

s2 = t 3 - 5 t 2 +  \ 7 t - 4 .
В  к а к о й  м о м е н т  в р е м е н и  и х  с к о р о с т и  

б у д у т  р а в н ы ?

В А Р И А Н Т  3

, x  +  V x

л arcsin 2 1-12. у  - X  ' .

И . / ( х )  =  хе°, х  =  0 .

,  f x  =  /  +  A s in / ,
I I I .  1 . ,y =  x 2 l n x . 2 J  2

[ у  =  c o s 31.

I V .  1. О п р е д е л и т ь  у г о л ,  п о д  к о т о ­

р ы м  п е р е с е к а ю т с я  к р и в ы е

х 2 + у 2 =  8 и  у 2 =  2 х .

2 .  Т е л о ,  б р о ш е н н о е  в в е р х , д в и ж е т ­

с я  п о  з а к о н у ,

s  =  - ^ 3 +  60? -  4 9 .

В  к а к о й  м о м е н т  в р е м е н и  с к о р о с т ь  

т е л а  с т а н е т  р а в н о й  н у л ю ?  Н а й т и  

н а и б о л ь ш у ю  в ы с о т у  п о д ъ е м а  т е л а .

В А Р И А Н Т  4

1 . 1 . , = > 1 х + 3 .
\ 3 x - 5

2. у  =  (1 +  c t g 2 Зх)е~х.

И. / ( / )  =  In ( l  +  а ~ 2' ) ,  t = 0 .

m . \ . y J a2- x 2 . 2 . \ x = t 5 + 2 t ’
х  { у  =  / 3 - 8/-1

I V .  1. П о д  к а к и м  у г л о м  п е р е с е к а ю т с я  

г и п е р б о л а  у  =  j  и п а р а б о л а

У = Г х 1

2. С к о р о с т ь  т е л а , д в и ж у щ е г о с я  п р я ­

м о л и н е й н о , о п р е д е л я е т с я  ф о р м у л о й

v  =  3  t + t2.

К а к о е  у с к о р е н и е  б у д е т  и м е т ь  т е л о  

ч е р е з  4 с  п о с л е  н а ч а л а  д в и ж е н и я ?

В А Р И А Н Т  5

V l  +  3 x 2
I .  1. у  = ------------г .

2 +  3 х

2 . y  =  e~x* c o s 3( 2 x  +  3 ) .

И . f ( t ) - 4 a 2 + b 2 ^ 2 a b c o s t,t  =  f .

I I I .  1 . у  =  ln c t g  4 х .

В А Р И А Н Т  6

, . V l  +  c o s 3 x
L L У =  , • -> • l + s m 3 x

2 ^  =  1+ в 2-

I I .  Д х ) =  *  , х =  2 .
2х -  Г

I I I .  1. y  = l j ( \ - x ) 2 .
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2- \ I
{у = 2( 2 + - -

I V .  I . Н а  п а р а б о л е  у  =  х 2 в з я т ы  д в е  

т о ч к и  с  а б с ц и с с а м и  х , =  1 и  х 2 =  3 .  

Ч е р е з  э т и  т о ч к и  п р о в е д е н а  с е к у ­

щ а я . В  к а к о й  т о ч к е  п а р а б о л ы  к а с а ­

т е л ь н а я  к  н е й  п а р а л л е л ь н а  с е к у ­

щ е й ?

2 . Т е л о  м а с с о й  1 0 0  кг  д в и ж е т с я  

п р я м о л и н е й н о  п о  з а к о н у  

s =  2t2 +  3 /  + 1 .  О п р е д е л и т ь  к и н е т и ­

ч е с к у ю  э н е р г и ю  \m v 2 т е л а  ч е р е з  5 с  

п о с л е  н а ч а л а  д в и ж е н и я .

^  j x  =  a r c s i n ( ?  - 1),

[7  =  a rc c o s  21.

I V .  1. К а н а т  в и с я щ е г о  м о с т а  и м е е т  

ф о р м у  п а р а б о л ы  и  п р и к р е п л е н  к  в е р ­

т и к а л ь н ы м  о п о р а м , о т с т о я щ и м  о д н а  

о т  д р у г о й  н а  р а с с т о я н и и  2 0 0  м. С а м а я  

н и ж н я я  т о ч к а  к а н а т а  н а х о д и т с я  н а  4 0  

м  н и ж е  т о ч е к  п о д в е с а . Н а й т и  у г о л  

м е ж д у  к а н а т о м  и о п о р а м и .

2 . Т е л о  б р о ш е н о  в е р т и к а л ь н о  в в е р х  с  

н а ч а л ь н о й  с к о р о с т ь ю  а м/с. З а  к а к о е  

в р е м я , и  н а  к а к о м  р а с с т о я н и и  о т  п о ­

в е р х н о с т и  З е м л и  т е л о  д о с т и г н е т  н а и ­

в ы с ш е й  т о ч к и ?

В А Р И А Н Т  7

{  П-------Л311  ! 1+ х

i h y i i+L x j -

2. у  =  е~'"".

I I .  / ( x )  =  V ? ,  х  =  -8 .

I I I .  1 . у  =  2сщ3х. 2. ( *  =  ' 2 + '  +  Ъ
[,И =  *3 + г .

I V .  1 . П р и  к а к о м  з н а ч е н и и  а  к р и в а я

7  =  ^ ( а г  +  х 3 )

п е р е с е к а е т  о с ь  Ох  п о д  у г л о м  f  ?

2 .  П л о т  п о д т я г и в а е т с я  к  б е р е г у  с  

п о м о щ ь ю  к а н а т а ,  к о т о р ы й  н а м а т ы ­

в а е т с я  н а  в о р о т  с о  с к о р о с т ь ю  5 0  

м/мин. О п р е д е л и т ь  с к о р о с т ь  д в и ­

ж е н и я  п л о т а  в  т о т  м о м е н т ,  к о г д а  

е г о  р а с с т о я н и е  о т  б е р е г а  б у д е т  р а в -

ВАРИАНТ 8
Г 1 *1. 1. у - -----------5---- г------- г .

( х  +  1) 2( х  + 0

2. у -  /̂(1 + sin ’ 2x )2 .

И . f ( x )  =  ^ * - t f  , х  =  0.01.
х

j x  =  c t g / ,

I I I .  1 . у  =  х е ‘ .2 . • 1

1 c o s 2 1

I V .  1. Н а й т и  у г о л  п е р е с е ч е н и я  к р и в о й  

у - х - х 3 и  п р я м о й  7  =  5 х .

2 . З а р я д , п р о х о д я щ и й  ч е р е з  п р о в о д ­

н и к , н а ч и н а я  с  м о м е н т а  в р е м е н и  

t -  0 , о п р е д е л я е т с я  ф о р м у л о й

Q  = t3 ~ 9 t2 + \ 5 t + \ .

В  к а к и е  м о м е н т ы  в р е м е н и  с и л а  т о к а  в
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н о  2 5  м, е с л и  в о р о т  р а с п о л о ж е н  н а  

б е р е г у ,  н а  64 б  м  в ы ш е  п о в е р х н о ­

с т и  в о д ы .

п р о в о д н и к е  б у д е т  р а в н а  н у л ю ?

В А Р И А Н Т  9

1. 1. у  =  \ jx  +  x lf x  .

2 . у  =  Зх c o s 3 х.

I I .  / ( x )  =  x 2 - - L  х  =  ± 2 .
2х

I I I .  1. у  =  хе~х .

2 - г  г2
2. Х  = ------- г , У  = ------- г .

2 +  Г2 2 +  t

I V .  1. Н а й т и  у г о л  п е р е с е ч е н и я  л и ­

н и й

_y =  l + s i n x  и J> =  1.

2 . Т е л о  м а с с о й  6 т  д в и ж е т с я  п р я м о ­

л и н е й н о  п о  з а к о н у

s  = -1  +  1п ( / + 1)  +  ( / + 1) 3 .

Т р е б у е т с я  в ы ч и с л и т ь  к и н е т и ч е ­

с к у ю  э н е р г и ю  ^ mv2 т е л а  ч е р е з  1с  

п о с л е  н а ч а л а  д в и ж е н и я .

В А Р И А Н Т  1 0

, , , 1 1 +  s in  Зх
1. 1. у  =  \ ------------------.

V 3  +  2 s m  Зх

2. у  = е л a rc tg 2 х .

I I . f ( x )  = ± x } - х 2 + х , х  = - \ .

I I I .  1. у  =  In  I n X.

^ [ x  =  2 c o s 32/ ,

[ у  =  s i n 3 21.

I V .  1. Н а й т и  у г о л  п е р е с е ч е н и я  л и н и й

у  =  1 и у  =  V 2 s i n x .

2 . З а в и с и м о с т ь  п у т и  о т  в р е м е н и  п р и  

п р я м о л и н е й н о м  д в и ж е н и и  т о ч к и  за ­

д а н а  у р а в н е н и е м

5 =  5/5 + f s i n f / .

О п р е д е л и т ь  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  т о ч к и  

ч е р е з  2 с  п о с л е  н а ч а л а  д в и ж е н и я .

В А Р И А Н Т  1 1

I .  1. y  = \ jx  + 4 x .

„  1 +  s in  2х2. у  = ------- -------- .
1 -  s in  2х

I I .  / ( х )  =  е 'х c o s 3 x ,  х  =  0 .

В А Р И А Н Т  1 2

I .  \ . y - - j =  - 2 > / б х  +  5 .
V x 3 + 3 x  +  l

2 .у  =  c o s 2x s i n 2 2х.

I I .  / ( х )  =  ln ( l  +  х )  +  a r c s in  ^ jc, jc =  1 .
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/------- 5“ ( x - 2  t - t 2,
I I I .  1. y  =  x 4 l + x 2 .2 .1

U  =  3 / - / 3 .

I V .  1 . Н а й т и  у г о л  п е р е с е ч е н и я  к р и -

з 1 вых у — х И y  =  —j .
X

2 . З а в и с и м о с т ь  м е ж д у  к о л и ч е с т в о м  

х в е щ е с т в а , п о л у ч а е м о г о  в  р е з у л ь ­

т а т е  н е к о т о р о й  р е а к ц и и , и в р е м е ­

н е м  t в ы р а ж а е т с я  у р а в н е н и е м  

х  =  7 ( 1 - е ~ 3' ) .  

О п р е д е л и т ь  с к о р о с т ь  р е а к ц и и  ч е р е з  

2 с  п о с л е  н а ч а л а  о п ы т а  ( t -  0) .

v  f x  =  3 c o s r ,
I I I .  1. у -  * - . 2 .  \

■ J l - x 2 [ у  =  4  s in  t.

I V .  1 . С о с т а в и т ь  у р а в н е н и я  к а с а т е л ь ­

н о й  и н о р м а л и  к  п о л у к у б и ч е с к о й  п а ­

р а б о л е  x  =  t2, y  =  t3, к о т о р ы е  п р о в е ­

д е н ы  в т о ч к е  t = 2.
2 . К о л е с о  в р а щ а е т с я  т а к ,  ч т о  у г о л  п о ­

в о р о т а  п р о п о р ц и о н а л е н  к у б у  в р е м е ­

н и . П е р в ы е  д в а  о б о р о т а  б ы л и  с д е л а ­

н ы  к о л е с о м  з а  4 с .  Н а й т и  у г л о в у ю  

с к о р о с т ь  со к о л е с а  ч е р е з  1 6 с  п о с л е  

н а ч а л а  д в и ж е н и я .

ВАРИАНТ 13

1 L У=И\------ 3 'Ы\+х 

2. j> =  s i n 35 x - s i n 53 x .

П- /(* ) = tg3? ’ * =  2 - 6

I I I .  1. = — .
X

| x  =  2 c o s 31,
2. \

[у = 4 s i n 3 /.

I V .  1. Н а й т и  у г о л  п е р е с е ч е н и я  к р и ­

в ы х  х2 + у 2 —5 и  у 2 =4х.
2 . Т е л о  д в и ж е т с я  п о  п р я м о й  л и н и и  

Ох с о г л а с н о  з а к о н у  

х = |  Г3 -  2t2 + 3t. О п р е д е л и т ь  с к о ­

р о с т ь  и  у с к о р е н и е  д в и ж е н и я . В  к а ­

к и е  м о м е н т ы  т е л о  м е н я е т  н а п р а в ­

л е н и е  д в и ж е н и я ?

ВАРИАНТ 14

I  1 з / 1+*2

2. у=е

I I .  2у = 1 + ху3, х = 1, у  = 1.

I I I .  1 . у -  х21 п х 3 .

f x  = c o s r  + f s i n r ,
2 ■{[у = S in t - t  cost.

I V .  1. О п р е д е л и т ь , п о д  к а к и м  у г л о м

х - \
к р и в а я  у  = -j----j- п е р е с е к а е т  о с ь  а б с ­

ц и с с ?

2 . П о  п а р а б о л е  у = х (8 -  х )  д в и ж е т с я  

т о ч к а  т а к ,  ч т о  ее а б с ц и с с а  и з м е н я е т с я  

в  з а в и с и м о с т и  о т  в р е м е н и  t по з а к о н у  

x = t4 t .  К а к о в а  с к о р о с т ь  и з м е н е н и я  

о р д и н а т ы  в  т о ч к е  М(\; 1)1
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ВАРИАНТ 15

1. 1. y  =  ^ x  +  l / x .

2.  у  — е щх c o s x .

I I .

у  -  ( x  +  у ) 3 -  2 7 ( x  -  j ) ,  x  -  2 , j, = 1

I I I .  1. y  =  x 3e 5x.

f x  =  2 c o s / - c o s 2?,
2.  ^

[ у  =  2  s in  / - s i n  2t.

IV .  1. Н а й т и  т о ч к и ,  в к о т о р ы х  к а с а ­

т е л ь н ы е  к  г р а ф и к а м  ф у н к ц и й

/ ( х )  =  х 3 - х -1

и / 2( х )  =  3 х 2 - 4 х + 1

п а р а л л е л ь н ы .

2 . Т о ч к а  д в и ж е т с я  п о  г и п е р б о л е  

х у  =  10 т а к ,  ч т о  е е  а б с ц и с с а  р а в н о ­

м е р н о  в о з р а с т а е т  с о  с к о р о с т ь ю  

1 м /с . С  к а к о й  с к о р о с т ь ю  и з м е н я е т ­

с я  ее о р д и н а т а , к о г д а  т о ч к а  п р о х о ­

д и т  п о л о ж е н и е  ( 5 ;  2 ) ?

ВАРИАНТ 16

1. 1. = Vx2 +1 +  Vx3 + 1 .

2. jy = a r c s i n ( t g x ) .

I I .  ye-1’ = e ” 1, x = 0 , у  =  1 .

I I I . 1. у  — (1 + x ” ) t g x .

Jx = 2/2 + /,

' b  = lm .

I V .  1. З а п и с а т ь  у р а в н е н и я  к а с а т е л ь ­

н ы х  и н о р м а л е й  к  к р и в о й

х 2 + у 2 + 4 х - 2 у - 3  =  0

в  т о ч к а х  п е р е с е ч е н и я  е е  с  о с ь ю  Оу.
2 . З а к о н  д в и ж е н и я  т о ч к и  п о  о с и  Ох

s - 5 t - t 2 .

Н а й т и  с к о р о с т ь  и у с к о р е н и е  т о ч к и  

д л я  м о м е н т о в  в р е м е н и

/| = 0, / 2 = 1 с .

ВАРИАНТ 17

r fx2 +  Vx

2.  f  =  e “ " s >n2 jc.

I I .  у 2 -  X  + In  —, X = 1, у  =  1 .
X

I I I .  1. у  =  exc o s 4 x. 2 . { *
U  =  3 /2.

ВАРИАНТ 18

I .  1. у  = 5 Jx 2 + л/х + —.

V 1 + c o s x

п , 1п /
I I .  х  = /1 п / ,_ у  = — , /  = 1.

I I I .  I .  y  =  e~xcosx.2. \ Х
[y =  2 t\
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I V .  1 . З а п и с а т ь  у р а в н е н и я  к а с а ­

т е л ь н ы х  и  н о р м а л е й  к  к р и в о й

у -  4 х - х 3

в  т о ч к а х  п е р е с е ч е н и я  е е  с  о с ь ю  Ох. 
2 . Т о ч к а  д в и ж е т с я  п о  п а р а б о л е  

у  =  4 б х  т а к ,  ч т о  е е  а б с ц и с с а  в о з ­

р а с т а е т  с о  с к о р о с т ь ю  1 О с м /с . К а к о ­

в а  с к о р о с т ь  и з м е н е н и я  о р д и н а т ы  в 

э т о й  т о ч к е  в  м о м е н т ,  1 к о г д а  х  =  6 ?

I V .  1. З а п и с а т ь  у р а в н е н и я  к а с а т е л ь ­

н ы х  к  г и п е р б о л е  ху =  4  в  т о ч к а х  с  

а б с ц и с с а м и  х , =  1, х 2 =  - 4  и  н а й т и  

у г о л  м е ж д у  к а с а т е л ь н ы м и .

2 . З а к о н  д в и ж е н и я  т о ч к и  п о  п р я м о й
4

л и н и и  з а д а н  ф о р м у л о й  s = 5 / - ^ -  +  3 .

Н а й т и  с к о р о с т ь  и у с к о р е н и е  т о ч к и  

ч е р е з  1 с  п о с л е  н а ч а л а  д в и ж е н и я .

ВАРИАНТ 19

г 1 1 , h + x  о s i n x1. 1. у  =  1+  ------- . 2. у  = -------------.
V х - ]  I + t g x

I I .  х = a (t-s 'm t), у  -  a ( l- c o t ) ,t  =  f .

{x  — c t g / ,

I I I .  1. у  =  У 1 е х. 2 A  1
K o s V

I V .  1. В  к а к о й  т о ч к е  п а р а б о л ы  

у  =  х 2 + 5 х  + 3 к а с а т е л ь н а я  к  н е й  

б у д е т  п а р а л л е л ь н а  с е к у щ е й , п р о в е ­

д е н н о й  ч е р е з  д в е  т о ч к и  с  а б с ц и с ­

с а м и  х =  - 2  и  х  =  3 ?

2 .  Т о ч к а  д в и ж е т с я  п о  к р и в о й  

у  = У х  в  п е р в о м  к в а д р а н т е . Н а й т и  

к о о р д и н а т ы  т о ч к и  в  м о м е н т  в р е м е ­

н и , к о г д а  с к о р о с т ь  и з м е н е н и я  а б с ­

ц и с с ы  э т о й  т о ч к и  в  12 р а з  б о л ь ш е  

с к о р о с т и  и з м е н е н и я  о р д и н а т ы  э т о й  

т о ч к и .

ВАРИАНТ 20

з /*2+1 о
I - 1- y - i L  . - 2  . у  =

\ j x - 2 cosx

I I .  х =  е' cost, у - е '  s i n / ,  /  =  f .

fx =  I n / ,

I I I .  1. y = xe~x‘ .2. ■ \ f  Л

r " W + 7 ;

I V .  1. Н а й т и  у р а в н е н и я  к а с а т е л ь н о й  и 

н о р м а л и  к  к р и в о й

4л:3 - З л у 2 + 6х 2 - 5 л у + 9 л :  +  1 4  =  0

в т о ч к е  (—2; 3 ) .

2 . Т о ч к а  д в и ж е т с я  п о  з а к о н у

s =  4 /3 +  2 / 2 -  5  (см).

Н а й т и  с к о р о с т ь  и  у с к о р е н и е  д в и ж е ­

н и я  т о ч к и  ч е р е з  2с.

ВАРИАНТ 21

I .  1. у - У х 2 + 3 х  — t / ( 6jc — I )2 .

„  1 +  ех2. у  = --------- .
Г  1 - е х

ВАРИАНТ 22

I. 1 . у ----- — ̂ Х+ Х.
У\+х 

2. _y = sin23A:.
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II. . у ( х )  =  ( 1+ х 3) | ^ - - ^ ] , х  =  1.

H I 1 ♦ 2 *  0 l X " t2’I I I .  1 . у  =  a rc tg  2 • 2 .  -j
1-Х [ у  =  ^ 3 - Л

I V .  1. З а п и с а т ь  у р а в н е н и е  н о р м а л и  

к  а с т р о и д е  х =  a c o s 31, у -  a s in 3 г в 
т о ч к е ,  д л я  к о т о р о й  t = f .
2. Р а д и у с  ш а р а  в о з р а с т а е т  р а в н о ­

м е р н о  с о  с к о р о с т ь ю  5 с м /с .  С  к а к о й  

с к о р о с т ь ю  у в е л и ч и в а е т с я  п л о щ а д ь  

п о в е р х н о с т и  ш а р а  и е г о  о б ъ е м  в 

м о м е н т , к о г д а  е г о  р а д и у с  с т а н о в и т ­

с я  р а в н ы м  5 0 с м ?

-> .2
I I .  s ( ? )  =  - ^ -  +  - , /  =  2 .

5 — t 5

т.т , з .  f x  =  / - s u U ,
I I I .  1. у = х  l n x .  2 . <

|_J> =  l - C O S f .

I V .  1. С о с т а в и т ь  у р а в н е н и е  т о й  н о р ­

м а л и  к  к р и в о й  л и н и и  =  ln (2x  + 1) ,  

к о т о р а я  п е р п е н д и к у л я р н а  к  б и с с е к ­

т р и с е  п е р в о г о  и т р е т ь е г о  к о о р д и н а т ­

н ы х  у г л о в .

2 . Э л е к т р и ч е с к и й  за р я д , п р о х о д я щ и й  

ч е р е з  п р о в о д н и к , н а ч и н а я  с  м о м е н т а  

в р е м е н и  /  =  0 , з а д а е т с я  ф о р м у л о й  

Q = 2r + 1 0 Г  +  9.
Н а й т и  с и л у  т о к а  д л я  t =  1 5 с .

ВАРИАНТ 23

1. 1. у  =  ~~~~з • 2- У - 4 1 + 1п 2х .

I I .  / ( x )  = x ( i + a/ ? ) x  = 0 .

. f x  = s i n ( i r ) ,
I I I .  1. y  = xesm*.2 .\ X2 ’

[,y = c o s f .

I V .  1. Н а й т и  р а с с т о я н и е  о т  в е р ш и ­

н ы  п а р а б о л ы  д о  к а с а т е л ь н о й  к  н е й , 

к о г д а  п а р а б о л а

у  = х 2 -  4 х  + 5

п е р е с е к а е т с я  с  о с ь ю  Оу.
2. В  к а к о й  т о ч к е  э л л и п с а

1 6 х 2 +9 у2 = 4 0 0

о р д и н а т а  у б ы в а е т  с  т о й  ж е  с к о р о ­

с т ь ю , с  к а к о й  в о з р а с т а е т  а б с ц и с с а ?

ВАРИАНТ 24
т . Г  г  4 1 п х
1. I .  _y = v x  + v x .  2 . у - ------- .

1 - l n x

I I .  / ( х )  = - Ц - , х  = 2 .
1- х

/  \ f х  = c o s  at,
I I I .  1. y = l n t g ( f + ± х ) .  2 . i

[ j  = s in  at.

I V .  1. В  у р а в н е н и и

у  = x 2 + bx + с

п а р а б о л ы  о п р е д е л и т ь  b и с, е с л и  и з ­

в е с т н о , ч т о  п а р а б о л а  к а с а е т с я  п р я м о й  

у  = х  в  т о ч к е  х  = 2 .

2 . С т о р о н а  к в а д р а т а  р а с т е т  с о  с к о р о ­

с т ь ю  5 м /с .  К а к о в а  с к о р о с т ь  и з м е н е ­

н и я  п е р и м е т р а  и  п л о щ а д и  к в а д р а т а  в 

т о т  м о м е н т , к о г д а  с т о р о н а  е г о  р а в н а  

5 0 м ?
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В А Р И А Н Т  2 5

1. 1. у  =  У з х 2 + 1 +  У х 3 -  4 .

2. у  =  ~  t g 3x - c t g x  +  x .
3

и. / ( * )  =  £ z £  *  =  i .
1 + х

fx  =  е 2'
I I I .  1. _y =  x a r c t g x .  2 . < ’

[ у  =  c o s  г.

I V .  1 . П р о в е с т и  к а с а т е л ь н у ю  к  к р и -

х  +  9
в о й  у  = --------  т а к ,  ч т о б ы  о н а  п р о -

х  +  5
ш л а  ч е р е з  н а ч а л о  к о о р д и н а т . З а п и ­

с а т ь  у р а в н е н и е  э т о й  к а с а т е л ь н о й .

2 .  К о л е с о  в р а щ а е т с я  т а к ,  ч т о  у г о л  

п о в о р о т а  п р о п о р ц и о н а л е н  к в а д р а т у  

в р е м е н и . П е р в ы й  о б о р о т  б ы л  с д е ­

л а н  к о л е с о м  з а  8с . Н а й т и  у г л о в у ю  

с к о р о с т ь  со к о л е с а  ч е р е з  3 2 с  п о с л е  

н а ч а л а  д в и ж е н и я .

В А Р И А Н Т  2 6

1. 1. у = W l + л;2 .

о 1 / I  -btgJC2. у  =  In  ------ 2------ х .
V 1 - t g J C

Ц . 5 (0  =  J _  +  L , ,  =  2 .
5 - t  5

x  f x  =  cos(~t),
I I I .  1. y =  * . 2 . 1  V2 '

x" - 1 ( у  =  t -  s in  t.
I V .  1 . Н а й т и  у г о л ,  п о д  к о т о р ы м  п е р е ­

с е к а ю т с я  п а р а б о л ы

у  =  ( х - 2 ) 2 и  у - - 4  +  6 х - х 2.

2. Р а с с т о я н и е  s m , п р о й д е н н о е  т е л о м  

з а  t c ,  о п р е д е л я е т с я  ф о р м у л о й

6 5 s = $ t 3 + 3 t2 + t .

Н а й т и  с к о р о с т ь  и  у с к о р е н и е  т е л а  

п р и /  =  10.

В А Р И А Н Т  2 7

I .  1 . 5 ^ 4 х  +  3  ,— —  .
V x 3 + х  +1

11- s i n x
2 . у  = 1п

V 1 + c o s x

I I .  у  = е4*Гх, х  = е.

I I I .  1. ,y =  x - a r c t g x .

J x  = tg  /  + c t g  t,

[у  =  2 ln c t g / .

I V .  1. Н а й т и  у г л ы ,  п о д  к о т о р ы м и  

п е р е с е к а ю т с я  э л л и п с  \ х 2 + у 2 =1 и  

п а р а б о л а  4 у  = 4  -  5х2.

В А Р И А Н Т  2 8

1. 1 . у  = 3  ĵ x 5 + 5х4 -  —.

2. у  = l n ^ W l + e 2* ).

И. y  =  l] tg (tx ) , x  = f .

I I I .  1. y  = s i n x - ^ c o s 3x .

\х  = t2 +1,

2' W -

I V .  1 . С о с т а в и т ь  у р а в н е н и е  к а с а т е л ь ­

н о й  к  л и н и и  у  = a rc tg (^  х )  в  т о ч к а х  е е  

п е р е с е ч е н и я  с  п р я м о й  л и н и е й  х  =  2.
2. Т о ч к а  д в и ж е т с я  п р я м о л и н е й н о  т а к ,
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2 . В р а щ а ю щ е е с я  м а х о в о е  к о л е с о , 

з а д е р ж и в а е м о е  т о р м о з о м , з а  t c  п о ­

в о р а ч и в а е т с я  н а  у г о л

<p =  a  +  b t - c t 2, 
гд е а, Ь, с  -  п о л о ж и т е л ь н ы е  п о с т о ­

я н н ы е  в е л и ч и н ы . О п р е д е л и т ь  у г л о ­

в у ю  с к о р о с т ь  и у с к о р е н и е  в р а щ е ­

н и я  к о л е с а . К о г д а  к о л е с о  о с т а н о ­

в и т с я ?

ч т о

v2 = 2Ь х ,

гд е v -  с к о р о с т ь  т о ч к и ;  х  -  п р о й д е н ­

н ы й  п у т ь ; b — н е к о т о р а я  п о с т о я н н а я . 

О п р е д е л и т ь  у с к о р е н и е  д в и ж е н и я  т о ч ­

к и .

ВАРИАНТ 29
Т 1 1 о 1п*1. 1 . 7 = -------  . 2. у -  г - ------

Х +  Л /1 + Х  у Х  + 1

11. / ( х )  =  ( х 2 +  х  +  1) ( х 2 - х  +  1) , х  = 1 

, г  „ (x  =  3 c o s 21,
Ш . 1. у  = a rc tg  л / х . 2. <

[ 7  = 2s i n 31.

I V .  1 . Н а й т и  к а с а т е л ь н у ю  к  к р и в о й  

4 х 2 +  у 2 = 8 0 ,  п а р а л л е л ь н у ю  п р я ­

м о й  х  +  у - 6  =  0 .
2 . В  п е р и о д  р а з г о н а  м а х о в и к  в р а ­

щ а е т с я  п о  з а к о н у  ^  = Ч е р е з  

к а к о е  в р е м я  п о с л е  н а ч а л а  д в и ж е н и я  

у г л о в а я  с к о р о с т ь  м а х о в и к а  б у д е т  

р а в н а  6 0 я  р а д /с ?  Ч е м у  б у д е т  р а в н о  

у г л о в о е  у с к о р е н и е  т е л а  в  э т о т  м о ­

м е н т ?

ВАРИАНТ 30

1. 1 . у  =  *  +  ^ ~ - . 2 .  j  =  t g 2( x 3+ l ) .

И. / ( * )  =  - Ц -  +  ^ - , х  =  1.
х  +  2 х "+1

. 1 i—\ f x  =  / c o s r ,
I I I .  1. у  — ln ( x  +  V x ) .  2. <

[7  =  a t  s in  t.

I V .  1. П р и  к а к о м  з н а ч е н и и  п а р а м е т р а  

а  п а р а б о л а  у  = а х  к а с а е т с я  к р и в о й  

у  =  1п х ?

2 . Т о ч к а  д в и ж е т с я  п р я м о л и н е й н о  п о  

з а к о н у , s  =  6 0 1 -  5 11. Ч е р е з  к а к о й  

п р о м е ж у т о к  в р е м е н и  п о с л е  н а ч а л а  

д в и ж е н и я  т о ч к а  о с т а н о в и т с я ?

Н а й т и  п у т ь ,  п р о й д е н н ы й  т о ч к о й  за  

э т о  в р е м я .
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III. ПРИМЕНЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕ­
НИЯ К ИССЛЕДОВАНИЮ ПОВЕДЕНИЯ ФУНКЦИЙ

Одной из важнейших прикладных задач дифференциального исчисления 
является разработка общих приемов, которые позволяют исследовать по­
ведение функций.

1. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ О ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ 
ФУНКЦИЯХ

Основные теоретические сведения
Теорема Рояля1. Пусть функция f ( x )  удовлетворяет условиям:

1) функция f ( x )  непрерывна на отрезке [а; Ь];
2) функция f  (х) дифференцируема в интервале (а; Ь);
V  f  (а ) = / ( b ) .

Тогда существует точка с  е  (а; Ъ) такая, что f ' ( c )  = 0.
Физическая интерпретация теоремы Ролля

Пусть х -  время, a f ( x )  -  координата точки, которая в момент време­
ни х  движется по прямой линии. В начальный момент х  =  а  точка имеет 
координату / ( а ) ,  далее движется определенным образом со скоростью 
/ ' ( х)  и в момент времени х = Ь она возвращается в точку с координатой 
Д а )  (f ( b ) = / ( а ) ) .  Ясно, что для возвращения в точку / ( а )  она должна 
остановиться в некоторый момент времени (прежде чем «повернуть на­
зад»), т.е. в некоторый момент х  = с  скорость / '( с )  = 0.
Геометрическая интерпретация теоремы Ролля

Существует точка с е  (а; Ь) такая, что касательная к графику функции 
у  = f ( x )  в точке (с; / ( с ) )  параллельна оси Ох (рис. 1.1).

Теорема Л агранж а2. Пусть функция f ( x )  удовлетворяет условиям:

1 Мишель Ролль (1652-1719) -  французский математик.
2 Жозеф-Луи Лагранж (1736-1813) -  французский математик и механик.
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1) функция f(x) непрерывна на отрезке [а; Ь\;
2) функция f(x ) дифференцируема в интервале ( а ;  Ь ) .

Тогда существует точка с е (а; Ь) такая, что ———— = / ' ( с ) .
Ъ-а

Э т а  ф о р м у л а  н а з ы в а е т с я  формулой Лагранжа  ( и л и  формулой конечных 
приращений).
Физическая интерпретация теоремы Лагранжа

П у с т ь  х -  в р е м я , a  f(x )  -  к о о р д и н а т а  т о ч к и ,  к о т о р а я  в м о м е н т  в р е м е ­

н и  х  д в и ж е т с я  п о  п р я м о й  л и н и и .  В е л и ч и н а  в л е в о й  ч а с т и  ф о р м у л ы  Л а ­

г р а н ж а  я в л я е т с я , о ч е в и д н о , с р е д н е й  с к о р о с т ь ю  д в и ж е н и я  т о ч к и  п о  п р я м о й  

л и н и и  з а  п р о м е ж у т о к  в р е м е н и  о т  а д о  Ь. Ф о р м у л а  Л а г р а н ж а  п о к а з ы в а е т , 

ч т о  с у щ е с т в у е т  т а к о й  м о м е н т  в р е м е н и  х  =  с ,  в  к о т о р ы й  м г н о в е н н а я  с к о ­

р о с т ь  р а в н а  с р е д н е й  с к о р о с т и  н а  в р е м е н н о м  о т р е з к е  [ я ;  Ь]. 
Геометрическая интерпретация теоремы Лагранжа 

U f (b ) - f (a )  , ,
Ч и с л о  — -■ ■ я в л я е т с я  у г л о в ы м  к о э ф ф и ц и е н т о м  п р я м о й , п р о х о -

Ь -а
д я щ е й  ч е р е з  к о н ц ы  г р а ф и к а  ф у н к ц и и  у =  / ( х )  -  т о ч к и  (а; / ( а ) )  и (b; f(bj), 
a  f'(c) -  у г л о в ы м  к о э ф ф и ц и е н т о м  к а с а т е л ь н о й  к  г р а ф и к у  в т о ч к е  

( с ; / ( с ) ) .  Ф о р м у л а  Л а г р а н ж а  п о к а з ы в а е т , ч т о  к а с а т е л ь н а я  к  г р а ф и к у  

ф у н к ц и и  в н е к о т о р о й  т о ч к е  ( с ;  / ( с ) )  п а р а л л е л ь н а  п р я м о й , п р о х о д я щ е й  ч е ­

р е з  к о н ц ы  г р а ф и к а  ( и л и  с о в п а д а е т  с  н е й , р и с . 1.2) .

И з  т е о р е м ы  Л а г р а н ж а  с л е д у е т , ч т о  е с л и  ф у н к ц и я  н е п р е р ы в н а  н а  о т ­

р е з к е  [ а ;  Ь] и  е е  п р о и з в о д н а я  р а в н а  н у л ю  в и н т е р в а л е  ( а ;  Ь), т о  ф у н к ц и я  

п о с т о я н н а  н а  о т р е з к е  [а; Ь\.
Теорема Кош и3. Пусть функции / (х) и g(x) удовлетворяют условиям:

1) функции / ( х )  и g(x) непрерывны на отрезке [а;Ь];
2) функции / ( х )  и g(x) дифференцируемы в интервале (а; Ь);
V  g \x) ^ 0 Vx е (а; Ь).

у* /  I  \  Г- /  I  \  г-1 / Ч

Тогда существует точка с е (а; Ь) такая, что ■—-----= .
g(b)-g(a) g ( с )

Д а н н а я  ф о р м у л а  н а з ы в а е т с я  формулой Коши.
Т е о р е м а  Л а г р а н ж а  с л е д у е т  и з  т е о р е м ы  К о ш и ,  е с л и  g(x) = х .
Пример 1.1. Б у д е т  л и  в ы п о л н я т ь с я  т е о р е м а  Р о л л я  д л я  ф у н к ц и и  

/ ( х )  =  х 2 -  6х  + 1 0 0 ,  е с л и  а = 1,Ь = 5 ?  П р и  к а к о м  з н а ч е н и и  с ?

3 Огюстен Луи Коши (1789-1857) -  французский математик. 
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▲  Т а к  к а к  ф у н к ц и я  / ( х )  н е п р е р ы в н а  и  д и ф ф е р е н ц и р у е м а  п р и  в с е х  з н а ч е ­

н и я х  х  и  з н а ч е н и я  ф у н к ц и и  f i x )  н а  г р а н и ц а х  о т р е з к а  [ 1 ; 5 ]  р а в н ы  м е ж д у  

с о б о й , т .е .  / ( 1 )  =  / ( 5 )  =  9 5 ,  т о  т е о р е м а  Р о л л я  б у д е т  в ы п о л н я т ь с я  в  о т р е з к е  

[1; 5 ] .  З н а ч е н и е  с  о п р е д е л я е м  и з  у р а в н е н и я  f ' ( x )  =  2х  -  6 =  0 ,  т .е . с  =  3 .  ▼

П р и м ер ы  р е ш е н и я  задач

П р и м е р  1 .2 .  У д о в л е т в о р я е т  л и  ф у н к ц и я  у  = \[х?  н а  п р о м е ж у т к е  [ - 1 ;  

1 ] у с л о в и я м  т е о р е м ы  Р о л л я ?

А . П р о и з в о д н а я  д а н н о й  ф у н к ц и и  у  -  § х  1 . П о с к о л ь к у  п р и  х  =  О 

(/(О  + 0 = +°о, / ( 0  -  0)  = -оо) п р о и з в о д н а я  н е  с у щ е с т в у е т ,  т о  ф у н к ц и я  н е  

д и ф ф е р е н ц и р у е м а  в  п р о м е ж у т к е  [ - 1 ;  1 ] .  З н а ч и т ,  у с л о в и е  2 )  т е о р е м ы  Р о л ­

л я  н е  в ы п о л н е н ы .  ▼

П р и м е р  1 . 3 .  П о к а з а т ь ,  ч т о  п р о и з в о д н а я  f ' ( x )  п о л и н о м а

/ ( х )  =  х 3 -  х 2 -  х  +1

и м е е т  в е щ е с т в е н н ы й  к о р е н ь  в  и н т е р в а л е  ( - 1; I ) .

▲  Н а й д е м  к о р н и  д а н н о г о  п о л и н о м а :

х 3 -  х 2 -  х  + 1 =  0 <=> ( х  -  1) 2( х  + 1)  =  0 <=> х , =  х2 =  1 v х 3 =  - 1.

П о  т е о р е м е  Р о л л я ,  е с л и  / ( - 1 )  =  / ( 1 )  =  0 ,  т о  / ' ( * )  и м е е т  к о р е н ь  в и н т е р в а ­

л е  ( - 1 ;  1 ). Н а й д е м  к о р н и  п р о и з в о д н о й  п о л и н о м а  / ' ( х )  =  3 х 2 - 2 х  — 1 = 0 ,  

т .е .  X, =  — ^ v  х 2 =  1 . Т а к и м  о б р а з о м , м е ж д у  к о р н я м и  ф у н к ц и и  - 1  и 1 с о ­

д е р ж и т с я  к о р е н ь  п р о и з в о д н о й , р а в н ы й  -  у  • ▼

П р и м е р  1 .4 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  у р а в н е н и е  ех = 1 + х  и м е е т  е д и н с т в е н н ы й  

к о р е н ь  х  =  0 .

А  Р а с с м о т р и м  ф у н к ц и ю  /(x) =  e j r -  1 - х .  П р е д п о л о ж и м , ч т о  о н а  и м е е т  

д в а  к о р н я :  х  =  0  и  х  =  х 0 > 0 .  Т о г д а  д л я  ф у н к ц и и  / ( х )  н а  п р о м е ж у т к е  

[ 0 ;  х 0] в ы п о л н е н ы  в с е  у с л о в и я  т е о р е м ы  Р о л л я . З н а ч и т ,  с у щ е с т в у е т  т о ч к а  

х , е ( 0; х о) ,  т а к а я ,  ч т о  / ' ( х , )  =  0 , н о  э т о  н е  с о о т в е т с т в у е т  д е й с т в и т е л ь н о ­

с т и ,  и б о  f ' ( x )  =  е* - 1  ф  0  п р и  х  Ф 0 .  С л у ч а й  х 0 <  0  р а с с м а т р и в а е т с я  а н а л о ­

г и ч н о .  С л е д о в а т е л ь н о ,  у р а в н е н и е  ех =  1 +  х  и м е е т  е д и н с т в е н н ы й  к о р е н ь  
х  =  0 . ▼

П р и м е р  1 .5 .  П р и м е н и в  ф о р м у л у  Л а г р а н ж а  к  ф у н к ц и и  / ( х )  =  х 2 н а  

п р о м е ж у т к е  [а; Ь\, о п р е д е л и т ь  с.
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А Т .к .  f \ x ) = 2х, т о  ф о р м у л а  Л а г р а н ж а  н а  п р о м е ж у т к е  [а; Ь] и м е е т  в и д  

Ь2 -  а2
— --------- 2 с .  С л е д о в а т е л ь н о , с = \ ( а  + Ь), т .е . т о ч к а  с  -  с е р е д и н а  о т р е з к а

Ь - а  
[а;Ь].  ▼

П р и м е р  1 .6 . Н а й т и  к о о р д и н а т ы  т о ч к и  М  н а  д у г е  А В  к р и в о й

у  =  2 х - х 2,

в  к о т о р о й  к а с а т е л ь н а я  п а р а л л е л ь н а  х о р д е  АВ, е с л и  А( 1; ] )  и  5 ( 3 ;  -  3 ) .

А  Ф у н к ц и я  у  =  2х -  х 2 н е п р е р ы в н а  и д и ф ф е р е н ц и р у е м а  п р и  в с е х  з н а ч е ­

н и я х  х. П о  т е о р е м е  Л а г р а н ж а  м е ж д у  д в у м я  з н а ч е н и я м и  а =  1 и b =  3  с у щ е ­

с т в у е т  з н а ч е н и е  х  = с ,  у д о в л е т в о р я ю щ е е  р а в е н с т в у

y ( b ) - y ( a )  = ( b - a ) y '( c ) ,

гд е  у  = 2 -  2 х . П о д с т а в и м  д а н н ы е  и з  у с л о в и я  з а д а ч и :

Я3)-Х1) = (3-1)У(С)=>

= >  ( 2 - 3 - 3 2) - ( 2 - 1  - I 2)  =  ( 3  - 1 ) - ( 2 - 2 с )  => -4  =  4 (1  -  с ) .

О т с ю д а  с -  2 , у { 2)  =  0 .

Т а к и м  о б р а з о м , т о ч к а М  и м е е т  к о о р д и н а т ы  (2 ;  0 ) .  V

П р и м е р  1 .7 .  Н а  д у г е  АВ  к р и в о й , з а д а н н о й  п а р а м е т р и ч е с к и м и  у р а в н е -

l*  =  t2,
н и я м и  < , н а й т и  т о ч к у  М, в  к о т о р о й  к а с а т е л ь н а я  п а р а л л е л ь н а  х о р д е

Ь = '3
АВ, е с л и  в  т о ч к е  A t =  1 , в  т о ч к е  В  t = 3.

А  У г л о в о й  к о э ф ф и ц и е н т  х о р д ы  А В  р а в е н  а  у г л о в о й  к о э ф ф и -
х ( 3 ) - х ( 1 )

ц и е н т  к а с а т е л ь н о й  в  т о ч к е  М  ( п р и  t = с )  р а в е н  У'—-)-, гд е х' =  2 1, у\ -  3 12.
х](с)

Д л я  о п р е д е л е н и я  с  п о л у ч а е м  п о  т е о р е м е  К о ш и  у р а в н е н и е

^ 2 7 - 1 _ З с 2 1 3 _ 3  1 3

j c ( 3 ) - x ( l )  х '(с У  9 - 1  2 с  4  2  6 '

Н а й д е н н о е  з н а ч е н и е  с  у д о в л е т в о р я е т  н е р а в е н с т в у  1 <  с <  3 .
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Подставив значение t = c  в параметрические уравнения, получаем 
х = ~ г , у  = . Итак, искомая точка М (~ г ;  2$ ) .  ▼

Пример 1.8. Доказать, что arcsinх + arccosx = - к .
▲ Рассмотрим функцию / ( х )  = arcsin х + arccos х, х е [ -1 ;1 ] .  Она диффе­

ренцируема на интервале (-1; 1), и f ' ( x )  -  -^=L— — ,■■■■■■.....= 0 . Тогда по
л /1 -х 2 V 1 - х 2 

следствию из теоремы Лагранжа / ( х )  = с ,есл и  х е [-1 ;1 ] ,и л и

arcsin х  + arccosx = с .
Поскольку при х = 0 arcsinO + arccosO =  , то с - ^ п . Следовательно,

arcsin х +  arccosx =  ■£ п .  Т

З а д а ч и  и  у п р а ж н е н и я  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о й  р а б о т ы

1. Будет ли выполняться теорема Ролля для функции / ( х )  = V8x -  х 2 , если 
a  = 0 ,b  = S ‘? При каком значении с  будет выполняться теорема Ролля?

О т вет : с  = 4 .

2. Дана функция / (х) = Ц(х -  8)2 .
Пусть а  -  0, b - 16. Тогда / ( 0 )  = /( 1 6 )  = 4 . Однако производная не 

обращается в нуль ни в одной точке интервала (0;16). Противоречит ли 
это теореме Ролля?

О т вет : Условия теоремы Ролля нарушены.
3. Доказать, что на указанных отрезках к данным функциям не применима 
теорема Ролля: а) у  = 1 - |xj, х е  [-1; 1]; б) у  = |sinх| + х, х е  [-1; 1].

fl + x, х е [-1 ;0 ) ,
а) У казани е: у  = <{ В точке х  = 0 функция недиффе-

[1 -  х, х е  [0; 1].
ренцируема ( / ( У  + 0) = -1 , / ( У  -  0) = l).

О т вет :  Поэтому на отрезке [—1; 1] к данной функции не применима 
теорема Ролля.

б) см. решение задачи 1.а).
4. Применив к функциям на указанных отрезках теорему Лагранжа, опре­
делить значение с: а) у  = lnx, х е  [1; ё \;  б) у  = х - х 3, х е [ - 2 ; 1].

а) О т вет : с  = е  - 1 .

У к азан и е. У  = —. Применив к функции у  = lnx на отрезке [1;е] фор- 
х

мулу Лагранжа, для определения с  получим уравнение
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In е- — In 1 = - ( e - 1 ) ,  
с

о т к у д а  с -  е - 1;

б )  Ответ: с  =  - 1 .

Указание. П р и м е н и в  к  ф у н к ц и и  у  =  х  -  х 3 н а  о т р е з к е  [ - 2 ;  1] ф о р м у л у  

Л а г р а н ж а , п о л у ч и м  у р а в н е н и е  д л я  о п р е д е л е н и я  с :  1 -  З с2 =  - 2 .

О т к у д а  с  =  - 1  v с  =  1.

П о д х о д и т  т о л ь к о  з н а ч е н и е  с  =  - 1 ,  д л я  к о т о р о г о  -  2  <  с  <  1.

5 . В ы в е с т и  ф о р м у л ы :  a )  s in 2 х  =  1 -  c o s 2 x ,  х  е  (-о о ; +  о о );

1- х 2
б )  a r c c o s - ------ 2 =  2a r c t g x ,  х  е [ 0; о о );

1 п р и х > 0,
в )  a rc tg  х  +  a rc tg  — =  <

х  j - - j ; r  п р и  х  <  0.

С м .  р е ш е н и е  з а д а ч и  6.

6. П р о в е р и т ь , ч т о  ф у н к ц и и

/ ( х )  =  х 2- 2 х  +  3  и  g ( x )  =  x 3 - l x 1 + 2 0 х - 5

у д о в л е т в о р я ю т  у с л о в и я м  т е о р е м ы  К о ш и  н а  о т р е з к е  [1; 4 ] ,  и н а й т и  с о о т ­

в е т с т в у ю щ е е  з н а ч е н и е  с .

Ответ: с  =  2 .

Указание: / ' ( * )  =  2 х  -  2 ,  g ' ( x )  =  3 x 2 - 1 4 х  +  2 0 .  П о с к о л ь к у  g ' ( x )  *  0 ,  т о  к  

ф у н к ц и я м  / ( х )  и  g ( x )  н а  п р о м е ж у т к е  [1; 4 ]  п р и м е н и м а  т е о р е м а  К о ш и :

/ ( 4 ) - / ( 1 )  / ' ( с )  1 2с - 2
и л и  _  =  — -------------------------------- .

g ( 4 ) - g ( l )  g ( c )  2  З с  - 1 4 с +  2 0

Р е ш а я  п о с л е д н е е  у р а в н е н и е , н а х о д и м  с  =  2 , с  =  4 .  Н а ш и м  у с л о в и я м  

у д о в л е т в о р я е т  с - 2 е ( 1; 4 ) .

7 .  Д о к а з а т ь , ч т о  у р а в н е н и е  З х 5 +  1 5 х  -  8 =  0  и м е е т  о д и н  в е щ е с т в е н н ы й  к о ­

р е н ь .

Указание: п р е д п о л о ж и м , ч т о  у р а в н е н и е  и м е е т  д в а  в е щ е с т в е н н ы х  к о р ­

н я : х , и  х 2 ( х , > х 2) .  Т о г д а  д л я  ф у н к ц и и  / ( х )  =  З х 5 + 1 5 х - 8  н а  опгрезке 

[ х 2; х , ]  в ы п о л н е н ы  в с е  у с л о в и я  т е о р е м ы  Р о л л я , т .е . с у щ е с т в у е т  т о ч к а
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с  е  ( х 2; х , ) ,  т а к а я ,  ч т о  / ' ( с )  =  0 .  Н о  э т о  н е в о з м о ж н о ,  и б о  

/ ' ( х )  =  1 5 х 4 + 1 5  >  0 .  С у щ е с т в о в а н и е  о д н о г о  в е щ е с т в е н н о г о  к о р н я  с л е д у е т  

и з  т о г о , ч т о  м н о г о ч л е н  / ( х )  =  З х 5 + 1 5 х  -  8 н е ч е т н о й  с т е п е н и .

8. П у с т ь  / ( х )  =  х ( х  +  1 ) ( х  +  2 ) ( х  +  3 ) .  Д о к а з а т ь , ч т о  у р а в н е н и е  / ' ( х )  =  0 
и м е е т  т р и  в е щ е с т в е н н ы х  к о р н я .

9. Д л я  о т р е з к а  п а р а б о л ы  у  = х 2, з а к л ю ч е н н о г о  м е ж д у  т о ч к а м и  А( 1;1) и 

6 ( 3 ;  9), н а й т и  т о ч к у ,  к а с а т е л ь н а я  в  к о т о р о й  п а р а л л е л ь н а  х о р д е  АВ.
Ответ: М(2; 4).
Указание-, к  ф у н к ц и и  у  = х 2 н а  о т р е з к е  [1; 3 ]  п р и м е н и т ь  ф о р м у л у  Л а ­

г р а н ж а .

1 0 . В к а к о й  т о ч к е  д у г и  А В к р и в о й  _у =  х 3 - З х  к а с а т е л ь н а я  п а р а л л е л ь н а  

х о р д  Л 5 ,  е с л и  А(0; 0 ) ,  5 ( 3 ;  1 8 ) ?

Ответ: m (-J3; о).

Вопросы для самопроверки
1. С ф о р м у л и р у й т е  т е о р е м у  Ф е р м а .

2 .  С ф о р м у л и р у й т е  т е о р е м у  Р о л л я .

3 .  О с т а н е т с я  л и  с п р а в е д л и в о й  т е о р е м а  Р о л л я , е с л и  о п у с т и т ь  у с л о в и е ;

а )  / ( а )  =  f ( b ) ;  б )  ф у н к ц и я  / ( х )  н е п р е р ы в н а  н а  о т р е з к е  [ а ;  Ь]1  П р и в е ­

д и т е  с о о т в е т с т в у ю щ и е  п р и м е р ы .

4. К а к о в  ф и з и ч е с к и й  с м ы с л  т е о р е м ы  Р о л л я ?

5 .  К а к о в  г е о м е т р и ч е с к и й  с м ы с л  т е о р е м ы  Р о л л я ?

6. С ф о р м у л и р у й т е  с л е д с т в и е  и з  т е о р е м ы  Р о л л я  ( о  к о р н е  п р о и з в о д н о й ).

6. С ф о р м у л и р у й т е  т е о р е м у  Л а г р а н ж а .

7 .  К а к о в  ф и з и ч е с к и й  с м ы с л  т е о р е м ы  Л а г р а н ж а ?

8. К а к о в  г е о м е т р и ч е с к и й  с м ы с л  т е о р е м ы  Л а г р а н ж а ?

9. С ф о р м у л и р у й т е  с л е д с т в и е  и з  т е о р е м ы  Л а г р а н ж а  ( о  п о с т о я н с т в е  ф у н к ­

ц и и ).

1 0 . С ф о р м у л и р у й т е  т е о р е м у  К о ш и .

2 .  П Р А В И Л О  Л О П И Т А Л Я  

Р А С К Р Ы Т И Е  Н Е О П Р Е Д Е Л Е Н Н О С Т Е Й  

О с н о в н ы е  т е о р е т и ч е с к и е  с в е д е н и я  

Теорема Лопит аля . Пусть функции f ( x )  и g (x ), определенные на про­
межутке  ( а ; Ь), удовлетворяет следующим условиям:

4 Г.Ф. де Лопиталь (1661-1704) -  французский математик, способный ученик Иоганна Бер­
нулли, маркиз, для которого последний в 1691-1692 гг. написал первый учебник анализа.
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1)  функции f  (х ) и g (x )  непрерывны в точке х0, / ( х 0)  =  0, g ( x 0)  =  0 ;

2)  функции /(дг) и g(x) дифференцируемы в некоторой окрестности 
точки х0, быть может, кроме самой точки хй,

Q.(x0) ^ { x 0 ~S-,x0 + S ),

причем g (x )  *  0, g '(x ) Ф 0 в указанной окрестности:

3 )  существует конечный или бесконечный предел l im  ^ ^
g ' ( x )

f  (^)Тогда существует конечный или бесконечный предел l im причем

Х " 6 ^  ' 5 ^ /

Э т о  п р а в и л о  с п р а в е д л и в о  и  т о г д а , к о г д а  х0 не е с т ь  к о н е ч н о е  ч и с л о , 

т .е . х0 =  ± о с .

П р и м е н я я  а л г е б р а и ч е с к и е  п р е о б р а з о в а н и я  и л и  л о г а р и ф м и р о в а н и е , 

п р а в и л о  Л о п и т а л я  м о ж н о  и с п о л ь з о в а т ь  и  д л я  р а с к р ы т и я  д р у г и х  н е о п р е д е ­

л е н н о с т е й , с в о д я  и х  к  н е о п р е д е л е н н о с т я м  |  и  f .

Е с л и  п о с л е  п р и м е н е н и я  п р а в и л а  Л о п и т а л я  н е о п р е д е л е н н о с т ь  с о х р а ­

н и л а с ь , т о  п р и  в ы п о л н е н и и  п е р е ч и с л е н н ы х  в ы ш е  у с л о в и й  е г о  м о ж н о  п р и ­

м е н и т ь  е щ е  р а з  и п о с т у п а т ь  т а к  д о  т е х  п о р , п о к а  н е о п р е д е л е н н о с т ь  н е  и с ­

ч е з н е т .

Б у д у ч и  в е с ь м а  с и л ь н ы м  с р е д с т в о м  о т ы с к а н и я  п р е д е л о в , п р а в и л о  Л о ­

п и т а л я  с т а н о в и т с я  е щ е  б о л е е  э ф ф е к т и в н ы м , е с л и  о н о  с о ч е т а е т с я  с  д р у г и ­

м и  п р и е м а м и  р а с к р ы т и я  н е о п р е д е л е н н о с т е й .

Б е з о г л я д н о е  п р и м е н е н и е  п р а в и л а  Л о п и т а л я  м о ж е т  п р и в е с т и  к  д л и ­

т е л ь н ы м  и  г р о м о з д к и м  в ы к л а д к а м , а  и н о г д а  и  п р о с т о  в т у п и к .

Часть этого учебника, посвященного дифференциальному исчислению, в слегка измененном 
виде была опубликована Лопиталем под своим именем. Таким образом, «правилом Лопита- 
ля» мы обязаны Иоганну Бернулли.

Примеры решения задач
1 . Н е о п р е д е л е н н о с т ь  §

Пример 2.1. В ы ч и с л и т ь  l i m ——*-»0 г*
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J I  — 1 0  П о  п р а в и л у  1

[ О  0  ’ Л о п и т а л я  в т о р и ч н о }

1.. (1-cosxY  1.. sinx 1 1  1 _
= —lim--;— -  = - l im -------= ---------= - .  ▼

З ^ о  (Х2у з.м о 2х 3 2 6

Следует  предостеречь читателя от  распрост раненной  
ошибки:

надо дифференцировать не дробь, а отдельно ее числитель и 
знаменатель.

П р и м е р  2 .2 .  В ы ч и с л и т ь  l im
х 2 - 1  +  ln x

е* — е
=  l i m ---------  =  — . ▼

V_k) л '  у.е е

2х  +

П р и м е р  2 .3 .  В ы ч и с л и т ь  l im
sinx-e'-Sx

h m -------- -̂-----------

c o s x - e  + s m x - e  - 5
=  l i m --------------------------------------

x~>° 8x  +  78 x  +  7

П р и м е р  2 .4 .  В ы ч и с л и т ь
1 —x  +  l n x
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= - l i m—— _ - U x n f l x - x 2 = -1 . ▼
Jf- >l (1 -  X ) X  Jt-+1

2. Н е о п р е д е л е н н о с т ь  f

In X
Пример 2.5. Вычислить lim —г—.*->+0 1

Jf-»+0 I cO J *~>+0 r  | \  jr->+0 1 дг->+0

*

Пример 2.6. Вычислить lim — .JT-*+X x -

A  l im  ^ 5- =  j — 1  =  l im  -  i j m  £ _  =  1 — 1  =  lim  —  =  +00. ▼  
*“►+* x~ l_OOJ ЛГ_>+°° (jc2) •'--++* 2 x [odJ ДГ-++5С 2

xe*
Пример 2.7. Вычислить l i m ------ - .jr-и* x  + e-

. .. x e l fo o l e ^ + x e '- '- l e } ( l  +  A x )  foo▲ hm----- r  = i — f = hm-—a- = hm—^ =  i —
*-*x x  + e [oo J ■»-» l+ e  l  +  e [00

= lim£ l iO ± M ± iL i= iiml !- l2 i l x-) =
X—>X QX ДГ-+Х Q

=  i l i m ^ i M  =  | - 1  =  1 н ш Л -  =  0 . ▼2jt->sc gi [00J 2-t-»5°J-ei

3 .  Н е о п р е д е л е н н о с т ь  o o -o o

£сл« lim f(x )  - +ao и limg(x) = +0 0 ,
x-^a  x->a

то для определения предела lim(/(x) -  g(x)) надо преобразовать эту раз-
х-*а

ность / (х) -  g(x) к такому виду:

268



1 _ 1 
т - Л х )= Ш - Ш ,

f(x ) ■ g(x)

т о гд а  l i m ( / ( x ) - g ( x ) )  = l im  -■ .
x-+a x -+a 1

fix)-g(x)

Заключаем, что теперь мы должны исследовать «неопределенность 
вида л̂>, которую мы умеем раскрывать с помощью правша Лопиталя.

П р и м е р  2 .8 .  В ы ч и с л и т ь  l im f  — -------- ?—
* - 4 l n x  x - l

. (  1 1  ̂ Г1 1 1 .. x - 1 - l n x
А  п ш --------------- =  <----------=  oo-oo^ =  lim ----------------:

*->1̂ 1пх х - \ )  [0 0 J *-»' (х-1)lnx

J  _  1 х - 1

=  l i m --------- - — -  =  l i m -
х  —И  ,  х  — 1 дг- » 1  x l n x  +  x - l

1п х + .........
X

=  l i m — — ^ - 5 --------=  { - 1  =  l i m ---------------------=  1 — l-------- l  =  i .  Т
- x l n x  + x - l  lOj » ' lnx + x l + i lO + l + lJ 2

Пример 2.9. Вычислить liml  ---- 1
jc s m x >

c o s x -1(1  1 ^ f  1 1 1 s i n x - x
l i t r a -------------- =  ■!--------------=  o o - o o ^  =  l i m ---------------=  h m

s in x y  [0  0 J x s in x  *->ox s m x  * - > ° s in x  +  x c o s x

= £ l = Hm----------------------- J _ Z ° _ L = 0 .V
0  +  0  OJ c o s x  +  c o s x - x s i n x  l l + l - O
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4. Неопределенность 0  • оо
Неопределенности этого вида могут быть сведены к неопределенности 
вида §  или f . Действительно, пусть l i m / ( х )  = 0 ,  l i m g ( x )  =  00. Записав

х~*а х-*а

/ ( * )  • g (x )  =  ИЛИ / ( х )  • g (x )  =

g (x j f ( x )

мы получим, что

! i m / ( x )  ■ g(x) = {О • 00} =  l i m ^ y ^  =  { —1 =  l i m =  J—
х~>а х->а 1 I о о  J  1 I 0 0

g (x ) f i x )

П р и м е р 2 .1 0 .  В ы ч и с л и т ь  l i m x l n x .х~»+0

1

▲  l im  x l n x  =  {0 -(-оо)}= l im  =  { — ] • =  l i m -4 - =  l i m ( - x )  =  0 . Г
х -> + 0  х -> + 0  1 I 0 0  I х -» + 0  ~  1 х -» + 0

х х 2

П р и м е р  2.11. В ы ч и с л и т ь  l im  хе х.
к—>+оо

▲ l im  хе~х = {оо-е“* = оо-о}= l im  - 7  =  j — [• = l im  - 7  = 0 . Y
V __'  у  V 1 Л  1 ЛЛ I '■ -----  у-Ъ
П р и м е р  2 .1 2 .  В ы ч и с л и т ь  l im  xj —  -  a r c t g xJT-++X  ̂2

. / *  L  (  п * _____I  -  a r c t g x  _  /О
▲  l im  x ---a r c t g x  = < o o - ---------- =  oo-0 > =  lim

—  U  J 1 ч2  2  J j —  1

x

=  l im  1 +  *  =  l im  ■■■ - -  ■ ■ j  =  j  —  i  =  l i m  —  =  1. ▼
— 1 A !-> + x ]+ X  [ 00J *->+* 2x
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5 .  Н е о п р е д е л е н н о с т и  в и д о в  I х , <х>°, 0°
Неопределенности этих видов сводятся к неопределенности вида

О • оо , которая была рассмотрена в предыдущем разделе. Это достигает­
ся с помощью тождества

( f i x j f "

в предположении, что f  ( х )  >  0 ( это предположение необходимо сделать, 
так как в показателе степени в правой части равенства / ( х )  стоит под 
знаком логарифма). Теперь м ож но написать, что

М / М Г ’ = Н т ^ ,п̂ '  = J ^ x)h/u)
х-*а х-*а

и дело сводится к определению предела l i m g ( x )  • i n / ( х ) .

х )
П р и м е р  2 .1 2 .  В ы ч и с л и т ь  l im

c Y  s i n x  , 1 , .  !;lnS';*  !™

Н а й д е м

▲  = { l i m ^ ^ -  =  l ;  Н щ 1  =  оо; 1*1 =  Н т е д *
*~><\ x  J  [•'->•0 x  w « x  J *->o

In  -

j n s m x  x  j c c o s j e - s i n x

l im  =  M  H m  s i n x ,',..........x -  =  l i m ^ o s x  -  s i n x  fO

OJ jt->o 1 jt->o x s i n x  1 0

c o s x - x s i n x - c o s x  x s i n x  [0
d i m -------- --------------------------- =  - l i m
•r->0 s m x  +  x c o s x  ■ ■*-»<> s i n x +  x c o s x  [0

s i n x  +  x c o s x  _  f - 0  I 

jr-»° c o s x  +  c o s x - x s i n x  l 2 - 0 j

T а к и м  о б р а з о м ,  l i m f  s ' n -* l  =  e° =  1. ▼  
x  J

l
П ример 2.13. Вычислить limx*

271



с n ") - - I n *  l i m ' in *  lim *n 'V l im x  lim ' л
A  h m x - t = \ o o  | =  l i m e - '  =  e ™ x = e " '  x = e '~*'1 = e ™ x = e  = 1 .  V

*->x 4 } x—>x

1 _
Пример 2.14. В ы ч и с л и т ь  lim  ( x 2 - 4 x  +  3 ) ln(Jf~3 ) .*-♦3+0

\
A  l im  (.r 2 - 4 x  +  3 ) ln{,"3) =  {o°}= l im  e ln(Jt~3)

•ln(* -4 * + 3 )

*-+ 3+0

tn (* 2~ 4*+ 3  j . ^  ln (*2-4 * + 3

=  l i m e  ln(t- ,) =  '4jr- 3i .
*-> 3+ 0

О т ы с к а н и е  э т о г о  п р е д е л а  с в о д и т с я  к  о т ы с к а н и ю  п р е д е л а

2 х - 4
Hm l^ . . .z f£ .+ 3 = M ^  lim х £ 5 х ± 3  = ,im (2fLziX£z3) =

*->з+о l n ( x - 3 )  [ o o j  *~>3+o I  *->з+о x " - 4 j c  +  3

x - 3

=  2 l im  (- -~ 2)(x~ 3 ) = 2  l im  —  =  1.
дг->3+0 (X -  l ) ( x  -  3 )  *->3+° X  - 1

С л е д о в а т е л ь н о , и с х о д н ы й  п р е д е л  р а в е н

lim  ( х 2 - 4 x  +  3 ) ln(Jt" 3> = е' = е . Г*-♦3+0
Задачи и у п р а ж н ен и я  для самост оят ельного р еш ени я  

В ы ч и с л и т ь  п р е д е л ы :

№ П р е д е л Ответ

1
,. х 3 -  4 х 2 +  4 х
п т —г------------------
*-»2 х  — 12х  4-16

1

3

2
c o s 3 x  

l i m ----------
•v->f c o s x

- 3

3 l im  *  
ln ( l  + x )

+  00

4
e ? + e ~ * - 2

l i m -------------------
*-*0 l - c o s 2x

1
2
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5 Iimt85*
*-»ftg3.x

3
5

6 4хг - \hm --------
*-*-* X

-1

7 lnsinxlim---------
jt-»+oinsin5x

1

8 lim arctg2x 
arcsin 5x

2
5

9 lim cos a: -tg5xAT-»-* 35

10 lim ctg(x/3)------——1
' Sm(x 3) J 0

11 limx2e ^jr->0 + CO

12 limctgx-ln(l +e')
jc—►O 2

13 lim 55 -  77 )
'-Ч *  -1 X -IJ

1

14 limsin(2x -1) ■ tg юсAT-»J _ 2. я

15 ( оlim ctgx —  
x) 0

16 limf \  ^ )  *-*<\sm x sin 2x) -1

17 lim (1+e*)*jf-»+ao e

18
a

lim ( x - l ) ^ - >jr->]+0 ea

19 Г (  WYlim cos—
л: J

1

20 lim(ctg2xfcд:-»+0 e-’

21 limfcosfccYr*-»0
J! 

e 2

22
JET

lim(2-x)82JC—»1
2

e*



Вопросы для самопроверки
1. С ф о р м у л и р у й т е  п р а в и л о  Л о п и т а л я  р а с к р ы т и я  н е о п р е д е л е н н о с т и  т и п а :

a )  j  п р и  х  - »  а;  б )  §  п р и  х  - »  +оо; в )  f  п р и  х  - >  а ;  г )  f  п р и  х  +оо.
2 . П у с т ь  в ы п о л н е н ы  у с л о в и я  т е о р е м ы  Л о п и т а л я  и  п у с т ь  н е  с у щ е с т в у е т

f t  х )  f ( x )
l im  — -— . С л е д у е т  л и  о т с ю д а , ч т о  н е  с у щ е с т в у е т  lim  • - - - ■? 

g №  g(X)
_  . x 2 sin(l х )  .. x + sin x
Р а с с м о т р и т е  п р и м е р ы : a )  h m --------- -— о )  h m ----------------.

s in x  ^ +x2 x  +  sin x

3. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА5
Основные теоретические сведения

Формула Тейлора для многочлена степени п

Рп(х) = Рп(а) +  ̂ ( х - а )  + ^ ( х - а ) 2 +--- + % ^ ( х - а Т .
1! 21 п\

Э т о  и  е с т ь  формула Тейлора п о  с т е п е н я м  х - а  д л я  м н о г о ч л е н а  Рп(х )  
с т е п е н и  п.

О т с ю д а  в  ч а с т н о м  с л у ч а е , е с л и  а ~  О , п о л у ч и м  формулу Маклорена6

1! 2! п\

Формула Тейлора для произвольной функции / ( х )

Р а с с м о т р и м  ф у н к ц и ю  / ( х ) ,  о п р е д е л е н н у ю  в о к р е с т н о с т и  Q (a) т о ч к и  

а  и  и м е ю щ у ю  п к о н е ч н ы х  п р о и з в о д н ы х  в  т о ч к е  а.

Д х )  =  f ( a )  + -  а )  + ( х  -  а)2 +  • • • + ̂ ^ ^ ( х  -  а ) "  + R„(x) .
1! 2! и!

Э т о  формула Тейлора для функции / ( х )  в  о к р е с т н о с т и  т о ч к и  х  =  <я, 

a  Rn ( х )  н а з ы в а е т с я  остаточным членом р а с с м а т р и в а е м о й  ф о р м у л ы  

Т е й л о р а .

5 Б. Тейлор (1685-1731) -  английский математик, чл. Лондонского королевского о-ва и его 
ученый секретарь.

К. Маклорен (1698-1746) -  шотландский математик, чл. Лондонского королевского общест­
ва, ученик и последователь Ньютона.
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Д,(.х) = + в(~х — (л:- а)п+\  0 < в < \ .
^  0  + 1)!

Остаточный член формулы Тейлора в форме Пеано7

К - \ (* ) ~  ( * -  а)" +  ( х  -  а)", lirn«(jc) =  0 .
т  п\ х-*а

Формула Маклорена
Е с л и  а  =  0 ,  т о  п о л у ч а е м  ф о р м у л у  М а к л о р е н а

/(х) = ЛО)+Ш , +т ^ +...+/ !М ^ +« а о ^
1! 2! и ! ( и  +  1) !

В а ж н е й ш и м и  р а з л о ж е н и я м и  п о  ф о р м у л е  М а к л о р е н а  я в л я ю т с я :

i-*1= £ 4 + * ♦ .(* > •

I I .  s\n x  =  ± ( - l ) k- ' 7^ -  +  R2„+i(x ).
к=\ \£К — \)\

I I I .  COSX =  X ( - 1) * ^  +  ^ +2W -

I V .  ln(1+ * )  =  X ( - l )*', y + ^ . W -

V (1 + хГ  „  + ̂ . « ( g - o - ^ a - t  + l)^  + ̂ w
к=\ К-

Формула Тейлора в дифференциалах

О стато ч н ы й  член  ф орм улы  Т ей лора  в  ф орм е Л агр ан ж а

/(х  + Дх) = £ ^ ^  + 0(Дх"),
л-=о л!

7 Дж. Пеано (1858-1932)-итальянский математик, профессор Туринского ун-та.



д г/ ч ж  ч d2f(x ) d(n)f{x) , , п.A f { x )  - d f { x )  +  — -  + ••• + -----J-^ J- +  o { d xn) .
2! п\

К а к  о т м е ч а л о с ь , д и ф ф е р е н ц и а л  (п е р в о г о  п о р я д к а ) в ы д е л я е т  в  о к р е с т ­

н о с т и  т о ч к и  х  т у  ч а с т ь  п р и р а щ е н и я  ф у н к ц и и  / ( х ) ,  к о т о р а я  л и н е й н о  з а в и ­

с и т  о т  п р и р а щ е н и я  а р г у м е н т а  Д х .

Сумма / ( х )  +  / ' ( х ) А х  =  й?(0>/ ( х )  +  й?(|)/ ( х )  выделяет в окрестности 
точки х  ту часть функции / ( х ) ,  которая линейно зависит от Д х (геомет­
рически: график / ( х )  в окрестности точки х  заменяется касательной к 
этому графику).

Т а к и м  о б р а з о м , м н о г о ч л е н  Т е й л о р а  п р е д с т а в л я е т , т а к  с к а з а т ь , г л а в ­

н у ю  ч а с т ь  ф у н к ц и и  / ( х )  в о к р е с т н о с т и  т о ч к и  х .  Э т о  о б с т о я т е л ь с т в о  и л е ­

ж и т  в  о с н о в е  п р и л о ж е н и й  ф о р м у л ы  Т е й л о р а .

Примеры решения задач 
Пример 3.1. М н о г о ч л е н  Р2( х )  =  х 2 - З х  +  2  р а з л о ж и т ь :

а )  п о  с т е п е н я м  х ;  б )  п о  с т е п е н я м  х  - 1 .

▲  а )  И м е е м

Р2( х )  =  х 2 - З х  +  2 ;  Р 2( 0 )  =  2 ,

Р[(х) =  2 х - 3 ;  Р 2'( 0 )  =  - 3 ,

Р " ( х )  = 2 ; Р 2" ( 0 ) = 2 .

П о  ф о р м у л е  М а к л о р е н а

Р2(х )  =  2  -  | х  +  | f X 2 =  2  -  З х  +  х 2 ,

т .е . п о л у ч и л и  и с х о д н ы й  м н о г о ч л е н .

б )  И м е е м

Р 2( х )  =  х 2 - З х  +  2 ; Р 2( 1 ) =  О,

Р 2' ( х ) =  2 х - 3 ;  Р2(1) = - 1 ,

Р2" ( х )  =  2 ;  Р2( 1 ) =  2 .

П о  ф о р м у л е  Т е й л о р а

/>2( х )  =  о - Ч х - 1 ) + | ( * - 1 ) 2 = - ( * - 0 + ( х - 1 ) 2 - Т
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П ри м ер 3 .2 . Р а з л о ж и т ь  ф у н к ц и ю  t g x  п о  ф о р м у л е  М а к л о р е н а  д о  ч л е ­

н а  с  х 3 в к л ю ч и т е л ь н о .

▲  Н а й д е м  п р о и з в о д н ы е  ф у н к ц и и  f ( x )  =  t g x  д о  т р е т ь е г о  п о р я д к а  в к л ю ч и ­

т е л ь н о :

f ' ( x )  =  — К — =  co s ' 2 х ; 
cos х

f \ x )  =  2 c o s ' 3 x s i n x ;

/ " ' ( x )  =  6co s~4x s i n 2 x  +  2 c o s “2x .

О т с ю д а  п о л у ч а е м

/ ( 0)  =  t g x |J=0 =  0, / ' ( 0)  =  c o s -2 x |J=0 =  1, / " ( 0)  =  2 c o s ”3x s i n x |Jt=0 =  0, 

/ ” ( 0)  =  6c o s “4 x s i n 2 x  +  2c o s ~2 x |I=0 =  2.

П о  ф о р м у л е  М а к л о р е н а  с  о с т а т о ч н ы м  ч л е н о м  в  ф о р м е  П е а н о  и м е е м

t g x  =  x  +  | x 3 + о ( х 3) .

З а м е т и м ,  ч т о  в ы ч и с л е н и е  / <4>( х )  д а е т  / (4, ( 0)  =  0 . П о э т о м у  о с т а т о ч ­

н ы й  ч л е н  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  в и д е  о ( х 4) .  ▼

П ри м ер 3 .3 . Р а з л о ж и т ь  ф у н к ц и ю  / ( x )  =  l n c o s x  п о  ф о р м у л е  М а к л о ­

р е н а  д о  ч л е н а  с  х 4 в к л ю ч и т е л ь н о .

▲  З д е с ь  н е т  н а д о б н о с т и ,  в ы ч и с л я т ь  п р о и з в о д н ы е  f ix )  д о  ч е т в е р т о г о  п о ­

р я д к а , а  м о ж н о  в о с п о л ь з о в а т ь с я  о с н о в ы н м и  р а з л о ж е н и я м и  III и  IV. П о л ь ­

з у я с ь  р а з л о ж е н и е м  III, п о л у ч и м

l n ( c o s x )  =  ln ( l  - \ х 2 +  ^ х 4 +  о ( х 4)  =  1п(1 + 1),

где t  =  - \ у?  +  -jjx4 + о ( х 4) .
Т е п е р ь  в о с п о л ь з у е м с я  о с н о в н ы м  р а з л о ж е н и е м  I V :

In  c o s x  =  ln ( l  + t ) - t -  j ?2 + o (t 2)  =

= - K +  -kx4 + o(x4) -  ±(- ̂ x2 + ± x 4 + o(x4) f  + o((- ̂ x2 + Jjx4 + o(x4)J )= 

= —$x2 +^yx4  -  JX4  +o(x4) = -i-X2 -]^X4 +o(x4). T
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П р и м е р  3 .4 .  О ц е н и т ь  а б с о л ю т н у ю  п о г р е ш н о с т ь  п р и б л и ж е н н о й  ф о р ­

м у л ы

X 2 х"
ех «1 +  х  н------ + . . .  н------ =  Р ( х )  п р и  0 <  х  < 1.

2! п\

▲  Д л я  п о л у ч е н и я  о ц е н к и  а б с о л ю т н о й  п о г р е ш н о с т и  н у ж н о  о ц у н и т ь  о с т а ­

т о ч н ы й  ч л е н

Д 1+1(х) = е'-Ря(х).

О с т а т о ч н ы й  ч л е н  Д 1+, ( х )  в  ф о р м е  Л а г р а н ж а  д л я  ф у н к ц и и  ех и м е е т  в и д

r«+i 
( л  + 1) !

О т с ю д а  п о л у ч а е м

|Дл+|( * ) |  -  , g '\ ,  п р и  О < х  <  1. (« +1)!

Э т о  и  е с т ь  и с к о м а я  о ц е н к а  а б с о л ю т н о й  п о г р е ш н о с т и  п о с л е д н е й  ф о р м у л ы  

п р и  О S  х  <  1. ▼

П р и м е н е н и е  ф о р м у л  Т е й л о р а  и  М а к л о р е н а  д л я  п р и б л и ж е н н ы х  

в ы ч и с л е н и й  з н а ч е н и й  ф у н к ц и и

П р и м е р  3 . 5 .  В ы ч и с л и т ь  с  т о ч н о с т ь ю  д о  1СГ4 п р и б л и ж е н н о е  з н а ч е н и е :

a) cos5°; б) sin 49°; в) У83 .
▲  а )  В о с п о л ь з у е м с я  п р и б л и ж е н н о й  ф о р м у л о й  д л я  ф у н к ц и и  c o s x  ( с м о т ­

р и  I I I ) :

, х 2 X 4 X 6 х 2*
COSXfsl---------1----------------К.. + -

2 ! 4 ! 6! (2 /с ) !

П о д с т а в л я я  в  э т у  ф о р м у л у  р а д и а н н у ю  м е р у  у г л а  5°, п о л у ч и м

^  „ 2  4  2к
Ж  , Ж  Ж  Кcos5 =cos— «1----------------------- г- + ----г - . . .  + -

' 3 6  '  2 !-3 6 2 41-364 (2к)\-36гк

Ч т о б ы  о п р е д е л и т ь , с к о л ь к о  в з я т ь  п е р в ы х  ч л е н о в  э т о й  ф о р м у л ы  д л я  

п о л у ч е н и я  з а д а н н о й  т о ч н о с т и  в ы ч и с л е н и я , о ц е н и м  в е л и ч и н ы  п о с л е д о в а ­

т е л ь н ы х  о с т а т о ч н ы х  ч л е н о в  ,:
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| Л  I < -  =  - ^ - < 0 . 0 0 4 ,
1 1  2 ! 2!-36

4  4

ItfJ < — = -2 —  < о.оооооз,
1 31 4 ! 41-36

6 6
| & |  <  —  =  - Е _  <  0 .0 0 0 0 0 0 0 3 .
1 41 6! 61-36

В е л и ч и н а  j i^ j  <  1 0 “б. П о э т о м у  д л я  п о л у ч е н и я  з а д а н н о й  т о ч н о с т и  в ы ч и с л е ­

н и я  д о с т а т о ч н о  в з я т ь  т р и  п е р в ы х  ч л е н а  ф о р м у л ы ,  п р е д ш е с т в у ю щ и х  :

ж2 ж4
c o s  5  « 1 -----------  +  ———j  » 1  -  0 .0 0 3  8 0 7 7  +  0 .0 0 0 0 0 2 4  «  0 . 9 6 1 9 5 .

2!-36 41-36

З д е с ь  д л я  о б е с п е ч е н и я  з а д а н н о й  т о ч н о с т и  з н а ч е н и я  ч и с л а  ж и  в с е х  р е з у л ь ­

т а т о в  п р о м е ж у т о ч н ы х  д е й с т в и й  в з я т ы  с  о д н и м  л и ш н и м  з н а к о м , т .е . с  т о ч ­

н о с т ь ю  д о 1 0 ~7 (ж » 3 . 1 4 1 5 9 1 7 ) .

б )  Ч т о б ы  в ы ч и с л и т ь  s in 4 9 ° ,  н а п и ш е м  ф о р м у л у  Т е й л о р а  д л я  ф у н к ц и и  

s i n x :

. (  я Л х - я  . (  _ ж Л ( х - а )2
s i n a  +  s in  ал— -h s m  а + 2 —  -------------------—sm x  = s in a  +  sin| а  +  — |—- — hsm| а  +  2  — J -— ^  + . . . +

. (  ж \ х - а ) п

* T + " i j ^ r + s "

~ s in ^ a  +  & (х -  д )  +  ( и  +  1 ) ^  j ^ ,  О < 0 < 1 ,

I |"+1I х - a  , . , ,
L/ с  < J------- '■— , т а к  к а к  s in  a  < 1.
1 4  (и + 1)! 1 '

П о  э т о й  ф о р м у л е  м о ж н о  в ы ч и с л я т ь  з н а ч е н и я  s in  х  п р и  л ю б ы х  з н а ч е ­

н и я  х  и а  и  с  л ю б о й  ж е л а е м о й  т о ч н о с т ь ю , т а к  к а к  п о  м е р е  у в е л и ч е н и я  ч и с ­

л а  ч л е н о в  в  н е й  п о г р е ш н о с т ь  н е о г р а н и ч е н н о  у б ы в а е т ,  с т р е м я с ь  к  н у л ю . 

Ч е м  м е н ь ш е  б у д е т  в е л и ч и н а  р а з н о с т и  | х - а | ,  т е м  м е н ь ш е  п о т р е б у е т с я  

б р а т ь  п е р в ы х  ч л е н о в  э т о й  ф о р м у л ы  д л я  д о с т и ж е н и я  к а к о й - л и б о  з а д а н н о й  

т о ч н о с т и  в ы ч и с л е н и я .
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TC TC TC TC
П о л а г а я  х = ------ 49  и а = ------- 4 5 , п о л у ч и м  х - а  = ------ ( 4 9 - 4 5 )  = — ,

1 8 0  1 8 0  1 8 0  4 5

. „ 4 l (  . 7 1  ТС2 ЯГ3 7ТП ^
sin 49  = —  1 + ---------------------------- г + . . . ± --------

2 I 1!-45 2!-45 3!-453 и!-45"

К
(»  + 1)!-45"

Д л я  о п р е д е л е н и я  ч и с л а  п е р в ы х  ч л е н о в  э т о й  ф о р м у л ы , о б е с п е ч и в а ю ­

щ и х  з а д а н н у ю  т о ч н о с т ь  в ы ч и с л е н и я , о ц е н и в а е м  в е л и ч и н ы  п о с л е д о в а т е л ь ­

н ы х  о с т а т о ч н ы х  ч л е н о в  Rп:

I I я 2R  < --------^ < 0 . 0 0 3 ,

, , пъ
Л , < --------г  < 0 . 0 0 0 0 6 ,

1 21 31-45
я-4

Л  ^ -г  <  0 . 0 0 0 0 0 0 9  <  1 0 _6.
1 31 4!-45

С л е д о в а т е л ь н о , з а д а н н а я  т о ч н о с т ь  в ы ч и с л е н и я  б у д е т  д о с т и г н у т а ,  е с л и  

в з я т ь  ч е т ы р е  п е р в ы х  ч л е н а  ф о р м у л ы , п р е д ш е с т в у ю щ и х  R3:

л ТС тс тс1 + ------
4 5  2 - 4 5 2 6 - 4 5 3

*  0 .7 0 7 1 0 6 8 ( 1  +  0 .0 6 9 8 1 3 1  -  0 .0 0 2 4 3 6 9  -  0 .0 0 0 0 5 6 7 )  ~  0 . 7 5 4 7 0 9 .

(З н а ч е н и я  я, 4 2  и в с е х  р е з у л ь т а т о в  п р о м е ж у т о ч н ы х  д е й с т в и й  в з я т ы  с  о д ­

н и м  л и ш н и м  з н а к о м , т .е . с  с е м ь ю  д е с я т и ч н ы м и  з н а к а м и ).

И н а ч е  м о ж н о  б ы л о  в ы ч и с л я т ь  s in  4 9 ° п о  ф о р м у л е  М а к л о р е н а  д л я  

ф у н к ц и и  s i n x ,  о д н а к о  п р и  э т о м  д л я  д о с т и ж е н и я  з а д а н н о й  т о ч н о с т и  п р и ­

ш л о с ь  б ы  в з я т ь  о ч е н ь  м н о г о  ч л е н о в  э т о й  ф о р м у л ы ,

в )  П р е о б р а з у е м  з а д а н н ы й  к о р е н ь

л /8 3 =  t / 8 1 + 2 = 3 - ( l  +  

и п р и м е н и м  ф о р м у л у  б и н о м а  V .
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4 ^ 3  — 3(1 +  y g j  — 162. 108 +  162-108-486 ~  162-108-486-54 +  • • • +  )  •

Оценивая величины последовательных ошибок вычисления з|Я„|, на­
ходим :

3|Я,|<тагГ58< 0-0002,

З^г! < 162-Ю8-486 < 0-000003,
з |^ з |< т е т ш <  о-оооооооб.

Следовательно, для получения заданной точности вычисления доста­
точно взять сумму четырех членов биномиальной формулы, которые 
предшествуют остатку R3:

У83 »  3(1 + 0.0061728 -  0.0000572 + 0.0000008) « 3.018349. ▼

Применение формулы Тейлора 
для раскрытия неопределенностей

Если вычисление предела по правилу Лопиталя или с помощью дру­
гих методов затруднительно, то можно прибегнуть к разложению функ­
ций, стоящих под знаком предела, по формуле Тейлора. Формула Тейлора 
дает простое и весьма общее правило выделения главной части функции. 
В результате использования этого метода вычисление пределов функции с 
помощью выделения главной части приобретает алгоритмический харак­
тер. Часто бывает удобно для разложения функции по формуле Тейлора 
использовать разложения элементарных функций (смотри формулы I—V).

Пример 3.6. Вычислить l i m - - ——
j f -» 0  х

▲ Неопределенность По виду знаменателя можно заключить, что оп­
ределяющую роль играют члены 4-го порядка относительно х (х —> 0). 
Поэтому воспользуемся формулой Тейлора с остаточным членом в форме 
Пеано. Получим

COSX = 1 -  ̂ х 2 + ̂ х4 + о ( х 5) .

Подставим это разложение в данный предел

Полагая х  = ^  и а  = получим
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l i m C0S* ~ 1 +  ^ 2 =  l i  т ^ ~ Ь .х 2 + > 4 + о (х ъ) ) - \  + \ х 2
дг->0 x4 *->0 x4

= lin, i i l ± ^ , lim(x + <)M)=, ± . T
' - n '-4 *->о' 24 ' n 24

П р и м е р  3 . 7 .  В ы ч и с л и т ь  l im  x  -  x 1 In  1 +  —
v x

А  Н е о п р е д е л е н н о с т ь  oo -  с о . В ы н о с я  х г з а  с к о б к у ,  п о л у ч и м

l im  jc2| — - l n f l  +  —

(н е о п р е д е л е н н о с т ь  о о -о о  с м е н и л а с ь  н а  н е о п р е д е л е н н о с т ь  о о -0 ) .  
П о  ф о р м у л е  I V

1п|14 Н ~ ^ 7 + о Ы п р и ™ -

Т о г д а

l i m x 2| — - l n |  I +  — | | =  l i m r  
-»-> * I х

2\ 1 М
\ 2 х 2 \ х ~ ) }  Л'~>х 2 х2 2

=  l i m x — Г- +  0  -г- = l i m x ------ -  =

П р и м е р  3 .8 .  И с п о л ь з у я  о с н о в н ы е  р а з л о ж е н и я , н а й т и

tg x  +  2 s i n x - 3 x
lim

А  И м е е м

х 4

j.m tg x  +  2 s i n x - 3 x  _ | 0 | _

*-+° х 4 [0 J

. j-tm (x +  I * 3 +  o Q 4) ) + 2 ( x -  + x 3 + о ( х 4 ) ) - З х  _  lim o (x 4) Q у
Jr-*0 х* x-tO х4

Вопросы для самопроверки
1 . Ч т о  т а к о е  м н о г о ч л е н  Т е й л о р а  д л я  ф у н к ц и и  / ( х )  с  ц е н т р о м  в т о ч к е  а ?
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2 . Н а п и ш и т е  ф о р м у л у  М а к л о р е н а  д л я  ф у н к ц и и  / ( х )  и  о с т а т о ч н ы е  ч л е н ы  

э т о й  ф о р м у л ы  в  ф о р м а х  Л а г р а н ж а  и  П е а н о .

3 .  Н а п и ш и т е  о с н о в н ы е  р а з л о ж е н и я  и  о с т а т о ч н ы е  ч л е н ы  э т и х  р а з л о ж е н и й  в 

ф о р м а х  Л а г р а н ж а  и  П е а н о .

Задачи и упражнения для самостоятельной работы
1. Р а з л о ж и т ь  ф у н к ц и ю  f(x )  п о  ф о р м у л е  М а к л о р е н а  д о  ч л е н а  у к а з а н н о г о  

п о р я д к а  в к л ю ч и т е л ь н о :

а )  / ( * )  =  е * Д °  ч л е н а  с х " ;  б )  / ( х )  =  е 2*- *’ д о  ч л е н а  с  х 5 ;

в )  /  ( х )  =  s in  s in  х  д о  ч л е н а  с х 3 ; г )  /  ( х )  =  c o s  s in  х  д о  ч л е н а  с  х 4 .

х 2 х 3 х ”
Ответ: а )  1 - х  +  - -  —  +  ••• +  ( - 1  )* — +  о (х " ) ;

2! 3 ! и!

? 2  -а 5   ̂ 1 <
б ) 1+ 2х  +  х  — х  — х -------х  + о (х  ) ;

3  .6 15

в )  х  -  —  +  о ( х 3) ; г )  1 -  —  +  — х 4 +  о ( х 4) .
3  2  2 4

2 . Н а п и с а т ь  р а з л о ж е н и е  п о  ф о р м у л е  Т е й л о р а  с  ц е н т р о м  в т о ч к е  х  =  1 

ф у н к ц и и :  а )  / ( х )  =  х 2 ; б )  / ( х )  =  V x  д о  ч л е н а  с  ( х  - 1) 3 ; в )  / ( х )  =  s i n ( f  х )  д о  

ч л е н а  с  ( х  - 1) 4 .

Ответ: а )  1 +  2 ( х  - 1 )  +  ( х  - 1 )2 ;

б )  1 +  ( х - 1) - £ ( х - 1)2 + - j L ( x - l )3 + о ( ( х - 1) 3) ;

в )  1 ■- ■f  ( х  - 1)2 +  £ ( х  - 1)4 + о ( ( х  - 1) 4) .

3 .  О ц е н и т ь  а б с о л ю т н у ю  п о г р е ш н о с т ь  ф о р м у л : a )  s in  х  «  х  -  j  х 3 п р и  |х| <  ^ ;

б )  t g x « х  +  } х 3 п р и | х | < 0. 1; в )  V l  + х  «  1 +  ^ х - \ х г п р и О < х < 1.

Ответ: а )  М е н ь ш е  б )  м е н ь ш е  2  • 10~6 ; в )  м е н ь ш е

4 . С  п о м о щ ь ю  ф о р м у л ы  Т е й л о р а  н а й т и  п р и б л и ж е н н ы е  з н а ч е н и я :

a )  V 9  с  т о ч н о с т ь ю  д о  10 3 ; б )  s in  18° с  т о ч н о с т ь ю  д о  10~4 ; в )  In  1.1 с  

т о ч н о с т ь ю  д о  10~3 .

Ответ: а )  2 .0 8 0 ;  б )  0 . 3 0 9 0 ;  в )  0 .0 9 5 .
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5. Используя основные разложения, найти пределы:

; в) lim л/ё^(л/е* + 1  -  л/е* - l ) .JT-V+X ' '

Ответ: а )  -  ; б )  - 2 ;  в ) 1.

4. ВОЗРАСТАНИЕ И УБЫВАНИЕ ФУНКЦИЙ
Основные теоретические сведения

О п р е д е л е н и е  1. Ф у н к ц и я  f ( x )  н а з ы в а е т с я  возрастающей в некото­
ром  интервале, е с л и  д л я  л ю б ы х  д в у х  ч и с е л  х, и х 2 и з э т о г о  и н т е р в а ­

л а  и з  н е р а в е н с т в а  х2 >  х, с л е д у е т  н е р а в е н с т в о  f ( x 2)  >  f ( x ]). 
О п р е д е л е н и е  2 . Ф у н к ц и я  f(x .)  н а з ы в а е т с я  убывающей в некотором 
интервале, е с л и  д л я  л ю б ы х  д в у х  ч и с е л  х, и х2 и з э т о г о  и н т е р в а л а  и з 

н е р а в е н с т в а  х2 >  х, с л е д у е т  н е р а в е н с т в о  f ( x 2) <  / ( х , ) .

П р о м е ж у т к и ,  н а  к о т о р ы х  ф у н к ц и я ' в о з р а с т а е т  ( у б ы в а е т ) ,  н а з ы в а -  

ю т с я  промежутками монотонности.______________________________________

С л е д у ю щ а я  т е о р е м а  в ы р а ж а е т  в а ж н ы й  д л я  п р а к т и ч е с к и х  ц е л е й  п р и ­

з н а к  в о з р а с т а н и я  и  у б ы в а н и я  ф у н к ц и и  и у к а з ы в а е т  п р а в и л о  д л я  о п р е д е л е ­

н и я  и н т е р в а л о в , в  к о т о р ы х  ф у н к ц и я  в о з р а с т а е т  и у б ы в а е т  (и н а ч е , и н т е р в а ­

л о в  м о н о т о н н о с т и  ф у н к ц и й ).

П р и  р е ш е н и и  з а д а ч , в к о т о р ы х  т р е б у е т с я  о п р е д е л и т ь  и н т е р в а л ы  в о з ­

р а с т а н и я  и  у б ы в а н и я  ф у н к ц и и , с л е д у е т , п р е ж д е  в с е г о , о п р е д е л и т ь  о б л а с т ь  

с у щ е с т в о в а н и я  э т о й  ф у н к ц и и .

Т е о р е м а  1 ( д о с т а т о ч н ы й  п р и з н а к  в о з р а с т а н и я  и  у б ы в а н и я  ф у н к ц и и  

н а  и н т е р в а л е ) .  Если во всех точках некоторого интервала первая произ­
водная / ' ( х ) >  0 ,  то функция f ( x )  в этом интервале возрастает. Если 
ж е  во всех точках некоторого интервала первая производная f ' ( x )  <  0 , 

то функция в этом интервале убывает.

Г еом ет рически й см ы сл условий  м онот онност и  
И з в е с т н о :  f ' ( x )  = tg a  -  г е о м е т р и ч е с к и й  с м ы с л  п р о и з в о д н о й

П ри зн аки  возраст ания и убы вания ф ун кц ий

(« = Ох;лО -
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Ф у н к ц и я  в о зр а с та е т : / '(■ * )>  0 ,  Ф у н к ц и я  у б ы в а ет : / ' ( л г ) < 0 ,  та к

т а к  к а к  к а с а т е л ь н а я  н а к л о н е н а  к  к а к  к а с а т е л ь н а я  н а к л о н е н а  к  о си
о с и  Ох п о д  о с т р ы м  у гл о м  Ох п о д  ту п ы м  у гл о м  ( tg  а  <  0 ) .

( t g а  >  0 ) .

Практическое правило для нахождения 
промежутков монотонности функции
Д л я  н а х о ж д е н и я  п р о м е ж у т к о в  м о н о т о н н о с т и  ф у н к ц и и  д о с т а т о ч н о

1)  р а з б и т ь  о б л а с т ь  с у щ е с т в о в а н и я  ф у н к ц и и  f(x )  н а  и н т е р в а л ы  т о ч к а м и ,  в 

к о т о р ы х  е е  п е р в а я  п р о и з в о д н а я  / ' ( * )  р а в н а  н у л ю  и л и  н е  с у щ е с т в у е т ,

2 )  о п р е д е л и т ь  е е  з н а к  в  к а ж д о м  и з  э т и х  и н т е р в а л о в . Д л я  ч е г о  д о с т а т о ч н о  

в ы ч и с л и т ь  з н а ч е н и е  п р о и з в о д н о й  в  к а к о й - л и б о  о д н о й  т о ч к е  к а ж д о г о  и н ­

т е р в а л а , и б о  в н у т р и  к а ж д о г о  и н т е р в а л а  п р о и з в о д н а я  / ' ( х )  с о х р а н я е т  п о ­

с т о я н н ы й  з н а к  ( и л и  р е ш и т ь  н е р а в е н с т в а  f'(x)>  0 и  f'(x) <  0).
Примеры решения задач 

Пример 4.1. О п р е д е л и т ь  п р о м е ж у т к и  м о н о т о н н о с т и  ф у н к ц и и

/ ( х )  =  2jc3 + Зх 2 - 12х  +  1.

▲  Ф у н к ц и я  о п р е д е л е н а  н а  в с е й  ч и с л о в о й  о с и  ( - о о ;  +  о о ) .

Н а й д е м  е е  п е р в у ю  п р о и з в о д н у ю : / ' ( х )  =  6х 2 + 6 х - \ 2 .
О н а  о п р е д е л е н а  н а  в с е й  ч и с л о в о й  о с и  и  р а в н а  н у л ю  в т о ч к а х  

х , =  -2  и  х2 =1  ( р е ш а е т с я у р а в н е н и е  6 х2 +  6х  - 12 =  0 = >  х 2 +  х  -  2 =  0 ).

Э т и  т о ч к и  р а з б и в а ю т  о б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и  н а  и н т е р в а л ы  

( - « = ; - 2 ) ,  ( —2 ;  1 ) ,  (1 ; +  о о ) .

О п р е д е л и м  з н а к  п р о и з в о д н о й  в  к а ж д о м  и з  и н т е р в а л о в , д л я  ч е г о  д о с ­

т а т о ч н о  в ы ч и с л и т ь  з н а к  f'(x)  в  к а к о й - л и б о  о д н о й  т о ч к е  к а ж д о г о  и н т е р в а ­

л а . Д л я  п е р в о г о  и н т е р в а л а  у д о б н о  в з я т ь  х  =  - 3 ,  / ' ( - 3 )  =  2 4 > 0 ,  с л е д о в а ­

т е л ь н о ,  в  и н т е р в а л е  ( - о о ;  -  2 )  ф у н к ц и я  в о з р а с т а е т .  Д л я  в т о р о г о  и н т е р в а л а  

у д о б н о  в з я т ь  х  = 0, / ' ( 0)  =  - 12< 0 , с л е д о в а т е л ь н о , в  и н т е р в а л е  ( - 2; 1)  

ф у н к ц и я  у б ы в а е т .  Д л я  т р е т ь е г о  и н т е р в а л а  х  =  2 ,  / ' ( 2)  =  2 4 > 0 ,  с л е д о в а -
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т е л ь н о , в и н т е р в а л е  (1; +  оо) ф у н к ц и я  в о з р а с т а е т . Р е з у л ь т а т ы  и с с л е д о в а н и я  

п р и в е д е н ы  в т а б л и ц е .

И н т е р в а л  и з м е н е н и я  х ( -о о ; -  2) ( - 2; I ) ( 1; +  °о)

З н а к  / ' ( х ) + - +

П о в е д е н и е  ф у н к ц и и  / ( х ) t 4 т

▼

З а м е ч а н и е .  У с л о в и м с я  в  д а л ь н е й ш е м  в о з р а с т а н и е , у б ы в а н и е  ф у н к ­

ц и и  н а  и н т е р в а л е  о б о з н а ч а т ь  т а к : Т ,  4 .

П р и м е р  4 .2 .  О п р е д е л и т ь  п р о м е ж у т к и  м о н о т о н н о с т и  ф у н к ц и и

/ ( х )  =  2  +  З у х 2 .

▲  Ф у н к ц и я  о п р е д е л е н а  н а  в с е й  ч и с л о в о й  о с и  (-о о ; +  о о ).

2 ъ[х + \
Н а й д е м  е е  п е р в у ю  п р о и з в о д н у ю : / ' ( ■ * )  =  2  +  - j =  =  2  .

\ jx  Ц х

П р о и з в о д н а я  н е  с у щ е с т в у е т  п р и  х  =  О и р а в н а  н у л ю  п р и  х = - \ .  
Э т и м и  т о ч к а м и  р а з о б ь е м  о б л а с т ь  с у щ е с т в о в а н и я  ф у н к ц и и  н а  и н т е р в а л ы  

(-*>;-!), (—1; 0 ), (0 ; + оо).
Д л я  о п р е д е л е н и я  з н а к а  п р о и з в о д н о й  в  к а ж д о м  и н т е р в а л е  у д о б н о  в з я т ь  

т о ч к и  х  =  - 8 , х  =  - ^  и  х  =  8 . Т о г д а  / ' ( - 8)  =  1> 0 , с л е д о в а т е л ь н о , н а  и н ­

т е р в а л е  ( - а з ;  — 1)  ф у н к ц и я  в о з р а с т а е т ; / '( - £ ) = - 2  < 0 , з н а ч и т , н а  и н т е р в а ­

л е  ( - 1; 0)  ф у н к ц и я  у б ы в а е т ;  / ' ( 8)  =  3 > 0 ,  з н а ч и т ,  н а  и н т е р в а л е  ( 0; +  оо) 

ф у н к ц и я  в о з р а с т а е т .

И н т е р в а л  и з м е н е н и я  х ( - о о ;  - 1) ( - 1; 0) ( 0; +  оо)

З н а к  / ' ( х ) + - +

П о в е д е н и е  ф у н к ц и и  / ( х ) t 4 t

▼

П р и м е р  4 .3 .  О п р е д е л и т ь  п р о м е ж у т к и  м о н о т о н н о с т и  ф у н к ц и и

/ «  =
х2 +1

▲  Ф у н к ц и я  н е  о п р е д е л е н а  п р и х  =  0 ,  т . е. о б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и  

( -о о ; 0 )  U  ( 0; +  с о ) .
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Н а й д е м  е е  п е р в у ю  п р о и з в о д н у ю : f i x )  =
2 х - х - { х 2 + \) _  х 2 -1

П р о и з в о д н а я  н е  с у щ е с т в у е т  п р и  х  =  0  и  р а в н а  н у л ю  п р и  х — - 1  и  х  =  1.

Э т и м и  т о ч к а м и  р а з о б ь е м  о б л а с т ь  с у щ е с т в о в а н и я  ф у н к ц и и  н а  и н т е р в а ­

л ы  ( —оо; — 1 ) ,  ( — 1; 0 ) ,  ( 0 ; 1 ) ,  ( 1 ; +  о о ). Д л я  о п р е д е л е н и я  з н а к а  п р о и з в о д н о й  в  

к а ж д о м  и н т е р в а л е  у д о б н о  в з я т ь  т о ч к и  х  =  - 2 ,  x  = - j ,  х  =  -j и х  = 2 .  Т о г д а  

/ ' ( - 2)  =  | > 0, / ' ( 2)  =  i > 0 , с л е д о в а т е л ь н о , н а  и н т е р в а л а х  ( —ао; — 1)  и 

( 1; +  оо) ф у н к ц и я  в о з р а с т а е т ; / ' ( - - 0 =  —3  <  0, / ' ( | ) =  - 3  < 0 , с л е д о в а т е л ь н о , 

н а  и н т е р в а л а х  ( - 1; 0)  и  ( 0; 1)  ф у н к ц и я  у б ы в а е т .

И н т е р в а л  и з м е н е н и я  х ( - ° ° ;  -  О ( - 1; 0) ( 0; 1) (П +  « )

З н а к  f \ x ) + - - +

П о в е д е н и е  ф у н к ц и и  f{x) t 4- 4 t

П р и м е р  4 .4 .  О п р е д е л и т ь  п р о м е ж у т к и  м о н о т о н н о с т и  ф у н к ц и и

С л е в а  и  с п р а в а  о т  т о ч к и  х  =  0  ф у н к ц и я  з а д а н а  э л е м е н т а р н ы м и  ф у н к ц и я м и ,  

и  е е  п р о и з в о д н а я

1 п р и  х  <  0, 

х 3 +  2 п р и  х  >  0.

▲  Ф у н к ц и я  и м е е т  р а з р ы в  в  т о ч к е  х  =  0 ,  и б о

l i m  у =  l im  1 =  1, l im  у  =  l im  {х 2 +  2) =  2 .

0 п р и  х  <  0, 

Зх2 п р и  х  >  0

н е  с у щ е с т в у е т  п р и  х  =  0 .

Е с л и  х  е  ( -о о ;  0 )  у ’ — 0 ,  с л е д о в а т е л ь н о , ф у н к ц и я  п о с т о я н н а . 

Е с л и  х  е  (0 ;  +  со) у '  >  0 , с л е д о в а т е л ь н о , ф у н к ц и я  в о з р а с т а е т . 

Г р а ф и к  ф у н к ц и и  и з о б р а ж е н  н а  р и с .  4 .1  Т

2 8 7



У

2

О 'х 
Р и с . 4 .1

П р и м е р  4 .5 .  Д о к а з а т ь , ч т о  п р и  0  <  х  <  1 с п р а в е д л и в о  н е р а в е н с т в о  

a rc tg  х  <  х  -  ~ хъ.

▲  Р а с с м о т р и м  ф у н к ц и ю  у  =  a r c t g x -  х  +  j x 3 . Е е  п р о и з в о д н а я

Ф у н к ц и я  н е п р е р ы в н а  н а  о т р е з к е  [0 ; 1] и  е е  п р о и з в о д н а я  / ( х ) <  0 ,  е с л и  

х е  ( 0 ;  1 ) ,  с л е д о в а т е л ь н о , н а  о т р е з к е  [ 0 ; 1 ]  ф у н к ц и я  у б ы в а е т .  Т о г д а  

у (х ) < у (0)  =  0 , и л и

Значит, arctgx < х -  -^х3 при х е  (0; 1].

Задачи и упражнения для самостоятельной работы
1. Найти промежутки возрастания и убывания функции:

а) у -  3 +  2х  -  х 2. О т в е т ’, на (-оо; 1) возрастает, на (1; +  оо) убывает.

б) у  =  х3 - З х  +  5 .
Ответ: н а ( - о о ; - 1) и (1; оо) возрастает, на (—1; 1) убывает.

в) у  =  2 х 2 -  1пх. Ответ: на (0; - )  убывает, на (^; со) возрастает.

г )  у  =  (х -  3 )л /х . Ответ: на (0; 1) убывает, на (1; оо) возрастает.

Д) у  = j x - V x . Ответ: н а ( - о о ; - 1) и (!;») возрастает, на(-1;1) убывает, 

е) у = — . Ответ: на(-°о;0) и (0; 1) убывает, н а ( 1;со) возрастает.

1 +  х 2 2 2( х  + 1)

1 , х 2 х 2( х 2- 1)
-Т -1  + —-1 + — =

a r c t g x  -  х  +  | х 3 <  0 д л я  л ю б о г о  х  е  ( 0; 1] .

X
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Ответ: монотонно возрастает на всей числовой оси.
Г х 3, х  >  О,з) у  = Ответ: на ( - 00; Q) убывает, на (0; оо) возрастает.
be2, х<0.{:

2. Доказать неравенство 2-fx  >3 — , если х  >  1.

5. ЭКСТРЕМУМЫ ФУНКЦИИ
Рассмотрим функцию у  = f(x),  определенную в некоторой окрестно­

сти точки х0, включая и саму точку х0.

Определение 3. Точка х0 называется т очкой локального максиму­
м а , а значение функции в ней -  локальным максимумом  функции 
у  = f ( x ) ,  если существует такое д  >  0 , что для всех х, удовлетворяю­
щих условию 0 < | х -  х01 < <5, верно неравенство

Определение 4. Точка х0 называется т очкой локального минимума, 
а значение функции в ней -  локальным минимумом  функции 
у  =  f i x ) ,  если существует такое S > 0 ,  что для всех х, удовлетворяю­
щих условию 0 < | х  -  х01 < д , верно неравенство

Точки локального максимума и минимума называются точками 
локального экстремума, а значения в них -  локальными экстрему- 
мами функции.____________________________________________________________________

Н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  с у щ е с т в о в а н и я  т о ч е к  э к с т р е м у м а  

Теорема 2.1. Для того чтобы точка х 0 была точкой экстремума функ­
ции у  — f ix),  определенной в окрестности этой точки, необходимо вы­
полнение одного га  двух условий: либо f '{x0)  =  0;  либо производная f i x )  

не существует в точке х0 (в частности, где f i x )  -  бесконечно большая 
функция).

Такие точки называются критическими, и они являются точками, 
подозрительными на экстремум.

A y  =  f i x ) - f i x 0) < 0  или Д х ) < Д х 0).

A y  =  f i x ) - f i x <,)>() или /(х )> /(х 0).
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Достаточные условия экстремума
I. Теорема 2.2. Пусть функция у  =  / (х ) ,  определенная в окрестности 
точки х0, непрерывная е самой этой точке и дифференцируемая в неко­
торой 8  — окрестности точки ха. Тогда справедливы следующие заклю­
чения:
1) если { f \ x )  >  0  V x  е  (х0 - 8 ;  х0))л ( f ' (x)  <  0  V x  е  (х0; х0 +  8))  (т. Е. при 
переходе х  через критическую точку х0 производная меняет знак с плюса 
на минус), то х0 -  точка локального максимума функции f ( x ) ;
если ( / ' ( х )  <  0  V x  е  ( х 0 -  8; х 0) )  л  ( / ' ( х )  >  0  V x  е  ( х 0; х 0 +  <У)) (т. Е. при пе­
реходе х через критическую точку х 0 производная меняет знак с минуса 
на плюс), то х 0 -  точка локального минимума функции / ( х ) ;

2) если / '(х )  во всей 8  -  окрестности точки х0 имеет один и тот же 
знак, то в точке х0 экстремума функции / (х ) .
II. Теорема 2.3. Пусть функция y  = f ( x ) ,  определенная в окрестности 
точки х0, имеет производные до 2-го порядка включительно. Если 
/ ' (х )  = 0 и /" (хо) * 0 ,  то функция / ( х )  имеет в точке х0 экстремум, а 
именно:
1) минимум, если /"(х0)> 0 ,
2) максимум, если / ”(х0)< 0 .

Геометрический смысл необходимых и достаточных условий
экстремумов

Проследите за изменением производной в зоне max и m in :
I. Слева функция возрастает I. Слева функция убывает,
т. е. у ' > 0. т. е. у ' < 0.
В точке max у  = 0. В точке m in у  = 0.
Справа функция убывает, Справа функция возрастает,
т. е. у  < 0. т. е. у ' > 0.

_ _ _ _ _  _ _ _ _ _
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1. Правило для исследования функции на экстремум при помощи 
первой производной (первый способ)

Д л я  и с с л е д о в а н и я  ф у н к ц и и  н а  э к с т р е м у м  п о  п е р в о й  п р о и з в о д н о й  с л е ­

д у е т :

1. Н а й т и  о б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и  X  =  (а; Ь ).
2 . Н а й т и  f ' ( x )  — п е р в у ю  п р о и з в о д н у ю  ф у н к ц и и .

3 .  О п р е д е л и т ь  к р и т и ч е с к и е  т о ч к и  п е р в о г о  р о д а  ( к т  I ) :

а )  р е ш и т ь  у р а в н е н и е  / ' ( х )  =  0 ,

б )  а  т а к ж е  о п р е д е л и т ь  т е  з н а ч е н и я  х, п р и  к о т о р ы х  f ' ( x )  =  оо и л и  н е  с у ­

щ е с т в у е т .  П у с т ь  э т и м и  т о ч к а м и  б у д у т  т о ч к и  с  а б с ц и с с а м и  jc,, х2, х „ ,  
к о т о р ы е  н а х о д я т с я  в  о б л а с т и  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и .

4 .  В с е  к р и т и ч е с к и е  т о ч к и  р а с п о л о ж и т ь  в  п о р я д к е  в о з р а с т а н и я  и х  а б с ц и с с  

а < х, < . . . < х п < Ь .
5 . В н у т р и  к а ж д о г о  и з  и н т е р в а л о в  ( а ;  я , ) ,  ( j c , ; х 2) ,  ( х и; Ь) в з я т ь  л ю б у ю  

т о ч к у  и  у с т а н о в и т ь  в  э т о й  т о ч к е  з н а к  п е р в о й  п р о и з в о д н о й  ф у н к ц и и  ( п р о и з ­

в о д н а я  с о х р а н я е т  з н а к  в  к а ж д о м  и н т е р в а л е  м е ж д у  д в у м я  с о с е д н и м и  к р и т и ­

ч е с к и м и  т о ч к а м и ) .

6. Р а с с м о т р е т ь  з н а к и  / ' ( х )  в  д в у х  с о с е д н и х  и н т е р в а л а х , п е р е х о д я  п о с л е д о ­

в а т е л ь н о  с л е в а  н а п р а в о  о т  п е р в о г о  и н т е р в а л а  к  п о с л е д н е м у  и н т е р в а л у . Е с ­

л и  п р и  т а к о м  п е р е х о д е  з н а к и  / ' ( х )  в  д в у х  с о с е д н и х  и н т е р в а л а х  р а з л и ч н ы , 

т о  э к с т р е м у м  в  к р и т и ч е с к о й  т о ч к е  е с т ь , ( м а к с и м у м  б у д е т , е с л и  з н а к  м е н я ­

е т с я  с  +  н а  -  , а  м и н и м у м , е с л и  о н  м е н я е т с я  с  -  н а  +  ). Е с л и  ж е  в  д в у х  с о ­

с е д н и х  и н т е р в а л а х  и м е е т  м е с т о  с о х р а н е н и е  з н а к а  п е р в о й  п р о и з в о д н о й , т о  

э к с т р е м у м а  в  р а с с м а т р и в а е м о й  т о ч к е  н е т .

7 .  Н а й т и  з н а ч е н и я  ф у н к ц и и  в т о ч к а х ,  гд е  о н а  д о с т и г а е т  э к с т р е м у м а  ( э к с ­

т р е м а л ь н ы е  з н а ч е н и я  ф у н к ц и и ) .

2. Правило для исследования функции на экстремум по второй 
производной (второй способ)

Д л я  т о г о  ч т о б ы  и с с л е д о в а т ь  ф у н к ц и ю  н а  э к с т р е м у м  п о  в т о р о й  п р о и з ­

в о д н о й , с л е д у е т :

1. Н а й т и  о б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и .

2 . Н а й т и  f ' ( x )  -  п е р в у ю  п р о и з в о д н у ю  ф у н к ц и и .

3 .  О п р е д е л и т ь  к р и т и ч е с к и е  т о ч к и  п е р в о г о  р о д а .

4 .  И с с л е д о в а т ь  з н а к  / " ( * )  -  в т о р о й  п р о и з в о д н о й  ф у н к ц и и  -  в  к а ж д о й  т о ч ­

к е , н а й д е н н о й  в  п у н к т е  3 .  Е с л и  о к а ж е т с я ,  ч т о  в  р а с с м а т р и в а е м о й  т о ч к е  

/ " ( х )  >  0 , т о  в  э т о й  т о ч к е  б у д е т  м и н и м у м , а  е с л и  f ( x )  <  0 , т о  в  н е й  б у д е т  

м а к с и м у м . Е с л и  ж е  о к а ж е т с я ,  ч т о  в  р а с с м а т р и в а е м о й  т о ч к е  / " ( х )  =  0 ,  т о  

и с с л е д о в а н и е  н а д л е ж и т  п р о в е с т и  п о  п е р в о м у  п р а в и л у .
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Замечание. Отметим, что исследование знака первой производной 
слева и справа от критических точек совпадает с правилом, по кото­
рому находятся промежутки монотонности функции. Это связано с 
тем, что точки экстремума и разрыва функции разделяют участки ее 
возрастания и убывания.

3. Правило исследования функции на монотонность и экстрему­
мы (по /'(* ))
1. Найти область определения функции.
2. Найти f ' ( x ) .
3. Определить критические точки первого рода и пронумеровать их в поряд­
ке возрастания.
4. Построить таблицу I:

X Интервалы монотонности и (кт1)
/ ' « Знак f ' (x )  и поведение в кт1

№
Поведение функции на интервалах монотонно­
сти и ее значения в кт!

4. Достаточное условие экстремума функции, заданной парамет­
рически
Пусть функция у  = / ( х )  задана параметрически:

х = х(0, у  = у(0, t е [а; 0],

и пусть в промежутке [а; /?] функции x(l) и y( t )  имеют производные 
первого и второго порядка, причем x'(t) Ф 0.
Пусть, далее, при t = t0 e  [a; /?] y'{t) =  0. Тогда:

1) если y"(t0) < 0, то функция y  = f ( x )  при х = х0 = х(/0) имеет мак­
симум;

2) если y"(t0) > 0, то функция у -  / ( х )  при х = х0 =x( t0) имеет ми­
нимум;

3) если y"(t0) = 0, то вопрос о наличии экстремума остается от­
крыт.
Точки, в которых x'{t) — 0, требуют специального исследования.

Примеры решения задач 
Пример 5.1. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции 

У = 0 - х 2? .
▲ Проведем решение сначала по первому правилу
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1. О б л а с т ь ю  с у щ е с т в о в а н и я  ф у н к ц и и  я в л я е т с я  в е с ь  б е с к о н е ч н ы й  и н т е р в а л

(- о о ; +  о о ).

2 .  Н а х о д и м , ч т о  f ’(x )  =  3 ( 1  - х 2) 2 ■ ( - 2 х ) .

3 .  Р е ш а е м  у р а в н е н и е  f ' ( x )  =  0 ,  т .  е . у р а в н е н и е

-6 х (1  -  х 2)2 =  0 = >  х (1 - х )2(1 + х ) 2 =  0 = >  дг, =  -1  v  х ,  =  0 v  х 3 = 1.

П р о и з в о д н а я  к о н е ч н а  п р и  л ю б о м  х  ( в  э т о м  с л у ч а е  г о в о р я т , ч т о  п р о и з в о д ­

н а я  к о н е ч н а  в с ю д у ) .  П о э т о м у  к р и т и ч е с к и м и  т о ч к а м и  б у д у т  т о л ь к о  н а й ­

д е н н ы е  в ы ш е .

4 .  Р а с п о л а г а е м  к р и т и ч е с к и е  т о ч к и  в  п о р я д к е  в о з р а с т а н и я  а б с ц и с с :  - 1 ;  0 ;  1.

5 .  Р а с с м о т р и м  и н т е р в а л ы  ( - о о ; - 1) ;  ( —1; 0 ) ;  ( 0 ;  1); ( 1; + о о ) .  В ы б е р е м  в н у т ­

р и  к а ж д о г о  и з  э т и х  и н т е р в а л о в  п р о и з в о л ь н у ю  т о ч к у  и о п р е д е л и м  в  э т о й  

т о ч к е  з н а к  п е р в о й  п р о и з в о д н о й  п о  в ы р а ж е н и ю  / ' ( ■ * )  =  - 6х (1 - х 2) 2.
В  и н т е р в а л е  ( - о о ;  - 1)  в о з ь м е м , н а п р и м е р , т о ч к у  х  =  - 2 :

/ ' ( - 2)  =  - 6( - 2) ( l - ( - 2 ) 2У  =  1 0 8  >  О,

в  и н т е р в а л е  ( - 1 ;  0 )  в о з ь м е м  т о ч к у  х  =  - 0 . 5 :  / ' ( - 0 . 5 )  =  >  0 ,

в  и н т е р в а л е  ( 0 ;  1) в о з ь м е м  т о ч к у  х  =  0 . 5 :  / ' ( 0 . 5 )  =  <  0 ,

в  и н т е р в а л е  ( 1; +  оо) в о з ь м е м  т о ч к у  х - 2 :  / ' ( 2)  =  - 1 0 8  <  0 .

6. Т а к и м  о б р а з о м ,  в  и н т е р в а л а х  п е р в а я  п р о и з в о д н а я  и м е е т  т а к у ю  п о с л е д о ­

в а т е л ь н о с т ь  з н а к о в :

(—°°;—1) (-1; 0) (0; 1) (1; + со)
+ + -

и  м ы  п р и х о д и м  к  з а к л ю ч е н и ю ,  ч т о  в  к р и т и ч е с к о й  т о ч к е  х  =  0 и м е е т  м е с т о  

м а к с и м у м , а  в  к р и т и ч е с к и х  т о ч к а х  х  =  -1  и  х  =  1 э к с т р е м у м о в  н е т .

7 .  Н а й д е м  т е п е р ь  л о к а л ь н ы й  м а к с и м у м  ф у н к ц и и  / ( 0 )  =  1.

П о с т р о и м  т а б л и ц у  1.

X (-оо; -1 ) - 1 (-1 ;0 ) 0 (0;1) i (1; +  со)
П х ) + 0 + 0 - 0 -

А х ) т
Нет

экстремума Т f  =1J  m ax  1 4
Нет

экстремума 4

Проведем решение по второму правилу
И с с л е д у е м  ф у н к ц и ю  н а  э к с т р е м у м  с  п о м о щ ь ю  в т о р о й  п р о и з в о д н о й .

293



У  н а с  к р и т и ч е с к и е  т о ч к и  у ж е  о п р е д е л е н ы : х , =  - 1 ,  х ,  =  0 , х 3 =  1 . Н а й ­

д е м  в т о р у ю  п р о и з в о д н у ю  ф у н к ц и и . Д и ф ф е р е н ц и р у я  п е р в у ю  п р о и з в о д ­
н у ю ,  п о л у ч а е м

f ' '( x )  =  -6  ((1 -  х 2 )2 +  2 х (1  -  х 2 ) ( - 2 х ) )  =  - 6 ( 1  -  х 2 )(1 -  5 х 2) ,

и  с о г л а с н о  в т о р о м у  п р а в и л у  о п р е д е л я е м  з н а к  в т о р о й  п р о и з в о д н о й  в  к а ж ­

д о й  к р и т и ч е с к о й  т о ч к е :

/ " ( - 1)  =  0 ; и с п о л ь з у е м  р е з у л ь т а т  п о  п е р в о м у  п р а в и л у ,

/ ’ ( 0)  =  -6 <  0 ; п р и  х  =  0 ф у н к ц и я  и м е е т  м а к с и м у м ;

/ ” ( 1)  =  0 ; и с п о л ь з у е м  р е з у л ь т а т  п о  п е р в о м у  п р а в и л у . Т  

Н е о б х о д и м о  о т м е т и т ь ,  ч т о  и с с л е д о в а н и е , п р о в е д е н н о е  п о  в т о р о м у  

с п о с о б у ,  б ы л о  з н а ч и т е л ь н о  п р о щ е .

О д н а к о  о т  и с с л е д о в а н и я  ф у н к ц и и  н а  э к с т р е м у м  п о  п е р в о м у  п р а в и л у  

( п р и  п о м о щ и  п е р в о й  п р о и з в о д н о й ) о т к а з ы в а т ь с я  н е  с л е д у е т , т а к  к а к  м о ж е т  

о к а з а т ь с я , ч т о  в  к р и т и ч е с к о й  т о ч к е  в т о р а я  п р о и з в о д н а я  о к а ж е т с я  р а в н о й  

н у л ю  ( к а к  в  р а з о б р а н н о м  п р и м е р е ), а  в  э т о м  с л у ч а е  н е л ь з я  с д е л а т ь  н и к а к о ­

г о  з а к л ю ч е н и я  о  н а л и ч и е  э к с т р е м у м а .

Пример 5 .2 . Н а й т и  и н т е р в а л ы  м о н о т о н н о с т и  и  э к с т р е м у м ы  ф у н к ц и и

А  1. Т а к  к а к  з н а м е н а т е л ь  х  +  2  н е  д о л ж е н  о б р а щ а т ь с я  в н у л ь , т о

X  =  ( - « ; - 2 )  и  ( - 2 ; +  00).

~ „ ri г \ \х~*(х + 2)-х '  4- Х
2 .  Н а й д е м  п р о и з в о д н у ю : /  ( х )  =  ---------------- 5------------------------=  -—7 = ----------- ^ .

(х + 2 ) 2 3\[х(х + 2)
3 .  П р о и з в о д н а я  f ’{x )  о б р а щ а е т с я  в  н у л ь  в  т о ч к е  х  =  4  и н е  с у щ е с т в у е т  в 

т о ч к а х  х =  - 2, х = 0 .
Т о ч к а  х = - 2  н е  я в л я е т с я  к р и т и ч е с к о й , т . к . ( х  =  - 2 )  g  X .

Т о ч к и  х, =  0  и  х 2 =  4  -  к р и т и ч е с к и е .

Р а с п о л а г а е м  к р и т и ч е с к и е  т о ч к и  в п о р я д к е  в о з р а с т а н и я  а б с ц и с с :  0 ; 4 .

4 .  П о с т р о и м  т а б л и ц у  I :

X ( - « > ; - 2) -2 ( - 2; 0) 0 ( 0 ;  4 ) 4 ( 4 ;  +  оо)

Л * ) - — ОО - ОО + 0 -

/ ( X ) 4 — оо 4 / т,„=0 т f  = &  J  шах 3 4
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х  =  Г* + З Г  +  1, y = t3 - 3 t  +  \, t е R.

▲  П р о и з в о д н а я  x'(t)  =  3t2 +  3  н е  о б р а щ а е т с я  в  н у л ь .

П р о и з в о д н а я  / ( f )  =  3 f 2 -  3  р а в н а  н у л ю  п р и  t =  - 1  и t =  1.

В т о р а я  п р о и з в о д н а я  y "(t)  =  61 .
Е с л и  /  =  - 1 ,  т о  у ”( - 1) =  -6  <  0 .

З н а ч и т ,  п р и  /  =  — 1, т .е .  п р и  х  =  х ( - 1 )  =  —3 ,  ф у н к ц и я  и м е е т  м а к с и м у м , р а в ­

н ы й  j'(-l) =  3 .

Е с л и  t =  1 , т о  / ( 1 )  =  6 >  0 .

З н а ч и т ,  п р и  t =  1 , т .е .  п р и  х  =  х ( 1 )  =  5 ,  ф у н к ц и я  и м е е т  м и н и м у м ,  р а в н ы й  

у {  1)  =  - 1. Т

Задачи и упражнения для самостоятельной работы
1. И с п о л ь з у я  п е р в ы й  с п о с о б  н а й т и  э к с т р е м у м  ф у н к ц и и :

а )  у - х г( х - 1 2 ) .  Ответ: у ( 0 )  =  0 ,  у (12) =  0 - м и н и м у м ы ,  у (6 ) =  1 2 9 6

— м а к с и м у м .

х 3
б )  у  =  —z------ . Ответ: э к с т р е м у м о в  н е т  ( ф у н к ц и я  в о з р а с т а е т  н а

х  +  3
в с е й  ч и с л о в о й  о с и ) .

в )  у  =  x l n x .  Ответ: > > (j) =  .

х 2 — 2х  +  2
г )  у  = ------------------ . Ответ: у ( 0 )  =  - 2  -  м а к с и м у м , у ( 2 )  =  2  — м и н и м у м .

х — 1

2 . Н а й т и  э к с т р е м у м  ф у н к ц и и ,  и с п о л ь з у я  в т о р о й  с п о с о б :

а )  у  =  х 3 - 1 2 х  + 1 .  Ответ: у (2 )  =  1 5 -  м и н и м у м ,  у (- 2 )  =  1 7 -  м а к ­

с и м у м .

б )  у  -  х 2е~*. Ответ: _у(0) =  0  -  м и н и м у м ,  у ( 2 )  =  f  -  м а к с и м у м .

в )  у  =  х 2( х  - 3 ) .  Ответ: у ( 0 )  =  0  -  м а к с и м у м ,  у ( 2 )  =  - 4  -  м и н и м у м .

3 .  Н а й т и  э к с т р е м у м  ф у н к ц и и ,  з а д а н н о й  п а р а м е т р и ч е с к и м и  ф у н к ц и я м и :

Пример 5.3. Найти экстремумы функции
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а) x  = t 2 - 2t, y  = t2 +2 t ,  /<=(-2;0).

Ответ: при^ = 1 (т.е.прих = 3) минимум (j;(-l) = - l ) .

б) x = t5 - 5 ? - 2 0 t  + l ,  y  = 4 t3 - 3 t 2 - l S t + 3 ,  t е (-2; 2).

Ответ: при t  -  -1 (т.е. при х = 31) максимум (у(-1) =  14), 
при? = |  (т .е .п р и х = -1§ 1) минимум (у(§) = - ? )-

4. Определить коэффициенты р  и q  квадратного уравнения трехчлена 
у  = х2 = px + q  так, чтобы он имел минимум у  = 3 при х = 1.

Ответ: р  = -2, q  = 4. Указание: р  'Л q  определяются из системы
/ 0 ) = о, Я 0 = з.

6. И Н Т Е Р В А Л Ы  Н А П Р А В Л Е Н И Я  В Ы П У К Л О С Т И  

Г Р А Ф И К А  Ф У Н К Ц И И ,  Т О Ч К И  П Е Р Е Г И Б А

Пусть дана кривая уравнением у  = / ( х )  и пусть функция / (х) в точ­
ке х0 имеет конечную производную f ' ( x 0),  т. е. в точке М0(х0; / ( х 0)) су­
ществует касательная к данной кривой, не параллельная оси Оу.

О п р е д е л е н и е .  Е с л и  с у щ е с т в у е т  т а к а я  о к р е с т н о с т ь  ( х 0 -  S; х 0 +  S )  т о ч ­

к и  х 0, ч т о  в с е  т о ч к и  д а н н о й  к р и в о й , а б с ц и с с ы  к о т о р ы х  с о д е р ж а т с я  в  

э т о й  о к р е с т н о с т и , р а с п о л о ж е н ы  н а д  к а с а т е л ь н о й  к  к р и в о й  в т о ч к е  

М 0, т о  г о в о р я т , ч т о  д а н н а я  к р и в а я  выпукла вниз в  т о ч к е  М 0 .

Е с л и  в с е  т о ч к и  к р и в о й  с  а б с ц и с с а м и  и з  н е к о т о р о й  о к р е с т н о с т и  т о ч к и  

х 0 н а х о д я т с я  п о д  к а с а т е л ь н о й  к  э т о й  к р и в о й  в  т о ч к е  М 0, т о  г о в о р я т , 

ч т о  д а н н а я  к р и в а я  выпукла вверх в  д а н н о й  т о ч к е  М 0.

З а м е ч а н и е .  Ч а с т о  д у г и  к р и в о й , о б р а щ е н н ы е  в ы п у к л о с т ь ю  в в е р х , н а ­

з ы в а ю т  выпуклыми, а  д у г и  к р и в о й , о б р а щ е н н ы е  в ы п у к л о с т ь ю  в н и з , -  

вогнутыми.

а  а

296



Д о с т а т о ч н ы м  у с л о в и е м  в ы п у к л о с т и  ф у н к ц и и  в в е р х  ( в н и з )  н а  и н т е р в а л е  

(а ;Ь )  я в л я е т с я  о т р и ц а т е л ь н о с т ь  ( п о л о ж и т е л ь н о с т ь )  е е  в т о р о й  п р о и з в о д ­

н о й  в  к а ж д о й  т о ч к е  и н т е р в а л а , т .  е .

е с л и  f ( x )  <  0  V x  е  (а; Ь). т о  ф у н к ц и я  в ы п у к л а  в в е р х  н а  и н т е р в а л е  ( a ;  b ),  a  

е с л и  f ( x )  >  0  V x  е  (а; Ь), т о  о н а  н а  н е м  в ы п у к л а  в н и з .

Мо (*о;/Оо))
Г ( Х 0) <  О

/"(хо)>° =>
М 0( х 0; / ( х 0) )

Л /

О *o •>:

П р и  п о с т р о е н и и  г р а ф и к о в  ф у н к ц и й  б ы в а е т  п о л е з н о  в ы д е л я т ь  т о ч к и  

п е р е г и б а  г р а ф и к а .

О п р е д е л е н и е .  Т о ч к а  г р а ф и к а  ф у н к ц и и  М 0(х0; f ( x 0))  н а з ы в а е т с я  

т очкой перегиба к р и в о й  у  =  f i x ) ,  е с л и  с у щ е с т в у е т  о к р е с т н о с т ь

Q(x0) = (jc0-<?;*0+<5)

т о ч к и  х0 т а к а я ,  ч т о  н а  м н о ж е с т в е  { х  е  Q ( x 0)  | х  <  х 0 }  в ы п у к л о с т ь  к р и ­

в о й  н а п р а в л е н а  в о д н у  с т о р о н у ,  а  н а  м н о ж е с т в е  { х  е  Q ( x 0)  | х  > х 0 }  -  в  

п р о т и в о п о л о ж н у ю  с т о р о н у .___________________________________

Т е о р е м а  3 .1  ( н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  т о ч е к  п е р е г и б а ) .  Д л я  того чтобы точ­
ка х а была точкой перегиба функции у  =  f  ( х ) ,  определенной и дифферен­
цируемой в окрестности этой точки, необходимо выполнение одного из 
двух условий: 1) либо f ( x o) =  0, 2) либо f ( x 0) не существует.

В н у т р е н н и е  т о ч к и  о б л а с т и  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и , в  к о т о р ы х  в т о р а я  

п р о и з в о д н а я  ф у н к ц и и  р а в н а  н у л ю  и л и  н е  с у щ е с т в у е т ,  н а з ы в а ю т с я  критиче­
скими точками второго рода  ( к т  И ).

Т е о р е м а  3 . 2  ( д о с т а т о ч н о е  у с л о в и е  т о ч е к  п е р е г и б а ) .  Пусть функция / ( х )  

имеет вторую производную в некоторой окрестности точки х0, непрерыв­
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ную в точке ха. Если f ( x 0) - 0  и при переходе через точку х0 вторая про­
изводная f ( x )  меняет знак, то точка М 0(х0; f ( x 0j)  есть точка перегиба 
кривой у  = f ( x ) .

Замечание. Если f " ( x )  = 0 всюду на интервале (а;Ь), то у  = f ( x )  -  
линейная функция, и направление выпуклости прямой можно считать 
произвольным.

П рактическое правило нахож дения  
точек  перегиба и участков направления вы пуклости функции

1) Сначала находятся критические точки второго рода, т.е. точки, в кото­
рых вторая производная равна нулю или не существует.
2) Затем область определения функции разбивается на интервалы крити­
ческими точками и точками разрыва функции и определяется знак второй 
производной f i x ' )  в каждом из полученных интервалов (для чего доста­
точно определить знак f ( x )  в какой-либо одной точке каждого интерва­
ла). Если при переходе через эти точки вторая производная меняет знак, 
то эти точки являются точками перегиба функции, если смены знака вто­
рой производной не происходит, то точки не являются точками перегиба. 
При этом на тех интервалах, где f { x ) >  0 , функция выпукла вниз, где 
f " ( x )  < 0 , -  выпукла вверх.
Порядок действий при этом рекомендуется следующий.
1. Найти область определения функции.
2. Найти f ' ( x ) ,  f " { x ) .
3. Определить критические точки второго рода и пронумеровать их в по­
рядке возрастания.
4. Составить таблицу II.

X Интервалы направления выпуклости и (кт И)
Г М Знак f " ( x )  на интервалах и поведение в кт II

/ «
Поведение графика функции на интервалах 
выпуклости
и значение функции в кт II

П р и м е р ы  р е ш е н и я  за д а ч  

П ример 6.1. Найти интервалы выпуклости, вогнутости и точки пере­
гиба функции у  = Зх5 -  5х4 + 3jc -  2 .
▲ 1. Областью существования функции является весь бесконечный ин­
тервал ( -о о ;  +  оо ) .
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2. Найдем производные:

f i x )  = 15х4 -  20х3 + 3; f i x )  = 60х3 -  60х2 = 60х2(х  - 1 ) .

3. Вторая производная существует при всех х и равна нулю 
при х, = 0 v  х2 =  1. Критические точки II рода х, = О, х2 = 1. Разобьем об­
ласть определения функции на интервалы ( -о о ;0), (0; l), (1; + оо) и опре­
делим знак f ( x )  в каждом из них. Для этого достаточно определить знак 
/" ( х )  в какой-либо одной точке интервала. Удобно взять точки

х = - 1  ё(-о о ;О ), x  = 0 .5 e ( 0 ; l )  и х = 2 е ( 1; + оо).

Тк / ' ( - 1 )  =  6 0 (-1 )2( - 1 - 1 )  = - 1 2 0 < 0 ,  то на интервале (-о о ;0 ) функ­
ция выпукла вверх;

тк /" (0 .5 )  = 60(0.5)2 -(0.5 - 1 )  = -7 .5  < 0 , то на интервале (0; l) функция 
выпукла вверх;

тк /" (2 )  = 60• 22(2 - 1 )  =  240 > 0 ,  то на интервале (1; + оо) функция выпук­
л а  вниз.

Вторая производная равна нулю при х = 0 и х  = 1. При переходе через 
точку х = 0 вторая производная не меняет знак, следовательно, в точке 
X = 0 функция перегиба не имеет. При переходе через точку х = 1 вторая 
производная меняет знак, следовательно, в точке х = 1 функция имеет пе­
региб.
1. Составим таблицу II.

X (-оо; 0) 0 «НО 1 (1; + со)

f i x ) - 0 - 0 +

/0 0 п
Нет
т.п. п Ут.П. — ” 1 и

Зам ечание. Условимся в дальнейшем выпуклость вверх и выпуклость 
вниз графика в таблице обозначать так: п ,  и .

П рим ер 6.2. Найти интервалы выпуклости, вогнутости и точки пере-
X

гиба функции у  =  —г— .
х -1

▲ Область определения функции (-оо; - 1) U (-1 ; 1) U  (1; + °о) •
1. Найдем производные:
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f ( x )

f i x )  =

x  — 1 -  x ■2x
i x 2 - \ f  (x2- 1)2 ’ 

2x(x2 - 1)2 -  i x 2 + 1) • 2(x 2 - 1) • 2 x

i x 2 ~ l)4 .

2 x (X  -  l)(x2 -1  -  2 x 2 -  2) _ 2x(x2 + 3)

"  ix2- lY  'i x 2 - l )4

2. Вторая производная не существует при х  = -1  и х  = 1. Вторая произ­

водная равна нулю при х ( 3  + х2) = 0 = > 3  + х 2 * 0 ,  х  =  0 .  Единственная 
критическая точка второго рода х  -  0 ,  так как точки х  = -1 и х  = 1 облас­
ти определения не принадлежат. Разобьем область определения функции 
на интервалы ( - о о ; - 1), ( - 1; 0), (0;1), (1; + оо).
3. Составим таблицу II, знак второй производной f i x )  на интервалах вы­
пуклости и вогнутости определить по ее знаку в произвольной точке ин­
тервалов.

X (-оо;- 1) ( - 1; 0) 0 (0; 1) (1; + ро)
f i x ) - ■ + 0 - 4-
/ ( X ) п и  . у =0• ' Т. П. п u

Пример 6.3. Найти интервалы выпуклости, вогнутости и точки перегиба 
функции у  = 1п(1 + х 2) .
▲ 1 . Область определения функции (~оо; + оо).
2. Найдем производные:

ч 2х 1 + х 2 - х - 2 х  ^ 1 - х 2
/ ( х )  = ------- Г-, /  (х) =  2-------------г -:---- =  2---------- г - 5".

1+ х 2 У w  (1 + х2)2 (1+Х 2)2

3. Вторая производная f i x )  функции существует

V х  е  (-оо; + оо). f i x )  = 0 => 1 -  х 2 = 0 => х, = -1  и х2 = 1.

Критические точки второго рода х, = -1  и х2 = 1. Разобьем область опре­
деления функции на интервалы (-оо; - 1), ( - 1; 1), (1; + оо).
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4. Составим таблицу II, знак второй производной /"(х) на интервалах вы­
пуклости и вогнутости определить по ее знаку в произвольной точке ин­
тервалов.

X ( - о о ;  - 1 ) - 1 (-1; О 1 (!; +  « )

Г(х) - 0 + 0 - ▼
f i x ) О У т.п. =  1 п 2 U Л.п. =  1п2 г >

Пример 6.4. Найти интервалы выпуклости, вогнутости и точки пере­
гиба функции у  = д/1 + х2.
▲  1. Область определения функции (-оо; + оо).
2. Найдем производные:

f \ x )  Х
д/l+ x 2

■Jl + хг — х -..-------- 2х
__________2-sjl+x2 _ 1 +х2 - х 2

1+х2 (1 +х2)4 \+ х1 4(\+x2f '

3. Вторая производная / ”(х) функции существует V х е (-с»; + оо). Вторая 
производная /"(х ) ф 0. Критических точек второго рода нет, поэтому нет 
точек перегиба (не выполнен необходимый признак). Тк /"(х ) > 0, то гра­
фик функции выпуклый вниз. ▼

Задачи и упражнения для самостоятельной работы
Найти интервалы выпуклости вверх, вниз и точки перегиба функций:

1. у  = ё~*2.

Ответ: на (- со; -  -L-) и (-^; + оо) кривая выпукла вниз, н а (-^ ; кри­
вая выпукла вверх, точки х = - ^ и х  = ^- -  точки перегиба.

2. у ~ (х + 1)4 + ех.

Ответ: кривая выпукла вниз на всей числовой оси.
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О т в е т :  кривая выпукла вверх на всей числовой оси.

3. = 1п(лг2 — 1).

Ответ: на (-со; 2) кривая выпукла вверх, на(2;+оо) кривая выпукла 
вниз, х = 2 -  точка перегиба.

5. у  = Vx + 2.

Ответ: на ( - о о ;  -  2) кривая выпукла вниз, на (-2; + оо) кривая

выпукла вверх, лс = —2 — точка перегиба.
6. При каких значениях а и b точка М (1; 3) является точкой перегиба кри­
вой у^си? +bx2l

7. АСИМПТОТЫ ГРАФИКА ФУНКЦИИ
Может оказаться, что размеры графика данной функции у = f (x ) ,xe  X, 
не ограничены. Это бывает, когда функция не ограничена или когда она 
задана на неограниченном промежутке. В таких случаях часто представ­
ление о графике функции вне рамок чертежа дают асимптоты графика.

Определение. Прямая линия I называется асимптотой кривой 
у  = /(х ), если расстояние d от точки М кривой у = /(х ) до прямой £ 
стремится к нулю при неограниченном удалении точки М по какой- 
либо части кривой у = f(x)  от начала координат.

Различают три вида асимптот: вертикальные (параллельные оси Оу), 
горизонтальные (параллельные оси Ох ) и наклонные (не параллельные ни 
одной из координатных осей).

Прямая х = х0 является вертикальной асимптотой графика функ­
ции у = /(х ), если выполнено, хотя бы одно из условий

lim f (x) -  со, lim /(х ) = оо, lim /(х ) = оо (или ± с о ) .*-»дг0 х-+х0 -0 лг-»*0+0

Для разыскания вертикальных асимптот кривой y  = f(x) поступаем 
следующим образом:
1) находим на оси Ох точки разрыва функции /(х ) ;
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2) выделяем те из них, в которых хотя бы один из пределов функции f ( x )  

(слева или справа) равен -  оо или + о о .
Пусть это будут точки х, ,  х 2, . . . ,  хк . Тогда прямые х  -  х,, х  =  х 2, . . . , х  =  х к 

будут вертикальными асимптотами графика функции у  = f i x ) .

Наклонные асимптоты 
Теорема 4. Д л я  т о го  ч т обы  гр а ф и к  ф ункц ии  у  -  f ( x )  имел  при х  —» +со 

наклон ную  а си м п т о т у y  =  k x  +  b , н ео б х о ди м о  и дост ат оч н о , чт обы  с у ­

щ ест во ва л и  о б а  п р едел а

&+ = lim и b+ = Нт(/(д:)-А:х).JC—>+0С X *->+х

Аналогично для случая х —> - ю .

Горизонтальная асимптота (частный случай наклонной асим­
птоты (к = 0))

Если при х —» + о о  (или при х  —> - о о )  функция f ( x )  имеет конечный 
предел, равный числу Ъх:

b+ =  lim f ( x )  L&_ = lim f ( x )  I,
X —> + x  '  J

то прямая y  = b± есть горизонтальная асимптота соответственно для пра­
вой или левой ветви графика функции у  = /(* ).

Правило отыскания асимптот очевидно из следующего образца.
Примеры решения задач

Пример 7.1. Найти асимптоты кривой у  =  —=—  --------.
х  — 4 х  — 5

▲  1. Найдем область определения функции:

х2 - 4 х - 5  =£0 => (дс- 5)(х  + 1) *  0  => х  *  -1  v  х # 5 .

X  =  ( —оо; — 1) U  ( —1; 5 )  U  ( 5 ;  +  о о ) .

Функция не определена в точках х  =  -1  и х  =  5 . Определим тип разрыва в 
этих точках, для чего вычислим пределы



lim ------------- = <------------------------= ----------= —
*-»-i+o (x-5)(x +  l) [(-1 + 0 -  5)(-l + 0 +  1) -6 (+ 0 ) 0

1 I 1

1 1 1

lim ----- -------- = <--------------------- = ------ = —
*->5-o(*_5)(x + i) \(5 -  0 -  5)(5 -0  + 1) -0-6 0

I i 1

1 1 ,= ---> = -00,

lim --------------= <---------------------= ------ = -
x-,5+o(x _ 5)(x + i) [(5 + 0-5)(5 + 0 + l) +0-6 0

Следовательно, прямые x = - 1  и x = 5 вертикальные асимптоты. 
Найдем левую наклонную асимптоту:

* =  l i m ^  = lim —г

1 1 .= — > = +00.

1 1
х (х2 - 4х- 5)• х [ - о о

1

0;

-О'Х | = lim j 1
■»-»-» х2 -  4х -  5 [оо

b_ = lim { / (х) -  Ах) = lim. -у
*-*-® *->-=0  ̂х -  4х -  5

Следовательно, имеем слева горизонтальную асимптоту х = 0. 
Найдем правую наклонную асимптоту:

11kf = lim = Hm — 5------------   —
*->+* x  ■*->+» ( x —4x — 5) ‘x  [+

= 0;

1b+ = lim (/(x)-foe) = limf-^—  -------- 0 -xj=  lim ,
*-»+* лг-++л̂ х — 4x — 5 J x — 4x — 5 [00

Значит, справа имеем горизонтальную асимптоту х = 0. ▼

УМ) L

г л
. 1 0  1 2  3 4 5
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Пример 7.2. Найти асимптоты кривой у  = хех .
А  1. Найдем область определения функции: X = (-оо; 0) U (0; +со). Функ­
ция не определена в точке х = 0. Определим тип разрыва в этой точке, для 
чего вычислим пределы

lim хех~ = {0-«4 = lim -— = 1—1= lim ) = lim —-  -lim х е х~ ={0-оо}= lim —  = i — f= ----~ =  ....
jf—>0-0 jc-*0-0 ' ОО J x~*0-0 дг~>0-0 — \

= lim —■e'! =-!——  = -oo-ooj- = -oo.
x->0-0 X  I 0 -0

Аналогично получаем lim xe*~ = -юз. Прямая x = 0 -  вертикальнаяjr->0+0
асимптота.
2. Для нахождения левой наклонной асимптоты вычислим

| Г ...»
к_ = lim - = lim — — = lim е/ ( * )  _  к™ Х е* _  Л*2 _  J (-»)2 _  0 l _ 1

X  а-*-* X X -»-x

(  -  1 € x * — 1 fob_ = lim (/(x)-<tx)= lim xex'~-l-x ={oo — oo}= lim — —— = •{ —
JC-»-X x->-x x-*-x. .! J 0V» )  x У*

1 ±
-  i — ! Z =  H m  g  ^ ^ = - l i m - -

( ')  -Л
= lim ... 4 = lim --- v. x— = lim — -e'1 -  0-e*}= 0.

x-*~x

Следовательно, прямая y = x — левая наклонная асимптота. Аналогично
для правой наклонной асимптоты получаем

!
кt =  lim  -  ijm — — bt =  Hm ( f ( x ) - k x ) =  lim  I x e - 1  • x  I =  0 .

x x

Следовательно, прямая у = x -  наклонная асимптота. ▼
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Пример 7.3. Найти асимптоты кривой у -  х + In х .
А 1. Найдем область определения функции: X = (0; +оэ). Поэтому верти­
кальная асимптота может существовать лишь на конечной границе облас­
ти определения. Найдем

lim (x+lnx) = {0 + 0 + ln0} = -oo.*->0+0 1 1

Значит, прямая х = 0 -  вертикальная асимптота. 
Найдем правую наклонную асимптоту (так как х > 0):
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8. ОБЩАЯ СХЕМА ИССЛЕДОВАНИЯ ФУНКЦИИ 
И ПОСТРОЕНИЯ ЕЁ ГРАФИКА

Одна из возможных схем исследования функции и построения ее графика 
разлагается на следующие этапы решения задачи.
Элементарное исследование
1. Найти область определения функции.
2. Найти точки разрыва функции. Их характер. Вертикальные асимптоты.
3. Исследовать функцию на симметричность (определить четность и не­
четность функции) и периодичность.
4. Определить, если это не вызовет особых затруднений, точки пересече­
ния графика функции с осями координат. Найти интервалы знакопостоян- 
ства.
5. Вычислить предельные значения функции в ее граничных точках.
6. Выяснить существование наклонных асимптот.
Исследование функции по первой производной
7. Найти решение уравнений f'(x) = 0 и f'(x) = о о .
8. Критические точки, исследовать с помощью достаточного условия экс­
тремума, определить вид экстремума. Вычислить значения функции в 
точках экстремума.
9. Найти интервалы монотонности функции.
Исследование функции по второй производной
10. Найти решение уравнений f ( x )  = 0 и /"(х ) = о о .
11. Критические точки исследовать с помощью достаточного условия. 
Вычислить значения функции в точках перегиба.
12. Найти интервалы выпуклости вниз и вверх графика функции.
13. Построить график функции.

Если исследование проведено без ошибок, то результаты всех этапов 
должны согласовываться друг с другом.

Следовательно, наклонной асимптоты нет. ▼



Г рафик функции лучше всего строить в таком порядке:
1. Построить все асимптоты, если они есть.
2. Нанести на график характерные точки: точки пересечения с осями ко­
ординат, точки, в которых есть экстремум, точки перегиба.
Построение проводить в интервалах непрерывности с учетом проведен­
ных исследований.

Примеры решения задач

/нкиии fjc-) =
(х + 1)

- х 3Пример 8.1. Провести полное исследование функции / ( х )  = ------—  и

построить ее график.
▲ Исследование функции будем проводить, придерживаясь приведенной 
выше схемы.

I. Элементарное исследование
1. Область определения функции. X : ( —оо; — 1) U  ( —1; оо)

Точка разрыва: х = -  I .
2. Исследуем функцию на симметричность (определить четность и нечет­
ность функции) и периодичность.

/ ( - х ) =  - -( х \
( - х  + 1)2 ( -х  + 1)2

^  |функция общего вида.
- Д х ) .

f ( x  + T ) * f ( x )  |Функция не периодична.

3. Выясним существование асимптот.
В точке х = -1  функция имеет разрыв II рода, ибо,

- х 3 Г - (- I-О )3 1 .Iirn -------  = <— —------ -Т = —  ? = +°°;
(х+1)2 [(-1 -0  + 1)2 +0J

- х 3 [ - ( - 1  + 0)3 . ,
Ьш ------- г  =  <  ------------------------- - J  = ----- ^=+<»,

■^-i+o(x + l)2 [(-1 + 0 + 1)2 +0J

в остальных точках она непрерывна. Прямая линия | х  = -1 | является вер­
тикальной асимптотой.

Найдем наклонные асимптоты у ас= к х  + Ь .
Слева (х —> - о о ) .
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к_ = lim
- оо степень многочлена числителя равна! 

* ( х  + 1)2 • х  [ -  оо ’ степени многочлена знаменателя J

b- = lim 7—  *->-=‘\( х  + 1)'
-  х 3 + х 3 +  2 х 2 +  х  2 х 2 + х= lim ----- -̂------------ = hm

*-*-* х 2 +  2 х  +1 *-*-* х 2 +  2 х  +1

+  оо степень многочлена числителя равна]

+  оо степени многочлена знаменателя
= 2.

Уравнение наклонной асимптоты слева 
Справа (х —» + о о ) .

уас= -х  + 2

lim
( х  + 1)2 • х  1 +

-  оо степень многочлена числителя равна]
степени многочлена знаменателя = -1,

= lim
.(х+1)'

— (-I)JC = lim — х  +  х  + 2х + х
*->+* х + 2х +1

2х‘ +х= lim —5---------
х + 2х +1

+  оо степень многочлена числителя равна1 
+  оо ’ степени многочлена знаменателя J

- —х  + 2Уравнение наклонной асимптоты справа
4. Определим точки пересечения графика функции с осями кординат. 

Точки пересечения с осью Ох:

У = (х + 1)2
-X

(х + 1)' 
■У = 0,Ь  =  о,

Точки пересечения с осью Оу: 

х = 0,

у = --- ггт Ь = 0.

= 0, [х = О, 
у = 0.

х = О,

0(0; 0)

0(0; 0)
(х + 1)3

Найдем интервалы знакопостоянства функции
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П р о м е ж утки  зна коп остоянства

X — оо; — 1 -1 -1;0 0 0; + оо
/ 0 ) + + оо/ + оо + 0 -

II. Исследование графика функции по первой производной
Для нахождения участков монотонности и экстремальных точек найдем 
первую производную функции:

Зх2(х + 1)2 -2(х + 1)х3 ) х2(х + 1)(3х + 3 -  2х) х2(х + 3)

Г(х) = О

(х + 1)4 

х2(х + 3)

/'(х ) = 00 => -

(х + 1) 

х2(х + 3)

(х + 1)4 ( * + 0

з = 0 => х(х + 3) = 0 => х = —3 v х = 0;

(х + 1)3
= оо => х + 1=0 => (х = -1)«Х .

х = -3, х = 0 кт I.

Область определения функции разобьем на интервалы 
(—оо; — 3), (—3; — 1), (—1; 0), (0; + со) и определим знак /'(х ) в каждом из 
них (для удобства вычислений в каждом интервале выбираем фиксиро­
ванную точку). Результаты исследования знака производной на интерва­
лах между критическими точками (с учетом X) с указанием поведения 
функции на этих интервалах занесем в таблицу:

X -оо;-3 -3 — 3; —1 -1 -1;0 0 0; +оо
/'(* ) - 0 + 00 - 0 -
Дх) 1 / га,„=6.75 t + 0 0 /+ 0 0 4 0 4

Так как функция в точке х = -3 определена и непрерывна и при переходе 
через нее f'(x) меняет знак с минуса на плюс, то в этой точке минимум, 
причем / _ ( - 3) = 6.75.

III. Исследование графика функции по второй производной 
Для нахождения участков выпуклости вверх и вниз найдем вторую произ­
водную функции
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/" (* )= -
( 2x(x + 3) t х2 3х2(х + 3)
{ (х + 1)3 + (х + 1)3 (х + 1)4

: х 2(х + 1)(х + 3) + х(х +1) -  Зх(х + 3) _
(х + 1 У

2х2 +8х + 6 + х2 + х — Зх2 -  9х 6х

/ ”(х) = О

(х + 1)4

-  6х
(х + 1)4

(х+1)4 

= 0 => х = 0:

/ ”(х) = °° =>
-6х

(Х+1Г
=  оо => х + 1 = 0  => (x = - l)g X .

|х = О) кт II.

Область определения функции разобьем на интервалы (-оо; —1), 
(—1; 0), (0; +оо) и определим знак /"(х ) в каждом из них. Результат иссле­
дования знака функции f ( x )  на указанных интервалах с указанием вы­
пуклости вверх и вниз запишем в таблицу:

X - о о ; - 1 - 1 - 1; о 0 0 ; + о о
Г(х) + 00 + 0 -
f i x ) U +  о о /  +  оо

ОИс п

При переходе через точку х = 0 вторая производная меняет знак, сле­
довательно, это точка перегиба функций, причем / та(0) =0. Точка х = -1 
не является точкой перегиба.

Построение графика начнем с нанесения асимптот, точек пересечения 
с осями координат, экстремума, перегиба и фрагментов графика функции 
вблизи этих точек и асимптот.

В окончательном виде график изображен на следующем рисунке. ▼
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- 6  - 5  - 4  -3  - 2 - 1  0 1 2  J 4 S 6x

Пример 8.2. Провести полное исследование функции и построить ее 
график / (х) = l jx(x-3)2.
А Исследование функции будем проводить, придерживаясь приведенной 
выше схемы.

I. Элементарное исследование
1. Область определения функции. X : (-оо;оо).
2. Исследуем функцию на симметричность (определить четность и нечет­
ность функции) и периодичность.

' fix),fi~x) = \j-  х(-х  -  З)2 = -\Jx{x + З)2 *

f{x  + T)* f{x)
3. Выясним существование асимптот.

- f i x ) .
Функция общего вида. 

Функция не периодична!.

Вертикальных асимптот нет, так как нет точек разрыва.! 
Найдем наклонные асимптоты уас = кх + Ь.

Слева (х - о о ) .
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I- Й Е Н -  , 1 Е * Ш= lim —---------- = lim 3

j ( x -  З)2 [ оо степень многочлена числителя равна!
= lim 3

х2 I оо степени многочлена знаменателя г -

ft. = lim klx(x-  З)2 -1 • х)= lim —? )  *................
x-*~“\]x2(x-3 )A + xZJx(x-3)2 +х2

lim -бх2 +9х
х \jx2( x -  З)4 + x\j х(х -  З)2 +х2

оо степень многочлена числителя равна] -6  ^
оо ’ степени многочлена знаменателя j  3

Уравнение наклонной асимптоты слева j;ac = х -  2 
Справа (х —> + о о ) .

,  = lim S E Z  = lim = ,im
X jr—>+х Y х" *->+х U ̂

|о о  степень многочлена числителя равна! 
[оо  ’ степени многочлена знаменателя J

= 1.

й+ = lim klx(x-3)2 — 1 - Jc}= lim , ..■ ■ ■ * ---------ДГ-Ч.» 3^2 (x _ 3y  +x ljx(x _ 3)2 + x2

= lim -6 jc2+9x

\]x2(x-3)4 +x\jx(x-3)2 + jc2

oo степень многочлена числителя равна! -6
оо ’ степени многочлена знаменателя J 3

Уравнение наклонной асимптоты справа уас = х - 2
4. Определим точки пересечения графика функции с координатными ося­
ми, найдем интервалы знакопостоянства функции.

Точки пересечения с осью Ох:
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fy = ljx(x -  З)2 Ых(х -  З)2 = 0 jx  = 0, Jx = 3,
U = o, U = o, U = o,vV  = o.

Точки пересечения с осью Оу:

f* = 0, j-x = 0: г------
i i-------г => i 0(0; 0).
[y = i j x ( x - 3 ) 2, {>’ = 0.

Промежутки знакопостоянства

0 (0 ; 0), (3; 0)

X -оо;0 0 0;3 3 3; °о
№ - 0 + 0 +

II. Исследование графика функции по первой производной
Для нахождения участков монотонности и экстремальных точек найдем 
первую производную функции:

f (x)  = 1 (* -3 )г+2х(х~3) = х — 1
3 /̂х2(х -3 )4 т/х2(х -3)

/'(* ) = 0 =>
Х~\

/̂х2(х -3 )
= 0 => х-1  = 0 => х=1;

/'(х ) = СО
х-1

л/х2(х -3 )
= оо => х(х-3) = 0 => х = 0 v х = 3.

х = 0, х = 1, х = 3 кт1.

Область определения функции разобьем на интервалы (-оо;0), 
(0; 1), (1; 3), (3; +<х>) и определим знак f'(x) в каждом из них (для удобства 
вычислений в каждом интервале выбираем фиксированную точку). Ре­
зультаты исследования знака производной на интервалах между критиче­
скими точками (с учетом X) с указанием поведения функции на этих ин­
тервалах занесем в таблицу:

X — оо; 0 0 0; 1 1 1; 3 3 3;oo
f i x ) + оо + 0 - oo +
f ix) t 0 t f  = V5J max v 4 f  =0 J mm t
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Так как функция в точке х = 1 определена и непрерывна и при переходе 
через нее производная f '(x)  меняет знак с плюса на минус, то в этой точ­
ке максимум, причем / тах( 1) = lj 1 • (1 — З)2 = \[4.
В точке х = 3 функция определена и непрерывна и при переходе через нее 
f '(x)  меняет знак с минуса на плюс, следовательно, в этой точке мини­
мум, причем / min(3) = 0.

I I I .  И с с л е д о в а н и е  гр а ф и к а  ф у н к ц и и  п о  в т о р о й  п р о и з в о д н о й
Для нахождения участков выпуклости вверх и вниз найдем вторую произ­
водную функции

/"(х ) = х~’(х -3 )"’ ~ §х~ '(х-3)~ '(х-1)-^ (х -3)~ 3(х-1)х->“ =

1 jc — I х - \
\ l x \ x -  3) 3\jxs(x-3)  3$]х2(х-3)4

X — 1 x — l
\jx2( x -  3)1 Зх З(х-З)

1 Зх(х -  3) -  (х -  1)(х—3) -  х(х -1) 
\1х2(х -  3) Зх(х-З)

1 Зх2 -  9х -  х2 + 4х -  3 -  х2 + х
д/х2(х -3 ) Зх(х-З) 

х2 -4 х -3
л/х2(х -3 ) Зх(х-З)

fW = o х -  4х -  3 = 0 х -  4х -  3 = 0

Г(х)  = оо =>

Зх(х -  3) л/х2(х -  3)

=> х = 2 -  л/7 да -0.646 v х = 2 + л/7 да 4.64. 

х2 -  4х -  3
Зх(х -  3) л/х2(х -  3)

= оо => х = 0 v х = 3.

х » -0.646, х = 0, х = 3, х = 4.646 кт II.
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Область определения функции разобьем на интервалы

(-да; -  0.646), (-0 .646 ; 0), (0; 3), (3; 4 .646 ), (4.646; + оо)

и определим знак f"(x) в каждом из них. Результат исследования знака 
функции /"(х) на указанных интервалах с указанием выпуклости вверх и 
вниз запишем в таблицу:

X - о о ;  - 0 . 6 5 - 0 . 6 5 - 0 . 6 5 ; 0 0 0 ;  3 3 3 ;  4 .6 5 4 .6 5 4 . 6 5 ;  оо

/ ' < * > - 0 + о о - ОО - 0 +

Д х ) п У™  =  ' 2 . 0 5 и 0 П 0 П Л „ = 2 - 3 3 и

При переходе через точки х = -0.65 и х = 4.65 вторая производная меняет 
знак, следовательно, это точки перегиба функции, причем

/ тп(-0.65) * * -V0.65-3.652 * -2.05,

/ тп(4.65) = V4.65-(4.65-3)2 = V4.65-L652 * 2.33.

Точки перегиба: (-0 .6 5 ;-2 .0 5 ), (4.65; 2.33)

Построение графика начнем с нанесения асимптот, точек пересечения 
с осями координат, экстремума, перегиба и фрагментов графика функции 
вблизи этих точек и асимптот.

В окончательном виде график изображен на следующем рисунке. ▼
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- 4  - 3  * 2  - 1  О 1 2 3 4 5
х

Пример 8.3. Провести полное исследование функции у = хе * и по­
строить ее график.
А Исследование функции будем проводить, придерживаясь приведенной 
выше схемы.

I. Элементарное исследование
1. Область определения функции. X : ( -о о ;  оо)

2. Исследуем функцию на симметричность (определить четность и нечет­
ность функции) и периодичность.

f ix),
- f i x ) .

f i - x )  = -хе* Ф Функция общего вида.

/(x+D*/(*) Функция не периодична
3. Выясним существование асимптот.

Вертикальных асимптот нет, так как нет точек разрыва.
Найдем наклонные асимптоты уас = кх + b . 
Слева (х —» - о о ) .
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k_ = lim — — = lim e"x = ^ +*}=oo. СлеваV_V  V_V—-V '  ' l„ ,ЛГ-»-Х % X-*—'.

Справа (x -» +oo).

k+= lim —  l im e ’" = | е -* =  —  U o ,
x—i-ке jc—*ч-х I

l наклонной асимптоты нет

br ,  l i m ( « - - 0 . , ) =  , i m l  J - L l . o .
*->+x *->+»ех [e +:c Лопиталя] [eT*J

|Справа горизонтальная асимптота!: Лс =0

4. Определим точки пересечения графика функции с координатными ося­
ми, найдем интервалы знакопостоянства функции.
Точки пересечения с осью Ох:

у = хе
7  = 0,

хе х = 0, [х = 0, 
у = 0, ^  [у = 0.

0(0; 0)

Точки пересечения с осью Оу: 

х -й ,
0(0; 0)

у  (х+1)3 ^  ■

Промежутки знакопостоянства

X - о о ;  0 0 0 ;  оо

f(x) - 0 +

И. Исследование графика функции по первой производной
Для нахождения участков монотонности и экстремальных точек най­

дем первую производную функции:

f \ x )  = е~х -хе~х =е~х(\ -х) .

/'(х) = 0 => e_jr( l—х) = 0 => 1-х = 0 => лс = 1;
f ( x )  -  оо => е~х(\ - х) фсо | х = l j  кт 1.
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Область определения функции разобьем на интервалы ( - 00; 1), (1; +  оо) 
и определим знак f ' ( x )  в каждом из них (для удобства вычислений в каж­
дом интервале выбираем фиксированную точку). Результаты исследова­
ния знака производной на интервалах между критическими точками (с 
учетом X) с указанием поведения функции на этих интервалах занесем в 
таблицу:

—°°; 1 1 l;co

Л * ) + 0 -
/(* ) t f  = 1  J  шах e 4

Так как функция в точке х = 1 определена и непрерывна и при пере­
ходе через нее /'(* ) меняет знак с плюса на минус, то в этой точке мак­
симум, причем f mx (1) = 1 • е*1 = j .

I I I .  И с с л е д о в а н и е  г р а ф и к а  ф у н к ц и и  п о  в т о р о й  п р о и з в о д н о й
Для нахождения участков выпуклости вверх и вниз найдем вторую произ­
водную функции

f \ x )  = -е-х (1 -  х) -  е х = е~х (-1 + х -1) = е~г (х -  2).

f " ( x ) -0  => е~х(х — 2) = 0 => х — 2 — 0 => х = 2;

f*(x) = оо => е~х(х -  2) * со. | х = 2] ктП.

Область определения функции разобьем на интервалы (-да; 2), 
(2; +оо) и определим знак f"{x) в каждом из них. Результат исследования 
знака функции f ( x )  на указанных интервалах с указанием выпуклости 
вверх и вниз запишем в таблицу:

X - o o ;  2 2 2 ;  oo
f \ x ) - 0 +

f i x ) n f  =  — J  ТП ^ 2

При переходе через точку х = 2 вторая производная меняет знак, сле­
довательно, это точка перегиба функции, причем / тп(2) = Точка пере­
гиба: (2; 4)1.
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Построение графика начнем с нанесения асимптот, точек пересечения 
с осями координат, экстремума, перегиба и фрагментов графика функции 
вблизи этих точек и асимптот.

В окончательном виде график изображен на следующем рисунке. V

Пример 8.4. Провести полное исследование функции у - -
2(х+1)

2(х + 1) 
построить ее график.
▲  Исследование функции будем проводить, придерживаясь приведенной 
выше схемы.

I. Элементарное исследование
1. Область определения функции X : (—оо; — 1) U (— 1; °°)- Точка разрыва: 
jc = —1.
2. Исследуем функцию на симметричность (определить четность и нечет­
ность функции) и периодичность.

02(-х+\)
/(-* ) = -Г-----

2 (—х + 1) 

/(х  + 7 > / ( х )

/(х ), -- 1
|Функция общего вида].

Функция не периодична

3. Выясним существование асимптот. В точке х = -1 функция имеет раз­
рыв II рода, ибо,

„2(*+D
lim

2(-1-0+1) 1
jt-» - i- o 2 ( x  +  1 ) I 2 ( —1 — 0  +  1 ) - 0
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lim
,2(-l+0+l) 1

» - i*o2(i  + 1) [2 (-l +0 + 1) +0

в остальных точках она непрерывна.

= +00

Прямая линия | х = -1| является вертикальной асимптотой. 
Найдем наклонные асимптоты уас = кх + b .

Слева (х -* - о о ) .

_2Цг+1)
к = lim

-*2(х + 1)-х 1+00 + о о - е
= 0,

Ъ_ = lim (
=̂ 2(jc + 1)

-0 -х = lim 1
2(x + l) l —oo -co-ex

= 0.

Уравнение горизонтальной асимптоты слева: yac = О 

Справа (х -» +оо).

2{х+1)
к̂_ = lim

2 (х + 1)-х [+оо’ Лопиталя]
е по правилу [

= lim 2е2{.г+1) по правилу] 4е2<г+|> <
, > =  l i m ------- --—  =  / = о о .
ТТ/ЧГГ finn« ПЯ I V VXw Л ' ^+x 4x + 2 [ + 0 0  Лопиталя] 4

Справа наклонной асимптоты нет].
4. Определим точки пересечения графика функции с координатными ося­
ми, найдем интервалы знакопостоянства функции.

Точки пересечения с осью Ох: У- 2(х + 1)
>’ = 0,

|Точек пересечения с осью Ох нет]. 

х = О,

2(х + 1) 
уф  0.

-ф О,

Точки пересечения с осью Оу:
У-

е2(х+1)

2(х + 1)’

х = О,
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Точка пересечения с осью Оу: (О; ^ |- 

Промежутки знакопостоянства

X — оо; — 1 -1 — 1; оо I
f i x ) - — оо / +оо + j

II. Исследование графика функции по первой производной 
Для нахождения участков монотонности и экстремальных точек най­

дем первую производную функции:

f, = 1 2e2(x+[)jx + l ) - e 2(x+i> _ е2(х+'\2х + 2 - \)  = e2u+1)(2x +1)
У 2 (х + 1)2 - 2(х +1)2 “ 2(х +1)2

/'(х ) = 0 =>
,2(дг+1)(2х + 1)

2(х +1)
О => 2х +1 = О => х -  -0.5;

/'(х ) = оо => е ;(2х + 1) 
2 (х + 1)2

= оо => х + 1 = 0 => (х = -1)й Х .

[х = —0.51 кт I.

Область определения функции разобьем на интервалы (—оо; — 1), 
(-1; -0.5), (-0.5; +оо) и определим знак f'(x) в каждом из них (для удоб­
ства вычислений в каждом интервале выбираем фиксированную точку). 
Результаты исследования знака производной на интервалах между крити­
ческими точками (с учетом X) с указанием поведения функции на этих 
интервалах занесем в таблицу:

X -оо; -1 -1 1 р 1 л -0 .5 -0 .5 ; оо
ш - 00 - 0 +
f i x ) 1 -00 /  +00 1 fmm ~ ^ т

Так как функция в точке х = -0.5 определена и непрерывна и при пе­
реходе через нее /'(х ) меняет знак с минуса на плюс, то в этой точке ми­
нимум, причем

/ rai„(-0-5) =
2 (-0 .5 + !)

2(-0.5 +1)
=  е.
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Для нахождения участков выпуклости вверх и вниз найдем вторую произ­
водную функции

I I I .  Исследование графика функции по второй производной

Г ( Х ) :
2е2<х+])(2х + \) 2е'

(х + 1)2 (.х + 1)2
2еА*+,>(2.х + \) 

(.х + 1)3

= e2(Jr+l)((2x + l)(x +1) + х +1 -  2х -1) = е21х+п(2х2 +2х + 1) 
(х + 1)3 ~ (х + 1)3

/'(*) = о )(2х2 +2х + 1) 
(х + 1)3

ф 0 (2х2 + 2х +1 > О т.к. D < 0);

/"(*) = 00
е2и+|)(2х2 +2х + 1)

(х + 1)3
оо => jc + 1 — 0 => (jc = - l)g X .

кт II нет].
Область определения функции разобьем на интервалы (-оо;-1), 

(-1;+оо) и определим знак /"(х ) в каждом из них. Результат исследова­
ния знака функции f ( x )  на указанных интервалах с указанием выпукло­
сти вверх и вниз запишем в таблицу:

X -оэ;-1 -1 — 1;00
/'(* ) - 00 +
f i x ) Г\ — 00 / +00 и

Точек перегиба нет.
Построение графика начнем с нанесения асимптот, точек пересечения 

с осями координат, экстремума, перегиба и фрагментов графика функции 
вблизи этих точек и асимптот.

В окончательном виде график изображен на следующем рисунке. Т
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х — 1Пример 8.5. Провести полное исследование функции у - 2In---- + 1
х

и построить ее график.
▲  Исследование функции будем проводить, придерживаясь приведенной 
выше схемы.

I. Элементарное исследование
х — 11. Область определения функции.----   > О => X : (-оо;0) U (1;°°)-

х
2. Исследуем функцию на симметричность (определить четность и нечет­
ность функции) и периодичность.

.г/ \ о 1 - х - \  . „. х +1 ,/ ( —jc) =  21п------------------------ +  1 = 2 1 п ----------- +  1^
fix),
- f i x ) .

Функция общего вида|.

/(*  + Г) */(*)• |функция не периодична.

Выясним существование асимптот. Вертикальная асимптота может 
существовать лишь на конечных границах области определения. Найдем

lim I 2 In-—- + 1 ) = i 2 In—— - — - + 1 = 2 In—-  + l = 21noo + l}- = +co. 
jr-̂ o-ol x J 1 0 -0  -0

Значит, прямая 1 x = 0| -  вертикальная асимптота.

Найдем lim I 2 ln~—- + 1 | = i2 1n ^ ^ —- + 1 = 2In—  + 1 = 21n0 + U = -oo. *-*!■«{ x J I 1 + 0 1
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Следовательно, прямая | х = i|— вертикальная асимптота. 
Найдем наклонные асимптоты уас =кх + Ь.

Слева ( х  —> - о о ) .

2 In +1
к = Пш------------

“  00 2 In +1 21nl +1 1
-00 -  00

= 0,

b_ = limf 21п-—-+1-0-Х  |= lim j2In ——- + 1 *-*-Д л: ) x

2 In----+ l = 21nl + H = l.— 00

Уравнение горизонтальной асимптоты слева уж = 1 

Справа (х -ню).

к. = lim
2 In —hi
____X

01 + °° . 1
2 1 n + 00 + l _ 21nl + 1 _ 1

-о о  + о о+ 00
= 0,

b+ = lim
jr->+xV

| 21п——- + 1 —O-х |=  limf 2 In —— J x + 1 =

= <|21n —  + l=21nl + U = l.
+ 00

Уравнение горизонтальной асимптоты справа >>ас = 1
3. Определим точки пересечения графика функции с координатными ося­
ми, найдем интервалы знакопостоянства функции.
Точки пересечения с осью Ох:

, _. х -1  . ' L , х — 1 , . [, X —1 1y = 21n------hi, 2 In------h 1 = 0, In---- = — j,
1 x  => -s x =И  jc 2
b = o , Lv=o, ly = 0»

325



J e - 1
< 2 .5 3 3 ,

> = 0.

Точка пересечения с осью О х : (2.533; 0)

I Точек пересечения с осью Оу нет.

Промежутки знакопостоянства

X -оо ;0 0 1 1; 2.533 2.533 2.533; оо
f i x ) + + оо — со - 0 +

II. Исследование графика функции по первой производной.
Для нахождения участков монотонности и экстремальных точек най­

дем первую производную функции:

г ,, . - х  х - х  + \ 2
f i x )  = 2X — 1 X2 xix - 1)

/'(* ) = 0=>— =— *0; xix - 1)

f i x )  =  со =>  — - —  =  со => x i x  - 1 )  =  0 => ( i x  =  0) v  ( х  =  1 ) ) ^  X . 
x i x  - 1)

кт I нет].

Область определения функции разобьем на интервалы (-оо; 0), (1; + оо) 
и определим знак f i x )  в каждом из них (для удобства вычислений в каж­
дом интервале выбираем фиксированную точку). Результаты исследова­
ния знака производной на интервалах между критическими точками (с 
учетом X) с указанием поведения функции на этих интервалах занесем в 
таблицу:

X -оо; 0 0 1 1;со
f i x ) + оо 00 +
f i x ) т + со — 00 Т

|Экстремумов нет.
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I I I .  И с с л е д о в а н и е  г р а ф и к а  ф у н к ц и и  п о  в т о р о й  п р о и зв о д н о й .
Для нахождения участков выпуклости вверх и вниз найдем вторую 

производную функции

f \ x )  = О 

/"(* ) = «>

=> —2

/"(* ) = 2 

2х — 1

Ч 2 Х - 1 )  = _ 2 _ 2 х - 1 _

х2(х-1)2 х2(х -1 )2

=> - 2

х2(х -1 )2 

2х-1
х (х-1)

= 0 => 2л: — 1=0 => (х = 0.5) £ X ;

= оо => х(х-1) =  0  => ((х = 0) v  (х = 1)) g  X .
|Кт II нет].

Область определения функции разобьем на интервалы (-оо; 0), (1; + оо) 
и определим знак /"(х ) в каждом из них. Результат исследования знака 
функции f i x )  на указанных интервалах с указанием выпуклости вверх и 
вниз запишем в таблицу:

X -со; 0 0 1 1;оо
Г(х) + 00 00 —
т U + 00 — 00 П

Точек перегиба нет].
Построение графика начнем с нанесения асимптот, точек пересечения 

с осями координат, экстремума, перегиба и фрагментов графика функции 
вблизи этих точек и асимптот.

В окончательном виде график изображен на следующем рисунке. Т

3 2 7



9. НАИБОЛЬШЕЕ И НАИМЕНЬШ ЕЕ ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ, 
НЕПРЕРЫВНОЙ НА ОТРЕЗКЕ

Если функция /(х ) определена и непрерывна на отрезке [а; 6], то, со­
гласно второй теореме Вейерштрасса, она на этом отрезке принимает наи­
большее и наименьшее значения.

Если свое наибольшее значение М функция / (х) принимает во внут­
ренней точке х0 отрезка [а; Ь\, т. е. если а < х0 < b, то значение М = / (х0) 
будет локальным максимумом функции f(x).

В этом случае существует окрестность точки х0 такая, что значения 
/(х ) для всех точек х из этой окрестности будут не больше /(х 0) как в 
точках слева от точки х0, так и в точках справа от точки х0.

Однако свое наибольшее значение М функция /(х ) может принимать 
и на концах отрезка [я; Ь].

Поэтому, чтобы найти наибольшее значение М непрерывной на от­
резке [а;Ь] функции /(х ), надо найти все максимумы функции /(х ) в ин­
тервале (а\ Ь) и значения /(х ) на концах отрезка [а; Ь], т. е. f{a) и f(b).  
и выбрать среди них наибольшее число.

Наименьшим значением т непрерывной на отрезке [а; Ь] функции 
f ix)  будет наименьшее число среди всех минимумов функции f ix)  в ин­
тервале (а;Ь) и значений f{a)  и fib).

Замечание 1. Если в промежутке <а;Ь>, конечном или бесконеч­
ном, одна критическая точка и в ней максимум (минимум), то в ней 
наибольшее (наименьшее) значение.
Замечание 2. Если функция задана и непрерывна на некотором про­
межутке, не являющемся замкнутым, то среди значений функции на 
этом промежутке может не быть наибольшего и наименьшего.

Правило определения
наибольших и наименьших значений функции на отрезке

1. Найти значения функции на концах отрезка: /(а ) и fib).
2. Определить критические точки первого рода.
3. Вычислить значение функции в критических точках первого рода 
(кт I): f{xt), где / = 1,2,3,....
4. Выбрать из значений /(a ), fib)  и fix,)  наименьшее (т ) и наи­
большее (М) значения функции.
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П р и м е р  9.1. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
у  = х* -  2х2 + 5 на отрезке [-2; 2].
▲  1. Для вычисления функции в указанных точках используем схему 
Горнера:

хА -2 х г +5 ~ х 2(х2 —2) + 5.

К -2 ) = (-2)2((-2)2-2)+5 = 13, 

так как данная функция четная, то у(2) = 13.

2. Найдем производную: у  = 4jc3 ~ 4jc = 4х(х -  I)(x +1). Она обращается в 
нуль в точках: х = -1, х = 0, х = 1. Все они лежат внутри отрезка [-2; 2].
3. Вычислим значения функции в кт I.

Имеем: у(-1) = (-1)2((-1)2 -  2)+ 5 = 4, j>(0) = 5, у(0 = 4 •

4. Имеем множество значений функции на концах отрезка и в кт 1: 
{13; 13; 4; 5; 4}. Значит, наименьшее значение равно 4, наибольшее значе­
ние равно 13.

Ответ: т = / на11М(-1) = / найм(1) = 4, М  = / Н1Нб(-2) = / наи6(2) = 13. ▼

П р и м е р  9 .2 . Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
у  -  х + 2-1х на отрезке [0; 4].

▲  1. >>(0) = 0, у(4) = 4 + 2л/4 =8.

2. Найдем производную: у' = 1 + -4=. Производная в нуль не обращается
■Jx

(У ф О). Производная не существует при х = 0.
3. Кт I совпадает с левой границей данного отрезка.
4. Имеем множество значений функции на концах отрезка и в кт I: {0; 8}. 
Значит, наименьшее значение равно 0, наибольшее значение равно 8.

Ответ: т = / наим (0) = 0, М  = / наи6 (4) = 8. V

П р и м е р  9.3. Найти наибольшее и наименьшее значения функции
У- ■ л/100 — х2 на отрезке [-6; 8].

▲ 1. y ( - 6 )  = s J \ 0 0 - ( - 6 ) 2 = 8 ,  у ( 8) =  л /1 0 0 -8 2 = 6 .
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— 2 jc2. Найдем производную: у'
2л/ l 00- х 2 т/ l 00- х 2 ‘

Производная обращается в нуль в точке х = 0. Производная не существует 
при х = -1 0 и х = 10,н о  обе эти точки не принадлежат данному отрезку.
3. Вычислим значения функции в кт I. Имеем: jy(0) = Ю-
4. Имеем множество значений функции на концах отрезка и в кт I:

{8; 6; 10}.

Значит, наименьшее значение равно б, наибольшее значение равно 10. 

Ответ-, т = / навм (8) = 6, М  = / иаи6 (0) = 10. ▼

Пример 9.4. Найти наибольшее и наименьшее значения функции
х , чу  = ------ -  на промежутке (-оо; + оо).

1 + х ‘
1 т X ~~ ■ л j — jf

▲ 2. Найдем производную: у  = — -  — -2~ 2—  = ------- j-j-. Она обращается в
1 + х 2 -  2х  ■ х  _  1 - х  

(1 + х 2)2 ~ (1  + х 2):
нуль в точках х  =  -1 , х  =  1.

3. Вычислим значения функции в кт I. Имеем: _у(_ 0 = j— -  “ 0 .5 . Так

как данная функция нечетная, то _у(1) = 0.5.
х [степень многочлена числителя меньше]

4. Поскольку lim -----? = < j- = 0, то
*->+» 1 + х“ [ степени многочлена знаменателя J

наибольшее значение равно 0.5, наименьшее значение -0.5.

Ответ. т  = / наи„ (-1) = -0 .5 , М  = / наи6( 1) = 0.5. ▼

Пример 9.5. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
у = х In х на отрезке [1; е] .

▲ 1. у (1) = 1 • ln l = 0, у ( е ) - е -  1пе = е.

2. Найдем производную: у' = 1пх + х-— = 1пх + 1. Она обращается в нуль
х

1при X = -

330



Inx + l = 0=>lnx = -l:=>x = e '= -

Точка x = — g [1; e], т. e. кт I нет.
e

3. Имеем множество значений функции на концах отрезка: {0; е}. Значит, 
наименьшее значение равно 0, наибольшее значение равно <•.

Ответ, т = / наим(1) = 0, М = / наиб(е) = е .Т

Пример 9.6. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
y = 2sinx + cos2x на отрезке [0;§].

▲  1. _у(0) = 2sin0 + cos0 = 1, y(f)=2sin-^- + co s(2 -f)= 2 -l = l.

2. Найдем производную: у' — 2cosx -  2sin 2х. Если у’ = 0, то

2 cos х -  4sin х cos х = 0 => 2cos x(l -  2 sin х) = 0 =>

cosx = 0, 
l-2 sin x  = 0

x = f  + 2 for,
2 fe /ie Z .

x = ( - l) " f + ия-

Из всех найденных критических точек только х = f  и х = у принадлежат 
отрезку [0;f].

3. Вычислим значения функции в кт I.

Имеем: j;(|) = 2sin f  + cos(2 • f ) = 2 • j  + \  = 1.5.

4. Имеем множество значений функции на концах отрезка и в кт I: 
{I; 1.5; 1}. Значит, наименьшее значение равно 1, наибольшее значение 
равно 1.5.

Ответ: т = / наин(0) = / иаим(|)  = 1, М = /„a„6(f ) = 1.5. Т

Вопросы для самопроверки
1. Дайте определение локального экстремума функции.
2. Сформулируйте теорему, выражающую необходимое условие экстре­
мума. Покажите, что это условие не является достаточным (на примере).
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3. Сформулируйте теоремы, выражающие достаточные условия экстрему­
ма функции.
4. Дайте определение направления выпуклости функции.
5. Дайте определение точки перегиба функции.
6. Сформулируйте необходимое условие перегиба графика функции. По­
кажите, что это условие не является достаточным (на примере).
7. Сформулируйте достаточное условие перегиба графика функции.
8. Приведите схему построения графика функции у = / (х).
9. Дайте определение и приведите пример вертикальной асимптоты гра­
фика функции.
10. Сформулируйте определение и приведите пример наклонной асимпто­
ты графика функции при х->+оо (при х-»-оо).
11. Сформулируйте теорему, выражающую необходимые и достаточные 
условия существования наклонной асимптоты.

ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ДОМАШНИЕ ЗАДАНИЯ 
Задача I. Провести полное исследование функций и построить их графи­
ки.
Задача 2. Найти наименьшее и наибольшее значения функции.

ВАРИАНТ 1

1 \  % 1 /~\ 2 х -х 2La) у= -,б)у = е 
х -1

2. /(х ) = ^ x  + cosx

на отрезке [0;§].

ВАРИАНТ 2

1.а) у= ;б)у = х-е - .
Х+1

2 .  f(x) -  х5 - f  х3 + 2

на отрезке [0; 2].
ВАРИАНТ 3

, . 4х „  lnx La) у = 2;б) у =  г -
4 + х -4х

2. / (х) = 1п(х2 -  2х + 2) 

на отрезке [0; 3].

ВАРИАНТ 4
г21. а) у =---- ; б) у  = х2 -  2 In х .

х-1

2. /(х ) = 3х4 -16х3 = 2

на отрезке f-З; 1].
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ВАРИАНТ 5

1 • а) у = ~Т~~7; б) ^ = 1п(х2 — 4). 
х +1

2. / ( х) = х3 -  Зх + \

на отрезке [0.5; 2].

ВАРИАНТ 6
, 4х3 +5 .1.а ) у -  ;б ) у  = е - \

X

2. /(х ) = х4 +4х

на отрезке [-2; 2].
ВАРИАНТ 7

1 • а) у  = ; б) у - \п (х2 +1). х - 3

2. / (х) = 1п(х2 ~ 2х + 4)

на отрезке [-1; 1.5].

ВАРИАНТ 8

, , х4 4е**-1. 
1 . . ) ^  = j , _ 1; 6 ) > = е,, .

2. Дх) = л/х-х3

на отрезке [-2; -1 ].
ВАРИАНТ 9
4х3

L a) У= з ,;б ) ^ = 1п(9 х ). х -1

2. /(х ) = 3 -2 х 2

на отрезке [-1; 3].

ВАРИАНТ 10
. 2 -  4х2 х3 + 4 

1 — 4л̂  i 1 ^ = •

2. /(г )  = 4 -«Г*’

на отрезке [0; П.



ВАРИАНТ 11
, ч 2(х + 1)2 

х - 2

б) у = (х-2)е3~х.

2 - / W V  +  7

на отрезке [2; 8].

ВАРИАНТ 12

1 4  1 -  *2l- a ) j=  ;
(х-2)

б) у = 1п(4-х2).

2х-12. Дх) = ,
(х-1)2

на отрезке о].
ВАРИАНТ 13

1 4  X — 8 2-х1-а) j/= ;б) у = х-е .
2х

2 ./ W  = 4 Z7х + 5  

на отрезке ]2; 8].

ВАРИАНТ 14

1.а).у = ( ^ ! ]  ; б) у = \п-^—.
V, х J х-1

2. /(х ) = jx -s in x

на отрезке [-f;0].
ВАРИАНТ 15

1.а)у =  г ;б) у = (х +  4)е2*.
X + X

2. /(х ) = х2 + “  -16
X

на отрезке [1; 4].

ВАРИАНТ 16

1 л *2~ 1 яч е2“" 
1-a ) j ' = ^ + 2;6 ) j ' = 2 - , -

2. Д*) = 4 - х - ^
X

на отрезке f 1; 4].
ВАРИАНТ 17

La) У = 2 ;Ъ) у = хе2х х - х - 2

2- /(х ) = 2л/х-х

на отрезке [0; 4].

ВАРИАНТ 18

4х3 + 5 1 * -1 1-а) .у = ;б )у  = 1п
х х -2

2. /(х ) = х -  4 л/х + 5

на отрезке [1; 9].
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В А РИ А Н Т 19

, . х 2 -  2х  + 2 
1- а ) у =  ; 

х - 1

... \ пх  
б) у  = х  + ----- .

X

2. Д х )  = - ^
1 + х

на отрезке [0; 3].

В А РИ А Н Т 20

х + 1
i - a ) ; v  = п 2 ;(ДГ-1)-

е3-* 
б ) j/ = f — .

3 - х

2. Д х )  = 2х2 + — - 5 9
X

на отрезке [2; 4].

ВА РИ А Н Т 21

1-а )  =
9 - х  

б) у  = х 2е~'2~.

2 . f ( x )  = ~  + -  + S 
2 х

на отрезке [-4 ; -1  ].

ВА РИ А Н Т 22

, ч 4 х - х 2 - 4
1.а )  у  = — ------------;

X

ЙГЛ . 1 + Xб ) у =  In .
1 - X

2. / ( х )  = 8х 2 + -^ - -1 5
X

на отрезке [05; 2].
В А РИ А Н Т 23

х 2
У ~  л 2 , ‘>б) У = х \ п х .  

4х -1

2. / ( х )  = —5 --8 х ~ 1 5  
х

на отрезке [-2 ; -0 .5].

В А РИ А Н Т 24

х3
1. а) у  = —~----------; б) у  = x ln 2x .

X - х  +  1

2. / ( х )  = х - 4 л / х  + 2 + 8

на отрезке [-1 ; 7].

В А РИ А Н Т 25

1 х 2- х -1  •
1 • а) У = 2 .  ; б ) у  = хе ‘ . 

х  - 2 х

4х
4 + х 

на отрезке [—4; 2].

В А РИ А Н Т 26

( х - 2)2 ,-ч e2j+2
1 • а) >* — '  ; б >-У = о/ , п - х +1 2(х  + 1)

2. / ( х )  = 3 х  4 ,
(х  +  2)2

на отрезке [ - 1; 2].
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ВА РИ А Н Т 27

1.a)  y  = f ^ 4 ; 6 ) y  = (x + 2 )el- \
1 + х

2х -1
2. f ( x )  = '

( х - 1)2

на отрезке [ -  0.5; 0].

ВА РИА Н Т 28

4 - х 3 e~*~2 
х  + 2 '

2. / W - Х +1 

на отрезке [0; 5].
В А РИ А Н Т 29

1 .a) у  = — —^ - ;  б) у  = х е ~ .
(1- х )2

2. Д х )  = 108х -  х 4

на отрезке [ -Ц 4 ] .

ВАРИАНТ 30

1- а) > ’= .  2; б )  у  = (х  + 1)е' \  
4 - х

2 - Д х )  = ^ х 4- 6 х 3 +7

на отрезке [16; 20].

Знания и умения, которыми должен владеть студент
1. З н а н и я  н а  ур о вн е  п о н я т и й , определен ий ,

о п и с а н и й  ф орм улировок  
Формула Лагранжа. Различные ее модификации.
Правило Лопиталя раскрытия неопределенностей.
Формула Тейлора в различных ее модификациях.
Определение возрастания, убывания функции на интервале. 
Определение экстремумов функций.
Правило отыскания наибольших и наименьших значений функции на 
замкнутом промежутке.
Определение направления выпуклости, точек перегиба графика функ­
ции.
Правило отыскания точек перегиба графика.
Определение и правило отыскания вертикальных, горизонтальных, 
наклонных асимптот графика функции.
Схема построения графика функции.

2. З н а н и я  н а  ур о в н е  доказат ельст в и  вы водов  
Теоремы Ферма, Ролля, Коши.
Правило Лопиталя (частный случай §).
Достаточные условия возрастания (убывания) функции на интервале.
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Необходимые и достаточные условия экстремума по первой и второй 
производной.
Достаточные условия направления выпуклости графика на интервале. 
Формулы для нахождения наклонных асимптот графика функции.

3. Умения в решении задач
Вычислять различного рода пределы при помощи правила Лопиталя. 
Использовать формулу Тейлора для получения аппроксимационных 
формул.
Определять интервалы возрастания (убывания) функции, точки ло­
кального экстремума.
Находить наибольшее и наименьшее значения функции на отрезке. 
Находить интервалы направления выпуклости графика и точки пере­
гиба.
Находить асимптоты графика функции.
Строить графики функций.
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