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Предисловие
У любого преподавателя рано или поздно формируется свое отноше­

ние к читаемому им предмету и к способу его изложения. Отбирается 
материал и иллюстрации, расставляются акценты. Все это черпается 
из различных источников: множества толстых книг, бесед с коллегами, 
собственных размышлений. Когда ж е доходит дело до чтения студен­
там списка рекомендуемой литературы, оказываешься в тупике: нет 
той единственной книжки, которую с легким сердцем мог бы рекомен­
довать для изучения. И, разумеется, не потому, что все, какие есть, 
плохие. Напротив, немало хороших, но то, что ты извлек из них сам и 
о чем рассказывал студентам, разбросано по десяткам книг, вмещаю­
щим не одну тысячу страниц. Вот «Если бы губы Никанора Ивановича 
да  приставить к носу Ивана Кузьмича, да  взять сколько-нибудь ...», ну 
и так далее. А до экзамена (зачета) — неделя (да даж е, если месяц). 
Как проработать за  этот срок то, над чем сам трудился не один год? 
Хорошо, если есть записи лекций, но они часто, по разным причинам, 
отсутствуют. Тут и возникает мысль собрать воедино все свои лекци­
онные материалы и написать еще одну книгу по классической гидро­
механике «толщиной» в один семестр, в которой собрано то, что тебе 
кажется важным, и рассказано так, как тебе представляется нужным.

Результат — перед вами. Здесь изложены основы механики ж ид­
кости в объеме, соответствующем односеместровому курсу, читаемому 
студентам второкурсникам океанологам и экологам-физикам РГГМУ. 
Свою задачу я видел, прежде всего, в том, чтобы показать студен­
там, как (и почему именно так) строится модель жидкости и как с 
нею можно работать. Любая дисциплина с более чем двухвековой ис­
торией костенеет, основоположники утрачивают живые человеческие 
черты, а их результаты все чаще воспринимаются как окончательные. 
С одной стороны, эта тенденция защищает хорошо зарекомендовавшие 
себя теории от всякого панибратства, но с другой — определенно душит 
инициативу, ибо с Истиной не поспоришь. Необходимого баланса, мне 
кажется, можно достичь лишь сохраняя в изложении материала дра­
матизм научного исследования и его мотивацию.1 Надеюсь, местами 
этого удалось добиться.

1Или, если угодно, привнося все это в изложение, поскольку пафос основополож­
ников в значительной степени утрачен и, видимо, чужд нашим современникам.
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Весь теоретический материал естественно делится на две части. 
В первой строится модель сплошной среды, т.е. вводятся базовые по­
нятия, обсуждаются основополагающие гипотезы, выводится основная 
система уравнений гидромеханики в форме Коши. Завершает эту часть 
получение системы уравнений идеальной жидкости, которая представ­
ляет собой наиболее простую, но уже вполне работоспособную модель. 
Вторая часть книги посвящена приложениям разработанной модели 
жидкости, т.е. применению ее к описанию различных частных случаев, 
из всего множества которых отобраны наиболее, на мой взгляд, уни­
версальные и концептуально богатые. Здесь же рассматриваются мо­
дификации модели, приспособленные для описания движения вязкой 
среды, турбулентных течений и пограничных слоев. Легко понять, что 
это не вся гидромеханика, и что при изучении частных случаев надо 
обращаться к другим книгам, порой, весьма специальным. Фундамент, 
однако, у всех этих специальных отраслей механики жидкости один и 
тот же. Его обсуждению и посвящена эта книга.

Неотъемлемой частью настоящего учебного пособия являются 
упражнения и задачи, решаемые со студентами на практических за­
нятиях. Они подобраны с таким расчетом, чтобы научить студентов 
работать со сложными системами дифференциальных уравнений, ка­
ковыми и являются различные модели жидких сред. Отрабатывают­
ся навыки записи уравнений в векторно-матричной форме, переход к 
компонентной форме записи, применение правила суммирования Эйн­
штейна. Большое внимание уделяется постановке задач и формализа­
ции их словесного описания (выбор систем координат, их ориентация, 
учет направлений и симметрий, присущих задаче, и т.п.). Уравнения 
гидромеханики достаточно сложны и не имеют в большинстве инте­
ресных случаев аналитического решения. Поэтому, мне кажется, что 
основной целью практических занятий по гидромеханике является не 
получение аналитического решения в каком-то очень частном случае, 
а тренировка способности видеть поставленную задачу с разных точек 
зрения и оценивать возможные пути ее упрощения.

Теоретическая гидромеханика весьма математизированная дисци­
плина, поэтому к студентам предъявляются определенные требования. 
Предполагается знание следующих разделов алгебры и анализа:

-  определители: вычисление, разложение, свойства, алгебраическое 
дополнение;
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-  матрицы: транспонированная, обратная, симметричная, единич­
ная, нулевая, след матрицы;

-  задача на собственные значения: собственные значения, собствен­
ные векторы;

-  векторные пространства: базис, скалярное произведение, орто­
гональность;

-  анализ: вычисление производных и интегралов, дифференциро­
вание сложной функции, ряд Тейлора, замена переменных в кратных 
интегралах;

-  векторный анализ: дивергенция, ротор, градиент, теорема Гаусса- 
Остроградского;

-  дифференциальные уравнения: интегральные кривые, постановка 
задач.
Минимально необходимые сведения о тензорах приводятся в самом 
курсе.

Благодарности

Помимо явных и неявных учителей, мне хотелось бы специально 
поблагодарить друзей и коллег, тех, кто терпеливо, а иногда с го­
товностью, обсуждал со мной различные аспекты этого курса. Это 
в первую очередь С.А.Фокин и А.А.Тронь. Б.А.Каган, В.М.Катцов и 
А.С.Сафрай прочитали рукопись. Их замечания, комментарии и поже­
лания были очень полезны.

Отдельное спасибо всем программистам (чаще неизвестным), чьи­
ми трудами я пользовался при создании книги. Не могу не упомянуть 
здесь Д.Кнута (TgX), JI.Лампорта (ВД^Х), а также LyXTeam (LyX).

М.Белевич, С.-Петербург, 2006 г.



Научный закон есть высказывание (утверждение, су­
ждение, предложение), обладающее такими признака­
ми: 1) оно истинно лишь при определенных условиях; 
2) при этих условиях оно истинно всегда и везде без 
каких бы то ни было исключений (исключение из за­
кона, подтверждающее закон, — это диалектическая 
бессмыслица); 3) условия, при которых истинно такое 
высказывание, никогда не реализуются в действитель­
ности полностью, но лишь частично и приблизительно. 
Потому нельзя буквально говорить, что научные за­
коны обнаруживаются в изучаемой действительности 
(открываются). Они выдумываются (изобретаются) на 
основе изучения опытных данных с таким расчетом, 
чтобы их потом можно было использовать в получении 
новых суждений из данных суждений о действитель­
ности (в том числе — для предсказаний чисто логи­
ческим путем). Сами по себе научные законы нельзя 
подтвердить и нельзя опровергнуть опытным путем. 
Их можно оправдать или нет в зависимости от того, 
насколько хорошо или плохо они выполняют указан­
ную выше роль.

А. Зиновьев. Зияющие высоты.

Часть I
М о д е л ь  с п л о ш н о й  с р е д ы



1. Тела и их свойства

1.1. Введение
Все естественнонаучные дисциплины проходят один и тот же путь 

развития: от собирания фактов, их классификации к формализации 
объекта исследования и его моделированию (вначале качественному, а 
затем и количественному). Гидромеханика в этом отношении достигла 
значительного прогресса, о чем можно судить по степени проникнове­
ния в нее математики.

За прошедшие века собрано огромное количество сведений о пове­
дении того, что мы теперь называем газами, жидкостями и твердыми 
телами. В результате их систематизации выявлены общие черты и раз­
личия объектов исследования. Осознаны и сформулированы основные 
свойства изучаемых явлений и закономерности, которым они подчи­
няются. Построены математические модели, позволяющие описывать 
данные наблюдений и предсказывать эволюцию моделируемых объек­
тов, т.е. изменение их положения в пространстве, формы и некоторых 
других свойств. Эти модели и являются, по существу, предметом на­
стоящего курса.

Наша задача состоит в изучении а) гипотез, определяющих объект 
исследования, б) аксиом или законов природы, лежащих в основе опи­
сываемых моделей, и, наконец, в) следствий, вытекающих из этих гипо­
тез и аксиом. Подчеркнем еще раз: предметом курса являются моде­
ли динамики жидкости. Необходимо понимать, что изучение моделей 
жидкостей (да и любых других объектов) отнюдь не то же самое, что 
изучение самих реальных жидкостей. Последнее — это область есте­
ствоиспытателей, экспериментаторов, натуралистов. В отличие от них, 
дело теоретика — моделирование явлений природы на основе изучения 
данных наблюдений и экспериментов.

Любая модель содержит в себе лишь то, что было в нее, осознанно 
или неосознанно, заложено создателем. На этом ее связь с явлением 
природы обрывается, и каждое новое наблюдение может этой моделью 
либо описываться, либо — нет. Причем, последнее скорее указывает не 
на то, что модель плоха, а на то, что достигнута граница области при­
менимости модели, т.е. граница того диапазона изменения параметров, 
в котором гипотезы и аксиомы, положенные в основу модели, имеют
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смысл. Если же область применимости модели оказывается неудовле­
творительной, то модель приходится подправлять либо, в крайнем слу­
чае, строить новую. К счастью, наука достаточно консервативна и по­
явление действительно новых моделей происходит весьма редко. Так, 
наиболее широко используемым гидродинамическим моделям уже око­
ло двухсот лет.

Всякая модель — это наша попытка сказать, по возможности, про­
сто о сложном явлении. Раз просто, значит, о чем-то сказано не будет. 
О чем говорить необходимо, а что можно опустить? Какие стороны яв­
ления модель должна описывать, а какие — необязательно? Ответ на 
этот вопрос далеко не однозначен, и тот, который можно считать дан­
ным на сегодняшний день, является результатом многовекового отбора 
фактов, их систематизации и осмысления. В итоге получается пример­
но следующее. К наиболее существенным свойствам наблюдаемых объ­
ектов принято относить такие их способности:

— существовать, т.е. занимать место в трехмерном пространстве 
мест;

— двигаться, т.е. изменять место с течением времени;

— сохранять состояние равномерного прямолинейного движения и 
препятствовать его изменению (эту способность принято описы­
вать с помощью понятия массы);

— взаимодействовать с другими объектами (для описания таких 
взаимодействий вводится понятие силы).

Конечно, это далеко не все свойства реальных жидкостей или газов 
(да все и не перечислишь), и, в этом смысле, работать мы будем скорее 
со схемами реальных объектов. Однако природа так устроена, что для 
того, чтобы знать, как и почему течет жидкость, вовсе неважно, ка­
кой у нее, к примеру, цвет или запах. Указанные же четыре свойства, 
оказываются определяющими.

Таким образом, гидромеханика как раздел теоретической физики 
описывает идеальные понятия, называемые т елами, и наделенные 
следующими свойствами:
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1) мест ом  в трехмерном пространстве мест;

2) движ ением  — способностью менять место с течением времени;

3) массой — способностью сохранять состояние прямолинейного 
равномерного движения;

4) способностью взаимодействовать с другими телами посредством 
силы.

1.2. Место: пространство событий и системы 
отсчета

Будем мыслить тело В состоящим из совокупности точек тела 
{X , Y , ...}. Любая точка тела, например X,  в каждый данный момент 
времени t занимает в трехмерном пространстве мест Р  место P(t ,X) .2

Пара (момент времени, место) = (t, P(t, ■)) называется событи­
ем,3 а совокупность всех таких пар — пространством собы­
т ий  W или пространственно-временным континуумом (или, нако­
нец, пространством-временем). Пространство событий можно пред­
ставлять себе состоящим из бесконечной совокупности пространств 
мест  P{t,-) =  Pt, занумерованных вещественным параметром t, ко­
торый мы отождествляем с врем енем .4

2Никто не видел тело вне пространства и вне времени. Пустое пространство 
отдельно от времени, как и время само по себе, никем не наблюдалось. Более того, 
наблюдение как раз и предполагает совокупность одного, другого и третьего. Все 
эти понятия лишь чрезвычайно удобные абстракции, помогающие разобраться в 
существе дела.

З3десь и далее точка, т.е. значок (•) — «держатель» места. Сюда может быть 
поставлен любой объект из оговоренного ранее множества.

4Хорошей иллюстрацией пространству событий может служить кинопленка, на 
которой запечатлен какой-нибудь эпизод. Каждый кадр фиксирует одновременные 
события, произошедшие в различных точках пространства мест. Но кадров много! 
Что изображено на них? Одно и то же пространство мест, в котором есть время, и 
все живет, все меняется? Или перед нами снимки различных пространств мест, каж­
дое из которых связано со своим моментом времени и ни с каким иным, в которых, 
другими словами, нет времени (да и само время здесь оказывается лишь чредой 
сменяющих друг друга пространств мест)? Легко понять, что однозначного ответа 
на этот вопрос дать нельзя. Любая точка зрения имеет право на существование. 
Первая — более традиционна, вторая же, пришедшая из теории относительности, 
представляется более универсальной и потому кажется более перспективной.
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Рис. 1. Мировые линии и мировая трубка тела В. Пространства Pi, Pi, Рз — 
пространства одновременных событий. События из P i  все произошли в мо­
мент времени U .

С течением времени точка тела X  занимает в соответствующих про­
странствах Pt места Pt(X).  Совокупность событий (t, Pt{X)) € W, свя­
занных с одной и той же точкой тела X  е В, образует кривую Л(t,X),  
которая называется мировой линией  этой точки тела. У каждой точ­
ки тела своя мировая линия.5 Если считать, что тело В всегда состоит 
из одних и тех же точек (т.е. точки тела не возникают и не исчезают), то 
одно и то же событие не может быть связано с разными точками тела, 
и, следовательно, мировые линии не могут пересекаться и/или сливать­
ся. Мы будем придерживаться этой точки зрения. Кроме того, время 
направлено лишь от прошлого к будущему, и поэтому мировые линии

5 В  качестве иллюстрации этой идеи возьмем ленту самописца. Одномерное дви­
жение пера превращается в плоскую кривую в пространстве мест (ленте). Каждая 
точка этой кривой есть проекция события, т.е. местоположение пера, связанное с 
определенным временем.

Мировые линии содержат всю информацию о движении. Примером тому может 
служить граммофонная пластинка, на которой хранится копия отрезка проекции 
мировой линии конца иглы звукозаписывающего аппарата. Те звуки, что заставили 
эту иглу двигаться, могут быть извлечены вновь из информации, хранящейся в 
звуковой канавке пластинки.
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не имеют точек самопересечения. Для каждой данной точки тела X  ее 
мировая линия есть функция одной переменной t. Будем предполагать, 
что она достаточно гладкая и дифференцируема по t нужное число раз 
(как минимум дважды).

Само тело В занимает в пространствах Pt совокупности мест Pt (В) 
различные, вообще говоря, в разные моменты времени t. Совокупность 
мировых линий точек тела В будем называть его мировой труб­
кой  Примеры мировой линии и мировой трубки показаны на
рис.1. Для наглядности трехмерное пространство мест изображено в 
виде куска плоскости. Пространство событий W  представляется в виде 
бесконечной совокупности трехмерных (на рисунке — двумерных) про­
странств мест, «нанизанных» на временную ось. С каждым моментом 
времени связано свое пространство мест. Можно считать, что момент 
времени служит номером соответствующего пространства мест, каждое 
из которых есть пространство одновременных событий (все события, 
связанные с точками некоторого пространства мест Pt , произошли в 
один и тот же момент времени t).

Что значит описать положение тела (или точки тела) в простран­
стве или во времени? Из повседневного опыта каждый знает, что од­
нозначное определение события означает указание даты и места. Для 
событий, происходящих на Земле — это, чаще всего, указание времени 
прошедшего с момента Рождества Христова, а также направления и 
расстояния до какого-либо хорошо известного пункта (например, Мек­
ки). Возможны, конечно, и другие способы. В любом случае, требуют­
ся какие-то события-ориентиры, относительно которых определяются 
остальные события. В конечном счете, события считаются описанны­
ми, если с каждым из них связана упорядоченная совокупность чисел 
(в нашем примере — это (время, направление, расстояние)) и зада­
ны события-ориентиры, относительно которых эта совокупность чисел 
имеет указанный смысл (в примере, это Р.Х. и некоторый, заранее вы­
бранный, пункт). Такой способ описания событий трудно переоценить, 
поскольку он открывает путь к построению количественных (т.е. мате­
матических) моделей явления, позволяя заменить работу с событиями, 
оперированием с числами, а это — хорошо разработанная область зна­
ний.

Ныне, после веков сомнений и споров, в классическом естествозна­
нии возобладала точка зрения, согласно которой пространство счита-
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етпся однородным и изотропным, а время однородным. Другими слова­
ми, пространственно-временной континуум сам по себе считается ли­
шенным каких-либо ориентиров, относительно которых можно было 
бы отсчитывать расстояния и направления.6 В такой ситуации, когда 
нет абсолютных ориентиров, приходится назначать их самим. Чело­
век постоянно пользуется большим количеством подобных ориентиров 
и выбирает те или иные из них в зависимости от проблемы, с которой 
сталкивается. По существу, это означает выбор нулевого момента (Со­
творение Мира, Новый Год, звонок на урок и т.п.) и единицы измере­
ния времени, а также системы координат в пространстве мест (обычно
— полярные, но часто используются сферические, декартовы, и проч.; 
связанные с поверхностью Земли, с «неподвижными звездами» или с 
предметным стеклышком микроскопа).

В результате, с каждым событием однозначно связывается упо­
рядоченная четверка чисел7 (время t и три координаты места х = 
(Х1 ,Х2 ,хз )), имеющая смысл четырех координат в пространственно- 
временном континууме W , если указаны упомянутые выше системы 
координат на временной оси и в пространстве мест.

Упорядоченная четверка чисел (t, х) = (t, х2, ж,з) — это элемент
четырехмерного вещественного пространства R4. Отображение ф, ста­
вящее в соответствие событию из W точку из К4, называется систе­
мой отсчета

</>: УУ —>• М4. (1.1)

Паре (момент времени, место), т.е. событию, ставится в соответ­
ствие другая пара — (вещественное число, упорядоченная тройка ве­
щественных чисел). Совокупность моментов времени отображается на 
вещественную ось К1, нуль которой определяет начало отсчета. Ве­
щественное число t, поставленное в соответствие некоторому моменту 
времени, называется временем  этого момента. Расстояние (£i — to\

6Наблюдаемая повсюду неоднородность и анизотропия связывается с объектами, 
помещенными в лишенное всяких неоднородностей пространство. Что  касается вре­
мени, то оно считается однородным, поскольку (и до тех пор, пока) нет оснований 
считать его иным.

7Упорядоченность означает, что важны не только значения чисел, но и поря­
док, в котором они расположены. Так, в принятом нами упорядочении, первое чис­
ло — всегда время. Две совокупности не равных между собой чисел, различающиеся 
лишь порядком своих членов, считаются разными.
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между двумя моментами времени называется временным инт ерва­
лом . Если t± > to, то ti называется более поздним временем, нежели 
fo-

Упорядоченная тройка вещественных чисел х = (хг,х2 ,хз), постав­
ленная в соответствие месту Pt(-), однозначно его определяет и называ­
ется координатами  этого места, если указана система координат 
в пространстве мест. Таким образом, система отсчета, как и вообще 
любое отображение, есть правило, ставящее в соответствие элементам 
одного множества элементы другого.

Необходимо понимать, что в 
пространстве М4 не существует 
какой-то точки, специально предна­
значенной для события из
W. Связь между W  и Ж4 устанавли­
ваем мы сами, выбирая ту или иную 
систему отсчета ф. Аналогично и в 
пространстве IR3 нет точки, жест­
ко связанной с каким-либо местом 
пространства мест. Выбор системы 
координат дает нам эту связь. Но 
это — выбор! И три числа хх,х2 ,хз 
останутся лишь числами', если наряду с 
вполне определенная система координат.

Часто возникает искушение слить воедино пространство мест Р  и 
трехмерное пространство вещественных чисел М3, мыслить их как еди­
ное целое, отождествить. Такое отождествление, как правило, очень 
удобно. Даже рисунки становятся, вроде бы, понятнее, если на них 
изображена, кроме всего прочего, система координат (обычно — декар­
това). В этом нет ничего удивительного: ведь координаты и придума­
ны были для удобства. Однако при этом нельзя забывать, что само 
пространство мест никаких координат не подразумевает, а образ про­
странства мест Р  в К3 сильно зависит от отображения Р  -* R3. Так, 
например, если это отображение задается декартовой системой коорди­
нат, то образом Р  является все М3, но в случае, скажем, сферических 
координат образом Р  уже будет бесконечный параллелепипед (рис.2).

Рис. 2. Отображение пространства 
мест Р  на I 3 в случае сфериче­
ских координат. Полубесконечный 
параллелепипед — образ Р.

ними не подразумевается
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1.3. Движение
С каждой точкой тела X  связана бесконечная совокупность собы­

тий — мировая линия A(t ,X),  кривая, точки которой занумерованы 
вещественным параметром f — временем. Время меняется, меняется и 
событие, связанное с точкой тела X  в данный момент времени. Отсле­
живая смену событий, мы перемещаемся с течением времени по миро­
вой линии. Скорость этого перемещения определяется, как известно, 
касательным вектором й = dt \  (рис.З). Чем больше скорость переме­
щения |и|, тем длиннее касательный вектор dtX.

Выбирая систему отсчета ф, мы наделяем 
Л( 1,Х) все события координатами. Точки мировой 

линии Л(t ,X)  получают координаты (t,x(t)), 
где x(t) — координаты места, которое занима­
ет точка X  в момент времени t относительно 
выбранной системы отсчета. В этом случае 
касательному вектору и ставится в соответ- 

Рис. 3. Касательный ствие набор чисел — его компонент 
вектор й — вектор ско­
рости перемещения по и = dt\ ( t ,X)  = dt ( t ,x(t)) . (1.2)
мировой линии.

Букву над знаком равенства, указывающую 
выбранную систему отсчета, далее мы будем опускать. Надо отчетливо 
понимать, что вектор не зависит от того, ввели ли мы какую-нибудь 
систему отсчета. Он существует помимо нее. Однако, компоненты век­
тора такие, как они определены здесь, возникают лишь при введении 
системы отсчета.

Вектор и, как и всякая производная, есть предел отношения

_ .. \{t  + A t , X ) - \ ( t , X )и = lim —---------- ;............. ——,д*->о At

который после введения системы отсчета переписывается в виде

(t + At, x(t + At)) -  (t, x(t))и = lim ----- ■----------- A ---------At—> о At

В числителе стоит разность элементов М4, и она вычисляется, как из­
вестно, покомпонентно. Получаем (для сокращения записи координаты
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места не раскрываем)

я =  lim =  Л , цт  ч ? ± Ай г х р п
A t—*o \  A t  A t  J \  Л{->° A t  У

или, вводя обозначения ы = dtXi,

u ( t , x ( t ) )  =  ( l , d t x ( i ) )  =  - ( 1 , w i , « 2 , и3 ) .

Осталось выяснить, в ка­
ком базисе8 числа (1, {г^}) име­
ют смысл компонент вектора й.
Иными словами, что это за век­
торы {ei}f= о = {ео,еье2,е3}, 
линейная комбинация которых 
с весами (1, «1 , г>2 , из) однознач­
но определяет вектор скорости 
й

й  =  1 • е0 +  t>iei +  г>2е2 +  v3e3?

(1.3)
Во-первых, векторы базиса 

{<?i} и вектор ы должны быть 
элементами одного векторного 
пространства, чтобы (1.3) име­
ло смысл. Это, в частности, 
означает, что точка мировой линии (t,x(t)) есть нуль этого вектор­
ного пространства, а все векторы, ему принадлежащие, в том числе и 
базисные, «начинаются» в этой точке. Во-вторых, совокупность векто­
ров {е«} не должна содержать нулевого вектора. В противном случае, 
представление (1.3) не единственно и, значит, {ё̂ } не базис. В-третьих, 
компоненты базисных векторов относительно самих себя суть

ёо = (1,0,0,0), в! =  (0,1,0,0), ёз =  (0,0,1,0), е3 = (0,0,0,1).

Легко видеть, например, что в2  = (0,0,1,0) =  0 • ео + 0 • ё\ +1 • е2 + 0 • ез-
Попробуем теперь понять, как расположены векторы базиса {е̂ }. 

Компонента Vi =  dtXi есть скорость изменения i-й координаты места
Предполагается, что читатель «в курсе» того, что есть векторное пространство, 

его базис, компоненты вектора относительно базиса и проч. В двух словах: опреде­
ление векторного просранства дается ниже на стр.26 применительно к силам.

Рис. 4. Мировая линия точки, покоя­
щейся относительно начала системы ко­
ординат. Касательный вектор и  в неко­
торой точке мировой линии пропорци­
онален базисному вектору ео в той же 
точке.
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при движении вдоль мировой линии. Если Vi = 0, значит, этого изме­
нения нет. Таким образом, если с течением времени точка тела X  на­
ходится в месте, имеющем одни и те же координаты, ее мировая линия 
Л параллельна оси времени. Касательный вектор djA = й также парал­
лелен оси t, имеет компоненты (1,0,0,0) и, следовательно, й — 1 ■ е0. Но 
и направлен вдоль оси t, значит, также направлен и базисный вектор 
е0 (см. рис.4).

Рис. 5. а) Мировая линия точки тела X  и касательный к ней вектор м; 
Ь) траектория движения точки X  — проекция той же мировой линии А на 
пространство мест P t \  касательный к траектории вектор v  — проекция й  на 
P t : и = ( l , v )  — 1-eo+tf; с) координаты в пространстве мест P t  и координатный 
базис (?!,..., ез), относительно которого v — (vi, i>2 , vs).

Расположение остальных базисных векторов легче узнать, изучая 
проекцию мировой линии на пространство мест Р. Проектирование 
ставит в соответствие точке мировой линии A(t, X)  = (t, x(t)) точку
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параметризованной кривой9 х(£) в пространстве мест. Отображение 
X- (t, X ) x(t) или

x(i) = х ( * у Х )  (1-4)
называется движ ением  точки X , а кривая %(i, X ) — траекторией 
точки X  в пространстве мест. В каждый момент времени t точкам тела 
соответствует совокупность мест x (i,В), называемая конфигурацией
т ела  в этот момент времени.10 Таким образом, конфигурация тела
есть сечение его мировой трубки в указанный момент времени.

Поскольку выше мы уже решили не рассматривать пересекающиеся 
мировые линии, отображение (1.4) обратимо, т.е. существует отображе­
ние х -1 : (t, х) I—»• X . Иначе говоря, зная момент времени t и координа­
ты места х, всегда можно указать точку тела X

^  = (1-5)

которая в это время там находилась.
Вектор v, касательный к кривой x(i, X), является проекцией векто­

ра и на то же пространство мест. Его компонентами в базисе (ei, е2, ё*з) 
служат числа (v±,у2,и3), т.е.

v — dtx. -  dtx i e i  +  dtx2e2 +  dtx3e,3 =  v\ei  +  v2e2 +  v3e3.

Для любого базисного вектора (скажем, ез) находим ёз = 0 • ё\ + 0 • 
в2  +1 ■ ёз. Таким образом, для базисного вектора ёз имеем dtx\ — dtx2 = 
О, a dtx$ = 1. Это значит, что ёз есть единичный вектор, касательный 
к координатной кривой11 х3. Остальные векторы базиса ё\ и е2 суть 
единичные векторы, касательные к координатным кривым Х\ и х2 соот­
ветственно (см. рис.5). Базис, составленный из векторов, касательных 
к координатным кривым, называется координатным базисом.

9Параметризованной кривой в пространстве мест Р  будем называть дифферен­
цируемое отображение открытого подмножества из Ж1 в Р . По сути это означает, 
что параметризация кривой есть последовательная нумерация всех ее точек веще­
ственными числами (значениями параметра).

10Всякий, кто наблюдал бегающую капельку ртути или растекающуюся лужицу 
воды, легко поймет, что такое конфигурация жидкого тела: в обоих примерах тела 
можно все время считать одними и теми же, но конфигурации постоянно меняются.

11 Не стоит забывать, что координатные прямые — лишь частный случай коорди­
натных линий, т.е. таких кривых, точки которых различаются лишь одной коорди­
натой.
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Окончательно получаем следующую картину. С каждой точкой ми­
ровой линии связано векторное пространство, представителем которо­
го служит вектор, касающийся мировой линии в этой точке. Если в 
качестве базиса в таком векторном пространстве взять единичные век­
торы, касательные к координатным кривым (см. рис.6), то компонен­
тами вектора й  скорости перемещения по мировой линии будут слу­
жить производные по времени от соответствующих координат точки 
Л(t ,X) = (t, x (i) ) .  При этом, три последние компоненты й  суть компо­
ненты вектора v, касательного к проекции мировой линии на простран­
ство мест, т.е. к траектории движения. Разумеется, базис можно взять 
другой, но тогда изменятся и компоненты векторов « и » .

Mt,X)

Р и с . 6 . Б азисы  касательны х пр остр анств  в различ ны х точк ах м ировой ли­
нии, соответствую щ их м ом ентам  врем ени t\  и  i 2; векторы  й\ и «2 суть  век­
торы  скорости  дв и ж ен и я  точк и  т ел а  X  в пространственно врем енном  конти­
нуум е.

1.4. Масса тела

Многочисленные наблюдения показывают, что все тела, представ­
ляющие интерес для гидромеханики, обладают в той или иной степени 
способностью сохранять состояние прямолинейного равномерного дви­
жения и препятствовать его изменению. Эту способность тел называют



1.4 Масса 23

массой.12 Она является настолько консервативной характеристикой те­
ла, что это было замечено и легло в основу всей классической физики 
под названием закона сохранения массы.

Простейший способ описать какое-либо свойство тела — приписать 
телу некоторое численное значение, характеризующее это свойство. 
Именно так и поступают с массой. Каждому телу В приписывается 
вещественное число М(В),  которое называется массой тела. Поступая 
таким образом, мы автоматически удовлетворяем закону сохранения 
массы, потому что число, характеризующее массу, приписывается телу 
независимо от времени.

Поскольку все тела только препятствуют изменению состояния по­
коя и никогда не способствуют этому, массы всех тел должны быть 
числами одного знака. Традиционно выбирается знак плюс. Кроме то­
го, ни одно из тел не в силах воспрепятствовать изменению состояния 
покоя. По этой причине, массой тела считается конечное число. На­
конец, еще одно наблюдаемое свойство массы — аддитивность. Это 
означает, что общая масса любых двух тел В и С, не имеющих общих 
точек (такие тела называются отделенными; их пересечение пусто, т.е. 
В П С = 0), равна сумме масс каждого из них

M{BUC) = M{B) + M{C). (1.6)

Таким образом, аддитивность массы состоит в том, что массы отде­
ленных тел складываются. Формализуем теперь все, что было сказано 
выше.

Обозначим через fi множество всех тел, обладающих массой. Это 
значит, что если два произвольных тела В и С являются элементами fi, 
то В U С иВ пС  также принадлежат fi. Кроме того, будем считать, что 
0 € fi, а масса пустого множества (и только его) равна нулю. Опреде­
лим на fi ограниченную, вещественную, неотрицательную, аддитивную 
функцию

M :fi-> R °+ , (1.7)
12Как и в случае с однородным и изотропным пространством (см. сноску 6 на 

с.16), никто и никогда не наблюдал такое состояние движения. Представление о 
нем возникло как раз из желания описать наблюдаемое непрямолинейное и нерав­
номерное движение как результат воздействия на тело окружающей среды. При 
таком понимании неравномерности движения, в отсутствие внешних воздействий, 
тело должно сохранять состояние покоя (или равномерного движения, что, впро­
чем, одно и то ж е).
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где через М0+ обозначено множество неотрицательных вещественных 
чисел. Массой М(В)  тела В назовем значение массовой функции М  
на элементе В из множества О.

Принятое определение, очевидно, не задает нам массовую функ­
цию М  однозначно. Так, если М  — некоторая массовая функция и 
с = const > 0, то новая функция сМ также является массовой функ­
цией, поскольку удовлетворяет определению (т.е. является конечной, 
положительной и аддитивной). Как видим, на П можно задать разные 
массовые функции, выбирая то или иное значение константы с. Таким 
образом, численные значения массы тел могут быть произвольными, 
однако, отношение масс тел при этом не изменится:

'M(gQ = £М(В\)
М(В2) £М(ВгУ

Нас, вообще говоря, интересует не само значение М(В),  которое, как 
мы только что увидели, может быть любым числом, а именно отноше­
ние М(В)  к массе некоторого эталонного тела £. В частности, взве­
шивание, т.е. измерение веса W  тела основывается именно на отноше­
нии масс тела В и эталона (гири) £. Действительно, в силу того, что 
W(B) = M(B)g, g = const > 0, имеем

W{B) М(В) Jj
W(£) M(£) f

Таким образом, никаким взвешиванием отличить одну массовую 
функцию от другой, ей пропорциональной, нельзя. Выбор же той или 
иной массовой функции, по существу, оказывается выбором эталона, с 
массой которого сравнивается масса любого другого тела. Вспомним, 
что, говоря о массе тела, мы называем не только число, но и едини­
цу измерения, т.е. явно указываем эталон, которому приписана масса, 
равная единице.

1.5. Сила — способ описания взаимодействий
К этому моменту наблюдаемое неоднородное пространство событий 

мы договорились интерпретировать следующим образом.

— пространственно-временной континуум считается однородным,
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— неоднородности отождествляются с телами,

— тела стремятся двигаться прямолинейно и равномерно.

Осталось объяснить, почему они так не двигаются, т.е. почему они дви­
жутся неравномерно и непрямолинейно, или, иначе говоря, с ускорени­
ем?

В настоящее время изменение характера движения тела принято 
объяснять его взаимодействием с другими телами, а механизм этого 
взаимодействия описывать с помощью понятия силы. На множестве О 
вводится сист ема сил, и это означает, что каждой паре (В, С) элемен­
тов из 12 ставится в соответствие некоторая величина fв (С, t), называе­
мая силой, с которой тело С действует на тело В в момент времени t. 
Понятно, что величина ic (В, t) будет силой, с которой тело В действует 
на тело С.

Многочисленные наблюдения механических взаимодействий пока­
зывают, что силы взаимодействия отделенных тел обладают рядом 
свойств. Например, верны утверждения:

1) Сила fg(C, t) действия тела С на тело В равна по величине силе 
fc{B,t) действия тела В на тело С, но направлена в противопо­
ложную сторону;

2) Если на тело В действует не только тело С, но и тело Т>, то силы 
fs (C , t) и f e(V,t)  отличны от силы f s (C  U V, t).
Наконец, можно считать, что

3) Сила взаимодействия тела с самим собой равна нулю, т.е. 
fB(S,i) = 0;

Взаимодействие рассматриваемого тела В сразу с совокупностью тел 
{Ci} часто удобно интерпретировать, как взаимодействие с одним те­
лом, представляющим собой объединение всех тел из { C i } ,  т.е. описы­
вать силой fs(UjCi, t), называемой результирующей. Результирующую 
силу можно определить для любого тела В из с помощью понятия 
внеш ности т ела,13 под которой будем понимать тело Ве такое, что 
В Л Ве = 0 и В U Ве = fi, т.е. такое тело из П, точки которого не входят

13Это понятие и термин заимствованы у К.Трусделла [11].
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в В. Тогда результ ирую щ ей  силой, действующей, на В будет назы­
ваться сила, с которой на тело В действует его внешность fB(Be,t), или 
%(*)•

Все упомянутые свойства взаимодействий тел друг с другом приво­
дят к мысли, что Для правильного описания этих взаимодействий нам 
надо уметь их складывать (т.е. описывать совместное действие двух и 
более тел на третье) и умножать на числа (например, силу ic{B,t) из 
свойства 1 можно трактовать как силу f умноженную на число 
—1). Другими словами, надо придумать такие правила сложения сил и 
умножения их на числа, чтобы действие двух отделенных тел Л  и С на 
третье тело В можно было бы записывать как сумму сил:

fB ( AUC, t ) =f B( A , t ) + f B(C}t), (1.8)

а силу противодействия (см. свойство 1, выше) — как произведение 
силы действия на число (—1):

fc(B,t) = ( - l ) t B(C,t).

В математическом арсенале имеется разработанное средство для 
работы с подобного рода объектами. Называется оно векторным про­
странством. Таким образом, если мы хотим корректно определить сло­
жение сил и умножение их на числа, требуется, чтобы введенная нами 
система сил имела структуру векторного пространства. Сразу скажем, 
что физическая интерпретация такой структуры не единственна и мы 
вправе выбрать наиболее нам подходящую. В любом случае, введение 
структуры векторного пространства означает следующее.

— На множестве Г2 выбирается элемент (тело) В, с которым связы­
вается нулевой вектор 0, и который мы интерпретируем, как силу 
fe(B,t) = 0 (см. свойство 3, выше).

— Всем остальным элементам, например Ci, ставятся в соответ­
ствие векторы fe{Ci, t), описывающие силы, с которыми элементы 
(тела) Сг действуют на В.

— Задается правило, согласно которому каждой паре векторов 
fg(Ci, t) и fg(C2 , t) ставится в соответствие третий fg (С,з, t) = 
fs(Ci,t) + Гв(С2 ) t), называемый их суммой.
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- Задается правило, согласно которому каждому вектору fa (С, t) и 
числу а ставится другой вектор fe{A, t) =  a{e(C,t), называемый 
произведением вектора fjg(C,i) на си.

- Указанные правила должны удовлетворять следующим аксиомам 
(подробности см. в любом учебнике по линейной алгебре):

1) fe M ,t) +  fe(C,t) = fe(C,t) + — суммирование сим­
метрично

2) ( fe (-4 ) t )  +  fs(C ,i))+ fB (I> ,it)  =  f e ( A , t )  +  ( f B ( C , t )  +  { s ( I > , t ) )  —  

суммирование ассоциативно
3) Нулевой вектор 0 таков, что f#(C,i) + 0 = fa (С, t)
4) Для любого вектора fs(C,t) существует вектор (—fs(C, £)), 

называемый противоположным, такой, что

fs(C,t) +  (—fe(C,i)) = О

5) l - f B(C, t )=fB(C,t)
6) + fs(C,t)) = a fs (^ ,t)  + afe(C,i)
7) (a +  /?)fB(C,i) = afB(C,i) + fitB(C,t)
8) (a/?)fB(C,i) = a(/?fB(C,i)).

Раскрывая скобки в пункте 4, левую часть обычно записывают 
как разность векторов

fB(C,t) +  ( - l ) - f B(C,t) =  fB( C , t ) - f B(C,t) =  0.

Таким образом, разность векторов определяется через сумму и 
умножение на —1.

Нетрудно видеть, что все эти аксиомы достаточно естественны. Они 
лишь отражают наше желание легко и просто работать с такими но­
выми объектами, как векторы. Если сумма и произведение не будут 
удовлетворять этим аксиомам, то нельзя будет раскрывать скобки, ме­
нять местами слагаемые, выносить за скобку общий множитель и т.п.
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Почему всюду фигурирует тело В1 Просто потому, что, интересуясь 
влиянием различных тел из Q на тело В, мы связали с ним нулевой 
вектор. Вместо В можно взять любое другое тело. Получим, при этом, 
другое векторное пространство на том же множестве fi. Но надо иметь 
в виду, что сложение определяется лишь для векторов, принадлежащих 
одному и тому же векторному пространству. Таким образом, если на 
множестве fi определено два векторных пространства, то сумма двух 
векторов из разных пространств неопределена, т.е. попросту лишена 
смысла.14

После введения векторного пространства на множестве Q, в нашем 
распоряжении оказываются правила сложения сил и умножения их на 
числа. Каковы именно эти правила (т.е. какой конкретно вектор счи­
тать, например, суммой двух других), определяется решаемой зада­
чей. В нашем случае, где вектор интерпретируется как сила, суммар­
ный вектор определяется как диагональ параллелограмма, построен­
ного на суммируемых векторах. В другой задаче может понадобиться 
иное определение.

14Смысл могут добавить какие-нибудь дополнительные процедуры, типа парал­
лельного переноса (см. стр.56). Но здесь мы их не рассматриваем.



2 .  О с н о в н ы е  г и п о т е з ы  и  з а к о н ы

2.1. Гипотеза сплошности
Описать движение тела значит указать явную зависимость х(£) = 

x( t ,X)  для всех частиц X,  это тело составляющих. Причем, размер 
этих частиц должен быть достаточно мал, чтобы их можно было ассо­
циировать с точками. Сколько же частиц составляют тело, и сколько 
таких зависимостей нужно получить?

Пусть V\ — часть тела В, сохраняющая все его свойства. Пусть 
V2 — часть Vi,  т.е. V2 С  V\. До каких пор можно строить цепочку 
В D Vi D V2 D •.. Э Vk Э .. - так, чтобы каждая часть Vk сохраняла 
свойства тела В? Существует ли некоторая неделимая часть X  тела 
В или деление можно продолжать до бесконечности? Ответ известен: 
да, существует. Однако он совершенно неудовлетворителен, главным 
образом, потому, что количество таких чрезвычайно малых неделимых 
частей (а это по современным представлениям молекулы), обычно фан­
тастически велико. Количество зависимостей, описывающих движение 
частиц намного превышает человеческие возможности. Учитывая это, 
мы либо вынуждены ограничиваться рассмотрением небольшого чис­
ла частиц, теряя при этом из виду сам объект (жидкость или газ), 
либо получаем немыслимо сложную задачу. Положение усугубляется 
и тем, что в природе молекулы не являются независимыми частицами 
и весьма сложным образом взаимодействуют друг с другом. Полное 
пренебрежение этим взаимодействием не всегда возможно.

Неожиданным выходом из тупика оказывается допущение бесконеч­
ной делимости тела, т.е. допущение того, что в пределах конфигурации 
тело не дискретно и, кроме того, сколь бы малой не была частичка те­
ла, она сохраняет все его свойства. Парадоксальность ситуации состоит 
в том, что казалось бы непосильная, из-за огромного числа частиц за­
дача может упроститься, если считать, что тело содержит бесконечное 
и даже несчетное их множество. Причина этого в том, что отказываясь 
от рассмотрения тела как совокупности большого, но конечного числа 
частиц и заменяя его, так называемой, сплошной средой, мы получаем 
с одной стороны возможность использовать мощный инструмент ис­
следования (хорошо разработанный аппарат математического анализа, 
теорию дифференциальных уравнений и проч.), а с другой — прибли­
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женно учитываем межмолекулярные взаимодействия. Чтобы все это 
стало возможным, требуется принять допущение, известное как гипо­
теза сплошности.

Будем называть тело сплош ной средой, если для него выполня­
ется гипотеза сплош ности, т.е. истинны следующие утверждения:

1) Любое тело представляет собой всюду плотное множество то­
чек.

2) Свойства тела описываются дифференцируемыми функциями то­
чек тела.

После принятия этой гипотезы прежде разобщенные и независимые 
частицы тела (молекулы) оказываются связанными друг с другом, 
поскольку все свойства тела описываются теперь дифференцируемы­
ми функциями (это утверждение 2). Отныне, зная, что происходит в 
какой-либо точке, мы примерно представляем, что происходит в точ­
ках, находящихся в ее окрестности. Именно для того, чтобы иметь та­
кую возможность, нам и нужно вводить дополнительные фиктивные 
точки тела, т.е. заменять конечную совокупность молекул бесконечным 
плотным множеством точек. Первое утверждение как раз и означает, 
что в теле нет изолированных точек: в любой окрестности каждой точ­
ки тела найдется хотя бы еще одна точка тела (точные формулировки 
см. в курсах математического анализа, например, [9]).

Когда можно считать тело сплошной средой? Сколько должно быть 
молекул в капле жидкости, чтобы ее можно было назвать сплошной? А 
звезд на небе мало для этой цели или достаточно? По-видимому, тело, 
которое можно было бы рассматривать как сплошное, должно быть не 
слишком разреженным. Однако, разреженность понятие относитель­
ное: вода или воздух у поверхности Земли представляются не слиш­
ком разреженными средами. Но, ведь, мы можем изучать движение, 
скажем, десятка молекул той же воды. Среда в этом случае остается 
прежней, расстояния между молекулами не меняются, но кажется ма­
ловероятным, что средства, пригодные для описания поведения десяти 

текул, подойдут и в случае несчетного множества частиц. Судя по 
•у, важно не только, какие молекулы мы рассматриваем и на каких 

1 яниях они друг от друга находятся, но и сколько их. Количество
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же молекул, попадающих в поле нашего зрения, определяется тем яв­
лением, которое мы изучаем, его характерным пространственным мас­
штабом. Если мы изучаем движение десятка молекул воды, то скорее 
всего это не сплошная среда, а если нас интересует движение той же 
воды в океане, то без большой ошибки ее можно считать сплошной 
средой.

Таким образом, очевидно, что гипотеза сплошности, как и любая 
другая, имеет свои пределы применимости, т.е. не всякое тело или не 
всегда можно считать сплошной средой. Критерием здесь служит, так 
называемое, число Кнудсена,15 которое определяется как отношение 
длины свободного пробега молекул в рассматриваемом веществе I, к 
пространственному масштабу исследуемого явления L

Это число характеризует относительную разреженность изучаемого 
вещества. При Кп < 0 .1  использовать гипотезу сплошности считает­
ся допустимым, так как размеры области, занятой изучаемой средой, 
велики по сравнению с расстоянием между молекулами вещества.16 
Если Кп > 1, то мы имеем дело с, так называемым, свободным молеку­
лярным течением. Это область применения кинетической теории газов. 
Наконец, диапазон Кп € [0.1, 1] — переходная область. Здесь масштабы 
тела лишь незначительно превышают длину свободного пробега моле­
кул.

2.2. Интегральные параметры и их плотности
Принятие гипотезы сплошности и представления о теле как о 

сплошной среде означает, что нас интересуют в основном макроско­
пические процессы. Именно они будут описываться явно. Процессы, 
происходящие на микроуровне (где у нас находится теперь множество 
фиктивных точек) будут либо описываться параметрически (т.е. харак­
теризоваться числом — значением параметра), либо не приниматься в

15Кнудсен (Knudsen) Мартин Ханс Кристиан (1871-1949), датский физик и оке­
анограф.

16Этим объясняется широкое применение понятий и методов теории сплошных 
сред в таких областях физики, где, казалось бы, ни о какой сплошной среде говорить 
не приходится, например, в астрофизике (см. [2]).
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расчет. Такой подход требует введения ряда новых понятий и, в первую 
очередь, представления об интегральных параметрах и параметрах 
локальных или плотностях.

2.2.1. Части тела

Замкнутую поверхность, отделяющую связное17 подмножество то­
чек тела В от остальных его точек, будем называть поверхностью 
раздела, а. оба подмножества — частями тела. Каждая часть тела, 
в свою очередь, конечно, может рассматриваться как тело. Существует 
теорема (см. например, [10]), согласно которой поверхность раздела в 
любой момент времени состоит из одних и тех же точек тела. Поверх­
ность, обладающая таким свойством, называется кинематической 
границей. Таким образом, поверхности раздела, как и поверхности 
конфигураций тел, являются кинематическими границами.

2.2.2. Интегральные параметры среды

Если некоторая величина (будем пока обозначать ее буквой П), яв­
ляется характеристикой тела, как единого целого, она называется его 
интегральным параметром. Примером такого параметра может слу­
жить масса, характеризующая способность тела препятствовать изме­
нению состояния покоя.

Формально интегральный параметр среды П определяется как 
ограниченная, вещественная, аддитивная функция, определенная на 
множестве ft.

В этом определении, в отличие от того, что было дано для массы, 
отсутствует требование неотрицательности, т.е. допускаются и знако­
переменные параметры, а также зависимость от времени. Помимо мас­
сы, можно придумать и другие интегральные параметры. Так, объем 
V (t , В) = V (x(t, В)) конфигурации %(£, В) тела В — пример зависящего 
от времени положительного интегрального параметра, а электрический 
заряд — пример знакопеременного параметра. Далее мы рассмотрим 
несколько таких величин.

17Множество называется связным, если каждая его пара точек может быть со­
единена непрерывной кривой, лежащей в этом множестве, т.е. состоящей из точек 
этого же множества.
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Пусть какой-либо интегральный параметр определен для тела В. 
Тогда он также определен и для любой его части V С В. При этом, в со­
ответствие с определением, |П(t,V)\ < |П(г,В)\. Рассмотрим бесконеч­
ную последовательность частей тела {'Рь}£11 такую, что Vk+i Cfs,Vfc 
n f ) k Vk = X ,  т.е. каждый следующий элемент последовательности есть 
подмножество предыдущего, и все они имеют лишь одну общую точку 
X.  Значения модуля параметра П* =  n(i, Vk) на элементах последова­
тельности {Vk} образуют монотонно убывающую числовую последова­
тельность [П1! > |П2| > ...  > |П* | > ..., ограниченную снизу нулем. 
Известно, что такая последовательность имеет предел Нт^-юо |П* | =  О, 
т.е. значение интегрального параметра в точке сплошной среды равно 
нулю. Таким образом, масса любой точки тела М(Х),  как и занимае­
мый ею объем У(х(£,Х)), равны нулю, а значит, интегральные пара­
метры не могут служить характеристиками среды в точке.

Вместе с тем, предел отношения интегрального параметра части те­
ла Vk к занимаемому этой частью объему V k = V (t,Vk) = V (x(t, Vk))

вообще говоря, отличен от нуля и является функцией точки. Величи­
на 7r(t, x(t)) называется плот ност ью  интегрального параметра П в 
точке (t,x(t)).

Так, например, плотность массы р есть по определению

В отличие от массы, плотность массы является характеристикой 
одной из точек пространства мест, занимаемых конфигурацией тела в 
некоторый момент времени. Она оказывается, таким образом, локаль­
ной характеристикой.

Зная плотность параметра 7Г в некоторой конфигурации х, мож­
но определить сам интегральный параметр П, вычислив интеграл по 
точкам этой конфигурации:

Здесь dV — бесконечно малый элемент объема конфигурации.

(2.1)

p(t,x(t)) = (2.2)

(2.3)



34 2.2 Интегральные параметры и их плотности

Масса тела находится в соответствии с общей формулой (2.3) как 
значение интеграла:

Она по определению не зависит от времени, поэтому этот аргумент 
здесь и опущен.

Рис. 7. Область пространства, ограниченная черной линией, в разное время 
является конфигурацией различных частей тела В. В момент to эта область 
занята частью Pi, а в момент 11 — частью TV

2.2.3. И нтегральные характеристи области пространства

Точки тела В занимают в пространстве мест область, соответству­
ющую текущей конфигурации x(i> В). Поскольку отображение х  пола­
гается обратимым, область %(t, В) в момент времени t и тело В связаны 
взаимно однозначно: мы говорим «тело В в момент времени t» — под­
разумеваем область x(t, В) в пространстве мест; мы говорим «область 
x(t,B)  в момент времени t» — подразумеваем тело В, в этот момент 
там находящееся.

х
(2.4)
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Если с телом связан интегральный параметр П т о  в каждый 
данный момент времени t его можно рассматривать не только как ха­
рактеристику тела, но и как характеристику той области пространства 
мест x( t ,В), которую это тело занимает. Таким образом,

П(*,В) = П(х(*,В)).
Пусть V\ С В часть тела В, a xfoi'P i) ее конфигурация в момент вре­
мени to- В общем случае в любой другой момент времени ti эта часть 
тела займет область x(^i > ̂ 1 ) 5  а прежняя область окажется конфигура­
цией какой-то другой части тела, скажем, Р2, т.е. x(to ,^i) =
(см. рис.7). Каждая фиксированная область пространства в различные 
моменты времени является конфигурацией различных тел или их ча­
стей. По этой причине, говоря о параметре, характеризующем область 
пространства мест в некоторый момент времени t, удобно связывать 
его не с конфигурацией какой-либо части тела (поскольку здесь безраз­
лично, какой именно), а с объемом V  этой области, т.е. рассматривать 
величину П(£, V). В таком случае сам интегральный параметр П(t,V) 
и соответствующая ему плотность связаны соотношением

П( t , V)= [  irdV. (2.5)
Jv

2.2.4. Еще раз о различиях

П(£,V) против П(£,У).
Подчеркнем еще раз разницу между П(t,V) и n(t, V).

П(£, V) — характеристика тела или его части, т.е. того множества 
точек, поведение которых мы исследуем, независимо от места, где они 
находятся;

П(£, V) — характеристика области пространства, т.е. множества 
мест, объемом V,  независимо от того, какие именно точки тела эти 
места занимают.

Если оба параметра рассматривать как функции времени, то П(£, V) 
показывает изменение П в теле V  с течением времени (например, из­
менение объема, занимаемого конфигурацией тела). В свою очередь, 
П(t, V)  показывает эволюцию параметра П в объеме V (например, из­
менение массы вещества, заключенного в данном объеме).
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Обратите внимание на то, что разный смысл имеют лишь инте­
гральные параметры, а не соответствующие им плотности. Функция 
7г(t, х) и в формуле (2.3), и в формуле (2.5) одна и та же. Только в пер­
вом случае аргументами плотности служат координаты (t,x(t)) точки 
мировой линии, а во втором — координаты (t , х) фиксированной точки 
пространства-времени. Согласно принятой гипотезе сплошности, плот­
ность массы, как и плотность любого другого интегрального парамет­
ра, считается дифференцируемой функцией всех своих аргументов, т.е. 
плотность изменяется от точки к точке гладко, без скачков и изломов 
в пределах конфигурации тела.

Интегральный параметр против локального параметра.
Следует также отчетливо понимать принципиальное различие между 

интегральными и локальными параметрами среды. Интегральный па­
раметр — величина измеряемая. Более того, мы в состоянии измерять 
только интегральные параметры. Математическое понятие, им соот­
ветствующее, так и называется — мера. Масса, объем, заряд и т.п. — 
это все различные меры тела (среды). Соответствие здесь однозначное: 
если мера, значит можно измерить, а если что-то измеряется, значит 
это мера, т.е. интегральный параметр среды, пусть занимающей даже 
очень малый объем (но не точку потому, что среда — это, по опреде­
лению, всегда бесконечно много точек). Напротив, плотность, или ло­
кальный параметр, не измеряется никогда, а всегда вычисляется уже 
хотя бы потому, что той самой точки тела, в которой она определяет­
ся теоретически, в природе может не существовать (реальные тела на 
микроуровне дискретны). Ведь для того, чтобы избежать этой непри­
ятности и была придумана гипотеза сплошности. Итак, плотность — 
это теоретическая, умозрительная конструкция. Даже если утвержда­
ется, что какой-нибудь прибор измеряет плотность тт, на самом деле, он 
этого не делает. Он измеряет не ту функцию точки, которую мы здесь 
определили, а отношение двух мер: интегрального параметра части те­
ла Tl(t,Pk) к занимаемому этой частью объему V k. Иными словами — 
некую среднюю плотность. В случае однородной среды, какой именно 
плотностью пользоваться — настоящей или средней — безразлично. А 
если среда неоднородна? Неизбежно возникает погрешность измерения 
и, в общем случае, всегда ненулевая.
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2 .3 . Деформация. Эйлеровы и лагранжевы 
координаты

Объем V  конфигурации x (t,В), как уже говорилось, также явля­
ется интегральным параметром, но, в отличие от массы, его значение 
приписывается не телу, а тому множеству мест, которое это тело зани­
мает, т.е. конфигурации тела. По этой причине объем конфигурации — 
величина в общем случае переменная. Плотность этого параметра, най­
денная по формуле (2.3), всюду оказывается равной единице и потому 
неинформативной.

Если, однако, среди всего множества разных конфигураций, соот­
ветствующих различным моментам времени^ выбрать и зафиксировать 
одну (любую), то можно исследовать изменение занимаемого телом 
объема относительно объема, фиксированной конфигурации. Выбран­
ная конфигурация к носит название отсчетной. Чаще всего исполь­
зуют конфигурацию, соответствующую начальному моменту времени 
to-

к(В) =  x ( t 0,B). (2.6)
Все другие конфигурации называются т екущ им и. Координаты мест, 
занимаемых точками тела в отсчетной конфигурации, традиционно на­
зываются лагранснсевыми координатами18 (или, иногда, метка­
ми) точек тела. Мы будем обозначать их прописными буквами X = 
( X i ,X 2, X 3). Таким образом,

X  = K(X) = X (to,X).  (2.7)

Координаты тех же точек тела в текущих конфигурациях называются 
их эйлеровыми координатами.19 Они являются функциями време­
ни.

Учитывая, что эйлеровы координаты той же точки тела X  в момент 
времени t есть x(f) = %(i, X )  и все конфигурации, по договоренности, 
обратимы, находим связь лагранжевых и эйлеровых координат одной 
и той же точки тела. А именно: из (2.7) найдем X  — к-1 (Х) и, далее,

x (t) =Х  (*,к_1(Х)) =.Xn(t,X),  х(*0) = Х ,  ■■ (2.8)
18Лагранж (Lagrange) Жозеф Луи (1736-1813), французский математик и меха­

ник.
19Эйлер (Euler) Леонард (1707-1783), математик, физик и астроном. Родился и 

учился в Швейцарии, работал в Германии и России, где и умер.
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т.е. лагранжевы координаты точки тела X  суть ее эйлеровы координа­
ты в начальный момент времени.

Рис. 8. а) сечения мировой трубки тела В ,  соответствующие отсчетному 
моменту времени to —  X ( t o , B )  =  ( t o , n ( B ) )  и некоторому текущему моменту 
времени t i  —  A(ii, В )  =  ( t i , x ( t i , B ) ) ,  b) деформация отсчетной конфигурации 
к ( В )  в текущую x(ii> Щ -  Обе конфигурации суть сечения мировой трубки, 
спроектированные на какое-либо пространство мест.

Зависящее от времени отображение Хк'■ (*>Х) x(t) = xK(t,X) 
описывает изменение положений точек тела при переходе от отсчетной 
конфигурации к(В) к соответствующей текущей %(£,В), или деформа­
цию отсчетной конфигурации. Оно так и называется деформацией те­
ла В за время (t — to) по отношению к отсчетной конфигурации (рис.8). 
Обратите внимание, оба отображения и х(£, X ), и х«(£>Х) дают теку­
щие (эйлеровы) координаты некоторой точки тела. Только в первом 
случае эта точка указана явно, а во втором — задана своими координа­
тами в отсчетной конфигурации (лагранжевыми координатами).

Иногда вместо (2.8) мы будем пользоваться сокращенной записью



2.4 Деформация. Эйлеровы и лагранжевы координаты 39

x(t) = x(f, X), понимая под этим то, что всякая траектория x(t) связана 
с точкой тела, имеющей лагранжевы координаты X.

После того, как выбрана отсчетная конфигурация, ее можно исполь­
зовать для вычисления величины, характеризующей текущую дефор­
мацию отсчетной конфигурации

k-юо V*

Здесь V* — V (к (Vk)) — объем Vk в отсчетной конфигурации. Геомет­
рический смысл этой величины — относительное изменение бесконечно 
малого объема при переходе от отсчетной конфигурации к текущей.

Объем текущей конфигурации есть по определению величина, рав­
ная

V( x . ( t , B) )=  [  dV,
'Хк

где интегрирование ведется по точкам текущей конфигурации. С дру­
гой стороны, рассматривая величину J  как «плотность» объема теку­
щей конфигурации Хк относительно объема отсчетной конфигурации 
к, с помощью формулы (2.3) вычислим

V ( x K(t ,B))= f  JdV.
J к

Здесь интегрирование ведется по точкам отсчетной конфигурации. 
Сравнивая обе формулы, получаем

JdV.

Вспомним, теперь, что координаты точки X  в отсчетной конфигурации 
есть X, а в текущей — x(t). Функция J, таким образом, оказывается 
якобианом преобразования координат. Этого следовало ожидать, по­
скольку якобиан как раз и дает величину относительного изменения 
бесконечно малого объема при преобразовании координат.

2.4. Законы сохранения
Основная тенденция всех развитых естественнонаучных дисци­

плин — построение аксиоматических теорий, т.е. попытка сведения всей
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совокупности накопленных знаний о предмете к небольшому набору по­
стулатов. Все остальное, по замыслу, должно выводиться из них по пра­
вилам формальной логики. По существу, эти постулаты и есть модель 
объекта, ибо все прочие сведения об объекте должны быть необходи­
мыми следствиями. В противном случае, набор постулатов неполон.

Гидромеханика достигла значительных успехов в этом отношении. 
Множество различных движений жидкостей и газов удается описать 
системой нескольких дифференциальных уравнений. Нельзя не поди­
виться такой концентрации знаний: число уравнений в системе и число 
ее различных решений — вещи не сопоставимые. Эти дифференциаль­
ные уравнения, в свою очередь, получаются при некоторых предполо­
жениях, как следствия, из интегральных законов движения сплошной 
среды.

2.4.1. И нтегральные законы сохранения

Выбор в качестве основы интегральных законов понятен: имен­
но интегральные соотношения можно получить из данных наблюде­
ний, поскольку именно интегральные параметры доступны измерению. 
Часть таких соотношений, имеющих наиболее общий характер, получа­
ют далее статус законов природы, что с математической точки зрения 
эквивалентно понятию аксиомы — базовому утверждению, принимае­
мому без доказательства. Обычно они формулируются либо как 1) за­
коны сохранения значений неких интегральных параметров в процессе 
движения, либо как 2) соотношения баланса: изменение значения инте­
грального параметра в некотором объеме вызывается (балансируется) 
и/или производством внутри, и/или притоком извне. Рассмотрим пер­
вый вариант и его следствия.

Одним из фундаментальных принципов современного естествозна­
ния является, так называемый, принцип причинности, согласно кото­
рому всякое следствие (изменение) должно иметь причину, и следствие 
не может причине предшествовать. Если каким-то образом нам стали 
известны причины, вызывающие изменение некоторого интегрального 
параметра П(£, В), то это может быть записано в виде уравнения

dtU = Е. (2.9)

Величина Е, описывающая скорость изменения П под действием при­
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чины, называется мощностью источника (стока) этого параметра.
В отсутствие причины мощность источника/стока равна нулю S = 

О, и значения П(£, В) с течением времени не меняются

dtn  = 0. (2.10)

В этом случае, параметр П есть величина, сохраняющаяся во время 
движения. Оба уравнения и (2.9) и (2.10) носят название инт еграль­
ного закона сохранения.

2.4.2. Д иф ф еренциальны е законы сохранения

Поскольку интегральный параметр П удовлетворяет равенствам
(2.9) или (2.10), его плотность 7г также должна удовлетворять опреде­
ленным соотношениям, которые называются дифференциальными за­
конами сохранения. Для вывода таких соотношений запишем мощность 
источника £ в виде

a(t,x(t))dV.  (2-11)

Плотность cr(f,x(£ )) называется генерацией (продукцией, притоком) 
величины П.

Теперь дифференциальное уравнение, соответствующее закону со­
хранения (2.9), можно найти, подставив в (2.9) выражения (2.3) и 
(2.11). Получим

dt f 7гdV — f adV. (2-12)
'х Jx

Схема дальнейших рассуждений такова. Вычисляем производную и 
пытаемся получить равенство типа

A(n)dV = 0, (2.13)

где А — некоторый оператор. Предполагаем, далее, непрерывность 
подынтегрального выражения и находим требуемое соотношение 
А(7г) = 0, поскольку конфигурация х  произвольна.20 Здесь, однако,

20Из равенства нулю интеграла по произвольной области от непрерывной функ­
ции следует равенство нулю самой функции.
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возникает затруднение, связанное с тем, что конфигурация х  зависит 
от времени и, значит, операторы дифференцирования и интегрирова­
ния в (2.12) не коммутируют, т.е. их нельзя просто поменять местами. 
Для того чтобы обойти это затруднение, воспользуемся, так называе­
мой, теоремой переноса,21 которую сейчас сформулируем и дока­
жем.

Рис. 9. Мировая трубка и варианты ее выпрямления.

2.4.3. Теорема переноса

Пусть х  = х(£, В) конфигурация тела В, соответствующая момен­
ту времени t, а 7г (i, х(£)) — функция, определенная на точках х £ х  
конфигурации тела В. Каждая такая конфигурация есть сечение ми­
ровой трубки тела A(t, В) гиперплоскостью равных времен. Выбранная

21 Эта теорема встречается и под другими названиями. Используемое здесь назва­
ние заимствовано из книги [10].
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нами система отсчета ф включает в себя систему координат на оси t и 
систему координат в пространстве мест.

В общем случае точки тела движутся в пространстве мест неравно­
мерно относительно выбранной системы координат. В результате, ми­
ровая трубка тела «искривлена»; а конфигурации тела в разные мо­
менты времени различны, т.е. зависят от времени. Если бы этой зави­
симости не было, то оператор dt(-) можно было бы внести под знак ин­
теграла, и проблема была бы решена. Такое искривление проявляется 
всегда лишь в инерциалъной системе отсчета.22 Выбором определен­
ной неинерциальной системы отсчета можно добиться прямолинейно­
сти любой мировой трубки.

Попробуем воспользоваться 
этим наблюдением. Рассмот­
рим в пространстве мест преоб­
разование координат S, завися­
щее от времени так, что образы 
мировых линий в I 4, а значит, 
и мировой трубки под действи­
ем S  выпрямляются (рис.9).
Сечения мировой трубки ги­
перплоскостями равного време­
ни в новых координатах рав­
ны друг другу в том смысле, 
что всегда состоят из одних и 
тех же точек пространства ®3, 
а точки тела всегда имеют одни 
и те же пространственные ко- Рис. 10. К доказательству теоремы пе- 
ординаты независимо от време- реноса: выпрямление мировой трубки, 
ни. Выпрямляющее преобразование S  должно быть взаимно однознач­
ным, иначе мы не сможем вернуться обратно. Однако, это требование 
не определяет его единственным образом. И, действительно, способов 
выпрямить мировую трубку бесконечно много. Обычно поступают так. 
Фиксируют отсчетную конфигурацию к, согласно (2.6), а системы ко­

22 Принцип относительности Галилея постулирует существование систем отсче- 
та, которые называются инерциальными  и обладают следующими свойствами: 1) 
во всех инерциальных системах отсчета законы природы одинаковы и 2) систе­
ма отсчета, движущаяся относительно инерциальной системы отсчета равномерно, 
инерциальна.
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ординат в пространствах мест Pt, соответствующие другим моментам 
времени, выбирают так, чтобы координаты точек с течением времени 
не менялись (рис.10). Конфигурация тела, при этом, также не будет 
меняться, оставаясь равной к(В).

В результате применения такого выпрямляющего преобразования
5 интеграл в левой части (2.12) приводится к интегралу по отсчетной 
конфигурации, а подынтегральное выражение умножается на соответ­
ствующий якобиан J  преобразования лагранжевых координат в эйле­
ровы J  = \dxi%j\- Это обычная замена переменных в интегралах (см. 
например, [9]). Левая часть (2.12) переписывается в виде

dt [  тг JdV, (2.14)
J  К

и, поскольку конфигурация к от времени не зависит, оператор диффе­
ренцирования можно внести род знак интеграла. Получаем

dt (тг J) dV. . (2.15)

Теперь, чтобы (2.12) записать как (2.13) нужно либо (2.11) записать в 
терминах отсчетной конфигурации, либо (что мы и сделаем) вернуться 
к текущей конфигурации х  в (2.15), воспользовавшись обратным пре­
образованием S'-1. Такое преобразование всегда существует, так как в 
качестве преобразования S  мы взяли взаимно однозначное отображе­
ние эйлеровых координат в лагранжевы. Подынтегральное выражение 
снова умножается на якобиан преобразования координат. Однако те­
перь это преобразование обратное, а значит и якобиан такого преобра­
зования равен 1 /J. Имеем

\ d t  (тг J) dV. (2.16)U

В итоге, получаем связь скорости изменения интегрального параметра 
со скоростью изменения его плотности:

dt J  тгdV = J  j d t  (тг J) dV. (2.17)

Теорема переноса утверждает справедливость равенства (2.17). Это 
кинематическая теорема, и она выполняется для любой плотности 7Г, 

независимо от ее природы.
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2.4.4. Д иф ф еренциальны е законы сохранения 
(продолжение)

Применив теорему переноса (2.17) к выражению (2.12), мы сразу 
получаем уравнение типа (2.13)

Отсюда немедленно находим, что для выполнения интегрального зако­
на сохранения (2.10) плотность п должна удовлетворять уравнению

Это уравнение называется дифференциальным законом сохране­
ния, соответствующим интегральному закону сохранения (2.10).

Что же означает это уравнение? Функции 7Г и J  определены в точках 
(t, x(t)) = A(t, X) ,  где X  6 В, t € Ж1. Отсюда видно, что вдоль мировых 
линий обе функции зависят лишь от времени. Таким образом, диффе­
ренциальный закон сохранения (2.19) утверждает, что скорость измене­
ния 7Г вдоль любой мировой линии определяется совокупным действием 
генерации а и относительным изменением объема. При этом, если ге­
нерация отсутствует, то, согласно (2.18), изменение плотности любого 
интегрального параметра обратно пропорционально изменению беско­
нечно малого объема.

Функция 7г — плотность интегрального параметра П, a J  равно ве­
личине относительного расширения (J  > 1)/сжатия (J  < 1) бесконечно 
малого объема, движущегося с телом. Если в процессе движения изо­
лированного тела происходит его сжатие и объем конфигурации умень­
шается, то J  < 1 и плотность 7г увеличивается ровно настолько, чтобы 
произведение 7г J  в данной точке тела, т.е. на той же мировой линии, 
сохранило свою прежнюю величину.

Положим а = 0 и проинтегрируем уравнение (2.18). Общим решени­
ем является J -к = const, т.е. решений бесконечно много. Для того чтобы 
выбрать единственное интересующее нас частное решение, требуется

- d t (irJ) = а, (2.18)

И Л И

d j  7Г —  С  7Г j  d-fc J • (2.19)
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задать некоторое дополнительное условие, которому это решение бу­
дет удовлетворять. Например, указать значение функции-решения в 
какой-то точке. В качестве такой точки обычно выбирается начальный 
момент времени to- Это и дает условию название — начальное усло­
вие. Поскольку J  — якобиан преобразования лагранжевых координат 
в эйлеровы, то в начальный момент времени, когда текущая конфи­
гурация совпадает с отсчетной, J  = 1. Если обозначить 7r|t_to = 7Го, 
получим следующую задачу:

которая называется задачей с начальны м условием  или задачей 
К ош и.23 Интересующим нас частным решением оказывается J tt = 7Го- 
По виду оно совпадает с начальным условием, но справедливо для лю­
бого момента времени. Сохраняющейся вдоль мировых линий величи­
ной оказывается значение плотности 7Го, связанное с точкой тела в от­
счетной конфигурации.

Таким образом, с каждой сохраняющейся в отсутствие внешних воз­
действий характеристикой тела, как целого, связан интегральный за­
кон сохранения и соответствующий ему дифференциальный закон со­
хранения. Далее мы рассмотрим другие формулировки дифференци­
ального закона сохранения (2.18) и свяжем его с близким по смыслу 
уравнением баланса.

dt (тг J) = О,
'^7rli=t0 = ^о,

(2.20)
(2.21)

23Коши (Cauchy) Огюстен Луи (1789-1857), французский математик.



3. Скорости изменения характеристик 
среды

3.1. Скорость изменения места. Траектории 
движения

Простота, с которой было проинтегрировано уравнение (2.18), в зна­
чительной мере иллюзорна, а формула (2.20) имеет теоретическую, но 
отнюдь не практическую ценность. Дело в том, что уравнение (2.18) 
описывает изменение величины (nJ) вдоль мировой линии. Соответ­
ственно и формула (2.20) справедлива вдоль этого же множества точек. 
Но оно-то неизвестно! Как же его найти?

Вспомним, что множество мест, каждое из которых поочередно за­
нимает точка тела X  в различные моменты времени, можно представ­
лять в виде кривой Л, пронизывающей «стопку» пространств мест Pt . 
Эта кривая — мировая линия точки тела. Если всю «стопку» про­
странств Pt «спрессовать» в одно пространство Р, т.е. спроектировать 
все Pt на какое-то одно из них (любое), то мировая линия отобразит­
ся на трехмерную кривую — траекторию а касательный к ней
вектор й  = (1, v) отобразится в вектор v, касательный к х- Поскольку 
векторы и и v связаны однозначно, сосредоточим внимание на послед­
нем.

Вектор v определяется как

v = dtx(t). (3.1)

Это определение скорости перемещения. Однако, если в каждой точке 
некоторой области пространства мест вектор v задан, т.е. определено 
поле24 скорости v, тогда выражение (3.1) можно рассматривать как 
уравнение, описывающее траектории движения точек тела. Общее ре­
шение (3.1) описывает все возможные траектории движения в заданном 
поле скорости. Для того чтобы из этой совокупности частных решений 
выбрать то единственное, что нас интересует, необходимо дополнитель­

24 Полем величины tp, заданным в области V пространства мест, называется пра­
вило, ставящее в соответствие каждой точке из V значение величины tp в этой точке. 
Поле называется скалярным, если tp — скалярная величина. Если же tp — вектор, 
поле называется векторным и т.п.
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но задать начальное условие, т.е. сформулировать задачу Коши:

Здесь (3.3) — начальное условие.
Нетрудно записать ту же задачу, как говорят, «в координатах» или 

«в компонентах». Имеется в виду следующее. Если некоторые векторы 
(в нашем случае с^х и v) удовлетворяют определенному соотношению 
(здесь — уравнению (3.2)), то какие-то соотношения справедливы и для 
компонент этих векторов. Пусть в каждой точке интересующей нас об­
ласти пространства задан координатный базис {ej}f=1, относительно 
которого оба вектора из равенства (3.2) определяются своими компо­
нентами и могут быть записаны в виде:

dtx =  dtx i e i  +  dtx 2e2 +  dtx3e3, v =  viei  +  v2e2 +  v3e3.

Перенося, скажем, вектор v в левую часть (или, наоборот, dtx — в пра­
вую), и вынося одинаковые базисные векторы за скобки, получим

dtx  - v  = (dtx i -  vi) Si -1- (dtx 2 -  v2) S2 + (dtx3 -  v3) S3 =  0. (3.4)

Все эти манипуляции (перенос вектора в другую часть равенства со 
сменой знака (кстати, почему он меняется?), вынесение общего множи­
теля за скобку, и проч.) возможны лишь в том случае, если и dtx и v 
суть элементы векторного пространства (вспомните аксиомы вектор­
ного пространства, приведенные на стр.26).

У нас именно такой случай: два одинаковых вектора из касательно­
го векторного пространства, определенного в точке пространства мест 
Pt с координатами х. В правой части (3.4) стоит нулевой вектор, все 
компоненты которого по определению равны нулю. Но тогда нулевым 
является и вектор, стоящий в левой части равенства, т.е. и его компо­
ненты равны нулю. Отсюда, для i = 1,2,3 получаем

Другими словами, одно векторное уравнение соответствует системе 
уравнений. Аналогичными рассуждениями находим необходимые на­
чальные условия

x li=to

dtx
X.

(3.2)
(3.3)

— Vj,.
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Положение точек в произвольной (текущей) конфигурации описы­
вается ее эйлеровыми координатами, т.е. координатами, меняющимися 
во времени относительно заданной системы отсчета. В начальный мо­
мент времени конфигурация называется отсчетной, а координаты то­
чек тела — лагранжевыми. Таким образом, решение задачи (3.2)-(3.3) 
дает нам траекторию движения, т.е. совокупность эйлеровых коорди­
нат точки тела X  с лагранжевыми координатами X, или связь эйлеро­
вых и лагранжевых координат одной и той же точки тела.

3.2. Скорость изменения скалярной функции. 
Правило суммирования

В процессе движения меняться могут не только координаты места 
точек тела, но и другие характеристики. Таковыми, например, являют­
ся плотности интегральных параметров, задаваемые скалярными поля­
ми, или скорости протекания различных процессов (в том числе и изме­
нения места), задаваемые векторными полями, и другие. Рассмотрим 
вначале случай скалярной функции.

Пусть на точках тела определено скалярное поле а, т.е. каждой точ­
ке тела X  с текущими координатами x(t) поставлено в соответствие 
значение скалярной функции a(t,x(t)). С течением времени точка X  
движется по своей мировой линии. Значения же функции а при этом 
меняются со скоростью dta равной производной по t от сложной функ­
ции, а именно:

dta(t,x(t)) = dta (t,x1(t),x2(t),x3(t)) = dta + Y ^  (dXia) dtXi =

Здесь для сокращения записи в последнем выражении использовано, 
так называемое, правило сум м ирования  Эйнштейна. Оно заключа­
ется в том, что сумма ряда, общий член которого состоит из сомно­
жителей, снабженных индексами, записывается без знака суммы. При­
знаком же необходимого суммирования служит пара повторяющихся 
индексов.

з

(3.5)
г



50 3.2 Скорость изменения скалярной функции

Например, в нашем случае именно такая ситуация. Повторяющие­
ся индексы в результат суммирования не входят и потому могут быть 
обозначены любым значком, не встречающимся в данном выражении. 
Они и называются немыми индексами. Понятно, что неоднозначность 
здесь присутствует и должна специально разъясняться, когда сумми­
рование не предполагается. Так, если обсуждается общий член ряда, то 
ясно, что о сумме речи нет. Кроме того, не всякий ряд можно записать 
с помощью этого правила. Обычно оно используется в тех выражениях, 
где регулярно встречаются ряды с одинаковым числом подобных чле­
нов. Ситуация типичная для задач тензорной алгебры. Пугающие своей 
сложностью и длиной выражения, чудесным образом преображаются и 
становятся легко обозримыми с применением правила суммирования. 
Мы, далее, будем широко им пользоваться.

Всегда, когда встречается выражение типа dibjkCkjin, имеется в 
виду, что это тройной ряд с общим членом указанного вида, т.е. 
J2i Ylj Нк aibjkckjin- Обратите внимание на то, что индекс п не имеет 
пары и, значит, никакого суммирования по этому индексу не произ­
водится. Этот индекс называется свободным. Выражение справедливо 
при любом его значении (от 1 до 3, в нашем случае). Такое суммиро­
вание индексированных величин (т.е. компонент тензоров различных 
рангов, которые встретятся чуть позже) носит название свертки (тен­
зоров) по паре (или парам, если их несколько) индексов.

Вернемся к формуле (3.5). Будем интерпретировать числа д^а 
как компоненты некоего вектора, который обозначим через Va = 
( д Х1а , д Х2а , д Хза ) и назовем градиентом  скалярного поля а в точке 
x(t). В каждый данный момент времени этот вектор характеризует 
пространственную неоднородность поля а и направлен в сторону его 
максимального роста. Для обозначения градиента часто используется 
и сокращение grad. Таким образом,

Если последнее слагаемое в (3.3) рассматривать как скалярное произ­
ведение25 (v, Va), то скорость изменения функции а запишется в виде

Va = grada = (<ЭЖ{а) е, = Viae*. (3.6)

dta = dta + (v, V a). (3.7)

25 Скалярным произведением называется правило g(-, •), ставящее в соответствие
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Рис. 11. Связь полной производной dt с частной dt- Указанный стрелка­
ми маршрут соответствует порядку слагаемых в формуле (3.8). Обе кривые 
x(t,X) — одна и та же траектория точки X,  т.е. проекция мировой линии 
A(t, X) на пространство мест. В одном случае таким пространством является 
Pt, а в другом — Р(/.

Что означают полученные формулы (3.5) или (3.7)? Рассмотрим в 
качестве иллюстрации случай двумерного пространства мест. Формула
(3.3) примет вид

dta =  dta\Xi X2 -t-vi dXla\tX2 -I- dX2a\t xi ■

Обратите внимание на то, что частные производные в правой части, 
в соответствии с определением, вычисляются при фиксированных зна­

паре векторов данного векторного пространства вещественное число — скаляр:
(а, Ъ) = g (а, Ь) = gijdibj.

Набор чисел = (е;, ej) называется компонентами метрического тензора g (см. 
основные сведения о тензорах в гл.4) Если эти числа равны

е.. -S- - I  °>Ь з - Ъ -  j  1)i = j>

то (а, b) = aibi, а базис, относительно которого числа а; и bj являются компонентами 
векторов а и Ь, называется ортонормированным. Мы будем использоваться только 
такие базисы. Более общий случай можно найти, например, в [13].



52 3.2 Скорость изменения скалярной функции

чениях аргументов, не участвующих в дифференцировании (в форму­
ле они указаны явно при каждой производной). Переходя к конечным 
приращениям, из той же формулы получим приближенное равенство

В левой части (3.8) стоит изменение функции a(t, х) при переме­
щении на At  вдоль мировой линии точки X  из пункта В в пункт Е' 
(рис. 11). В правой части стоит сумма приращений а, которая получа­
ется при движении между теми же пунктами, но другим маршрутом, а 
именно, по прямым, параллельным осям координат. Различные марш­
руты соответствуют различному порядку слагаемых в правой части 
(3.8). Сама формула утверждает, что приращение Да не зависит от 
маршрута. Скалярное произведение (v, Va) есть проекция Va на на­
правление перемещения, т.е. v, а сам вектор Vo направлен в сторону 
наибольшего изменения функции а.

Еще раз обратим внимание на то, в чем разница производных по 
времени, стоящих в правой (dt) и левой (dt) частях равенства (3.7). 
Частная производная по времени, как и любая другая частная произ­
водная, вычисляется при фиксированных значениях всех аргументов, 
кроме одного (здесь, времени). Производная же dt, которая называет­
ся полной производной, имеет смысл скорости изменения функции о 
вдоль мировой линии точки тела. Отсюда, кстати, синонимы — индиви­
дуальная или материальная производная, т.е. производная, связанная 
с данной (индивидуальной) точкой тела (материи).

Формула (3.7) справедлива для любой скалярной функции и пото­
му, часто рассматривается как связь полной производной по времени с 
частной:

в отрыве от какой-либо конкретной функции. Эта связь носит название 
формулы Эйлера.

или, домножая на A t и сокращая,

Да = AaU ,z2 + Аа1 М2 + А< х г  • (3.8)

dt ( - )  =  a ( - )  +  t t V ( 0 )  =  f t ( - )  +  ( « . V )  ( . ) , (3.9)

Упражнение. Как должна быть расположена мировая линия, чтобы dt = 3t? 
Какому виду движения соответствует такое расположение мировой линии?
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3.3. Скорость изменения векторной функции
Пусть, теперь, на точках тела определено векторное поле а, т.е. каж­

дой точке тела X  с текущими координатами x(t) поставлен в соответ­
ствие вектор a (t, х(£)). Если этот вектор представлять себе стрелочкой, 
то стрелочка выходит из точки (£,x(i)). Из любой точки могут выхо­
дить разные векторы. Все они — представители того векторного про­
странства, нулевым элементом которого является точка (t , x ( i) ) .  Таким 
образом, со всякой точкой конфигурации тела связано свое векторное 
пространство, «прикрепляющееся» к ней нулем. Задавая векторное по­
ле на множестве точек, мы выбираем по одному вектору из всех «при­
крепленных» к нему векторных пространств.

Рис. 12. Векторные поля на шаре: а) шар, вращающийся вокруг неподвиж­
ной оси, проходящей через его центр; Ь) шар, движущийся поступательно без 
вращения; с) шар, катящийся без скольжения. Пунктирные кривые — траек­
тории движения точек поверхности. Вектор V — скорость поступательного 
движения шара, а касающийся траектории вектор v — скорость движения 
точки поверхности.

Рассмотрим в качестве примера движение шара (рис.12). Каждая 
точка поверхности шара движется по своей траектории. Скорость дви­
жения может быть разной, но описывается она всегда вектором, каса­
тельным к траектории движения данной точки. Все мыслимые векторы 
скорости движения точки поверхности шара образуют в этой точке век­
торное пространство. У каждой точки поверхности такое пространство
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свое, и скорость движения точки в любой момент времени описывается 
одним из векторов этого пространства.

Направление вектора и его длина зависят от характера движения 
шара. Так, если шар вращается (рис.12а) вокруг некоторой неподвиж­
ной оси, проходящей через его центр, траектории всех точек его поверх­
ности суть Окружности, лежащие на поверхности шара, и поле скоро­
стей есть поле касательных к поверхности шара векторов. Направление 
вектора скорости зависит от положения точки на траектории, а вели­
чина — от расстояния до оси вращения. Напротив, если шар движется 
поступательно без вращения (рис.126), траектории движения точек по­
верхности — параллельные прямые. Поле скоростей однородно, т.е. не 
зависит от положения точки и момента времени. И, наконец, если шар 
катится по плоскости без скольжения (рис. 12в), траекториями точек 
являются трохоиды, а вектор скорости зависит от положения точки на 
траектории.

В каждом векторном пространстве можно выбрать базис (пусть это 
будет координатный базис { е ^ =1; см. определение на стр.21) и снаб­
дить векторы соответствующими компонентами. Произвольный вектор 
а запишется тогда в виде

a (t, x(t)) = Oj (t, x(i)) ёг (x(£)). (3.10)

Базисные векторы в каждой точке пространства выбираем независящи­
ми от времени. Будем рассматривать только гладкие векторные поля, 
т.е. такие, в которых компоненты векторов меняются от точки к точ­
ке гладко. Это означает, что если рассматривать компоненты векторов 
поля как функции точки (т.е. а ~  a(t,х(£)) = a,i(t,x 1 ,Х2 ,%з)), то они 
нужное число раз дифференцируемы по всем своим аргументам.

Вычислим производную по t вектора а, используя разложение
(3.10). Имеем

dta — d̂  (а^е )̂ — (^г) ^i aidt (^i) • (^*H)

Первое слагаемое — вектор с компонентами dt (а,-), которые легко вы­
числяются по формуле (3.3):

dtai -  dtai + vkdXkai = dtai + (v, Vai) , (3-12)

поскольку ai — числовые функции. Обратите внимание на то, что немой 
индекс г в формуле (3.3) здесь пришлось заменить на к, чтобы не путать
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с номером компоненты вектора а (ясно, что с тем же успехом можно 
было бы поменять букву-номер компоненты).

Второе слагаемое также должно быть вектором (ведь, первое — век­
тор). Тогда по аналогии с (3.12) можно записать

dt^i — {dxk̂ -i) dtXk ~  Vk j (3.13)

где (dXhei) — некий новый вектор. Раскладывая его по базису {«%}, 
получим

(dXkei) = TjHej, (3-14)

где — компоненты вектора {дХквг) в базисе {ё*,-}. Подставляя (3.14) 
в (3.13), найдем

dtei = (3.15)

Вы помните, что в соответствии с правилом суммирования пО повто­
ряющемуся индексу, в правой части (3.15) стоит двойная сумма по j  и 
к. Собирая, наконец, вместе (3.11), (3.12) и (3.15), получим

dtCL — ( ^ O-i Vk&xk ̂ i) ('i “Ь ^ ki'̂ kQ'i&j — Clj -(- Vk {&XkQ>i "b
(3.16)

Чтобы получить последнее равенство, пришлось поменять местами
немые индексы г и j.  Таким образом, для г-й компоненты вектора dta
имеем

(t t̂a)i — “Ь Vk {pxk^i “Ь “b UfcVk^ii (̂ *̂ -̂ )

где значком = дХка{ + Г\-aj обозначена, так называемая, ко-
вариантпная производная  по направлению вектора е*. Как видим, 
она отличается от частной производной по тому же направлению до­
бавочным членом. Эта добавка, которая содержит неизвестные пока 
величины Г]у, порождается вот какой проблемой.

Вычисление производной векторной функции связано с вычислени­
ем разности двух векторов, ведь, согласно стандартному определению, 
производная в точке (t,x(t)) мировой линии Л(t ,X)  должна была бы 
равняться пределу:

Г a(t + At-, x(t + At)) — a(t, x(t))
At-> 0 A t ' (3.18)
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Выражение это, однако, пока бессмысленно, так как разность, стоящая 
в числителе, не определена. Векторы a(t + At, x(t + At)) и a(t, x(tj) 
принадлежат разным векторным пространствам. И, вообще, все векто­
ры векторного поля принадлежат разным векторным пространствам, 
каждый — своему. Ведь все векторы поля начинаются в различных 
точках.

Упражнение. Проверьте себя: по­
нимаете ли вы разницу между 
векторным пространством и век­
торным полем.

Таким образом, ясно, что 
непосредственным обобщением 
скалярного случая скорость из- Рис. 13. Параллельный перенос, 
менения вектора не определить. Прежде всего, требуется придумать, 
как сравнивать вектора, принадлежащие разным векторным простран­
ствам. Одним из способов является, так называемый, параллельный 
перенос, с помощью которого вектор a{t + At, x(t + At)) переносится в 
точку t на той же мировой линии (рис. 13).

а &t+ Д( CL

t t+At

Рис. 14. Параллельный перенос нормального вектора на сфере.

К сожалению, единственного способа параллельного перенесения 
векторов в общем случае не существует, и все зависит от выбранной на­



3.3 Скорость изменения векторной функции 57

ми точки зрения. Чтобы проиллюстрировать возникающие здесь про­
блемы, рассмотрим такой пример. Пусть где-нибудь, скажем, на эква­
торе мы построили нормальный к земной поверхности вектор п и пере­
мещаемся теперь к полюсу, перенося построенный вектор параллель­
но самому себе (см. рис.14, где для простоты нарисована двумерная 
картинка). Какой вектор на полюсе считать параллельным исходному: 
нормальный ni или касательный n2?

Если и на экваторе, и на полюсе используется координатный базис 
{ei, ег,...}, связанный с декартовой системой координат фс, то парал­
лельным, наверное, следует считать вектор п2: хоть он и превратился 
в касательный, но координаты его остались такими же, как и у ис­
ходного вектора п = (0, пс, 0). Кроме того, если мы теперь вычислим 
производную по времени от вектора п, пользуясь формулой (3.18)

пц(х(£ + At)) — n(x(t)) 
lim (3.19

Д 4—>0 At 4 '

где под пц(х(£ + At)) понимается вектор n(x(£ + Ai)), перенесенный 
параллельно в точку x(t),26 то, очевидно, получим нулевой вектор: 
разность векторов вычисляется покомпонентно, а компоненты обоих 
векторов равны. Такой результат естественно интерпретируется, как 
перенесение вектора п без изменений, а это именно то, что требуется 
от параллельного переноса.

Можно, однако, использовать и другой координатный базис, напри­
мер, {£:,...}, связанный со сферической системой координат 05. В этом 
случае, параллельным, по-видимому, будет вектор п\\ так как он и нор­
мальный, и координаты у него в выбранном базисе такие же, как у 
исходного вектора n = (ns,0 ,0). И, наконец, производная по време­
ни, найденная по формуле (3.19), также равна нулю. В геофизических 
задачах такая точка зрения явно предпочтительна.

Заметьте, при этом, что в любой точке, кроме исходной, векторы- 
результаты этих двух «параллельных» перенесений не совпадают, да 
и параллельным с каждой точки зрения считается лишь один способ 
переноса. Соответственно, лишь один из векторов рассматривается как 
параллельный исходному.

26В этом примере мы считаем, что вектор п от времени не зависит и является 
лишь функцией точки x(t), в которой он построен.
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Выбранные правила параллельного переноса описываются задани­
ем коэффициентов в формуле (3.14), которые указывают нам, как 
связаны друг с другом различные векторные пространства. 2 7  Они так и 
называются коэффициентами связност и, или символами Кри- 
стоффеля по имени описавшего их математика. 2 8  В декартовой си­
стеме координат они равны нулю, и ковариантная производная равна, 
в этом случае, частной. В других системах координат они отличны от 
нуля (по крайней мере, часть из них) и должны учитываться при вы­
числении производных.

Мы не будем специально изучать ковариантное дифференцирова­
ние, но, чтобы не замыкаться только в рамках декартовых координат, 
везде, где необходимо, будем писать не частные, а ковариантные про­
изводные, тем более, что по своим свойствам они очень близки. Так 
ковариантная производная по направлению е* от скалярной функции 
равна частной производной V k f = dXkf ,  а от вектора а — вектору 
VfcO = (VfcQj) е*. Кроме того, ковариантная производная линейна, т.е. 
если f  — скалярная функция, а а и Ъ — векторные, то верны равенства

Vjt(a + 6) = Vfca + Vfcb,
V*(/S) = (V * /)5 + /(V fca) = (dXfc/ ) a  + / ( V fca).

Эти соотношения позволяют единообразно записать формулы (3.3) и
(3.17) как формулу Эйлера, справедливую для любых объектов и в лю­
бой системе координат:

d t ( - ) = d t (-) +  vkV k(-). (3.20)

Если ввести в рассмотрение символический вектор V = (Vi, V2 , V3 ), 
то последнее слагаемое в (3.20) можно записать как скалярное произ­
ведение, и вся формула, при этом, формально становится неотличимой 
от (3.9). Разница лишь в смысле вектора (оператора) V. Далее в этом 
курсе мы будем считать, что коэффициенты связности заданы, прави­
ла параллельного переноса известны, и дифференциальные операции 
всегда определены.

27Ясно, что это некая дополнительная структура, поскольку векторные простран­
ства могут существовать и без указания такой связи.,

28Кристоффель (Christoffel) Эльвин Бруно (1829-1900), немецкий математик.



4. Минимум о тензорах

4.1. Тензоры и тензорные операции

4.1.1. Введение

В предыдущем параграфе мы впервые столкнулись с новым гео­
метрическим объектом — тензором. До сих пор таких геометрических 
объектов было два: скаляр и вектор. Пример скаляра — плотность мас­
сы р, пример вектора — скорость перемещения v.

Плотность массы — это некоторое число. Компонента вектора v в 
некотором базисе тоже число. Является ли компонента вектора Vi ска­
ляром? Нет, не является. Почему же одно число — Скаляр, а другое — 
нет? Дело, разумеется, не в числах, как таковых, а смысле, которым 
мы наделяем те или иные объекты, принимающие численные значе­
ния. Так, р имеет смысл плотности массы, a Vi имеет смысл компо­
ненты вектора относительно выбранного базиса. Последнее указание 
является определяющим: если р есть плотность массы безотноситель­
но к какому-либо базису, то Vi без ссылки на выбранный базис теряет 
смысл компоненты вектора. При этом сам вектор v имеет смысл ско­
рости перемещения независимо от того выбран базис или нет. И р и 
v существуют сами по себе (в рамках той или иной задачи). Системы 
же координат, базисы и прочее тому подобное, нам требуются лишь 
для того, чтобы иметь возможность описывать векторы и более слож­
ные объекты числами, и свести работу с этими объектами к работе с 
характеризующими их числами. Однако, эти числа являются харак­
теристиками наших объектов лишь относительно заранее выбранных 
отсчетных (базисных, реперных) объектов, а не сами по себе.

Изучая скорость изменения скаляра а, мы обнаружили, что произ­
водные дХ{а являются компонентами вектора Vo в координатном бази­
се {ei}. При исследовании скорости изменения вектора а мы получили 
набор величин Vfeflj. В том же координатном базисе они являются ком­
понентами нового геометрического объекта — тензора Va. По аналогии 
с названием вектора Va, тензор Va называется градиентом вектора а. 
В силу того, что VfeOi — двухиндексная величина, она называется ком­
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понентой тензора 2-го ранга, а сам тензор представляется матрицей

Как и другие геометрические объекты, тензор Va не зависит от вы­
бора системы координат, т.е. существует сам по себе, Действительно, 
запишем еще раз скорость изменения а, воспользовавшись формулой 
Эйлера (3.9)

В левой части этого равенства стоит величина, инвариантная по от­
ношению (т.е. безразличная) к замене базиса, следовательно такой же 
должна быть и правая часть. Первое слагаемое в правой части dta не 
зависит от выбора базиса. Значит, таким же должно быть и второе. 
Вектор скорости v, как и скалярное произведение, не чувствительны 
к замене базисных векторов. Таким образом, градиент Va также не 
должен от него зависеть.

Не все величины, снабженные индексами, являются компонентами 
каких-либо тензоров. Например, символы Кристоффеля. Подробности 
см. в [13].

4.1.2. Тензор 2-го ранга и его компоненты

Что же все-таки такое тензор? Есть разные способы осмысления 
этого понятия.29 Будем пользоваться следующим определением.

Тензором 2-го ранга будем называть линейное отображение век­
торного пространства в себя, т.е. преобразование векторов векторного 
пространства в векторы того же пространства.

Например, если а и 6 — векторы некоторого векторного простран­
ства и Т — тензор, отображающий а в Ь, то

dta = dta + (v , V a). (4.1)

6 = Та. (4.2)

29Во-первых к нему, как и к любому другому новому понятию, да и вообще, ко все­
му новому, надо привыкнуть. Привычка рождает если не понимание, то, по крайней 
мере, его иллюзию, и привычное чаще всего не вызывает отторжения.
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Линейность как обычно означает, что для каждого отображения Т, вся­
ких векторов а и Ь и всяких чисел а и /3 выполняется равенство:

т.е. можно раскрывать скобки и выносить числовые множители за знак 
тензора.

Определяя в векторном пространстве базис {ei}, мы ставим в соот­
ветствие векторам наборы чисел (компонент): a — и Ь = bjSj. При 
этом свой набор компонент получает и Тензор. А именно, подставим в 
(4.2) разложение вектора а по базису. Получим

В силу линейности тензора, полученное выражение можно записать так

Выражение в скобках, как следует из определения тензора, есть некий 
новый вектор Т,. Его, как и любой другой вектор, можно представить 
в виде разложения по базису Т* = после чего цепочка равенств
принимает вид

Компоненты щ и bj определяют вектора о и Ъ относительно базиса 
однозначно. Следовательно, числа Tji так же однозначно задают пре­
образование (4.2), т.е. тензор Т. Эти числа называются компонентами 
тензора Т относительно базиса {е*}- Количество их равно квадрату 
размерности пространства, поэтому тензор удобно записывать в виде 
квадратной матрицы. Если теперь записать векторы а и b в виде столб­
цов, то выражение (4.2) примет вид

Т (аа + fib) =  аТа + /ЗТЬ,

Та = Tajej =

= аг(Те*) =

— а*Т jiej — bj С-j .

В последнем равенстве введено новое обозначение

d'i Т j  j — bj.

(
h

Ьз



62 4.1 Алгебраические тензорные операции

Умножая матрицу на вектор, для j -ой компоненты вектора b получим 
bj = TjiCii. Это произведение называется сверткой тензора с векто­
ром и в бескоординатной форме часто записывается так (Т, о). Такая 
конструкция симметрична: Тijaj = ajTij и,"значит, (Т,а) = (а, Т) = Та.

Все известные нам теперь геометрические объекты — скаляры, век­
торы, тензоры — можно считать тензорами различных рангов. Ранг 
тензора соответствует количеству индексов у его компонент. Так ска­
ляр — тензор 0-го ранга, а вектор — тензор первого ранга.

4.1.3. Алгебраические тензорные операции

Математические действия с тензорами, в результате которых полу­
чается тензор, называются т ензорны ми операциями. Вот список 
алгебраических тензорных операций.

1) Сложение тензоров одинакового ранга; осуществляется покомпо­
нентно; результат — тензор тОго же ранга:

(а + Ъ) j = a,j +bj,
(А +  B )jj =  A ij +  By.

2) Умножение тензора на число; умножается покомпонентно; ре­
зультат — тензор того же ранга:

(aa)j = otdji 
(aA)ij =  aAij

3) Свертка по паре индексов; ранг результата на два меньше суммы 
рангов сворачиваемых тензоров:

(а , 6) — dj bj,
(Да) i —

(АВ)у =  AjfcB kj.

4) Скалярное произведение (определено для тензоров одинакового 
ранга); результат — скаляр:

(a, b) — ajbj,
А : В — AfcjB f̂c.
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5) Тензорное произведение-, ранг результата равен сумме рангов со­
множителей:

{a®b)jk=a,jbk

Легко видеть, что перечисленные тензорные операции — это хорошо 
известные действия с векторами и квадратными матрицами: сложе­
ние, умножение на число, произведение матриц и вычисление следа 
произведения. Знакомый пример пятой операции — это произведение 
вектора-столбца на вектор-строку. Результат — квадратная матрица.

4.1.4. Д иф ф еренциальны е тензорные операции

Кроме алгебраических тензорных операций есть и Другие. Градиент 
или ковариантная производная — пример дифференциальной тензорной 
операции.

1) Градиент. Ранг результата на единицу больше ранга исходного 
тензора. Например,

а) градиент скалярной функции ip есть вектор вида

Vyj — (dXiip)ei.

б) градиент векторнозначной функции а = есть тензор 2-го 
ранга Va с компонентами в базисе {е,}?_1 следующего вида:

Если базис декартов, то ковариантные производные равны 
частным и предыдущее выражение записывается так:

(Va)fcj — dXjQ>k'

2) Дивергенция. Ранг результата на единицу меньше ранга исходного 
тензора. Например,

а) дивергенция вектора а = с̂ е* есть скаляр вида
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б) дивергенция тензора 2-го ранга Т есть вектор с компонента­
ми

(divT)j = VfcT jk .

Если базис декартов, ковариантные производные в обоих случаях 
заменяются на частные. Дивергенция часто рассматривается как 
свертка вектора V с соответствующим тензором или вектором. 
В последнем случае свертка эквивалентна скалярному произведе­
нию, чем часто пользуются при записи дивергенции вектора, т.е. 
пишут

diva=(V ,o).
Однако нужно иметь в виду, что V — дифференциальный опера­
тор, а не настоящий вектор. По этой причине выражение (V,a) 
теряет одно из важных свойств скалярного произведения — сим­
метричность, т.е.

■(V,o) ф (a, V).
Действительно, из определения дивергенции следует, что 

(V,a) = Via* — скаляр, в то время как (a, V) = ajV, — диф­
ференциальный оператор. Другое дело, если используется выра­
жение вида (it, Va). Здесь оба сомножителя в скалярном про­
изведении полноценные векторы, и симметрия имеет место, т.е. 
(u,Va) = (Va,it).

Выражения, в которых тензоры или тензорные компоненты комбини­
руются только при помощи этих операций, называются т ензорными  
выраж ениями. Тензорные выражения удобны тем, что они справед­
ливы в любом базисе.

4.2. Некоторые специальные тензоры
Кроме тензоров общего вида, существует несколько тензоров, обла­

дающих специальными свойствами.

1) Нулевой и единичный тензоры.
Отображение, которое переводит любой вектор в нулевой век­

тор, называется нулевы м  тензором  и обозначается символом
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О: а н-> 0. Матрица нулевого тензора в любом базисе равна нуле­
вой матрице.

Тождественное отображение называется единичным т ензо­
ром  и обозначается символом I: а а. В любом базисе матрица 
единичного тензора есть единичная матрица, и компоненты еди­
ничного тензора равны I** = Sik, т.е. символам Кронекера.30

Для всех векторов данного векторного пространства, таким 
образом, верны равенства

О а = 0, I а — а.

2) Обратный тензор.
Если тензор А взаимно однозначен, то он обратим, т.е. суще­

ствует тензор А-1 , называемый обратным, такой, что

АА-1 = А-1 А = I.

Нулевой тензор — пример необратимого (или вырожденного) 
тензора. Если тензоры А и В обратимы, то их свертка АВ также 
обратима и

(АВ)-1 = В-1А-1 .

Кроме того,
(А-1) - 1 = А.

Если аф  0 — число, то

(оА)-1 = а-1 А-1 .

3) Транспонированый тензор.
Пусть {е*} — ортонормированный базис, и а =  ai&i, Ь — bjej и 

А а — (Ajidi) ej. Рассмотрим скалярное произведение векторов А а 
и Ъ:

(А а,Ь) =  (A jia,i)bj — ai(kjibj) = (a,Ar b). (4.3)

30Кронекер (Kronecker) Леопольд (1823-1891), немецкий математик. Символы, 
носящие его имя, определяются так
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Действие тензора на вектор в компонентной записи сводится к 
умножению матрицы на вектор-столбец. По существующей дого­
воренности, первый индекс матричного элемента нумерует стро­
ку, а второй — столбец. По правилам же умножения матриц, эле­
мент результата есть сумма произведений элементов строки мат­
рицы на соответствующие элементы столбца второго сомножи­
теля. Для того чтобы в (4.3) поменять местами порядок сумми­
рования и записать все это в матричной нотации с сохранением 
правил умножения матриц, нам требуется ввести новую матрицу 
Ат с теми же компонентами, что и у матрицы А, но стоящими 
в другом порядке: строки и столбцы меняются местами. Новая 
матрица Ат называется тпранспонированой по отношению к мат­
рице А. Соответствено, тензор, матрицей которого в базисе {е*} 
является Ат , называется транспонированым  по отношению к 
тензору А. Таким образом, имеем

ат. = а*.

Легко проверяются следующие свойства операции транспони­
рования:
(А + В)т = Ат + Вт ,
(АВ)Т = ВТАТ,
(АТ)Т = А.
Если А — обратимый тензор, то (А-1) = (Ат)

4) Симметричный и антисимметричный тензоры.
Если

А = Ат ,

то тензор А называется симмет ричны м. Матрица такого тен­
зора симметрична относительно главной диагонали, т.е. А у = Ajj. 

Аналогично,если
В = —Вт ,

то тензор В называется ант исиммет ричны м, а его мат­
рица антисимметрична относительно главной диагонали, т.е. 
В ij = -В

Если у матрицы тензора 2-го ранга общего вида в трехмерном
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пространстве число независимых компонент равно 9-ти, то у 
любого симметричного тензора оно сокращается до 6-ти (три над- 
или подциагональных элемента + три элемента на диагонали), а 
у антисимметричного — до 3-х (диагональный элемент должен 
быть равен самому себе с обратным знаком: единственный 
вариант — нуль).

Упражнение. Сколько независимых компонент у тензора 2-го ранга: а) 
общего вида, б) симметричного и в) антисимметричного в 4-хмерном 
пространстве; в n-мерном пространстве?

5) Ортогональный тензор.
Введение в рассматриваемое векторное пространство дополни­

тельной структуры — скалярного произведения, позволяет опре­
делить, наряду с прочим, длину вектора |а| =  а /(а, а). Тензор R 
называется орт огональным, если он сохраняет длину вектора, 
т.е.

(4.4)

В этом случае R-1 = RT. Действительно, в силу (4.3) и (4.4) верна 
цепочка равенств (здесь над знаками равенства указаны номера 
формул, в силу которых равенства выполняются)

|Ra|2 = (RS, Rа) (=3) (a, RTRа) ( = } |3|2 ,

но |о|2 = (а,а), следовательно, RTR = I. Поскольку, по определе­
нию R-1 R = I, значит R-1 = RT.

6) Положительно определенный тензор.
Симметричный тензор А называется полож ит ельно опре­

деленным, если для любого ненулевого вектора а имеет место 
неравенство

(Ао, а) > 0.

|Ra| = |a | .
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4.3. Задача на собственные значения
Тензор второго ранга преобразует один вектор в другой. Рассмот­

рим действие какого-нибудь обратимого тензора А на произвольный 
ненулевой вектор Ь. Результатом такого действия будет новый вектор 
АЬ, в общем случае не совпадающий с вектором Ь, т.е. отличной от него 
длины |АЬ| ф |£>| и повернутый относительно него на некоторый угол.

Будем плавно менять направление вектора Ь, например, вращать 
его по часовой стрелке. Поскольку вектор АЪ линейно зависит от век­
тора Ь, его направление также будет плавно меняться. Однако скорость 
этого изменения и его направление могут быть иными. По этой причине 
после поворота вектора Ъ на некоторый угол направления векторов b и 
АЪ могут совпасть или стать противоположными. В обоих случаях ре­
зультирующий вектор АЪ оказывается пропорциональным исходному 
вектору Ь. Математически такая ситуация записывается в виде следу­
ющего равенства

А Ь = \Ъ, (4.5)

где Л — некоторое число, и если она реализовалась, то направление 
вектора Ь называется собственным направлением  тензора А, а сам 
вектор — собственным вектором  этого тензора. Действие тензора 
на собственный вектор сводится, как мы видим, к растяжению/сжатию 
его в |А| раз и отражению, если А < 0. Число А называется собствен­
ны м числом  (значением) тензора А.

Собственные значения и собственные векторы — важные характе­
ристики тензоров. Для их отыскания требуется решить задачу (4.5), 
которая в этом случае называется задачей на собственные зна­
чения. Каждому собственному числу соответствует бесконечно много 
собственных векторов. Действительно, если Ъ — собственный вектор, 
т.е. вектор, удовлетворяющий равенству (4.5), любой другой вектор ab, 
где а — какое-то число, также удовлетворяет этому равенству.

Собственные числа положительно определенного тензора положи­
тельны. Действительно, если тензор А положительно определен и век­
тор Ь его собственный вектор, т.е. АЪ = АЬ, тогда

0 < (АЪ, Ъ) = (АЬ, Ъ) = А(Ь, Ь) = А|6|2 =*• А > 0.



5. Деформация

В процессе движения конфигурация тела постоянно меняется. Точ­
ки тела движутся по своим мировым линиям, со своими скоростями. 
Однако, в силу принятой гипотезы сплошности, движение каждой точ­
ки тела связано с движением соседних точек. Один из путей исследова­
ния этой связи состоит в выборе отсчетной конфигурации к и изучении 
ее деформации с течением времени.

В любой момент времени деформация отсчетной конфигурации мо­
жет рассматриваться как нелинейное преобразование координат X н- 
x(t). В первом же приближении в окрестности каждой точки деформа­
ция может быть описана линейной зависимостью

dx =  FdX, (5-1)

где F — тензор с компонентами Fjk — dxk Xj ■

5 .1 . Д е ф о р м а ц и я :  р а с т я ж е н и е  и  п о в о р о т

Рис. 15. Деформация приращения радиуса-вектора.

Действительно, пусть X — некоторая точка в отсчетной конфигу­
рации, а X + dX  — другая точка в окрестности точки X (см. рис.15). 
Величины X = (X ], Хо, Х [\) и Х  +  fiX = (X\ + dX \ , X ■> -f- dX ->, A 3  +  dX 3 )
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иногда называются радиусами-векторами соответствующих точек про­
странства. Все они начинаются в начале выбранной системы координат, 
а компонентами их являются координаты соответствующих точек про­
странства. 31 В текущей конфигурации рассматриваемым точкам будут 
соответствовать радиусы-векторы x ( i ,  X )  и x ( t ,  X  +  (IX). Чтобы выяс­
нить, как изменилась разность (IX между точками X  и X  +  dX, разло­
жим каждую компоненту x(t, X  +  dX) как функцию нескольких пере­
менных в ряд Тейлора относительно x ( t ,  X ). Ограничиваясь линейны­
ми членами разложения найдем (не забудьте, что здесь суммирование 
по к):

x j( t ,X  + dX) = Xj(t,X ) + dXkdxkXj +  o(dX), V j =  1,2,3. 

или, что то же

x(t, X  +  dX) = x(t, X ) +  F dX + o(dX).

Значок o(-) обозначает члены более высокого порядка малости нежели 
стоящие в скобках. В нашем случае — это члены, малые по сравнению 
с dX. Полагая теперь

dx =  x(t, X  + dX) -  x(t, X ),

с точностью до линейных членов получаем выражение (5.1).
Тензор F называется градиентом деформации. Мы с ним уже 

сталкивались при обсуждении теоремы переноса. Определитель J  мат­
рицы тензора F

J  =
dixi д2х\ д3х\
дхх2 д2х2 дзх2
дгх3 д2хз д3х3

dkXj = dXkXj, (5.2)

есть якобиан преобразования координат точки тела в отсчетной кон­
фигурации (лагранжевы координаты) в координаты той же точки тела 
в текущей конфигурации (эйлеровы координаты).

В чем же заключается деформация отсчетной (следовательно, и лю­
бой другой) конфигурации? Воспользуемся теоремой о полярном

31 Не путайте их с другими векторами, например, вектором скорости, который 
начинается в той точке, чью скорость движения описывает.
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разлож ении, согласно которой любой обратимый тензор 2-го ранга, 
а значит, и градиент деформации F, представим в виде свертки двух 
тензоров, один из которых ортогональный тензор R, а другой — сим­
метричный, положительно определенный тензор U (правый) или V 
(левый), в зависимости от записи

F =  RU =  VR. (5.3)

Если выбран базис, то равенства (5.3) понимаются как матричные ра­
венства, а свертки — как произведения квадратных матриц.

Действие тензора F имеет ясный геометрический смысл: деформа­
ция бесконечно малого приращения dX  в отсчетной конфигурации в 
бесконечно малое приращение dx в текущей конфигурации. Произволь­
ную деформацию F можно, согласно (5.3), интерпретировать как по­
следовательные действия двух специальных деформаций: сначала U, а 
затем R либо, наоборот, сначала R, но тогда потом уже V, т.е.

FdX =  R(UdX) =  V(RdX). (5.4)

Осталось лишь понять, какую деформацию описывают тензоры R, U и 
V. Будем работать в ортонормированном базисе, где выкладки проще, 
а интерпретация очевидней.

5.1.1. Тензор поворота

В чем специфика действия тензора R? Любой вектор а из данного 
трехмерного векторного пространства характеризуется тремя числами. 
Это либо его декартовы координаты (расстояния до осей), либо сфери­
ческие (длина и два угла), либо еще что-нибудь. Действие тензора на 
вектор приводит к тому, что координаты вектора, т.е. эти три числа, 
меняются. Тензор R, как мы выяснили в прошлой главе, длину векто­
ра оставляет прежней, стало быть, его действие сводится к изменению 
углов (если говорить в терминах сферических координат), т.е. к пово­
роту вектора. По этой причине тензор R так и называется тензором  
поворота.

5.1.2. Тензор растяж ения

Обратимся теперь к тензорам U и V.
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1 ) Известно, что если U и V вещественны и симметричны, то их соб­
ственные числа также вещественны. Более того, в силу полярного 
разложения можно утверждать, что собственные числа тензора 
U равны собственным числам тензора V.

Действительно, пусть щ — собственное число тензора U, а & — 
соответствующий ему собственный вектор, и, следовательно, вы­
полняется равенство

U& —

Рассмотрим вектор F&. Пользуясь полярным разложением тензо­
ра F, найдем

F& =  RU& =  R = щ(Щг)

С д р у г о й  С т о р о н ы ,

Hi = vr& .

Сравнивая оба результата, получим

V (R &  =  «i(Rfi)

или, если обозначить Q = R&,

V(Ci) =  Ui(Ci)-

Из этого равенства следует, что Q есть собственный вектор тензо­
ра V, а щ — его собственное число. Таким образом, мы не только 
показали, что щ является также собственным числом тензора V, 
но и обнаружили связь между собственными векторами тензоров 
U и V. Если & — собственный вектор тензора U, соответствующий 
собственному числу щ, то собственным вектором тензора V, соот­
ветствующим тому же собственному числу, будет вектор Q = R&, 
имеющий ту же длину, что и но иное направление.

2 ) Относительно собственных векторов этих тензоров справедливо
следующее утверждение: собственные векторы, соответству­
ющие различным собственным значениям вещественного сим­
метричного тензора, ортогональны, т.е. (&, ) =  0  при i ф j.
Действительно, пусть & и ( j— собственные векторы тензора U,
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а щ  и Uj — соответствующие им собственные числами щ ф Uj. 
Верна следующая цепочка равенств:

=  (и & £ ) =  (6 .u TS ) =

Далее, в силу симметрии тензора U, имеем

=  =  ( £ i j  u j £ j )  =  S,j)-

Вычитая теперь последнее выражение из первого, получим 

О =  (щ — Uj) (£j, £j).

Таким образом, если щ ф u,j, необходимо (£i, £j) =  0, что и 
означает ортогональность & и £,•. Если тензоры U и V имеют три 
различных собственных числа, то они имеют также по три ор­
тогональных собственных вектора, причем эти тройки векторов 
связаны соотношением

О =  R&,
где & — собственный вектор тензора U, а (i — собственный век­
тор тензора V; оба собственных вектора соответствуют одному 
собственному числу щ. Эти собственные векторы определяют на­
правления, которые называются главными осями деформации. 
Тензор U определяет их в отсчетной конфигурации к, т.е. в точке 
X , а тензор V — в текущей конфигурации х, т.е. в точке х. Тен­
зор поворота R переводит главные оси деформации в точке X  в 
главные оси деформации в точке х.

3) Кроме всего прочего, теорема о полярном разложении утвержда­
ет, что тензоры U и V являются положительно определенными, 
т.е. такими, для которых справедливо неравенство

(Ua, о) > 0  Va ф 0 .

Если тензор, сьсажем U, положительно определен, то как бы­
ло показано на стр.6 8  его собственные числа полоокителъны. Это 
следует из того, что если щ — собственное число, а £  — соответ­
ствующий собственный вектор тензора U, то имеем

= = 0 и<>0.
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Положительность собственных чисел позволяет интерпретиро­
вать их как отношение длин векторов (образов векторов &) в 
текущей конфигурации к длинам самих векторов & в отсчетной 
конфигурации и называть их главными растяжениями.

Тензоры U и V, таким образом, описывают растяжение/сжатие по трем 
ортогональным направлениям. Величина растяжения/сжатия опреде­
ляется собственными числами, а направления, по которым оно проис­
ходит, — собственными векторами. Тензор U называется правым (стоит 
справа32 от R), а V — левым т ензорами раст яж ения/сж ат ия.

Если R =  I, т.е. поворот отсутствует, то U =  V и деформация назы­
вается чист ы м раст яж ением.

Если U =  V =  I, то, напротив, отсутствует растяжение и деформа­
ция называется поворотом.

У п р а ж н е н и е .  П р о в е р ь т е  себя: п о н и м ае те  л и  вы , п о ч е м у  R =  I о зн а ч а е т  о т ­
су тс тв и е  п о в о р о т а , a  U =  V =  I — о т су т ст в и е  р а с т я ж е н и я ?

Таким образом, теорема о полярном разложении утверждает, что 
деформацию, локально соответствующую F, можно получить двумя пу­
тями: либо осуществляя чистое растяжение вдоль трех взаимно ортого­
нальных направлений ^  с главными растяжениями щ и последующим 
поворотом этих направлений, либо осуществляя сначала поворот, а за­
тем то же растяжение щ, но вдоль новых направлений Q =  R&.

5 .2 . К и н е м а т и к а  д е ф о р м а ц и и

Для того чтобы понять, как протекает деформация, вычислим про­
изводную по t  от выражения (5.1) в точке to. Получим

В левой части стоит приращение скорости dt(dx) = d(dtit) = dv в 
окрестности данной точки. Компонента тензора dt F в правой части рав­
на

32Вы помните, что свертка тензоров (произведение матриц) некоммутативна, т.е. 
перемена мест сворачиваемых тензоров меняет результат.

dt(dx) =  {dt F) dX. (5.5)

(dtF)ki = dt(dXix k) = dXi(dtXk) = dXiVk- (5.6)
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Последние равенства выполняются в силу того, что лагранжевы пе­
ременные не зависят от времени. Компоненты вектора касательного 
к траектории точки тела являются функциями ее лагранжевых коор­
динат и момента времени. Однако, в силу обратимости любых наших 
деформаций, между лагранжевыми и эйлеровыми координатами суще­
ствует взаимно однозначное соответствие. Поэтому компоненты векто­
ра скорости могут считаться функциями времени и места в текущей 
конфигурации, т.е. эйлеровых координат. С этой точки зрения цепочку 
равенств (5.6) можно продолжить, дифференцируя компоненты скоро­
сти как сложные функции и записать:

(dt^)ki — @Xj'Vk$Xi%j ~~ Vj'UfcFjj,

или
dtF -  GF, (5.7)

где G =  Vv. Отсюда получаем выражение градиента скорости G через 
градиент деформации F:

G =  (dtF) F-1 . (5.8)

Таким образом, приращение скорости равно

dv = (d^) dX = (GF) dX  =  G (FdX) =  Gdx. (5.9)

Учитывая представление (5.3), найдем

G =  ((dtR)U +  RdtU) F- 1  =  ((dtV)R +  VdtR) F-1 . (5.10)

Попробуем подыскать подходящую интерпретацию этим выражениям.
Любой тензор и, в частности G, можно записать в виде суммы сим­

метричной D и антисимметричной W части:

G =  D +  W =  i  (G +  GT) +  ^ (G — GT) . (5.11)
'----- v----- ' 4----- V----- '

D W

Симметричный тензор D

Djfc —  ̂ k^i "F VjWft) (5.12)
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называется т ензором скоростей деформации, а антисимметрич­
ный тензор W

Wifc = \  (VfcVj -  VjVfc) (5.13)

будем называть спином .33
В момент времени to градиент деформации равен единичному тен­

зору (деформация отсутствует), откуда

R = U  =  V =  I => F =  F- 1  =  I. (5.14)

Если положить, что в окрестности to градиент деформации мало 
отличается от единичного тензора (т.е. равенства (5.14) в первом при­
ближении выполняются), тогда из (5.10) получим

G ~ d t R  + d t U  ~  d t M  + d t R .  (5.15)

Отсюда
D ~  d t \J ~  d t \ l ,  W ~  d t R. (5.16)

В силу симметрии, тензор D имеет три вещественных собственных 
числа (главные скорости деформации) и три ортогональных собствен­
ных вектора (главные оси тензора скоростей деформации).

Приращение скорости, таким образом, складывается, в первом при­
ближении, из двух частей: симметричной, связанной с действием тен­
зора D, и антисимметричной, связанной с действием тензора W:

d v  =  Debt +  Wdx. (5.17)

Тензор D описывает скорость растяжения/сжатия по трем ортого­
нальным направлениям. Антисимметричный тензор W описывает ско­
рость поворота этих направлений.

Поскольку число независимых компонент тензора W равно числу 
компонент вектора, вместо тензора W можно рассматривать соответ­

33 В гидродинамической литературе этот тензор по большей части остается безы­
мянным, видимо, в связи с тем, что его функцию успешно выполняет вектор вихря 
w (см. ниже). Здесь использовано название, данное этому тензору К.Трусделлом 
[11].
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ствующий ему вектор. 34 Действительно, рассмотрим величину Wdx: 

Wdx ='
0 W12 W13

W21 0 w 23
W31 W32 0

0 - w 21 V
W21 0 -

- w 13 W32

и введем обозначения (именно те, что нужны для получения известного 
результата):

и л  =  2W 32 =  d X 2 v 3 -  d X 3 v 2 ,

ш 2 =  2W i 3 =  d X 3 v i  -  d X l v 3 ,

L03 =  2 W 21  =  —  d X 2 V i .

Если числа ил, ш2 и u>3 рассматривать как компоненты вектора w, то 
из определения видно, что ш =  rot v. Этот вектор называется векто­
ром вихря  скорости, или вектором завихренност и. Он определя­
ет угловую скорость вращения жидкости в данной точке. Подставляя 
компоненты вектора вихря в выражение для Wdx, найдем:

Wdx =  -
2

0 —UJ3 w2 \ (  dx 1
ш3 0 -u>l dZ2

—ш2 Wl 0  J V
-w 3dx2 +  bJ2dx3
oj3dxi — uiidx 3

—u>2dxi +  LOidx2
Полученный вектор есть ни что иное, как векторное произведение

Wdx =  х dx. (5.18)

Теперь из выражения для бесконечно малого приращения скорости 
dv =  v (t, х +  dx) — v (t, х) найдем скорость в окрестности точки х:

v (t, х +  dx) =  v  (t , х) +  Ddx +  Wdx =  v (t , x) +  Ddx +  x dx. (5.19)

34Точнее, псевдовектор, или аксиальный вектор — объект чувствительный к за­
мене базиса: при отражении базиса псевдовектор меняет знак.
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Интерпретация этого разложения такова: мгновенное состояние 
движения среды в окрестности dx рассматриваемой точки х скла­
дывается из поступательного движения со скоростью v (t,x ),  растя­
жения/сжатия по трем ортогональным направлениям (Ddx) и враще­
ния этих направлений (Wdx =  х dx). Если D =  0, то растяже­
ния/сжатия не происходит, и жидкость движется как твердое тело. 
Если W =  0, то направления растяжения/сжатия не меняются и дви­
жение называется безвихревым. Напротив, если W ф 0, то движение 
вихревое.



6. Уравнение неразрывности

6 .1 . С к о р о с т ь  о б ъ е м н о го  р а с ш и р е н и я /с ж а т и я

Ранее уже отмечалось, что значение якобиана J  равно величине от­
носительного расширения или сжатия бесконечно малого объема, дви­
жущегося с телом. Скорость изменения этой величины связана со ско­
ростью объемного расширения/сжатия, которое определим как отно­
шение

Якобиан преобразования лагранжевых координат в эйлеровы J  — 
это определитель матрицы градиента деформации F (см. (5.2)). Вся­
кий определитель представляет собой сумму, любое слагаемое которой 
есть произведение, содержащее один и только один элемент из каж­
дой строки и каждого столбца матрицы. Количество сомножителей в 
каждом слагаемом равно порядку матрицы. При этом, в определитель 
не входят произведения, которые не содержат элементов из каких-либо 
строк/столбцов или содержат их более одного.

Для записи определителя удобно использовать, так называемые, 
символы Л еви-Ч ивит ы .35 Эти антисимметричные36 символы поз­
воляют сделать запись определителя компактной, автоматически от­
следить знаки перед слагаемыми и отсеять ненужные слагаемые. Опре­
деляются они следующим образом:

1, четная перестановка индексов,
О, совпадающие индексы,

—1, нечетная перестановка индексов.

Под четной/нечетной перестановкой подразумевается число перестано­
вок соседних символов, которые нужно проделать для получения ком­
бинации индексов 123.

Пусть А — квадратная 3 x 3  матрица с элементами ац, тогда ее 
определитель равен

det(A) =  £%ikaiiaj2akz- (6.1)

35Леви-Чивита (Levi-Civita) Тулио (1873-1941), итальянский математик.
36 Как и в случае тензоров 2-го ранга, антисимметрия проявляется в смене знака 

при перестановке соседних индексов.
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Если явно расписать какую-либо сумму (а вы помните, что у нас их 
здесь три, по г, j  и /с), например, по г, то получим разложение опреде­
лителя по элементам 1-го столбца:

det(A) =  an(eljkaj2 ak з) +  a2\{e2jk aj2ak3) + a31(e33kaj2ak3). (6.2)

Члены в скобках Аь =  е^а^а^з суть, так называемые, алгебраиче­
ские дополнения к соответствующим элементам ац матрицы. Таким 
образом,

det(A) =  ацА11 +  a2i А12 +  a3iA 13 =  ац Аи . (6.3)

Поскольку определитель можно раскладывать по элементам любого 
столбца (а не только первого), имеем

det(A) =  aijAj i , j  = 1,2,3. (6.4)

Здесь подразумевается сумма только по индексу г, а индекс j  мо­
жет принимать любое значение, что специально указано. Раскладывать 
определитель можно и по элементам строк, т.е. можно писать и так:

det(A) =  aijAj i , i = 1,2,3. (6.5)

Это разложение по элементам г-ой строки (суммирование подразумева­
ется по j).  Оба выражения (6.4) и (6.5) можно записать в более общей 
форме

akjA3% =  ajk Ali = Ski det (A ), (6.6)

если воспользоваться известным свойством алгебраических дополне­
ний: сумма произведений элементов одной строки (столбца) матрицы 
на алгебраические дополнения к элементам другой строки (столбца) 
равна нулю.

Займемся, теперь, вычислением производной dt J, для чего в соот­
ветствии с (6.1) запишем

J = det(F) =  elikdiXid2Xjd Зхк.

Мы вновь используем сокращение дгХк =  дх .хк. Дифференцируя J  по 
времени, получаем

dtJ  =  dt (£ljkdiXid2XjdЗх к) =
= eljk (dt(d\Xi)d2Xjd3x k +  dixidt (d2xj)d3xk + dixid2xjdt (d3x k)) =
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Вспомним, что лагранжевы переменные от времени не зависят и, зна­
чит, дифференцирование по времени и по лагранжевой переменной 
можно поменять местами, т.е. писать dt(dmXi) =  dm(dtXi) = дтьс

=  eljk (diVid2Xjd3x k +  diXidiVjdzXk +  diXid2XjdzVk) =

Обозначим через J kl алгебраическое дополнение к ki-му элементу мат­
рицы Якоби (градиенту деформации F). Введение алгебраического до­
полнения позволяет упростить запись:

=  (dmVi)Jmi =

Учтем теперь, что компоненты скорости заданы, как функции эйле­
ровых переменных Vi = Vi(t,х(4)). Пользуясь взаимно однозначной 
связью эйлеровых и лагранжевых переменных (см. с.39), запишем 
Щ =  Vi(t,x(t, X )). Дифференцируя компоненты скорости как слож­
ные функции, найдем dmVi = dXkVidmXk- Воспользуемся, далее, фор­
мулой (6.6) и получим

=  (dXkVidmx k) J mi =  dXkVi (dmx kJ mi) -  

— ^XkViSkiJ =  J^xk^k-

Последнее выражение есть произведение якобиана на дивергенцию ско­
рости, так что, окончательно, имеем

dt J  = J(V ,u ) =  Jdivv. (6.7)

Таким образом, скорость объемного расширения/сжатия определя­
ется полем скорости v и равна его дивергенции37

I d tJ  =  (V,<7). (6.8)

6.2. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  за к о н ы  со х р а н е н и я  и  
у р а в н е н и я  б а л а н са

Продолжим рассмотрение дифференциальных законов сохранения. 
Во второй главе мы выяснили, если интегральный параметр n(t, В)

37В старых руководствах часто можно встретить вместо слова дивергенция его 
перевод — расходимость (а также сходимость — вместо конвергенция), смысл 
которого напрямую связан с обсуждаемой темой.
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удовлетворяет интегральному закону сохранения (формула 2.9)

dtll =  £,

то его плотность тг удовлетворяет дифференциальному закону сохра­
нения (2.18):

j d t  (тг J )  =  ст,

или (2.19)
dtir + ~jdtJ  == ст.

Учитывая (6.7) это выражение теперь можно записать в виде

dtTT +  7г (V, v) = ст, (6.9)

которое также известно под названием дифференциального закона со­
хранения. Распишем далее полную производную dtir по формуле Эйле­
ра и учтем, что

( v ,  V t t )  +  ТГ (V, v )  =  (V7T, v )  +  7Г (V, v )  =  (V, 7ГгТ)

Это дает нам еще один вариант записи равенства (2.18)

dt^ + (V,nv) = ст, (6.10)

который будем называть дифференциальным уравнением балан­
са плотности параметра П. Величина nv называется плот ност ью  
потока  параметра П.

Очевидно, (2.18) то же, что (6.10), но по-разному расставлены ак­
центы. В первом случае утверждается, что скорость изменения вели­
чины тг J  в тех местах, через которые проходит точка тела во время 
движения по мировой линии, определяется величиной ст J, т.е. пропор­
циональна его генерации. Во втором же случае указывается, что изме­
нение плотности параметра -к в данном месте порождается совокупным 
действием генерации и плотности потока irv. Обратите внимание, что 
оба уравнения справедливы для плотности любого сохраняющегося ин­
тегрального параметра.

Раз есть плотность потока параметра, то должен быть и соответ­
ствующий ей интегральный параметр, т.е. должен существовать поток
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параметра П. Такую величину действительно можно определить. Она 
естественно появляется при рассмотрении интегрального параметра, 
характеризующего некоторую область пространства, т.е. П (t , V), кото­
рый по определению, есть (см. (2.5))

II( i,V )  =  /  тxdV.
Jv

Как меняется этот параметр по времени? В отличие от параметра 
П (t , В), являющегося функцией лишь t, параметр П (t, V) оказывается 
также дифференцируемой функцией объема V. Таким образом, ско­
рость изменения П(£, V) определяется частной производной c?tII  (t, У), 
вычисляемой при фиксированном аргументе V. Поскольку V  фикси­
ровано, производную можно внести под знак интеграла, и получить 
следующее:

f t n ( t , v ) =  [  dtndv. (в.п)
Jv

В ы р а з и м ,  т е п е р ь ,  п р о и з в о д н у ю  о т  п л о т н о с т и ,  и с п о л ь з у я  ф о р м у л у
(6.10):

dtn =  а  — div (irv) , (6-12)

откуда

f t n ( t , V ) =  [  a d V -  [  div(7xv)dV. (6.13)
Jv Jv

Первое слагаемое в правой части этого уравнения называется продук­
цией  параметра П в области V, а второе слагаемое носит название 
притока  величины П в область V.

Применяя к последнему интегралу в (6.13) теорему Гаусса- 
Остроградского38 и учитывая, что интеграл f v adV  равен продукции 
параметра S (см. определение (2.11)), получим

<Э4П (i, V) =  Е -  J  (тw,n) dS. (6.14)

Здесь S  — поверхность, ограничивающая фиксированный объем V, а 
(тту, п) = [тгу) п — проекция плотности потока П на направление внеш­
ней к S  нормали п. Второе слагаемое в уравнении (6.14) носит название

38Гаусс (Gauss) Карл Фридрих (1777-1855), немецкий математик,
Остроградский Михаил Васильевич (1801-1861), русский математик.
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потока  параметра П через поверхность S. Если интеграл положи­
телен, то результирующий поток через поверхность S  направлен нару­
жу.

Оба уравнения (6.13) и (6.14) описывают баланс параметра П в об­
ласти V  и называются поэтому уравнениями баланса П. Интерпре­
тация этих уравнений очевидна: изменение параметра П в области V 
вызывается (балансируется) продукцией £ внутри области V  (т.е. вну­
три V  есть источники/стоки величины П мощностью £) и притоком 
извне или, что то же, потоком П через границу S  области V. Скорость 
же изменения П равна сумме продукции и притока. Эти уравнения, как 
и дифференциальный закон сохранения (2.9), выполняются для любого 
сохраняющегося интегрального параметра.

6 .3 . У р а в н е н и е  н е р а зр ы в н о с т и

Применим теперь все, что было сказано, к известному нам уже инте­
гральному параметру — массе тела М  (В) с плотностью р (t, x(t)) и ну­
левой продукцией (см. с.23). Из уравнений (2.10), (2.18), (6.10) и (6.14) 
немедленно получаем следующие соотношения:

1) Уравнение (2.10) дает интегральный закон сохранения массы 
тела

dtM  (В) = 0. (6.15)

2) Уравнение (2.18) дает дифференциальный закон сохранения

jd t(p J)  =  0, (6.16)

а выражение (6.10) дает другую, чаще используемую форму диф­
ференциального закона сохранения массы, обычно называемую 
уравнением неразрывности:

dtp + p(W,if) = dtp + (4,pv) = 0. (6.17)

Величина pv называется плот ност ью  потока массы. Разре­
шая (6.17) относительно дивергенции скорости, найдем

(V ,v) -  - -d tp ,  
Р

(6.18)
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что соответствует (2.19) и означает, что дивергенция скорости 
равна относительной сжимаемости среды.

Если плотность массы жидкости при движении вдоль миро­
вых линий не меняется, то не происходит изменения объема и 
дивергенция скорости отсутствует

Такая среда называется несж им аем ой , а любое из уравнений 
(6.19) называется уравнением неразрывности несж имае­
м ой ж идкости.

Напротив, если dtp ф 0, среда называется сж имаемой. Там, 
где поле скорости имеет положительные значения дивергенции, 
значения поля плотности уменьшаются (скорость изменения по­
ля плотности отрицательна). И, наоборот, там, где поле скорости 
обладает отрицательной дивергенцией, плотность массы увеличи­
вается.

3) Уравнение баланса массы  в фиксированном объеме V

утверждает, что скорость изменения массы в объеме V  (левая 
часть уравнения) равна пот оку массы через границу S  (пра­
вая часть уравнения).

Уравнение неразрывности (или его эквиваленты) есть первое и, увы, 
не единственное уравнение модели движущейся сплошной среды. Оно 
содержит две неизвестных функции р и v и, следовательно, недоопреде- 
лено. Если нам задано поле скорости, уравнение (6.17) позволяет найти 
поле плотности массы. В противном случае решений бесконечно мно­
го. Таким образом, для нахождения обоих полей (плотности массы и 
скорости) требуется еще одно векторное уравнение. Его мы получим в 
следующей главе.

dtp = 0 dtJ = 0 &  (V,#) =  0. (6.19)

(6.20)



7. Динамика жидкости

7 .1 . И м п у л ь с  те л а  и  ск о р о ст ь  его и зм е н е н и я .
О сн о вн о й  п р и н ц и п  д и н а м и к и

Мы уже рассматривали силы как средство описания взаимодей­
ствия тел, и определяли на множестве fi структуру векторного про­
странства сил. Свяжем теперь эти представления с пространственно- 
временной картиной движения; введя в рассмотрение понятие центра 
масс конфигурации тела. Запишем интеграл

Здесь р — плотность массы, х  ~  конфигурация тела, х — координаты 
места. По теореме о среднем интеграл (7.1) можно переписать в виде

При записи последнего равенства мы учли связь массы и ее плотно­
сти (2.4). Координата х* 6 х> определяемая, в соответствии с (7.2), по 
формуле

называется центром масс конфигурации тела В. Функция же х* (£) 
определяет траекторию, по которой двигалась бы точка с массой, рав­
ной массе тела М(В). Скорость ее движения гГ* =  djx*(i) совпадает 
со скоростью движения центра масс тела. Величина, которую будем 
обозначать буквой m

называется им пульсом  тела В или его количест вом движ ения.
Скорость изменения импульса тела равна силе действующей па 

тело:

(7.1)

(7.2)

(7.3)

rn (t,B) = v*(t)M(B), (7.4)

dtm (t,B ) =  fs(t). (7.5)
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Это утверждение составляет основной принцип динамики. В та­
ком виде он выполняется в инерциальных системах отсчета (см. снос­
ку 22 на с.43) и является фундаментом механики вообще (уравнения 
Ньютона движения системы материальных точек) и гидромеханики, в 
частности. При таком подходе сила fs — касательный вектор к кривой

Импульс — интегральная характеристика тела. Для того, чтобы вы­
числить плотность этой характеристики, выведем одну полезную фор-

Пусть h — h(t, x (i)) — произвольная дифференцируемая функция, 
а р — плотность массы (т.е. функция, удовлетворяющая уравнению
(6.17)). Тогда, в силу теоремы переноса (2.17) и уравнения неразрыв­
ности (6.16), верна следующая цепочка равенств:

В соответствии с определением (2.3), находим, что плотность импульса 
равна pv, т.е. плотности потока массы. Основной принцип динамики 
запишется теперь в виде

Здесь мы также воспользовались формулой (7.6). Основной принцип в 
форме (7.5) или (7.8) представляет собой интегральное соотношение. 
Для того, чтобы получить из него дифференциальное уравнение по­
ступим так, как было описано в п.2.4.2. Но сначала нужно записать 
силу, стоящую в правой части (7.8), в виде интеграла по текущей кон­
фигурации тела, или, другими словами, определить плотность силы. К 
этому мы теперь и переходим.

m (t,B) =  m(i,x*(£)).

мулу.

=0
откуда

(7.6)

Подставим теперь (7.1) в (7.4) и в силу (7.6) получим:

(7.7)

х
(7.8)
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7 .2 . М а ссо в ы е  и  к о н т а к т н ы е  си л ы

Рассматривая понятие силы, мы ввели также понятие результиру­
ющей силы f  = fв(Ве,£), действующей на тело В со Стороны его внеш­
ности Ве, т.е. суммы всех сил действующих на тело. Полезным, однако, 
оказывается представление результирующей силы не одним вектором, 
а суммой двух векторов, отражающих различную природу действую­
щих сил. Дело в том, что лишь часть точек Ве, образующих подмно­
жество В^, находится в непосредственном контакте с телом В. Их взаи­
модействие называется контактным (или поверхностным), а сила его 
описывающая — конт акт ной  (поверхностной) силой fс  = fs (Bes,t). 
Остальные точки Ве, входящие в множество В%, взаимодействуют с те­
лом В неконтактным способом (полевым или, как иногда говорят, по­
средством излучения). Сила, описывающая такое взаимодействие, на­
зывается массовой  или объемной силой fв =  fв (B„,t) (ниже мы уви­
дим, откуда такое название). Таким образом, мы представляем внеш­
ность тела в виде объединения

Be = B es UBe0, (7.9)

а силу взаимодействия — в виде соответствующей суммы

f =  fc +  fB. (7.10)

Такое представление сил вполне оправдано, так как любая кинема­
тическая граница состоит из одних и тех же точек тела и, следователь­
но, множества В\ и В% во времени не меняются. Итак, уравнение (7.5) 
записывается теперь в виде

dtm = f c + f B- (7-11)

Поскольку обе составляющие силы f  также являются интегральными 
параметрами тела, запишем их по аналогии с (7.7) в виде интегралов 
по текущим конфигурациям от соответствующих плотностей. Другими 
словами, введем в рассмотрение плотности сил и положим по опреде­
лению

£с 

fu

- L
fdS,

[  pbdV. 
Jx

(7.12)

(7-13)
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Здесь pb — плот ност ь массовой силы, функция, определенная на 
точках тела, т — плот ност ь конт акт ной силы, обычно называ­
емая напряж ением , функция определенная на точках тела, образу­
ющих поверхность его конфигурации дх  (кинематическую границу), а 
dS — бесконечно малый элемент поверхности.

Удельная плотность массовой силы b(t,x(t)) является заданной 
функцией места и времени, не зависящей от конкретного тела В. Сила 
fв  поэтому называется внешней. Постоянное во времени поле Ь называ­
ют стационарным. Если же поле Ь не зависит от места, то оно называет­
ся однородным. Поле удельной плотности массовой силы, обладающее 
обоими этими свойствами, называется однородным полем тяготения. 
Поскольку поле Ъ в природе всегда ограничено (т.е. |Ь| < оо), из (7.13), 
пользуясь теоремой о среднем, найдем

fв = f  pbdV =  b(t,5c(t)) J  pdV =  b(t,5i(t))M(B), (7.14)
Jx

где x ( i )  €  x ( t ,  В), откуда видно, что сила f g  является непрерывной 
функцией массы, почему и называется массовой.

В ряде задач, связанных с описанием движения жидкости, удобно 
представлять массовую силу как градиент некоторой скалярной функ­
ции Ф, т.е. писать

b — -У Ф . (7.15)

Наблюдения показывают, что это часто оказывается допустимым. Та­
кие силы называются потенциальными, а функция Ф — потенциа­
лом массовой силы.39 Знак минус перед градиентом — дань традиции. 
Впредь, мы будем считать массовые силы потенциальными.

В механике жидкости массовые силы представляют лишь второсте­
пенный интерес. Основное внимание уделяется контактным силам. По 
аналогии с (7.14), из (7.12) следует, что £'с является непрерывной функ­
цией площади поверхности конфигурации тела (замкнутой кинемати­
ческой границы). Если поле напряжений известно, то результирующая 
контактная сила определена и не зависит от того, что может происхо­
дить в точках, не лежащих на дх-

39Введение потенциала и представление векторной величины в виде (7.15) бывает 
полезным не только применительно к силам, но и в других случаях (см., например, 
.с.121 и п.10.3).
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Подставляя (7.8)', а также (7.12), (7.13) в (7.11), получим основной 
закон движения:

f  pdtvdV  = [  fd S  + f  pbdV. (7.16)
J x  J d x  J  X

Первый этап получения дифференциального соотношения из основ­
ного принципа (7.8), таким образом, завершен: плотности сил опреде­
лены. Теперь требуется переписать первое слагаемое в правой части в 
виде интеграла по конфигурации х-

7 .3 . У р а в н е н и е  д в и ж е н и я

Рассмотрим поле напряжений т на дх-
От чего может зависеть вектор т? Во- 

первых, скорей всего, от того, где и когда 
он находится, т.е. от положения точки х 
и момента времени t. Во-вторых, поскольку 
т — вектор, а дх  — поверхность, необходимо 
учесть их взаимное расположение, т.е. взаим­
ную ориентацию.

Поверхность называется ориентируемой, 
если можно указать ее внешнюю и внутрен- 

Рис. 16. Касательные нюю стороны (лист Мёбиуса — классиче- 
векторы и нормаль. ский пример односторонней и, следователь­
но, неориентируемой поверхности). Ориентацию поверхности принято 
связывать с положением вектора внешней нормали п.

Будем считать, что поверхность дх  ориентируема, т.е. однозначно 
связанна с вектором п, нормальным к дх  в точке х (рис.16). По до­
говоренности, вектор п направляется наружу из x(t>&)- Теперь можно 
учесть влияние ориентации поверхности на действующие на ней напря­
жения. Следуя Коши, примем следующий

П ост улат  (Коши). Напряжение т в каждый данный момент 
времени t зависит только от положения х на поверхности и ори­
ентации поверхности в этой точке, т.е.

т =  T( t , x , n ) . (7.17)
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Величину r ( i,  х,п) мы интерпретируем, как напряжение, вызыва­
емое внешними телами в точке х в момент времени t, а величину 
f ( t ,  х, —п) — наоборот* как напряжение, вызываемое самим телом В.  
В соответствии со свойством 1 (равенство модулей сил действия и про­
тиводействия), введенной нами на с.25 системы сил, имеет место сле­
дующая

Л ем м а  (Коши):

г  (t , х, п) =  —r{t,  х, — п ) . (7-18)

Теперь, рассматривая равновесие бесконечно малого тетраэдра с 
тремя гранями, параллельными декартовым координатным плоско­
стям (см., например, любой учебник из перечисленных в списке ли­
тературы), можно показать, что верна следующая

Теорема (Коши). Зависимость напряжения т от нормали п ли­
нейна, т.е. если r(t,x ,n ) — непрерывная функция места и времени, 
то существует тензор Т (t , х) такой, что

т =  Тп. (7.19)

Тензор Т носит название т ензора напряж ений.
Если в точке х е дх  выбрать ортонормированный базис, образован­

ный нормальным вектором п и двумя произвольными ортогональными 
векторами I vim  касательными к д х , то напряжение т можно записать 
в виде

r ( t ,x ,n )  =т'1 + ттт + тпп. (7.20)

Коэффициенты разложения т1, тт и тп являются проекциями вектора
т на соответствующие направления и находятся по формулам:

r l ( t ,x)  =  (г , Г ), r m ( f , x ) =  ( r , m ) ,  Tn ( t , x ) =  ( г ,п).

Первые два коэффициента — проекции г на касательные базисные 
векторы / и тп, называются касат ельными напряж ениям и, а по­
следний — проекция на нормаль — нормальны м напряж ением  в 
точке х.

Подставим теперь (7.19) в (7.16)

dtm =  j  pdtvdV = j TndS + f  pbdV. (7-21)
Jx Jdx Jx
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Полученное уравнение называется уравнением баланса импуЛъса 
m тела В (ср. с общим видом уравнения баланса (6.14) в гл. 6). Измене­
ние импульса dtm балансируется генерацией импульса внутри конфи­
гурации % массовыми силами (второе слагаемое) и притоком импульса 
за счет потока импульса через границу д \  (первое слагаемое).

При взгляде на выражение (7.21), может возникнуть вопрос: зачем 
все это? Ведь для задания вектора т требуются три числа, а для опре­
деления тензора Т — уже девять. Где же упрощение?

Введение тензора напряжений понадобилось нам для того, чтобы из 
интегрального принципа (7.16) получить дифференциальное уравнение 
движения. Теперь мы можем применить к первому слагаемому в правой 
части (7.21) теорему Гаусса-Остроградского и переписать его в виде

Само же уравнение (7.21) запишем в виде равенства нулю интеграла:

Полагая подынтегральное выражение непрерывным и учитывая, 
что конфигурация произвольна, получим дифференциальное урав­
нение баланса плот ност и импульса:

Это уравнение называется законом  (или уравнением) движ е­
н ия  сплош ной среды Коши.

Конкретный вид тензора напряжений порождает ту или иную мо­
дель среды. Прежде чем переходить к рассмотрению отдельных ис­
пользуемых видов тензора Т, наделим его еще одним свойством, приняв 
следующий

П ост улат  (Больцман40). Тензор напряжений симметричен, т.е.

(7.22)

О =  idtv — divT — pb'j dV. (7.23)

pdtv = divT +  pb. (7.24)

T =  TT. (7.25)

40Вольцман (Boltzmann) Людвиг (1844-1906), австрийский физик.
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7 .4 . У р а в н е н и е  д в и ж е н и я  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и

Мы подошли, по существу, к самому важному моменту в построении 
модели движущейся жидкости. Если до сйх пор дорога у нас была, 
пожалуй, одна, то теперь, мы явно стоим на распутье. От того, каким 
мы решим сделать тензор напряжений, зависит будущее нашей модели. 
Они (модели) даже классифицируются по виду тензора напряжений.

Постулат Больцмана (7.25) уменьшил количество независимых ком­
понент тензора напряжений до 6-ти, но не определил его однозначно. 
Чтобы выбрать какой-то конкретный вид тензора Т, да и вообще по­
нять, из чего выбирать, применим обычный в таких случаях прием: 
возьмем простейшую конструкцию и сравним то, что получилось у нас 
с тем, что происходит в природе, т.е. сопоставим решение системы диф­
ференциальных уравнений модели с данными наблюдений. Как прави­
ло сравнивается решение задачи, описывающей некий эксперимент, с 
полученными в ходе его измерениями.

Если допустить, что все расчеты и измерения проводятся правиль­
но, то хорошее совпадение вычислений с наблюдениями (в известных, 
конечно, пределах) означает, что наша модель в этом случае работает 
и использованный вид тензора напряжений здесь подошел. Есть наде­
жда, что подойдет не только здесь, но и в других случаях. Если же 
«все — хорошо, да что-то — нехорошо», то общую структуру тензора Т 
уловить, видимо, удалось, но где-то его еще надо подправить. Здесь яв­
но намечается итерационный процесс, который может привести к цели. 
Ну и, наконец, если «все не так, как надо», то придуманный вид тензора 
напряжений здесь никуда не годится. Надо придумать другой. Будем 
придерживаться этого пути. При этом, заметим, что неудачное срав­
нение с экспериментом еще не означает полную нежизнеспособность 
того или иного вида тензора Т. Это лишь показывает, что данный кон­
кретный эксперимент требует другого вида тензора и не исключено, 
что при моделировании движения иной среды и/или в иных условиях, 
такой вид тензора Т был бы удовлетворительным.

Итак, простейшей гипотезой, по-видимому, может служить пропор­
циональность тензора напряжений единичному тензору:41

Т =  -р\. (7.26)
41 Нулевой тензор, очевидно, не подходит — он исключает все контактнее силы 

напрочь.
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Выбор этот удачен в том смысле, что существует масса ситуаций, 
т.е. сред , и условий их движения, где модель жидкости с тензором на­
пряжений такого вида дает результаты, близкие к данным измерений. 
Коэффициент пропорциональности р называется давлением. Вектор 
напряжения т при таком выборе тензора Т совпадает по направлению 
с нормалью к поверхности. Действительно, подставив (7.26) в (7.19), 
найдем

т = Т п  — —р\п = —рп.  (7.27)

Проекция т на касательную плоскость равна нулю и, следовательно, ка­
сательные напряжения отсутствуют. Знак в (7.26) выбран так, чтобы 
при р > 0 силы т, действующие на замкнутую поверхность, стремились 
сжать ж и д к о с т ь ,  заключенную внутри. Давление, определенное в каж­
дой точке конфигурации х-> образует поле давления. Тело, состояние 
которого характеризуется зависимостью (7.26) называется идеальной 
ж идкостью.

Дивергенция Т легко вычисляется и равна градиенту давления:

(div(pl))j =  дх, (pSki) = dXip  =  ViP => div(pi) =  Vp. (7.28)

Здесь 5ik — компонента единичного тензора. Подставляя (7.26), с
учетом (7.28), в (7.24), получим уравнение движ ения идеальной  
ж идкости

pdtv =  -V p  +  pb, (7.29)

или уравнение Эйлера. Другую форму того же уравнения найдем, 
если производную dtv запишем, используя формулу Эйлера:

dtv =  dtv +  (v, S7v) = dtv +  (v , V) v.

Подставляя это выражение в (7.29) и нормируя на плотность массы, 
получим

dtv + (v,S7)v=  - - V p  +  Ь. (7.30)
Р

7.5 . У р а в н е н и е  Э й л е р а  в к о м п о н е н тн о й  ф о р м е

Обе формы уравнения движения идеальной жидкости и (7.29) и
(7.30) векторные. Они удобны при построении теории, но если дело до­
ходит до вычислений, то требуется компонентная форма записи. Чтобы
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получить такую форму, выберем в пространстве мест систему коорди­
нат. Можно, конечно, выбрать любую, но удобнее окажется та, которая 
как-то учитывает те или иные особенности задачи.

Так, если массовая сила обусловлена тяготением Земли и вектор Ь 
всегда направлен к центру Земли, т.е. вниз,42 то естественно исполь­
зовать это выделенное направление для выбора и ориентации системы 
координат. Обычно параллельно вектору Ъ направляют одну из осей 
координат. Тогда, если в каждой точке х выбрать координатный базис 
{e j}, две компоненты вектора Ь из трех обратятся в нуль, а третья ока­
жется равной длине вектора, т.е. ускорению свободного падения |Ь| =  д. 
Знак этой третьей компоненты зависит от того, со- или противополож­
но направлены базисный вектор и вектор Ь. Так, в случае выбора сфе­
рических геоцентрических координат (Л, <р, г) с осью г, направленной 
против вектора Ь, имеем Ь =  (0,0, —д). Напротив, если рассматривает­
ся задача в декартовых координатах (a’,y ,z)  с осью 2 , направленной 
вертикально вниз, получим Ъ =  (0,0, д).

Итак, пусть выбрана система координат в пространстве мест, а в 
каждой точке конфигурации тела определен координатный базис {е*}, 
в котором

v = Viet, Ь =  (0,0, -д ) = -g8bieu V(-) =  ejVj(-), (7.31)

Использование символа Кронекера в разложении вектора Ь позволя­
ет автоматически вставить его только в третье уравнение. Подставляя
(7.31) в (7.30), получим

В правой части стоит нулевой вектор, все компоненты которого равны 
нулю. Значит, для того, чтобы равенство (7.33) выполнялось, слева дол­
жен также стоять вектор с нулевыми компонентами. Таким образом,

или, перенося все влево и вынося базисный вектор за скобку,

(7.33)

42Ведь низом и называется то, куда указывает вектор Ь.
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имеем три скалярных уравнения относительно компонент скорости, со­
ответствующих одному векторному уравнению (7.30)

dtVi + (v,V )vi = - - V i p - g S 3i. (7.34)
Р

Можно, далее, расписать и скалярное произведение (v, V) = VkV к так, 
что окончательно уравнения Эйлера (теперь их три) примут вид

dtVi+Vk'VkVi =  S3i. (7.35)р

Не будем при этом забывать, что

1) к — немой индекс, по которому происходит суммирование от 1 до
3;

2) г — свободный индекс; он принимает значения 1,2 и 3, разные в 
разных уравнениях, и тем самым нумерует эти уравнения;

3) V* — ковариантная производная. Если выбрана декартова си­
стема координат, то ковариантная производная равна частной 
(V kVi — дХк Vi). Ковариантная производная от скаляра всегда рав­
на частной производной (Vip = dxip). В этом случае уравнение 
(7.35) принимает вид

dtVi -I- vkdXhVi =  -~ d Xip  -  gS3i.

7.6 . Р е зю м е

В нашей модели жидкости теперь два уравнения: уравнение нераз­
рывности и уравнение движения. Система, однако, по-прежнему, в об­
щем случае не замкнута. На 4 скалярных уравнения приходится 5 неиз­
вестных (р, v и р). Если задано одно из полей (р или р), то уравнения 
модели позволяют найти поле скоростей и второе скалярное поле. Что 
же делать в общем случае? Видимо, попытаться найти еще одно неза­
висимое уравнение, связывающее переменные модели. Попробуем это 
сделать в следующей главе.



8 .  Э н е р г и я

Изучая интегральные параметры и соответствующие им плотности, 
мы ввели в рассмотрение плотность массы — скалярное поле, опреде­
ленное на точках тела. Это не единственное скалярное поле, которое 
можно определить. Помимо р, в каждой точке тела у нас определен 
модуль вектора скорости v, с которой точка движется по своей траек­
тории. Величина

к = \ р Щ 2 =  \ p ( v , v )  ( 8 .1 )

называется плот ност ью  кинетической энергии, а соответствую­
щий интегральный параметр К  (t. В) — кинет ической энергией  тела 
(т.е. энергией движения) в момент времени t

K (t,B )=  [  kdV. (8.2)
х

Чтобы понять, чем вызывается изменение кинетической энергии, 
найдем скорость ее изменения. Вычислим производную по времени и 
получим

dtK  = f  pdt -d V  =  ^ f  pdt (v ,v)dV =  f  p (v, dtv) dV. (8.3) 
Jx P 2 Jx Jx

Здесь в первом равенстве мы воспользовались формулой (7.6), а в тре­
тьем учли, что dt (v ,v ) =  2 (v, dtv). В итоге, при обычных предположе­
ниях, имеем дифференциальное уравнение, соответствующее (8.3):

кpdt -  = p (v, dtv) =  (v, pdtv). (8.4)

Итак, для нахождения скорости изменения удельной плотности ки­
нетической энергии dt ̂ , а затем и кинетической энергии тела dtK , нуж­
но вычислить скалярное произведение вектора скорости v на вектор 
ускорения dtv. Ускорение можно найти из уравнения движения (7.24), 
левая часть которого есть произведение р на ускорение. Таким образом,

8.1. Кинетическая энергия и ее баланс
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Это выражение называется уравнением баланса удельной плот ­
ности кинет ической энергии .43 В частности, для идеальной жид­
кости (Т =  —pi) получим

кpdt -  = -  (v, Vp) + {v, pb)
P

или в компонентной форме (и нормируя на р)

dt -  + VidXi -  =  - -V id Xip +  Vibi.
P P P

Скорость изменения кинетической энергии тела в общем случае най­
дем, интегрируя (8.5) по точкам текущей конфигурации х :

dtK  = [  (v, divT +  pb)dV. (8.6)
Jx

Чем же определяется изменение кинетической энергии, т.е. что сто­
ит в правой части (8.6)? Раз в левой части стоит скорость изменения 
энергии, а энергия — это способность тела совершать работу, значит, 
в правой части по определению должна стоять скорость совершения 
работы системой сил, т.е. их мощность.

Определим мощность системы сил следующим образом. Пусть v — 
скорость перемещения точек тела под действием силы f  с плотностью 
/  , тогда интеграл

W =  [  (v,f)dA  
Ja

будем называть мощ ност ью силы  f. Если f  — массовая сила, то 
интегрирование ведется по точкам конфигурации х  тела, если же f  — 
контактная сила, то — по точкам границы дх■ Подсчитаем мощность 
системы сил, действующих в нашем случае,

W =  f  (v, pb)dV + [  (v, f)dS. (8.7)
J x  Jdx

43Заметьте, что мы воспользовались здесь уравнением движения в форме закона 
движения Коши и, значит, равенство (8.5) выполняется для любой среды, движение 
которой подчиняется закону движения (7.24), а не только идеальной жидкости.
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Первое слагаемое — скорость совершения работы массовыми силами, 
второе — поверхностными. Причем,

[  (v ,r )d S =  I (v ,Tn)dS=  j  (Tv,n)dS. (8.8)
J  d x  J d x  J d x

В последнем равенстве мы использовали формулу (4.3) и посту­
лат Больцмана (7.25). Применяя теперь к (8.8) теорему Гаусса-
Остроградского, находим мощность контактных сил:

[  (Тv, n)dS = j  div (Тv) dV. (8.9)
J d x  J x

Суммарная же мощность сил, действующих на тело, равна

W = J  (div (Тг?) +  (v, рб)) dV. (8.10)

Сравнивая полученное выражение с правой частью (8.6), мы видим, 
что 1) работа массовых сил состоит исключительно в изменении кине­
тической энергии тела и 2) контактные силы тоже изменяют кинетиче­
скую энергию, но кроме этого делают что-то еще. Что же? Вычислим 
дивергенцию div (ТгГ):

div (Tw) =  V fc (ТkjVj) -  (VfcTjy) Vj +  Tkj^kV j =  (w, divT) +  T : Vv.
(8.11)

Первое слагаемое как раз и образует ту часть мощности контактных 
сил, которая идет на изменение кинетической энергии. На что же идет 
вторая часть?

Вычислим скалярное произведение Т : Vw. В случае идеальной жид­
кости, когда Т =  —р\, имеем

Т : Vv — -pSijVjVi = -pViVi = - p ( V ,v ) , (3-12)

Величина (V, v) определяется относительной сжимаемостью среды (см. 
формулу (6.18)) и, следовательно,

Т : W  =  ^ dtp. (8.13)
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Теперь видно, что вторая часть мощности контактных сил тратится на 
изменение объема за счет всестороннего сжатия/растяжения (ведь от 
нуля отличны лишь нормальные напряжения; касательные напряже­
ния в силу (7.27) отсутствуют) и потому не отражается на изменении 
кинетической энергии тела.

Получается, таким образом, что возможна ситуация, когда контакт­
ные силы действуют, но не участвуют в изменении кинетической энер­
гии тела. Для того чтобы увидеть это более отчетливо, избавимся от 
массовой силы в правой части, введя понятие механической энергии. 
Будем считать массовую силу (как мы ранее договорились) потенци­
альной с независящим от времени потенциалом Ф, тогда уравнение (8.5) 
может быть записано в виде

pdt ^  +  Ф  ̂ =  (гГ, d ivT ). (8-14)

Выражение в левой части в скобках называется удельной плот но­
стью механической энергии, а само уравнение (8.14) — уравне­
нием  баланса плот ност и механической энергии.

У п р а ж н е н и е .  П о л у ч и т е  у р а в н ен и е  (8 .14).

Интегрируя (8.14) по х, найдем

(8.15)

Величина U = f x p$dV  называется пот енциальной энергией  кон­
фигурации х  тела В, а сумма (К + U) — механической энергией. 
Отсюда следует, что, если (гГ, divT) =  0 (в случае идеальной жидкости 
это означает V p _L v )  или divT =  0 (т.е. V p =  0), поверхностные силы 
не участвуют в изменении механической энергии, осуществляя лишь 
всестороннее сжатие/расширение. Механическая энергия тела в таком 
случае сохраняется в процессе движения.

dt (K + U )= I  (v, divT) dV.
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8.2 . В н у т р е н н я я  э н е р ги я  и  ее б а л а н с

Рассмотрим еще раз суммарную мощность сил, действующих на те­
ло

Первое слагаемое в правой части — скорость изменения кинетической 
энергии dtK. Будем интерпретировать второе слагаемое аналогично, 
как скорость изменения некоторого вида энергии. Обозначим его бук­
вой Е  и назовем внут ренней энергией. Плотность внутренней энер­
гии будем обозначать буквой е, т.е. положим

Тогда вся мощность сил идет на изменение энергии, а скорость изме­
нения внутренней энергии среды равна:

где W  — мощность, действующих на тело сил. Величина (К  +  Е) на­
зывается полной энергией  тела, а (А: +  е), соответственно, плот но­
стью полной энергии. Первое является интегральным параметром 
среды, а второе — его плотностью.

Что в действительности описывает новая величина Е ? Этот пара­
метр связан с тем, что мы ощущаем, как тепло, нагрев среды. Все 
знают, что если, скажем, газ сжать, то он нагреется, и, наоборот, при 
расширении — охладится (на этом принципе, как известно, основан хо­
лодильник). В обоих случаях изменяется плотность кинетической энер­
гии среды. Однако эти изменения происходят на микроскопических

W

(8.16)

Теперь энергетический баланс выглядит более законченным:

(8.17)

dt (К + Е) — W, (8.18)
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масштабах, на уровне молекул, где индивидуальное описание стано­
вится невозможным. Вместо этого, приняв гипотезу сплошности, мы 
используем параметрическое описание. Внутренняя энергия и ее плот­
ность, и есть те параметры, которые характеризуют среднюю кинети­
ческую энергию молекул.

Последнее, что осталось сделать в энергетическом балансе (8.18) — 
это учесть тот очевидный факт, что тепло можно не только вырабаты­
вать, изменяя конфигурацию тела, но им можно также обмениваться. 
Это предположение формулируется в виде постулата, известного как 

Первое начало  (закон) термодинамики:

d t(K  + E) = W  + Q, (8.19)

который и есть окончательный вид инт егрального уравнения ба­
ланса полной энергии. Смысл обозначений здесь тот же, что и в
(8.18), a Q — скорость нагрева тела. В правой части стоит (W + Q) — 
мощность источника полной энергии. При отсутствии источника ско­
рость изменения полной энергии в процессе движения равна нулю, т.е. 
полная энергия сохраняется.

Попробуем теперь из этого интегрального соотношения получить 
дифференциальное уравнение. По аналогии с силами, рассматривается 
два варианта передачи тепла: объемный нагрев посредством излучения 
и контактный нагрев за счет теплопроводности. Общая же скорость 
нагрева считается суммой скоростей объемного Q b  и  контактного  
Qc нагрева

Q = Qb + Q c ■ (8.20)
Величина Qв  полагается непрерывной функцией объема конфигурации 
тела:

QB = [  psdV, (8.21)
•'х

(плотность ps — приток т епла за счет  и злучен и я ), а величина 
Qc — непрерывной функцией площади поверхности дх-

Qc = [  qdS, (8.22)
Jdx

где q — прит ок т епла за счет теплопроводности. Данные на­
блюдений показывают, что аналогия с силами идет дальше и позволя­



8.2 Внутренняя энергия и ее баланс 103

ет сформулировать утверждения типа постулата и теоремы Коши. А 
именно: считаем, что имеют место 

П ост улат
q = q(t,x,n), , (8.23)

утверждающий, что приток тепла q в каждый данный момент вре­
мени t зависит только от положения х на поверхности и ориентации
поверхности в этой точке и

Теорема (принцип теплового потока Фурье-Стокса44)

q(t,x,n) = (h(t,x),n), (8.24)

утверждающая, что зависимость притока тепла от нормали линейна. 
Величина h(t, х) называется плот ност ью  потока т епла. Объеди­
няя (8.20)-(8.24), получим

Q — f  psdV +  f  (h, ft)dS 
■I \ Jdx

и, далее, применяя ко второму слагаемому теорему Гаусса- 
Остроградского, найдем

=  J  (ps + (V ,h))dV . (8.25)

Для получения дифференциального уравнения баланса осталось 
лишь собрать все воедино, т.е. подставить в Первое начало термодина­
мики (8.19) выражения (8.15), (8.16) — в левую часть, и (8.23), (8.25) — 
в правую:

dt J  {k +  e)dV = J  (div (Ти) +  (£, pb)) dV + J  ((V , h) + ps) d,V.
X v ^ -------------v----------------'

W  Q

(8.26)

44Фурье (Fourier) Жан Батист Жозеф (1768-1830), французский физик и мате­
матик.

Стокс (Stokes) Джордж Габриель (1819-1903), английский физик и математик.
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Вычисляя производную в левой части с помощью формулы (7.6), объ­
единяя интегралы и предполагая непрерывность подынтегрального вы­
ражения и произвольность конфигурации, получим дифференциаль­
ное уравнение баланса плот ност и полной энергии:

pdt ~ +£  =  div (Tu) -I- (v, pb) +  (V, h) + ps. (8.27)
P

Теперь можно получить баланс внут ренней энергии. Это легко 
сделать, вычтя, например, из (8.26) или (8.27) соответственно (8.6) или
(8.5). Проделаем это и вычтем (8.6) из (8.26). С учетом формулы (8.11) 
имеем:

dtE  = J  pdt -pdV =  j  (Т :V v)dV  + J  ((V , h) + ps") dV. (8.28)

Такой результат вполне согласуется с выражением (8.17), в котором
не учитывается внешний нагрев. Дифференциальное уравнение для е 
можно получить теперь и непосредственно из (8.28). Вот оно

pdt -  -  Т : W + (V, h)+ ps. (8.29)
Р

Это уравнение описывает скорость изменения внутренней энергии 
тела под действием контактных сил (Т : Vv) на его поверхности (а 
точнее, на любой его кинематической границе) и внешнего нагрева
((V , Я) +  ps'j ■ В случае идеальной жидкости (учитываем формулы 
(8.13)) и в отсутствие внешнего нагрева, уравнение (8.29) принимает 
вид:

dt----^ndtp = dt -  + pdt -  = 0. (8.30)
P P2 P P

Такое выражение для Первого начала термодинамики можно часто 
встретить в литературе. Если, наконец, жидкость считать несжимае­
мой (т.е. полагать dtp =  0), то внутренняя энергия в точке тела сохра­
няется: dts =  0.

8 .3 . Р е зю м е

Вспомним, с чего и почему мы начали эту главу. В нашем распоря­
жении имелась недоопределенная система двух уравнений. Нужно бы­



8.4 Уравнение состояния 105

ло получить уравнение, замыкающее систему, т.е. описывающее некую 
новую связь между уже имеющимися переменными. Чего же мы до­
стигли?

Мы получили целых четыре уравнения (баланс кинетической, меха­
нической, полной и внутренней энергий). Однако новым является лишь 
одно — это либо уравнение баланса полной энергии, либо — внутрен­
ней (можно взять любое). Остальные три не являются независимыми 
и легко получаются из выбранного и уже имевшихся уравнений.

Наша модель жидкости содержит теперь пять независимых скаляр­
ных уравнений, но, по-прежнему, остается недоопределенной. Новое 
уравнение, которое нам требовалось для замыкания прежней системы, 
снова добавило неизвестную величину — плотность внутренней энер­
гии. Ситуация патовая. Остается последнее средство: опытным путем 
найти связь между переменными задачи. Но универсальный опыт не 
поставить: для любого опыта требуется какая-то конкретная жидкость. 
И, значит, если упомянутую связь удастся найти, то она, скорей все­
го, будет приложима лишь к той среде, для которой найдена. Таким 
образом, здесь наша теория перестает быть универсальной.

8.4. У р а в н е н и е  со ст о я н и я

Неизвестными у нас являются следующие величины: р, v, р, е. По­
нятно, что при таком количестве неизвестных поиск связывающего их 
выражения, без дополнительных упрощающих гипотез, вряд ли возмо­
жен. Поэтому с самого начала мы такие гипотезы примем.

1) Во-первых, это гипотеза локального термодинамического равно­
весия, которая означает, что все уравнения равновесной термо­
динамики справедливы для бесконечно малых элементов массы 
неравновесных систем. В настоящее время принято считать [3], 
что эта гипотеза применима всегда, за исключением особых слу­
чаев быстропротекающих процессов. Термодинамическое равно­
весие (как и любое другое равновесие) означает произвольно дол­
гое сохранение телом значений своих характеристик при неизмен­
ных внешних условиях. В этом случае производные по времени от 
термодинамических характеристик локально равны нулю.

2) Во-вторых, здесь мы будем рассматривать только простейший
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случай однокомпонентной и однофазной среды. Иными словами, 
исследуемое тело состоит из одного вещества, находящегося в од­
ном термодинамическом состоянии.

3) В-третьих, мы будем считать, что наша среда как термодинамиче­
ская система не зависит от значений макроскопической скорости 
и является двухпараметрической. Это означает, что ее состояние 
полностью определяется заданием каких-либо двух параметров.

Таким образом, с учетом всех трех упрощений, получается, что остав­
шиеся неизвестные р ,р ,и е  должны быть связаны одним соотношением, 
например,таким:

р = р(р,е). (8.31)

Это выражение называется уравнением состояния. Оно является 
алгебраическим, а не дифференциальным и связывает значения самих 
переменных, а не их производных. Плотность массы в уравнении (8.31) 
оказывается сложной функцией времени и места:

р (t, х) =  р (р (i, х ) , е (t, х ) ) . (8.32)

Соответственно, любая производная плотности массы может быть вы­
ражена через производные от р и е, а именно:

дХаР = дррдХар + дЕрдХае. (8.33)

Это равенство часто используется при преобразовании уравнений мо­
дели.

Двигаясь в описываемом направлении, удается достичь определен­
ных успехов. В результате обработки многочисленных экспериментов 
был получен ряд уравнений состояния (часто весьма сложных) для раз­
личных веществ. Они и служат последним звеном, замыкающим систе­
му уравнений гидромеханики: добавляют еще одну связь, не увеличи­
вая число неизвестных. Достигается это, однако, ценой потери универ­
сальности модели. До сих пор все уравнения были справедливы для 
любой сплошной среды (в рамках принятых допущений). Привлечение 
конкретного уравнения состояния делает систему справедливой лишь 
для того вещества, которому это уравнение соответствует.

Итак, из четырех законов природы
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— закона сохранения массы (6.15),

— основного принципа динамики (7.5),

— закона сохранения полной энергии или первого начала термоди­
намики (8.19) и

— уравнения состояния45 (8.31)

с помощью ряда дополнительных гипотез и предположений нам уда­
лось получить замкнутую систему дифференциальных уравнений, ко­
торую и принято называть мат емат ической моделью динамики  
ж идкости.

Прежде чем закончить этот параграф, ответим на один возможный 
вопрос: откуда вдруг взялась эта внутренняя энергия, тепло? Ведь в 
самом начале не вводилось ничего подобного. Не совсем так. При обсу­
ждении гипотезы сплошности было отмечено, что ее принятие означает 
наше желание описывать явно только макроскопические процессы. Ес­
ли бы мы собирались описывать движение молекул, как можно было бы 
игнорировать факт дискретности материи? Именно то, что мы сочли 
это несущественным, позволило нам считать материю континуумом.

Насколько же это не существенно? Настолько, что можно им прене­
бречь вовсе, или все же надо как-то учесть, введя, скажем, специальный 
параметр? Наблюдения показывают, что в зависимости от конкретной 
ситуации (среды, масштабов явления) поступать можно и так, и так.

Если погрешности, связанные с пренебрежением молекулярными 
процессами, слишком велики, можно попробовать учесть их парамет­
рически, т.е. ввести функцию времени и места e(f, х), интерпретиро­
вать ее значения, как плотность средней кинетической энергии молеку­
лярных движений и назвать внутренней энергией. Так и было сделано 
при записи уравнения (8.31). Модель жидкости, в которой уравнение 
состояния записано в виде (8.31), называется бароклинной. Рассмот­
рение внутренней энергии здесь является необходимой составной ча­
стью задачи. Она обеспечивает выполнение закона сохранения полной 
энергии, поскольку в общем случае кинетическая энергия не является

45Ведь это соотношение, как и первые три, добыто из опыта и тоже является 
утверждением, принимаемым без доказательства, т.е. аксиомой.
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сохраняющейся величиной. Потери кинетической энергии балансиру­
ются ростом внутренней энергии (нагревом среды), и, таким образом, 
знание этого параметра требуется для корректного описания динамики 
жидкости.

Напротив, если опыт показывает, что потери кинетической энергии 
за счет сил внутреннего трения пренебрежимо малы, и макроскопиче­
ская динамика жидкости мало зависит от процессов, происходящих на 
молекулярном уровне, тогда гипотезу двупараметричности (3) мож­
но заменить более сильным предположением однопараметричности и 
уравнение состояния записывать в виде:

р = р{р), (8.34)

т.е. считать плотность массы независящей от внутренней энергии. Та­
кая модель жидкости называется баротропной. Здесь для описания 
движения среды привлечения внутренней энергии не требуется.

В крайнем случае, можно придумать более сложные зависимости, 
отказавшись от каких-либо из принятых в начале раздела гипотез, но 
обычно выражений типа (8.31) оказывается вполне достаточно.



Ч а с т ь  I I

Современным математикам вообще трудно читать сво­
их предшественников, которые писали: «Петя вымыл 
руки» там, где просто следовало сказать: «Существу­
ет ii < 0, такое, что образ Петя(*1) точки ti при 
естественном отображении t >-Щетя(4) принадлежит 
множеству грязноруких, и такое <2 из полуинтерва­
ла (tb 0], что образ точки t2 при том же отображении 
принадлежит дополнению к множеству, о котором шла 
речь при рассмотрении точки t\.»

В.И.Арнольд. Гюйгенс и Барроу, Ньютон и Гук.



9 . И д е а л ь н а я  ж и д к о с т ь

9 .1 . В ед ен и е

9.1.1. Постановка задач гидромеханики идеальной 
жидкости

В нашем распоряжении имеется теперь замкнутая система диффе­
ренциальных уравнений, описывающая движения идеальной жидко­
сти. Вот она:

dtp + (y ,p v )  = 0, (9.1)

d t v  + (гГ, V ) v  = -~ V p  + b, (9.2)
Р

dt — + pdt~ — ~(V, h) + s, (9.3)
P P P

p = p(p,e). (9.4)

Три дифференциальных уравнения, связывают четыре неизвестных 
функции р, v , р, и е. При этом, система содержит одно векторное урав­
нение, а совокупность неизвестных, соответственно, включает вектор. 
Величина b обычно считается параметром задачи (как и источники 
внутренней энергии h и s). Последнее, четвертое, уравнение позволя­
ет исключить из уравнений одну из неизвестных скалярных функций 
(например, р).

Система (9.1)-(9.3) есть система трехмерных эволюционных диф­
ференциальных уравнений (содержит производные по времени только 
1-го порядка) в частных производных 1-го порядка (содержит частные 
производиые не выше первого порядка). Наличие в системе (9.1)-(9.3) 
производных по всем координатным направлениям позволяет сформу­
лировать смешанную начально-краевую задачу. Для этого требуется 
поставить необходимое число начальных и граничных условий.

Поскольку все дифференциальные уравнения — эволюционные, в 
начальный момент времени t =  0 нужно задать значения p,v и е. На 
границе области определения неизвестных функций ставятся гранич­
ные условия для р, v, и е в количестве, равном наибольшему порядку
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пространственных производных, т.е. в случае идеальной жидкости — 
по одному.

После того, как выписаны уравнения, выбрана область определения 
функций и заданы начальные и граничные условия, можно говорить, 
что задача поставлена.

9.1.2. Уравнение движ ения в форме Громеки-Лэмба

При рассмотрении динамики идеальной жидкости полезным оказы­
вается представление уравнения движения Эйлера (9.2) в, так называе­
мой, форме Громеки-Лэмба.46 Особенность этой формы записи состоит 
в том, что в левой части уравнения явно выделяется член, описываю­
щий вихревое движение жидкости.

Для получения указанной формы запишем второе слагаемое в левой 
части (9.2) в терминах градиента скорости G =  Vv  и спина W =  I  (G — 
GT):

(v, V)v — Gv =  (G — GT) v + GTv =  2Wv +  GTv.
Первое слагаемое, в соответствии с формулой (5.18), дает 2\Nv =  и  х v 
или, меняя местами сомножители в векторном произведении, 2\Nv =  
—v х oj. Здесь ш — введенный ранее вектор вихря скорости: ш — rot v. 
Выражение для j -ой компоненты вектора GTv также легко находится

(GTf?) j =  (d*ivb)vk =  ^ К ) 2>

откуда GT£T =  |V|iT|2. Таким образом,

(v, V)v  =  ^ V|tf|2 — v х ш. (9.5)

Подставляя теперь это выражение в уравнение (9.2), получим

dtv — v х ш + ^ V Jг7|2 =  — +  Ъ.2 р

Это и есть уравнение движения в форме Громеки-Лэмба. В заключе­
ние, перегруппировывая члены и полагая, как обычно, массовую силу 
Ь потенциальной с потенциалом —Ф, запишем

46Громека Ипполит Степанович (1851-1889), русский гидромеханик,
Лэмб (Lamb) Гораций (1849-1934), английский математик и механик.
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(9.6)

9.1.3. Замечания о приложениях модели

Решение задач гидромеханики в полном объеме — дело крайне тру­
доемкое, а подчас и ненужное. Часто, пользуясь какой-либо априорной 
информацией относительно искомого решения, удается заметно упро­
стить исходные уравнения, а в редких случаях даже получить анали­
тическое решение.

Не лишне, при этом, подчеркнуть, что после того, как нами (с по­
мощью великих предшественников) была сформулирована модель дви­
жущейся сплошной среды, никаких принципиально новых уравнений, в 
рамках имеющейся модели, мы получать не собираемся. Модель среды 
все время одна и та же. Единственное существенное изменение, кото­
рое мы можем сделать — переопределить тензор напряжений. К этому 
приходится прибегать в тех случаях, когда имеющаяся базовая модель 
идеальной жидкости перестает описывать наблюдаемые течения. Мы 
воспользуемся такой возможностью при рассмотрении вязкой и турбу­
лентной среды.

Значительно чаще нам будет достаточно пренебречь чем-нибудь в 
уже построенной модели, чтобы упростить имеющуюся сложную си­
стему уравнений, приспособив ее для описания специальных режимов 
течения. Именно такого рода упрощения и используются далее. Мы 
жертвуем универсальностью ради возможности проще описать какой- 
либо частный случай. Обратите внимание, что всякий раз, когда мы 
будем выводить таким образом новые уравнения (система уравнений 
гидростатики п.9.2, уравнение вихря скорости п.9.3.2 и проч.), Мы бу­
дем действовать не так, как поступали при выводе уравнений модели 
сплошной среды в первой части книги, то есть начинать будем не с 
обсуждения основ, базовых предпосылок, а сразу, используя готовую 
модель, будем что-то в ней упрощать (или скорости приравняем нулю, 
или производные, либо уравнение состояния запишем в урезанном ви­
де, ...). Так же поступим и теперь при рассмотрении одного из таких 
простых частных случаев, каковым является гидростатическое равно­
весие.

dtv +  V ( ~\v\2 +  Ф — Vp +  v  х 6 j .  
Р
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9.2. Г и д р о с т а т и к а

Гидростатика описывает механическое равновесие покоящейся 
ж идкости. В этом случае v =  0 и уравнения (9.1)-(9.3) принима­
ют вид:

Из уравнения неразрывности (9.7) следует, что плотность покоя­
щейся жидкости сохраняется в каждой точке. Изменения внутренней 
энергии, как видно из уравнений (9.7) и (9.9), происходит лишь за 
счет внешнего нагрева. Уравнение (9.8) позволяет найти распределе­
ние давления в покоящейся жидкости. Выберем декартов базис, напра­
вим ёз вертикально вверх, и обозначим х\ =  х, х2 = у, %з =  -г- Тогда 
Ь =  (0,0, -д),  и уравнение (9.8) оказывается эквивалентным трем ска­
лярным уравнениям такого вида:

Из первых двух уравнений следует, что р  =  p(z). Для третьего уравне­
ния можно сформулировать задачу Коши, если задать при некотором 
г значение давления.

Пусть, например, начало координат расположено на нижней грани­
це слоя жидкости глубиной h. Давление на поверхности равно ро - Тогда 
интегрирование уравнения (9.10) дает

dtp = 0,
0 =  — Vp +  pb,

dt -  =  -p d t -  +  -(V , h) +  s. 
P P P

(9.7)
(9.8)

(9.9)

-d xp =  0, 
- d yp =  0, 
- d zp = pg. (9.10)

и при p — const получаем:

p = po + p g (h - z).
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9 .3 . Б а р о т р о п н а я  ж и д к о с т ь

Если динамика жидкости описывается баротропной моделью, пер­
вый член в правой части уравнения движения (9.2) может быть запи­
сан как градиент некоторой функции. Такое представление позволяет 
упростить модель среды и получить важные сведения о характере те­
чения.

Определим функцию Р  следующим образом:

В силу того, что уравнение состояния имеет вид р = р(р), т.е. плотность 
зависит лишь от давления, подынтегральное выражение может быть 
записано как дифференциал некоторой функции. В нашем случае это, 
конечно, функция Р: ~dp = dP и, следовательно,

Уравнение движения в форме Громеки-Лэмба (9.6) принимает вид

9.3.1. Стационарные течения; уравнение Бернулли

В том случае, когда в каждой точке х пространства, занимаемого 
телом В, характеристики движения не изменяются во времени, движе­
ние (или течение) называется стационарным  или уст ановивш им­
ся. Математически это означает, что частные производные по времени 
в уравнениях, описывающих течение, равны нулю:

-V p  =  VP. 
Р

(9.11)

(9.12)

dtv = 0, dtp — 0, dt (k + e) = 0. 

Уравнение движения (9.6) при этом имеет вид

(9.13)
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Дальнейшая модификация связана с предположением баротропности, 
т.е. с уравнением (9.12), которое в стационарном случае записывается 
так

V ^ 1 ^ |2 +  Р  +  = v х ш. (9.14)

Вспомним теперь выражение для полной производной по времени от 
некоторой функции /  (см, (3.9)). В стационарном случае оно принимает 
вид: d tf  =  (v, V /), поэтому, если мы умножим (9.14) скалярно на v, то 
фактически найдем производную по времени от выражения в скобках:

dt +  Р + Ф  ̂ =  (v, v х ш) = 0. (9.15)

Правая часть (9.15), естественно, равна нулю, так как векторное произ­
ведение ортогонально каждому из своих сомножителей, а значит, орто­
гонально v. Отсюда следует, что при стационарном течении величина

Н  =  + Р + Ф =  const (9.16)

в точке тела не меняется, т.е. сохраняется при движении точки по своей 
траектории. Уравнение (9.16) называется уравнением Б ер н улли ,47 а 
величина Н  — инт егралом Б ернулли . Функция Н  постоянна вдоль 
тректорий точек тела. В точках же пространства, занимаемых телом, 
она определяется, согласно (9.14), выражением

V.ff =  v х ш

и не является, вообще говоря, однородной. Однако легко видеть, что 
если течение безвихревое (си = 0), то функция Н  пространственно 

однородна,
поскольку градиент V H  = 0. Это утверждение называется теоремой 
Б ернулли .

Уравнение
dtx = v(t, х)

определяет траектории движения точек тела, т.е. кривые, касательный 
вектор к которым в каждой точке х в момент времени t равен v(t, х).

47Бернулли (Bernoulli) Даниил (1700-1782), швейцарский математик.



116 9.3 Стационарные течения; уравнение Бернулли

Любая конкретная траектория определяется начальным условием

Уравнение же *|t=o =  X.
d \x  = v(t, х)

в некоторый (а значит, в любой) момент времени t определяет линии 
тока,48 т.е. кривые, касательный вектор к которым в каждой точке х 
равен v(i, х). Любая конкретная линия тока определяется начальным

х|А=о = х0.
Разница между этими двумя множе­

ствами кривых в том, что линии то­
ка строятся по полю скоростей, соответ­
ствующему некоторому фиксированно­
му моменту времени (скажем, сфотогра­
фировали поле скоростей, а затем по фо­
тографии построили множество кривых, 
всюду касающихся этого векторного по­
ля). Траектории же соответствуют «жи­
вому», меняющемуся с течением време­
ни полю скорости. Они являются проек­
циями мировых линий, и потому хранят 
знание о всех прошлых и всех будущих 

мгновенных векторных полях.
Вот если течение стационарно, т.е. поле скорости все время одно 

и то же v — г/(х), тогда ни в прошлых, ни в будущих векторных полях 
нет ничего отличного от настоящего, и потому траектории точек тела 
совпадают С линиями тока. Мы изучаем именно такую ситуацию. В 
этом случае говорят, что уравнение (9.16) выполняется вдоль линии 
тока.

Если направить ось х3 = z вверх от поверхности Земли, тогда плот­
ность массовой силы в условиях поля тяготения Земли определится 
вектором Ъ =  (0,0, —д), потенциал массовой силы, называемой в этом 
случае геопотенциалом, будет равен Ф = gz, а уравнение Бернулли 
примет вид:

48 Обратите внимание на то, что пойзводная вычисляется по параметру А, кото- 
рым параметризована линия тока, а не по времени t, которым параметризованы 
мировые линии и траектории, т.е. проекции мировых линий.

Рис. 17. Критическая точка 
на поверхности тела, обтека­
емого стационарным потоком 
жидкости.
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н  = \\v ?  + P + gz. (9.17)

Из уравнения (9.17) вытекает, что при заданном значении z, скажем 
z = 0, величина, Р  (а в случае р =  const, просто давление р) будет 
максимальной в тех точках, где v = 0. Такая точка обычно имеется на 
поверхности тела, обтекаемого жидкостью, и называется критической 
точкой (см. рис. 17).

Если на бесконечности давление и скорость равны и «оо соответ­
ственно, то давление в критической точке для случая р = const легко 
находится из (9.17): ^

' Р  =  Р о о + 2 ^ 1 ^ 0 0 12 •

9.3.2. Нестационарные течения; уравнение вихря скорости

Допущение баротропности позволяет существенно упростить урав­
нение движения и в общем нестационарном случае. Упрощение осно­
вывается на том, что для любой дважды дифференцируемой функции 
/  ротор ее градиента равен нулю:

Взяв ротор от обеих частей этого уравнения, в силу (9.18) получим

Ротор и оператор вычисления частной производной по времени можно 
поменять местами, после чего в левой части будет стоять dt (rot v) = 
dtQ, а само уравнение примет вид

Это уравнение содержит только одну неизвестную величину — скорость 
и, значит, его можно решать независимо от остальных уравнений моде­
ли. Такой результат, безусловно, сильно упрощает задачу. Выведенное 
уравнение описывает эволюцию поля вихря СЗ, и поэтому называется 
уравнением вихря.

rot V / =  0.

Рассмотрим еще раз уравнение движения (9.12)

(9.18)

rot (dtv) =  rot (v x СЗ).

dtOJ =  rot (v x СЗ). (9.19)
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Экспериментальные данные показывают, что капельные жидкости 
являются чрезвычайно плохо сжимаемыми объектами. Также ведут се­
бя и газы при достаточно малых скоростях движения. Все эти наблюде­
ния позволяют в ряде случаев использовать в качестве дополнительной 
гипотезы предположение о несжимаемости среды, т.е. считать выполня­
ющимися соотношения (6.19). В этой главе мы рассмотрим некоторые 
следствия, вытекающие из принятия этой гипотезы. Модель идеальной 
несжимаемой жидкости представляет собой модифицированный вари­
ант системы уравнений (9.1)-(9.4):

(V,0) =  O,

d t v  +  ( v ,  V ) v  =  - - V p  +  b,
P

pdte = (V, h) + ps,
p = p{jp,e).

Допущение несжимаемости dtp — 0 отразилось лишь на первом (урав­
нение неразрывности) и третьем (баланс внутренней энергии) уравне­
ниях модели. При отсутствии источников h a s  внутренняя энергия 
сохраняется.

1 0 .1 . Б а р о т р о п н а я  м од ел ь ж и д к о с т и

Допущение баротропности жидкости позволило свести уравнение 
движения к уравнению вихря скорости. Посмотрим, что нового при­
вносит в модель принятие гипотезы несжимаемости среды.

10.1.1. Уравнение Гельмгольца

Из рассмотрения уравнения вихря можно получить важные резуль­
таты о движении идеальной несжимаемой жидкости. Для этого преоб­
разуем rot (v х со) в (9.19) по известной формуле векторного анализа:

rot (v х со) =  V х (v х Со) = v(V, to) — w(V, v) +  (ы, V)v — (v , V)w. (10.1)
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Учтем, далее, что жидкость несжимаема, т.е. (V, гГ) =  0 и что для 
любого дифференцируемого вектора /  справедливо равенство

div ro t/ =  (V, rotf )  — 0.

Тогда первые два члена в правой части выражения (10.1) оказываются 
нулевыми. Подставляя оставшиеся два слагаемых в (9.19), получим:

dtuj + (v, V)w =  (cu, V)v. (10.2)

Выражение в левой части (10.2) есть полная производная от вектора 
вихря. Записывая ее в левой части, окончательно получаем так назы­
ваемое уравнение Гельм гольца :49

d t ou =  (си, V ) v .  (10.3)

Это уравнение удается проинтегрировать. Сначала перепишем его 
в эквивалентной форме, учитывая, что (си, V)v = Gси, где G =  Vv:

d t u  =  Gw. (10.4)

Теперь вспомним, что, рассматривая скорость растяжения, мы полу­
чили выражение градиента скорости G через градиент деформации F 
(формула (5.8)):

G -  (dtF)F-1.

Подставляя это выражение в уравнение (10.4), получим:

d t cu = (dtF)F_1w. (10.5)

Запишем левую часть (10.5) в виде

dtcu =  d t (\cu) =

Представим, далее, единичный тензор как свертку I =  FF-1 и продиф­
ференцируем

=  dt(FF-1a;) =  ( d ^ F ^ u  + Fdt(F -1w). (10.6)

49Гельмгольц (Helmholtz) Герман Людвиг Фердинанд (1821-1894) немецкий фи­
зик, математик, физиолог и психолог.
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Вычитая (10.5) из (10.6), найдем:

Fdt(F~1cu) =  0. (10.7)

Это выражение можно рассматривать как уравнение относительно 
неизвестного вектора dt(F-1 w), т.е. как систему линейных алгебраиче­
ских уравнений относительно компонент указанного вектора. Посколь­
ку мы считаем движение обратимым,50 матрица тензора F неособая, и, 
следовательно, уравнение (10.7) имеет только тривиальное решение:

dt (F-1cj) =  0. (10.8)

Пусть в начальный момент времени t =  0 в рассматриваемой 
области определено векторное поле cjo. В этот же момент времени 
F =  F-1 =  I, т.е. деформация отсутствует. Тогда начальное условие 
для уравнения (10.8) имеет вид

F—1(U|t=o =  ш0- (10.9)

Интегрируя задачу Коши (10.8), (10.9), получим:

F-1w = шо w =  Fw0- (10.10)

Из этого результата вытекают важные следствия, известные под назва­
нием теорем Лагранжа и Гельмгольца.

1 0 .1 .2 . Т е о р е м ы  Л а г р а н ж а  и  Г е л ь м го л ь ц а

Вспомним, что течение называется безвихревы м , если вихрь ско­
рости его всюду равен нулю.

Теорема (Лагранж). Безвихревое (вихревое) течение в идеальной 
несжимаемой баротропной жидкости сохраняется.

Действительно, если в начальный момент времени течение было без­
вихревым, то всюду w0 =  rot щ = 0. Согласно (10.10) в любое другое

50Вы понимаете, что это — допущение, а не указание жидкости, как ей надле­
жит двигаться. Это описание границ применимости теории. В том случае, когда 
движение жидкости нельзя считать обратимым, следует быть готовым к тому, что 
данная теория перестанет работать, т.е. описывать и предсказывать характер дви­
жения жидкости.
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время вектор вихря Со также будет нулевым. И обратно, если в момент 
времени t = 0 течение было вихревым, т.е. существует точка, в кото­
рой Ло Ф 0, тогда, поскольку градиент деформации F =  V% не равен 
нулевому тензору, в любое другое время вектор вихря со =  Fwo будет 
отличен от нулевого вектора.

Если движение безвихревое, то со — rot v =  0. Однако, нулю ра­
вен ротор градиента любой дифференцируемой функции. В силу это­
го, вектор скорости безвихревого течения можно записать как градиент 
некоторой скалярной функции <р:

rot v =  0 =т- v =  Vp.
Введенная функция уз называется пот енциалом спорости, а безви­
хревое течение (т.е. течение, при котором скорость обладает потенци­
алом) иначе называется пот енциальны м  т ечением .51

Прежде чем формулиро­
вать теорему Гельмгольца, вве­
дем некоторые определения.
Кривую, касающуюся в каж­
дой точке непрерывного век­
торного поля, будем назы­
вать векторной линией . Ес­
ли векторное поле поле ско- Рис. 18. Деформация вихревой линии, 
ростей, то векторные линии на­
зываются л и н и ям и  тока. Если же векторное поле есть поле вихря 
скорости, то векторные линии называются вихревы м и линиям и .

Векторные линии, проходящие через замкнутый контур, который 
можно стянуть в точку, образует поверхность, называемую вектор­
ной трубкой. В случае вихревых линий получаем, соответственно, 
вихревую  трубку.

Теорема (Гельмгольц). Вихревые линии в идеальной несжимае­
мой жидкости сохраняются. Другими словами, множество точек 
тела, составляющее вихревую линию в начальный момент времени, 
составляет вихревую линию и в любой другой момент времени.

513десь ситуация буквально та же, что и в случае с плотностью массовой силы. 
Величину Ъ в большинстве геофизических задач мы можем записать как гради­
ент геопотенциала Ф именно потому, что по данным наблюдений поле Ь с большой 
точностью оказывается безвихревым.
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Рассмотрим в начальный момент времени t = 0 некоторую вихре­
вую линию Со (см.рис.18), параметризованную вещественным парамет­
ром Л. Пусть в точке с координатами x|t=o =  X  определен касательный 
вектор d\Co =  d\X. =  ш0. В момент времени t в результате деформа­
ции вихревая линия Со отобразится в некоторую линию С. Точка X  
отобразится в точку х, а вектор касательный к кривой С в этой точке 
определится выражением

d\C  = d \x

И соответствии с формулой (5.1), далее имеем 

=  FdAX  =  td xCo = Fw0.

Учитывая теперь формулу (10.10), получим:

d\C = ш,
а это означает, что касательный вектор к кривой С есть вектор ви­
хря. Аналогичные рассуждения справедливы для любой точки каждой 
вихревой линии Со- Следовательно вихревые линии деформируются в 
вихревые линии, что и доказывает теорему Гельмгольца.

10 .2 . Д в у м е р н ы е  т е ч е н и я

Если существует направление, в котором поле скорости не меняет­
ся, то можно выбрать систему координат такую, что две компоненты 
скорости жидкости будут зависеть лишь от двух координат, а третья 
будет равна нулю

v = v(x1,x 2) = (wi,«2, 0) =  (u ,v ,0).

10.2.1. Функция тока

В этом двумерном (плоском) случае с линиями тОка тесно связан 
другой, часто используемый элемент описания течений, — функция то­
ка.

В двух измерениях уравнение неразрывности несжимаемой жидко­
сти принимает вид:

дхи = —dyv.

(V, v) =  дхи +  dyv =  0, (10.11)
или
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Введем функцию ф(х, у), обладающую смешанной производной, такую, 
что

и =  дуф, v = —дхф. (10.12)

Тогда уравнение (10.11) удовлетворится автоматически:

дхуф ; @ухФ — 0.

Функция ф называется функцией тока. Уравнение, решением кото­
рого является функция тока, выводится из уравнения движения несжи­
маемой идеальной жидкости, а точнее, из уравнения Гельмгольца. 

Вычислим вихрь скорости в рассматриваемом плоском случае:

ш = (dX2v3 -  dX3v2, dX3vi -  dXlv3, dXlv2 -  dX2v{) =
=  (0,0, dxv -  dyu) =  uze3.

Откуда
ujg ■ dxv dyu — дххф dyyip — ^^ф.

Здесь используется стандартное обозначение дифференциального опе­
ратора второго порядка Д =  дхх + дуу. Оператор Д называется опера­
тором Лапласа.52 Подставим теперь найденное выражение вихря ско­
рости в уравнение Гельмгольца

dtu> + (v , V)c3 =  (сЛ, V)i7,

вычислив предварительно скалярные произведения. Учитывая, что 
w =  — Афе3, для (и, V)d5 имеем

(гГ, V)w =  ~{дуфдх -  дхфду)Афе3 =  (~дуфдхАф + дхфдуАф) е3.

Поскольку компоненты скорости являются функциями двух перемен­
ных х я у, получаем

(w, V)v = cjzdzv = 0.

Уравнение Гельмгольца теперь выглядит следующим образом

dtAi> +  дуфдхАф -  дхфдуАф =  0,

52Лаплас (Laplace) Пьер Симон (1749-1827), французский астроном, математик, 
физик.
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или в стационарном случае

дуфдхАф -  дхфдуАф =  0.

Полученное ранее уравнение вихря, являлось существенным упро­
щением задачи, поскольку позволяло найти скорость, интегрируя это 
единственное векторное уравнение. В рассматриваемом двумерном слу­
чае нам удалось пойти дальше и свести задачу нахождения скорости 
течения к одному скалярному уравнению относительно функции тока.

10.2.2. Ф орма линий тока стационарного течения

Зная функцию тока, можно непосредственно определить форму ли­
ний тока для стационарных течений. Действительно, поскольку ско­
рость изменения функции тока вдоль мировой линии равна

Последнее равенство следует из определения функции тока (10.12). Та­
ким образом, в стационарном течении функция тока постоянна на ли­
нии тока, поскольку в стационарном случае траектории совпадают с 
линиями тока.

Если представить функцию тока как поверхность ф(х,у), то линии 
тока окажутся линиями уровня этой поверхности и будут определяться 
уравнениями

10.2.3. Поток жидкости через контур

Проведем между двумя точками Р  и Q контур I. Тогда поток q 
жидкости с постоянной плотностью р через этот контур будет равен

dtф =  dtrp +  идхф + удуф,

то в стационарном случае имеем

dtф = идхф + ьдуф = 0. (10.13)

“0(яг> у) — С =  const.

(10.14)
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Рис. 19. Поток жидкости через кривую I.

где v — скорость течения в точке х на кривой I; ft — единичная нормаль 
к кривой в этой же точке; a vn — проекция v на направление нормали 
(см.рис.19).

Пусть dl — касательный вектор к кронтуру I в точке х. Тогда 
(rt,dl) =  0. Если dx и dy — компоненты касательного вектора, т.е. 
dl =  (dx,dy), a dl2 — квадрат его длины, то компоненты нормали пх и 
пу определяются следующими уравнениями:

nxdx +  nydy 
dx2 +  dy2 

n2 +  n2y

Перемножая два последних уравнения и вычитая из них квадрат пер­
вого, получим:

(n x d y  — r i y d x ) 2 =  d l 2 .

Извлекая из этого уравнения квадратный корень, найдем уравнение, 
которое вместе с уравнением (10.15) даст нам необходимую систему 
уравнений:

nxdx + nydy =  0,

nxdy — nydx — ±dl.

Отсюда nx =  ±^г, ny =  Т af - Выберем направление нормали так, что­
бы скалярное произведение (гГ, п) было положительным. Тогда пх =

=  0, (10.15)
=  dl2, (10.16)
=  1. (10.17)
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пу = —~jj, a (v,n) =  — v^jj- Подставляя найденное скалярное про­
изведение в интеграл (10.14), получим:

rQ rQ rQ
q =  p  j  (u d y  -  v d x ) =  p  J  ( d ^ d x  +  dyipdy )  =  p  J  d -ф =  p ( ^ Q -  фР ),

где rj)Q и фр — значения функции тока на линиях тока, проходящих 
через соответствующие точки.

Таким образом, поток массы через контур не зависит от его фор­
мы, а определяется только разностью значений функций тока на его 
концах.

1 0 .3 . П о те н ц и а л ь н о е  те ч е н и е

Безвихревое течение, как уже говорилось, называется потенциаль­
ным, так как условие отсутствия вихрей rotv =  0 позволяет ввести 
потенциал скорости ip, определяемый равенством

v = V<p. (10.18)

Уравнение, которому удовлетворяет потенциал скорости, можно 
получить из уравнения неразрывности. Действительно, подставляя в 
уравнение неразрывности для несжимаемой жидкости определение по­
тенциала (10.18), получим:

(V, v) =  (V, V</j) =  Aip = 0, (10.19)

где Д =  dxx+dyy+dzz — оператор Лапласа. Для определения потенциа­
ла скорости ставится задача Неймана, т.е. на границе рассматриваемой 
области задается краевое условие:

vn = дп(р, (10.20)

где vn — заданная величина, а дп — производная по нормали к гра­
нице. Задача (10.19), (10.20) позволяет найти потенциал с точностью 
до аддитивной константы. Поскольку потенциал скорости является ре­
шением уравнения Лапласа, он удовлетворяет принципу максимума: 
наибольшие по модулю значения функция принимает на границе об­
ласти течения.
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Некоторые заключения о характере течения можно сделать, исходя 
из вида задачи (10.19), (10.20), определяющей потенциал и, следова­
тельно, поле скорости. Так, если потенциальное течение порождается 
движущимся в жидкости твердым телом, то характеристики течения 
в любой момент времени зависят только от мгновенной скорости тела, 
но не от его ускорения. Связано это с тем, что уравнение Лапласа не 
содержит производных по времени, а в краевое условие входит лишь 
скорость тела.

10 .4 . С в я з ь  п о те н ц и а л а  ск о р о ст и  с ф у н к ц и е й  то к а  
д л я  ста ц и о н ар н о го  п л о ск о го  т е ч е н и я

Если потенциальное течение плоское, то можно ввести функцию то­
ка, которая также удовлетворяет уравнению Лапласа. Действительно, 
Дф =  — шг, но так как вихрь скорости равен нулю, то Аф =  0.

Связь между потенциалом и функцией тока, однако, более тесная. 
Для того чтобы ее выяснить, выразим компоненты скорости через 
функцию тока по (10.12) и потенциал скорости по (10.18):

и =  дуф =  дх(р, v = - д хф = ду(р.

Подставляя найденные значения в выражение (10.13), выполняющееся 
вдоль линии тока в стационарном случае, найдем:

dti/> =  идхф + vdy-ф = (dxip)dxip +  (dyip)dyijj = (V<p, Уф) =  0. (10.21)

Величины и = дх<р я v — ду(р есть компоненты вектора, касательно­
го к кривой ф = const. В свою очередь, величины дхф, дуф можно рас­
сматривать как компоненты вектора, касательного к кривой <р = const. 
Действительно, из (10.21) и определения функции тока имеем

(Wip, VV0 =  (дхф)дх<р +  (дуф)ду(р = (~v)dxtp + udy<p = dt<p = 0.

Вектор V'i/’ с компонентами (—v, и) касается линии ip = const в той точ­
ке, где он определен. Касательные векторы и Vip согласно (10.21) 
ортогональны (см. рис.20).

Таким образом, равенство (10.21), которое представляет собой ска­
лярное произведение касательных векторов, можно интерпретировать
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и \ \  dyf
V

^  \)/= const 

const\ ф =

- V  ■ и
X

Рис. 20. Связь потенциала ip с функцией тока ф.

как ортогональность кривых ф = const и (р =  const. С геометрической 
точки зрения безразлично, что считать линиями тока, а что эквипо­
тенциальными кривыми. И если решена некоторая гидродинамическая 
задача, т.е. найдены характеристики течения, определяемые функция­
ми ip и ф, то одновременно оказывается решенной и другая, связанная 
с ней задача, в которой ф есть потенциал скорости, a ip — функция 
тока. Такие задачи, как и функции ф и ip, называются сопряженными.
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1 1 .1 . Н е д о ст а тк и  м о д ел и  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и

Выбор тензора напряжений в виде (7.26) удачен в том смысле, что 
определяемая им модель идеальной жидкости позволяет в ряде случаев 
успешно описывать течения реальной жидкости. Существует, однако, 
ситуации, когда этого не происходит, и предсказания, сделанные по та­
кой модели, разительно отличаются от наблюдений. Если речь идет 
об одной и той же жидкости, то, очевидно, что дело не в ее физико­
химических свойствах, а в геометрии потока, масштабах изучаемого 
явления, скоростях течения и т.п. Судя по всему, принимая модель 
идеальной жидкости, мы пренебрегаем, среди прочих, теми свойства­
ми реальных сред, которые в указанных ситуациях становятся суще­
ственными. Так, например, из (7.26) следует, что в модельной среде 
отсутствуют касательные напряжения (формула (7.27)). Понятно, что 
там, где они малы по сравнению с нормальными, ими, вероятно, можно 
пренебречь. Но там, где это не имеет места, модель идеальной жидко­
сти работать не будет (т.е. будет работать плохо, неправильно).

К чему приводит отсутствие касательных напряжений, если гово­
рить об этом простым языком? Напряжения есть плотности контакт­
ных сил взаимодействия тела с окружающей его внешней средой. Так, 
если жидкость движется в каком-нибудь канале, то стенки канала вза­
имодействуют с потоком. Если они только сжимают жидкость, то от 
нуля отличны лишь нормальные напряжения. Если же имеет место 
трение жидкости о стенки канала, то ненулевыми оказываются каса­
тельные напряжения. Таким образом, допуская, что касательные на­
пряжения отсутствуют (т.е. равны нулю), мы допускаем, что трения о 
стенки нет. Отсутствует также и трение между любыми слоями жид­
кости вдоль любой кинематической границы. Первое приводит к тому, 
что такая модельная среда оказывается почти нечувствительной к вве­
дению каких-либо тел в занятую ею область. Со вторым связано то, 
что характер течения (вихревой/потенциальный) сохраняется во вре­
мени. Всяческое затухание отсутствует вообще. Кроме того, отсутству­
ет и порождение завихренности, следствием чего является отсутствие 
перемешивания.
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1 1 .2 . У р а в н е н и я  д в и ж е н и я  в я зк о й  ж и д к о с т и  и  
у р а в н е н и я  Н а в ь е -С т о к с а

Попробуем учесть касательные напряжения, усложнив конструк­
цию тензора напряжений Т. Не будем, однако, менять его кардинально 
(ведь то, что есть, работает неплохо), а добавим корректирующее сла­
гаемое Т':

Т =  -р | +  Т'. (11.1)

Этот добавочный член, как и первое слагаемое, является тензором 2-го 
ранга. Его задача — приближенно описать действие сил межмолеку- 
лярных взаимодействий препятствующих существованию и развитию 
неоднородностей, которые характеризуются отличными от нуля гради­
ентами. Эти силы будем называть силам и вязкост и, а тензор Т' — 
тензором вя зки х  напряж ений.

Из опыта известно, что силы вязкости не проявляются, если жид­
кость движется, как твердое тело, т.е. когда отсутствует градиент ско­
рости G =  О. Во всех других случаях вязкие силы стремятся выровнять 
поле скорости, т.е. свести движение жидкости к твердотельному. Так 
ведут себя вязкие силы в любых жидкостях. По этой причине будем 
считать тензор Т' зависящим от тензора G, точнее от его симметричной 
части, т.е. тензора D. Дело в том, что и тензор Т и единичный тензор 
симметричны, значит симметричным должен быть и тензор Т'. Таким 
образом, положим

Г  =  2//D. (11.2)

Теперь, в отличие от случая идеальной жидкости, тензор напряжений 
теряет свою универсальность. Понятно, что, скажем, у воздуха и воды 
разные способности сглаживать неоднородности. Специфику каждого 
конкретного вещества будет отражать коэффициент пропорциональ­
ности 2/i. Величина д называется коэффициентом динамической  
вязкост и. Он всегда положителен, поскольку действие тензора Т' все­
гда однонаправлено. Это опытный факт. Двойка же в (11.2) поставле­
на только потому, что в определении тензора D есть коэффициент |,  
и мы таким способом от него избавляемся (двойку можно было бы и 
не ставить, но тогда величина /х удвоилась бы). Итак, новый тензор 
напряжений имеет вид

Т =  -р \  +  2/uD =  - р\ +  ц (G +  GT) , (11.3)
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а компоненты его равны

Тij — р6{] -|- [ж jVi Ч- ivj). (11.4)

Прежде чем подставить выражение (11.3) в закон движения Коши 
(7.24), вычислим дивергенцию нового тензора напряжений:

(divT)i = ' V jTij = V j (-p6ij + р, (VjVi + V iVj)) — (11-5)
=  V,p +  V j {pVjVi) +  V j , (11-6)

и для того, чтобы нагляднее показать действие отдельных членов, вве­
дем дополнительные упрощающие предположения. Предположим, что

1) р, — const,

2) система координат — декартова и, следовательно, V* =  dXk.

Теперь дивергенция тензора напряжений выглядит так

(divT) ■ =  - d Xip + /jAvi +  /J.dXjXiVj = (П-7)
=  ~dXip +  p,Avi +  pdXi (V, v) . (11-8)

В декартовых координатах лапласиан А  =  V 2 =  (V, V) имеет вид: 
А =  dxixi ■ Если выбраны недекартовы координаты, то выражение для 
Д сложнее (необходимо учитывать ненулевые символы Кристоффеля) 
и его можно найти для ряда известных случаев в справочной литера­
туре.

Подставим (11.8) в закон движения (7.24) и получим, так называ­
емое, уравнение движ ения вязкой ж идкости Навье-Стокса- 
Д ю гем а:ьг

pdtv — —Vp +  pAv + /iV  (V, v) +  pb. (11-9)

Как уже отмечалось, реальные жидкости в ряде случаев можно счи­
тать несжимаемыми средами, поэтому это свойство часто сразу же за­
кладывается в модель. Уравнение неразрывности принимает тогда вид

53Навье (Navier) Луи Мари Анри (1785-1836), французский физик и математик. 
Дюгем (Duhem) Пьер Морис Мари (1861-1916), французский физик, философ и 

историк науки.
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(6.19). Уравнение движения также упрощается (третье слагаемое в пра­
вой части в силу уравнения неразрывности становится равным нулю) 
и принимает вид уравнения Навье-Стокса

pdtv =  —Vp +  fiAv + pb. (11.10)

11.3. Компонентная форма записи уравнения 
движения вязкой жидкости

Векторное уравнение движения вязкой жидкости можно, как и 
уравнение Эйлера (7.30), записать в виде трех скалярных уравнений. 
Выберем аналогично декартову систему координат и построим в каж­
дой точке координатный базис {е*}. Уравнение (11.9) запишем в виде

dtv + (v , V)u + — Vp — vAv — i/V (V, v) — b = 0, (11.11)P
где v =   ̂ — коэффициент кинематической вязкости. Исполь­
зуя выписанные ранее выражения компонент векторов (7,31) получим:

^dtVi + (v, V)«i +  ^ V,p -  vAVi -  г/Vj (V, v) + gS3̂ j e* = 0, (1 1 .1 2 )

о т к у д а

dm  + (v, V)vi =  - -V iP  +  i/Aut +  i/Vi(V,u) -  gS3i. (11.13)
P

Подставляя теперь компонентную запись скалярного произведения 
(гГ, V) =  v,fcV,fc, дивергенции скорости (V, v) = V^u* и оператора Ла­
пласа Д = (V, V) =  VfcV* =  V |, окончательно найдем

d m +  VkVkVi = - -V iP  + vV\vi +  1/Vi (VkVk) -  gS3i. (11-14)P
В случае несжимаемой жидкости (уравнение Навье-Стокса) вместо

(11.14) получим более простые уравнения:

d m  +  VjfcVjfcWi =  “ Vi/> +  vV\vi -  gS3i. (11.15)

Как и в случае невязкой жидкости, здесь i — свободный индекс, a k  — 
немой, со всеми вытекающими последствиями.



11.5 Вязкая диссипация и баланс энергии 133

11.4. Постановка задач гидромеханики вязкой 
жидкости

В отличие от системы уравнений идеальной жидкости система урав­
нений вязкой жидкости включает производные второго порядка по про­
странственным переменным. По этой причине для корректной поста­
новки задачи требуется задание дополнительных граничных условий. 
Из физических соображений граничное условие скольжения на грани­
це в случае идеальной среды для вязкой жидкости заменяется услови­
ем прилипания. Соответственно, скорость жидкости на твердой стенке 
равна скорости движения стенки. Кроме того, полагается, что при пере­
сечении кинематической границы вектор напряжения меняется непре­
рывно.

11.5. Вязкая диссипация и баланс энергии
Коль скоро изменилось наше представление о контактных силах, 

действующих на поверхности конфигурации любого тела или его ча­
сти, т.е. на любой кинематической границе, и это нашло свое отражение 
в конструкции тензора напряжений, изменилась, очевидно, и мощность 
контактных сил и ее распределение. Согласно (8.7), (8.10) и (8.11) мощ­
ность контактных сил есть

W c  = f  (v ,f)d S =  f  div (Tw) dV =  f  (v, divT) dV + f  (T :Vv)dV, 
Jdx Jx Jx

(11.16)
где слагаемые в последнем выражении описывают скорость совершения 
поверхностными силами работы, идущей на изменение а) кинетической 
энергии тела (первое слагаемое) и б) внутренней энергии (второе сла­
гаемое).

Подставляя в (11.16) конкретный вид тензора напряжения (11.3), 
найдем (здесь, как и прежде, используются введенные выше на с.131 
упрощающие предположения 1  и 2 ):

+ [  (~Р (V, v) + 2/iD : Vv) dV, 
Jx

(11.17)
Первые слагаемые в каждом интеграле по-прежнему описывают рабо­
ту сил давления, а вторые — работу сил вязкости. При этом, вклад

Wc (v, Vp) +  2fi (v, divD)) dV
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касательных напряжений в эволюцию внутренней энергии (т.е. послед­
нее слагаемое во втором интеграле) обладает уникальным свойством: 
он знакопостоянен. Точнее, он неотрицателен.

Для того чтобы показать, что нечто не меняет знак, его обычно 
стараются записать как квадрат какой-то величины. Попробуем посту­
пить так же. Запишем скалярное произведение 2D : Vv в компонентной 
форме:

(dXkVj + dXjvk) dXkvj =  (dXkvj) (dXkv/) + (dXjvk) (dXhVj) =

В этих выражениях все индексы немые. Значит, их можно обозначить 
любыми буквами. Постараемся, работая с индексами, записать наше 
скалярное произведение как квадрат суммы компонент градиента ско­
рости. Первое слагаемое есть квадрат {dXkv jY . Разобьем его на два 
одинаковых слагаемых, в одном из которых поменяем местами индек­
сы. Получим

=  \  ( [dxkv j f  +  {dXjv k) 2 + 2 ( d XkVj) (dXjvk) )  =

но это и есть требуемый квадрат

= \  {dXkVj +  dXjvkf  = 2D : D. (11.18)

Такой результат есть отражение общего свойства симметричных тензо­
ров: скалярное произведение симметричного тензора с антисимметрич­
ным равно нулю. Следовательно, скалярное произведение симметрич­
ного тензора с тензором общего вида равно скалярному произведению 
симметричного тензора с симметричной частью тензора общего вида. 
Отсюда

D : W  = D : D > 0 2 ц  f  D : V v d V  =  2 ц  f  D : Dd V  >  0, (11.19)
' x ->x

и, действительно, эта часть мощности контактных сил всегда не меньше 
нуля. Но что в этом особенного?

Особенное то, что, согласно нашему результату, за счет работы кон­
тактных сил внутренняя энергия может только возрастать. А умень­
шаться она может, согласно Первому началу термодинамики (8.19),
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лишь за счет отрицательной скорости нагрева, т.е. отвода тепла либо 
теплопроводностью при контакте с более холодным телом, либо путем 
излучения. Важно то, что имеется в виду работа контактных сил, дей­
ствующих на поверхности любой мыслимой части тела, т.е. на любой 
его кинематической границе.

Пусть, для простоты, на тело действуют лишь контактные силы 
(включение в рассмотрение массовых сил не представляет труда). То­
гда, если на поверхности рассматриваемого в какой-либо задаче тепло­
изолированного тела контактные силы равны нулю, т.е.

то внутренняя энергия не будет возрастать лишь в том случае, когда 
контактные силы равны нулю на любой кинематической границе вну­
три тела. Это означает, что тензор D = О в каждой точке конфигура­
ции, и наше тело движется, как твердое тело без растяжения/сжатия. 
Выполнение неравенства D ф О хотя бы в одной точке означает воз­
растание внутренней энергии, которое будет продолжаться до тех пор, 
пока не реализуется режим движения твердого тела. При сохранении 
полной энергии, возрастание внутренней энергии тела Е(В) означает 
одновременное уменьшение его кинетической энергии К  {В). Этот про­
цесс, как и величина

носит название диссипации кинетической энергии , что в перево­
де означает ее исчезновение. Поскольку диссипация проявляется всюду, 
где наблюдается градиент скорости (т.е. одна частица жидкости дви­
жется относительно другой) и такое движение сопровождается тор­
можением частиц жидкости за счет трения, говорят, что диссипация 
кинетической энергии происходит за счет сил внутреннего трения.

Дифференциальные уравнения баланса кинетической и внутренней 
энергии легко получить из (8 .6 ) и (8.29) соответствующей подстановкой 
тензора напряжений (11.3):

dt (.К + Е )=  О, (1 1 .2 0 )

х
(1 1 .2 1 )

(1 1 .2 2 )

(11.23)
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Чтобы нагляднее продемонстрировать обмен энергией между кине­
тической и внутренней составляющими полной энергии, исключим из 
рассмотрения массовые силы и внешний нагрев и перепишем (1 1 .2 2 ) 
в виде уравнения баланса, преобразуя левую часть с помощью урав­
нения неразрывности, а также первые два слагаемых в правой части. 
Получим.

Интегральны® уравнения баланса получим, интегрируя по фиксиро­
ванному объему V :

Преобразуем теперь интегралы в левых частях с помощью теоремы 
Гаусса-О строградского:

Здесь индексом п помечены нормальные составляющие плотностей по­
токов соответствующих параметров (К и Е). Положим, наконец, пото­
ки через поверхность объема равными нулю (это может реализоваться 
по разным причинам. Например, скорость и ее градиент на границе 
нулевые или в одном месте втекло столько же, сколько в другом вы­
текло), тогда в уравнениях баланса останутся только интересующие

dtk + (V, kv) = -  (V,pv) +  р (V, v) +  2ц (V, (Dv)) -  2/xD : D. 

Объединим теперь дивергенции в обеих частях уравнения:

dtk+  (V, (k +p)v — 2fj,Dv) = р (V, v) — 2/xD : D. (11.24)

Аналогично, запишем уравнение (11.23):

dt£ + (V,ev) = -р  (V, v) + 2fiD : D. (11.25)

dtK  + (  (V,(k + p )v — 2pDv)dV =  f  p (V, v) dV — Diss,
J v  J v

dtE +  [  (ev)n dS = -  f  p(V ,v)dV  + Diss
J q v  j v
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нас члены:

dtK  = [  p (V ,v )d V -  Diss, (11.26)
Jv

dtE — — f  p (V, v) dV +  Diss
J v

(11.27)

Теперь можно сделать выводы.
Во-первых, мы видим, что в сумме оба уравнения дают сохранение 

полной энергии при отсутствии притока извне: правые части компен­
сируют друг друга.

Во-вторых, прирост кинетической энергии означает убыль вну­
тренней энергии и наоборот. Это может происходить за счет сжа­
тия/расширения тела силами давления (первое знакопеременное сла­
гаемое в правых частях).

И, нажонец, в-третьих, независимо от работы сил давления имеет­
ся сток кинетической энергии и, соответственно, источник внутренней 
энергии. Это — диссипация. В отличие от сил давления, которые могут 
служить и источником, и стоком и того, и другого вида энергии, дис­
сипация всегда однонаправленна. Она всегда увеличивает внутреннюю 
энергию за счет кинетической и никогда — наоборот. 5 4

54Н а всякий случай, напомню: такова модель, а не природа. В природе, вероятно, 
не так уж все прямолинейно.
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12.1. Уравнение теплопроводности
Если внутренняя энергия — величина более удобная для построе­

ния теории, то на практике предпочтительней оказывается работать 
с другой, легче измеряемой величиной — температурой. Рассмотрим 
случай идеального газа, когда температура среды Т  определяется 
следующим соотношением:

cpdtT = dt (12.1)

в котором Ср — теплоемкость при постоянном давлении.
Уравнение эволюции температуры можно найти из уравнений ба­

ланса внутренней энергии (8.29) для идеальной жидкости или (11.23)
— для вязкой, подставляя в них выражение =  cpdtT — dt^, полу­
ченное из определения (12.1). В случае идеальной жидкости найдем:

pcpdtT  =  dtp -Ь (V, h) + ps. (12.2)

Далее, требуется задать плотность потока тепла h на границе конфигу­
рации. Обычно его выражают в соответствии с законом теплопро­
водности Фурье:

h =  A VT, (12.3)

т.е. считают, что вектор h параллелен градиенту температуры VT. 
Функция температуры А называется коэффициентом теплопро­
водности. Теперь объединим (12.2) с (12.3) и получим уравнение 
теплопроводности движущейся среды:

pcpdtT = dtp +  (V, A VT) +  ps. (I2-4)

Функцию А часто полагают постоянной и выносят за знак скалярного 
произведения. Если при этом учесть, что оператор (V, V)(-) =  Д(-) есть 
оператор Лапласа, то можно записать

pcpdtT =  dtp +  АДТ +  ps. (12.5)
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Обычно первый член в правой части (dtp) мал и им пренебрегают. В 
этом случае, после нормировки на рср, уравнение (12.5) записывается 
в виде

dtT = dtT +  (v, VT) = кЛТ + st , (12.6)

где к = jjr — так называемый коэффициент температуропровод­
ности, a s t  =  ^---- удельная мощность объемного источника тепла

С Р

(за счет излучения, химических реакций и проч.). Это уравнение при­
менимо и к капельным жидкостям, и к газам, если скорость движения 
последних много меньше скорости звука. Если в задачах гидромехани­
ки вместо уравнения баланса внутренней энергии использовать уравне­
ние баланса тепла (12.4) или его производные, то уравнение состояния 
удобнее также записывать в терминах температуры, а не внутренней 
энергии, т.е. в виде р =  р(р,Т).

По своему виду уравнение (12.6) совпадает с уравнением диффу­
зии

dtC = dtC + (v, VC) = кАС + sc, (12.7)

которое описывает эволюцию концентрации С(£, х) некоторой пассив­
ной примеси в среде. Коэффициент к в этом случае интерпретируется 
как коэффициент молекулярной диффузии, a sc — как удельная 
мощность объемного источника примеси.

Примесь называется пассивной, если она не оказывает влияния 
на динамику потока. Такое предположение означает, что поле скорости 
v может быть найдено независимо от поля С и затем подставлено в 
уравнение диффузии для расчета поля концентрации С.

Если мы считаем температуру пассивной примесью, то тем самым 
допускаем, что температурные неоднородности настолько малы, что не 
оказывают влияния на динамику. Для расчета поля скорости привле­
чение уравнения баланса внутренней энергии (тепла) не требуется, а 
уравнение состояния принимает вид (8.34) При этом, температурные 
неоднородности только перемешиваются течением и сглаживаются за 
счет молекулярной теплопроводности. Такое движение неоднородно на­
гретых масс жидкости часто называется вынужденной конвекцией. 
Напротив, свободная конвекция — пример течения, в котором темпера­
тура не может считаться пассивной примесью.
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12.2. Свободная конвекция
Рассмотрим движение неоднородно нагретой жидкости под дей­

ствием архимедовых сил, вызывающих опускание холодных и подъем 
нагретых масс жидкости. Такое движение называется свободной кон­
векцией. Температура здесь не может рассматриваться как пассивная 
примесь, поскольку ее неоднородности сами порождают движение. Вы­
ведем уравнения, описывающие движение жидкости в таком режиме.

Будем считать плотность массы, зависящей только от температу­
ры, а среду несжимаемой (т.е. уравнение неразрывности записывается 
в виде (6.19)). Начало декартовой системы координат расположим на 
поверхности слоя жидкости, а ось z направим вертикально вверх.

Вначале рассмотрим случай отсутствия горизонтальных движений, 
и =  v =  0. Тогда система уравнений модели жидкости запишется в 
виде:

уравнение неразрывности: dzw =  о,
уравнения движения: дхр =  0 ,

дур =  0 ,

dtw =  -~ d zp р
уравнение переноса тепла: dtT = кАТ,

уравнение состояния: Р = Р{П

Полагая вертикальную компоненту скорости w на поверхности жид­
кости нулевой, из уравнения неразрывности получим w — 0  всюду в 
жидком слое.

Если температура жидкости постоянна Т = То = const, то из урав­
нения состояния получаем р(То) = Ро = const, и система (1 2 .8 ) превра­
щается в уже рассмотренную систему уравнений гидростатики. Инте­
грируя уравнения движения при p\z=o = р* = const, находим

р|т=т0 =  Po(z) =Р*~ Pogz.

Пусть теперь температура не постоянна. Представим ее в виде 
T(t, х) =  То + T\(t, х), тогда с точностью до величин первого поряд­
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ка малости получим

p(t, х) =  р(Т0) + (Т -  Г0) {дтр)т=т0 +  ~ -̂ °) ~
«  Po + Ti (dTp)T=To =
=  р о - Тг/Зро =  р0  +  pi (f, х), (12.9)

где />i(t,x) =  — po(3Ti(t,х) — изменение плотности массы при нагрева­
нии среды, а /3 — (дтРо)т=т0 ~  так называемый коэффициент 
теплового расширения. Давления в этом случае определяется сле­
дующим выражением

p(t, х) =  р* -  p(t, x)gz = (ро + p0gz) -  pgz =
= P0 - { P ~  Po)9z =  Ро -  pip*
=  Po+Pi- (12.10)

Здесь pi — изменение давления за счет нагревания среды. С помощью 
полученных формул преобразуем правую часть уравнения движения 
для вертикальной компоненты скорости го. Запишем приближенное вы­
ражение для jd zp в точке (ро,ро), для чего разложим  ̂ в ряд Тейлора 
относительно ро:

1  _  1  (р -  ро) | +
Р Ро Ро ” ' Ро ’ Ро

Тогда

-<ЭгР =  ^ dz( po+pi )  рз
Р \Ро Ро J

«  — 0 *РО +  —5гР1 -  Q dzp0.
Ро Ро Ро

В последнем выражении удержаны только линейные по pi и pi члены. 
Поскольку d z p o  = —р о д , в первом приближении имеем

1 1  1-d zp «  - д  + — dzpi + — д  = - д  Н-----dzpi -  g/3Ti.
Р Ро Ро Ро

Подставляя этот результат в (12.8), найдем

dtw =  ~ — dzp! +дРТг.
Ро
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Таким образом, температура (в виде отклонения от среднего) непо­
средственно входит в уравнения движения и является либо источником 
этого движения, либо дополнительным стабилизирующим фактором.

В более общем случае движения со скоростями достаточно малыми, 
чтобы можно было пренебречь влиянием изменения плотности массы 
за счет изменения давления, легко записать систему уравнений, опи­
сывающих свободную конвекцию в жидкости. Достаточно вернуть на 
место все производные, которые в рассмотренном случае полагались 
равными нулю. Вот эта система:

(V,*) = 0 ,

dtu — -----dxp,Po
dtv = -----dyp,Po
dtw = -----dzpi + gfiTi,

Po
<kT = kAT,

P p(T).

12.3. Какая жидкость вязкая?
Теперь у нас есть два варианта модели жидкости, соответствующие 

различным определениям тензора напряжений:

1 ) модель идеальной жидкости с уравнением движения

dtff = - - V p  + b, (1 2 .1 1 )
Р

2 ) модель вязкой жидкости, с уравнением движения

dtv = - - V p  + b + 2 i/D:D. (1 2 .1 2 )
Р

Видимо, все жидкости в природе обладают вязкостью. Означает ли 
это, что после того как мы придумали модель вязкой жидкости, пер­
воначальный вариант безнадежно устарел и его можно выбросить?
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Отчего же? Модель идеальной жидкости, действительно, не описы­
вает взаимодействие молекул меж собой. Но, во-первых, это не преду­
сматривалось при создании модели и потому является не ее дефектом, 
а ее свойством. Во-вторых, все модели чего-то не описывают, именно 
потому, что они модели, а не сама природа. Более того, мы намеренно 
стремимся учитывать не всё при конструировании какой-либо моде­
ли, поскольку задачей исследователя и, тем более, инженера является 
не копирование природы, а получение эффективного метода решения 
проблемы, включающей весьма ограниченный круг явлений. Таким об­
разом, оценивая ту или иную модель, мы должны учитывать не только 
способность воспроизводить различные стороны изучаемого явления, 
но и то, насколько эффективно она позволяет это делать. Каждому 
ясно, что если, скажем, модель погоды будет выдавать прогноз со ско­
ростью изменения самой погоды, пусть даже и очень точный, он вряд 
ли будет кому-нибудь нужен.

Все сказанное в полной мере относится к обеим нашим моделям. 
Учет любого дополнительного свойства реальной жидкости даром не 
дается, поэтому там, где эффектом вязкости можно пренебречь, разум­
нее, видимо, использовать более простую модель идеальной жидкости. 
И будем помнить, что реальная жидкость вовсе не такая, какой она 
предстает в модели. Исходный вопрос, очевидно, надо сформулировать 
иначе. Например, так: в каком случае жидкость может считаться 
идеальной/вязкой? Попробуем ответить.

Легко видеть, что приближение идеальной жидкости дает хорошие 
результаты там, где силы вязкости малы по сравнению с силами инер­
ции. Обе силы представлены соответствующими членами в уравнении 
движения. Для того чтобы оценить степень влияния тех или иных чле­
нов, уравнения приводят к так называемой безразмерной форме.

12.3.1. Безразмерная форма уравнений

Физические величины обычно выражаются числами, полученными 
путем сравнения с эталонами, которые называются основными едини­
цами измерения (например, метр, фунт, баррель). Совокупность основ­
ных единиц, достаточных для описания данного класса явлений, носит 
название системы единиц измерения (наиболее употребительны систе­
мы СИ, СГС, МКС). Из основных единиц образуется множество про­
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изводных. Размерностью физической величины называется функция, 
определяющая, во сколько раз изменится численное значение этой ве­
личины при переходе от исходной системы единиц измерения к дру­
гой. Она представляет собой степенной одночлен, зависящий только 
от основных единиц измерения (скажем, такой кга ■ м@ ■ с7  или такой 
квт^-час5. Здесь а , ... ,е — целые константы). Для обозначения размер­
ности некоторой величины а используют квадратные скобки [а]. Без­
размерная величина имеет размерность, равную единице. Некоторая 
величина ai из совокупности ( o i , . . . ,o n) имеет независимую раз­
мерность, если эту размерность нельзя представить в виде произве­
дения степеней размерностей остальных величин (аг,. . . ,ап). Напри­
мер, из трех величин р, р иг?, независимые размерности имеют только 
две величины (любые). Действительно, размерности этих величин в 
системе СИ таковы

[р\ =  кг ■ с-3 , \р] =  н ■ м~2 = кг ■ м - 1  • с~2, [v\ = м • с-1 ,

и существуют такие целые константы а и Ъ, что [р] =  [р]“ • \v\b. Эти 
константы легко находятся и равны а — 1, Ь =  2. Напротив, величины 
р,{& n v  все имеют независимые размерности, т.е. не существует целых 
констант о и Ъ таких, что [fg] =  [р]а ■ [и] 6 (см. подробнее, например, в
[ I D -

Для того чтобы получить безразмерный вид уравнений, все раз­
мерные переменные задачи ар (зависимые и независимые, но не пара­
метры) выражают через произведения неких постоянных характерных 
значений А и безразмерных функций а:

ap(t,x) =  Aa(t,x). (12.13)

Каждая размерная константа А имеет, естественно, ту же размерность, 
что и переменная ар, и называется ее масштабом. Это может быть 
либо среднее значение величины а, либо среднее значение ее ампли­
туды. Она выбирается такой, чтобы в рассматриваемой задаче безраз­
мерная переменная о была порядка единицы. Число независимых мас­
штабов, т.е. масштабов с независимыми размерностями, должно быть 
равно числу независимых размерностей.

После подстановки размерных переменных в виде (12.13) в рассмат­
риваемую задачу каждый член уравнения оказывается записанным в
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виде произведения комплекса размерных констант, безразмерных пе­
ременных и их производных (также безразмерных). Поскольку вы­
бранные масштабы обеспечивают каждому безразмерному сомножите­
лю порядок единицы, величина размерного комплекса может служить 
оценкой вклада соответствующего члена уравнения.

Если уравнение пронормировать на какой-либо размерный ком­
плекс, то все уравнение в силу его однородности по размерности ока­
жется безразмерным, а величины безразмерных коэффициентов, со­
ставленных из выбранных масштабов и параметров задачи, дадут от­
носительный вклад членов уравнения.

Продемонстрируем описанную процедуру на примере уравнения 
Навье-Стокса (11.10). Введем для переменных размерные масштабы. 
Переменные в уравнении (11.10) имеют следующие размерности:

[t] = С, [х] =  At, [р] =  )
Л» * с

и на первый взгляд независимых масштабов должно быть три. Однако 
обратим внимание на то, что градиент давления встречается только 
нормированным на плотность, так что размерность всего этого члена 
будет м/с2 Таким образом, необходимых независимых размерностей 
оказывается только две. Столько же надо выбрать независимых мас­
штабов. Остальные масштабы будут производными от этих двух.

Выберем в качестве независимых масштаб скорости U и масштаб 
длины L, не уточняя их конкретных численных значений. 5 5  Тогда мас­
штабом времени Т будет служить отношение L/U. Запишем размерные 
переменные задачи, обозначенные здесь индексом р, в виде (12.13)

vp = Uv, tp = Tt, dtp = ^rdt,

\  U2 1 /д U д „
( jVp)„ = (Av>- = »■*”•

Обратите внимание на то, что дифференциальные операторы также 
размерны. Подставляя найденные выражения в уравнение (11.10), по­

55Таков традиционный выбор. Разумеется, можно взять любые два независимых 
масштаба, например, L и Т . Результат получится тот ж е, но выражен будет в других 
терминах.
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лучим:

U2 U2 U2 1 U.— dtv +  —  (v, V)u =  -  —  -V p  + v — Ди +  b. (12.14)
L/ Ju Li p Iu

В этом уравнении размерными являются только введенные масштабы 
и параметры задачи v и Ь. Они и образуют размерные комплексы 
и о которых говорилось выше. Поскольку безразмерные члены 
уравнения (12,14) порядка единицы, легко заметить, что первые три 
члена уравнения одного порядка, равного U2/L. Относительный поря­
док последних двух членов найдем, пронормировав (12.14) на величину 
U2/L:

B,v + (i7, V )S =  -~ V p +  ( ^ )  Д<? +  ( Й )  Ь- .

Теперь все члены уравнения безразмерны. Относительный вклад двух 
последних слагаемых в правой части показывают содержащиеся в них 
безразмерные комплексы размерных величин. Вводя традиционные 
для этих комплексов обозначения

UL ^  U2
Re = ---- , F r = — ,v gL

окончательно получим

dtv + (v, V)v = —-V p +  -^-ДгТ+ (12.15)p Re Fr g

Безразмерный комплекс Re называется числом Рейнольдса56 и ха­
рактеризует отношение сил инерции к силам вязкости. Безразмерный 
комплекс Fr называется числом Фруда5 7  и характеризует отношение 
сил инерции к силе тяжести.

12.3.2. Динамическое подобие

Как видно, все многообразие решений уравнения (12.15) зависит 
только от двух параметров Re и Fr. Выбранные нами величины U и L

56Рейнольдс (Reynolds) Осборн (1842-1912), английский физик и инженер.
57Фруд (Froude) Уильям (1810-1879), английский кораблестроитель.
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характеризуют пространственно-временные масштабы изучаемого те­
чения. Задавая разные числовые значения U и L, мы будем изучать, 
вообще говоря, разные течения. Однако если при изменении масштабов 
U и L числа Re и Fr не изменятся, то различным размерным характери­
стикам течения будет соответствовать одно и то же решение уравнения
(12.15). Иначе говоря, каждое решение уравнения (12.15) описывает це­
лое семейство течений с одинаковыми значениями чисел Re и Fr. Такие 
течения называются динамически подобными. При этом предпола­
гается, что жидкость обтекает геометрически подобные тела.

Идея динамически подобных течений широко используется, напри­
мер, при испытании моделей судов. Сила сопротивления жидкости сла­
гается из сопротивления трения, определяемого вязкостью жидкости, 
и из волнового сопротивления, зависящего от силы тяжести. Если раз­
мер судна в 100 раз больше размера модели (масштаб L), то для того, 
чтобы число Фруда потока, обтекающего судно равнялось числу Фру- 
да потока, обтекающего модель, скорость модели должна быть в 1 0  раз 
меньше скорости судна. Вместе с тем, чтобы добиться одинаковых чи­
сел Рейнольдса, вязкость жидкости, обтекающей модель, должна быть 
в 1000 раз меньше вязкости воды. Поскольку такие условия создать 
невозможно, силу трения приходится рассчитывать по эмпирическим 
формулам.

Если решается задача обтекания тела, погруженного в жидкость 
(свободная поверхность не рассматривается), то, вводя потенциал си­
лы тяжести cp = —gz, безразмерное уравнение Навье-Стокса можно 
привести к виду:

dtv =  -V (P  +  <р) +  (12.16)
Ке

В этом случае два течения будут подобны, если их числа Рейнольдса 
одинаковы. При наличии свободной поверхности такой прием не ис­
пользуется, так как свободная граница, на которой ставится граничное 
условие на давление, сама определяется величиной д.

Еще раз подчеркнем физический смысл полученных безразмерных 
комплексов Re и Fr. Найдем характерные величины плотностей сил, 
определяющих течение жидкости в терминах выбранных масштабов:

1) Плотность инерционных сил, определяемая произведением плот­
ности массы на ускорение, пропорциональна величине pU2/Ь.
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2) Плотность силы тяжести равна рд.

3) Плотность силы трения, порождаемая вязкостью, пропорцио­
нальна pvU/L2.

Отношение сил инерции к силам вязкости есть число Рейнольдса:

PU2/L  U L _  
pvU/L2  v

Отношение же инерционных сил к силе тяжести дает число Фруда:

PU2/L  £/2 =Г г
Р9 Lg '

Из рассмотрения уравнения (12.16) вытекает, что при больших чис­
лах Re член ^  Дг? становится пренебрежимо малым. Течение в таком 
случае хорошо описывается моделью идеальной жидкости. Таким об­
разом, вынесенный в заголовок парагафа 12.3 вопрос «какая жидкость 
вязкая?» оказывается бессмысленным. Большое значение v некоторой 
жидкости еще не является гарантией малости отношения Re =  UL/v. 
Для описания движения одной и той же среды может подойти модель 
идеальной жидкости, а может потребоваться модель вязкой жидкости. 
Все зависит от пространственно-временных масштабов изучаемого яв­
ления.

12.4. Безразмерная форма уравнения 
переноса тепла

Аналогичные рассуждения применимы и к уравнению (12.6), описы­
вающему перенос тепла. Безразмерный вид уравнения теплопроводно­
сти легко получить, последовательно выполняя описанную процедуру. 
Вот это уравнение:

8tT + (v,VT) = ^ А Т .  (12.17)

Здесь Ре = — число Пекле ,68 a U и L — масштабы скорости и
длины изучаемого течения.

58Пеклё (Peclet) Ж ан  К лод (1793-1857), французский физик.
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Упражнение. Выведите уравнение (12.17).

Аналогично числу Рейнольдса, число Пекле определяет порядок от­
ношения инерционных членов (v , VT) к диффузионным к АТ. Если те­
чение характеризуется большими значениями числа Ре, то, очевидно, 
эволюция температурного поля обеспечивается, главным образом, по­
лем скорости v, а влиянием молекулярной теплопередачи можно пре­
небречь. Уравнение (12.17) принимает вид dtT  =  0, что означает со­
хранение температуры вдоль мировых линий.

Разумеется, само уравнение (12.6) или (12.17) никаких молекул не 
описывает. Ведь у нас сплошная среда, гладкое поле температуры и т.п. 
Однако, поскольку уравнение — это модель, а не природа, а в природе 
на микроскопическом уровне той сплошной среды, о которой мы ведем 
речь — нет, в модель приходится включать механизмы влияния ми­
кропроцессов (взаимодействие молекул) на макропроцессы (передачу 
тепла). Простейшим и самым распространенным способом учета этих 
механизмов является параметрическое их описание. Здесь таким па­
раметром оказывается коэффициент к. Различными значениями это­
го параметра мы пытаемся приближенно учесть способность молекул, 
разную для разных веществ, взаимодействовать друг с другом.



13. Ламинарный пограничный слой
13.1. Ламинарный пограничный слой
Рассмотрим простую задачу: течение жидкости вдоль плоской твер­

дой поверхности. Если вдали от стенки число Re велико (L — велико 
(далеко от пластины) и/или U — велика), то движение жидкости мо­
жет быть описано моделью идеальной жидкости. С другой стороны, 
понятно, что стенка тормозит поток жидкости и, если принять гранич­
ное условие прилипания, то на поверхности скорость течения должна 
равняться нулю. Число Re вблизи стенки, таким образом, мало и мо­
дель идеальной жидкости перестает работать. Надо использовать мо­
дель вязкой жидкости. Но ведь вдали от стенки течение определяется 
инерционными силами, а вязкие силы пренебрежимо малы. Учитывать 
их здесь — напрасная трата усилий. Как быть?

По предложению Прандтля, 5 9  в жидкости выделяют тонкий слой, 
примыкающий к твердой границе, в пределах которого силы вязкости 
сравнимы или доминируют над силами инерции. Эта область получи­
ла название пограничного слоя. Здесь скорость жидкости быстро 
возрастает от нуля на пластине, до значения скорости на внешней гра­
нице слоя, которая определяется течением жидкости вне пограничного 
слоя. Такой подход позволяет убить двух зайцев сразу: во-первых, ис­
пользовать уравнения Эйлера в области с большими значениями Re 
и, во-вторых, учесть вязкость только там, где она существенна, т.е. в 
тонком слое у твердой поверхности, что позволяет упростить уравне­
ния вязкой жидкости. Концепция пограничного слоя оказалась очень 
плодотворной и широко применяется. Так, пограничные слои выделя­
ются не только на поверхностях твердых тел, но и вообще на поверхно­
стях раздела двух сред. Например, по обе стороны поверхности раздела 
вода-воздух. Во всех случаях такая область характеризуется большими 
градиентами скорости и является зоной интенсивного вихревого дви­
жения.

Мы рассмотрим простейший случай образования пограничного слоя 
на полубесконечной плоской тонкой пластине в равномерном потоке, 
движущемся со скоростью U. Выберем декартовы координаты (x ,y ,z ) 
так, чтобы пластина описывалась уравнениями х > 0, z = 0. Ось х ори­

59Прандтль (Prandtl) Людвиг (1875-1953) немецкий гидромеханик.
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ентируем по скорости набегающего потока. При этом движения вдоль 
оси у отсутствуют, и задачу можно считать двумерной с координатами 
(х, z). Набегающий поток является потенциальным, т.е. безвихревым.

Модель идеальной жидкости нечувствительна к введению в поток 
пластины. Для того чтобы ее присутствие сказывалось на картине дви­
жения, нужно выделить вдоль пластины область, в которой будут ис­
пользованы иные средства описания движущейся среды. Иными слова­
ми, требуется выделить тонкий пограничный слой, в пределах которо­
го поток жидкости резко тормозится. Поскольку задача симметрична 
относительно оси х, будем рассматривать только верхнюю полуплос­
кость.

13.2. Толщина пограничного слоя
Толщина пограничного слоя 6 не постоянна и растет с нуля по мере 

удаления от края пластины. Чтобы оценить величину S, рассмотрим 
параметры, ее определяющие. Их всего три: t, u, U. Размерности этих 
параметров следующие:

2г 1 г л М р.,.,4 МИ =  с, и  = — , [и] = —.

Скорость набегающего потока U является масштабом скорости гори­
зонтальных движений. Из двух других параметров можно составить 
еще одну величину с размерностью скорости w =  y/v/t, которая связа­
на с коэффициентом кинематической вязкости v и, очевидно, являет­
ся масштабом скорости вертикальных движений. Действительно, если 
вязкости нет v =  0 , то w =  0  и течение оказывается нечувствитель­
ным к наличию стенки. Если же наоборот v —> оо, то w —> оо и стенка
тормозит весь поток сразу. Тормозящий эффект стенки, как видим, 
распространяется вверх тем быстрее, чем выше коэффициент вязко­
сти.

Возмущения, вносимые в поток стенкой, распространяются вверх 
со скоростью w и сносятся течением со скоростью U. За время t возму­
щения от стенки достигнут высоты 5V = wt. За это же время они будут 
снесены набегающим потоком на расстояние х = Ut. Таким образом, 
имеем
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т.е: толщина пограничного слоя растет как \/х  с расстоянием х от края 
пластины.

Если скорость потока U велика, то Re велико, 6V — мало и вихре­
вые возмущения, порождаемые стенкой, с трудом проникают вглубь 
потока. В таком случае можно считать, что влияние пограничного слоя 
отсутствует и потенциальность течения не нарушается.

Надо, однако, иметь 
ввиду, что четко выражен­
ной границы пограничный 
слой не имеет, и поэто­
му толщина его — по­
нятие условное. Догово­
риться же о том, что 
считать границей погра-
ничного слоя, можно по- 

Рис. 21. Толщина вытеснения. ттразному. Например, под
толщиной пограничного слоя <5„ можно понимать такое расстояние по
нормали от твердой поверхности, где it-компонента скорости достигает
определенной доли скорости набегающего потока, скажем, 99%.

Другой величиной, характеризующей поперечный масштаб погра­
ничного слоя, является, так называемая, толщина вытеснения <5*, 
определяемая формулой

и(х,z)'
1  -

U
dz. (13.2)

Смысл этого определения связан с тем, что вследствие трения о стенку 
продольная компонента скорости в пределах пограничного слоя умень­
шается, а это, в свою очередь, вызывает искажение линий тока, кото­
рое проявляется как оттеснение наружу набегающего потока (рис.2 1 ). 
Поскольку расход жидкости через любое сечение трубки тока должен 
быть одинаковым, а w-компонента скорости уменьшается тем сильнее, 
чем больше расстояние от края пластины, сечение трубки тока должно 
расти с ростом х.

Расход между линиями тока, проходящими через точки (0,0) и 
(0 , zo) перед пластиной равен

г ̂  о
Udz = Uzq.

/огJ о
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На расстоянии х от края пластины расход между теми же линиями 
тока равен

Здесь z = Zi(x) — уравнение линии тока, проходящей через точку 
(О, zq). Последний интеграл в (13.3) можно записать в виде

Udz — (zi(x) — z0)U. (13.4)

Устремляя zo —> оо, получим (13.2).
Вытеснение приводит к тому, что картина линий тока становится ис­

каженной и вне пограничного слоя. Таким образом, пограничный слой 
оказывает влияние на внешний поток. В частности, из-за вытеснения 
вертикальная компонента скорости не стремится к нулю при z -> оо.

13.3. Уравнения пограничного слоя
Процесс обтекания бесконечной пластины длиной L горизонталь­

ным плоскопараллельным потоком, как было отмечено, двумерен, и 
безразмерные уравнения вязкой жидкости в этом случае таковы:

По-прежнему направление оси х совпадает с вектором скорости набега­
ющего потока U, а ось z направлена вертикально вверх. Нас интересует

(13.3)

Подставляя (13.4) в (13.3), найдем

(13.5)

(13.6)

(13.7)

(13.8)
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движение среды в тонком слое, толщиной ~  около пластины. За­
меной координат перейдем к рассмотрению движения в области, неза­
висящей от характеристики потока Re. Положим £ = z\/Re. Тогда

w = dtz = -L=dtC =  -±=W, W = ckC 
VRe vRe

и уравнения (13.5)-(13.8) запишутся в виде:

; dxu +  dcW = О,

dtu +  udxu +  Wd(u =  ~ - 0 жр + ^(c^zU  +  Rec^-u),
P -K-G

I •tt ЛА/ л /р?р 1

=dtw  + -^==dxW + - = d cW = - - — dcp + - ^ d xxW +
л/Re VRe VRe 4 P ^  Re3 / 2

+W e 9« W'

Нормируя последнее уравнение на \/R i, перепишем два последних 
уравнения так:

dtu + udxu + Wd^u = -~ д хр+  ^ -d xxu + d^u, (13.9)p He

^-{dtW  + udxW + Wd(W) =  - - 3 cp + - ^  
Re p Re

+iredaW- (13-10)
В пределе, при Re —> oo (предельный переход Прандтля), получаем 
систему уравнений пограничного слоя:

dxu + d(W = 0, (13.11)

dtu +  и д х и  +  W д ^ и  =  - ~ д х р  +  д ^ и ,  (13.12)

О = ~ д ср. (13.13)

Из уравнения (13.13) видно, что давление постоянно по сечению по­
граничного слоя и, следовательно, должно быть равно давлению в на­
бегающем потоке. Его же (набегающий поток) мы описываем моделью
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идеальной жидкости,-т.е. считаем, что выполняется равенство

Следовательно, горизонтальная составляющая градиента давления — 
известная функция. Возвращаясь к исходным координатам, получим

и соответствующим начальным условием позволяет найти компоненты 
вектора скорости в области х € [О, L], z € [0, оо].

13.4. Отрыв пограничного слоя
Уравнения пограничного слоя были нами выведены для случая об­

текания плоской бесконечной пластины. Можно, однако, показать, что 
в первом приближении они справедливы и при описании обтекания дву­
мерных криволинейных поверхностей с малыми значениями кривизны. 
Радиус кривизны поверхности должен быть всюду большим в сравне­
нии с толщиной пограничного слоя (см. [12]). Влияние кривизны ска­
зывается на профиле скорости, видоизменяя его, и может порождать 
такое явление, как отрыв пограничного слоя.

Рассмотрим задачу стационарного обтекания прямого кругового ци­
линдра течением, перпендикулярным к оси цилиндра. И пусть ради­
ус сечения цилиндра и скорость набегающего потока достаточно вели­
ки, чтобы выведенные уравнения пограничного слоя были применимы. 
На поверхности цилиндра образуется пограничный слой, вне которого 
жидкость можно считать идеальной, а движение — потенциальным.

Горизонтальная составляющая градиента давления в стационарных 
условиях равна (ср. с уравнением (13.14))

dtU + UdxU = -~ д хР. (13.14)
Р

д х и  +  d z w  =  О,

d t u  +  и д х и  +  w d z u  —  - - д х р +  ^— d z z u .р Re

Эта система уравнений с граничными условиями

(13.15)

(13.16)

— дхР = идхи, 
Р

(13.17)
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Рис. 22. Отрыв пограничного слоя.

где и — горизонтальная составляющая вектора скорости набегающего 
потока (см. рис.22). Над верхней точкой (2 ) сечения цилиндра величина 
и достигает максимума: |ii| =  \U\ и дхи = 0, откуда дхр = 0. Таким 
образом, величина и растет от точки (1 ) до точки (2 ) и далее падает. 
Давление, напротив, падает до точки (2 ), а затем растет.

Поскольку градиент давления дхр на участке (2)-(4) положителен, 
градиент скорости дхи здесь же отрицателен, жидкость тормозится и в 
точке (3) скорость падает до нуля и =  0. Начиная с точки (3), жидкость 
течет в противоположном направлении. В точке (3) пограничный Слой 
отрывается от поверхности, оттесняемый возвратным потоком. Поверх­
ность раздела (на рисунке — пунктир) оказывается неустойчивой и бы­
стро сворачивается в вихрь. Второй Такой вихрь образуется на нижней 
половине цилиндра. Они поочередно отрываются от поверхности ци­
линдра и уносятся течением, а на их месте образуются новые. След 
за препятствием, состоящий из следующих друг за другом противо­
положно закрученных вихрей, называется вихревой дорожкой Карма­
на.60 Это красивое явление часто можно наблюдать в природе.

Необходимым условием для отрыва пограничного слоя, как мы ви­
дим, является существование на поверхности обтекаемого тела участ­
ков, где градиент давления меняет знак. Это условие выполняется и 
в ряде других случаев. Например, в течении в расширяющейся трубе.

60Карман (Karman) Теодор фон (1881-1963), немецкий учёный в области механи­
ки.
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Здесь также может возникнуть отрыв пограничного слоя.

13.5. Температурный пограничный слой
Как уже было сказано, если течение характеризуется большими зна­

чениями числа Ре, то эволюция температурного поля обеспечивается, 
главным образом, полем скорости v. Однако, при обтекании твердых 
поверхностей, в тех местах, где за счет уменьшения скорости течения 
резко уменьшается число Re, должны также резко падать и значения 
числа Ре. Влиянием молекулярной теплопроводности пренебрегать уже 
нельзя, поскольку она имеет здесь тот же порядок, что и члены, опи­
сывающие перенос температуры. Возникает та же проблема, что и при 
учете вязкости вблизи границы раздела, и решается она аналогично. 
Выделяется приграничная область резкого изменения температуры, 
так называемый, температурный пограничный слой. В пределах 
этого слоя влияние молекулярной теплопроводности учитывается. Од­
нако малая толщина слоя позволяет значительно упростить уравнения 
(аналогично рассмотренным уравнениям пограничного слоя).

Рассуждая, как и в случае вязкого пограничного слоя, можно полу­
чить оценку толщины температурного пограничного слоя 6т-

Сравнивая толщину вязкого пограничного слоя <5„ с величиной 5т, ви­
дим, что их отношение

зависит исключительно от свойств самой жидкости (т.е. к и v) и никак 
не связано с масштабами ее движения (L и U). Безразмерное отноше­
ние Рг =   ̂ называется числом Прандтля. Для газов эта величина 
порядка единицы (0.72 у воздуха, § у одноатомных и |  у двухатом­
ных газов), для большинства капельных жидкостей — больше 1 , а для 
жидких металлов — значительно меньше 1 .

Уравнение, описывающее эволюцию температуры в температурном 
пограничном слое, можно получить тем же способом, что и уравнения

(13.19)
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пограничного слоя. Вот это уравнение

dtT  + идхт + wdzT = ndzzT. (13.20)
Здесь использованы все те же обозначения, координаты и базисы, что 
и при выводе уравнений пограничного слоя.

Упражнение.  В ы ведите уравн ен ие (13 .20 ). О братите вним ание на  то , ч то  это  
уравнение зап исано в разм ер ном  виде (кстати, о т к у д а  это  сл едует?).



1 4 .  Т у р б у л е н т н а я  ж и д к о с т ь

14.1. Гидродинамическая неустойчивость
Как правило, решения уравнений гидродинамики вязкой или иде­

альной жидкости хорошо описывают данные наблюдений при доста­
точно малых значениях числа Re =  Если же значения Re велики, 
то решения уравнений по-прежнему существуют, но наблюдаемым те­
чениям не соответствуют. Теоретические решения описывают плавные 
изменения гладких гидродинамических полей. Наблюдаются же беспо­
рядочные пульсации во времени и пространстве всех гидродинамиче­
ских характеристик течения.

Движения жидкости распадаются на два сильно отличающихся 
друг от друга режима.

1 ) ламинарные течения — гладкие течения, плавно эволюциони- 
рующие под действием внешних условий.

2 ) турбулентные течения — течения, характеризующиеся хао­
тическими пространственно-временными пульсациями всех гид­
родинамических полей.

Причем это различие не только внешнее, резко меняются и такие свой­
ства течений, как трение о стенки, скорость перемешивания, тепло­
проводность. В турбулентном течении все это происходит значительно 
интенсивнее.

Общий критерий возникновения турбулентности был установлен 
О.Рейнольдсом в конце 19 в. и заключается он в том, что течение оста­
ется ламинарным до тех пор, пока число Re не превосходит некоторого 
критического значения Recr, а при Re > Recr становится турбулент­
ным. При возрастании Re в момент достижения критического значения 
возмущения скачкообразно порождают турбулентность. Само же зна­
чение Recr зависит от интенсивности и масштаба возмущений, привно­
симых в поток (например, различными препятствиями, шероховатыми 
стенками и т.п.). Уменьшая степень начальной возмущенности потока 
(путем тщательной обработки стенок канала, трубы, и проч.) удавалось 
достичь затягивания ламинарного режима до значений Recr =  50000.
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Таким образом, число Рейнольдса еще не является однозначным кри­
терием возникновения турбулентности. Можно, однако, указать мини­
мальное критическое значение Recr min такое, что при Re < Recrmin 
поток всегда будет оставаться ламинарным, т.е. любые возмущения бу­
дут затухать. Величина Recrmjn — порядка 2000.

Итак, снова неожиданная неприятность. Модель предсказывает од­
но, эксперимент дает другое. Не те профили скорости, не та интен­
сивность перемешивания. Здесь что-то происходит с Самим течением: 
только что оно было плавным и гладким, и вот уже хаотично. Оно, как 
говорят, перестает быть устойчивым  по отношению к малым возму­
щениям.

На основе многовековых наблюдений сформулирован принцип, со­
гласно которому в природе длительное время могут существовать лишь 
устойчивые режимы движения. Те движения, возмущения которых не 
затухают во времени, а возрастают, разрушаются, превращаясь в иные, 
устойчивые формы движений. Поэтому есть основания считать, что 
Recr помечает собой границу устойчивости ламинарного и турбулент­
ного режимов. При Re < Recr ламинарный поток устойчив, возникаю­
щие под действием инерционных сил возмущения гасятся вязкостью, 
т.е. неустойчивым оказывается турбулентое течение. При Re > Recr, 
наоборот, ламинарный поток теряет устойчивость, вязкость не справ­
ляется с возникающими возмущениями, они растут и турбулизируют 
течение.

Если допустить, что оба режима, и ламинарный и турбулентный, 
описываются одними уравнениями гидромеханики вязкой жидкости, 
тогда то, что при Re > Recr установившееся ламинарное течение в 
природе невозможно, а стационарное решение уравнений модели су­
ществует, приводит к мысли, что такое решение становится неустой­
чивым по отношению к малым возмущениям. Этот вывод, в общем, 
подтверждается исследованиями [5].

Широкая распространенность турбулентных течений делает особен­
но важной проблему их описания. Ведь понимание причин возникно­
вения турбулентности еще не способ ее описания.
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14.2. Развитая турбулентность
Если при докритических значениях Re близких к Recr в потоке, все 

еще называемом ламинарном, возникают переходные процессы в виде 
кратковременных вспышек высокочастотных пульсаций (так называе­
мых, «турбулентных пятен»), то при закритических значениях Re вся 
область течения оказывается охваченной хаотическими пульсациями 
характеристик потока и, в частности, компонент скорости. Это при­
водит к тому, что траектории движения точек жидкости оказываются 
чрезвычайно запутанными. То, чего мы старались избежать, принимая 
гипотезу сплошности (т.е. индивидуального описания движения жид­
ких частиц) вновь появляется с возникновением турбулентности.

Идея, связанная с принятием гипотезы сплошности, состояла в том, 
что характер движения близких частиц считался похожим, близким, 
мало меняющимся в малых масштабах. Для описания таких движений 
требуется сравнительно мало информации. Турбулентный режим пута­
ет все карты. Близкие вначале траектории, быстро разбегаются. Объем 
информации необходимый для описания таких движений чудовищно 
возрастает, и мы, по существу, откатываемся на исходные позиции. За­
дача описания турбулентного течения старыми методами становится 
безнадежной. Требуется другой подход. Он был найден. Это статисти­
ческий подход, а соответствующий математический аппарат — теория 
случайных полей.

В современной статистической гидромеханике [8 ] гидродинамиче­
ские поля турбулентного течения всегда считаются случайными поля­
ми. Каждая конкретная реализация такого поля рассматривается как 
представитель некоторого статистического ансамбля полей. Вместо 
описания деталей индивидуальных реализаций изучают среднестати­
стические поля. Все гидродинамические величины /  в турбулентном 
потоке записывают в виде суммы осредненных значений /  и отклоне­
ний от них / '  — пульсаций:

f  = 7 + f -  (14.1)

Под осреднением же понимается теоретико-вероятностное осредне­
ние по соответствующему статистическому ансамблю. Такая процедура 
осреднения, обозначаемая далее чертой сверху, удовлетворяет следую­
щим условиям Рейнольдса:
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1 ) a = a, a = const,

2 ) a f = af, a = const,

3) dXif  = dXi f ,

4) f  +  g =  f  +  9,

5) f g  — f g ,  где g может принимать значения g = 1 , h ,h ' .  В 
этом случае условие 5) эквивалентно трем следующим услови-

Упражнение.  П ол учи те условия 5 а )-5 в ) и з условия 5).

Все эти условия означают, что оператор осреднения есть

— линейный: a f + bh = a f + bh, a,b = const,

— непрерывный: lim ^ o o  /„  =  lim n_,oo /„ ,

— проектор: f  = f.

Упражнение.  П ок аж и те, ч то и з тр ех  эти х  условий сл ед у ю т  условия 1 )-5 ).

14.3. Проблема осреднения
Ансамбля реализаций на практике часто получить невозможно, и 

приходится прибегать к каким-то иным способам осреднения. Пусть 
f(x) функция, значения которой нужно сгладить, задана на множе­
стве вещественных чисел. Осредненной (сглаженной) будем называть 
функцию f(x), определенную выражением

ям: 5а) /  =  / ,  56) f h  =  f h ,  5в) f h '  =  0.

(14.2)
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где ы(£) некоторая весовая функция. Выражение (14.2) означает, что 
значение осредненной функции /  в точке х зависит от значений исход­
ной функции /  во всех точках области определения и каждое из этих 
значений учитывается со своим весом ш.

Не трудно видеть, что в выражении (14.2) функции /  и ш равно­
правны, т.е. осредненную функцию можно также записать в виде

что с точностью до обозначений совпадает с (14.3).
Сглаживающая (весовая) функция должна отвечать некоторым 

очевидным требованиям:

1) Если /  =  const =  С, то /  =  /  =  С. Отсюда получаем, что

2) Для того чтобы функция /  существовала необходима, сходимость 
несобственных интегралов в (14.2), (14.3). Последние сходятся, 
если при | |̂ —>- оо весовая функция а>(£) такова, что произведение 
oj(£)f(x — £) ->• 0  не медленнее, чем 1 /£ 1+а, a > О. 6 1

61 Хорошо известно, что интеграл j d (  расходится, тогда как интеграл 

П .  ^1+с. d£ сходится при любом сколь угодно малом положительном а (см. на­
пример, [9]).

(14.3)

Действительно, обозначим г\ =  х — £, тогда.

= -di], w(0 = ш(х -  rj), f ( x - О = f ( v ) -

Откуда

f(x) = -  ш (х- rj)f(rj)dr) = f(rj)oj{x -  ri)dj],

ИЛИ
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Обычно w(£) выбирается четной неотрицательной функцией. В си­
лу определения (14.2) или (14.3) процедура осреднения линейна, т.е. 
Л  +  / г  =  Л  +  / г -  Повторное осреднение отлично от однократного. Дей­
ствительно

7  =  7 “ =  /  w(r?) ( /  о;(0 / (*  -  £ -  v)<% ) dV =f = f U"= Г  ub) ( ГJ—оо \J —оо /

Обозначая С, =  £ +  rj, получим г) =  £ — £, dq = d(, и далее

/ОО / 'О О

Ч»?) /  w(0 /(® -  =
-ОО «/ —oo

oo

= JJ u((-0u{0f(x-Qd£d( =
— OO

= J  w(C -  /О  -  CMC =

/ оо _
«1(0 f{x~QdC = r .

•oo

Таким образом, повторное сглаживание эквивалентно однократному 
сглаживанию с другой весовой функцией wi, равной

CJ1 / ОО

-оо

Наиболее часто применяются пространственное и/или временное 
осреднение. Весовая функция задается при этом в виде

"(о = { ! ! !  J ! ’ (14-4)
1£1 > 2  ’

где множество (—L / 2 ,L / 2 ) — так называемый интервал осреднения. 
Это либо временной интервал, либо некоторый пространственный диа­
пазон. Средние значения функции f(x) вычисляются, соответственно, 
по формуле

J W(x) = - j r f L f ( x - 0 d£ = 2 f  L f ^ d v -
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Повторное сглаживание с той же весовой функцией приводит к осред­
нению с весом

/ОО

Ц £ М С -£ Ж  =
■оо

L

= = ICI < L ,

^ (2)(0  =  О, ICI > L .

В пределе многократное осреднение с весом (14.4) эквивалентно одно­
кратному осреднению с весом иД°°)(С), описываемым гауссовой кривой.

Осреднение типа (14.4) проводят на практике. При этом условия 
Рейнольдса 1) -  4) (см. с. 161) выполняются точно, а условие 5) лишь 
приближенно: среднее /  оказывается зависящим от интервала осред­
нения. Выбирать этот интервал необходимо так, чтобы зависимость /  
от него была минимальной и, тем самым, условие 5) выполнялось с 
достаточной точностью. Это бывает возможно, если соответствующий 
спектр движений (пространственный или временной) имеет области, в 
которых амплитуды гармоник можно считать малыми (см. рис.23).

Р и с . 2 3 . П рим ерны й в и д  спектра, допускаю щ его представление ф ун к ц и и  в 
виде (1 4 .1 ). И нтер вал  осредн ен и я  н еобходим о вы бирать в обл асти  L.

Для атмосферных движений в частотном спектре такая область 
приходится на периоды порядка часа. Следовательно, величины раз­
личных характеристик метеополей мало чувствительны к интервалу 
осреднения, если он меняется в пределах от нескольких минут до 
нескольких часов.
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14.4. Уравнение Рейнольдса
Для того чтобы получить уравнения, описывающие эволюцию сред­

них характеристик движения, необходимо осреднить уравнения для со­
ответствующих мгновенных значений.

Рассмотрим случай постоянной плотности р =  const и осредним 
уравнение Навье-Стокса. Вначале, пользуясь уравнением неразрывно­
сти (6.17)

dtp +  VkPVk =  0 ,
запишем его в виде6 2

dtpv + Vk(pvvk) + Vp -  pAv — pb = 0. (14-5)

Представим, далее, скорость и давление как сумму осредненной и пуль- 
сационной составляющих v = (v + v1), р =  (р+р1) и осредним уравнение 
(14.5):

0 = dtp(v + v') + Vk (p(v 4- f?){vk +  v'k)) -I- V(p 4 -p') -  pA(v + -  pb =
(14.6)

Пользуясь свойствами операции осреднения, уравнение (14.6) можно 
записать в виде

=  dtpv +  Vkipvvk) +  Vk{pv'v'k) +  Vp -  p,Av — pb. (14.7)

Отсюда получаем уравнение эволюции осредненного вектора скорости, 
или уравнение Рейнольдса:

dtpv +  Vk(pvvk) =  -У р  +  pAv — Vkipv'v',.) + pb. (14.8)

62 Это часто используемый прием преобразования полной производной по време­
ни. Используя формулу Эйлера, запишем полную производную вектора скорости в 
левой части уравнения движения в виде

pdtv = pdtv + pvk У*#.
Складывая это выражение с уравнением неразрывности, умноженным на вектор 
скорости, получим

pdtv = pdtv + pvkVkv + v (dtp + VkPVk) =
'-------v------- '

= 0

= dtpv + Vk(pvvk).
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Вычитая из (14.8) уравнение неразрывности, умноженное на v, полу­
чим другую форму уравнения Рейнольдса:

pdtv +  pvkV kv = -S/p + p ,A v- Vkiptfv'к) +  pb. (14.9)

Новое слагаемое в правой части уравнения (14.9) представляет собой 
дивергенцию тензора R, компоненты которого

Ri? =  pv'ivj

суть корреляции пульсационных составляющих вектора скорости. Этот 
новый тензор называется тензором напряж ений Рейнольдса . Та­
ким образом, в турбулентном потоке обмен импульсом между «части­
цами» жидкости осуществляется не только молекулярной вязкостью, 
но и пульсациями скорости.

Если считать, что турбулентность есть результат перехода части 
энергии осредненного течения к мелкомасштабным возмущениям, то 
характеристики турбулентности должны зависеть от поля средней ско­
рости. Это наводит на мысль описывать компоненты тензора напряже­
ний Рейнольдса в терминах градиента осредненной скорости по ана­
логии с описанием компонент тензора напряжений Коши в терминах 
градиента скорости. Положим

Rij = ~Цт (dXiVj +  dXjVi) , (14.10)

где цт — функция, вообще говоря, зависящая от х и t, которая назы­
вается коэффициентом турбулентной вязкости. После подста­
новки (14.10) в (14.9) уравнение Рейнольдса принимает вид

dtv +VkVkV =  — +  (v 4- v-r)Av +  b. (14-11)

Здесь vt =  Величина (p, 4- цт) называется эффективным ко­
эффициентом вязкости. Поскольку обычно цт ^  Ц, в уравнении 
(14.11) эффективный коэффициент вязкости заменяется турбулент­
ным.

Коэффициент д характеризует физические свойства жидкости (ста­
тистические свойства хаотических молекулярных движений), а коэф­
фициент цт статистические свойства пульсационного движения. Легко
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видеть, что рассматриваемый здесь подход к описанию турбулентности 
сводится к введению второй поправки R к тензору напряжений Т

Т =  —р\ +  Т* + R = —р\ -Ь 2/xD -Ь R,

и, в частном случае (14.10) позволяет записать Т в виде

Т =  -pi + 2(/л +  /ut)D.

Здесь, однако, тензор D есть симметричная часть градиента средней 
скорости Vv.

Упражнение.  П ок аж и те, что
1) осредн ен ное уравн ен ие неразры вности несж и м аем ой  ж и д к о ст и  им еет в ид

( V ,? )  =  0, (14.12)

2) пульсации скорости удовлетворяю т уравн ен ию  неразры вности.

14.5. Баланс энергии
Наряду с массой, энергия — еще одна числовая характеристика тела. 

Если масса характеризует способность тела препятствовать ускорению, 
то энергия характеризует способность движущегося тела совершать ра­
боту. Этих двух величин было бы достаточно, если бы движение жид­
кости любых масштабов было гладким и упорядоченным. Увы, это не 
так. Хаотичность движения, проявляющаяся на различных масштабах, 
вынуждает нас отказываться от детального описания движения тела, 
ограничиваясь осредненными так или иначе характеристиками.

Вместе с тем, мы не можем просто отбросить хаотические состав­
ляющие движения (это стоило бы нам законов сохранения, т.е. основы 
основ), а пытаемся учесть их упрощенно, параметрически. Так мы по­
ступили со случайными пульсациями на молекулярном уровне, введя 
в рассмотрение внутреннюю энергию. Из общей кинетической энер­
гии движений всех масштабов мы выделили часть, связанную с дви­
жениями микроскопических масштабов и, следовательно, наиболее вы­
сокочастотную, назвали ее внутренней энергией, и использовали для 
грубого, приближенного описания всего того, что творится на этом
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уровне. Однако, если плотность кинетической энергии в некоторой точ­
ке пространства-времени у нас всегда связана с вектором скорости в 
этой же точке, то с плотностью внутренней энергии никакого конкрет­
ного вектора скорости не связано. Эта числовая функция описывает 
среднюю способность микроскопических движений совершать работу.

Теперь, когда обнаружилась потеря устойчивости ламинарного те­
чения, мы, чтобы продвинуться вперед, вынуждены снова отказаться 
от явного описания движений части масштабов. Мы вновь выделяем 
долю энергии движения, называем ее турбулентной энергией, и связы­
ваем с ней все не описываемые явно пульсации. Так, единая прежде 
энергия движения разбилась у нас на три части: собственно кинетиче­
скую энергию среднего движения, турбулентную энергию и внутрен­
нюю энергию.

Все эти части соответствуют различным масштабам движения и все 
вместе образуют то, что теперь называется полной энергией. Она, по- 
прежнему, является сохраняющейся величиной, поскольку, как и ранее, 
является мерой способности тела совершать рабору независимо от мас­
штабов движений, от самых больших, вплоть до механических взаимо­
действий молекул. Составляющие же ее части, напротив, сохраняются 
лишь в особых случаях. Для каждого вида энергии можно написать 
свое уравнение баланса, и в сумме они должны давать закон сохране­
ния полной энергии. Чтобы получить эти уравнения баланса, поступим 
следующим образом.

1) "Умножим вектор средней скорости скалярно на уравнение Рей­
нольдса (14.9)

(v, pdtv + p(v, V)v + V p -  pAv +  pVk(v'v'k) -  pbj =  0

и получим уравнение баланса плотности кинетической 
энергии среднего движения kа = \ p(v,v):

dtkA + (v, VkA) = -(v , Vp) +  p(v, Av) -
~p(v, VfciT'uJ.) + p(v, b). (14.13)

2) Теперь возьмем,уравнение (11.22), описывающее баланс плотно­
сти кинетической энергии неосредненного движения к = \p{v,v),
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запишем его в виде

dtk + (V, kv) +  (у, Vp) -  ц(у, Av) -  p(v, b) = 0, 

подставим v = (v + v1), p = (p + p') и осредним. Получим

~p (dt{vi + и-)2 + (v > fa + vl)2(v + v'))) =
= -((v + v1), Vp) + fx((v +  &),А(у + г?)) +  p((v +  v'),b).

Раскрывая, далее, скобки и учитывая свойства операции осред­
нения, найдем

^рдь{щщ +  +  ipVft { у ^ у к + у[у[ vk + 2 у[у[ щ +  v [ v '^  =

=  -(viV ip  +  v(Vip') + р.(щАщ +  у[Ау[) +  p(v, b).

Вспоминая определение к а и вводя определение плотности 
энергии турбулентности кт = \pv\v\, перепишем получен­
ное уравнение в виде

dt{kA + кт) + (V, (кА + кт)ь) + pVk (у’Укщ + =

-  -(и , Vp) -  (^Vip') +  fi(v, Av) + ц(у[Ау[) +  p(v, b). (14.14)

Мы получили уравнение, описывающее баланс суммы плотностей 
кинетической и турбулентной энергий. Вычитая из него урав­
нение баланса плотности кинетической энергии среднего движе­
ния, найдем уравнение баланса плотности турбулентной 
энергии:

dtkr +  (V, krv) = -v fl ip ' +  Цу[Ау[ -

~ \р Ч kv'Xv'n -  pv[v'kv kvi. (14.15) 

Другая, эквивалентная, форма записи этого уравнения такова 

dtkr + (V, krv) =  ~(v', Vp') + p,(v', Av') -

- \ р Ф , Щ ? ) -  R : V ^ .  (14.16)
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3) Рассмотрим, наконец, уравнение баланса внутренней энергии 
(11.25), куда также подставим скорость и давление в виде суммы 
средних и пульсационных составляющих, и осредним. С учетом 
несжимаемости среды, получим:

d t £  +  (V, e(v +  v ' ) )  -  ц -  (д Хк ( v ,  +  v ' j )  +  d Xj  ( v k +  v ’k ) )  =  0

(14.17)
В виду громоздкости преобразуем последнее слагаемое отдельно

(дХк (vj +  v'j) +  dXj (vk + v'k) f  =

=  ( { 9 X k ( v j  +  v ' j ) ) 2 +  ( d X j ( v k  +  O ) 2 )  +  

+2дХк (vj  +  v'j )dXj (vk +  v'k) =

=  2 \ {dXkV j f  +  (dXkv'j)2J  + 2 (dxkvjdxjvk +  dXkv'jdXjv' ĵ =  

=  i dxkVj +  dXjvk) 2 +  (dXlv'j +  dXjv'kf .

Теперь, подставляя полученный результат в (14.17), найдем

dte +  ( У , sv) =  ^  (dXkvj  +  dXjvk) 2 +  %(dXkv'j +  dXjv'k) 2.

4) Выпишем (слегка модифицировав) все полученные уравнения, 
чтобы легче было обозреть результат:

dtk а  +  V,-

(  _  \
{ к а  + Р  +  p<p)vj  +  p i v i v ' j v ' i ) -  /X ( d x . Vj  +  d X j Vi )  щ
4--------- V--------- ' '---- v---- ■> '----------- v----------- -

V W  (2) (3) /
2  ___

= -  2  { d x k V j  + d X j v k ) + p v ^v 'k v k v i  =

=  — 77 i p XkVj  +  d Xj v k )  —  ( d XkVj  +  d X j v k ) ,
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(  \

d t e  +  V j ( e v j )  =  ~  ( d X k V j  +  d X j v k ) 2 +  | ( d X k u' +  d X j v'k f . 

(i)

В левых частях уравнений стоят частные производные по времени 
и дивергенции плотностей потоков соответствующих компонент 
энергии, которые включают перенос осредненным течением — (1 ), 
турбулентными пульсациями — (2) и силами вязкости — (3). В 
правых частях стоят источники/стоки компонент полной энергии. 
Поскольку полная энергия сохраняется, правые части, по суще­
ству, описывают обмен между компонентами полной энергии к а , 
кт и е. Так, мы видим, что внутреняя энергия «подпитывается» за 
счет диссипации как кинетической, так и турбулентной энергии. 
В свою очередь, турбулентная энергия питается за счет перехода 
в нее части кинетической энергии среднего движения.



15. Турбулентный пограничный слой
15.1. Введение
Чрезвычайная запутанность траекторий и представление о турбу­

лентном течении как о движении со значительной завихренностью на­
водит на мысль считать его суперпозицией вихрей различных размеров, 
интенсивности и ориентации. Наличие сдвига средней скорости приво­
дит к вытягиванию некоторых вихрей и к усилению завихренности за 
счет энергии основного течения.

Самые крупные вихри имеют масштаб основного потока. Таким мас­
штабом может быть диаметр сечения трубы, струи, следа за препят­
ствием, толщина пограничного слоя и т.п. Эти вихри являются главны­
ми потребителями энергии основного потока и, в свою очередь, питают 
энергией вихри меньшего размера. И так — вплоть до масштабов, на 
которых энергия рассеивается вязкой диссипацией, иными словами, пе­
реходит в тепло.

Турбулентные течения, питающиеся энергией основного потока, 
можно разделить на две группы: свободные турбулентные течения и 
пристеночные турбулентные течения. В первую группу входят тур­
булентные струи и следы, т.е. турбулизованные области, не имеющие 
твердых границ. Ко второй группе относятся турбулентные течения в 
трубах, каналах, пограничных слоях. Здесь мы рассмотрим свойства 
течения в турбулентном пограничном слое около стенки, парал­
лельной средней скорости течения.

Структура пристеночной турбулентности непосредственно опре­
деляется близостью твердой границы. Турбулентный пограничный 
слой — сложное образование, в котором, как правило, выделяют три 
области:

1) примыкающий к стенке вязкий подслой, в котором число Re рез­
ко уменьшается и падает до нуля на стенке. Доля напряжений 
Рейнольдса в касательном напряжении сокращается, и с прибли­
жением к стенке оно становится вязким;

2 ) переходная область;

3) анизотропный полностью турбулентный поток, размеры вихрей 
в котором сравнимы с расстоянием до стенки.
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15.2. Общий вид профиля средней скорости
Рассмотрим случай стационарного плоскопараллельного потока в 

области z  > 0  без градиента давления и в отсутствие силы тяжести. 
Тогда 1-е уравнение Рейнольдса примет вид

vdzzu —dzu'wt'= 0 , (15-1)

откуда касательное напряжение

t ( z )  =  p v d z l i  — p u ' w '  =  то =  const, (15-2)

где то — напряжение трения на стенке z — 0. Поскольку величина 
u ' w '  неизвестна, однозначно определить скорость v , ( z )  нельзя. Можно, 
однако, применить следующие соображения, которые часто называют 
соображениями размерности.

Осредненная скорость T t ( z )  на расстоянии г от стенки определяется 
лишь величинами то, z ,  р  иг/ (см. (15.2)) или

5  = u ( r 0 , z , p ,  v ) . (15.3)

Число этих параметров можно уменьшить, если заметить, что размер­
ность массы входит лишь в го и р, и, значит, в (15.3) эти параметры 
должны входить в виде отношения

й  =  u ( z ,  1/ ,  — ) .  (15.4)
Р

Величина и* =  с размерностью скорости называется скоростью
трения и является естественным масштабом скоростей в пристеноч­
ном течении. Следовательно, можно записать

u  =  v t f ( z ,  v , v * ) .  (15.5)

В силу того что отношение безразмерно, функция /  в (15.5) также 
должна быть безразмерной функцией своих аргументов. Но из z ,  v  и 
w* можно составить лишь одну безразмерную комбинацию (  =  так 
что общий вид профиля скорости записывается теперь в виде

— = /(С), С = — , (15.6)и* v
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где /(£ ) — некоторая универсальная функция, а сама зависимость
(15.6) носит название универсального закона пристеночной тур­
булентности Прандтля.

Закон Прандтля получен из условия, что стенка гладкая z = 0. Как 
же должна выглядеть реальная стенка, чтобы ее можно было считать 
гладкой? Из (15.6) следует, что масштабом длины в турбулентном по­
граничном слое служит отношение z* =  По-видимому, если средняя 
высота неровностей h на стенке меньше z*, стенку можно считать глад­
кой.

Эти соображения подтверждаются наблюдениями, согласно кото­
рым при h < 4z, профиль скорости не зависит от h. Элементы ше­
роховатости оказываются полностью погруженными в так называе­
мый вязкий подслой (т.е. слой жидкости, где играют роль силы вяз­
кости), а стенка в этом случае называется динамически гладкой. 
Если h > 60z*, вязкий подслой разрушается и течение у самой стенки 
состоит из вихрей, возникающих при обтекании неровностей. Молеку­
лярная вязкость перестает влиять на течение, а такая стенка называ­
ется динамически вполне шероховатой. Случай h £ (4z*,60z*) — 
промежуточный; стенка же называется динамически слегка шеро­
ховатой.

15.3. Течение около гладкой стенки
Рассмотрим снова случай динамически гладкой стенки z =  0, для 

которой справедлив закон (15.6). Вид универсальной функции /  можно 
определить в двух предельных случаях: для больших и малых значений
С

1) Малые значения £.
Поскольку на поверхности стенки u'w' = 0, ясно, что в случае 
малых £ течение определяется вязкими напряжениями, а напря­
жениями Рейнольдса можно пренебречь. Тогда из (15.1) имеем

v2dzu = — = const, (15-7)

и, интегрируя по z с учетом й|г-о =  0 , найдем

й(2) = ^ -  =*• — =  С. (15.8)11 V*
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Слой жидкости, в котором v \dz u\ 2 > |it'w'|, называется вязким  
подслоем.

2) Большие £.
Вдали от твердых стенок турбулентные напряжения во много раз 
превосходят вязкие напряжения и при больших значениях z мож­
но считать, что

то =  — p u 'w ' . (15.9)
Поскольку влиянием вязкости мы принебрегаем, вертикальная 
компонента градиента скорости не должна зависеть от и, и опре­
деляется лишь двумя оставшимися параметрами г>* и г. Из этих 
параметров можно составить единственную комбинацию с раз­
мерностью градиента скорости -£■. Следовательно, при достаточ­
но больших z градиент скорости должен быть пропорционален 
отношению .

<Эгй ~ — . (15.10)z
Коэффициент пропорциональности традиционно записывается в 
виде ^, где к — так называемая постоянная Кармана. Интегрируя
(15.10) по z, получим

и = — In -j-. (15.11)
к Со

Численные значения параметров к и ( 0  должны определяться по 
данным экспериментов. По этим данным для £ > 30 распределе­
ние средней скорости с очень хорошей точностью описывается 
законом (15.11). При этом наилучшее совпадение с опытными 
данными достигалось для значений к = 0.4 и Со =  0.11. Слой 
жидкости, в котором справедлива формула (15.11), называется 
логарифмическим пограничным слоем. Он образуется на 
твердых стенках при течениях в трубах, каналах, на пластинах, 
и во всех случаях формула (15.11) оказывается справедливой 
(см. рис.24).

При С < 5. справедлива зависимость (15.8). Область значений ( £ 
(5., 30.) — промежуточная зона, где члены pvdzu и — p u ' w '  имеют оди­
наковый порядок. Если пренебречь рассмотрением этой зоны (а это,
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видимо, не приведет к большим ошибкам), то можно считать, что вслед 
за вязким подслоем идет логарифмический пограничный слой. В этом 
случае вязкий подслой, где профиль скорости описывается формулой 
(15.8), простирается до значений £ =  11.1, а выше следует логарифми­
ческий пограничный слой, где справедлива зависимость (15.11).

С

Рис. 24. Структура пограничного слоя по [8 ]: зависимость универсальной 
функции /(£) от безразмерного параметра Маркеры — эксперименталь­
ные данные, сплошная линия — теоретическая кривая (15.11), пунктир — 
зависимость (15.8).

В предыдущей главе мы ввели понятие о турбулентной вязкости и 
связали компоненты тензора напряжений Рейнольдса с компонентами 
градиента средней скорости (см. формулу (14.10)). В соответствии с
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этой формулой
pu'w' — —fiTdzu

и
То = ( р  + H t ) 9 z u . (15.12)

Тогда вязкий подслой можно определить как область, в которой допу­
стимо считать рт = 0. Соответственно, логарифмический пограничный 
слой оказывается областью, где /i <С цт- Выражение для коэффициен­
та турбулентной вязкости в этом случае получим, сравнивая (15.12) и
(15.10), а именно:

Таким образом, чем дальше от стенки и чем больше напряжение тре­
ния, тем интенсивнее перемешивание.

Рассмотрим теперь случай шероховатой стенки, когда высота неров­
ностей h сравнима или превосходит по величине масштаб z* = —. 
С одной стороны, такие неровности, их высота, форма и расположе­
ние должны оказывать влияние на течение. С другой стороны, од­
нако, кажется очевидным, что вдали от стенки влияние неровностей 
будет осредненным, интегральным. Поэтому тип зависимости (15.11), 
по-видимому, сохранится, т.е.

но значения параметров U и zo будут определяться характером ше­
роховатости. Вместе с тем, поскольку масштаб скорости U задается 
компонентой плотности потока импульса то, очевидно, и здесь можно 
положить

Таким образом, для профиля средней скорости у шероховатой стенки 
имеем

fj,T = KV*Z.

15.4. Влияние шероховатостей. Параметр 
шероховатости

U = V* In — .
Zo

(15.13)
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Неизвестная величина zq существенно зависит от неровностей стенки 
и является тем параметром, с помощью которого мы описываем осред- 
ненное взаимодействие течения с элементами шероховатости. Она и на­
зывается параметром шероховатости. В соответствии с (15.13) 
получается, что z = zq является той высотой, на которой средняя ско­
рость T l ( z 0 )  обращалась бы в нуль, если логарифмическая зависимость 
работала бы на любом расстоянии от стенки.



Часть III
П р а к т и ч е с к и е  з а н я т и я

Занятия JYS 1  и № 2

П о в т о р е н и е  н е о б х о д и м о г о  м а т е р и а л а  и з  а л г е б р ы  и  а н а л и з а .

1) Матрицы и действия с ними.
Когда существуют и чему в этом случае равны следующие объ­
екты

<*•) А(т хк) В(гхп),

(̂mxfe) ^(/хп))
в) det(A).
г) Пусть щ ,  Vi и ciij —  компоненты трехмерных векторов й ,  v  и 

матрицы Азхз, соответственно. Найти компоненты векторов 
и  +  v  и Аг?.

д) Показать, что АВ ф ВА.

Ответы:

а) т  — I, к  = п,
б) Л; = г,
в) А — квадр атн ая  м атрица,

г) (и  +  ь )г =  щ  +  Vi и (At?); =  a n v i  +  ai2V2 +  а;з«з-

д) (АВ)у = AffcBfc,-,
(BA)ij = BjfcAfcj — Y2k AfcjBjfc Ф Y2k AifcBfej.

2) Векторное пространство, базис, компоненты вектора. Ис­
пользование этих конструкций в физике.

3) Скалярное произведение, модуль вектора, расстояние 
(метрика).

а) Пусть в некоторой системе координат х =  (хг,х2,х3). Вы­
числить компоненты вектора г? =  с^х относительно коорди­
натного базиса {ё}} и его длину |t? | 2  =  (v, v).
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б) Рассмотреть те же величины в случае декартова базиса. 

Решения:
С калярное п р оизведение — эт о  числовая ф ун к ц и я  д в у х  аргум ентов  
(•, •). Л ю бой  паре векторов оно ставит в соответствие число. П ри  этом  
скалярное п р ои зв еден и е д о л ж н о  удовлетворять следую щ и м  условиям . 
П усть  a, b и с — векторы , а  а,  /3 — числа, тогда:
-  (а, Ь) =  (Ь, а ) — сим м етрия ,
-  (аа + /ЗЬ, с) =  а ( а ,  с) +  /3(6, с) — линейность,
-  (а, а) >  0, (а , а ) =  0 а = 0.
П ользуя сь этим и свойствам и скалярное произведение м ож н о  зап исать  
в тер м и н ах ком понент сом н ож и тел ей  и  скалярны х п р оизведений  бази с­
ны х векторов (ком понент м етрического тен зора)

(а , 6) =  О  ' ^  ' bj e j ) =  )  ' Q'jbj (c-j. 6j) =  )  ajbjgjj.
i  3  i , j  i , j

v = (dtxj )ej = ^2j=i Vj e j ;

(v,v) = Vjej, Ylk=i ykekj  =  ^2j=i X)fc=i vj vk (ej , e*) =

52j,k=l vj vk9jk-

б )  П о д  декартовы м  бази сом  пон им ается тройка ортогональны х век­
торов совпадаю щ и х по  направлению  с координатны м и прямы ми. 
Е сли бази с к то м у  ж е  ортонорм ирован, скалярны е п р ои зведен и я

Г 1  7 — к
базисны х векторов суть: gjk = Sjk =  < n’ . , , ’ => (и, Я) =

I Uj J 7еЕ З 2
i=i •

4) Векторы в трехмерном пространстве: векторное произведе­
ние; двойное векторное произведение.
П усть а, Ъ и с — трехм ер н ы е векторы , и щ, bi, Ci и х  ком поненты  в 
некотором  дек артовом  ба зи се  {е*}. Т огда  векторное п р ои зв еден и е вы­
ч и сляется разл ож ен и ем  по первой строке опр едел ител я

e i ез
a x b  = <И Я2 аз

bi &2 Ьз

а  двойн ое векторное п р ои зв еден и е м ож ет  бы ть вы числено по ф орм ул е  
a x b  х  с  =  Ь(а х  с) — с(а xb).
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5) Векторное поле, координатные кривые, координатные ба­
зисы (зачем?). Сколько нужно выбрать базисов для описания 
векторного поля?
Ответ: Н есчетное м н ож ество, поскольку в к аж дой  точке среды  н адо  
вы брать свой бази с, а  с р е д а  — эт о  п о опр едел ению  н есчетн ое м нож ество  
точек.

6 ) Производная, производная по направлению, частная про­
изводная, производная сложной функции.
Д и ф ф ер ен ц и р ов ан и е сл ож н ой  ф ункции: dxf (x ,y (x ) )  = дх{  +  dyf d xy, 
и т.п.

7) Разложение функций одной и многих переменных в ряд 
Тейлора:

f ( x  о +  Дж ) =  f{xo)  +  A x d xf \ xo +  ^ A 2x d xxf \ xo 4- 

■^A3x d xxxf \ xo + о( Д 3ж),

f ( x 0 + A x , y 0 + Ay)  =  f ( x 0,yo) + {A x d x + A y d y ) ixoyo)f  +

+ ~(Ахдх + Ауду)2Ыло)/  +

+  i  (A x d x + &ydy)3(xo yo) f  + o (A 3x , A 3y).

8 ) Теорема Гаусса-Остроградского. Нормаль к поверхности. 
Ориентируемые поверхности.

Занятия № 3 и № 4

В е к т о р н ы е  п о л я , т р а е к т о р и и  и  м и р о в ы е  л и н и и .

Найти траектории движения и мировые линии точек среды, решив 
задачу Коши (Зельдович и Мышкис [4]):

d tx  ( X ,  t )  =  v ,  x|t=o =  X .

1) Одномерное пространство мест.
В этом случае каждая точка пространства мест имеет одну ха­
рактеризующую ее координату х, а вектор скорости — одну ком­
поненту v.  Траектории описываются одним уравнением dtx  = v
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относительно неизвестной х с начальным условием x | t = 0  =  X.
Во всех заданиях сделать следующее:
-  найти х (X, t) и v (X, t), либо v (х, t),
-  вычислить матрицу Якоби и якобиан J = |<9хх| преобразования 
лагранжевых координат X в эйлеровы х,
-  построить векторное поле скорости и траектории движения то­
чек среды.
-  построить векторное поле касательных к мировым линиям век­
торов и мировые линии точек среды.

Д а н о  : Ответ  :
a )v(x , t )=t ,  х =  Х + | £ 2, J  =  1,
б) v(x, t) =  х, х =  Хе4, J  = е*, v = Хе*,
в )v(x , t )=xt ,  x =  Xe5 t2, «7 =  ei*2, v = X teit2,
r ) v (X , t ) =X + t, x = ^ ,  J =  i +  1, « =

Решения:
З а д а н и я  а )-в )  вы полняю тся одинаково по  следую щ ей схем е (зд есь  рас­
см атриваем  за д а н и е  а):
-  П одставляя в п р ав ую  ч асть зн ачени я скорости , реш аем  за д а ч у  К ош и

dtx = i, х|*=о = X.
И нтегр ир уя , пол учаем

px(t) pt , ,
/ dx= tdt =$► x|x = - t  |o => x =  X  + —t2.

Jx( o) Jo 1 L
-  м атри ца Я к оби состои т  и з  одного  элем ента дхх  =  1, о тк у д а  J  =  1.
-  этапы  п остроени я векторн ого поля скорости , траек тори й  дв и ж ен и я  
точек  среды , а  такж е векторн ого  поля касательны х к мировы м линиям  
векторов и  м ировы х ли ний  точек  среды  показаны  н а  рис.25.

В  задан и и  г) ин тегриров ание за д а ч и  К ош и д а ет

/■*(«) rt 1 1

/ dx= (X + t)dt => х|£ =Xt+-t2\b =► х = X (t+ l)+ if2.Jx( o) Jo 2 2
Скорость  v, как ф ункцию  места и времени, найдем, подставив вместо 

лагранж евой переменной ее выражение через эйлерову переменную:
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Р и с . 2 5 . Этапы  построения: а) траек тори и  д в и ж ен и я  точек  среды  (сплош ­
ны е линии) и векторное пол е скорости, т.е. касательны х к траектори ям  век­
торов v = dtx; b) ком поненты  касательны х к мировы м л иниям  векторов  
u = (dtt, dtx) =  ( l ,v ) ;  с) касательное к мировы м л иниям  векторн ое поле; d) 
мировы е линии точек  среды .



Практические занятия 185

О стальное вы полняется так ж е, как в за д а н и я х  а ) - в ) .

2) Двумерное пространство мест. Во всех заданиях сделать сле­
дующее:
-  найти х (X, t )  и v (X, t ) ,
-  вычислить матрицу Якоби и якобиан J  =  \dxjXk\ преобразова­
ния лагранжевых координат X в эйлеровы х,
-  построить векторное поле скорости и траектории движения то­
чек среды.

О т в е т  :

xiei, x  =  (Xi + t , X 2), J  = 1,
axiei + fix2e2, x  =  (Xieat, X 2el3t) , J  = е(“+/3)*,
—x2ei +  xie2, z  = Zelt, z  = (xi +  ix2), J  =  1.

Решения:
В  за д а н и я х  а) и  б) уравн ен ия, описы ваю щ ие траектори и , эквивалентны  
систем ам  независим ы х уравнений, к а ж д о е  и з которы х реш ается н еза ­
висим о от  д р у го г о , как в случае одном ерного п р остр ан ств а  мест. Н а­
прим ер, в за д а н и и  а) им еем

Г dtxi = xi,
\  d t x 2 = 0.

У равнение в за д а н и и  в) эквивалентно Системе связанн ы х д р у г  с д р угом  
уравнений

Г d t X 1 = - Х 2 ,
\  dtx2 = X I ,

которая легко реш ается  с  переходом  в ком плексную  плоскость. Д е й ­
ствительно, у м н ож и м  второе уравнение н а  г и сл ож и м  его с пер­
вым уравнением . В в ед я  д а л ее  обозначения z = ( x i  +  гжг) и Z  = 
(Х\  +  гХ г), пол учи м  одно уравнение относительно ком плексной пере­
м енной z: dtz — iz  с  начальны м  условием  z\t=o =  Z.  Р еш ая его, найдем  
г  — Zelt. Зап иш ем  д а л ее  elt =  cost  +  isin£ и получим

z — (X i  +  1X 2 ) (cost +  is'mt) =  (X ic o s  t — X 2sin t) +  i ( X is in t  +  X 2cos t).

О тк уда  xi  =  (X ic o s t  -  X 2s in i) , x 2 =  (X is in t  +  X 2COSt). М атрица Я коби  
и  ее опр едел ител ь  таковы:

cost —sin  t 
sin  t  cos t

Дано :
а) v(x, t) =
б ) v(x, t )  =
в) v ( x ,  t )  =
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Занятия № 5 и № 6

С в о й с т в а  т е н з о р о в  в т о р о г о  р а н г а .

1) Показать, что верны следующие ниже соотношения.
Указание:
Во всех случаях проблема заключается в том, что операции 
транспонирования, свертки, вычисления обратного тензора 
(матрицы), и проч., определенные, скажем, для тензора А или 
В, не определены для тензоров (А + В), (Ат), и т.п. Требуется 
выразить новые операции, используя уже имеющиеся опреде­
ления, Например, записать транспонирование тензора (А +  В) 
в терминах транспонированных тензоров А и В, т.е. Ат и Вт и т.д.

Транспонирование.

а) (А +  В)т =  Ат 4- Вт,
б) (АВ)Т =  ВТАТ,

в) (АТ)Т =  А,

Решения:

а ) (A + B )J fc = м ен я ем  порядок  индексов (убираем  транспонирование)

=  (А +  B)kj — склады ваем  ,используяопределение  

=  Akj +  Вkj =  восстанавливаем  п ор ядок  индексов  

=  A +  Bjk,

б) (AB)jj. = (AB)fcj = Akn Bnj =

п ол учи ли  элем ен т с ном ером  kj,  а  нам  н у ж ен  элем ен т с ном ером  jk,  
поэтом у сом н ож и тел и  м еняем  м естам и и транспонируем , чтобы  м атри­
цы перем н ож ал ись в соответствии с  принятой договоренн остью  (иначе  
нельзя  зап исать все в безы ндексной ф орм е)

=  B j X *  =  (В ТАТЬ .

2 ) (АТ) ;  =  A i ,  =  Aj k .
Обратный тензор.
Пусть А и В — обратимые тензоры, тогда
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а) (А-1 )-1 = А.

б) (АВ)-1 =  В-1 А -1 .

в) (аА)-1 = а -1 А -1 , аф  0.

Г) (А-1)Т = ( АТ ) - 1;

Решения:

а ) (А х) 1 (А х) — I => ум н ож аем  справа н а  А

=► (А-1) 1 А-1А = А .=► (А-1) *=А-

б) (АВ)-1 АВ = I =»■

=► (АВ)-1 А = В-1 => (АВ)-1 = В-1А-1 .

в) (аА)-1(аА) = I =>•

(аА) ха = А-1 =$■ (аА)-1 = а-1А-1.

г) I = (Ат )-1 Ат =>•

Т ран сп он и р уя  результат, окончательно н ай дем

Iik ш сп онир уем  сом н ож и тел и

A7 ) j Akj =  м еняем  п ор ядок  сом нож ителей

Т аким  обр азом  I =  А ( ( А т ) 1 j  .

У м н ож и в  д а л ее  это  вы раж ение слева н а  А - 1 , получим

(А-‘)Т= (Ат) -
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3) Вычислить скалярные произведения тензоров

А : D, А : W, W  : D,

где А — тензор общего вида, a D = DT и W  =  — W T — симмет­
ричный и антисимметричный тензоры, соответственно. Показать, 
что

а) А : D =  |(А + А т) : D, т.е. в скалярном произведении тензора 
общего вида А с симметричным тензором участвует только 
симметричная часть тензора А.

б) А : W  =  |(А — Ат) : W, т.е. в скалярном произведении тензо­
ра общего вида А с антисимметричным тензором участвует 
только антисимметричная часть тензора А.

в) W : D =  0, скалярное произведение произвольного симмет­
ричного тензора с произвольным антисимметричным тензо­
ром равно нулю.

Решения-.

а) Д л я  л ю бы х д в у х  тен зоров А и  В верно равенство А : В =  tr(A B ). 
П усть  aij , dij = dji и  Wij = —Wji суть  ком поненты  тен зоров A, D 
и  W . Т огда  д л я  тен зоров  А и  D в си лу сим м етрии D им еем

(AD )jj — dik^kj — tr(A D ) — Q/ikdki —

или, учиты вая обе возм ож н ости ,

tr(A D ) =  —(0>ikdki~\~0‘ikdik') “  ^

О тсю да

A : D  =  tr(A D ) =  i ( A  +  AT) : D .

С праведливость остальны х равенств доказы вается  аналогично.

4) Ортогональные тензоры.



Практические занятия 189

а) Показать, что тензоры Rn, R2  и R3 , которым в декартовом 
базисе соответствуют следующие (3 х 3) матрицы

( cosa — since 0 \ / cos/З 0 — sin/З \ / 1 0  0 \
sin a cos а 0 ) , I 0 1 0  I , I 0 cos 7 — sin 7 J ,
0 0 1 /  \  sin/З 0 cos/З )  \ 0 sin7 COS7 J

ортогональны, т.е. не меняют длину вектора и обратная мат­
рица равна транспонированной. Найти геометрическую ин­
терпретацию действию этих тензоров.

б) Показать, что любую ортогональную матрицу (2 х 2) можно 
представить в виде

/  c o s  ф ±  s in  ф 
у  s in  ф = F c o s0

Решения:

а ) П усть  некоторы й вектор а  в том  ж е  бази се им еет  ком поненты  
(а 1 ,а 2 ,а з ) .
Н ай ти  |а |2 =  (а , а ) и  |R ia |2 =  (R ;a, R;a) д л я  i = 1 ,2 ,3 .  П оказать, 
ч то  |a |2 =  |R ia |2
В ы числить свертки RjR j д л я  г =  1, 2 ,3  и  показать, ч то  они равны  
1зхз-

б )  П усть  в некотором  дек артовом  бази се a  =  ( a i , a 2) и  R =

(
ГЦ 7*12 1r ^ J.  Н ай дем  rij такие, при  которы х |a | =  |Ra| или

|а |2 =  |R a |2 . В  ком понентной ф ор м е посл еднее равенство им еет  
в и д

a? +  а 2 — (r211+ r 221)a21 + (r212+ r 222)a22 +
+ 2 ( 7 'ц 7 ’12 +  Г 2 1 Г 2 2 ) а 1 а , 2 ,

о т к у д а  п олучаем , ч то  ком поненты  n j  удовлетвор яю т систем е  
уравнений

2 . 2 
Г Ц +  Т21 =  1, ( - 1 )

2 . 2 
Tl2  +  Г22 =  1, (* 2)

Г ц Г \ 2  +  Г21Г22 =  0. (* 3)
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И з уравнений (*3) и  (*1) им еем

■ *-?! (= } ( ™ ) 2 ( = 1 - Г 221 =>

=> г12 = Г%1 (г%2 +Г 1 2 ) W  Г1 2 = Г2 1 ,

а  уравнения (*3) и  (*2) д а ю т

П2 (=3) ( “ ) 2 (=2 ) 1 - Г 22 2 =>

=> r h = r h ( r 22 l + r l  0

Н аконец, и з уравнения (*3) следует, ч то  отнош ения ^  и ^  
до л ж н ы  бы ть разн ы х знаков. О тсю да  получаем  г 12 =  ± Г 21 и 
г ц  =  =рг22- Таким  образом , диагон альн ы е элем енты  в тен зоре R 
равны  с точностью  д о  знака. П ользуясь свойством  R” 1 =  RT, лег­
ко проверить ортогон альн ость т ен зо р а  R, вы числяя свертку RRT. 
Д о л ж е н  получиться единичны й тен зор . Н аконец, и з (*1) и (*2) 
следует, ч то  |r y |  <  1. Э то  п озволяет  интерпретировать ком понен­
ты  т ен зор а  R, как три гоном етрич еск ие ф унк ции  sin<p и cos<£, а
и х  аргум ен т ip как угол  м е ж д у  векторам и а и Ra. О кончательно
им еем

cos(р siny> \  R — f  cos<̂
±siniy9 =Fcoŝ 3 J \  silly) ĉos<p

5) Определить завихренность течения. Формализовать задачу. 
Выбрать систему координат и векторы координатного базиса так, 
чтобы задача приобрела наиболее простой вид (использовать при­
сущие задаче направления и симметрии):

а) плоскопараллельное течение со сдвигом скорости вдоль 
плоской поверхности. Рассмотреть линейный, квадратичный 
и логарифмический сдвиги, зависящие от расстояния до пла­
стины.

б) элементарный вихрь: вращение среды вокруг некоторой оси 
с независящей от времени скоростью. Рассмотреть вращение 
с угловой скоростью независящей от расстояния до оси вра­
щения; линейно возрастающей с расстоянием до оси и убы­
вающей обратно пропорционально этому расстоянию.
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Решения:

а ) В ы берем  дек артову си стем у  координат, как наиболее простую . 
Н ул евую  точк у пом ести м  н а  плоскости , а  оси координат ориенти­
руем  так, чтобы  направление одн ой  и з  осей  совпадало с  направ­
лением  скорости  потока. Т огда , в соответствую щ ем  координатном  
бази се  д в е  ком поненты  скорости  б у д у т  равны  нул ю , нап ри м ер , vi 
и Уз: v = (О, V2 , 0), а  ненул евая  ком понента б у д ет  ф ун к ц и ей  лиш ь  
одной  перем енной г>2 =  V2 (ж з). В ы числим  вектор вихря скорости:

ei е2 ез
дх\ Фе2 Фез
vi V 2 г>з

=  e i (dX2V3 — dX3V2 ) +  е 2 (дХ1Уз — dX3vi)  +  ез (дХ1У2 — дХ2Уз) = 
= —dX3V2ei.

Т еперь м ож н о  р ассм отр еть  линейны й, квадратичны й и  л огар иф ­
м ический сдвиги, т.е.

{
ахз,  
ax j ,  
a  ln (j

V2 = { ax i ,  а  — con st 6  R 1;
(1п(хз + 1 ),

б ) В ы берем  систем у ци л и н др и ч еск и х  координат и  приведем  ско­
рость потока к  в и ду  v =  (vT, гуф, vz) = (0, гуф(г),0). Д а л ее  вы­
числим  ш и  рассм отр им  зави си м ости  вида

fУф =  < аг, а  =  con st 6  R 1 ;

I 7'

Занятия № 7 и № 8

Р а б о т а  с  к о м п о н е н т а м и  и  п р а в и л о м  с у м м и р о в а н и я .

1) Вспомогательные выражения. Пусть /  — произвольный ска­
ляр, а вектор v и оператор V в координатном декартовом базисе 
суть v =  (г>1 ,г>2, v3), V =  (дХ1,дХ2,дХз).

а) Вычислить:

-  div rot v = (V, V х v) =?
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-  div grad /  =  (V, V /)  =?
-  rot grad /  =  V x  V / =?

б) Показать, что выполняется равенство (v, Vi?) =  |V|t7 | 2  — и х 
rot г/. Записать в компонентах левую и правую части и пока­
зать, что после упрощения они равны.

2) Координатная форма уравнений.

а) Уравнение неразрывности:

dtp +  pdivtf =  0  => dtp + divpv =  0 .

Показать, что обе формы записи уравнения вытекают одна 
из другой (записать Их в компонентной форме, выбрав неко­
торый координатный базис и используя правило суммирова­
ния и формулу Эйлера).

б) Записать уравнение Эйлера

pdtv = -V p  + pb,

в координатной форме, т.е. получить систему дифференци­
альных уравнений, описывающую эволюцию компонент век­
тора скорости.

в) С помощью уравнения неразрывности записать левую часть 
уравнения Эйлера в, так называемой, дивергентной форме:

pdtvk -  dt(pvk) +  div (pvkv ) .

г) Баланс внутренней энергии,
— общий случай:

pdte =  (div (Tv) — wdivT) + div Я + ps =>
=Ф- d t { p s )  +  d i v ( p e v ) = T : D + div h  +  p s ,

— идеальная жидкость:

pdt£ =  — pdivv +  div/i + ps =>■
=£• dte =  — pdfV + Vdivh +  s,

где V  =
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Решения:

а ) И сп ол ьзуя  правило сум м ирования, запиш ем  уравнение неразры в­
ности  в виде

О =  dtp + р(V , v) = dtp + pdXi Vi =

Д а л ее , испол ьзуя  ф о р м у л у  Э й лера, перепиш ем  пол ную  пр оизвод­
н ую  по  врем ени

=  dtp +  (v, V p ) +  pdXiVi = 
ил и  =  dtp + Vidxi p +  pdx; Vi =

Д в а  п осл едн и х слагаем ы х суть  п р оизводн ая  п л отн ости  потока  
массы

=  dtp +  dXi (pvt) = 
ил и  =  d tp + (V ,p v ) .

б )  С читая, что м ассовы е силы  представлены  только силой  притя­
ж ен и я  Зем л и , вы берем  дек артову систем у координ ат так, чтобы  
вектор Ъ им ел  лиш ь од н у  отлич ную  от  нул я  ком поненту (напри­
м ер, третью ; д л я  ее  обозн ачени я стан дартно испол ьзуется  ±д).  С 
пом ощ ью  сим вола К р он ек ер а  запиш ем  удел ьн ую  пл отн ость мас­
совы х сил  в в и де  Ь = ±д8кзёк-
Р ассм отрим  ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы й  оператор V  =  eidXi и  вы числим  
V p. И сп ол ьзуя  д а л ее  ф о р м у л у  Э йл ера, пол учим  ком понентную  
ф о р м у  уравнения:

(,pdtvk) ek + (pvidxivk) e k =  (~dxkp) ek + (±рд5кз) e l ,

о тк у д а  н ай дем  и ском ую  систем у уравнений

pdtvk + pVidXivk =  - d Xkp  ±  рд5кз.

в ) С лож и м  левую  ч асть уравнения Э й л ер а  д л я  А;-ой ком поненты  
с уравнением  неразры вн ости , ум н ож енн ы м  на к-ую  ком поненту  
скорости

pdtvk = pdtVk + pvidxivk +
+vk (dtp +  dXi (pvi)) =  

раскры вая скобки, пол учим  =  dtpvk +  dXipvkVi =

=  dtpvk + (V,pvkv)-
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З ан я т и я  № 9 и № 10

Г и д р о с т а т и к а  и  И д е а л ь н а я  ж и д к о с т ь

М аксим ально и сп ол ь зуя  усл овия  зад ач и , вы брать си стем у  коорди ­
нат  (в том  числе начал о к оор ди н ат  и  ориентацию  осей ), бази сн ы е век то­
р а , м одел ь  среды , ф ор м ал и зов ат ь  словесное описание за д а ч и  и реш ить  
ее.

1) (М ей з [7]) Ш и рок и й  со су д , наполненны й н есж и м аем ой  ж и д к о ­
стью  постоян ной  п л отн ости , дв и ж ет ся  с постоянны м  ускорени ем  
а  в поле силы  тя ж ест и . Н ай ти  ур авн ение свободн ой  п оверхности  
ж и д к о ст и  в сосуде , если  дав л ен и е н а  поверхности  и зв естн о , по­
стоянн о и равн о ро.

2) (Л ан д ау  и Л и ф ш и ц  [6]) Ш и р ок и й  цилин дри ческий  со су д , напол­
ненны й н есж и м аем ой  ж и д к ост ь ю  п остоян ной  п л отн ости , вращ а­
ется  вок руг оси  с п остоян н ой  угловой  скоростью  в п ол е силы  тя­
ж ест и . О п р едели ть  ф о р м у  свободн ой  поверхности , если  давл ен и е  
н а поверхности  и зв естн о , постоян н о и равно ро-

3) (М ей з [7]) Ж и д к о ст ь  с уравн ением  состояни я  р  =  Ар к , А, к  =  con st 
вы текает и з бол ьш ого зак р ы того  р езер в уар а  чер ез гл адк ую  тон ­
к ую  трубк у; теч ен и е бар отр оп н ое. Д ав л ен и е в р езер в уар е  N  атм . 
Н ай ти  скорость  стац и он арн ого  и стечения  газа , считая  дав л ен и е  в 
стр уе н а  вы ходе равны м  атм осф ерн ом у.

4) (М ей з [7]) Д а н  потен ц и ал  скорости  <р =  А х  +  В ^ ,  где  г 2 =  х 2 + у 2 . 

Н ай ти  ф ун к ц и ю  ток а  ф.

Ре ш е н и я :

1) Поскольку сосуд широкий, ф орма поверхности жидкости определяется  
балансом контактных и массовых сил, а искажениями за  счет смачива­
ния стенок можно пренебречь. Ж идкость движется вместе с сосудом, 
а относительно сосуда движение отсутствует. Следовательно, в систе­
ме координат, движущ ейся вместе с сосудом, можно воспользоваться 
системой уравнений гидростатики. Выбираем простейшую декартову 
систему координат (x i =  ж, хъ =  у , жз =  z),  начало координат (точку
о) помещаем на поверхности жидкости, ось г направляем вверх, а ось 
у  ориентируем так, чтобы вектор а  лежал в плоскости yoz .  В каждой
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точке выбираем координатный базис {e i}  =  {ех , еу , е2}. Относительно 
этого базиса плотность силы тяжести имеет компоненты д  =  (0 ,0 , —д),  

а плотность силы, вызывающей равноускоренное движение, имеет ком­
поненты a  =  (0, a y , a z ). Система уравнений гидростатики в этом случае 
такова

дхр  — О,

д у Р  =  Ра у 1
dzp  =  p(az — g).

Интегрируя первое уравнение, получим р  =  p(y , z ) ,  из второго уравне­
ния найдем р  =  рауу  +  C(z) .  Наконец, интегрируя третье уравнение от
О до  г с учетом условия р |у=о,2=о =  Ро, найдем р  =  payy + p ( a z —g)z+po-  
Поскольку на поверхности ж идкости р  =  ро, эта поверхность описыва­
ется уравнением: z  =  ~zLyazV, т.е. поверхность состоит из точек с коор­
динатами (ж, у,  ^ 72/)-

2) Поместим начало координат на поверхности жидкости, а оси располо­
ж им так, чтобы вектор угловой скорости имел единственную, отлич­
ную от нуля компоненту Q. — dt<p. Пусть г  — расстояние точки с коор­
динатами (х, у)  до оси вращения. Тогда компоненты вектора скорости 
этой точки таковы

u = dtx = dt(r совф) = — yQ,
v = dty = dt (г sin ф) = жГ2,
w  =  0.

Подставляя эти компоненты скорости в уравнение движения (Эйлера), 
получим три скалярных уравнения для определения давления:

( x f l 2 = ±дхр  => р  =  \р£12х 2 +  Ci (y , z ) ,
I уП2 =  \ д у Р =► уП2 =  I дуСх => Сг =  -±рПяу 2 +  C2(z),
{ 0 = ±dzp  +  g => ^ d zC2 + g  — 0 => С2 = - p g z  +  C3.

Таким образом, р  =  р ( |П 2(ж2 +  у 2) — gz)  +  Сз- Поскольку всюду на 
поверхности р  =  р о, из условия p\x=y=z=o =  Ро  находим константу 
Сз = Ро- Сама ж е поверхность жидкости оказывается параболоидом  
вращения г =  ^ - ( х 2 +  у 2).

3) Поскольку течение стационарное, решаем задачу с помощью интеграла 
Бернулли. Внутри резервуара (Vi — 0, p i  =  N ,  Ф; =  Ф) имеем:

Н \ =  |̂гГ;|2 + Р ! +Ф ;  =  Р ! + Ф .
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То ж е снаруж и (va , Р о  =  1, Ф 0 =  Ф ) :

Н о  =  | | 0 о | 2 +  Р о  +  Фо =  ^ К | 2 +  Р о  +  Ф.

Д л я вычисления функции Р  =  f *  ^ dp  используем уравнение состоя­

ния. Получаем d p  — X kp k~ 1d p  и далее:

их p'-'dp кХ - 1|Р(Р)
J  р [р \)

В результате Pi =  О, Р 0 =  дрт ̂  j  • Поскольку H i  =  Н 0, имеем

— 2Р0 = т~Г"~ ( n —  — l'j 
к  -  1 р 0 \  p i  )

l^ol2

или преобразуя, с учетом уравнения состояния, ^  =  N  к , оконча­
тельно получаем

,-,2  2 А; 1
W  = fc^Ipo

4) И з определения функции тока получаем систему уравнений

д х <р =  д уф,

д у<р =  —д хф- (*4)

Д иф ф еренцируя потенциал ip по х,  из первого уравнения найдем

дуф =  А  — В - х2
( х2 + у 2)

Интегрирование дает выражение для функции тока, содержащее неиз­
вестную функцию С 1 (х)  — «константу» интегрирования:

ф =  А у - В ^ - 1  +  С 1(х).
X2 +  у 2

Диф ф еренцируя это уравнение по х  и подставляя результат в (*4), 
получим

ду'Р  =  —2 В  ~ У  —  -  d x C i ( х).
( х 2 +  у 2)
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Интегрирование найденного уравнения дает выражение для  потенци­
ала X

<р =  В - т - — -  — yd,xC i  +  С 2(х),  
х 2 +  у 2

гд е  С 2(х)  — ещ е о д н а  « к о н с та н та»  и н т е гр и р о в а н и я . С р а в н и в а я  эт о  в ы ­
р а ж е н и е  с  у с л о в и ем  з а д а ч и , п о л у ч и м  у р а в н е н и е  д л я  о т ы с к а н и я  ф у н к ­
ц и и  C i  (х)

d x C i ( x )  =  ^ { ~ А х  +  С 2(х)).  (*5)

Поскольку C i — есть ф ункция единственного аргумента х,  из уравне­
ния (*5) необходимо следует С 2(х) =  А х  и C i  =  С  =  const. Таким  
образом, подставляя найденное значение С ц  окончательно имеем

Ф  =  - В - ^ - 5 + А у  +  С .  
х 2 +  у 2

Занятия № 11 и ЗУ8 12 

В я з к а я  ж и д к о с т ь

1) Координатная форма уравнений вязкой жидкости.

а) Записать уравнение Навье-Стокса

pdtv = -V p  + pAv +  pb,

в координатной форме, т.е. получить систему дифференци­
альных уравнений, описывающую эволюцию компонент век­
тора скорости.

б) Баланс внутренней энергии вязкой жидкости:

pdte = —pdivv + 2pD : D + div/i + ps =>■
=>■ dte =  — pdtV + 2i/D : D + VdrvTi + s,

где V  =

2) Слоистые течения: точные решения уравнения Н авье- 
Стокса.
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Слой жидкости толщиной Н  расположен между двумя бесконеч­
но протяженными плоскостями, движущимися с постоянной ско­
ростью U друг относительно друга параллельно самим себе. Опи­
сать установившееся течение жидкости в отсутствие силы тяже­
сти и при наличии градиента давления, направленного вдоль дви­
жения плоскостей. Сформулировать краевую задачу, решить ее и 
вычислить расход жидкости.

а) Простое течение Куэтта: градиент давления отсутствует.
б) Течение Пуазейля: U = О, постоянный градиент давления.
в) Обобщенное течение Куэтта: постоянный градиент давле-

3) (Ландау и Лифшиц [6]) Слой жидкости толщиной h  ограничен 
сверху свободной поверхностью, а снизу — неподвижной плоско­
стью, наклоненной под углом а к горизонту. Определить стаци­
онарное течение вязкой жидкости под действием силы тяжести, 
если давление на поверхности равно ро = const.

4) Записать в безразмерном виде уравнение неразрывности И урав­
нение переноса тепла.

1) В ы б о р о м  п о д х о д я щ е й  с и сте м ы  к о о р д и н ат  (x , y , z ) сво д и м  у р а вн ен и е  
Н а в ь е -С т о к с а  к  о д н о м у  у р а в н ен и ю

д л я  е д и н с тве н н о й , о т л и ч н о й  о т  н у л я  к о м п о н е н т ы  с к о р о с т и  v (z )  =  

(u ( z ), 0 ,0 ) .  Ф о р м у л и р у ем  к р а е в у ю  за д а ч у , р е ш а ем  ее  и  в ы ч и с л я е м  р а с ­
х о д  по  ф о р м у л е

ния.

Ре ш е н и я :

d tu  =  — V p  +  v A u  =  v d zzu ----- д хр
P P

а) П р о с т о е  т е ч е н и е  К у э т т а  (дхр  =  0):

d zzu  =  0, u |o  =  0, и\я  =  U.

О т в е т :

u  =  U j j ,  D  — \ U H .
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б )  Течение  П у а з е й л я  (U  =  0, д хр  =  c o n s t ф  0):

ц д г х и  =  д хр у « |о  =  0, и \н  — 0.

в )  О бобщ енн ое  т е ч е н и е  К у э т т а  ( U  =  c o n s t ф  0, д хр  =  c o n s t ф  0):

( idzzu  =  д хр,  и |о  =  0, и \н  =  U.

О т в е т :

2) Н а ч а л о  с и ст е м ы  д е к а р т о в ы х  к о о р д и н а т  п о м е щ а ем  н а  н е п о д в и ж н о й  
п л о с к о ст и  (ось х  — п е р п е н д и к у л я р н о , а  ось  у  — п а р а л л е л ь н о  го р и ­
зо н ту , о сь  г  — в в ер х ) . З а д а ч а  п р и  эт о м  с в о д и т ся  к  о т ы с к ан и ю  т е ч е н и я  
в д о л ь  г о р и зо н т а л ь н о й  н е п о д в и ж н о й  г р а н и ц ы  п о д  д е й с тв и е м  м ассо во й  
си л ы  (g cos а ,  0 , д  s in  а ) .  С и с т е м а  у р а в н е н и й  д л я  н а х о ж д е н и я  с к о р о сти  
и  д а в л е н и я  так о в а :

Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  з а п и с ы в а ю т с я  в  виде:

u \z=o =  о,

dz'U'\z=h = 0,
P \ z = k  -  РО-

И н т е г р и р у я  систем у , н а й д е м

Р  =  Ро +  (h  — z )p g  cos а ,

dzzU v
d zp —pg  cos a .

и -^-z(2h  — z)  s in  a .

NB! lim ^-to  и  =  oo.

З а н я т и е  №  13

У р а в н е н и е  т е п л о п р о в о д н о с т и
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1) Рассмотреть общее уравнение теплопроводности движущейся 
жидкости

dtT — dtT + (v, VT) = кА Т  +  sy
и получить из него уравнение, описывающее частный случай: сре­
да одномерна, распределение температуры стационарно, скорость 
движения среды постоянна, внешние источники отсутствуют.

2) Для указанного частного случая найти распределение темпера­
туры в среде в движущемся вместе с потоком отрезке [а, 6] при 
следующих граничных условиях:

а) на концах отрезка заданы значения температуры Та и Ть,
б) на одном конце задано значение температуры Та, а на другом

— значение потока = ( АдхТ ) ,
\  /  х = Ъ

в) заданы значение температуры Та на одном конце и среднее 
значение температуры

Т  =  г—  /  T (x )d x  
b -  a Ja

на всем отрезке [а, Ь],
г) заданы значение потока q a на одном конце отрезка и среднее 

значение температуры Т  на отрезке.

3) Пусть на обоих концах отрезка заданы значения потоков qa и 
qb. Найти дополнительное условие, при котором решение задачи 
существует, и показать, что это решение не единственно.

Решения '.

1) Указанные ограничения приводят к следующим упрощениям 
уравнения:

а) распределение температуры стационарно => dtT = 0,
б) внешние источники отсутствуют => sy = 0,
в) среда одномерна => точка имеет одну координату, а век­

тор скорости — одну компоненту,
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г) скорость движения среды постоянна => можно выбрать 
движущуюся систему координат, относительно которой сре­
да будет покоиться.

Если координату обозначить через х, то в результате получим 
уравнение .

дххТ  = 0, .

2) Для решения уравнения введем вспомогательную функцию /  та­
кую, что

f{x ) = дхТ,
тогда исходное уравнение перепишется в виде dxf  — 0 и легко мо­
жет быть проинтегрировано. Получаем /(аг) — Сг = const. Опре­
деление функции /  используем теперь как уравнение для нахо­
ждения неизвестной Т

дхТ  = Сг.
Это уравнение также легко интегрируется. В результате находим 
Т  — Ci ж + Сг- Осталось определить константы интегрирования 
из граничных условий. Например, в последнем случае имеем

а) qa = = XCi =£■ С\ =  %■ Т =  + (72,\ '/ X=fl

б) 7  =  =*
c 2 = f - f - ^ .

Отсюда

3) Из определения потока q = дхТ^  и решения уравнения следует,
. что q = Ci всюду на отрезке [а, Ь\. Задание разных значений пото­
ка на обоих концах отрезка, таким образом, противоречиво. Дру­
гими словами, решений с такими значениями потока на границах 
Нет. Решение задачи существует лишь в том случае, когда значе­
ния потоков на концах отрезка одинаковы. Однако, такие гранич­
ные условия эквивалентны одному условию. Отсутствие второго 
условия приводит к тому, что решений бесконечно много.
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З а н я т и я  №  14 и  №  15 

Т у р б у л е н т н а я  ж и д к о с т ь

1) П о к а з а т ь ,  ч т о  и з  с л е д у ю щ и х  с в о й с т в  о п е р а т о р а  о с р е д н е н и я

— л и н е й н о с т ь :  a f  +  bh =  a f  +  bh, a, b =  c o n s t ,

— н е п р е р ы в н о с т ь :  l i m ^ o o  / „  =  Ц т „ _ ю о  / „ ,

— п р о е к т о р : /  = / .

с л е д у е т :

а )  a =  a, a =  c o n s t ,

б )  a f  =  a f ,  a  =  c o n s t ,  

v ) d xJ  = dxJ ,
r) f  + g = 7  + g, 

д) 7  g = fg-

Решения:

а )  п о с к о л ь к у  a  =  c o n s t, п у л ь с а ц и я  a '  =  0 и  a  =  a  +  a ' =  a. Т а к  к а к  
о п е р ат о р  о с р ед н ен и я  е сть  п р о е к т о р , и м еем  a  +  a '  =  a  =  a  =  а;

б) р а в е н с тв о  в ы п о л н я е т с я  в  с и л у  л и н е й н о с т и  о п е р а т о р а  о ср ед н ен и я ;

в )  и з  о п р е д е л ен и я  п р о и зв о д н о й  (п ер в о е  р а в е н с тв о ) , н е п р е р ы в н о сти  
о п е р а т о р а  о с р ед н ен и я  (в то р о е  р а в е н с тв о )  и  его  л и н е й н о ст и  (т р е ­
т ь е  р а в е н с тв о ) им еем

з - г  А /  ~ Л Г  Д /  гdXi f  = lim  - —  =  lim  -т—  =  lim  - —  =  дХ{ f ;
A x i - * Q  A  X i  A x i - X )  A X i  Д х { - * 0  A X i

r )  р а в е н с тв о  в ы п о л н я е т с я  в  с и л у  л и н е й н о ст и  о п е р а т о р а  о ср ед н ен и я ;

д )  р а в е н с тв о  т а к ж е  в ы п о л н я е т с я  в  с и л у  л и н е й н о ст и  о п е р а т о р а  о ср ед ­
н ен и я .

2)  П о к а ж и т е ,  ч т о  у с л о в и е  f g  =  /  g, г д е  g п р и н и м а е т  з н а ч е н и я  g  =  
l , h , h ’ , э к в и в а л е н т н о  с л е д у ю щ и м  т р е м  у с л о в и я м

а) 7  = 7,
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б ) f h  = f h ,

в) 7 ^  = 0.

3) Докажите, что

а) осредненное уравнение неразрывности несжимаемой жидко­
сти имеет вид

(V,'tf) =  0.

б) пульсации скорости удовлетворяют уравнению неразрывно­
сти.

Ре ш е н и я :

а )  З а п и ш е м  с к о р о с т ь  в  в и д е  v  =  v + v 1, п о д ст ав и м  в  у р а в н е н и е  н е р а з ­
р ы в н о с т и  и  о ср ед н и м . П о л у ч и м

(V , гл) =  (V , гГ +  г?)  =  (V , v +  t f )  =

=  (V , v  +  v ')  =  (V , v) — 0.

б ) З а п и ш е м  с к о р о с т ь  к а к  в  п р е д ы д у щ е м  с л у ч а е  и  п о д став и м  в  у р а в ­
н ен и е  н е р а зр ы в н о с т и . П о л у ч и м

(V , v)  . =  (V , $ + # )  =  (V , ff) +  (V , i f )  =  0.

В  п р е д ы д у щ ем  за д а н и и  б ы л о  п о к а за н о , ч т о  (V , v) =  0. О тсю д а  
( V , t? )  =  0.
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Список используемых обозначений
Л а т и н с к и е  б у к в ы

A, В, ... — т е н зо р ы  2-го  р а н га , 60

B ,  С, . . .  —  т е л а , 13

В е — в н еш н о сть  т е л а , 25

Ъ —  у д е л ь н а я  п л о т н о с т ь  м ассо во й  си л ы , 89

ср — т е п л о е м к о ст ь  п р и  п о с то я н н о м  д а в л ен и и , 138

D — т е н зо р  ск о р о с тей  д е ф о р м а ц и и , 76

dt  — п о л н а я  п р о и зв о д н а я  п о  в р ем ен и , 52

dt —  ч а с т н а я  п р о и зв о д н а я  по  в р ем ен и , 52

Е  — в н у т р е н н я я  э н е р г и я , 101

ei — б ази с н ы й  в е к т о р , 19

F — г р а д и е н т  д е ф о р м а ц и и , 70

f e ( C , t )  —  си л а , с  к о то р о й  т е л о  С  д е й с т в у е т  н а  т ел о  В  в  м о м ен т  в р ем ен и  
t, 25

f c  — к о н т а к т н а я  с и л а , 88

f в  — м ас с о в а я  си л а , 88

G — г р а д и е н т  ск о р о с т и , 75

Н  —  и н т е г р а л  Б е р н у л л и , 115

h  —  п л о т н о с ть  п о т о к а  т е п л а , 103

I — е д и н и ч н ы й  т ен зо р , 65

J  — я к о б и а н  п р е о б р а зо в а н и я  к о о р д и н ат , 39

К  —  к и н е т и ч е с к а я  э н е р г и я  т е л а , 97

к  — п л о т н о с ть  к и н е т и ч е с к о й  эн ер ги и , 97
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М ( В )  —  м а с с а  т е л а  В ,  23

m (£, 6 )  — и м п у л ь с  т е л а  В , 86

п  —  в н е ш н я я  н о р м а л ь  к  п о в е р х н о с ти ; 83

О — н у л е в о й  т е н з о р , 64

P t  — п р о с т р а н с т в а  м ест, 13

р (р ) =  /  f a  -  114

V ,  V h  — ч а с т и  т е л а , 33

р  — д а в л е н и е , 94

Q  —  с к о р о с т ь  н а г р е в а  т е л а , 102

Q b  —  с к о р о с т ь  о б ъ ем н о го  н а гр е в а , 102

Q c  — с к о р о с т ь  к о н т а к т н о г о  н а гр е в а , 102

q —  п р и т о к  т е п л а , 102

R — о р т о го н а л ь н ы й  т е н з о р , 67

R 0+ — м н о ж ес т в о  н е о т р и ц а т е л ь н ы х  в ещ ес тве н н ы х  ч и се л , 24

R1, R3, R4 — о дн о м ер н о е , т р е х м е р н о е  и  ч е т ы р е х м ер н о е  п р о с т р а н с т в а  вещ е­
с тв е н н ы х  ч и се л , 16

S  —  п о в е р х н о с ть , о г р а н и ч и в а ю щ а я  н е к о то р ы й  о б ъ ем , 83

s —  у д е л ь н ы й  п р и т о к  т е п л а  з а  с ч е т  и з л у ч е н и я , 102

Т  — т е м п е р а т у р а , 138

Т ' — т е н зо р  в я з к и х  н а п р я ж е н и й , 130

t —  в р е м я , п а р а м е т р  м и р о в о й  л и н и и , 13

й  =  d tX  — в е к т о р , к а с а т е л ь н ы й  к  м и р о в о й  л и н и и , 18

U  — п о т е н ц и а л ь н а я  э н е р г и я , 100

V  —  о бъ ем  к о н ф и г у р а ц и и  т е л а , 32



208 Список обозначений

v  — в е к т о р  с к о р о сти , 21

W  — м о щ н о ст ь  с и л ы , 98

W  — п р о с т р а н с т в о  со б ы ти й , 13

W  — сп и н , 76

X ,  Y ,  . . .  — т о ч к и  т е л а , 13

X  =  ( Х г , Х 2, Х з )  — л а г р а н ж е в ы  к о о р д и н а т ы  т о ч к и  т е л а , 37 

х  =  ( х г , х 2, х з )  — к о о р д и н а т ы  м еста , 17; эй л ер о в ы  к о о р д и н ат ы , 37 

x ( t )  — п а р а м е т р и з о в а н н а я  к р и в а я , 21

Г р е ч е с к и е  б у к в ы

Д  — (Д е л ь т а )  п р и р ащ ен и е , 18; о п е р ат о р  Л а п л а с а , 123

5ij  — (д е л ь т а )  си м в о л  К р о н е к е р а , 65

е — (эп си л о н ) п л о т н о с т ь  в н у т р е н н е й  эн ер ги и , 101

— си м в о л  Л е в и -Ч и в и т ы , 79

к  — (к ап п а ) к о э ф ф и ц и е н т  т е м п е р ат у р о п р о в о д н о ст и , 139

к ( В )  — о т с ч е т н а я  к о н ф и г у р а ц и я  т е л а , 37

Л — (л я м б д а )  к о э ф ф и ц и е н т  теп л о п р о в о д н о с ти , 138

\ ( t , X )  — м и р о в а я  л и н и я  т о ч к и  X ,  14

—  м и р о в а я  т р у б к а  т е л а  В ,  15

ц  — (м ю ) к о э ф ф и ц и е н т  д и н а м и ч е с к о й  в я зк о с т и , 130

v  —  (ню ) к о э ф ф и ц и е н т  к и н е м а т и ч е с к о й  в я зк о с т и , 132

П  — (П и ) и н т е г р а л ь н ы й  п а р а м е т р  с р ед ы , 32

7г — (пи) п л о т н о с т ь  и н т е гр а л ь н о г о  п а р а м е т р а , 33

р  — (ро) п л о т н о с т ь  м ассы , 33
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a  — (с и гм а ) п р о д у к ц и я  и н т е гр а л ь н о г о  п а р а м е т р а , 41

т —  (тау ) п л о т н о с т ь  к о н т а к т н о й  с и л ы , н а п р я ж е н и е , 89

Ф — (Ф и ) п о т е н ц и а л  м ассо во й  с и л ы , 89

ip —  (ф и ) п о т е н ц и а л  ск о р о с т и , 121

ф — (ф и )  с и с т е м а  о т с ч ет а , 16

Хк, —  (хи ) д е ф о р м а ц и я , 38

x ( t , X ) — т р а е к т о р и я  т о ч к и  X ,  21

x ( t , B )  — к о н ф и г у р а ц и я  т е л а  В  в  м о м ен т  в р ем е н и  t, 21

■ф — (пси ) ф у н к ц и я  т о к а , 123

П — (О м ега ) м н о ж ес т в о  т е л , о б л а д а ю щ и х  м ассо й , 23

ш  — (ом ега) в и х р ь  ск о р о с т и , 77

М а т е м а т и ч е с к и е  с и м в о л ы

(•) — « д е р ж а т е л ь »  м еста , 13

0 — п у сто е  м н о ж ес т в о , 23

U — о б ъ ед и н е н и е  м н о ж е с т в , 23

П — п ер есеч ен и е  м н о ж е с т в , 23

Vjt — к о в а р и а н т н а я  п р о и зв о д н а я  п о  н а п р а в л е н и ю  в е к т о р а  е*, 55

V  — о п е р ат о р  « н а б л а »  (Г ам и л ь то н а ) , 58

(•)т  — о п е р а ц и я  т р а н с п о н и р о в а н и я , 66

(а , Ь) — с к а л я р н о е  п р о и зв ед ен и е  в ек т о р о в , 50

А : В — с к а л я р н о е  п р о и зв ед ен и е  т ен зо р о в , 62

d e t(A ) — о п р е д е л и т е л ь  к в а д р а т н о й  м а т р и ц ы , 79

[а] — ф и з и ч е с к а я  р а з м е р н о с т ь  в е л и ч и н ы  а , 144
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