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Введение

Моделирование -  один из наиболее распространенных методов исследования 
процессов функционирования сложных систем.

В основе моделирования лежит теория подобия, которая утверждает, что аб­
солютное подобие может иметь место лишь при замене одного объекта другим 
точно таким же.

Классификация видов моделирования систем приведена на рисунке 1.

Рисунок 1 -  Классификация видов моделирования систем

В зависимости от характера изучаемого процесса в системе все виды модели­
рования могут быть разделены на детерминированные и стохастические, статиче­
ские и динамические, дискретные, непрерывные и дискретно-непрерывные.

Д е т е р м и н и р о в а н н о е  м о д е л и р о в а н и е  отображает процессы, в которых пред­
полагается отсутствие всяких случайных воздействий. С т о х а с т и ч е с к о е  м о д е л и ­

р о в а н и е  отображает вероятностные процессы и события. В этом случае анализи­
руется ряд реализаций случайного процесса и оцениваются средние характери­
стики.
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С т а т и ч е с к о е  м о д е л и р о в а н и е  служит для описания поведения объекта в ка­
кой-либо момент времени. Д и н а м и ч е с к о е  м о д е л и р о в а н и е  отображает поведение 
объекта во времени. Д и с к р е т н о е  м о д е л и р о в а н и е  служит для описания процессов, 
которые предполагаются дискретными, соответственно н е п р е р ы в н о е  м о д е л и р о в а ­

н и е  позволяет отразить непрерывные процессы в системах, а дискретно­
непрерывное моделирование используется для случаев, когда хотят выделить на­
личие как дискретных, так и непрерывных процессов.

М ы с л е н н о е  м о д е л и р о в а н и е  часто является единственным способом модели­
рования объектов, которые либо практически нереализуемы в заданном интервале 
времени, либо существуют вне условий, возможных для их физического созда­
ния. Мысленное моделирование может быть реализовано в виде наглядного, сим­
волического и математического.

П р и  н а г л я д н о м  м о д е л и р о в а н и и  на базе представлений человека о реальных 
объектах создаются различные наглядные модели, отображающие явления и про­
цессы, протекающие в объекте. В основу г и п о т е т и ч е с к о г о  м о д е л и р о в а н и я  иссле­
дователем закладывается некоторая гипотеза о закономерностях протекания про­
цесса в реальном объекте, которая отражает уровень знаний исследователя о б 
объекте и базируется на причинно-следственных связях между входом и выходом 
изучаемого объекта. Гипотетическая моделирование используется, когда знаний 
об объекте недостаточно для построения формальных моделей.

А н а л о г о в о е  м о д е л и р о в а н и е  основывается на применении аналогий различных 
уровней. Наивысшим уровнем является полная аналогия, имеющая место только 
для достаточно простых объектов.

Существенное место при мысленном моделировании занимает м а к е т и р о в а ­

н и е .  Мысленный макет может применяться в случаях, когда протекающие в ре­
альном объекте процессы не поддаются физическому моделированию. В основе 
их построения лежат аналогии, и также причинно-следственные связи между яв­
лениями и процессами в объекте.

Если ввести условное обозначение отдельных понятий, то есть знаки, а также 
определенные операции между знаками, то можно реализовать з н а к о в о е  м о д е л и ­

р о в а н и е  и с помощью знаков отображать набор понятий -  составлять отдельные 
цепочки из слов и предложений. Используя операции объединения, пересечения и 
дополнения теории множеств, можно в отдельных символах дать описание како­
го-то реального объекта или предметной области.

С и м в о л и ч е с к о е  м о д е л и р о в а н и е  представляет собой искусственный процесс 
создания логического объекта, который замещает реальный и выражает основные 
свойства его отношений с помощью определенной системы знаков или символов.

П о д  м а т е м а т и ч е с к и м  м о д е л и р о в а н и е м  понимается процесс установления 
соответствия данному реальному объекту некоторой математической модели и 
исследование этой модели, позволяющее получить характеристики рассматри­
ваемого реального объекта.

Для аналитического моделирования характерно то, что процессы функцио­
нирования элементов системы записываются в виде некоторых функциональных 
соотношений (алгебраических, интегральных, дифференциальных, конечно­
разностных и т.п.).
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При имитационном моделировании реализуется алгоритм воспроизведения 
процесса функционирования системы во времени, причем имитируются элемен­
тарные явления, составляющие процесс, с сохранением их логической структуры 
и последовательности протекания во времени, что позволяет по исходным дан­
ным получить сведения о состояниях процесса в определенные моменты времени, 
дающие оценить характеристики системы.

Л абораторн ая  работа №1 
ИССЛЕДОВАНИЕ СВОЙСТВ С И С ТЕМ Ы  М АССОВОГО ОБСЛУЖ ИВАНИЯ

Ц е л ь  р а б о т ы :  Исследование основных характеристик простейших систем 
массового обслуживания методом аналитического моделирования, анализ и обра­
ботка данных.

1.1 О писание объекта исследования

Системой массового обслуживания называется любая система, предназна­
ченная для обслуживания каких - либо заявок (требований), поступающих на неё 
в случайные моменты времени. Примеры систем массового обслуживания (СМО): 
телефонная станция, бюро ремонта, билетная касса, парикмахерская, ЭВМ и др.

Любое устройство, непосредственно занимающееся обслуживанием заявок, 
называется каналом обслуживания (или) прибором. СМО - бывают как одно - так 
и многоканальными. Пример одноканальной СМО - билетная касса с одним кас­
сиром; пример многоканальной - та же касса с несколькими кассирами.

Различают СМО с отказами и СМО с очередью (ожиданием). В СМО с отка­
зами заявка, пришедшая в момент времени, когда все каналы заняты, получает 
отказ, покидает СМО и в дальнейшей ее работе не участвует. В СМО с очередью 
заявка, пришедшая в момент занятости всех каналов, не покидает СМО, а стано­
вится в очередь и ждет, пока не освободится какой-нибудь канал. Число мест в 
очереди может быть как ограниченным, так и неограниченным. При нулевом чис­
ле мест в очереди СМО с очередью превращается в СМО с отказами. Очередь 
может иметь ограничение и по времени ожидания заявки. Такие СМО называются 
системами с нетерпеливыми клиентами.

СМО с очередью различаются не только по ограничению очереди, но и по дисци­
плине обслуживания: обслуживаются ли заявки в порядке поступления или в случай­
ном порядке, или же некоторые заявки обслуживаются вне очереди (так называемые 
СМО с приоритетом). Приоритет может иметь несколько уровней или рангов.

Многофазная СМО представляет собой последовательность обслуживающих 
приборов (фаз). При этом входной поток заявок последующей фазы является вы­
ходным потоком предыдущей фазы.

Для обозначения типа СМО Кендаллом и Башариным предложена система 
обозначений, имеющих вид A|0|3|Q . Здесь А - обозначение закона распределения 
вероятностей для интервалов поступления заявок, 0 -  обозначение закона распре­
деления вероятностей для времени, 3  -  число каналов обслуживания, £2 - число 
мест в очереди.
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Обозначение законов распределения в позициях А и 0  выполняется обычно 
буквами из следующего списка:

М -  экспоненциальное (промежуток времени между последовательными 
событиями -  случайная величина).

R -  равномерное (промежуток времени между последовательными собы­
тиями равномерно распределён на заданном интервале)

D - детерминированное (промежуток времени между последовательными 
событиями - постоянная величина),

Ек - эрланговское порядка к (получается "прореживанием" простейшего 
потока, когда сохраняется каждая k-я точка (событие) в потоке, а все промежу­
точные выбрасываются)

G - произвольное (любого вида) и т.д.
Если число мест в очереди не ограничено, то позиция 3  не указывается. 

Например, М|М|] означает простейшую СМО (оба распределения экспоненциаль­
ные, канал обслуживания один, очередь не ограничена), а обозначение R|D|2|100 со­
ответствует СМО с равномерным распределением интервалов поступления требова­
ний, фиксированным временем их обслуживания, двумя каналами и 100 местами в 
очереди. В этой СМО заявки, приходящие в моменты, когда все места в очереди за­
няты, покидают систему (т.е. теряются).

В данной лабораторной работе исследуются простейшие СМО, т.е. потоки 
событий простейшие (стационарные пуассоновские). Поток оказывается про­
стейшим, только если время обслуживания представляет собой случайную вели­
чину, имеющую показательное распределение. Для такого потока вероятность

( ЗА И
наступления за промежуток времени [0,t] п событий есть pn(t) = -!~ -e x p (-^ t) , а

математическое ожидание числа событий, наступивших за время t, - At, где X  -  

среднее число событий, наступающих в единицу времени. Величину X  в случае 
пуассоновского потока называют интенсивностью потока событий.

В терминах СМО описываются многие реальные системы: вычислительные 
с и с т е м ы , узлы сетей связи, системы посадки самолетов, магазины, производствен­
ные участки - любые системы, где возможны очереди и (или) отказы в обслужива­
нии. Например, в вычислительной системе роль обслуживающего прибора играет 
ЭВМ, роль заявок - решаемые задачи. Источником заявок служат терминалы поль­
зователей. Моментом выдачи заявки является момент нажатия клавиши для подачи 
директивы о запуске задачи на решение. Операционная системы ЭВМ исполняет 
роль диспетчера: определяет очередность решения задач. В роли ячеек буфера вы­
ступают ячейки памяти ЭВМ, хранящие сведения о задачах, требующих решения.

В системе разгрузки судна, другой пример реальной системы, источниками 
заявок являются направления, с которых прибывают суда. Момент выдачи заявки - 
это момент прибытия судна в зону морского порта для разгрузки/погрузки. Обслу­
живающим прибором является причал вместе с персоналом и техническими средст­
вами, организующими разгрузку/погрузку. Роль буфера играет акватория порта.
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Рассмотрим простейшие (они же экспоненциальные) СМО и соответствую­
щие им аналитические модели.

Простейшая одноканальная система массового обслуживания М|М|1 опреде­
ляется следующими свойствами. СМО имеет канал. В СМО приходят заявки. Ес­
ли СМО пустая (нет заявок), то приходящая заявка занимает канал. Приходящая в 
непустую СМО заявка становится в очередь последней. Любая занявшая канал 
заявка обслуживается, освобождает канал и уходит из СМО. Если в момент ухода 
очередь непустая, первая в ней заявка выходит из очереди и занимает канал. 
Кружком (рисунок 2) обозначен канал, тремя прямоугольниками - очередь.

Т о б с

Рисунок 2 -  Одноканальная СМО

Стрелки указывают направление движения заявок, точки у стрелок - вход 
и выход СМО. Приходы заявок образуют пуассоновский поток событий. Это оз­
начает, что время между приходами любых двух последовательных заявок есть 
независимая случайная величина (сл. в.) с экспоненциальной функцией распре­
деления вероятностей

F (x )=  l - e~vx ( i . l )

Параметр V есть интенсивность потока заявок, т.е. среднее число заявок, 
приходящих в единицу времени, равно V. В дальнейшем интенсивность прихода 
заявок в СМО будем обозначать через X  . Время обслуживания заявки - тоже не­
зависимая сл.в. с экспоненциальной функцией распределения вероятностей вида
(1.1). Но параметр V в этом случае имеет другое значение. Будем обозначать его 
через ц Величину 1/ ц, равную среднему времени обслуживания заявки, обозна­
чим через Тобс •

В виде одноканальной экспоненциальной СМО можно промоделировать, напри­
мер, периферийное устройство мультипрограммной вычислительной системы. Тогда 
приходы заявок будут соответствовать обращениям программ к устройству для вы­
полнения операции ввода или вывода информации; X  будет интенсивностью таких 
обращений, хо6с - средним временем выполнения требуемой операции.

Одноканальная экспоненциальная СМО задается параметрами X , х0бс • Цель ее 
анализа заключается в расчете характеристик, важнейшие из которых следующие:

- коэффициент загрузка р ;
- средняя длина L очереди;
- среднее число М заявок в СМО;
- среднее время хож ожидания обслуживания;
- среднее время хпр пребывания заявки в СМО.

Коэффициент загрузки рассчитывается по формуле
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Р<1,  (1-3)
то существует стационарный режим функционирования СМО. В стационарном 
режиме все вероятностные характеристики системы являются постоянными во 
времени величинами. Сами происходящие в СМО события остаются при этом 
случайными. Если (1.3) не выполняется, то стационарного режима у СМО не су­
ществует.

В стационарном режиме среднее число М заявок в СМО постоянно. Поэтому 
среднее число заявок, приходящих в СМО в единицу времени, равно среднему 
числу заявок, в единицу времени из СМО уходящих. Следовательно, в стацио­
нарном режиме интенсивность потока уходящих заявок равна X .

Средняя длина очереди (среднее число заявок в очереди) в одноканальной 
экспоненциальной СМО рассчитывается по формуле

Ь = -Р ^ . (1.4)1-р
Среднее число М заявок в СМО равно сумме среднего числа L заявок в оче­

реди и среднего числа р заявок в канале:

М= -2— . (1.5)1-р
Заявка перемещается в очереди в среднем с постоянной скоростью. Среднее чис­

ло переходов заявки в очереди на одно место вперед за единицу времени равно X .

При такой скорости перемещения L переходов произойдет за время, равное в 
среднем

^ож = % ^ -  0-6)

Формула (1.6) дает среднее время прохождения заявки через очередь. Это 
есть среднее время ожидания.

Среднее время пребывания заявки в СМО есть сумма среднего времени ожи­
дания и среднего времени обслуживания заявки:

т „ р -  f f -  <1.4

Вероятность наличия в системе к требований определяется с помощью гео­
метрического закона распределения в виде (1 — р) рк,к = 0,1,2,...

Характеристики (1.2) - (1.7). могут давать ценную информацию о моделируе­
мой в виде СМО системе. Пусть, например, СМО изображает периферийное уст­
ройство вычислительной системы. Тогда р равен коэффициенту использования 
устройства, (1- р) - коэффициенту простоя. Необходимо, чтобы коэффициент ис­
пользования был достаточно велик. Величина х ож характеризует среднее время, в

Р ~  ^ Т0бс ' ( L2)

Если выполняется условие
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течение которого программы ожидают освобождения устройства. В это время про­
граммы фактически "простаивают". Желательно, чтобы оно было достаточно мало.

Многоканальная экспоненциальная СМО отличается от одноканальной сле­
дующим. Число каналов в ней более одного. Приходящая заявка становится в оче­
редь, если все каналы заняты. В противном случае заявка занимает свободный канал.

Многоканальная экспоненциальная СМО задается тремя параметрами: ин­
тенсивностью V прихода заявок, средним временем Т обслуживания и числом К 
каналов. На рисунке 3 изображена двухканальная СМО.

Тобс

■ Ф

Рисунок 3 — Многоканальная экспоненциальная СМО

Формулы для расчета характеристик многоканальной экспоненциальной 
СМО немногим сложнее формул (1.2) - (1.7).

Коэффициент загрузки определяется в виде

р=^1обс .
К

Его значение должно отвечать условно стационарности (1.3). 
Средняя длина очереди

т (^Тобс)К + 1 п
----------- -------- 2Р0’

К !-К (1  - — fifip)
К

(1.8).

(1.9)

где - pQ стационарная вероятность того, что в СМО нет заявок. Эта вероятность 
определяется в виде

1
Ро=

А-Трбс)
К

К !(1 . ^Тобсч m = О 
К

+ К£ 1 (ХТ0бс)П
(1.10)

га!

Остальные характеристики вычисляются через параметры СМО следующим образом:

М = L + К-р (1.11)
L

Тож

Trip Тож Тобс'

(1.12)

(1.13)
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Многоканальную СМО можно поставить в соответствие, например, мно­
гопроцессорному блоку вычислительной системы, имеющему общую память для 
всех процессоров и, следовательно, в общую очередь задач.

Совокупность СМО образуют сеть массового обслуживания (СеМО), в кото­
рой заявки с выходов одних СМО могут поступать на входы других в соответст­
вии с маршрутной матрицей. Входным потоком заявок СМО будем называть по­
ток заявок, приходящих на вход отдельной СМО из внешней среды СеМО, т.е. не 
с выхода какой-либо СМО. В общем случае число входных потоков СеМО равно 
числу СМО. При этом отдельные СМО отображают функционально самостоя­
тельные части реальной системы, связи между СМО - структуру системы, а тре­
бования, циркулирующие по СеМО -  составляющие материальных потоков (со­
общения (пакеты) в коммуникационной сети, задания в мультипроцессорных сис­
темах, контейнеры грузопотоков и т.п.).

Для наглядного представления СеМО используется граф, вершины которого 
соответствуют отдельным СМО, а дуги отображают связи между узлами.

Переход заявок между узлами происходит мгновенно в соответствии с пере­
ходными вероятностями р^ , i, j = 1, N , pjj - вероятность того, что заявка после об­

служивания в узле i перейдет в узел j. Естественно, если узлы непосредственно не 
связаны между собой, то р- = 0. Если из узла i-ro  переход только в один какой

либо узел], то = 1.

Таким образом, экспоненциальной (простейшей) будем называть СеМО, от­
вечающую требованиям:

- входные потоки СеМО пуассоновские;
- во всех N СМО время обслуживания заявок имеет экспоненциальную функ­

цию распределения вероятностей, и заявки обслуживаются в порядке прихода;
- переход заявки с выхода i-й СМО на вход j -й является независимым слу­

чайным событием, имеющим вероятность р у ; i,j = l,N ; р ^ ; - вероятность ухода

заявки из СеМО.
Если заявки приходят в сеть и уходят из нее, то сеть называется разомкнутой. 

Если заявки не приходят в сеть и из нее не уходят, сеть называется замкнутой. 
Число заявок в замкнутой сети постоянное.

1.2 П рим ер анализа СеМ О

Разомкнутая экспоненциальная СеМО задается следующими параметрами:
1) числом N СМО;
2) числом K l.,..., KN каналов в СМО 1 ,..., N;
3) матрицей Р = Ц_р-1| вероятностей передач, i = 1,.. ,,N; j =0,..., N;

4) интенсивностями II,..., In входных потоков заявок;
5) средними временами обслуживания т 0бс1 >— > T06cN заявок в СМО.
Например, СеМО (рисунок 4) будет задана численно в следующем виде:
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1) N=3;
2) K i= l; K2= l ; K3=2;

0 1 2 3

0,1 0 0,5 0 ,4

0 1 0 0

0 1 0 0

4) 11 = 1; 12 = 0; 13 = 0;
5 )  Т о б с !  =  °>0 7 ; Т 0бс2  =  ° ’0 6 ; Т о б сЗ  =  °>3 5 -

Рисунок 4 - Разомкнутая экспоненциальная СеМО

С помощью такой СеМО можно промоделировать, например, вычислитель­
ную систему. Тогда входные потоки заявок СеМО будут изображать запросы, по­
ступающие на вход вычислительной системы, отдельные СМО будут соответст­
вовать этапам их обработки на устройствах (процессорах, периферийных устрой­
ствах и др.), выходные заявки СеМО - результатам обработки запросов.

В экспоненциальной СеМО поток заявок на входе СМО складывается из 
входного потока СеМО (возможно, имеющего нулевую интенсивность) и из пото­
ков, поступающих с выходов СМО. Характеристики СМО отвечают формулам
(1.2) - (1.13). Поэтому для их расчета в заданной Се МО достаточно найти интен­
сивности Х.1 , . , .  Ды входных потоков СМО.

Нахождение интенсивностей X t , . . . ,  осуществляется на основе уравнений 
баланса сети с учетом простых свойств слияния и разветвления потоков.

При слиянии п. потоков заявок с интенсивностями ?Ч). . .,Х„ образуется поток, 
имеющий интенсивность X  = .̂1+ ,.,.,+ V  При ветвлении потока с интенсивностью 
X  на п направлений, вероятности перехода заявки в которые равны р ь -.., р п, обра­
зуется п потоков с интенсивностями X  p i , . . , ,Х  р„ соответственно.

В стационарной СеМО среднее число заявок в любой её фиксированной части 
постоянное. Отсюда следует, что суммарная интенсивность входящих в эту часть
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потоков равна суммарной интенсивности выходящих. Запись данного закона в ма­
тематической форме называется у р а в н е н и е м  б а л а н с а .  Выделяя различные части в 
СеМО и составляя для них уравнения баланса, можно получить систему уравне­
ний, связывающую неизвестные интенсивности , . . . , XN с известными 
Обычно при этом в качестве отдельных частей СеМО выделяют все СМО. В этом 
случав для N неизвестных имеется N уравнений. Можно добавить к ним уравне­
ние баланса для входных и выходных потоков всей СеМО. Тогда получится N +1 
уравнение, и одно из них можно использовать в качестве проверочного.

Например, баланс интенсивностей в сети (рисунок 4) можно учесть, обоз­
начая интенсивности на входах и выходах СМО и СеМО так, как показано на ри­
сунке 4. Применяя свойства слияния и ветвления потоков, запишем, что

При известных II = 1, 0,1; р 2 = 0,5; рз = 0,4 из последних трёх уравнений
находим XI = 10, А2 = 5, Х 3 = 4. Используя первое уравнение в (1.14) для про­
верки, подставляем в него найденные значения интенсивностей и получаем тож­
дество 10 = 1 + 5 + 4, подтверждающее правильность произведённых вычислений.

Далее выполняем проверку стационарности СеМО. СеМО стационарна, если 
стационарны все СМО, т.е. если

Проверить эти условия после того, как определены, A,j , не представляет 
труда. Например, для СеМО на рисунке 4 (1.15) выполняется, поскольку
р 1 =  Т 0 бс  1 =  1 0 ' ° ’0 7 = ° ’7 ; Р2 =  ^ 2  Т о бс2  =  5 • 0,06= 0,3 ;р 3 =  Х3 То6о3 /2 = 4- 0,35/2= 0,7

Для стационарной экспоненциальной СеМО с известными интенсивностями X, 
расчёт локальных характеристик сводится к применению формул (1.2) - (1.13).

Например, для СеМО на рисунке 4 находим, что р \ =  0,7, Li= 1,63, М (= 2,33,

1. Изучить основные понятия теории массового обслуживания.
2. Изучить методику описания объектов системами массового обслуживания.
3. Изучить основные характеристики СМО и способы их вычисления в про­

цессе функционирования системы.
4. Построить математическую модель исследуемой СМО.
5. Оценить требуемые в задании локальные характеритсики системы.

X]— I) + А.2 + А,3
I, = P,<Ai 

-̂2 = Р 12'̂1
3̂ = Р !3'̂ 1

(1.14)

PjA j=W (1.15)

1.3 П орядок вы полнения работы
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6. Дать интерпретацию результатов вычислительных экспериментов с моде­
лью СМО.

1.4 К онтрольны е вопросы

1. Какие объекты называют СМО?
2. Перечислите характеристики СМО.
3. Какой характер имеет зависимость характеристик М, X  , хПр от р в одно­

канальной экспоненциальной СМО?
4. Подстановка К = 1 в (1.8) -  (1.13) должна дать формулы для расчёта ха­

рактеристик одноканальной СМО. Проверьте, так ли это.
5. Что такое экспоненциальная СеМО?
6. Что такое уравнения баланса и для чего они применяются?
7. В чём состоят особенности моделирования многоканальных и многофазовых 

СМО?
8. Что составляет предмет исследования СМО?
9. По каким признакам различают СМО? Какова структура описания СМО?
10. Возможно ли улучшение характеристик СМО и какое?

1.5 В ари ан ты  заданий

1. Одноканальная СМО с отказами представляет собой одну телефонную 
линию, на вход которой поступает простейший поток вызовов с интенсивностью 
Х=0,3 вызов/мин. Средняя продолжительность разговора Т0бс=3 мин, время раз­
говора имеет показательное распределение. Определить пропускную способность 
СМО, объем буфера (длину очереди) на линии, а также вероятность отказа в об­
служивании. Сравнить пропускную способность СМО с номинальной, которая 
была бы, разговор в точности длился бы три минуты, а заявки шли одна за другой 
непрерывно.

2. Железнодорожная сортировочная горка, на которую подаётся простей­
ший поток составов с интенсивностью Х = 2  состава в час, представляет собой од­
ноканальную СМО с неограниченной очередью. Время обслуживания (роспуска) 
состава на горке имеет показательное распределение со среднем значением 
Тобс=20 мин. Определить среднее число составов, связанных с горкой, среднее 
число составов в очереди, среднее время пребывания состава в СМО, среднее 
время пребывания состава в очереди.

3. Автозаправочная станция имеет две колонки (N=2). Площадка возле 
станции допускает одновременное ожидание не более 4 автомашин. Поток авто­
машин, прибывающих на станцию, простейший с интенсивностью А.=1 маши­
на/мин. Время обслуживания автомашины - показательное со средним значением 
Т0бс=2 мин. Определить характеристики станции: пропускную способность 
станции, вероятность отказа обслуживания, среднее число автомашин в очереди и
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в СМО, среднее время пребывания машин в очереди и в СМО, среднее число за­
нятых каналов.

4. В зубоврачебном кабинете три кресла (N=3) , а в коридоре имеются три 
стула для ожидания приёма. Поток клиентов - простейший с интенсивностью 
А.=1,2 клиента/час. Время обслуживания клиента - показательное со средним зна­
чением Тобс=20 мин. Если все три стула в коридоре заняты, клиент в очередь не 
становится. Определить среднее число клиентов, обслуживаемых кабинетом за 
час, среднюю долю обслуженных клиентов из числа пришедших, среднее число 
занятых стульев в коридоре, среднее время, которое клиент проведёт в коридоре и 
в кабинете

5. СМО - билетная касса с одним окошком (N=1) и неограниченной очере­
дью. Касса продаёт билеты в пункты А и В. Пассажиров, желающих купить билет 
в пункт А, проходит в среднем трое за 20 мин, пункт В - двое за 20 мин. Поток 
пассажиров можно считать простейшим. Кассир в среднем обслуживает трёх пас­
сажиров за 10 мин. Время обслуживания - показательное. Определить характери­
стики СМО: среднее число заявок в СМО, среднее число пассажиров в очереди, 
среднее время пребывания пассажиров в системе, среднее время простаивания 
пассажиров в очереди.

6. Одноканальная СМО - ЭВМ, на которую поступают заявки (требования 
на расчёты). Поток заявок - простейший с интенсивностью 10 требований в мин. 
Время обслуживания T0gc=8 мин. Определить среднее число заявок в СМО и 
среднее число заявок в очереди, а также средние времена пребывания заявки в 
системе и в очереди.

7. Технические устройства (ТУ) на предприятии могут время от времени 
выходить из строя. Поток отказов ТУ - простейший с интенсивностью Х=1,6 отка­
за в сутки. Среднее время восстановления (ремонта) ТУ равно 0,3 ТУ в час. Опре­
делить среднюю долю времени, в течении которого ТУ работает; определить 
среднее число ТУ на предприятии и среднее число ТУ в очереди.

8. СМО - обувной магазин в котором покупатели проходят три фазы об­
служивания: 1-я - примерка и выбор обуви; 2-я - уплата денег в кассу; 3-я - полу­
чение покупки. Поток покупателей простейший 1=45 человек/ч. В отделе пример­
ки имеется 4 стула. Среднее время примерки и выбора обуви равно 5 мин. Затем 
покупатель направляется в кассу, где вторично становится в очередь. Среднее 
время оплаты в кассе равно 1 мин. После оплаты покупатель идёт на контроль, 
где становится в новую очередь и получает покупку. На контроле работают три 
продавца. Среднее время выдачи покупки 2 мин. Все потоки событий - простей­
шие. Рассматривая магазин как трёхфазную СМО, найти характеристики её эф­
фективности: среднее число покупателей в очереди к первой, второй, третьей фа­
зам обслуживания; среднее время пребывания покупателя в первой, второй, 
третьей фазах обслуживания;

9. На железнодорожную станцию поступает простейший поток составов с 
интенсивностью 1=1,2 состава/час. Среднее время обслуживания состава То5с=30 
мин. Оценить характеристики эффективности станции: среднее число составов на 
станции, среднее время ожидания составом очереди на обслуживание.
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10. Железнодорожная касса имеет два окошка, в каждом из которых прода­
ются билеты в два пункта: Санкт-Петербург и Киев. Потоки пассажиров приобре­
тающих билеты в Санкт-Петербург и в Киев по интенсивности одинаковы, А,=0,45 
пасс./мин. Среднее время обслуживания пассажира 2 мин. Поступило рационали­
заторское предложение: для уменьшения очередей сделать обе кассы специализи­
рованными: в первой продавать билеты только в Санкт-Петербург, а во второй - 
только в Киев. Считая в первом приближении все потоки событий простейшими, 
проверить разумность этого предложения.

11. СМО - обувной магазин, в котором покупатели проходят три фазы об­
служивания: 1-я - примерка и выбор обуви; 2-я - уплата денег в кассу; 3-я - полу­
чение покупки. Поток покупателей простейший 1=45 человек/ч, В отделе пример­
ки имеется 3 стула. Среднее время примерки и выбора обуви равно 5 мин. Затем 
покупатель направляется в кассу, где вторично становится в очередь. Среднее 
время оплаты в кассе равно 1 мин. После оплаты покупатель идёт на контроль, 
где становится в новую очередь и получает покупку. На контроле работают два 
продавца. Среднее время выдачи покупки 2 мин. Все потоки событий - простей­
шие. Рассматривая магазин как трёхфазную СМО, найти характеристики её эф­
фективности: общее среднее число покупателей в магазине; общее среднее время 
затрачиваемое покупателями на приобретение обуви в магазине. В каком звене и 
как нужно улучшить обслуживание для того, чтобы сократить затраты времени 
покупателей?

12. СМО - железнодорожная касса, которая имеет три окошка, в каждом из 
которых интенсивности потоков пассажиров одинаковы, А,=0,45 пасс./мин. Сред­
нее время обслуживания пассажира 5 мин. Найти характеристики эффективности 
СМО: общее среднее число пассажиров в железнодорожной кассе; общее среднее 
время затрачиваемое пассажирами на приобретение билетов в кассе; среднюю 
длину очереди в кассе.

1.6 Содерж ание отчета

-  Описание задачи и ее интерпретация в модели СМО.
-  Математическая модель СМО.
-  Расчет локальных характеристик СМО.
-  Анализ результатов расчета СМО.
-  Ответы на контрольные вопросы.
-  Выводы по проделанной работе.
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Л абораторная работа №2 
РА С ЧЕТ С И С ТЕМ Н Ы Х  Х А РА КТЕРИ С ТИ К ЭК С П О Н ЕН Ц И А Л ЬН Ы Х  СМ О

Ц е л ь  р а б о т ы :  Исследование системных характеристик свойств экспоненци­
альных сетей массового обслуживания, расчет и анализ требуемых характеристик 
вариантов СеМО.

2.1 О писание объекта исследования

Характеристики СеМО определяются обычно на уровне средних значений и 
делятся на локальные и системные. К л о к а л ь н ы м  характеристикам СеМО отко­
сятся характеристики всех входящих в нее СМО. С и с т е м н ы е  характеристики от­
ражают свойства сети в целом, рассматриваемой как единая, неделимая на части 
система.

Наиболее важными системными характеристиками СеМО являются.
1) С р е д н е е  в р е м я  т п р  п р е б ы в а н и я  в  с е т и .  Временем пребывания в сети назы­

вается время между приходом заявки в сеть и ее уходом из сети.
2) П е р е д а т о ч н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы  ctjj, i,j = 1,N. Пусть заявка входит в сеть

из i - го входного потока. Её маршрут в сети случаен, поэтому случайно и число 
приходов в j - ю СМО за время пребывания в сети. Среднее значение щ . этого

числа приходов будем называть передаточным коэффициентом. Он однозначно 
определяется для любых i,j, матрицей Р вероятностей передач.

3) В х о д о в ы е  с р е д н и е  в р е м е н а  Fn пребывания в сети. Величина Fj опре­
деляется как среднее время пребывания в сети заявки, поступающей из j -го вход­
ного потока (j = 1,N).

4) У с л о в н ы е  п р о п у с к н ы е  с п о с о б н о с т и  B i.-.B n- Предположим, что в задан­
ной СеМО значение интенсивности ij заменено на максимальное значение, при 

котором сеть ещё стационарна. Это значение Bj будем называть условной пропу­
скной способностью по входу j .

При заданных ^  (k*j ) сеть стационарна для любых значений ij< Bj-

5) А б с о л ю т н ы е  п р о п у с к н ы е  с п о с о б н о с т и  Aj- Предположим, что в заданной

СеМО интенсивности всех входных потоков, кроме j-ro, заменены на нулевые, а 
Ij заменена на предельное значение, при котором сеть ещё стационарна. Это зна­

чение A j будем называть абсолютной пропускной способностью по j -му входу.

Если ij> Aj, то сеть нестационарна, каковы бы ни были интенсив­

ности остальных входных потоков.
6) З а п а с ы  Di Dn> по пропускным способностям. Запас 

Dj= B j - J j , j  = l,N. Запас Dj показывает, насколько может быть увеличина интен­

сивность прихода заявок на j -ом входе (при заданных остальных) без нарушения 
условия стационарности/
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Если в виде С еМ О  м оделируется некоторая реальная систем а, то  ха ­
рактеристики 1.2 -  1.7 м огут дать ц ен н ую  инф орм ацию  о свойствах этой  реальной  
систем ы . Н априм ер, если С еМ О  и зображ ает вы числительную  си стем у  реального  
врем ени, то  ср едн ее  время пребы вания Е характеризует ср едн ее  время ответа сис­
темы , а запасы  D i вы ражаю т готовность систем ы  продолж ать устой чи вое ф унк­
ционирование при увеличении нагрузки (интенсивности  зап росов) по то-  
м у.ил и .и ном у входу.

Среднее время пребывания заявки в С еМ О  рассчиты вается по  ф орм уле

гд е  I = In  - Эта ф орм ула вы водится ниж е.

Передаточные коэффициенты
Важ ное и полезное свойство передаточных коэффициентов состоит в следую ­

щем. В  стационарном режиме при лю бы х ij+ ,...,+1^  для , . . .  Д ы  справедливо

О братим внимание на то, что строка передаточны х коэффициентов в (2 .2 ) пред-

прихода заявок в СМ О  через интенсивности ii+,...,+i>j входны х потоков сети.

П риведем  алгоритм вы числения матрицы || ^  II-

1) Составить уравнения баланса сети , вклю чаю щ ие интенсивности
I I , . . .  1м в буквенном  виде,

2) П олож ить k=  1.

3) Реш ить уравнения баланса для случая, когда 1^=1 , остальны е 1; =  0 .  П о ­

л ученны е значения А.1 , . .  . ,  Xn записать в k -ую  стр оку матрицы  передаточны х ко­
эф ф ициентов.

4 ) П олож ить k = k + l .
5) Е сли k< N , перейти к 3), иначе к 6).
6) К онец.
Свойства суммы, смеси и суммы случайного числа слагаемых
С р едн ее значение сум м ы  случайны х величин (сл. в.) равно сум м е их  средних, 

для у  = Х | + ... + х п справедливо

С м есью  сл. в. x l - - х п называется величина z  , которая приним ает значение  

x j c  вероятностью  p j , . . . ,х п “ с вероятностью  р п . В ы бор i -й  сл. в. х; и ее  значение  

статистически независимы . . , , ,, -

(2 .1 )

= a i i i i + a 2 i I2 + - + a N i IN  
^2 = a i 2 Il + a 2 2 I2 + -  + a N 2 IN

(2 .2 )

xN  = а щ 1! + + - + (Xn n In

ставляет со бой  столбец матрицы || а ~||. С истема (2 .2 ) выражает интенсивности Xj

M (y) =  M (xj) + ... +  M (Xn) . (2 .3 )
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Смесь обладает следую щ и м  свойством:

M (z) =  р, M (Xj) + . . .  +  р п М (х п) . (2 .4 )

Свойства сум м ы  и см еси  легко выводятся из определения понятий функции  
распределения вероятностей и м атем атического ож идания.

С ум м ой х случайного числа слагаемы х назовем  сум м у вида 'Г =  Х ] + -  + Ху>

число у слагаемы х случайно; xj- независим ы е сл.в. с  одинаковы ми средним и  

M(xj) = М (х). Т огда

М (т) =  М (у) М (х). (2 .5 )
Свойство (2 .5 ) вы водится из (2 .3 )  и (2 .4 ).
Входовое среднее время пребывания
Рассмотрим С еМ О  на ри сун ке 4  и просл едим , как ф орм ируется в ходов ое  

время пребы вания в сети заявки первого потока. В идн о, что это время состои т  из 
двух слагаемых. П ервое слагаем ое есть время пребы вания в СМ О  1, составляю ­
щ ее в среднем  ^ j . В тор ое слагаем ое с  вероятностью  рю равно нулю  (заявка

уходи т  из сети), с  вероятностью  р !2 равно входов ом у  времени пребы вания для  
входа 2 (заявка входит в сеть через СМ О  2) и с вероятностью  р ]3 - входов ом у  вре­
м ени пребы вания для в хода  3. И з свойства см еси  вытекает, что в средн ем  второе  
слагаем ое составляет величину P]o 0 + P i2 F 2  + Pi3 F 3 = Pi2 F 2 + Pi3 F3 - В  целом  ср ед ­

нее в ходов ое время пребы вания F 1 по свойству сум м ы  равно сум м е средн их зна­
чений первого и второго слагаемых:

F i= T npi + P i2 F2 + P]3F3- (2 .6 )

Р ассуж дая аналогично о  в ходовы х средн их врем енах пребы вания F2 и F3 
м ож но записать для них сходн ы е с (2 .6 ) уравнения, которы е вм есте с (2 .6 ) соста­
вят сл едую щ ую  си стем у уравнений:

Fl = Tnpl +P12F2 + P13F3

F2 = Tnp2 + Fi • (2 .7 )

F3 = Tnp3 + Fl

Развернутая форма условия стационарности

У словие стационарности С еМ О  запиш ем  в виде -J —А < i, j = l ,N
Kj ___

Эта запись эквивалентна следую щ ей: д j < K j/T j, j = l ,N

Выражая Xj через ij по ф орм ул е (2 .2 ), получим  развернутую  ф орм у условия  

стационарности:
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a n I l  + a 2 l l2  + -  + < X N llN  5 K l / T l  

«12 n  + 0.22 J2 + + aN 2  IN  ^  K 2 / T 2 (2 .8 )

« IN  H + a2N  !2 + -  + a N N I N ^ K n / T n

Э та систем а неравенств эквивалентна (2 .2 ).
Абсолютная пропускная способность
И спользуя развернутую  ф орм у условий стационарности, абсолю тную  

п ропускн ую  сп особн ость  Ai по i-м у  в х о д у  м ож н о  найти н епосредственн о по  ее  

определению . Д ействительно, если  все входны е ин тен си вности  С еМ О , кром е Ii, 
полож ить равными нул ю , то из (2 .8 ) пол учим , что для стационарности н е о б х о д и ­
м о условие:

'  a i ] I i^ K i/T 06cl 
<Xj2 ~ К2',Т0бс2

(XiN  ̂ ~ Kn ^To6cN  

Э то усл ови е у д о б н о  переписать так:

ц<К1/(тобс1ап)
i i^ K 2 /(T o6c2a i2)

i f 5  K N /(T o6cN a iN)

(2 .9 )

И з опр еделения A i вытекает, что эта величина равна м аксим альном у из зна­
чений Ii, отвечаю щ их (2 ,9 ). С ледовательно, A i равно наим еньш ей из правых час­
тей  в (2 .9 ).

Условная пропускная способность
У словная пропускная способн ость , как и абсолю тная, м ож ет  быть найдена  

из (2 .8 ). Для нахож дения B i в (2 .8 )  сл ед у ет  подставить заданны е значения всех  
входны х интенсивностей  С еМ О , кром е Ij. Затем  полученная систем а разреш ается  
относител ьно Ii в виде

и  ̂bi 
12 -  в2

In  5  B n

(2 .1 0 )

и B i находится как наименьш ая из правы х частой в (2 .1 0 ). Е сли усл ов и е стац ио­
нарности  С еМ О  содер ж и т лиш ь од н о  неравенство, как на 
рисунке 4 , то  н ахож ден и е Bi упрощ ается.

Запасы по пропускным способностям
Ф орм ула для вы числения запасов D i дана н еп осредств ен н о в их  определении .
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2 .2  П р и м ер  а н а л и за  С еМ О

Рассмотрим пример расчета системны х характеристик для СеМ О  на рисунке 4
Среднее время пребывания заявки в СеМ О

3
^-jTnpj

i = l w 10-0,233 +5-0,086 + 4-0,45■г = J---------------= ------- --------------  -—-—  = 4,56 с.
р II+ 12 + 13 1 + 0 + 0

Передаточные коэффициенты
Значения коэф ф ициентов д у  однознач но определяю тся м атрицей Р вероятно­

стей передач. И з (2 .2 )  вытекает, что при 12 = ... = = 0,ц  = 1 им еет  м есто

М =  a i 1 

Л2 = а п

An  =  a iN

Э то позволяет найти строку коэф ф ициентов матрицы  НдуН путем  реш е­

ния уравнений баланса сети для случая Ij =  1, 1 2  = . . .  =  In  =  0 : найденны е значения  

Л.1 , . . . , Xn б у д у т  численно равны коэф ф ициентам  а п , —, а ш -  А налогично для  

случая, когда Ii( = l ,  остальны е 1; =  0 .  реш ен ие уравнений баланса даст  значения

aid v.akN-
Н айдем  м атрицу || || для С еМ О  на рисунке 4 , составим  уравнения баланса:

' М = П + ̂ 2 + Я.З

И + 12 + 13 = Рю  
^2 = Pl2M + l2 

. V3 = р 13Х1 + 1з

Реш им эти уравнения для 11=1, 12=13=0. Ползучим А.1=10, Х2=5, А3=4. Для 
12=1, 11=13=0 реш ением  б у д ет  A.i=10, Хг=6, А.3= 4  и для 13=1,11=12= 0 реш ен ием  б у ­
д ет  А.,= 1 0 , Х2~5, Х3=5.

С ледовательно, матрица || || этой  С еМ О  им еет вид:

10 5 4  
10 6  4
10 5 5

Входовое среднее время пребывания
И з системы  (2 .7 ) при известны х j npj (найденны х при расчете схем ы  на р и ­

сунке 4  нетрудно найти F| =  4 ,5 6 , F2 =  4 ,6 4 , F3 =  5 ,01 ,
Развернутая форма условия стационарности
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Для конкретны х С еМ О  некоторы е из неравенств систем ы  (2 .8 ) оказы ваются  
излиш ними: такие неравенства м ож н о  исклю чать из систем ы  (2 .8 ), не изменяя  
реш ения систем ы . Н априм ер, для С еМ О  (ри сун ок  4 ) услови е (2 .8 )  прим ет вид

10ii +  1 0 i2 +  10 i3 < 1/0,07 
5 li  + 6 l 2 +  5 i3 < 1/0,06 

4 l i  + 4 l 2 +  5 i3 < 2 /0 ,3 5  '

или, п осле сокращ ения на полож ительны е коэф ф ициенты ,

11 + 12 + 1з < 1 ° /7

И + 1.212 + 13 < Ю /3  ( 2 П ,

Il +  I2 +  l,25 l3  < 1 0 /7

В  этой систем е второе неравенство вы текает из первого (сравните их, 
предварительно ум нож ив первое на 1,2). П оэтом у  второе неравенство м о ­
ж ет быть отброш ен о. К ром е того , первое неравенство вы текает из треть­
его, п оэтом у  его тож е м ож но отбросить. С ледовательно, услови е стац ио­
нарности (2 .1 1 ) эквивалентно следую щ ем у:

Ii + 12+1.2513 < (2 .1 2 )

Абсолютная пропускная способность
Для С еМ О  на рисунке 4  н ахож ден и е A i несколько упрощ ается благодаря то­

м у, что усл овие стационарности сети  (2 .1 2 ) содер ж и т  лиш ь од н о  неравенство. 
Так, полагая 12 =  13 =  0 для 1[ из (2 .1 2 ) получим  Ii <  10 /  7 , откуда A i=  10 / 7. А н а­
логично вычисляю тся А 2 =  10/7 и Аз =  8 /7 . В п ол н е естествен но, что найденны е  
значения совпадаю т с максимальны ми значениям и для I;, показанны ми в правых 
частях уравнений (2 .11).

Условная пропускная способность
У словную  вероятность для рассм атриваем ой С еМ О  найдем  из (2 .12):
В , =  10/7, В 2 =  3 /7 , В 3=  12/35.

Запасы по пропускным способностям
Д ля С еМ О  на ри сун ке 4  запасы  составляю т D] =  1 0 /7 -1 = 3 /7 , D 2 =  3 /7 -0 = 3 /7 , 

D 3=  1 2 /3 5 -0= 12 /35 .

2 .3  П о р я д о к  в ы п о л н е н и я  р а б о т ы

1. И зучить основны е систем ны е характеристики С еМ О  и сп особы  их вы чис­
ления в пр оц ессе  ф ункционирования сети.

2 . П остроить матем атическую  м одель и ссл ед у ем о й  С еМ О .
3. О ценить требуем ы е в задании систем ны е характеристики сети.
4 . Д ать интерпретацию  результатов вы числительны х эксперим ентов с м о д е ­

лью  СеМ О .

2 .4  К о н т р о л ь н ы е  в о п р о сы

1. П еречислите систем ны е характеристики С еМ О .
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2. П усть локальны е характеристики разом кнутой экспоненциальной С еМ О  
известны. И зобразите бл ок -схем у, отраж аю щ ую  последовательность, в которой  
вычисляются систем ны е характеристики, и и сходн ы е данны е, н еобходи м ы е для  
определения каж дой их  них.

3. О бъясните в чем ф изический смы сл характеристики «запасы  по  пропуск­
ны м способностям ».

4. О бъясните в чем  ф изический смы сл характеристики «условная пропуск­
ная сп особность».

5. П редполож им , что все входны е потоки некоторой С еМ О , кроме 2-го  
и 3-го , им ею т нулевы е интенсивности li= 0 , и требуется  найти характеристики Fi, 
Bi, Ai, Di для i=2 ,3 . Н еобходи м о ли для этого  вычислить всю  матрицу j(qt-j jj пере­

даточны х коэф ф ициентов или достаточн о иметь ее  2 -ю  и 3 -ю  строки? Если д оста­
точно, то  как по ним найти требуем ы е характеристики?

2 .5  В а р и а н т ы  за д а н и й

Н а рисунке 5 и зображ ен а экспоненциальная С еМ О , им ею щ ая сл едую щ и е па­
раметры:

1) N  =  6;
2) К1= 1, К2= 1, К3 = 2, К4= 1, К5= 1, Кб= 1,
3) р40 = 0 ,3 , р45 =  0 ,5 , р4б=  0,2;
4) Ii =  1 /1 0 0 ,12 =  1 /7 0 ,13=  1/50 (заявок в секунду);

Тобс1 — Т обс2”~ 3 5 , ТобоЗ- 90,  Т о б с 4 — Тобс5 — Т об с б- ^ 0
Определим правила, удаления СМ О из заданной (рисунок 5) сети следующ им об­

разом. Если удаляется СМ О с номером от 1 до  3, то удаляется также соответствующий 
входной поток. Например, при удалении СМ О 1 удаляется поток с  интенсивностью 1|. 
Если удаляется СМ О с номером 5 или 6, то вероятность р4о увеличивается соответствен­
но на р45 (т.е. на 0,5) или р46 (т.е. на 0,2). Например, при удалении СМ О 5 вероятность 
p^ увеличивается на 0.5 и становится равна 0,8. После удаления СМ О оставшиеся СМО  
нумеруются заново.
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В таблице 1 заданы варианты СеМ О, получаемые путём удаления различных 
СМ О из сети (рисунок 5). Удаляемые СМ О указаны знаком « - » ,  остающ иеся - знаком  
«  +  ». Требуется рассчитать локальные характеристики для указанных вариантов СеМ О  

Для варианта С еМ О  рассчитать характеристики Е, Fi, B i, A i, D i. Характери­
стики Fi, B i, A i, D i рассчитать только для тех  i  для которы х li *  0.

Т аблица 1

Н ом ер
варианта

Н ом ер а СМ О
1 2 3 4 5 6

1 + + - + - +

2 + + - + + +
3 - - + + - +
4 - + - + - +
.5 - + - + + +
6 + - - + + +
7 + + - + + -

8 - - + + + -

9 - + - + + -

10 + + + + - -

11 + + + +
12 + + + +
13 - + - + - +
14 + - + + + -

15 + + - + - +

2 .6  С о д е р ж а н и е  о т ч ет а

- У сл овие задачи.
- С хем а пол ученного п осле удаления варианта С еМ О  с исходны м и пара­

метрами.
- М атематическая м одель С еМ О .
- Расчет систем ны х характеристик СМ О.
- А нализ результатов расчета С еМ О .
- Ответы на контрольны е вопросы .
- В ы воды  по проделанной работе.

2.7 Литература

1. Е .Н. Бендерская, Д .Н . К олесников и др. М одел и ровани е систем  с исполь­
зованием  теории м ассового  обслуж ивания. У ч ебн ое  п о со б и е  п о д  ред. д .т .н . Д .Н . 
К олесникова. СП б.: С П б ГП У , 2 0 0 3 . -  180 с.

2. Ю .И . Ры жиков Т еория оч ер едей  и управление запасам и. -  СП б.: И зд-во  
«П итер», 20 0 1 . -  376  с.
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Л а б о р а т о р н а я  р а б о т а  № 3  
И М И Т А Ц И Я  П О Т О К О В  С О Б Ы Т И Й

Цель работ ы: О своени е м етодов  моделирования потоков собы тий. И митация  
потока входны х заявок в систем ах массовог о  обслуж ивания.

3.1 О п и са н и е  о б ъ ек т а  и ссл ед о в а н и я

П отоком  собы тий назы ваю т последовательность однор одны х собы тий, появ­
ляю щ ихся одн о за  другим  в случайны е моменты  времени. Примеры: поток вы зо­
вов на телеф онн ой  станции; поток забиты х ш айб при игре в хоккей; поток сбоев  
ЭВМ ; поток заявок на п р оведени е реглам ентны х р абот  в вы числительном центре  
и т.п. И митацию  потоков собы тий наи более часто приходится проводить при ис­
следование систем  м ассового обслуж ивания.

С потоком  собы тий м ож но связывать различны е случайны е собы тия, но не  
им еет смы сла говорить о вероятностях "событий", образую щ их поток.

П оток собы тий случаен, поэтом у  вычислить м ож но только какую -то его кон­
кретную  реализацию .

П оток собы тий наглядно изображ ается рядом  точек с абсциссам и  
t l,t2 ,...,t j ,.. .(например, последовательностью  м ом ентов врем ени, в которы е в си с­
тем у поступаю т заявки). П ри вероятностном  описании поток собы тий м ож ет  быть 
представлен последовательностью  случайны х величин-пром еж утков времени м е­
ж ду  последовательны ми собы тиями:

z\=t\;
Z2~h - 1\;
zy=h - h\
....... 5
zr h  - (*j-0-

Т огда последовательность случайны х величин представляется следую щ и м  
образом : t \ ,  t-£ = t\+ zi, h —ti+z-s и т.д.

В общ ем  случае для задания последовательности  случайны х величин zm 
(/7?=1,2 ,3 ,...) требуется указать совм естны е функции распределения  
F(X)JC2,-S m )  =  P[Z\<X\,...,ZjtfO XM

Т акое описание очень гр ом оздко, в связи с чем  на практике использую тся ча­
стны е типы  потоков собы тий, доп уск аю щ и е бол ее  простое описание.

Н аиболее часто испол ьзую тся стационарны е потоки с  ограниченны м п осл ед ­
ствием. Для этих потоков вероятность попадания того или др угого  числа собы тий  
на л ю бой  интервал врем ени зависит только от  длины  этого  интервала и не зави­
сит от располож ения интервала на оси  врем ени, а сами интервалы zj - незави си­
мые случайны е величины с одинаковой плотностью  распределения fj(x)-fix) 
( /= 2 ,3 ,...) .П лотность распределения /1 (х )-  м ом ента поступления /, первой заявки  
м ож ет отличается от /(х ) и связана с  ней ф орм улой
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f x(x) = \  1 - \f ( t)d t
К о

X

гд е  X - интенсивность потока собы тий.
С п особ  моделирования стационарного потока с  ограниченны м последствием  

достаточн о прост. Сначала получаю т реализацию  случайной величины с пл отн о­
стью  Д х ) и  находят м ом ент врем ени появления первого собы тия - 1|. Д алее п осле­
довательно осущ ествляется следую щ ая процедура. П усть tj - м ом ент наступления  
у'-го собы тия у ж е  вычислен. П олучаем  реализацию  z  случайной величины  с плот­
ностью  распределения вероятностей Д х )  и  вы числяем м ом ент tj+\ пр ихода оч ер ед­
ного  события: tJ+\=tj + z  и  т.д .

Рассм отрим  конкретны е, часто испол ьзуем ы е, типы  потоков и  сп особы  их  
имитации.

Простейший (пуассоновский) поток
И нтервал врем ени м еж ду  двум я соседн и м и  собы тиям и п р остейш его потока  

им еет  распределение:

Ах) =  Х е,С! ( .0 0 ) ,

где X - интенсивность потока.
И спользуя м етод  им итации показательного (экспон ен циального) р аспр едел е­

ния, пол учаем  сл едую щ и й  сп о со б  м оделирования п уассон ов ск ого  потока:
t0=0; tj= tj.i - ( 1/Х) InU , (/= 1 ,2 ,3 ,...) .
В еличина U  -  случайное число, п ол учаем ое от  датчика случайны х чисел.
Равномерный поток
Для этого  потока собы тий считается, что п ром еж уток  врем ени м еж ду  п осл е­

довательны ми собы тиям и равном ерно расп р едел ён  на интервале [а,Ь], т.е.
f{x)=l/(b-a) , (a>x>b).
М ож н о подсчитать, что
M x)=2(b-x)/(b-a)2  ;
Fl(x)=l-[(b-x)2/(b-a)2] , (a>x>b)
П рименяя для м оделирования м етод  обратн ой  ф ункции, получим  алгоритм  

вы числения первого м ом ента врем ени

t\ = b - ( b -  a \J u ,

гд е  и получаю т от  датчика случайны х чисел.
О кончательно им еем  следую щ и й  алгоритм  м оделирования равном ерного п о ­

тока:
1) м ом ент врем ени ti наступления первого собы тия вы числяется по ф орм уле

h = b  — (b — a)4it

2) для последующ их моментов времени производимы вычисления по формуле

tj=tj- 1 +  а +  ( Ь-а)и;

В еличина и вы рабаты вается датчика случайны х чисел.
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Поток Эрланга порядка к
П отоком  Эрланга k-vo порядка назы ваю т поток собы тий, получаю щ егося  

"прореживанием" простейш его потока, когда сохраняется каждая к-я точка (собы ­
тие) в потоке, а все пром еж уточны е выбрасываются.

Интервал врем ени м еж ду  двум я соседн и м и  собы тиям и в потоке Эрланга /ого  
порядка представляет со б о й  сум м у к  независим ы х случайны х величин z],z2,...,zk, 
им ею щ их показательное распр едел ение с  параметром X:

i= 1

Закон распределения случайной величины z  назы вается законом  Эрланга /с-го 
порядка и им еет плотность

М атем атическое ож идани е и ди сп ерси я  случайной величины z  соответствен­
но равны: M[z]=k/X; D[z~\=MX2.

Н а основе определения потока Эрланга получается простой способ моделирова­

ния: прореживается пуассоновский поток с интенсивностью X=XJk, т.е. в пуассонов- 
ском потоке допускаем моменты времени с номерами 1,2,...,&-1, а к-й момент оставля­
ем, т.к. он  принадлежит новому потоку и т.д. Таким образом, моменты времени пото­
ка Эрланга вычисляются по формулам:

гд е  X - интенсивность потока Эрланга к-то порядка, и, - случайны е числа от  ДС Ч .

1. Ознакомиться с основны ми типами потоков событий.
2. Ознакомиться с методами моделирования пуассоновского, равномерного по­

тока событий и потока Эрланга порядка к.
3. Составить алгоритм и программу имитации результирую щ его потока, указан­

ного в варианте.
4. Первые 100 моментов времени поступления заявок в результирующ ем потоке 

вывести на печать.
5. По первым 1000 заявкам рассчитать оценку средней интенсивности потока. 

Н айденную оценку сравнить с  теоретическим значением интенсивности потока.
6. Оформить отчет о  продел ан ной  работе.

к

h — 0; ^  

t j  =t j - \  - ( ] / X ) l n « i  — ( l / x ) l n M 2 - . . . - ( 1 Д ) 1 г ш / с , у = 1 , 2 , 3

3 .2  П о р я д о к  в ы п о л н е н и я  р а б о т ы

3.3  К о н т р о л ь н ы е  в о п р о сы

1. Дать оп р еделен и е потока собы тий.
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2. Как строится вероятностное опи сан ие потока собы тий.
3. В  чём  состои т  сп о со б  м оделирования стац ион арного потока с ограничен­

ны м последействием .
4 . О характеризовать пуассоновский  поток и с п о со б  его м оделирования.
5. О характеризовать равном ерны й поток и с п о со б  его  м оделирования.
6. Дать характеристику потока Эрланга к-то порядка и м етода  его имитации.
7. Привести характеристики потока событий, исследованного в лабораторной работе.

3 .4  В а р и а н т ы  за д а н и й

В  некоторую  систем у м ассового  обслуж ивания по различны м каналам п осту­
паю т заявки, образую щ ие поток собы ти й  задан н ого  типа. Н а в ходе  систем ы  п о т о ­
ки сливаю тся в один . Параметры  сливаю щ ихся потоков приведены  в таблице 2.

Т аблица 2 -  Варианты  заданий

П оток образован слиянием  трёх  п уассон овск и х потоков  
собы тий с интенсивностям и Х2, Я,3 (1 /с )

Вариант Хг Х3
1 2,5 5 1,5
2 3 0,5 2
3 2,5 3 0,5
4 5 0,5 0,5

П оток образован слиянием д в у х  равном ерны х потоков с  
параметрами aj, bi и а2, Ь2 (с)

Вариант ai bi 2̂ ь 2
5 1 3 1 2
6 1,5 2 ,5 2 3
7 0 2 2 3

П оток образован слиянием  пуассон ов ск ого  потока с  ин­
тенсивностью  X (1 /с )  и равн ом ерного потока с парам ет­
рам и а и b (с)

В ариант X а b
8 0,5 2 4
9 2 0,5 1
10 1 0 2
11 2 0,5 1

Р езультирую щ ий поток является п оток ом  Э рланга к-го  
порядка с интенсивностью  X (1 /с )

Вариант к X
12 2 0,5
13 4 0 ,4
14 4 1
15 3 1
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3 .5  С о д е р ж а н и е  о т ч е т а

- У словие задачи и и сходн ы е данны е.
- А лгоритм  и програм ма им итации результирую щ его потока, указанного в 

варианте.
- Л истинг первы х 100 м ом ентов врем ени поступления заявок в результи­

рую щ ем  потоке.
- Результат расчета оценки средн ей  интенсивности потока для первы х 1000  

заявок.
- Результат сравнения н ай ден ной  оценки с теоретическим  значением  ин тен­

сивности потока.
- Вы воды  по проделанной работе.

3 .6  Л и т ер а т у р а

1. В. Кельтин, A . J loy  И м итационное м оделирование. П ер. с англ. -  СПб.: 
И зд-во Питер; Киев: И зд. группа Б Х В , 20 0 4 . -  847 с.

2 . С .А . Б уж енков, Е .А . Ракитина М оделирование и формализация. М етоди ­
ческое п особи е. -  М.: Л аборатория базовы х знаний, 2002 . -  336  с.

Л а б о р а т о р н а я  р а б о т а  № 4  
М О Д Е Л И  Р А С Ч Е Т Н О -Л О Г И Ч Е С К О Г О  Т И П А

Цель работы. П ознаком иться с м оделям и расчетно-логического типа. В ы ­
полнить поиск реш ения на расчетно-логической м одел и  с использованием  алго­
ритмов прямой волны и обратной волны.

4.1  О п и са н и е  о б ъ ек т а  и ссл ед о в а н и я

К м оделям  расчетно-логического типа относятся функциональны е сем анти­
ческие сети - сети м атем атических отнош ений , п о д  которыми поним ается струк­
тура следую щ его вида:

х * у  * z  = 0, (6)

где * -  сим вол некоторой алгебраической операции,
Н апример, перим етр треугольника равен сум м е в сех  его сторон. Д ан ное ут­

верж ден ие записы вается сл едую щ и м  образом : р  -  а  + b + с. Здесь  а, Ь, с -  стор о­
ны треугольника, р  -  периметр. Д ан н ое вы раж ение есть «разреш ение» сл ед у ю ­
щ его м атем атического отнош ения:

а + Ъ +  с —р  =  0 (7)

М нож ество показателей пр обл ем ной  области (П О ) входят в различны е ма­
тематические отнош ения, которы е таким образом  оказы ваются связанны ми через  
эти показатели м еж ду  собой . Таким образом , функциональная сеть -  это  граф (X, 
F, G), где X  -  верш ины графа, отображ аю щ и е м нож ество показателей П О  , F  -
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верш ины , отображ аю щ ие м атем атические отнош ен ия, a G -  р ебра, связы ваю щ ие 
некоторы е подм н ож ества верш ин из X  с  некоторы м и п одм н ож ествам и верш ин из 
F. В  качестве прим ера рассм отрим  ф рагм ент ф ункциональной сети , описы ваю щ ей  
пробл ем ную  область "треугольник". П усть а, Ъ, с -  стороны  треугольника, А, В, С
-  его  углы , ha, hb, he — высоты  (вы сота ha п р ов еден а к стор он е а, высота hb -  к 
стор он е b и вы сота he — к стор он е с), р  — перим етр и S -  площ адь треугольника. 
С оответствую щ ий ф рагмент ф ункциональной сети  представлен  на рисунке 6.

А+В+С-71=0

A B C

sinA /a-sinB/b=0 sinA /a-sinC /c=0 sinB/b-sinC/c=0

S

Рисунок 6  -  П ример ф ункциональной сем антической сети

Рассмотрим алгоритмы поиска реш ений на м оделях расчетно-логического типа.
П реж де всего н ео б х о д и м о  выбрать представление, в котором  реализую тся  

процедуры  поиска реш ений и организации вы числительного пр оцесса. В  качестве  
такого представления цел есообр азн о  вы брать представление в пространстве с о ­
стояний. Т огда задача поиска реш ен ий  ф орм ально описы вается сл едую щ и м  обра­
зом: Т -  < S , S0, Sk, F>, гд е  S0 -  начальное состояни е, 5* -  кон еч ное состояни е или  
состояния, S  -  м н ож ество пром еж уточны х состояни й, F  =  {F 11,} — м н ож ество о п е ­
раторов, которы е переводят п р оц есс поиска из о д н о го  состояния в другое . К аж ­
д о м у  м атем атическом у отнош ен ию  F-, поставим  в соответствие список (кортеж ) 
входящ их в н его  парам етров. Таким образом , рассм атриваем ы й алгоритм п р ед у ­
сматривает р аботу  со  списочны м и структурам и данны х.

П ри пои ск е реш ений в м оделях расч етно-логич еского типа в качестве м н о­
ж ества операторов вы ступаю т разреш ения м атем атических отнош ен ий  реали­
зуем ы е в виде отдельны х програм м ны х м одул ей , совокупн ость которы х для дан ­
ной  проблем ной области  составляет локальную  (бы ть м ож ет, о д н у  из м н огих) ба­
зу  процедур . Здесь  верхний индекс г) указы вает на параметр, которы й в данном  
разреш ении вы ступает как ф ункция, а ниж ний индекс i -  на ном ер соответствую ­
щ его матем атического отнош ения в совокупн ости  м атем атических отнош ений. 
Задание исходн ы х данны х определяет начальное состояни е So, а иском ое реш ение
-  кон ечное (ц елевое) состояние. В ы бор  на каж дом  оч ер едн ом  ш аге некоторого
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конкретного оператора осущ ествляется в соответствии с некоторы ми правилами, 
которы е для данн ой  п р облем н ой  области составляю т локальную  б а зу  правил.

Алгоритм 1. Стратегия обратной волны
В алгоритме обратной волны реализуется поиск реш ения задачи с целевого  

состояния, т.е. от иском ого параметра. Суть алгоритма состои т  в следую щ ем . В  
соответствии с алгоритм ом  поиска реш ений образую тся сл едую щ и е списки: S\ -  
список параметров, которы е долж ны  быть рассчитаны ; ,S'2 -  список параметров, 
для которы х выбраны разреш ения для расчета; дополнительно образуем  ещ е два  
списка: S3 -  список разреш ений, вклю чаем ы х в план реш ения задачи; S4 -  список  
опенок сл ож н ости  реализации разреш ения, вы бранного в план реш ения задачи. 
Д анны е оценки позволяю т при наличии нескольких планов выбрать наилучш ий, 
т. е. реализовать классическую  постановку задачи принятия реш ений.

Шаг 1. П ом естить иском ы й параметр в список S2 и найти разреш ение (в 
дальнейш ем  оператор i 7’1,-), с  пом ощ ью  которого м ож ет  быть рассчитан искомы й  
параметр. Если таких разреш ений несколько, выбрать разреш ение, содерж ащ ее  
наим еньш ее число неизвестны х аргум ентов. Если все аргументы данн ою  опера­
тора известны , то  план реш ения найден , м ож но переходить к собствен но органи­
зации вы числений, иначе - записать неизвестны е аргументы  в список .S', и перейти  
к ш агу 2.

Шаг 2. У порядочить список S \ в соответствии со  следую щ и м  правилом: са­
мым первы м в списке пом естить параметр, для которого разреш ение им еет  наи­
больш ее число неизвестны х аргум ентов, а на п осл ед н ее  м есто -  параметр, для ко­
торого все аргументы  известны  (если такое разреш ение им еет м есто). П ерейти к 
ш а гу З .

Шаг 3. Вы брать оч ер едн ой  неизвестны й параметр из списка Si и пом естить  
его в список S2. Если это бы л п осл едний  в списке параметр и список  St стал п у с ­
тым, то поиск данн ого  плана реш ения закончен, м ож но переходить л и бо  к пои ск у  
сл едую щ его в озм ож н ого плана, л и бо  к организации вы числений в соответствии с 
данны м планом. И наче -  пом естить неизвестны е аргументы  данного разреш ения  
в список  Si, и перейти к ш агу 2.

Если набор м атем атических отнош ен ий  является неполны м , возм ож н о в оз­
никновение ситуаций, когда в рам ках данного набора м атематических отнош ений  
и принятых правил вы бора не удается найти марш рут для вы числения требуем ою  
параметра. Таким образом , возникает тупиковая ситуация.

Тупиковая ситуация -  это появление стыков и вилок. Стык -  когда оператор  
Fq, не им еет вы хода, а вилка -  когда оператор F'\ не им еет на в ходе  данны х. Еще 
одна ситуация м ож ет  встретиться, когда в п р оц ессе  ф ормирования рабоч ей  п р о­
граммы (организации вы числительного пр оцесса) образую тся циклы, т .е. для рас­
чета некоторою  параметра требуется  знать значение этого  ж е параметра.

Алгоритм 2. Стратегия прямой волны
В алгоритме прям ой волны планирование и дет  от  исходн ы х данны х к ц еле­

вом у параметру. Суть алгоритма состоит  в следую щ ем .
О бозначим : N4U -  число параметров в м атем атическом  отнош ении; D  -  число  

заданны х исходн ы х данны х (значений параметров); ТУчнп -  число параметров, о с ­
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тавш ихся неизвестны ми; //чип -  число параметров, найденны х (известны х) на  
данном  ш аге прим енением  соответствую щ его оператора F .

Шаг 1. П ометить параметры, значения которы х известны , и для каж дого F,

горитм а и £)J-° <=D

Ш аг 2. П ом етить F'1,-, i е  (1 , М) (М  есть п ол ное м н ож еств о  м атем атических  
отнош ений , описы ваю щ их п р обл ем н ую  область реш аем ы х задач), для которы х N  
=  1; полож ить в каж дом  из пом еченны х чер ез F, списков параметров неизвестны й  
параметр т| как ф ункцию  и вычислить его зн ачени е во в сех  F\

В  результате вы полнения дан н ого  ш ага м н ож ество известны х параметров  
расш ирится о т  D  д о  Dj > D.

Ш аг 3. П ерейти к ш агу 1.
П оиск реш ения м ож но представить граф ом  состояни й  сл едую щ его  вида.

S0:<a*, b * ,c* \d>

В  данн ом  алгоритм е за  один  ш аг находятся в се разреш ения, с  пом ощ ью  кото­
ры х м огут быть рассчитаны  какие-либо параметры . Д ал ее  пересчиты ваю тся зна­
чения Nt, и дей стви е повторяется. И  так д о  м ом ента, пока на некотором  ш аге в 
число рассчиты ваемы х не п оп адет целевой парам етр F*.

В  общ ем  случае при реализации дан н ого  алгоритм а м огут  быть лиш ние вы­
числения а им енно вы числения парам етров, которы е не являются н еобходим ы м и  
при расчете целевого параметра. Т огда, сф орм улировав некоторы е дополн итель­
ны е правила, м ож но уменьш ить слож н ость вы числительного алгоритма. С итуа­
ция несколько услож няется в случае задания на расчет не о д н о го , а нескольких  
целевы х параметров.

Как н етрудно заметить, возм ож н а м одиф икация дан н ого  алгоритма, когда на 

каж дом  ш аге определяется первы й оператор F-, для которого jV/ = l ,  и рассчиты ­

вается соответствую щ ий параметр. П осл е  этого  поиск  повторяется.

Рассматривая в качестве прим ера п р обл ем н ой  области  геом етрич ескую  ф и­
гур у  -  треугольник, сведем  основны е соотн ош ени я, связы ваю щ ие параметры  
треугольника в табл.З.

(списка параметров) рассчитать зн ачени е Л^нп =  Л̂ чп - £ ){  > гДе j  ~  ном ер ш ага ал-

Fe\ S2:< а*, Ь*, с* , с/л, eA]f>  
+■

F

4 .2  П р и м ер ы  п о и ск а  р е ш ен и й  н а  ф у н к ц и о н а л ь н о й  сет и
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Т аб л и ц а  3

О бозначе­
ние

М атем атическое отнош ение Параметры, свя­
занны е отнош е­

нием

F1 A  +  В +  С - тс — 0 А, В, С

F2.
sm.,-4 s i n i  ц 

a b А, В, а, b

F 3
sin В sin С q 

b с В, С, Ь, с

F4
sin A sin С 

a с А, С, а, с

F5 a2 - b 2 - с 2 +2bccosA = 0 А, а, Ь, с

F6 b2 -  a2 -  c2 + 2accosB = 0 В, а, Ь, с

FI c2 -сГ- b 2 +2abcosC  =0 С, а, Ь, с

F 8

■ 
3̂ 

: 
1 

i 
S5 

i 
1 

1 
<3-

 1 Ci и
: 

о р , а , Ь, с

F9 S2-^f{p-a)(p-b)ip-c) =0 S ,p , а, Ь, с

F 1 0 S-U„a = 0 S, ha, а

FI 1 S - - h hb = 0 
2 b S, hb, Ъ

F I  2 S - — h с = 0 
2

S, hc, с

F 13 ha - c s i n 5  =  0 В , К , с

F 1 4
ha - 6 sinC = 0 С, ha, b

F I 5
hh - t fs in C  = 0 С, hb, а

F16 h b -  с sin  Л =  0 A, h ь, с

F 1 7
hc -  6 sin /4 = 0 А , hc, Ъ

F 1 8 hc - a s in f i  = 0 В, hc, а

F I 9
a -  6cosC -  с cosB=0 В, С, а, Ъ, с

F 2 0 A -acosC ~ccoS/4 =  0 А, С, а, Ь, с
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О бозначе­
ние

М атем атическое отнош ен ие П араметры, свя­
занны е отн ош е­

нием

F2\ c-acosB-bcosA  = 0 /1, В , а , 6 , с

F2 2 . A (p-b)(p-cj 
sin - —— —— - =0  

2 1 be
А ,Ь ,с ,р

F 23 s.n fi l(p -«)(p-c)  =0  
2 V ac

В, а , с ,р

F24 sinC 1 {p-dflp-b) 
2 V ab

С, я, 6 ,р

F25 cosA - , p i l ,- aK o
2 V be

Л, а, Ь, с ,р

F2 6 c o s M ^ ^ O
2 V ec

В, а, Ь, с ,р

F21 c o sC -  = 0  
2 1  o i

С, а, Ъ, с, р

F28 Л \(p -b )(p -c j  _ 0 
2 1/ p ( p - e)

А, а, Ь, с ,р

F29 5  Г(р-аКр-с)_
2 V /»(/»"*)

В, а, Ь, с ,р

F30 С k p - a ) ( p - b ) _ 0 
g 2 i  p (p -c )

С, а, Ъ, с, р

F31 sin^—— ̂ p(p~a)(p~b)(p~c) ^0  
be

А, а, Ъ, с ,р

F32 sin # ----- J  X p  -6)0? - c )  =  0
ac

В, а, Ь, с ,р

F33
л

sinC— -J p (p -a )(p -b )(p -c)  = 0  
ab

С , а , Ь, с, р

F 3 4 ш0 — -Jbc(a+b+c)(b+c-d) =0  
b+c

юа, а, Ь, с

F36 coe ------— Ja b (a+ b+ c)(a+ b-c ) =  0
a+b

С0о а, Ь, с
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О бозначе­
ние

М атем атическое отнош ение Параметры, свя­
занны е отн ош е­

нием

. F 3 7 та - —̂ 2Ь2 + 2с 2 - а 2 = 0 
2

та, а, Ь, с

F 3 8 mu — " V 2 а2 + 2 с 2 — Ь2 = 0 
2

тъ, а, b , с

F 3 9 тс - - Ъ а 2 +2Ь2 - с 2 =  0 
2

тс, а, Ъ, с

П усть дана одна сторона треугольника и два прилеж ащ их к ней  угла: с, А, В 
и требуется  определить площ адь треугольника S.

Как видно, искомый параметр S  входит в отнош ения F9 -  F12, причем последнее  
содержит наименьшее число неизвестных аргументов. Выпиш ем из табл.З первые 12 
отнош ений и пометим символом * известные аргументы. П оэтому выбираем разре­
ш ение, соответствующ ее данном у отнош ению . Далее схем у решения задачи по алго­
ритму 1 (обратной волны) представим следую щ им  образом:

F1 А*, В*, С S, & s 3 ^4
F 2 А*, В*, а, b S - - - и сх.сост.

F 3 В*, С, Ь, с* hc ■ S F 1 2 L12 шаг1
F 4 А*, С, а, с* - - - - ш аг2

F 5 А*, а, Ъ, с* Ъ . hc F 17 Ы 1 шагЗ
F6 В*, а, Ь, с* - - - - шаг2
F1 С, а, Ъ, с* С Ъ F 3 L3 шагЗ
F 8 р, а, Ь, с* - - - - ш аг2
F9, S, р , а, Ъ, с* - С F1 . ы шагЗ

F 1 0  S ,h c„ a
F I 1 S, kb, b Так как список S 1 пуст, то план

F 1 2  S ,h c,c*  реш ения найден  и дер ево  поиска реш ения
F 13 В *, ha, с* б у д ет  выглядеть сл едую щ и м  образом :

F 1 4  С, ha, b
F 1 5  С, hb, а <А*, В*, c*>->F( 1, Q h > C -> F (3 ,6 )h ^ -h >
F] 6 A*, hi,, с* —>F(17, hc) —>hc—>F(12, S)^>S,
F l l  A * ,h c,b  гд е  F ( 12, S) есть разреш ение матем атического

F I 8 В*, hc, а отнош ения F I 2 относительно S.

Суть алгоритма 2  прямой волны рассм отрим  на первом  прим ере алгоритма 1. 
Дано: с, А, В. Т ребуется определить S.
О бозначим  через Ч П  -  число параметров в м атем атическом  отнош ении;
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Ч Н П  -  число неизвестны х параметров; Ч И П  — число парам етров, найденны х (и з­
вестны х) на данн ом  ш аге прим енени ем  соответствую щ его оператора F.

С оставим  таблицу 4  сл едую щ его вида

Т аблица 4

Ш аг алгоритма
411 1 2 3 4

Ч Н П Ч И П ЧНП Ч И П Ч Н П ч и п ЧНП Ч И П
F 1 А*, В*, С 3 1 1 ( 0 0 0 0 0 0 0
F2 А*, В*, а, b 4 2 0 2 0 0 0 0 0
F 3  В*, С*, Ъ, с * 4 2 0 1 1(b) 0 0 0 0
F 4  А*, С*, а, с* 4 2 0 1 1(e) 0 0 0 0
FS А*, а*, Ь*, с * 4 2 0 2 0 0 0 0 0
F 6  В*, а*, Ь*, с* 4 2 0 2 0 0 0 0 0
F7 С * ,а * ,Ь * ,с* 4 2 0 2 0 0 0 0 0
F 8  р , а*, Ъ*, с* 4 3 0 3 0 1 т 0 0
F9 S ,p ,a * ,b * ,c * 5 4 0 4 0 2 0 1 1(5) _

Ц елевое состояниеТ

П оиск реш ения м ож но представить граф ом  состояний сл едую щ его  вида:
S0 -А * , В*, с* |

5 , А*, В*, с*\С* |
4  S 2 А*, В*, с*, С*\Ь* |

F 1(C ) i  S3 A * ,B * ,c* ,C * ,b * \a * \
F 3 (6 ) 1  S 4  A*, B*, c*,C*, b*, a*\p* \F9(S) \

F 4 (a ) I  Sk A * ,B * ,c* , C * ,b * ,a * , p*\S 
F 8(p) i

Ц ел евое состояни е

В  данн ом  алгоритм е п осл е каж дого ш ага, на котором  н аходи тся какой-либо  
параметр, пересчиты ваю тся значения Ч Н П  и повторяется пои ск  сл едую щ его  о п е ­
ратора F (разреш ения м атем атического отнош ения) для какого-то д р угого  пара­
м етра. И  так д о  нахож дения целевого параметра.

Р ассм отрим  сл ед ую щ ую  м одиф икацию  дан н ого  алгоритма, представленного  
в таблице 5.
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Т аб л и ц а  5

О тнош ение ЧП Ш аг алгоритма
1 2 3

ЧНП ЧИП ЧНП ЧИП ЧНП ЧИП

F \ А*, В*, С 3 1 К С ) 0 0 0 0
F 2A *,B *, а,Ь 4 2 0 2 0 — —
F i В*, С, Ъ, с* 4 2 0 1 1(b) ' - —
F4 А*, С, а , с* 4 2 0 1 1(a) ■ - —
F5 А*, а , Ъ, с* 4 2 0 2 0 0 0
F6 В*, а, Ь, с* 4 2 0 2 0 0 0
F1 С, а, Ъ, с* 4 3 0 2 0 0 0
F8 р, а , Ь, с* 4 3 0 3 0 1 1 (р)
F9 S, р, а, Ь, с* 5 4 0 4 0 ■ 2 0
F 10 S ,h !ha 3 3 0 2 0 1 1(5)
Л 1  S ,h h,b 3 3 0 3 0 1 1(5)

F \2  S ,h c,c* 3 2 0 2 0 S - целевой пара­
метр. О станов про­

цедуры
F \3 В*, ha, с* 3 1 1 (ha) 0 0 _
F U  С, ha, Ь 3 3 0 1 1(b) —
F15 С, к/,, а 3 3 0 1 1(d) -
F \6 A * , h,„c* 3 1 4 h b) 0 0 _
FY1 A *,h c,b 3 2 0 2 0 —
F I 8 B *,hc,a 3 2 0 2 0 _
F \9  B * ,C ,c i,b , 5 3 0 2 0 -

F2Q A * ,C ,a ,b ,  
c*

5 3 0 2 0 -

F2\ A * ,B * ,a ,b , 5 2 0 2 0 —
F22 A * ,b ,c * ,p 4 2 0 2 0 —
F23 B * ,c i,c* ,p 4 2 0 2 0 —
F24 C, a, b ,p 4 4 0 3 0 —
F25 A*, a, b, 
c*, p

5 3 0 3 0 -

F26 B*, a, b, 
c*, p

5 3 0 3 0 -

F21 C, a, b, c*, 
P

5 4 0 3 0 -
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В  дан н ом  алгоритме за  один  ш аг находятся все разреш ения, с  пом ощ ью  ко­
торы х м огут  бы ть рассчитаны  какие-либо параметры . А  далее пересчиты ваю тся  
значения Ч Н П  и дей стви е повторяется.

Таким образом  за  три ш ага алгоритма най ден  допустим ы й марш рут расчета  
целевого параметра (дер ево  реш ения):

А*, В*, c * - » F l ( Q - > C ^ / :,13(A0)->A 0-> JF16(Ai )->A 6-> F 3 (a )-» a -> F 4 (Z » )-> i-»
-> ^ 8 0 з)-> р -> ,Р 9 (5 )--> 5 -Ц П .
А нализ д ан н ого  марш рута показы вает, что им ею тся лиш ние вы числения, а 

им енно параметров, которы е не являю тся необходи м ы м и  при расчете целевого  
параметра. Таким образом , сф орм улировав некоторы е дополнительны е правила, 
м ож но ум еньш ить слож ность вы числительного алгоритма. С итуация несколько  
услож няется в случае задания на расчет не одн ого , а нескольких параметров. В  
заклю чение данн ого  раздела укаж ем , что такое представление знаний о  пр обл ем ­
ной области  используется, когда в се задачи, реш аем ы е в дан н ой  предм етной  о б ­
ласти, и м ею т расчетно-логический характер.

4 .3  П о р я д о к  в ы п о л н е н и я  р а б о т ы

1. Задать (получить) и сходн ы е данны е парам етров, указанны х в вартинте.
2. Разработать дер ево  реш ения задачи по алгоритм у обратн ой  волны.
3. В  электронной таблице отобрази ть сх ем у  реш ения задачи п о  алгоритму  

обратной волны.
4. Разработать дер ев о  реш ения задачи по алгоритм у прям ой волны.
5. В  электронной таблице отобразить с х ем у  реш ения задачи п о  алгоритму  

прям ой волны.
6. Ответить на контрольны е вопросы .
7. О формить отчет.

4 .4  К о н т р о л ь н ы е  в о п р о сы

1. Д ай те оп р едел ен и е м оделям  расчетно-логического типа.
2. Сделайте сравнительный анализ алгоритмов прямой волны и обратной волны.
3. О бъясните суть алгоритма прям ой волны.
4. О бъясните суть алгоритма обратной волны.
5. С ф орм улируйте дополнительны е правила, с  пр им енени ем  которы х м ож но  

ум еньш ить слож ность вы числительного алгоритма.
6. В  каких случаях возникаю т тупи ковую  ситуации при р аботе  алгоритмов  

поиска реш ений в м оделях расч етно-логич еского типа.
7. Что называется локальной базой правил в моделях расчетно-логического типа.

4 .5  В а р и а н т ы  за д а н и й

В арианты  заданий приведены  в таблице 6.
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Т аблица 6

№  вари­
анта.

У словие задачи

1 Даны: сторона треугольника а и два прилежащих к ней угла С и В. Требу­
ется определить площадь треугольника S.

2 Даны: угол А, высота к стороне с - h c, периметр р. Требуется определить S.
3 Даны: стороны треугольника а, Ъ и угол м еж ду ними С. Требуется опреде­

лить площадь треугольника S.
4 Даны: высоты треугольника h0, ht> и угол С (угол м еж ду сторонами а  и Ь). 

Требуется определить периметр треугольника р.
■ 5 Даны: стороны треугольника а, b и высота, проведенная на третью сторону 

hc . Требуется определить площадь треугольника S'.
6 Даны: углы треугольника Я, .6 и сторона с. Найти площадь треугольника S.
7 Дано: углы А, В, С  и  высоты, проведенные соответственно к сторонам а  -  

высота ha, Ь -  высота hi, и с — высота hc. Найти периметр треугольника р.
8 Даны: угол С и  сторона а. Найти площадь S.
9 Даны: сторона треугольника b и два прилежащих к ней угла С я А. Требу­

ется определить площадь треугольника S.
10 Даны: угол В , высота к стороне а  периметр р. Требуется определить S.
11 Даны: стороны треугольника с, b и угол м еж ду ними А. Требуется опреде­

лить площадь треугольника S.
12 Даны: высоты треугольника ha hu и угол В (угол м еж ду сторонами а и с). 

Требуется определить перим етр треугольника р.

4 .6  С о д е р ж а н и е  о т ч ет а  по л а б о р а т о р н о й  р а б о т е

-  С хем у реш ения задачи по алгоритм у обратной волны
-  Д ерево поиска реш ения по алгоритм у обратной волны
-  П ример поиска реш ения по алгоритм у обратной волны с заданием  кон­

кретных исходн ы х данны х, наприм ер я= 17 см , с= 34 см , В=30° и т .д .
-  С хем у реш ения задачи по  алгоритму прям ой волны
-  Д ерево поиска реш ения по  алгоритм у прям ой волны
-  П ример поиска реш ения по алгоритму прям ой волны с тем и ж е и сходн ы ­

ми данны м и, что и для верхнего алгоритма.

4 .7  Л и т ер а т у р а

1. Б.Я. С оветов, С .А . Я ковлев М оделирование систем . У чебник. 4 -е  издание.
-  М.: Высшая ш кола, 20 0 5 .
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Л а б о р а т о р н а я  р а б о т а  №  5  
Л О Г И Ч Е С К И Е  М О Д Е Л И

Ц ел ь  р а б о т ы : П олучить навыки разработки простейш их логических м о д е ­
лей с  использованием  языка логического програм м ирования Prolog

5 .1  О п и са н и е  о б ъ е к т а  и с с л ед о в а н и я

Как правило, эти  м одели основаны  на логике предикатов. Суть логики пре­
дикатов сводится к том у, что из од н и х  вы раж ений м ож н о ф орм ально получить  
новы е вы ражения по  определенны м  логическим  правилам.

С истем а продукции им еет три основны е компоненты :
-  б а зу  данны х (набор  фактов)
-  ба зу  правил (набор правил)
-  интерпретатор (для управления п р оц ессом  вы вода).

База данны х состоит  из фактов, которы е представляю тся с  пом ощ ью  утвер­
ж ден ий , вы ражаемы е логическим и предикатами, наприм ер

У тверж дение: К им  -  человек П редикат: Ч Е Л О В Е К  (К им )
У тверж дение: К им  -  ж енщ ина П редикат: Ж Е Н Щ И Н А  (К им )
У тверж дение: К им  -  м уж чина П редикат: М У Ж Ч И Н А  (К им )
У тверж дение: Три м еньш е пяти П редикат: М ЕН ЬШ ЕЧ ЕМ  (три, пять)

База правил -  это  н абор  правил вида "условия -  действие", гд е  условиям и яв­
ляю тся утверж дения о содерж и м ом  базы  данн ы х, а действия представляю т со б о й  
п роцедуры , которы е м огут изм енять это  содерж и м ое.

Ф ормально правило определяется следую щ и м  образом :
(0; Q; Р;С;А —» b :n ;

гд е  (i) -  имя правила;
Q  -  сф ера прим енения правила;
Р -  п р едуслов и е (наприм ер, приоритетность);
С -  предикат (отнош ение);
А - *  В — ядро;

постусловия (изм енения, вносим ы е в си стем у  правил).
П рактически правило строятся по сх ем е  "ЕСЛИ (причина), ТО  (следствие)" . 

П ричину назы ваю т также посы лкой, а следстви е -  целью  правила. В  хорош ей  
си стем е насчиты вается от  1000 д о  3 0 0 0  правил.

П олученны е в результат срабаты вания правил новы е знания м огут  испол ьзо­
ваться для сл едую щ и х целей.

И нтерпретатор систем ы  продукций вы полняет сравнения условия (или си ­
туации) некоторого правила с  фактами из базы  данны х. Е сли им еется  совпадение, 
то вы зывается дей стви е части правила; это  м ож ет  быть результатом  добавления  
(исклю чения, м одиф икации) фактов в базе данны х, или добавления (исклю чения, 
м одиф икации) правил в базе знаний, или результатом  вы полнения д р уги х  пр ои з­
вольны х действий. С ледовательно, систем а, основанная на правилах, достаточн о  
универсальна, поскольку указанны е вы ш е действия м огут  быть произвольны ми. 
К ром е того , интерпретатор систем ы  продукц ии  дол ж ен  идентиф ицировать те
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правила, которы е м огут быть применены , и реш ить, какое из них долж но прим е­
няться следую щ им . Для того чтобы  сделать си стем у бол ее эф ф ективной, м огут  
быть налож ены  различны е п одходя щ и е ограничения. Н апример, правила м огут  
быть линейно упорядочены , и последовательно сканироваться интерпретатором . 
Сначала дол ж н о  быть испол ьзовано прим еняем ое правило, а затем  проведено  
сканирование от начала или от текущ его правила. Здесь  м огут быть использованы  
как “вы вод от цели к фактам”, так и  “вы вод от  фактов к цели”.

Р ассм отрим  синтаксис языка Т ур бо  П РО Л О Г и структуру программы  для  
того , чтобы  м ож но бы ло сам остоятельно разработать небольш ую  у ч ебн ую  про­
грамму.

П рограмма на Т урбо-П р ол оге  им еет сл едую щ ую  обобщ ен н ую  структуру: 
d o m a in s  

/* ...объявление дом ен ов ... */ 
p red ica te s  

/* ...объявление предикатов... */ 
goa l 

/* ...подцель_1, 
подцель_2, 
и  т.д .... */ 

c la u ses
/*  :..предлож ения (факты и правила)... */

В секции c la u se s  размещ аю тся факты и правила, с которы ми б у д ет  работать  
Т урбо-П ролог, пытаясь разреш ить цель программы .

В секции p r e d ica te s  объявляю тся предикаты  и типы (дом ены ) аргументов  
этих предикатов. И м ена предикатов долж ны  начинаться с  буквы (ж елательно  
строчной), за  которой сл ед ует  последовательность букв, цифр и символов  
подчеркивания (до 2 5 0  знаков). В им енах предикатов нельзя использовать  
символы  пробела, м инуса, звездочки, обратной (и  прямой) черты. О бъявление  
предиката им еет сл едую щ ую  форму: 

p red ica te s
predicateN am e (argum ent ty p e ! , arg u m en t_ ty p e2 ,..., argum ent_typeN )

Здесь  argum ent_typel, ..., argum ent_typeN  - либо стандартны е дом ены , либо  
дом ены , объявленны е в секции d o m a in s . О бъявление дом ен а  аргум ента и 
опи сан ие типа аргумента - суть од н о  и то ж е.

В секции d o m a in s  объявляю тся л ю бы е нестандартны е дом ены , испол ьзуем ы е  
для аргум ентов предикатов. Д ом ены  в П рологе являются аналогами типов в 
други х языках. О сновны ми стандартны ми дом енам и Т урбо-П ролога являются - 
char, integer, real, string и sym bol. О сновная ф орм а объявления дом ен ов  им еет  
следую щ и й вид: 

d o m a in s
a rg u m en tJyp e 1 , . . . ,  arg u m en tJ y p eN  =  <стандартны й до м ен >  
a r g u m e n t_ l,..., argum ent_N  =  <составн ой  дом ен  1>;

<составн ой  д о м ен  2>;

<составн ой дом ен  N>;
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В секции g o a l задается внутренняя цель програм мы ; это  позволяет програм ме  
запускаться независим о от  среды  разработки. Е сли внутренняя цель вклю чена в 
програм м у, то Т урбо-П р олог вы полняет поиск  только первого реш ения, и 
связываемы е с перем енны м и значения не вы водятся на экран. Если внутренняя  
цель н е  используется, то  в п р оц ессе  работы  б у д ет  вводиться в диалоговом  окне  
внеш няя цель. П ри использовании внеш ней цели Т ур бо-П р ол ог ищ ет все реш ения  
и вы водит на экран все значения, связы ваемы е с перем енны м и.

В  Т урбо-П р ол ог вклю чено бол ее  2 0 0  встроенны х стандартны х предикатов и 
бо л ее  дю ж ины  стандартны х дом енов: в случае использования эти х предикатов и 
дом ен ов  нет н еобходи м ости  объявлять их.

А рность (разм ерность) предиката - это  числ о приним аем ы х им  аргументов; 
два предиката с  одни м  им енем  м огут иметь различную  арность. П редикаты  с 
различны м и версиям и арности долж ны  собираться вм есте, причем  и в секции  
p r e d ica te s  и в секции c la u ses; однако предикаты  с различной арностью  
рассм атриваю тся как абсолю тно разные.

П равила им ею т форму:
ЗА Г О Л О В О К  :- <П одц ел ь1> , < П о д ц е л ь 2 > ,..., <П одцель№ >.
Для разреш ения правила П ролог д о л ж ен  разреш ить в се его  п одц ели , создав  

при этом  соответствую щ ее м н ож ество связанны х перем енны х. Если ж е одн а из 
п одц ел ей  лож на, П ролог возвратится назад и просм отрит альтернативны е реш е­
ния преды дущ их п одц елей , а затем  вновь п ой дет  вперед, но  с  други м и значения­
ми перем енны х. Э то  процесс назы вается "поиск с возвратом".

5 .2  П р и м ер  р а зр а б о т к и  л о г и ч е ск о й  м о д ел и

П усть дано генеалогическое древ о  родствен ны х отнош ен ий , предаствленной  
на рисунке 7. И з его содерж ания мы м ож ем  определить, по  крайней м ере, два  
факта: кто ком у приходится роди телем  и пол  л ю дей , уч аствую щ и х в родственны х  
отнош ениях. Э то то, что дан о и является безусл ов н о  верны м. П оэтом у  это факты. 
Запиш ем  их на язы ке P rolog.

Т от факт, что bob является р оди тел ем  tom  на П рологе запиш ется так:

Parent(bob,tom ), 
гд е  Parent - имя отнош ения; 
tom ,bob - аргументы  отнош ения.
В се  д ер ев о  родственны х отнош ен ий  на П роло­
ге б у д ет  вы глядеть сл едую щ и м  образом : 
Parent(bob,pat).
Parent(ann,tom ).
Parent(ann,pat).
Parent(pat,olga).
Parent(pat,jon).
Parent(tom ,kate).

Р и су н о к  7
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В се 7 предлож ени й объявляю т о б  факте -  наличие отнош ения «Родитель». 
П осле ввода такой программы  в прол ог-систем у, ей м ож но задавать вопросы  

(цели). Н апример, является ли bob роди телем  pat?
G oel: parent(bob, pat)
Д анны й факт б у д ет  найден  в програм м е и систем а ответит « Y es» .
М ож но задать и бол ее  интересны е вопросы . Н апример, кто является р оди те­

лем  kate?
G oel: parent(X ,kate)
П ролог-систем а найдет факт, в котором  kate находится на м есте второго ар­

гумента и присвоит X  значение первого аргумента: X =tom .
Кто дети  bob?
G oel: parent(bob, X )
На этот в оп р ос систем а найдет два ответа (2 реш ения дости ж ени я цели): 

X=pat X = tom
Зададим  бол ее  общ ий вопрос: К то чей родитель?
G oel: parent(X ,Y)
С истем а б у д ет  находить все пары родитель-ребенок:

X = bob  Y = tom  
X = bob  Y =pat 
X =ann Y =tom  
X =ann Y =pat 
X =pat Y = o lg a  
X =pat Y = jon  
X = tom  Y =kate

М ож но задать и бол ее  слож ны й вопрос: К то является роди телем  родителя
jon?

Д остигать цель б у д ем  в два этапа, поскольку в наш ем прим ере сущ ествует  
факт «Родитель», а по заданию  н ео б х о д и м о  определить отнош ен ие «родитель р о ­
дителя».

В о-первы х, определим , кто родитель jon . П усть это Y .
В о-вторы х, определим , кто родитель Y . П усть это X.
Такой вопрос задается на Prolog в виде последовательности д в у х  просты х  

предлож ени й скрепленны х конъю нкцией (логическое «И »),
G oel: Parent(Y ,jon), parent(X ,Y ).
Здесь « ,»  - знак конъю нкции, показы ваю щ ий обязательное наличие истин но­

сти в д в у х  вопросах. Если пом енять порядок этих д в у х  предлож ений, то логиче­
ский смы сл останется преж ним.

С просим , кто внуки bob?
G oel: parent(bob,X ), (X ,Y ).
П олучим ответ:
X =pat Y = olga  
X =pat Y =jon  
X = tom  Y =kate
С просим , есть ли у  pat и tom  общ ий родитель?
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О чевидно, что вопрос до л ж ен  состоять из д в у х  этапов: во-первы х, спросим , 
какой X  является родителем  pat? В о-вторы х, является ли  тот  ж е X  роди телем  
tom?

G oel: рarent(Х ,р at),(X ,jon)
X = bob
X =ann
Из дер ева  родственны х отнош ений , представлен ного на рисунке 1 очевиден  

ещ е один  факт -  это  пол  лю дей , уч аствую щ и х в отнош ен ии  «Р одитель».
Для разнообразия введем в программу унарное (одноместное) отношение. Отно­

ш ение «Родитель», введенное выше — бинарное - отнош ение м еж ду двумя объектами.
M ale(bob).
M ale(tom ).
M ale(jon).
Fem ale(ann).
Fem ale(pat).
F em ale(olga).
F em ale(kate).

Б олее никаких фактов (и сходн ы х данны х) из представленного рисунка 7 
взять н е  возм ож но.

Далее будем расширять программу с  помощью правил, то есть таких предложений, 
результат выполнения которых зависит от того, выполняется условие или нет, в то время 
как факт не зависит от условия, а является всегда безусловной истиной.

И з сказанного следует, что правило им еет  усл ов н ую  часть -  тело п р едл ож е­
ния и часть вывода -  голову предлож ения.

В в едем  отнош ен ие «ребен ок », к оторое обратно отнош ен ию  «родитель». Ч то­
бы правильно записать правило, н ео б х о д и м о  сначала правильно его сф орм ули ро­
вать: предлож ение-правил о дол ж н о  начинаться с у сл ов н ой  части «Е С Л И » и за ­
верш аться вы водом  «Т О ». С ф орм улируем  правило «ребенок»:

Для в сех  X  и Y , ЕСЛ И  X  является р оди тел ем  Y , ТО  Y  является ребен к ом  X.
Н а прологе запиш ется эт о  так:
C h ild (Y ,X ):-parent(X ,Y ).
Здесь «:-»  - обозн ачени е условия ЕСЛИ
В в едем  отнош ен ие «мать». С ф орм улируем : Д ля в сех  X  и  Y  ЕСЛ И  X  является  

роди телем  Y  и X  -  ж енщ ина, ТО  X  является матерью  Y .
M other(X ,Y ):-parent(X ,Y ),fem ale(X ).
Знак «,» указы вает, что оба  условия долж ны  быть истинны ми.
В в едем  отнош ен ие «сестра». С ф орм улируем : Для л ю б о го  X  и Y  ЕСЛ И  у  X  и 

Y  есть общ ий родитель и X  -  ж енщ ина, то X  является сестр ой  Y .
S ister(X ,Y ):-parent(Z ,X ).parent(Z ,Y ),fem ale(X ).

5.3 П о сл е д о в а т ел ь н о с т ь  в ы п о л н е н и я  р а б о т ы

1. П о д ер ев у  родственны х отнош ен ий , указанн ом у в варианте задания вы­
пиш ите факты

2. Н аписать правила, которы е указаны  в варианте задания.
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5 .4  К о н т р о л ь н ы е  в о п р о сы

1. Какие м одели назы ваются логическим и.
2. М ож н о ли разработать логическую  м одель, если в ней отсутствую т факты.
3. Д ай те оп р едел ен и е цели, факта и правила логической м одели.
4. Какие аргументы  -  конкретны е или абстрактны е объекты  участвую т в 

правилах логической м одели.
5. В каких случаях в правилах логической м одели прим еняется операция  

дизъю нкции.

5 .5  В а р и а н т ы  за д а н и я  д л я  в ы п о л н ен и я  л а б о р а т о р н о й  р а б о т ы

3. П р о тес ти р о в ать  п р о гр ам м у , п р о в е р и ть  все  пр ави л а .

Вариант 1

Вариант 2

И звестны  факты: родитель,
пол - двухаргум ентны е.

Н аписать правила: прадедушка, 
сын, мать, счастлив тот, кто име­
ет детей, сестра

П роверить все правила.

И звестны  факты: родитель - 
двухаргум ен тн ое, мужчина, 
женщина - одноаргум ентны е.

Н аписать правила праба­
бушка, мать, двоюродный брат, 
родственник, сестра.

П роверить все правила.
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В а р и а н т  3

И звестны  факты: роди­
тель, пол -  двухаргум ентны е.

Н аписать правила дядя, 
двоюродная сестра, прадедуш­
ка, брат, сестра.

П роверить все правила.

Вариант 4

И звестны  факты: родитель, 
пол -  двухаргум ентны е.

Н аписать правила сестра, 
двоюродная сестра, дедушка, 
мать, бабушка, сын.

П роверить все правила.

И звестны  факты: роди­
тель -  д в ухаргум ен тн ое, муж­
чина, женщина - одн оар гум ен т­
ные.

Н аписать правила отец, 
тетя, брат, родственник, ба­
бушка, предок.

П роверить все правила.
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В а р и а н т  6

О пределить генеалогическое дерево  
через факты: родитель, пол - двухаргу­
ментны е.

Написать правила бабушка, дочь, 
счастлив тот, кто имеет детей.

П роверить все правила.
О тчет содерж ит: дер ев о  реш ений, 

текст программы , результат выполнения  
каж дого правила.

Вариант 8
О пределить генеалогическое дерево  

чер ез факты: родитель — двухаргум ен тн ое  
и мужчина, женщина - одноаргум ентны е.

Написать правила дедушка, сын, кто 
имеет двух детей, счастлив вдвойне.

П роверить все правила.
О тчет содерж ит: дер ев о  реш ений, 

текст программы , результат вы полнения  
каж дого правила.

Вариант 9

О пределить генеалогическое дер ево  
через факты: родитель -  двухаргум ен тн ое, 
мужчина, женщина - одноаргум ентны е.

Н аписать правила дядя, двоюродный 
брат, родственник.

П роверить все правила.
О тчет содерж ит: дер ево  реш ений, 

текст программы , результат выполнения  
каж дого правила.
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В а р и а н т  10

Вариант 11

Вариант 12

О пределить генеалогическ ое дер ев о  
через факты: родит ель, пол -  д в ухаргу­
ментны е.

Н аписать правила тетя, двоюродная 
сестра, родственник.

П роверить в се правила.
О тчет содерж ит: д ер ев о  реш ений, 

текст програм м ы , результат вы полнения  
каж дого правила.

О пределить генеалогическ ое дер ев о  
ч ер ез факты: родитель, пол -  дв ухаргу­
ментны е.

Н аписать правила прадедушка, сын, 
счастлив тот, кто имеет детей, праба-г 
бушки, тетя

П роверить в се правила.
О тчет содерж ит: д ер ев о  реш ений, 

текст програм м ы , результат выполнения  
каж дого правила.

О пределить генеалогическ ое дер ев о  
ч ер ез факты: родит ель - двухаргум ен тн ое, 
муж чина, ж енщина  -  одноаргум ентны е.

Н аписать правила дядя, тетя, дедуш­
ка,предок.

П роверить в се правила.
О тчет содерж ит: д ер ев о  реш ений,

текст программы , результат вы полнения ка­
ж д о го  правила.
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5 .6  С о д е р ж а н и е  о т ч е т а  п о  л а б о р а т о р н о й  р а б о т е

- Д ерево  родственны х отнош ений
- Л истинг программы
- Результаты  проверки правил.

5 .7  Л и т ер а т у р а

1. Д . Рутковская, М . П илиньский, Л. Рутковский Н ейронны е сети, генетиче­
ские алгоритмы и нечеткие систем ы /П ер. с  польского. М.: Горячая линия- 
Т елеком, 20 0 4  -  4 5 2  с.

Л а б о р а т о р н а я  р а б о т а  № 6  
З А Д А Ч А  Л И Н Е Й Н О Г О  П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я  

Ц ел ь р а б о т ы : разработать матем атическую  м одель и реш ить задачу ли ней­
ного программирования.

Л инейное програм м ирование представляет со бой  м атем атический аппарат, 
разработанны й для реш ения оптимальны х задач с линейны ми вы ражениями для  
критерия оптимальности и линейны м и ограничениями на область изменения п е­
рем енны х. Такие задачи обы чно встречаю тся при реш ении вопросов оптимально­
го планирования производства с ограниченны м  количеством ресурсов , при опре­
дел ении оптим ального плана перевозок  (транспортны е задачи) и т. д.

Для реш ения больш ого круга задач линейного програм мирования им еется  
практически универсальны й алгоритм - симплексный метод, позволяю щ ий за  ко­
нечное число итераций находить оптим альное реш ение подавляю щ его больш ин­
ства задач. Тип испол ьзуем ы х ограничений (равенства или неравенства) не сказы ­
вается на в озм ож н ости  прим енения указанного алгоритма. Д ополнительной п р о­
верки на оптим альность для получаем ы х реш ений не требуется. Как правило, 
практические задачи линейного програм мирования отличаю тся весьм а значи­
тельным числом  независим ы х перем енны х. П оэтом у для их реш ения обы чно и с ­
пол ьзую т вы числительны е маш ины , н еобходи м ая м ощ ность которы х определяет­
ся разм ерностью  реш аем ой задачи.

В  общ ем  виде задача линейного програм мирования м ож ет  быть представ­
лена следую щ и м  образом:

6.1 О п и са н и е  о б ъ ек т а  и ссл ед о в а н и я

П
F  =  X C jX j  - >  m a x ,m in

7=1

П
(6 .1 )
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где F  -  целевая функция;
а,у, Ь-, -  постоянны е коэф ф ициенты  для уравнений;
Cj -  постоянны й коэф ф ициент для целевой функции;
Xj -  неизвестны е перем енны е;
qJt Qj -  ограничения, соответственно нижняя и верхняя границы  для возм ож ны х  
значений х,.

В  п р оц ессе реш ения задачи н ео б х о д и м о  определить численны е значения xh 
которы е леж али бы  в пределах от  q, д о  Q, доставляли бы  экстрем ум  целевой  
ф ункции F.

6 .2  П р и м ер  р е ш ен и я  за д а ч и  л и н е й н о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я

Р ассм отрим  прим ер следую щ ей  задачи ли нейного  программирования. Н еко­
т о р ое  предприятие м ож ет  выпускать продукцию : вид1, ви д2 , видЗ, вид4. Д ля из­
готовления продукции требую тся  трудовы е ресурсы , сы рье и финансы . К оличест­
во р есурсов , н ео б х о д и м о е  для изготовления еди ни цы  продукции назовем  норм ой.

В в едем  сл едую щ и е обозн ачени я и  на их  осн ов е составим  м атем атическую  
м одель распределения ресурсов:

xj - количество вы пускаем ой продукции j —го  вида j=  1,4; 

bj - количество рассм атриваем ого р есур са  j —го вида, j =  1,3; 

ац - нормы расходов z-ro ресурса для выпуска единицы  продукцииу-го типа; 
с,- -  прибы ль, получаемая от  реализации единицы  продукции типа j .  

Ч исленны е значения коэф ф ициентов представлены  на ри сун ке 8.

я»? Й Я П ж рП Н  В С D <= I. F G т
1 Ресурс Вид1 Вид2 ВидЗ Вид4 Знак Наличие
2' Прибыль 60 70 120 130 шах

К Трудовые 1 1 1 1 <= 16
S B Сырье 6 5 4 3 <= 110
■г. Финансы 4 6 10 13 <= 100
Ж г Нижняя граница 0 0 0 0
■7- Верхняя границг Не огран. Не огран. :Не огран. Не огран.

ft-

Рисунок 8 - И сходн ы е данны е

С учетом  эти х  данны х м одель распределения ресур сов  м ож ет  быть такой: 
F = 6 0 x 1+70^2+120*3+13 Охц—» т а х

Х|+Х2+Хз+Х4> 1 6

6х1+5х2+4хз+Зх4>1 10 У (6 .2 )

4t i+6 x2+10x3+1 Зхф> 100  

Х)>0; Хг^О; х 3>0; Х4>0.

Д ля реш ения задачи составляется ф орм а, представленная на р и сун ке 9.
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1— I Jjgjjgffffl 1— F '■ Ш И 'щ
Переменные

1 Пня Г прод1 п|>ол7 продЗ прод4
В  Значение 0 Cl 0 . 0
■■Нижняя граница 0 0 г 0 0
H i Верхняя граница ЦФ .напр.

Коэф. в ЦФ 60 70 150 130 0 макс
Не огран. Не огран. Н и | ан Не огран.

1 Ограничения
II Вид Левая часпзнак Правая часть
*1Д(Трудовые .... 1 1 1 1 16

ВЦ) Сырье./' ■ - 6 5 4 3. <= 110
ВШФинансы ■ 4 6 10 13 <= 100
Ни

Рисунок 9 - Ф орм а для ввода условий задачи

Ф орма, представленная на ри сун ке 10 заполняется в соответствии с  данны ми, 
представленны м и на рисунке 8 и м атем атической м оделью  (6 .2 ). Затем  п р оизво­
дится ввод функций в адреса F 6 (целевая ф ункция-значение), F9, F 10 и F11. Л уч­
ш е при данн ом  вводе использовать реж им  представления ф орм ул «С ервис» /  
«П араметры » /  «В и д»  /  «Ф орм улы »

■- Л Ш И Ш щ
: Переменные

Ияя прод1 прод2 ! продЗ прод4
'3 Значение 10 0 ! 6 0
i ' Нижняя граница 0 □ i 0 0

Верхняя граница напр.
Коэф. е ЦФ 60 70 : 120 130 =СУММПРОИЗВ(ВЗ:ЕЗ;В6:Е6) макс

- Вид Л
Ограничения ------

Певая часть знак Правая часть
I Трудовые 1 1 : 1 1 СУММПРОИЗВ(ВЗ:ЕЗ;ВЭ:Ё9) <= 16
‘ГСырье : 6 5 ! 4 3 =СУММПРОИЗВ(ВЗ:ЕЗ;ВЮ:ЕЮ) <= 110
f1 Финансы- 4 В I 10 13 =СУММПРОИЗВ(ВЗ:ЕЗ;В11:Е11) <= 100

!
Р исунок 10 - В в од  функций

В данны е адреса вводится функция С У М М П РО И ЗВ  (м ассив 1; мас- 
сив2;м ассивЗ;...). Первый массив - это  диапазон адресов ВЗ:ЕЗ, где б у д у т  п р оц ес­
се  реш ения неизвестны е х\^г-Рт,М- С л едую щ и е массивы  -  это коэф ф ициенты  ц е ­
левой функции В6: Е6, трудовы е ресурсы  В 9:Е 9, сырья В  10:Е10, ф инансов  
В 11:Е 11.

В вод функций начинается в адрес F6. Н аж имается кнопка “М астер ф ункций”, 
в категории “М атем атические “ отм ечается ф ункция С У М М П РО И ЗВ , затем  на­
ж имается кнопка О К (ри сун ок 11).

50



астер функций - шаг 1 из 2 т ?
щ

10 недавно использовавшихся вШСУММПРОИЗЕ
Полный алфавитный перечень |ggf| ПРЕДСКАЗ 
Финансовые Я Я  СУММ
Дата и время jpgjl МАКС
Математические ЕСЛИ
Статистические СТЕПЕНЬ
Ссылки и массивы |g j | |  LOG
Работа с базой данных igg  (КОРЕНЬ
Текстовые РЩ СРЗНАЧ
Логические ||Й ||сРЗНАЧА
Проверка свойств и значении I

УММПРОИЗВ(г«аг(.ив1;массив2;цасо<вЗ;...)

обращает cvMrtv произведении гоответгтвуктщпх arehe -itob массивов

Р исунок  11 - М астер ф ункций ш аг 1 

В  открывшемся окне (рисунок 12) отметить массив! -В З :Е З , затем массив2 -В 6:Е 6 .

озвраЩиет суим) прЬ'и̂ веден̂ и иАтветс̂  *ш х злтенгое иалеов {§ё
■ f f e x . ^ y . T ? y j y u ' £ ? f <Же  *Я ЩШ

Массив!: ме!сси&1;масс№2, от 2 до ;о па^ивоь, чаи компоненты нужно 
перемЧЬАИть а затем ста жть Все тьгсиеы дзлжны иметь одну и

Ц_1 j  |A u JBjnQnCliMC OK }'■ . Отмена

Р исунок  12 - М астер ф ункций ш аг 2 

При правильном вводе ф ункций получается ф орм а ри сун ке 13.
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Рисунок. 13 - Результаты введения ф ункций ,

Д алее работа вы полняется в окне «П оиск реш ения»
О ткройте пункт м еню  “С ервис”, затем  вы зовите диалоговое окно «П оиск р е­

ш ения», рисунок 14.

Г'О rK JCJLId Н гТ

Раьн;» (* |у ч л н  ’Ь-ЮЧ) гш ч е-и с С ^ а н е ^ г с  р

И М

L J

Г ми—HM--.nu.JOM н' laijiii/- ГН̂_ПП JJ ЭП\> J J Л-ЛНГи1

'/-I'r-v- Я ГЙ.11

\ j E ,  эЕ- i j  Предположить

sbsj <= ?е?4 
5CSJ <= §CS5 
SDS4 <= $05-5 
SES3 ,=  SE54 
$F$10 <=  §HS1Q 

.......... »_.................... :

Добавите 

Изменить I

d . I

Р исунок 14 - диалоговое окно ‘П оиск реш ения»

Установить селектор таблицы  в целевую  ячейку F6 (ри сун ок 9). Э то м ож но  
сделать заранее п еред  вы зовом окна “П оиск реш ения” или н епосредственн о из 
его , свернув окно кнопкой в поле “У становить целевую  ячейку” а затем  отметить  
мышкой адрес F6. Снова развернуть окно. Вы брать экстрем ум  (m in, m ax, const): 
миним альное значение, м аксим альное значение, значение. В  наш ем вы ражении  
это максимальное значение.

Теперь н ео б х о д и м о  установить диап азон  ячеек ВЗ :ЕЗ в поле «И зм еняя ячей­
ки», где б у д у т  располагаться найденны е значения неизвестны х х/. Затем  н ео б х о -
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ди м о ввести ограничения, для наш его прим ера (ри сун ок  8) они соответствую т  
н и ж ней границе Xi>0; х 2>0; х 3>0; х 4>0: В З > В 4 , С З>С 4, D 3 > D 4 , ЕЗ>Е 4.

О граничения вводятся и  для уравнений (6 .2 ), в рассм атриваем ом  вы ражении  
это: F 9<H 9, F 10< H 10 , F I 1<Н 11.

П ри установке ограничений, адреса по  ум олчанию  являются абсолю тны м и. 
П оследовательность введения ограничений следую щ ая. В  окне рисунка 14 нажать  
кнопку “Д обавить» В  окне “Д обавл ени е ограничений” рисунка 15 установить  
ссы лку на ячейку, знак ограничения и адрес ячейки, гд е  находятся сам и ограни­
чения. С пом ощ ью  кнопки «Д обавить» ввести последовательн о в се н еобходи м ы е  
ограничения.

Р исунок  15 -  Д обав л ен и е ограничения

В ернуться в окно “П оиск реш ения” и вызвать “П араметры  поиска реш ения” 
(кнопка П араметры ). У становить все н ео бход и м ы е параметры , нажать «О К » (ри­
сунок  16).

П а о а м е т Ь ь з  п о и с к а  о е ш е н п я

Максимальнее время [Ш и  тт
Предельное '-.i' oio итерации [Т о  

Относительная погрешиопь. |0,uci lu 

Допустимое отклонение

1м Ш сЖ 1И 1йщ |{|Д Щ

Г
|0 ,001____

Р" Линейная модель > Г* Ав

Г" Неотрицательные значения Г”
Оценки—  *ч- —, 'Разности

(•“ линейная 

квадратичная

(?

. ( "  центральные

В  окне “П оиск реш ения” нажать кнопку “В ы полнить” . П оявляется о “р езул ь­
таты поиска реш ения” (ри сун ок 17).

Р и су н о к  16 -  П а р ам е т р ы  п о и с к а  р е ш е н и й
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Р е з у п ь т а т ь  п о и с к а  р е ш е н и я ’ 1 п

Fe*"vnt-TnTb' * 1 
< ч-ТПИЧМВОСТЬ 
Р э е л е л ы

| C j |

(• Ч > Р 311Ч 1. H rti -г |-га >  р е ш е н и е

Г С  J О  Ml la  | С о х р л

1 ш ш я ж

— ищШ Ш штМ

ИТЬ и з г о р и

Р исунок 17 -  Результаты  поиска реш ения

Если реш ение най ден о, то его сл ед ует  сохранить, если возникли ош ибки, то  
надо восстановить и сходн ы е данны е и продолж ить реш ение.

6 .3  П о сл е д о в а т ел ь н о с т ь  в ы п о л н ен и я  р а б о т ы

1. В вести обозначения и на их  основе составить матем атическую  м одель р е­
ш ения задачи ли нейного програм мирования, соответствую щ ей варианту задания.

2. П редставить численны е значения коэф ф ициентов в электронной таблице в 
виде и сходн ы х данны х, пример приведен  на рисунке 8.

3. Составить ф орм у для ввода условий задачи.
4. Заполнить ф орм у в соответствии с данны м и и матем атической м оделью  

задачи.
5. Вы полнить поиск реш ения задачи ли нейного программирования.
6. О формить отчет по результатам  поиска реш ения задачи ли нейного  про­

граммирования.
6 .4  К о н т р о л ь н ы е  в о п р о сы

1. П риведите общ ий вид матем атической м одели  задачи линейного про­
граммирования

2. Н азовите основны е условия задачи линейного програм мирования
3. Какие задачи м ож н о  назвать задачам и линейного программирования

л 4. М ож н о ли назвать задачу линейного программирования оптим изационной  
задачей. О босн уйте.

5. Как определить число итераций при реш ении задачи ли нейного програм­
мирования.

6. Сказывается ли тип испол ьзуем ы х ограничений (равенства или неравенст­
ва) на в озм ож н ости  прим енения Симплекс м етода.

6 .5  В а р и а н т ы  за д а н и й

Вариант 1. Завод пр оизводи т  электронны е приборы  трех  видов (прибор А , 
прибор В и прибор С), используя при сборке микросхем ы  тр ех  видов (тип 1, тип
2, тип 3). Р асход  михсросхем задается сл едую щ ей  таблицей:
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П рибор А П ри бор В П ри бор С
Тип 1 2 5 1
Тип 2 2 0 4
Т ип 3 2 1 ' 1

С тоим ость изготовления п риборов  одинакова.
Е ж едн евн о на склад завода поступает 5 0 0  м и кросхем  типа 1 и по  4 0 0  м икро­

схем  типов 2  и 3. каково оптим альное соотн ош ен и е дн ев н ого  п роизводства при­
боров  различного типа, если производственны е м ощ ности  завода позволяю т и с­
пользовать запас поступивш их м икросхем  полностью ?

Вариант 2. Н ек оторое предприятие м ож ет  выпускать продукцию : вид 1, вид
2 , в ид  3 , вид 4 . Д ля изготовления продукции тр ебую тся  трудовы е ресурсы , сырье, 
финансы  (приведены  на еди н и ц у  продукции). Н айти количество вы пускаем ой  
продукции каж дого вида для получения максим альной прибы ли.

ресур с  (на еди н и ­
цу)

вид 1 вид 2 в ид 3 вид 4 наличие

прибы ль 60 70 120 130 ЦФ
трудовы е 1 1 1 1 16
сырье 6 5 4 3 110
финансы 4 6 10 13 100
ниж няя граница 0 0 0 0
верхняя граница н е ог­

ран.
не ог­
ран.

не ог­
ран.

н е  ог­
ран.

Вариант 3. Н ек оторое предприятие м ож ет  выпускать продукцию : вид 1, вид
2, вид 3 , вид 4 . Д ля изготовления продукции требую тся  трудовы е ресурсы , сырье, 
финансы  (приведены  на еди н и ц у  продукции). Н айти количество вы пускаем ой  
продукции каж дого вида для получения максим альной прибы ли.

ресу р с  (на еди ни цу) вид 1 в ид 2 вид 3 вид 4 наличие
прибы ль 60 7 0 120 130 ЦФ
трудовы е 2 1 2 1 16
сы рье 6 5 5 4 110
финансы 4 6 7 10 100
нижняя граница 0 0 0 0
верхняя граница н е ог­

ран.
не о г ­
ран.

н е  ог­
ран.

не ог­
ран.

не о г ­
ран.

Вариант 4. Завод  пр оизводи т  электронны е приборы  трех  видов (прибор А , 
прибор В  и прибор С), используя при сборке м икросхем ы  т р ех  видов (тип 1, тип
2, тип  3). Р асход  м икросхем  задается  сл едую щ ей  таблицей:
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П рибор А П рибор В П рибор С
Т ип 1 2 4 2
Тип 2 3 2 3
Тип 3 2 1 1

С тоим ость изготовления приборов одинакова.
Е ж едневно на склад завода поступает 4 0 0  м икросхем  типа 1, 3 0 0  м икросхем  типа  
2 и 200  м икросхем  типа 3. каково оптим альное соотн ош ени е дневного пр оизвод­
ства приборов различного типа, если производственны е м ощ ности завода п озв о­
ляю т использовать запас поступивш их м и кросхем  полностью ?

Вариант  5. Ф ирме н ео б х о д и м о  организовать перевозку продукции с четы рех  
складов в пять магазинов. Н айти оптимальны й план перевозок . И сходн ы е данны е  
приведены  в табл.

Склады магазин магазин магазин магазин магазин
1 2 3 4 5

ном ер запас С тоим ость перевозок
1 18 2 1 2 1 3
2 24 6 5 5 4 2
3 23 4 6 4 3 1 -
4 15 1 2 2 1 3

потребности 20 30 10 12 8
магазинов

Вариант 6. Ф ирме н ео б х о д и м о  организовать перевозк у продукции, с четы рех  
складов в четы ре м агазинов. Н айти оптимальны й план перевозок. И сходн ы е дан ­
ны е приведены  в табл.

Склады магазин
1

магазин
2

магазин
3

магазин 4

ном ер запас С тоим ость перевозок
1 10 2 1 2 1
2 18 2 5 3 4
3 19 4 3 4 3
4 8 1 2 0 1

потребности
магазинов

15 18 10 12

В а р и а н т  7. З а д а ч а  « у п а к о в к и  р а н ц а » .
Дано : И м ею тся и = 5 объектов, каж ды й из которы х характеризуется свойства­

ми: важ ности и разм ерности, соответственно:
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{с ,}= {2 ,5 ,4 ,7 ,3 }  -  значения показателя важ ности  объектов;
{v ,} = { 4 ,3 ,l ,5 ,2 }  -  значения показателя разм ерности  объектов; 
w=\ 1 -  вм естим ость ранца.
Найти: О птим альную  упаковку ранца, с целью  максимизации сум м арной  

важ ности взятых объектов при собл ю ден и и  ограничения на вм естим ость ранца. 
В а р и а н т  8. З а д а ч а  «о н а зн а ч ен и и » .
Дано: И м ею тся и=4 вида р абот  и т=4 исполнителя (кандидата), кажды й из 

которы х характеризуется соответствую щ им и затратами н еобход и м ы х р есурсов  на  
вы полнение работ, соответственно:

1-й исполнитель: {tiy}= (3 ,4 ,5 ,5 } ,
2 -й  исполнитель: {t2y}= (4 ,3 ,2 ,4 } ,
3 -й  исполнитель: {t37}= (2 ,4 ,3 ,5 } ,
4 -й  исполнитель: {t4y}= (3 ,4 ,5 ,5 } .
Найти: О птимальное назначение исполнительной на работы , с  целью  м ини­

мизации сум м арны х затрат р есур сов  на вы полнение в сех  работ.
В а р и а н т  9. З а д а ч а  « у п а к о в к и  к о н т ей н е р о в » .
Дано: И м ею тся п= 3 контейнера, и м ею щ и е соответствую щ ие значения пока­

зателя вм естим ости: { w ,} = { l  1 ,7 ,9 } , и т= 8 объектов, каж ды й и з которы х характе­
ри зуется свойствами: важ ности и разм ерности , соответственно:

{су}= {2 ,5 ,4 ,7 ,3 ,4 ,7 ,6 }  -  значения показателя важ ности  объектов; 
{v ,} = { 4 ,3 ,l ,5 ,2 ,6 ,4 ,7 }  -  значения показателя разм ерности  объектов  
Найти: О птимальную  упаковку контейнеров (т.е. какой объект -  в какой  

контейнер), с  целью  м аксим изации сум м арн ой важ ности взятых объектов при с о ­
бл ю ден и и  ограничения на вм естим ость контейнеров.

В а р и а н т  10. З а д а ч а  « о б  а с со р т и м ен т е  п р о д у к ц и и » .
Дано: И м ею тся п= 3 вида продукции, которы е вы пускает ф ирма, прибы ль от  

продаж и которы х соответствен но равна {су} = { 3 ,2 ,5 } ,  в п р оц ессе  производства ви­
д ов  продукции использую тся (п оследовательн о) т=Ъ техн ологическ ие операции, 
при этом  производство каж дого вида характеризуется соответствую щ им и про­
долж ительностям и операций на изготовлен ие единицы  продукции: 

для 1-го вида: { t y } = ( l ,3 , l }  еди н и ц  врем ени , 
для 2 -го  вида: {t2_/}=(2,0,4} еди ни ц  врем ени , 
для 3 -го  вида: {t3y} = ( l ,2 ,0 }  еди ни ц  врем ени,
ф онд рабочего врем ени, в течен ии которого м огут  выполняться техн ол огич е­

ские операции ограничен соответствую щ им и предельны м и значениям и  
{7 }}= {4 3 0 ,4 6 0 ,4 2 0 }  еди н и ц  врем ени в сутки.

Найти: О птимальный суточны й объ ем  п роизводства каж дого вида пр одук­
ции с целью  миним изации сум м арн ой прибы ли от  ее  реализации при собл ю ден и и  
ограничений на общ ую  продолж ительность техн ол огич еск их операций.

В а р и а н т  11. З а д а ч а  « т р а н сп о р т н а я » .
Дано: И м ею тся и=3 склада товаров, и м ею щ и е соответствую щ ие значения за ­

пасов: {w ,}= { 8 ,4 ,6 }  и т=4 магазина, каж ды й из которы х характеризуется еж е­
дневны м и потребностям и в товарах, соответствен но {v;} = { 4 ,3 ,6 ,5 } ,  известны  с о ­
ответствую щ ие расходы  по доставке еди ни цы  товара со складов в магазины: 

с 1-го склада: { с у }= (2 ,2 ,4 ,5 } ,
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со 2-го  склада: {сгу} —(3 ,2 ,2 ,3 } ,
с 3-го склада: {сз/} = (3 ,6 ,7 ,6 } .
Найти’. Оптимальный план перевозки товаров со  складов в магазины  (с  како­

го  склада -  в какой м агазин сколько товара), с  целью  м иним изации сумм арны х  
транспортны х расходов  по доставке тр ебуем ого  количества товаров в соответст­
вую щ ие магазины.

В а р и а н т  12. З а д а ч а  « м и н и м и за ц и и  су м м а р н о г о  ш тр а ф а » .
Дано: И м ею тся п= 6 работ, характеризую щ иеся продолж ительностью  вы пол­

нения: (4 } = { 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 } .  П ри этом  заданы  директивны е сроки окончания вы пол­
нения соответствую щ их D-, = { 2 ,6 ,3 ,5 ,4 ,5 }  и штрафы за их  наруш ение 1у 
= { 1 ,1 ,2 ,1 ,3 ,4 } .

Найти: О птимальное расписание (очередность вы полнения работ) с целью  
м иним изации суммы  ш трафов за наруш ение директивны х сроков заверш ения вы ­
полнения соответствую щ их работ.

6 .6  С о д е р ж а н и е  о т ч ет а  п о  л а б о р а т о р н о й  р а б о т е

-  И сходн ы е данны е
-  Ф орма для ввода условий задачи
-  В веден ны е функции
-  О тчет по результатам поиска реш ения задачи

6 .7  Л и т ер а т у р а

1. К урицкий Б .Я. П оиск оптимальны х реш ений средствам и E xcel. -
СПб.'ВНV -  Санкт-П етербург. -  2 0 0 7 . -  3 8 4  с.

2. Таха Х .А . В веден и е в исследован ие операций. -  М: И здательский дом  
«Вильямс». - 2 0 0 1 .  -  912 с.

С одерж ание

В в е д ен и е ........................................................................................................................................................... ....3
ИССЛЕД О В А Н И Е  СВОЙСТВ СИСТЕМ Ы  М АССОВО ГО  О Б С Л У Ж И В А Н И Я ............5
РАСЧЕТ СИ СТЕМ Н Ы Х Х А РА К Т Е РИ С Т И К  Э К С П О Н ЕН Ц И АЛ ЬН Ы Х С М О ........ 16
И М И Т А Ц И Я  П О Т О К О В  С О Б Ы Т И Й ................................. ............................................................. 24
М О ДЕЛ И  РАСЧ ЕТН О -Л О ГИ Ч ЕС К О ГО  Т И П А ........................................................................28
Л ОГИ ЧЕСКИЕ М О Д Е Л И ........................................... ............................................................................39
ЗА Д А Ч А  Л И Н ЕЙ Н О ГО  П РО Г Р А М М И Р О В А Н И Я ................................................................. 48

58





Т.М. Татарникова 

М О Д Е Л И Р О В А Н И Е  С И С Т Е М

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
К ВЫПОЛНЕНИЮ ЛАБОРАТОРНЫХ РАБОТ

Подписано в печать 25.11.08 Формат 60x84/16 Бумага офсетная. 
Уел. печ. л. 3,35 
Тираж 100 экз.

Заказ №2511/01-Р

Мини-типография «Знак» издательства «Знак»
191025, Санкт-Петербург, ул. Восстания, д.6


