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1. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ И ИХ СВОЙСТВА. 
ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ

Основные теоретические сведения
Определение. Определителем (детерминантом) квадрат
ной матрицы 2-го порядка

f an « И  (1.1)
°̂21 й22 I

н азы вается  число

a i i a Z 2 ~  a i 2 a 2l

в ы чи сл яем ое по сл ед у ю щ ем у  правилу: н а д о  взять п р о и з в е д е 
н и е ч и сел , р асп ол ож ен н ы х по главной ди а го н а л и  (ди агон ал ь , 
идущ ая и з л е в о го -в е р х н е го  угла в правы й нижний угол ), и вы
честь  и з н его  п р о и з в е д е н и е  чи сел , р асп ол ож ен н ы х на п обочн ой  
ди агон ал и  (диагональ , идущ ая от  п р ав ого  в ер х н его  эл ем е н т а , к 
л ев о м у  ниж нему).

О п р едел и тел ь  квадратной матрицы  о б о зн а ч а е т с я  двум я  в е р 
тикальными черточками:

— йпй->
( 1.2 ).

К р ом е того , для  о п р ед ел и т ел я  матрицы  прим еняю тся о б озн ач ен и я

\А\,  d e t(a ,; ), Д, detA

П равило, по к отор ом у вы числяется о п р е д ел и т е л ь  матрицы  2 -  
го порядка, схем ати ч еск и  м ож но и зо б р а зи т ь  сл едую щ и м  о б р а зо м :

или

+
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О п р е д е л е н и е .  Определителем квадратной матрицы 3-го 
порядка

а ц a 12 a a

°21 a 22 a  23

a 3l e 32 ° 3 3

н азы вается  число

a n a 22a 31 +  а 12а 2 3 б 31 +  й !3 ® 2 1 ^ 3 2  — й 13й 22®31 — ^ 1 2 Я 21а зЗ  — Я 11й 23 а 32 .

О п р едел и тел ь  матрицы  кратко назы ваю т о п р е д ел и т е л е м  3 -г о  п о 
рядка и об о зн а ч а ю т  двум я  вертикальны ми чертам и или од н и м  из  

С И М В О Л О В  | А | ,  d e t A ,  d e t ( a ; / ) ,  Д .

Итак, по о п р е д ел ен и ю

а  и a 12 a i3

a 2I ° 2 2 a  23 ^ 1 1 ^ 2 2 ^ 3 3  ^ 1 2 ^ 2 4 ^ 3 1  ^ 1 3 ^ 2 1 ^ 3 '’ f l 12a 2 ia 33 a iia 23a tt

«3 1 a 32 a 33

(1 .3 )
Таким о б р а зо м ,

каждый член определителя 3-го порядка представляет со
бой произведение трех его элементов, взятых по одному 
из каждой строки и каждого столбца. Эти произведения 
берутся с  определенными знаками. Со знаком плюс -  три 
члена, состоящие из элементов главной диагонали и из 
элементов, расположенных в вершинах равнобедренных 
треугольников с  основаниями, параллельными главной 
диагонали, и с вершиной в противоположном углу. Со зна
ком минус -  три члена, расположенные аналогичным об
разом относительно побочной диагонали.

С х е м а т и ч е с к и  э т о  п р а в и л о  (п р а в и л о  Саррюса  или п р а в и л о  
треугольников) м ож ет  быть и зо б р а ж е н о  сл едую щ и м  о б р а зо м : или

0 0 0 9 0 0 0 • 0 0 0 •

0 0 0 = 0 ® 0 + 0 0 • + • 0 0

0 0 0 0 0 • • 0 0 0 « 0
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• • ® • ® ®

® • ® - • ® - ® ® •

« ® ® • ® • ®

Матрицей A = (an ) н а з ы в а е т с я  п р я м о у г о л ь н а я  т а б л и ц а ,  

с о с т а в л ен н а я  и з т х п  эл е м е н т о в  ац (1 ̂ i s , m ,  I s  j s . n )  н ек о т о р о г о  

м н ож еств а . З ап и сы в ается  м атрица в в и д е

'аи а 12 -

а  21 а22 Я -i

Л , ат7 ** Яг»» тп /

Э л ем ен т ы  м атрицы  н у м ер у ю тся  д в у м я  и н д ек с а м и . П ервы й

и н дек с г эл ем е н т а  о б о зн а ч а е т  н ом ер  строки, а  второй  j  -  н о м ер

с т о л б ц а , н а  п е р е с е ч е н и и  к о то р ы х  н а х о д и т с я  э т о т  э л е м е н т  в 
м атр и ц е.

Определение 1 (предварительное). О п р ед ел и тел ем  м ат 
рицы А и -г о  порядка н азы вается  су м м а  в се х  п! п р о и зв ед ен и й  
эл ем е н т о в  эт ой  матрицы , взятых по о д н о м у  и з каждой строки и 
по о д н о м у  и з каж дого стол бц а; при эт о м  к аж дое п р о и зв е д е н и е  
сн а б ж ен о  зн ак ом  плю с или м инус по н ек от ор ом у  правилу.
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Определение. Минором элемента ац о п р ед ел и т ел я  и-го п о 

рядка н азы вается  о п р ед ел и тел ь  ( п -1 ) -г о  порядка, полученный  
и з и сх о д н о г о  вы черкиванием  /-о й  строки  и ;'-го  ст о л б ц а  (той  
строки и т ого  стол бц а , на п ер есеч ен и и  которы х стои т  эл ем е н т

аа )•

М инор эл ем ен т а  ач обозн ач ается  м , ( . З д е с ь  первый индекс означа

ет  ном ер  строки, второй -  н ом ер  столбца, которые вычеркиваются.

Определение. Алгебраическим дополнением элемента ati

назы вается ег о  м инор, взятый с о  знаком  (-1),+;. А лгебраи ческ ое  

д оп ол н ен и е эл ем ен т а  au б у д ем  обозн ач ать  через А,..

В со о т в ет ствии с  о п р е д ел ен и е м

Ai j = (-l)l+J Д е 

Опреде
ется  чис

i A j =

л е н и е  2 .  О преде 
ло, вы числяемое

йп й12 ••• aln

а2, Д2 2 Я 2 п

Я,а а„2 ' '' ат

элителем матрицы А п орядка п назы ва
ло сл ед у ю щ ем у  правилу:

- 2 J M - 1 ’ (1'4)

Ф ор м ул а вы раж ает правило состав л ен и я  о п р ед ел и тел я  п - го 
порядка по эл ем ен т а м  п ер вой  строки соот в ет ст в ую щ ей  матрицы и 
по ал гебр аи ческ и м  д оп ол н ен и я м  эти х эл ем е н т о в , являю щ имся о п 

р едел и тел я м и  (п - 1) - го порядка, взятыми с  надлеж ащ им и знакам и.

Из ф орм улы  (1 .4 ) при п = 2 получаем  ф ор м ул у  (1 .2 ) , при л-3 - 
ф ор м ул у  (1 .3 ) . П равило (1 .4 )  д а е т  в озм ож н ость  св ест и  вычисления  
о п р ед ел и т ел ей  м атриц  4 -г о  порядка к вы числению  о п р ед ел и т ел ей  
м атриц  3 -г о  порядка, вы числение о п р е д ел и т е л е й  м атриц  5 -г о  п о 
рядка к вы числению  о п р е д ел и т е л е й  м атр иц  4 -г о  порядка и т. д .

Любую строку или ст ол бец  определ и теля бу д ем  называть рядом.
Е стест в ен н о , в озн и к ает  в о п р о с , н ел ьзя  ли и сп ол ь зов ать  для  

получения величины о п р е д ел и т е л я  эл ем ен ты  и соот в ет ст в ую щ и е  
им миноры  н е п ер в ой , а л ю бой  строки м атрицы , а такж е в о п р о с  о

6



р а зл о ж ен и и  о п р е д е л и т е л я  п о  э л е м е н т а м  л ю б о го  с т о л б ц а . О твет  
на эти  воп р осы  д а ю т  д в е  о сн о в н ы е т ео р ем ы .

Теорема 4.1. Каков бы ни был номер строки i п)для опреде
лителя п - го порядка справедлива формула

\A \ = y , au Aij (1
м

называемая разложением этого определителя по i - и строке.

Теорема 4.2. Каков бы ни был номер столбца j  ( i s  j  s  n) для опре
делителя n - го порядка справедлива формула

lA l = % ar,Ar, (Is

называемая разложением этого определителя по j  - м у столбцу.

1. Свойства определителей и их вычисление.

О п р едел и тел и  о б л а д а ю т  сл едую щ и м и  свойствам и:
1. Величина о п р ед ел и т ел я  н е  и зм ен и т ся , есл и  пом енять м ес т а м и  

соот в ет ст вую щ и е по н о м ер у  строки  и столбцы .
2 . Е сл и  п е р е с т а в и т ь  м е с т а м и  д в е  ст р о к и  (д в а  с т о л б ц а ) ,  т о  

о п р ед ел и т ел ь  и зм ен и т  зн ак  на противополож ны й.
3 . О п р е д е л и т е л ь  р а в е н  н у л ю , е с л и  о н  и м е е т  д в а  р я д а  с  

пропорциональны м и эл ем е н т а м и .
4. М ножитель, общ ий  для  в се х  эл ем е н т о в  р яда, м ож но вы нести  

з а  знак  о п р ед ел и т ел я ..

5 . С праведливо:

6 . Если ко в сем  эл ем ен т а м  строки  (ст ол бц а) прибавить эл ем ен т ы  
д р у г о й  ст р о к и  (с т о л б ц а ) , у м н о ж ен н ы е на л ю б о е  ч и с л о , т о  
оп р ед ел и т ел ь  н е и зм ен и т  с в о е г о  значения.

В ы числ ение о п р е д ел и т е л е й .
О п р едел и тел ь  в тор ого  порядка вы числяется по ф о р м у л е  (1 .2 ) .

an й12 + ̂12 а„ а12 “и К
a 22 + b22

В +а 2] Я21 a a 6 21 2̂2

Пример 1.1. Вычислить о п р ед ел и т ел ь
- 2
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8 3 
-2 -7 ' (~?) - (-2) • 3 = -56 + 6 = -50'

О п р едел и тел ь  т р еть его  порядка м ож н о вычислять п о -р азн ом у:
1. По с п о с о б у  т р еу го л ь н и к о в  (п р а в и л о  Саррюса). Мы б у д е м  

п ользоваться  этим  с п о с о б о м  только в теор ии .
2. По правилу р азл ож ен и я  по эл ем ен т а м  какого-либо ряда:

«и «12 я,3

«21 «22 «23 =
а31 «32 «зз

.1
^  - разложение по элементам столбца j = 1, 2,3.
3

- разложение по элементам строки г =1,2,3.

Чтобы получить а л г еб р а и ч е ск о е  д о п о л н е н и е  Ah. э л е м е н т а  ач

нужно вычеркнуть стр оку i и ст о л б е ц  j  , на п е р е с е ч е н и е  которы х  

стоит этот  эл ем ент, за т ем  вычислить оставш ийся о п р ед ел и тел ь  в то

р ого  порядка (м и н ор ) и приписать ем у  знак  по правилу (-1 )" '.
З а п и ш е м  р а з л о ж е н и е  о п р е д е л и т е л я  п о  э л е м е н т а м  п ер в о й  

строки:

йу

21 22 23

О"* j
■ апАи + а12А12 + ааАп

« 2 2 « 2 3
♦ « П Н ) ' * 2

а 2\ а 2Ъ
+  « , з ( - 1 ) 1+3

^ 2 1  ^ 2 2

« 3 2 « 3 3 ^ 3 ) Й 31 а 32

■ Яц(«22«33 — я32я 23) — e12(a2ifl33 — я31я23) + в13(а2]я32 — я31в22).

2. Вычисление определителя после его упрощения по 
свойству 6.
В сп ом н ите, прочитайте за н о в о  ш ест о е  св ой ств о  о п р е д ел и т е л е й .

У п р о щ ен и е  за к л ю ч а е т с я  в п ол уч ен и и  в к а к о й -л и б о  с т р о к е  
(ст ол бц е) двух нулей с  пом ощ ью  ш ест ого  св ой ств а  о п р е д ел и т е л е й . 
Р ассм отр и м  эт о  св ой ств о  на п р и м ер е.

П р и м е р  2 .1 .  Вычислить о п р ед ел и т ел ь  п о сл е  ег о  упрощ ения
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1,

о
-1
а

а
-1

а

1 а 
а 1 

-1 а

[умножим ттреть строку на (-1)
1 и сложим с первой строкой

a 1 a /
-1 a 1

a -1 a (-1)

2 О 
а 1 

-1 а

(разложим по элементам]
|первой строки J

-1 1 
а а

= -2 • ( - а -  а) = Фа

Д ля п р о в ер к и  и тр ен и р ов к и  вы числим  э т о т  ж е  о п р е д е л и т е л ь  по  
с п о с о б у  т р е у г о л ь н и к о в  и м е т о д о м  р а з л о ж е н и я  п о  э л е м е н т а м  
какого-ли бо ряда.

2 . По с п о с о б у  треугольников э т о  б у д е т  так:

= а ■ а ■ а + (-1) • (-1) ■ а +1-1- а - а  ■ а ■ а - (-1) • 1 ■ а -  (-1) • 1 • а = 4а •
а 1 а 

-1 а 1 
а - 1 а

3 . Р а зл о ж и в  о п р е д е л и т е л ь  п о  э л е м е н т а м  п е р в о й  с т р о к и ,  
получим

a 1 a
-1 a 1

a 1 + (-l)1+2-l- -1 1 + (-1 )M -a-
-1 a

-1 a a a a -1
a -1 a

= а ■ (а2 + 1) - 1- (-а ~а)  + а -(1 - а 2) = 4а •

В дал ь н ей ш ем  о п р ед ел и т ел ь  нужно вычислять так, чтобы  врем я  
на вы числение бы ло наим еньш им .

Решение задачи I типового варианта

Для д а н н о го  оп р ед ел и т ел я

д =

найти м иноры  и а л г еб р а и ч еск и е  д о п ол н ен и я  э л е м е н т о в  an , а 32 .

Вы числить данны й о п р е д ел и т е л ь : а) р азл ож и в  е г о  по э л е м е н т а м  
п ер вой  строки; б) р азл ож и в  ег о  п о  эл ем ен т а м  втор ого стол бц а;

-3 2 1 0
2 -2 1 4
4 0 -1 2
3 1 -1 4
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в) получив п р едв ар и тел ьн о  нули в п ер в ой  стр ок е. 
Н аходим:

М У = 2 • (-1) • 4 +1 • 2 • 3 + 4 • 4 • (-1) - 4 • (-1) • 3 - 2 • 2 • (-1) -1 • 4 • 4 =
2 1 4
4 - 1 2
3 - 1 4  
-8 + 6 -16 +12 + 4 -16 = -18,

3 1 О

М „ =  2 1 4 =-3-1-4 + 1- 4- 3 + 0- 2- (-1) - 0 • 1 ■ 3 - (-3) • 4 • (-1) -1 ■ 2 • 4 =
3 - 1 4  

= -12 + 12 -0 -0 -1 2- 8 = -20.

А лгебраи ческ и е доп ол н ен и я  эл ем ен т о в  ап и а32 со о т в ет ст в е н 

но равны:

Ап =(-1)1+2Л̂ 12 “ -(-18)-18 ■ Аъг =(-1)3+2М м = -( -2 0 )  = 20-

а) Разлож им  о п р ед ел и т ел ь  по эл ем ен т а м  п ер в ой  строки:

Д ЯцАц + а12А п + я 1:?Аз

-2 1 4 2 1 4
(-1)1+1(-3)- 0 -1 2 + (~1)1+22- 4 -1 2

1 -1 4 3 -1 4
2 -2 4 2 -2 1

+ (-1)1+31- 4 0 2 + (-1)1+40- 4 0 -1
3 1 4 3 1 -1

= -3(8 + 2 + 4 - 4) - 2(-8 -16 + 6 +12 + 4 -16) + (16 -12 - 4 + 32) = 38;
б) Разлож им  о п р ед ел и т ел ь  по эл ем ен т а м  в тор ого  столбца:

> II ja > + Й22А22 + а12-̂32 + 42=

2 1 4 -3 1
= (-1),+22 • 4 -1 2+ (_ 1)2+2 (-2) ■ 4 -1

3 -1 4 3 -1

-3 1 0 -3 1 0
+ (-1 )3+20- 2 1 4 + (-1)4+21- 2 1 4

3 - 1 4 4 -1 2
10



= -2(-8 + 6-16 + 12 + 4-16) -2(12 + 6-6-16) + (-6 + 16-12-4) = 38;

в) Вы числим  о п р е д е л и т е л ь , получив п р е д в а р и т ел ь н о  нули в 
п ер вой  ст р ок е . И сп ол ь зуем  св о й ст в о  6  о п р е д ел и т е л е й .

-------------  ( - 2)

------------ (3)

-3 2 1 0 умножим третий столбец определителя на 3
2 -2 1 4
4 0 -1 2

= . и прибавим к первому, затем умножим на

3 1 -1 4 (-2) и прибавим ко второму.

0 0 1 0
5 -4 1 4
1 2 -1 2
0 3 -1 4

0 -14 -6
1 2 2 =
0 3 4

5 -4 4

1II 1 2 2
0 3 4

[вторую строку умножим на j 
j (-5) и сложим с первой J

[первому столбцу] 38-

Знания и умения, которыми должен владеть студент

1. З н а н и я  н а  у р о в н е  п о н я т и й , о п р е д е л е н и й ,  о п и с а н и й  
ф ор м ул и р ов ок
О п р едел и тел и  2, 3 , и -го порядков.

М и н ор  м п э л е м е н т а  я,; . А л г е б р а и ч е с к о е  д о п о л н е н и е  А,.у 

эл ем е н т а  atj.

2. Знания на ур о в н е  д ок азат ел ьств  и вы водов  
С войства о п р е д е л и т е л е й  (3 -го  порядка).

3 . У мения в р еш ен и и  задач
Вычислять о п р е д ел и т е л и  2, 3 -го  и старш их порядков.
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2. МАТРИЦЫ И ОПЕРАЦИИ НАД НИМИ

О п р е д е л е н и е  м атрицы  д а н о  в р а з д е л е  1 . М атрицу, и м ею щ ую  т 
стр ок  и п с т о л б ц о в , назы ваю т матрицей типа m xn  (читается  
« э м  н а  э н » ) ,  В отдел ьн ы х сл учаях у п о т р е б л я е т с я  такж е т ер м и н

« р а з м е р  м а т р и ц ы » . То, что м а т р и ц а  А  и м е е т  т и п /и х  и ,

о б о зн а ч а ет ся  сл едую щ и м  о б р а зо м : Amn =Amn =(aij) im .

Если m * n  , м атр и ц а  н азы в ает ся  прямоугольной, е с л и  тп-п -  
квадратной. Д в е  матрицы , и м ею щ и е о д и н а к о в о е  количество строк  
и стол бц ов , назы ваю тся матрицами одинакового типа.

О п р е д е л е н и е .  Д в е  м атрицы  Amn и В pq = (Ь /у) и

назы ваю тся равными:
1. есл и  они оди н ак ов ого  типа, т. е . p - m ,  q = n\

2. их соот в ет ст в ую щ и е (т. е . и м ею щ и е оди н ак овы е двой н ы е  
индексы ) эл ем ен ты  равны, т. е .

а.. = b,j (1 <i^m,  I s  / sn) .

Линейными действиями  н а д  м а т р и ц а м и  н а зы в а ю т с я  
сл ож ен и е и вы читание матриц, ум н ож ен и е матрицы  на число.
1. Сложение и вычитание матриц

О п р е д е л е н и е .  С ум м ой  дв у х  м атр и ц  А  и  В  о д и н а к о в о го

типа назы вается  м атрица С  =  А  +  В  т ого  ж е  типа, эл ем енты  
к о т о р о й  равны  с у м м а м  с о о т в е т с т в у ю щ и х  (т. е . и м ею щ и х

одинаковы е дв ой н ы е индексы ) эл ем е н т о в  м атриц  А и  В .

Э лем енты  ctj матрицы  С = А + В  о п р ед ел я ю т ся , сл ед о в а т ел ь н о , 

ф ор м ул ам и

гд е  a i;. и -  эл е м е н т ы  м а т р и ц  А и В с о о т в е т с т в е н н о . Таким  

о б р а з о м ,е с л и
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Ч .  ■ «1» Ч  •- Ь,.] ' a u +bn .■ «i„ + bln '
д-

Kaml

; в -
bm 1 ■ bm„

’Т0 А +В =
aml + bmi •• a mn + Ь„„

П одчеркнем  е щ е  р а з, что склады вать м ож н о только матрицы  с  
одинаковы м  числом  стр ок  и с  одинаковы м  числом  ст о л б ц о в .

В ы читание д л я  м а т р и ц  (как и д л я  ч и сел ) о п р е д е л я е т с я  как 
д е й с т в и е ,  о б р а т н о е  с л о ж е н и ю . Таким о б р а з о м , при вы читании  
матриц вычитаются соответствую щ ие элем енты  этих матриц, т. е .

4l •- «1* ' 'b n . 'au -6n .•• O u - k u '
A =

«̂ml /
; B-

m̂l
,то Л

«̂ml ~ ■■ amn ~Ьт„

2. Умножение матрицы на число

Определение. Произведением матрицы А  = (ai j ) на

число А называется матрица, элементы которой получаются из 

соответствующих элементов матрицы А  путем умножения их на 

число Л .

П р о и з в е д е н и е  м атр и ц ы  А на ч и сл о  А б у д е м  о б о з н а ч а т ь  

си м в ол ом  АА. Таким о б р а зо м , есл и

'«и •.. a,„ ' ' Aan . -  Afl,„'
A = , то ЯЛ =

/ e Mi ■•• ^«mn

Краткая запись: Я(а,7) = (Яа;у) = (а;;.)Я-

3. Умножение матриц
В в ед ем  сначал а понятие согл асов ан н ости  матриц.

13



Определение. М атрица А  назы вается  согласованной с
м атр и ц ей  В, есл и  число ст ол бц ов  матрицы  Д р авно числу строк  
матрицы В  (есл и  «ширина» матрицы  Л равна «вы соте» м атр и 

цы Б); другим и словам и; м атрица Атп согл а со в а н а  с  м атр и 

ц е*  в пР ■ __________________________

Опрёделение. Если м атрица А тп =  (ai j ) mn согл асован а  

с  м атрицей В пр - (Ь ^ ) п , то  их произведением  назы вается

м атрица С тр -  ( с{]) тр , эл ем ен т  c i;. которой  о п р ед ел я ет ся  по  

сл ед у ю щ ем у  правилу

и

сц = anbij +a,2b2J +_w + ai„b,Jj ™^aikbkj • (1 s i s m ;  ldT*.PY'

Ф ор м ул а означает, что эл ем ен т  c tj матрицы  С р авен  су м 

м е п р о и зв ед ен и й  эл ем ен т о в  i  - о й  строки матрицы.; Атп,.на с о о т 

ветствую щ ие элем енты  j  - г о  ст ол бц а  матрицы  Я  (строка м ат

рицы А  ум нож ается  на ст о л б е ц  матрицы В  ). Итак, согласн о о п р е 
д ел ен и ю  не всякие д в е  матрицы м ож н о перем нож ить. П р о и зв ед е 
ние двух матриц и м еет  см ы сл тогда и только тогда, когда число ст о л 
б ц ов  п ер в ого  множ ителя равно числу строк  втор ого  м нож ителя. При 
э т о м  в п р о и зв ед ен и и  п ол уч ается  м атр и ц а , числ о стр ок  к оторой  
равно числу строк п ер вого м нож ителя, а число столбц ов  равно числу

стол бц ов  второго м ножителя. Из сущ ествован и я  п рои зв еден и я  АВ 

не сл ед у е т  сущ еств ов ан и е п р ои зв ед ен и я  В А . В случае его  су щ е 

ст в о в а н и я , как п р а в и л о  В А * А В  . Е сли АВ = ВА,  то  м атрицы  

А я В  назы ваю тся перестановочными (или коммутирующими).

Вычисление произведения матриц. Умножая матрицы вруч
ную, ц е л е с о о б р а зн о  располож ить их удобны м  с п о с о б о м . Для э т о 
го м ож ет  употребляться, н априм ер, с х е м а  Фалька, причем за р а н е е  
п р едп ол агается , что для данны х м атриц оп ер ац и я  ум нож ения вы
полним а.



Схема Фалька для умножения двух матриц. Р асп ол ож и м  

у м н ож аем ы е матрицы  А -  (atj )тп , В  =  (Ьи )  и п р о и з в е д е н и е  м ат 

р иц  АВ  =  С  =  (cij ) mp таким о б р а з о м , чтобы эл ем е н т  с (.. м атрицы -

п р о и зв ед ен и я  С  леж ал на п ер ес еч е н и и  i - й строки А  и j  - г о  ст о л 

бц а  В  (сх е м а  2 .1 ).

• о

в • о
• О
• О

О О о о о о
А • • • • о

О О о о о о

С хем а  2 .1 .

3. Транспонирование матрицы. Обратные матрицы

Определение. Транспонированием матрицы  н азы в ает 
ся  т ак ое п р е о б р а зо в а н и е  эт о й  матрицы , при к отор ом  каждая  
е е  стр ока становится  ст о л б ц о м  с  т ем  ж е н о м ер о м .

В р езул ь тате т р ан сп он и р ов ан и я  матрицы  получается  м а тр и 
ца, н азы ваем ая  транспонированной по  отнош ению  к д ан н ой  м ат 

р иц е. М атрица, тран сп он и р ован н ая  отн оси тел ь н о  матрицы А  . о б о 

зн а ч а ется  си м в ол ом  А т . Таким о б р а зо м , есл и

4i an «■„' ч> «21 •••
л- Я21 ^ 22 и т о IIt-ч а\г а22 •• апг

&т\ С1 тп  ̂ 1п «2„ • атп

В сл уч ае квадратной  матрицы  т р ан сп он и р ов ан и е п р е д ст а в л я 
ет  с о б о й  зе р к а л ь н о е  от р а ж ен и е  эл ем е н т о в  отн оси тел ь н о  главной  
ди агон ал и .
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Квадратная матрица А  порядка п назы вается невырожденной, 
есл и  е е  о п р ед ел и т ел ь

И I  *  о  ■

В случае, когда | A  j = 0 ,  матрица А  назы вается вырожденной.

Определение. К вадратная м атрица А " 1 назы вается  об
ратной по отношению к квадратной матрице А, есл и  он а, 
будучи ум н ож ен н ой  как сп р ав а , так и с л ев а  на м атрицу А, д а е т  
единичную  м атрицу Е, т. е . есл и

А - А ' 1 = А -1 -А = Е .  (3.1)

Из о п р е д ел ен и я  сл едует , что обр атн ая  м атр и ц а м ож ет  с у щ е 
ствовать только для  квадратной матрицы  и, что о б е  матрицы  и м е 
ют оди н  и тот ж е порядок.

/1 0 • ■

Единичной матрицей н азы вается  м атрица ви да Е = 0 1 • • 0

0 ■ • 1,
У еди н и ч н ой  м атрицы  по главной д и а го н а л и  ст о я т  еди н и ц ы , в се  
остальны е эл ем ен ты  -  нули. Единичная м атр и ц а п ер естан ов оч н а  с

лю бой др угой  м атр ицей  А Е  =  Е А  .

И з в е с т н о , что дл я  м атрицы  А  с у щ е с т в у е т  е д и н с т в е н н а я  

обр атн ая м атрица , которая о п р е д е л я е т с я  ф ор м ул ой

М п А21

ч-l А ' = А12 А12 - Аяг
А =\— г>

И
А- ■

М атрица А ’ н азы вается  присоединенной, е е  эл ем ен т а м и  явля

ются а л г еб р а и ч еск и е  до п о л н ен и я  A i;. транспонированной мат

рицы А 7 .
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Алгоритм вычисления обратной матрицы. Чтобы найти м атр и ц у

А ' 1 обр атн ую  м атр и ц е А, нуж но выполнить сл ед у ю щ и е о п ер ац и и :

1. Найти о п р е д ел и т е л ь  матрицы  А  (| А  |) . Если | А | =  0  , т о  м атр и ц а  

А в ы р о ж д е н н а я  и о б р а т н о й  м а т р и ц ы  н е с у щ е с т в у е т . Е сл и  

|A j  * 0 ,  т о  м а т р и ц а  А н е в ы р о ж д ен н а я  и о б р а т н а я  м а т р и ц а  

сущ еств ует .
2. Н ай ти  а л г е б р а и ч е с к и е  д о п о л н е н и я  э л е м е н т о в  м а т р и ц ы  

Atj (1 <  г <  и Д  <  j  <  п) и состав и ть  и з ник матрицу.

3. Т р а н сп о н и р о в а т ь  м а т р и ц у  и з  а л г еб р а и ч е с к и х  д о п о л н е н и й  и 

получить п рисоединенную  матрицу А * .

1
4 . Вычислить обр атн ую  м атрицу по ф о р м у л е  А  1 = :— г • А ' .

А

5 . П р оверить правил ьность  вы числения о б р а тн о й  м атрицы  А  
и сходя  из о п р е д ел ен и я

А-1А = АА~! = Е  

(пункт 5  н е о б я за т ел ен ).

Решение задачи И типового варианта

Даны  д в е  матрицы:

( ~ 4 0 1 \
(  1

2 - 3 \

А - 2 - 1 3 ,  в = 2 0 1

, 3
2 2

/ I - 2
1 V

Найти: а ) А т - В +  В Т - А; б) А

а) Н аходим  : А т и В т

-1. в) АА ; г)А _1А.

/ _ 4 2
3 ) {  1 2 - 2 \

А г  = 0 - 1 2 ,  в т = 2 0 1

{  1
3

2
- 3

\
1

У

П р о и зв ед е н и е  А т •В  и м ее т  см ы сл, так как число ст о л б ц о в  м атр и -

Р о с с й ш ж з З  г о с у д а р с т з ш а а й

п1дро^з?бсролсгйчсскБЙ университет

БИБЛИОТЕКА
19519S, СПб, Малоохтинский пр., 98
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цы А т р авно числу стр ок  матрицы  В . П р о и зв ед е н и е  м атр и ц  А гВ 
н ай дем  по с х е м е  Ф алька

В
1 2 -3
2 0 1 
-2 1 3

-4 2 3 
0 -1 2 
1 3 2

-6 -5 23 
-6 2 5 
3 4 6

М атрица В 1 согл асов ан а  с  м атр и ц ей  А  , п о эт о м у  о п р е д е л е н о  п р о 

и зв е д е н и е  В тА.  Н аходим:

В

А
-4 0 1 
2 - 1 3  
3 2 2

1 2 -2 
2 0 1 
-3 1 3

-6 -6 3 
-5 2 4 
23 5 6

В ТА

О кончательно и м еем :

(-6 -5 23̂ (-6 -6 3\ (~12 -11 26\
АТВ + ВТА = -6 2 5 + -5 2 4 = -И 4 9

1  3 4
6 J I  23 5 6 1  2 6

9 12/

б) Найдем А

'• Г ~ (4)
-4 О

\А\ =
-4 0 1 0 0 1

= (-1)1+3 -1- 14 -12 -1 3 3= 14 -1 3 И 23 2 2 11 2 2
= (l4-2-(-l)-ll) = 39*Q’ 

т. е . матрица А  -  невы рож денная, и, значит, сущ ествует м атрица А -1
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2 . Н аходим :

-1 3 2 3 2 -1
2 2

N+1ичГ0011!

3 2
= 5, А13 =(-1)1+3 3 2

= 7'

О 1 
2 2 = 2, Л22 =(-1)2

-4 1 

3 2 = -11, ли = Н )2
4 О
3 2

О 1 
-1 3

- 4 1

С1

-1 , Л32 = (-1 )3+г 2 3
= 14, А33 = (-1 )3*3 2 - 1

= 4

а21=(-1Г ‘

Aa-C-l)3*1

С оставим  м атрицу и з  ал гебр аи ч еск и х  доп ол н ен и й

/ - 8  5
2 - 1 1 8 

1 14 4

3. Получим п р и соеди н ен н ую  матрицу, тран сп он и р уя  полученную  
м атрицу и з  ал гебр аи ческ и х  д оп ол н ен и й

t - i 2 1 
5 -1 1  14 
7 8 4

4 . Тогда

39

/-8  2 П
5 - И  14 
7 8 4

/ 8 2 1 1
39 39 39
5 11 14

39 39 39
7 8 4

1 39 39 39 j

в) И м еем :

А А = А - Д г А ’ = ДтЛ4'-
Тогда
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А
-8 2 1 
5 -И 14 
7 8 4

-4 0 1 39 0 0

А 2 - 1 3 0 39 0

3 2 2 0 0 39

/39 0 °1 1! 0 0\
0 39 0 = 0 1 0

1 ° 0 39, 1° 0 У
г) И м еем

А ^А  = ~ А ' А -
Н

Тогда

А
-4 0 1 
2 - 1 3  
3 2 2

-8 2 1 39 0 0
А 5 -11 14 0 39 0

"З-00г- 0 0 39

/39 0 °1 (1 0 0\
0 39 0 = 0 1 0

1 ° 0 39/ 1° 0 1/

Таким о б р а зо м , обр атн ая  м атрица н ай д ен а  в ер н о . ▼
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Знания и умения, которыми должен владеть студент

1. Знания на ур о в н е  понятий, о п р е д ел ен и й , оп и сан и й  ф о р м у 
л и р ов ок
М атрицы. Л инейны е о п ер ац и и  н ад  м атр и ц ам и. У м нож ен и е  
м атриц.
О братная  м атрица.

2. Знания на у р о в н е  д о к а за т ел ь ств  и вы водов
С вой ства  о п ер а ц и й  сл ож ен и я , вычитания, ум н ож ен и я  м ат 
риц.
С ущ ест в ов ан и е о бр атн ой  матрицы , е е  конструкция.

3 . У мения в р еш ен и и  задач
Н аходить сум м у, р азн ост ь , п р о и з в е д е н и е  м атриц.
Н аходить обр атн ую  матрицу.

4. Ранг матрицы. Базисный минор. Элементарные 
преобразования

Определение 1 . Рангом матрицы А н азы вается  т ак ое ц е л о е  

число г, что с р е д и  м и н ор ов  г - г о  порядка матрицы  А и м еет ся  

хоть оди н , н е  равны й нулю, а в с е  миноры  (г  + 1 )  -г о п о р я д к а  

(есл и  только их м ож но состави ть) сплош ь равны нулю.

Ранг матрицы  А об о зн а ч а ю т  одн и м  и з си м вол ов: г , rA, rang А .

Е сл и  в с е  э л е м е н т ы  м а т р и ц ы  р авн ы  н ул ю , т о  р а н г  т а к о й  
матрицы  сч и тается  равны м нулю ( з д е с ь  равны нулю м иноры  в се х  
п орядк ов).

Определение 2. Рангом матрицы назы вается  н аи бол ь 
ший и з порядк ов  е е  м и н оров , отличных от  нуля.

Определение. Базисным минором матрицы  н азы в ает 
ся  отличный от  нуля е е  м инор, п ор я док  к отор ого  р авен  рангу  
м атрицы .

Для н ен ул евой  матрицы  сущ еств ует  бази сн ы й  минор; отм ети м , 
что он м ож ет  ок азаться  н е еди н ствен ны м . Строки и столбцы  м ат 
рицы, которы м п р и н адл еж ат эл ем енты  б а зи с н о г о  м и н ора, н азы ва
ю тся базисными.
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Определение. П о д  эл ем ен тар н ы м и  п р е о б р а зо в а н и я м и  м ат 
рицы поним аю тся сл ед у ю щ и е операции:
1) ум н ож ен и е какой-либо строки матрицы  на число, отличное  

о т  нуля;
2) п р и бав л ен и е к эл ем е н т а м  одн ой  строки матрицы  с о о т в е т 

ствую щ их эл ем е н т о в  д р угой  строки, ум нож енны х на о д н о  
и то  ж е  число;

3) п е р е м е н а  м еста м и  двух строк;
1), 2), 3 ) -  аналогичны е оп ер ац и и  н ад  стол бц ам и .

П рименяя к м атр и ц е А к ак ое-л и бо  эл е м е н т а р н о е  п р е о б р а з о 
вание, мы получаем  новую  м атрицу В. Э то ф акт мы б у д е м  за п и сы 

вать так: А ~  В ,
Теорема 4.1. При элементарном преобразовании ранг матрицы 

не меняется. Другими словами, если А ~  В, тогА = гв .

5. Методы решения систем линейных алгебраических
уравнений

Теорема 5.1 (Кронекера - Капелли). Для того чтобы система ли
нейных уравнений

«11*1 + al2x 2 +.. ■ + alnx n = £,,
а 21-£,+ a22x 2 +. ■ + a2„xn - b 2, (5.1

+ am2x 2 + ■■ + amnxn ~b„

была совместна, необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы 
этой системы

Ал an ... ain 
a 21 я22 ... a2n

A  =

Ka m \  a m 2  ■ ■ ■  a m n  f

был равен рангу ее расширенной матрицы



т. е. чтобы гА = г~ .

1. Матричный метод
Для р еш ен и я  си стем ы

+ d^X 2 + QftXj 

+0-22%2 «23-̂3 = ̂2>
a3,Xj + ci^x-y +32 2

с  пом ощ ью  м атр иц  нужно ввести  обозн ач ен и я :

А =
Й31 ®32 й 33

_ м атрица к оэф ф и ц и ен тов ,

V
X = хг _ м атрица неизвестны х, в = Ьг

[ч

матрица свободны х членов.

Т огда с и с т е м а  в м атричной зап и си  б у д е т  им еть вид АХ  =  В 
а  е е  р еш ен и е  о п р е д ел и т с я  так

Х = А - гВ .

Правило: Чтобы найти р еш ен и е си стем ы  с  пом ощ ью  матриц, 
нужно найти матрицу, обр атн ую  м атр и ц е к оэф ф и ц и ен тов , и 
ум нож ить е е  на м атрицу св обод н ы х членов.

2. Формулы Крамера
Если д а н а  н ео д н о р о д н а я  си с т е м а  т р ех  линейны х уравнений  с  

тр ем я  н еи звестн ы м и

a U X l  +  а П Х 2 +  а о Х 3 ~ Ь \ *

Ь
13Л 3

23Л1 т Ы22Л2 

а З\Х 1 +  a 32X 2 +  а ^ Х33 3

25
ь3,

то  ей  соот в ет ст вую т  четы ре оп р едел и тел я : Д =
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о п р ед ел и тел ь  си стем ы  и А 15 А 2 , Д 3 -  в сп ом огател ьн ы е о п р е д е 

лители, которы е получаю тся и з о сн о в н о го  о п р е д ел и т е л я  Д з а м е 

ной ст ол бц а  к о эф ф и ц и ен тов  п е р е д  хг, х2, x:i со о т в ет ст в ен н о  на  

ст о л б е ц  св обод н ы х членов.

Если д * о ,  то  х, = — , х, = — , х3 — — —  ф орм улы  К рам ера.
Д А Д

Если Д = 0, a Aj * О или Д2 * О или Д3 * 0 , то  с и с т е м а  н есо в м ест н а .

Если д  = д , = д 2 = Д 3 = 0 ,  то  си с т е м а  н ео п р е д е л е н а .

3. Метод последовательных исключений Гаусса

Если осн ов н ая  м атр и ц а А  си стем ы  (5 .1 } и м ее т  ранг г =  п , т о  р а с 

ш иренная м атр и ц а А  этой  систем ы  с  пом ощ ью  эл ем ентар ны х п р е 
об р а зо в а н и й  стр ок  в сегд а  м ож ет  быть п р и в е д ен а  к виду

/1 я(1)“12 я(1)“н- б(1) • “U+1 • я(ц и1(1 ft,® \
0 1 ••• й(2) 2к я(2) •2А+1 ь!2)

0 0 ... 1 а{к) •ккл-1 • «£> 6<»

0̂ 0 0 0 0 0 1 Ь<”\

П олученная м атр и ц а является  р а сш и р ен н о й  м атр и ц ей  си стем ы , 
которая эквивалентна и сходн ой  с и с т е м е . Если г = п , то  р еш ен и е  
эт ой  си стем ы  еди н ств ен н о .

Решение задачи III типового варианта
Д ан а си с т е м а  н еодн ор одн ы х линейных ал гебр аи ческ и х  уравнений

х1 + 5х2 - х3 = 3,
. 2хг + 4х2 -  Зх3 = 2,

ЗХ; - х 2 - Зх3 =  -7.

П роверить со в м е ст н о с т ь  си стем ы  уравнений  и в сл уч ае с о в м е с т 
ности реш ить ее :
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а) по ф ор м ул ам  К рам ера;
б) матричным м ет о д о м ;
в ).м ет о д о м  Гаусса.

■+> С о в м ест н о ст ь  д а н н о й  си стем ы  п р ов ер и м  п о  т е о р е м е  Кро
н ек ер а  -  К апелли. С п ом ощ ью  эл ем ен тар н ы х п р е о б р а зо в а н и й  най
д е м  ранг матрицы

П  5 -1\
А = 2 4 -3

I3 -1 -3/
дан н ой  си стем ы  и ранг р асш и р ен н ой  матрицы

А =
<\
2

5 -1 3\
4 - 3  2

3 -1 -3 -7\ /
П р ео б р а зу е м  расш ир ен н ую  матрицу, в которой  вертикальной  

чертой о т д ел е н а  м атрица А :

А =
(1 5 -1 3) (-2) (-3) (1 5 -1 31 (1 5 -1 3\
2 4 -3 2 0 -6 -1 -4 (-1)~ 0 6 1 4
3 -1\ -3 - 1, 0\ -16 0 -16У(-*) 0\ 1 0ч

/1 5 -1 (1 5 -1 3\
0 1 0 1 (-6) ~ 0 1 0 1
0\ 6 1 4J 0 0\ 1 - 2J

Г поменяем местами 1 
13-ю и 4-ю строки]

С л едов ат ел ь н о , гА = гА = 3  (т. е . числу неи звестн ы х). Значит, 

и сходн ая  с и с т е м а  со в м е с т н а  и и м еет  ед и н с т в е н н о е  р еш ен и е ,

а) С о ст а в и м  о п р е д е л и т е л ь  А д а н н о й  си с т е м ы  и о п р е д е л и т е л и

А* (к -1 ,  2,3)'

1 5 -1 (-2Х-3) 1 5 -1
2 4 -3 = 0 -6 -1
3 -1 -3 <----- 0 -16 0
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д,=
3 5 - 1
2 4 - 3
■7 -1 -3

(-3) 3 5 - 1
-7 -11 О 
-16 -16 О

-7 -11 
-16 -16 = -16(7 -11) =64

1 3 -1 (-3) 1 3 -1
2 2 -3 <-- = -1 -7 0 = (-1)^ (-1)16 = -16
3 -7 -3 0 -16 0

Аз
1 5 3 (-2Х-3) 1 5 3

= (-1)ш 1 -6 -4 3 22 4 2 = 0 -6 -4 = 2-16-16 -16 1 13 -1 -7 0 -16 -16
= 32-

По ф ор м ул ам  К р ам ер а  получаем

64 их, = ---= -4, х,
1 -16 2

-16
-16 '

-1, Х-, 32
-16

б) В эт о м  п р и м е р е

(1 5-1^ ' х\' С
2 4 - 3 , х - х 2 и В = 2

,3 - 1 -з r 7J

Так как | А  | =  А = - 1 6  *  0  , то  м атр и ц а А  и м еет  обратную . 

Н ай дем  м атрицу и з ал гебр аи ческ и х  д оп ол н ен и й

4 - 3 2 - 3 2 4
Ai = (—1)1+I -1 - 3

1IIw-Г<гЧ1II

3 - 3
= -3, А13 = (-1)1+3 3 -1

А,=(-1)2+1

- H )3+1

5 -1 
-1 - 3

1 -1 1 5= 16, а 22 =(-1)м 3 -3 = 0, Л23 =(-1)2+33 -1

= -14:

= 16 *

5 -1 1 -1 1 5
4 -3 = -и, а 32=(-1)3+2 2 -3 = 1, Л * -(-I)3*32 4 --6 >

/-15 -3 -14\
16 0 16

- И  1 -6V /
С остав л я ем  п р и соеди н ен н ую  м атрицу
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/-15 16 - И  
А ' = -3 О 1

-14 16 -6\ /
Вы числяем обр атн ую  м атрицу

Л-‘ = 1
-16

Р еш ен и е  си стем ы :

/-15 16 
-3 О 
-14 16

-11\

1
-6

(-15 16 -11\ { ЗХ|
* = - i - -3 0 1 216 -14 16 - 6 / l-7J

У м нож ение м атр и ц  п р о и зв е д е м  по с х е м е  Ф алька

В
3
2
-7

-15 16 -11 64
А -3 0 1 -16

-14 16 -6 32
АВ

Итак,

Х ~
' xi'

\ ХЧ
"16

/ 64\ /— 4\
-16
32

или хг =  - 4 ,  ж2 =  1, х3 = -2 .

в) С оставим  р асш ир енную  м атрицу си стем ы  и п р е о б р а з у е м  е е :

(1 5 -1 31 (-2) (-3) (1 5 -1 3\ /1 5 -1 3\
А = 2 4 -3 2 «S— 1 0 -6 -1 -4 (-1) ~ 0 6 1 4

3V -1 -3 0\ -16 0 -16J (-*) 0V 1 0 1/~ 7 1
V
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1 5 -1 3̂ (1 5 -1 3) ' 1 5 -1 3\
0 6 1 4 0 1 0 1 (-6) ~ 0 1 0 1
0\ 1 0 1 J 0\ 6 1 4/ 0V 0 1 - 2 /

П оследняя м атрица со о т в ет ст в у ет  с и с т е м е  уравнений

X ] + 5 х 2  -  х3 = 3 , 

х 2 = 1, 
хъ = -2.

Реш им  полученную  си с т е м у  м е т о д о м  п одстан овк и , дв и га я сь  п о с 
л едов ател ь н о  от  п о сл ед н е г о  уравнения к первом у. Из т р еть его  у р ав 

нения находи м  хъ =  - 2  , В т о р о е  у р авн ен и е д а е т  в о зм о ж н о ст ь  о п 

р едел и ть  хг = 1 .  Из п ер в ого  уравнения находим :

х1 -  ~ 5 х 2  +  х3 + 3 , х, = -4 ■
С л едовател ьн о, полученная си с т е м а  и м еет  р еш ен и е:

х 1 = -4, х2 =1, х3 = -2 1 
Это ж е р еш ен и е и м ее т  и и сходн ая  си ст ем а . v

6. Однородные системы линейных уравнений
П роизвольная о д н о р о д н а я  с и с т е м а  линейных ур авнений  и м ее т  вид

'аих j + «12х2 +... + аи хп = О, 
а21х1 + а22х2 + ... + а2пх п =0,

о-т,х, + а„,х, + ... + я х„ =0.ml 1 *п Z 2. тп п

О дн ор одн ая  с и с т е м а  в сегд а  со в м естн а , так как он а  и м ее т  сл е д у ю 
щ ее  о ч ев и д н о е  р еш ен и е:

х, =0, х2 = 0, ..., х„=0> 
к отор ое н азы вается  нулевым или тривиальным.

Т е о р е м а  6 .1 .  Для того чтобы однородная система линейных урав
нений имела ненулевое решение, необходимо и достаточно, чтобы

ранг матрицы системы был числа неизвестных (гА < п) .
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Теорема 6.2. Для того чтобы однородная система п линейных 
уравнений с  п неизвестными имела ненулевое решение, необхо
димо и достаточно, чтобы определитель системы был равен нулю.

Теорема 6.3. Если число уравнений в однородной системе линей
ных уравнений меньше числа неизвестных, то эта система имеет 
ненулевые решения.

Решение задачи IV типового варианта
Реш ить о д н о р о д н у ю  си с т е м у  линейны х ал гебр аи ческ и х  уравнений

х 1 + 4х 2 + 2х ,  -  Зх5 = О,
. 2хх + 9х 2 + 5х3 + 2 х4 + х 5 = О, 

х ,  + Зх2 + х 3 -  2 ха -  9х5 = 0.

^  З д е с ь  число н еи звестн ы х п  =  5 , число ур авнений  m  = 3  , 
сл ед о в а т ел ь н о , по т е о р е м е  6 .3  с и с т е м а  и м ее т  ненул евы е р е 
ш ения. Вычислим ранг матрицы  систем ы

f l 4 2 0 ~ 3 ) (-2 Х -1 ) /1 4 2 0 - 3 \
А  = 2 9 5 2 1 0 1 1 2 7

I 1 3 1 - 2 - 9 /
<5---------

1° - 1 - 1 - 2 - 6 j

/ 1 4  2 0 
0 1 1 2  
0 0 0 0

-3\
7
1

Итак, ранг матрицы  р авен  гА =  3 .  В качестве б а зо в о г о  м и н о 

р а  в о з ь м е м  м и н о р , с о с т а в л е н н ы й  их к о э ф ф и ц и е н т о в  

при xv х2 и х 5 в п ер в ом  и втор ом  уравнениях п р е о б р а з о 

ванной систем ы :

1 4

0 1
0 0

=  1 * 0 '

О ставляя б а зи сн ы е н еи зв ест н ы е хх, х2 и х5 в л ев о й  части и

п е р е н о с я  св о б о д н ы е  н еи зв е ст н ы е  х3 и х4 в правую  часть, 

п риходим  к с и с т е м е
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х х + 4х2 - Зх5 = -2х,,
х2 + 7 х 5 = - х3 - 2 х 4 , 

х5 = 0.
П олагая хъ =  а, х4 =  , р еш ен и е  си стем ы  и м ее т  вид

х2 = - а  -  2р ’

х х =-4 ( -а  ~ 2 f i ) - 2 а  = 2 а + 8/3 '

где а, р  м огут принимать лю бы е в ещ еств ен н ы е зн ачен ия . 

И м еем :

(2 а + & р \ / 2\ ! 8\
- а - 2 р -1 - 2

а = а 1 0

Р 0 1

\ 0 ) 1 °J oj

7. Определение собственных чисел и собственных векторов
матриц

Определение. Ч исло Л н азы в ает ся  собственным числом 
(значением) к в а д р а т н о й  м атр и ц ы  А, е с л и  с у щ е с т в 'у е т

н е н у л е в о й  с т о л б е ц  X  т а к о й , что А Х  =  А Х  . Е сл и  Я - 
со б с т в е н н о е  число матрицы  А, то  всякий с т о л б е ц Х (в т о м  числе  
и н у л е в о й ), у д о в л е т в о р я ю щ и й  у сл о в и ю  (1 .3 ) ,  н а зы в а е т с я  
собственным столбцом м а тр и ц ы  А, с о о т в е т с т в у ю щ и м

со б ст в ен н о м у  числу Л .

При усл ови и , что вектор  X  *  О , получаем  характеристическое 

уравнение для о п р е д ел ен и я  собствен н ы х значений Я

\А -  ЛЕ | = 0- ОМ)

Координаты собств ен н ого  вектора , соответствую щ ие с о б -
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ственному значению Аг , являются решением системы уравнений

= О,
аг Л + (Я22 Л')*2 + ---+ а2пХп

I + «„ 2х2 +... + («„„ - Я,.)х„ = 0.

(7.2)

Решение задачи V типового варианта
Найти со б ст в ен н ы е значения и со б ств ен н ы е векторы  матрицы

1 1 3\
1 5 1
3 1 1\ /

Х ар ак тер и сти ч еск ое у р авн ен и е для дан н ой  матрицы  и м е е т  вид

11- Я 1 3
1 5-Я 1 =0-
3 1 1-Я

П р е о б р а зу е м  о п р е д е л и т е л ь  в л ев о й  ч асти  х а р а к т ер и ст и ч ес к о го  
уравнения

(-1) 1-Я 1 3 1-Я 1 3 1-Я 1 4-Я

1 1 5-Я 1 = 1 5-Я 1 = 1 5-Я 2

L 3 1 1-Я 2 + Я 0 -2-Я 2 + Я 0 0

J
= (2 + Я)(-1) 3

1 4-Я
5-Я 2

= (2 + Я) (2 - (5 - Я) (4 - Я)) = (2 + Я) (-Я2 + 9Я -18)'

С л едовател ьн о , у р авн ен и е для  о п р е д ел ен и я  корней  б у д е т  таким

(2 + Я)(Я2 - 9Я +18) = 0 '

Таким о б р а зо м , м атр и ц а Л и м ее т  три собств ен н ы х значения:

Я, = -2, Я2 = 3, Я3 = 6 '

С обственны й вектор  ЛГ( ,) , соответствую щ и й  с о б с т в е н н о м у
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значению Al = -2  , определим из системы уравнений вида (7.2)

(1 + 2)х, + х 2 + Зх, = О, 
х,  + (5 + 2)х 2 + Xj -  0, о  

Зх, + х г + (1 + 2)х, = О
Н айдем  ранг матрицы, для чего  п р е о б р а з у е м  е е  к б о л е е  п р остом у  
виду:

Зх, + х2+ З*3 = О, 

х, + 1х2 + хъ = О, 
Зх, + х2 + Зх, = 0.

(3 1 31 (-3) (1 7 1\ (1 7 I1! (1 7 1\

А  = 1 7 1 ~ 3 1 3 ~ (-1 ) 0 - 2 0 0 ~ 0 1 0

I31 3; -> I31 3J U 1° - 2 0 °J 1° 0 0 /

, отличныиТак как | Д  | =  0  и и м еется  м и н ор  втор ого  порядка 1 7
0 1

от  нуля, то  ранг эт о й  матрицы р авен  двум  (гА =  2 )  и данная с и с т е 

м а и м еет  нетри ви ал ьн ое р еш ен и е  (п =  3 , гА < п ) . В качестве б а 

зи с н о г о  м и н ора вы бир аем  уж е указанны й м инор, к отор ом у с о о т 
в етств ует  с и с т е м а  первы х двух  ур авн ен и й  п р е о б р а зо в а н н о й  с и с 
темы:

х, + 7х,

х 2 = 0,

где хг, х2 -  б а зи сн ы е н еи звест н ы е, хъ -  св о б о д н а я  н еи звестн ая . 

Реш ая си стем у, находим : х̂  =  -х3, х2 =  0  .

П р и д а в а я  с в о б о д н о й  н е и з в е с т н о й  хъ п р о и з в о л ь н о е  з н а ч е н и е  

х3 = а , п о л у ч а е м  р е ш е н и е  и с х о д н о й  с и с т е м ы  в в и д е :  

Xj =  -а , х2 =  0, хг =  а . С л едовател ь н о , первы й собствен н ы й  век

тор  Х т = а
I - 1\ 

0 
1

В торой собствен н ы й  вектор X <2), соответствую щ и й  с о б с т в е н 

ном у значению  Я2 =  3 ,  о п р ед ел и м  и з си стем ы  уравнений
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(1 - 3)х, + х2 + Зх3 =0, 
х, + (5 - 3)х2 + х3 = 0, <s> 
3х1 + х2 + (1-3)х3 = О 

Н ай дем  ранг матрицы  систем ы

- 2х, + х, + Зх, = 0, 
х, + 2х2 + х3 = О, 
Зх, + х2 - 2х, = 0.

f- 2 1 31 (-3) (2) ( 1 2 (1 2 ]Л /1 2 1\
А, = 1 2 1 ~ 4 2 1 3 ~ г 0 5 5 ~ 01 1

1 3 1 -2 — > 13 1 - 2 / Ц 1° -5 -5/ о 0 °J
Так как | А2 | =  0  и и м еется  м инор  в тор ого  порядка 1 2 

О 1
отличныи

от нуля, т о  ранг эт о й  матрицы  равен  двум  (гл? =  2 ) и данная  с и с т е 

м а и м ее т  н етр и ви ал ьн ое р еш ен и е  (п =  3, rAi < п) . В качестве б а 

зи с н о г о  м и н ор а  вы би р аем  уж е указанны й м и н ор , к отор ом у с о о т 
в етств ует  с и с т е м а  первы х дв ух  ур авн ен и й  п р е о б р а зо в а н н о й  с и с 
темы :

X, + 2X2 = -х3,
х2 = -х 3,

где хг, х2 -  б а зи сн ы е н еи зв ест н ы е, х3 -  с в о б о д н а я  н еи зв ест н ая .

Р еш ая си стем у , н а х о д и м :^  = х-з» Х 2 =  ~ х з

П р и д а в а я  с в о б о д н о й  н е и з в е с т н о й  х3 п р о и з в о л ь н о е  з н а ч е н и е  

х3 =  а , п о л у ч а е м  р е ш е н и е  и с х о д н о й  с и с т е м ы  в в и д е :  

xt = а, х2 =  -а , х3 =  а . С л едов ат ел ь н о , второй  собствен н ы й  в ек 

тор  Х{2) = а
1\

-1
1

Т р ет и й  с о б с т в е н н ы й  в е к т о р  Х (3), с о о т в е т с т в у ю щ и й  

со б с т в е н н о м у  значению  Я3 = 6 ,  о п р е д ел и м  и з си стем ы  ур авнений
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'(1-6)*,+
х, + (5 - 6)х2 +

Зх, = О, 
х3 = О,

Зх, + х2 +(l-6)Xj = О

- 5х, + х2 + Зх, = О, 
х, - х2 + х, = О, 
Зх, + х2 - 5х3 = О.

Н айдем  ранг матрицы  систем ы

Л
/-5 1 3\

1 -1 1
3 1 -5

(-3) (5) / 1 -1 1
-5 1 3
3 1 - 5

/1
О
О

-1 
-4 8 
4 -8

1 1\ 
1 2 

О О О

1 -1 
О -1

, отлич-Так как | А3 | =  0  и и м еет ся  м инор  в тор ого  порядка

ный от  нуля, то ранг эт о й  матрицы  р авен  дв ум  (гА_ = 2 )  и дан н ая

си с т е м а  и м ее т  нетривиальное р еш ен и е  (п =  3 , < п) . В качестве

б а зи с н о г о  м и н ор а  вы бир аем  уж е указанны й м и н ор , к отор ом у с о 
ответств ует  си с т е м а  первы х двух ур авнений  п р е о б р а зо в а н н о й  с и 
стемы :

- х г = ~ х3,
-х2 = -2хз,

где Xj, х2 -  б а зи сн ы е н еи звест н ы е, х3 -  св о б о д н а я  н еи звестн ая . 

Реш ая си стем у , н а х о д и м :^  = х3, хг = 2х3 .

П ридавая с в о б о д н о й  н еи зв ест н о й  х3 п р о и зв о л ь н о е зн ач ен и е

х , =  а , п о л у ч а е м  р е ш е н и е  и с х о д н о й  с и с т е м ы  в в и д е :

х1 =  а, х2 =  2а, х3 - а.

С л едовател ь н о , третий собствен н ы й  вектор = а
/1

V1 /
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Знания и умения, которыми должен владеть студент

1. Знания на уровне понятий, определений, описаний 
формулировок
Ранг матрицы . Базисны й м инор.
З ав и си м ая  и н еза в и си м а я  с и с т е м а  векторов. 
О п р едел ен н ы е, н ео п р ед е л е н н ы е , со в м естн ы е, н е с о в м е с т 
ные линейны е а л геб р а и ч еск и е си стем ы  уравнений. 
М атричная за п и сь  линейны х ал гебр аи ч еск и х  си ст ем  у р а в 
нен и й .
М е т о д  Гаусса р еш ен и я  линейны х а л г еб р а и ч еск и х  с и с т е м  
ур авн ен и й .
М ето д  К р он екера-К апел ли  и ссл ед о в а н и я  и р еш ен и я  л и н е й 
ных ал гебр аи ческ и х  с и с т е м  уравнений .
С обств ен н ы е значения и со б с т в е н н ы е векторы  матрицы .

2. Знания на уровне доказательств и выводов
Матричный м е т о д  р еш ен и я  линейны х ал гебр аи ческ и х  с и с 
тем  уравнений .
Т е о р е м а  К рам ера.
Н е о б х о д и м о е  и д о ст а т о ч н о е  у сл о в и е н ео п р ед е л е н н о ст и  о д 
н о р о д н о й  линейной ал гебр аи ч еск ой  си стем ы .

3. Умения в решении задач
Н аходить ранги м атриц
Р еш ать  п р ои зв ол ь н ы е си стем ы  линейны х а л геб р а и ч еск и х  
уравнений  м ет о д о м  Гаусса.
Реш ать квадратны е си стем ы  м ет о д о м  К рам ера. 
А нализировать с о в м е ст н о с т ь  си с т е м  м ет о д о м  К р он ек ера-  
Капелли.
Н аходи ть  с о б с т в е н н ы е  зн а ч ен и я  и с о б с т в е н н ы е  векторы  
м атриц.
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