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П р е д и с л о в и е  р е д а к т о р а

Объектом изучения теории вероятностей являются случайные 
события, величины и функции. Изложение этой теории в лек­
ционных курсах, как правило, ведется на двух уровнях стро­
гости: для специальностей математического профиля на языке 
теории множеств, меры и интеграла и для прикладных специаль­
ностей— на базе общего курса высшей математики. Настоящее 
учебное пособие задумано автором как дополнение к лекциям 
по теории случайных событий и величин для студентов-гидро- 
метеорологов.

Специалисты гидрологи, метеорологи и океанологи широко 
используют в своей научной и практической деятельности ме­
тоды теории случайных функций. Однако учебника по основам 
теории случайных функций для подготовки студентов-гидроме- 
теорологов до сих пор не было.

Данный учебник назван «Основы теории случайных функций 
в задачах гидрометеорологии». Это название можно интерпре­
тировать по-разному.

Исходной информацией в гидрометеорологии являются вре­
менные ряды данных измерений на станциях и постах. Для об­
работки и анализа этих данных вполне естественно интерпрети­
ровать временные ряды как реализации случайных процессов и 
выявлять их закономерности в терминах вероятностных харак­
теристик. Этой задаче в учебнике уделено достаточно много вни­
мания— от определения случайной функции и случайного поля 
до разъяснения, что.означает та или иная вероятностная харак­
теристика.

Надо отметить, что в задачах гидрометеорологии наибольшее 
внимание уделяется моделям стационарных, авторегрессионных, 
периодически нестационарных процессов. В математических 
курсах основное внимание уделяется процессам со стационар­
ными и независимыми приращениями — марковским, гауссов­
ским, пуассоновским, а в радиотехнических курсах — широко­
полосным и узкополосным,...модулированным и импульсным
процессам. Таким образом, детализация классификации случай­
ных процессов, учитывающая специфику.,,гидрологических, ме­
теорологических и океанологических 'процёсШВ*; является одной 
из характерных особенностей настоящего'учебника.

Из-за ограниченного объема ку-рШ£в. настоящем учебном по­
собии мало внимания уделено статистике случайных процессов,, 
в частности, методам статистического оценивания вероятностных 
характеристик. Для детального изложения указанных вопросов 
необходим отдельный курс лекций. Учебник А. А. Исаева «Ста­
тистика в метеорологии и климатологии» далеко не полно отве­
чает этим задачам.
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Как теория вероятностей случайных событий и величин, так 
и теория случайных процессов традиционно включает раздел 
действия над случайными событиями, функции от случайных 
величин, операции над случайными функциями. Для задач гид­
рометеорологии этот раздел необходим как для интерпретации 
результатов анализа натурных данных, так и для конструиро­
вания моделей исследуемых процессов. Наиболее общей моде­
лью природного процесса является случайный процесс, удовле­
творяющий уравнениям термо- и гидродинамики. В настоящем 
учебном пособии содержатся лишь самые общие сведения по 
этому вопросу: определены операции дифференцирования и ин­
тегрирования случайного процесса; дано понятие о линейных 
операторах и динамической системе; приведены примеры реше­
ния стохастических дифференциальных уравнений. Дальнейшее 
развитие этой теории целесообразно давать в специальных кур­
сах (ветровое волнение, турбулентность и т. д .) . В пособии при­
водятся сведения из теории случайных процессов, служащие 
математическим обоснованием или пояснением обсуждаемых по­
нятий. Эти сведения необходимы студентам для более глубокого 
понимания того или иного раздела.

Настоящее учебное пособие следует считать одним из серии 
учебных пособий для студентов-гидрометеорологов, которые 
должны сформировать систему понятий, необходимых для ра­
боты по избранной специальности.

В. А. Рожков, 
д-р физ.-мат. наук, проф.
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■ В связи с широким применением статистических методов в 
гидрометеорологической науке и практике в учебные планы 
гидрометеорологических институтов в последние годы включен 
ряд специальных курсов: «Основы теории случайных функций 
в задачах гидрометеорологии», «Численные методы анализа и 
обработки океанологической информации», «Численный анализ 
метеорологической информации», «Статистические методы в ме­
теорологии», «Статистические методы в гидрологии», в которых 
излагаются статистические методы обработки и анализа гидро­
метеорологической информации, прогнозирования процессов 
океанологии, метеорологии и гидрологии и решения целого ряда 
других задач. Вместе с тем в настоящее время не существует 
учебников или учебных пособий по этим дисциплинам. Студен­
там приходится пользоваться большим числом монографий, 
справочных пособий и научных работ, что существенно затруд­
няет процесс обучения. Поэтому создание специальных учебных 
пособий по указанным курсам крайне необходимо. Кроме того, 
статистические методы широко используются и в ряде других 
специальных дисциплин.

Следует отметить, что отсутствуют также учебники и учеб­
ные пособия по теории случайных функций, являющейся ма­
тематической и методологической основой всех указанных выше 
специальных дисциплин, которые удовлетворяли бы студентов- 
гидрометеорологов. Учебники, предназначенные для матема­
тических специальностей государственных университетов', слож­
ны для студентов-гидрометеорологов, не имеющих достаточной 
математической подготовки. Также малопригодны для студен­
тов-гидрометеорологов учебные пособия, излагающие теорию 
случайных функций применительно к потребностям чисто техни­
ческих дисциплин (радиотехники, теории автоматического ре­
гулирования, теории связи). Книги этого типа, во-первых, не 
отражают многих аспектов теории, весьма важных при ее при­
менении в гидрометеорологии, во-вторых, требуют знания специ­
фики соответствующих дисциплин. Поэтому в первую очередь 
необходимо создание специального учебного пособия по теории 
случайных функций для Гидрометеорологов.

Настоящее учебное пособие написано на основе курса лек­
ций по теории случайных функций, который автор читает в те­
чение многих лет студентам Ленинградского гидрометеорологи­
ческого института и монографии автора «Основы теории случай­
ных функций и ее применение в гидрометеорологии», вышедшей 
в Гидрометеоиздате двумя изданиями. Учебное пособие рассчи­
тано на студентов специальностей: гидрология, океанология,



6 П редисловие автора

метеорология. Вместе с тем, может быть использовано специа- 
листами-гидрометеорологами в их практической работе.

При создании учебного пособия ставилась конкретная 
цель — изложение основных методов теории случайных функ­
ций, нашедших применение в гидрометеорологии, при разумном 
компромиссе научной строгости изложения с методической раз­
работкой, доступной пониманию и усвоению студентами-гидро- 
метеорологами. При этом гидрометеорологические приложения 
служат в основном иллюстрацией применения общих методов, 
теории на конкретных примерах, их цель — способствовать луч­
шему усвоению этих методов. Ни в коей мере не ставилась за­
дача детального рассмотрения всего комплекса задач гидроме­
теорологии. Это является предметом специальных учебных 
дисциплин, о которых говорилось выше, и должно содержаться 
в учебниках и учебных пособиях по этим дисциплинам. Эти 
учебники или учебные пособия, как и положено, должны быть 
составлены отдельно по каждому из читаемых курсов с соот­
ветствующим охватом практических задач и конкретизацией об­
щих методов применительно к специфике данной специаль­
ности— гидрологии, метеорологии или океанологии.

Настоящее учебное пособие следует рассматривать как пер­
вую часть из этой серии, излагающей общие методические 
основы.

Учебное пособие предполагает, что студенты уже прослушали 
общий курс высшей математики, читаемый в вузах гидрометео­
рологического профиля, а также основы теории вероятностей и 
математической статистики. Вместе с тем для удобства основ­
ные, используемые в книге положения теории вероятностей, 
кратко излагаются во введении.

Научным редактором были написаны пять параграфов: пе­
риодически нестационарные случайные процессы (п. 1.5); век­
торные случайные процессы (п. 1.8); спектральный анализ не­
стационарных процессов (п. 3.4); спектральный тензор вектор­
ного процесса (п. 3.5); оценки характеристик периодически кор­
релированных случайных процессов (п. 8.5), что является необ­
ходимым для правильного описания закономерностей годовой и 
суточной ритмики гидрометеорологических процессов, а также 
для анализа временных рядов скоростей ветра и морских тече­
ний, кроме того, им были сделаны дополнения в пп. 1.6, 2.3, 4.4-



В в еден и е. Н екоторы е понятия теории  
случайны х величин

Теория случайных функций, являющаяся разделом теории 
вероятностей, быстро развивалась и нашла самое широкое при­
менение в различных областях науки и техники и прежде всего 
в радиотехнике, теории связи, теории автоматического управ­
ления, потребности которых в свою очередь способствовали 
развитию самой теории случайных функций.

В последние десятилетия наблюдается широкое использова­
ние аппарата теории случайных функций в метеорологии, океа­
нологии, гидрологии. Основой этого явилась идея рассмотрения 
фиксированных мгновенных значений гидрометеорологических 
процессов и пространственных полей как отдельных реализаций 
некоторого случайного процесса или случайного поля. Такой 
подход позволяет отказаться от рассмотрения особенностей от­
дельных мгновенных значений гидрометеорологических полей, 
зависимость которых от пространственных координат, а также 
их временной ход носят весьма сложный и запутанный харак­
тер, и перейти к рассмотрению некоторых осредненных свойств 
статистической совокупности их реализации, отвечающей неко­
торой совокупности фиксированных внешних условий.

Теоретико-вероятностный подход к изучению явлений метео­
рологии, океанологии и гидрологии с использованием аппарата 
теории случайных функций оказался весьма эффективным в тео­
рии турбулентности; при создании методики прогноза погоды; 
при объективном анализе метеорологических полей; оценке 
репрезентативности данных наблюдений, точности измеритель­
ных приборов; при решении вопросов рационального размеще­
ния сети метеостанций; при создании методов прогноза речного 
стока и других гидрометеорологических характеристик; при изу­
чении волнения на морях и океанах, а также при решении мно­
гих других вопросов.

Основным понятием в теории вероятностей является случай­
ная величина.

Случайной величиной называют такую величину, которая при 
проведении ряда опытов в одинаковых условиях может каждый 
раз принимать то или иное значение, заранее неизвестно какое 
именно.

Различают случайные величины дискретного типа, когда все 
возможные значения случайной величины можно заранее пере­
числить, т. е. пронумеровать числами натурального ряда, и слу­
чайные величины непрерывного типа, когда все возможные 
значения случайной величины целиком заполняют некоторый 
промежуток числовой оси'и, следовательно, их нельзя прону­
меровать.



В ведение

Случайной величиной непрерывного типа является такая слу­
чайная величина, которая в результате опыта может принять 
любое вещественное значение из некоторого интервала или из 
нескольких интервалов. Например, температура воздуха, давле­
ние воздуха или их отклонения от средней многолетней нормы, 
составляющие . вектора скорости ветра можно рассматривать 
как случайные величины непрерывного типа.

В качестве случайных величин могут выступать ошибки при­
боров, с помощью которых производятся измерения. Как пра­
вило, эти ошибки будут представлять собой случайную вели­
чину непрерывного типа.

Условимся обозначать случайные величины прописными бук­
вами: А, В, С, D , X, Y, а их возможные значения — соответ­
ствующими строчными буквами: а, Ь, с, d, х, у, ...

В качестве универсальной характеристики пригодной как 
для случайных величин дискретного, так и непрерывного типов,, 
используют интегральный закон распределения, называемый 
также функцией распределения.

Интегральный закон распределения F ( x )  случайной величи­
ны X  определяют как вероятность того, что случайная величина 
примет значение меньшее некоторого числа х

F ( x )  =  P ( X < x ) ,  

где Р  (Х  <  х)  означает вероятность того, что X  <  х.
F  (х) является неубывающей функцией своего аргумента, т. е. 

при х 2 >  Xi имеет место F ( x 2) ^  F ( x  1 ); F ( — оо) =  0; /'(-j-oo) =  L
Для случайной величины непрерывного типа, функция рас­

пределений. которой дифференцируема, в качестве закона рас­
пределения можно использовать производную от функции 
распределения

f ( x j = F ' ( x ) =  lim F { X ± A* ) - I ( ? l i
Ax-*0

которую обозначают f(x )  и называют дифференциальным зако­
ном распределения или плотностью распределения. Плотность 
распределения как производная от неубывающей функции F ( x )  
является неотрицательной функцией, т. е. f ( x ) ^ s  0 при всех х .

Функция распределения выражается через плотность распре­
деления в виде интеграла

оо

F  (х) =   ̂ f (х) dx.
■ ■—оо

Так к а к ^ (- fo o )  =  1, то для плотности распределения выпол­
няется условие

оо

 ̂ f ( x ) d x =  1.
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Функция распределения и плотность распределения выра­
жаются друг через друга и, следовательно, для непрерывной 
случайной величины каждая из них является исчерпывающей 
характеристикой. График плотности распределения f (x )  назы­
вают кривой распределения, он наглядно представляет вид рас­
сматриваемого распределения.

Закон распределения случайной величины является ее исчер­
пывающей характеристикой. Однако его не всегда удается уста­
новить и часто используют отдельные числовые характеристики, 
выражающие некоторые существенные черты распределения 
случайной величины. В качестве таких характеристик рассмат­
ривают моменты распределения различного порядка.

Начальным моментом k-ro порядка Шк[х] дискретной слу­
чайной величины ^называют сумму вида

Щ -[Х\  =  Z  XiPi,
I

где x i — все возможные значения случайной величины, a pi — 
соответствующие им вероятности.

Если дискретная случайная величина принимает бесконечное 
множество значений х г, то ряд должен быть абсолютно сходя­
щимся.

Для непрерывной случайной величины суммирование по дис­
кретным значениям xi заменяется интегрированием по всем 
значениям непрерывного аргумента х. При этом вероятности pi 
заменяются элементом вероятности f(x )dx .

Таким образом, для непрерывной случайной величины
00

тк И  =   ̂ X>tf М  ^Х-
— ОО

Первый начальный момент mi [х] называют математическим 
ожиданием случайной величины X  и обозначают М [ Х ]  или т х. 
Для дискретной случайной величины

М [А ']= Z  XtPi, 
i

для непрерывной случайной величины
оо

М [ Х ] =   ̂ x f ( x )d x .
— оо

Начальный момент ^-го порядка представляет собой мате­
матическое ожидание k -й степени случайной величины, т. е.

т к [Х] =  М [ Х к].
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Отклонение случайной величины X от ее математического 
ожидания называют центрированной случайной величиной иО
обозначают X

Х  =  Х  —  тх.

Центральным моментом k-vo порядка ju[X] случайной вели­
чины X  называют начальный момент k -то порядка центриро-

О
ванной случайной величины X

Hk [ X } ^ i n k [X] =  M [ X k] =  M [ ( X - m x)k].

Центральный момент k -то порядка есть математическое ожи­
дание к -й степени центрированной случайной величины.

Для дискретной случайной величины

На [X] = ' E ( x i —  mxf  ■ р ь 
i

для непрерывной случайной величины
оо

Vk №  =  § (X —  тх)к ■ f (X ) dx.
— со

Центральный момент первого порядка всегда равен нулю. 
Начальные моменты есть моменты кривой распределения; 

относительно оси ординат. Центральные моменты есть моменты 
кривой распределения относительно оси, проходящей через 
центр тяжести этой кривой.

Центральный момент второго порядка называют дисперсией 
случайной величины и обозначают D  [X] или D x

D  [X] =  (х2 [X] =  М  [(X — тх)2].

Дисперсия есть математическое ожидание квадрата откло­
нения случайной величины от математического ожидания.

Для дискретной случайной величины
D [ X ] = ' Z ( x t —  mxytp t.

i

Для непрерывной случайной величины
оо

D  [X] =   ̂ {х — тх)2 f (х) dx.
— со

Дисперсия случайной величины служит мерой ее рассеяния. 
Она характеризует разброс значений случайной величины около 
ее математического ожидания. Дисперсия имеет размерность 
квадрата случайной величины. Чтобы получить характеристику
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рассеяния с размерностью случайной величины, используют 
среднее квадратическое отклонение, равное корню квадратному 
из дисперсии, которое обозначают a [Z] или <3x —  ^ ] d x .

Третий центральный момент служит для характеристики 
асимметрии распределения. Если кривая распределения симмет­
рична относительно математического ожидания, то все централь­
ные моменты нечетного порядка равны нулю.

Для характеристики асимметрии выбирается первый из не­
равных нулю нечетных центральных моментов, т. е. цз. Чтобы 
при этом получить безразмерную величину, в качестве харак­
теристики асимметрии распределения принимают величину

о — М*з

которую называют асимметрйей или коэффициентом асиммет­
рии.

Четвертый центральный момент характеризует островершин­
ность, крутость кривой распределения, мерой чего служит экс­

цесс, определяемый по формуле

Для наиболее часто встречающегося так называемого нор­

мального распределения —  3 , т . е . Е  —  0.

Для кривых распределения, более островершинных по срав­
нению с кривой нормального распределения, Е  >  О, для более 
плосковершинных кривых Е  <  0.

Между начальными и центральными моментами имеют место 
соотношения:

| i 2  =  t r i i  —  tn u  

(j,3 =  п ц  —  3 m 2m l +  2 « i ;

М-4 =  m-i —  4  +  6 m ^n i i  —  3 m \ .

Первое из них удобно использовать при вычислении диспер­
сии, а второе и третье — при вычислении асимметрии и эксцесса 
распределения.

Гидрометеорологические величины — температура воздуха, 
давление, облачность, влажность, составляющие вектора ско­
рости ветра, количество осадков, годовой сток реки и другие — 
очень часто рассматривают как случайные величины. При этом 
как случайные величины они могут быть охарактеризованы за­
конами распределения.
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Наиболее часто на практике встречаются случайные вели­
чины, плотность распределения которых имеет вид

(х-т?
f ( x ) ^ - A = e  ™

о

В силу своей распространенности закон распределения, ха­
рактеризуемый этой функцией, получил название нормального- 
закона распределения, а случайные величины, имеющие плот­
ность распределения такого вида, называют нормально распре­
деленными.

Многие процессы в природе или технике являются результа­
том совокупного воздействия целого ряда случайных факторов. 
При этом случайная величина, численно характеризующая дан­
ный процесс, представляет собой сумму ряда случайных вели­
чин, каждая из которых подчиняется некоторому закону распре­
деления. Если случайная величина представляет собой сумму 
большого числа независимых или слабо зависимых случайных 
величин, причем каждая из слагаемых случайных величин имеет 
сравнительно небольшой вес в общей сумме, то независимо от 
того, каковы законы распределения слагаемых, закон распреде­
ления суммы случайных величин является нормальным или бли­
зок к нормальному.

Кривая распределения нормального закона носит название 
кривой Гаусса. Кривая распределения является симметричной 
относительно вертикальной прямой, проходящей через точку

1
х =  т  и имеет максимум в этой точке, равный -----

a V2jt
Плотность вероятности нормального закона распределения 

полностью определяется двумя параметрами — математическим 
ожиданием случайной величины т  и ее средним квадратическим 
отклонением с  (или дисперсией).

Для нормального распределения асимметрия и эксцесс рав­
ны нулю, так как |х3 =  0, а (д,4 =  3а4.

Многие сложные явления природы обусловлены совокупным: 
воздействием ряда различных случайных величин. Например,, 
синоптическая обстановка зависит от многих случайных фак­
торов: температуры воздуха, давления, влажности и др. При 
анализе этих явлений мы должны рассматривать все случайные 
величины, их обусловливающие, как систему случайных вели­
чин. При этом наличие связей и взаимных зависимостей между 
отдельными случайными величинами системы приводит к тому,, 
что ее свойства не исчерпываются характеристиками отдельных 
входящих в систему величин.

Систему п  случайных величин (Xi, X?, — , Х п) удобно гео­
метрически интерпретировать как координаты случайной точки
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в n-мерном пространстве или как n-мерный случайный вектор.
......В качестве универсальной характеристики системы (Xi, .  Х 2,
. . . , Х п )  используют п -мерную функцию распределения F ( x u 
х 2, . . . ,  Хп), определяемую как вероятность совместного выпол­
нения п  неравенств X i  <  хг.

F  (хл, х2, . . . ,  х п) =  Р  №  <  х и Х 2 < х 2, Х п <  х п).

Функция распределения является неубывающей функцией 
своих аргументов. Так как события X i  <  — с» невозможны, то 
при стремлений хотя бы одного из аргументов к — оо функция 
распределения стремится к нулю.

Так как события X i  <  + 0 0  достоверны, то для получения 
функции распределения подсистемы Хь+и  ■ ■ ■, Хп, выделенной 
из системы, нужно аргументы Хц+и • • •, х п положить равными 
+ оо . В частности, для получения функции распределения одной 
случайной величины X j  нужно все аргументы xi при i ф  / по­
ложить равными 4-бо.

Если для системы непрерывных случайных величин суще­
ствует смешанная частная производная от функции распреде­
ления, взятая один раз по каждому аргументу

Н у г ч dnF (хи х2....... хя)
I t*i, *2, . . . ,  х п) —  dXldX2' " dXn ’

то она называется плотностью распределения системы или слу­
чайного вектора (Хь Х 2, . . . ,  Х п).

Функцию распределения системы можно выразить через ее 
плотность распределения в виде

F ( x  1 , х 2..........х п) =  Р (—оо < Х х < х ь  . . . ,  —оо <  <  х п) —

Х1 х2 ХП

=   ̂ jj . . .   ̂ f ( x u х 2, . . . ,  х п) dXi d x2 . . .  dxn.
— 00 —00 —00

Зная n-мерную плотность распределения системы, можно опре­
делить ^-мерную (k <  m) плотность распределения ее подси­
стемы в виде

ОО 00

f (л-ь х 2, . . . ,  Xk) =   ̂ . . .   ̂ f (Х\, х 2, • • ■, х п) dxfi + 1 . . .  d xn.
—00 — 00

В частности, для определения плотности распределения од­
ной случайной величины X,- нужно проинтегрировать плотность 
распределения системы в бесконечных пределах по всем аргу­
ментам Xi при i^ = j .

Для характеристики зависимости между случайными вели­
чинами рассматривают так называемые условные законы рас­
пределения. Условным законом распределения подсистемы (X t it
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Xt2, . . X i k) называется закон распределения системы, вычис­
ленный при условии, что остальные случайные величиныX tk+l, ... 

. . . , X i k+n приняли определенные значения xik+v  . . . ,  xtk+n.
Случайные величины системы называются независимыми, 

если закон распределения любой ее подсистемы не зависит от 
того, какие значения приняли остальные величины. Для системы 
независимых случайных величин Х\, Х 2, ..., Х п выполняется ра­
венство

где Х ^ ,  Х {2, . . . ,  X tk — любая подсистема этой системы.
Применяя эту формулу для величин Х л, Х 2, . . . ,  Х п, можем 

записать

т. е. функция распределения системы независимых случайных 
величин равна произведению функций распределения отдельных 
случайных величин, входящих в эту систему. Это условие яв­
ляется не только необходимым для независимости случайных 
величин системы, но и достаточным. Необходимое и достаточное 
условие независимости случайных величин системы можно вы­
разить аналогичным соотношением для плотностей распреде­
ления

Как и для одной случайной величины в качестве числовых 
характеристик системы случайных величин используют началь­
ные и центральные моменты распределения.

Начальным моментом muv k2, порядка k x +  k2 +  . . .  +  k n

системы n  случайных величин (Х и Х 2, . . . , Х п) называется
k k k

математическое ожидание произведения Х<‘ • Х>2 . . .  Х пп

Центральным моментом \ikv k2,...,kn порядка +  k2 +  . . .  
называется математическое ожидание произведения

Определим моменты распределения системы двух случайных 
величин (X, У).

Р  ( X tl <  xtx, X i 2 <  xt2, . . ., X if{ <  Xtk) —

=  P  { X ti <  x h ) ■ P  (X t2 <  Xi2) . . .  P  ( X i k <  xtk),

F ( x u x 2, . . . ,  x n) =  F l (xl) • F 2(x 2) . . .  F n (xn),

f ( x u x2, . . . ,  x n) =  f x f a )  • f2 (x2) . . .  fn (xn).

O k ,  O k  O k  °
Z i1 • X 22 . . .  X n 11, где X t — центрированные случайные величины
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Для дискретных случайных величин имеем

ITlk 1, k2 == Л  Л  Xi Уj  P i t j,  
i i

где p itj =  P  (X  =  x h Y  =  У;)-,-

Й. =  S  Z ( X i -  mxf ‘ (yj — my)k! Pi j. 
i j

Для непрерывных случайных величин
00

т " k>=  5!! хк1укч у ) d x а У]
— ОО I

оо

M-fti, fo =  55 (х  —  тх)к' (у —  myt  f (х, у) dx  dy,
— ОО

Так же как и для одной случайной величины, моменты си­
стемы случайных величин не являются ее исчерпывающими ха­
рактеристиками, однако они определяют ряд ее важных свойств.

Первые моменты т ь 0 и то, i есть математические ожидания 
отдельных случайных величин системы

m l' 0 =  M [X Y ° ]  =  M [ X ]  =  mx,

/но,! =  М  [Х°Г] =  М  [Y] =  ту.

Геометрически это координаты средней точки, вокруг кото­
рой происходит рассеивание случайных точек N ( X , Y ) .  

Рассмотрим вторые центральные моменты системы:

Из. о =  М  [ № ]  =  М  [ I 2] =  D  [X],

Но, 2 =  М  [Х°Г2] =  М  [У2] =  D  [Г].
Это дисперсии случайных величин, характеризующие рассеи­

вание в направлении координатных осей.
Второй смешанный центральный момент, равный

j =  М  [ХУ] =  М  [(X -  тх) (Y -  ту)\ =  R xy,

называется корреляционным моментом или моментом связи слу­
чайных величин X  и Y.

Для дискретных случайных величин

Rxy  =  2  £  (Xt : —  т х) (У! —  ту )  p t> 
i i

Для непрерывных случайных величин
оо

Rxy= 5 5 ^ ~ m*i ^ — ту) f ^ dx dy‘
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Для независимых случайных величин R xy =  0. 
Действительно,

00

=  S S (х  ~  тх) ^  ~  ^  W  /2 («/) d* dy  =
— оо

оо оо

=  5 (x —  mx) f 1(x )dx   ̂ (г/ — яг„) /2 (г/) dy  =  щ [X] ц, [У] =  0.
— 00 — оо

Отсюда видно, что если R xy Ф  0, то X  и Y  — зависимые слу­
чайные величины.

Величина

Rxy
Гх» ~  0 х Оу

называется коэффициентом корреляции величин X  и Y.
Для независимых случайных величин гху =  0. Обратное не­

верно, т. е. гху =  0 есть необходимое условие независимости, но 
не достаточное.

Случайные величины X  и Y, для которых гху =  0, назы­
ваются некоррелированными.

Из независимости случайных величин следует их некоррели­
рованность. Из некоррелированности случайных величин их не­
зависимость не следует.

В качестве числовых характеристик системы п  случайных 
величин Х\, Х 2, Х п принимают п  математических ожиданий 
тх., i —  1, 2, . . . ,  п  исходных случайных величин, п  их диспер­
сий D x . и п (п  —  1) корреляционных моментов Rx{Xj

R XiXj = У И [ ( Х г - т * г) ( Х ; - т * . ) ] .

Дисперсию D x. можно рассматривать как корреляционный 
момент величины X i  с самой собой, т. е.

D X i = R Xixl^ M [ { X i - m Xlf \ .  '

Корреляционные моменты удобно располагать в виде квад­
ратной матрицы, которая называется корреляционной матрицей 
системы случайных величин (Х х, Х 2, . . . ,  Х п).

Из определения корреляционного момента видно, что

R u  =  М  [X.Xj] =  М  [X ,X t] =  R XjXi =  R n .
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Поэтому можно заполнять только половину корреляционной 
матрицы сверху от главной диагонали

R n R i2 . . .  R ln

R 22 ■ ■ • R 2n

Ui i'

В случае когда случайные величины Х\, Х 2, Х п не корре- 
лированы, корреляционная матрица является диагональной. По 
главной диагонали матрицы стоят дисперсии случайных вели­
чин, а все остальные элементы равны нулю.

Вместо корреляционных моментов часто используют коэффи­
циенты корреляции

' а  =  гн х
i f

0Y О’у xi xj

и составляют нормированную корреляционную матрицу, элемен­
ты главной диагонали которой равны единице,

I г , , !

1 /"12
1

1

Система случайных величин (Хь Х %  Х п) называется 
нормально распределенной, если ее плотность распределения 
имеет вид

/(* „  х2, х п) =  ^  "  ff„V(2SFTD Х

_  J _  у  Y d  Xi~ mi Xk~ Mk 
Х е  2D k x  fc i  ik °i '

где D  — определитель нормированной корреляционной матрицы

2 Д. И. Казакевич

1 Г*1хп

1 • • • ГХ2Хп

xixk\\ — • •

1 Л
Ленин го / о *.:1

Гндрометеого нй
Р 1 . ! Г  ■ < ин-т
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D ik — алгебраические дополнения элементов гх .х в определи­
теле D. п -мерная плотность распределения для нормального за­
кона зависит от п  математических ожиданий, п  средних квадра­
тических отклонений (дисперсий) и п ( п — 1)/2 коэффициентов 
корреляции.

Если случайные величины Х и Х 2, . . . , Х п независимы, то 
плотность распределения равна

/ ( * 1 .  * 2 .....................Xn) =  f l ( X l) f 2 (X 2) . . .  fn (xn) . =

=  -------- jZ------------------- Q 1
(2n)n/ a i<T2 . . .  сгп

Эта формула получается из общей формулы при rx .xk —  О 
в случае 1 ф к  и rx .xk= \  при i =  k. Тогда D — 1, D i>k —  О 
при 1 ф к ,  D ik =  1 при i —  k.



С лучайны е процессы  и их вероятностны е  
характеристики

Г л а в а  1

1.1. Случайная функция и ее законы распределения

Случайный процесс или случайная функция есть обобщение 
понятия случайной величины, когда результатом опыта явля­
ется не число, а некоторая функция одного или нескольких ар­
гументов, которая при повторении опытов в одинаковых усло­
виях каждый раз случайным образом меняет свой вид.

При этом неслучайная функция, получающаяся в результате 
каждого опыта, называется реализацией случайной функции. 
При каждом повторении опыта будем получать новую реализа­
цию. Таким образом, случайную функцию можно рассматривать 
как множество всех ее реализаций. Такой статистический под­
ход весьма удобен при изучении многих процессов физики, тех­
ники, биологии и гидрометеорологии.

Для атмосферы характерны неупорядоченные турбулентные 
движения, обусловливающие изменчивость метеорологических 
элементов как во времени, так и в пространстве. Турбулентные 
пульсации имеют место как для крупномасштабных процессов, 
так и для движений самого малого масштаба. Наличие турбу­
лентности приводит к тому, что начальные условия не опреде­
ляют полностью течение процесса и, следовательно, опыты, про­
веденные при одинаковых внешних условиях, будут приводить 
к различным результатам.

Допустим, что мы в один и тот же день и час каждого года 
в течение некоторого интервала времени проводим измерение 
температуры воздуха в данной точке. При каждом таком изме­
рении мы получим температуру как функцию от времени T(t).  
Функции, полученные при повторении опытов, будут отличаться 
друг от друга. Каждую функцию Ti(t),  полученную при t-м опы­
те, можем рассматривать как отдельную реализацию, а множе­
ство всех полученных функций даст нам совокупность наблюден­
ных реализаций случайной функции.

Аналогично и другие метеорологические элементы — давле­
ние, вектор скорости ветра и другие — можно рассматривать 
как случайные функции времени и пространственных координат.

Наглядным примером случайной функции может служить 
турбулентная диффузия. Допустим, что в некоторой точке тур­
булентного потока жидкости или газа помещена примесь, на­
пример большое число окрашенных мелких твердых частиц. 
В результате переноса этой примеси беспорядочно перемеши­
вающимися струйками жидкости или газа, составляющими в 
своей совокупности турбулентный поток, она быстро распростра­

2*
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няется и окрашивает значительный объем. Это явление и назы­
вают турбулентной диффузией. Турбулентная диффузия широко 
распространена в природе. Ею определяются распространение 
в атмосфере бактерий и вирусов, пыльцы растений, загрязнение 
воздуха дымами и газами, выделенными промышленными пред­
приятиями и транспортом и т. д. Одним из методов эксперимен­
тального изучения турбулентной диффузии в реальной атмос­
фере является применение трансозондов — уравновешенных 
шаров-пилотов, вес которых подбирается так, чтобы они сво­
бодно плавали в воздухе вдоль некоторой изобарической поверх­
ности. Каждый трансозонд рассматривается как частица в

8 4  t  ч

потоке газа. Регистрируя значение какой-нибудь координаты 
одной из таких частиц через определенные промежутки време­
ни, мы получим реализацию случайной функции. На рис. 1.1 
изображено несколько реализаций зональной составляющей 
траектории частицы, дискретные значения каждой реализации 
соединены сплошной линией. Каждая кривая на рис. 1.1 пред­
ставляет собой реализацию случайной функции. Если зафикси­
ровать момент времени t =  t0 и провести прямую, перпендику­
лярную оси абсцисс, то она пересечет каждую реализацию в 
одной точке. Точки пересечения представляют собой значения 
случайной величины, которую называют сечением случайной 
функции, соответствующим значению аргумента t  =  t0.

Исходя из этого можно дать другое определение случайной 
функции. Случайной функцией аргумента t называют функцию 
X  (t), значение которой при каждом данном значении . аргумен­
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та t  —  to (каждое сечение, соответствующее t  =  t 0) является 
случайной величиной.

Дадим теперь более строгое математическое определение случайной функ­
ции, основанное на аксиоматическом методе построения вероятностей, предло­
женном советским математиком А. Н. Колмогоровым.

В аксиоматике А. Н. Колмогорова в качестве элементарных событий о> 
рассматриваются такие возможные исходы опыта, один из которых про­
изойдет обязательно и которые исключают друг друга, т. е. являются несов­
местимыми.

Множество всех элементов со образует исходное пространство элементар­
ных событий Q. Каждое случайное событие А  можно рассматривать как 
множество тех элементарных исходов со, которые приводят к осуществлению 
этого события, т. е. как некоторое подмножество пространства Q. В частно­
сти, событие, рассматриваемое как все пространство Q, является достоверным, 
так как к его осуществлению приводят все элементарные исходы опыта, один 
из которых по условию произойдет обязательно.

На пространстве элементарных событий £2 выделяется система F ето 
подмножеств, называемых случайными событиями, или случайными исходами, 
которая обладает тремя свойствами.

1. Система F  в качестве элемента содержит все множество Q, f i e f .
2. Если А  и В  являются элементами F, А  е  F, В е р ,  то их сумма 

А  +  В, произведение А -В  и дополнения Л, В до множества Q также явля­
ются элементами F, А  +  В  е  F, А -Д<= F, А е  F, В  е  F.

Напомним, что суммой двух множеств А  +  В  называется множество всех 
элементов, принадлежащих хотя бы одному из множеств А  и В. Произведе­
нием множеств А -В называется множеству всех элементов, принадлежащих 
обоим множествам А  и В. Дополнением А множества А  до множества Q, 
А =  Q — А, называется множество всех элементов множества Q, не являю­
щихся элементами множества Л.

Дополнением множества Q является так называемое пустое множество, 
которое не содержит ни одного элемента ш. Пустому множеству соответ­
ствует невозможное событие.

3. Вместе с каждой последовательностью множеств Ai, А 2, . . . ,  А„, . ■., 
принадлежащих F, их сумма Ai +  Аг  +  . . .  +  А п +  . . .  и произведение 
A iA z . . .  А п . . .  также принадлежит F.

Система F  подмножеств с указанными свойствами носит название «0-ал- 
гебра» событий.

На множествах А  из о-алгебры F  вводится вероятностная мера -Р(Л) — 
вероятность случайных событий А, которая представляет собой функцию 
множеств, обладающую следующими свойствами:

1) Р (А )  ^  0, т. е. Р (А )  является неотрицательной функцией;
2) P(Q)  = 1 ;
3) если события A  i, Л2, А п, . . .  попарно несовместны, т. е. произве­

дение A i X A /  есть пустое множество при i ф  j, то P {A i  +  Л2 +  . . .  +  А п +
.+ •••) =  Р  С̂ О +  +  • • • +  Р  (-̂ л) "Ь ■ • • • „

Указанные три свойства вероятностной меры представляют собой аксио­
мы теории вероятностей.

Аксиома 1. Каждому случайному событию А  е  F  поставлено в соответ­
ствии неотрицательное число Р (А ) ,  называемое его вероятностью.

Аксиома 2. Вероятность достоверного события равна единице.
Аксиома 3. Если событие А  состоит в осуществлении хотя бы одного из 

конечного или счетного числа попарно несовместных событий, то вероятность 
события А  равна сумме вероятностей этих событий. Эта аксиома устанавли­
вает свойство аддитивности вероятностной меры.

Пространство элементарных событий Q с выделенной на нем о-алгеброи 
случайных событий F, для которых определена вероятностная мера Р  (А), 
называют вероятностным пространством и обозначают (Q, F, Р).
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Функция X  —  Х((о) от элементарных событий, (исходов) й  е £ 2 , опреде­
ленная на вероятностном пространстве (fi, F, Р ), значения которой обра­
зуют некоторое числовое множество Е  на числовой оси, называется случай­
ной величиной.

Случайную функцию можно определить как функцию X  (©, t) 
элементов со основного вероятностного пространства (Q, F, Р )  и 
параметра t, пробегающего произвольное множество Т. При 
фиксированном значении случайная функция будет яв­
ляться случайной величиной, которую называют сечением слу­
чайной функции.

При фиксированном значении элементарного исхода опыта 
e e f i  случайная функция превращается в неслучайную функ­
цию x(t)  аргумента t е  Т, которая соответствует элементарному 
исходу опыта © и называется реализацией случа'йной функции.

Будем обозначать случайную функцию большими буквами 
с  указанием аргумента Х(^), F(i) и т. д., а ее реализаций — ма­
лыми буквами Xi(t),  Х2 (t), . . .  с индексом, указывающим номер 
опыта, при котором данная реализация получена. Сечение слу­
чайной функции, отвечающее значению аргумента t0> будем обо­
значать X(to).

Множество Т  часто представляет собой подмножество веще­
ственной прямой, при этом аргумент t может принимать либо 
любые вещественные значения в заданном интервале (конечном 
или бесконечном), либо только определенные дискретные значе­
ния. В первом случае X ( t )  называют случайным процессом, во 
втором — случайной последовательностью.

Термин случайная функция охватывает оба эти понятия. 
Аргументом случайной функции не обязательно является время. 
Можно, например, рассматривать температуру воздуха как 
случайную функцию высоты.

В случае, когда множество Т представляет собой некоторую 
область в n-мерном векторном пространстве, случайная функ­
ция будет зависеть уже не от скалярного, а от векторного ар­
гумента t (tu t2, ее можно рассматривать как функцию
от п  скалярных аргументов ty U, .. ■, in- Случайную функцию 
нескольких аргументов называют случайным полем.

В метеорологии, например, изучают поля температуры, ветра, 
давления, т. е. температуру, давление или вектор скорости вет­
ра рассматривают как случайные функции четырех аргумен­
тов— трех пространственных координат и времени. При этом 
случайное поле может быть скалярным, как в случаях поля 
температуры или поля давления, или векторным, как в случае 
поля скорости ветра, когда каждая реализация является век­
торной функцией.

Гидрометеорологические процессы являются функциями не­
прерывных аргументов, поэтому не будем касаться теории слу­
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чайных последовательностей, а рассмотрим только случайные 
процессы одного непрерывного аргумента и случайные поля 
как случайные функции нескольких непрерывных аргументов.

Случайная величина считается полностью определенной, если 
известна ее функция распределения

F ( x )  =  P ( X < x ) .  ( 1 . 1 . 1 )

Система случайных величин определена, если задана ее 
функция распределения

F  (ЛГj, Х2у • > • , Л'/г) ' Р  (^1 Х\у Х 2 Х2, • * • > ^ п  0  •  ̂*̂ )
Рассматривая случайный процесс X ( t )  как совокупность всех 

его сечений, каждое из которых представляет собой случайную 
величину, и фиксируя значения аргумента t\, t2, . . . ,  tn ^ T ,  по­
лучим п  сечений случайного процесса

X x= X { t x), X 2 =--X {t2), . . . ,  X n =  X ( t n).

При этом приближенно случайный процесс можно охаракте­
ризовать функцией распределения полученной системы случай­
ных величин

F п ( Х и  х 2, . . . ,  Хп) == Р  (Х\ <С х Х) Х 2 ^  х2, • • •, Х п Xfl). (1.1 -3)
Очевидно, что такая функция распределения тем полнее бу­

дет характеризовать случайный процесс, чем ближе друг к дру­
гу расположены значения аргумента ti и чем большее число п. 
их взято.

Исходя из этого случайный процесс X  (t) считают заданным,, 
если для каждого значения t определена функция распределе­
ния случайной величины X ( t )

F x(x- t) =  P [ X ( t ) < x ] ,  ( 1 . 1 . 4 )

для каждой пары значений tx и t2 аргумента t определена функ­
ция распределения системы случайных величин X i = X ( ^ ) ^  
X 2 =  X ( t 2)

F 2 (xj, x2, tj, t2) =  P ( X i <C x x, X 2 <C x 2) ( 1 . 1 . 5 )

и вообще для любых п  значений tx, t2, tn аргумента t опре­
делена «.-мерная функция распределения системы случайных 
величин Х \ = X ( t \ ) ,  X 2 —  X ( t 2), Х п =  X ( f n)

F п (X \» x 2t . . . ,  x n, tx, t2y . ■.,
— P  { X x <  x x, X 2 <  x 2, . . . ,  X n x„). (1.1.6)

Функция F\ (x; t) называется одномерной функцией распре­
деления случайного процесса, она характеризует закон рас­
пределения каждого его сечения, но не учитывает взаимную за­
висимость между различными сечениями.
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Функция F% (xь х2; t\, t2), называемая двумерной функцией 
распределения случайного процесса, также не является его ис­
черпывающей характеристикой.

Для полной характеристики случайного процесса нужно 
задать все многомерные функции распределения.

Для непрерывных случайных процессов, таких, каждое се­
чение которых представляет собой непрерывную случайную 
величину, можно пользоваться многомерными дифференциаль­
ными законами распределения. Если F i  (х; t) имеет частную 
производную по х

dF,(x1 ± _ h { x ]  4  (L 1J)

то она называется одномерной плотностью распределения или 
одномерным дифференцированным законом распределения слу­
чайного процесса.

Одномерный дифференциальный закон распределения fi (х\ t) 
есть закон распределения случайной величины — сечения слу­
чайного процесса, соответствующего данному значению t. Ана­
логично определяются многомерные дифференциальные законы 
распределения случайного процесса. Если существует смешан­
ная частная производная от гс-мерной функции распределения

'd"Fn (xi, х%, . . . , х п >  tb  2̂» t t , . . .  .. . j. j. j. \
дххдхг . . . d x n — ln \Xu  x 2, . . . , x n, i b u,

(1.1.8)

•то она называется n-мерной плотностью распределения случай­
ного процесса.

Функции распределения и плотности распределения должны удовлетво­
рять условиям симметрии, т. е. должны быть одними и теми же при любом 
.выборе значений аргумента U, U, . . . ,  tn-

Для любой перестановки it, гг, . . . ,  in из чисел 1, 2..........п должны вы-
шолняться соотношения:

P n iX i^  X i2, . . . ,  Xin \ tix, ti2, . . . ,  tin) ~

= = F n (x 1 , x 2, , . . ,  x n, t\, t2, . . . ,  tre), (1.1.9)
fn (X i ,1 Xl%, . . ., Xin ’, ti^ t(2, . . . , t i n ) =

fn (X u  x2, . . . ,  x n, t2i . . . ,  tn). (1.1.10)

Если известна п.-мерная функция распределения или плот­
ность распределения, то тем самым заданы все функции и 
плотности распределения более низкого порядка.

Характеристика случайного процесса с помощью задания 
многомерных законов распределения большей частью является 
неприемлемой в практическом применении, как вследствие слож­
ности экспериментального определения многомерных законов
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распределения, так и вследствие их громоздкости и трудности 
использования при решении прикладных задач.

Поэтому вместо использования самих многомерных законов 
распределения в большинстве случаев ограничиваются заданием 
отдельных характеристик этих законов, аналогично тому, как в- 
теории случайных величин вместо законов распределения поль­
зуются их числовыми характеристиками.

1.2. Моментные характеристики 
случайных процессов

В качестве характеристик случайных процессов, как и слу­
чайных величин, принимают моменты распределения.

Моментом случайного процесса порядка ix -j- h  -J- • • • +  in на­
зывается математическое ожидание произведения соответствую­
щих степеней различных сечений случайного процесса

m t v tr . . . . t a ( tu  t2, . U  =  TW{[Zai)]!'1 ■ [ В Д ] '2 • • • t * ( U ] 4
(1.2.1>

Момент первого порядка
=  =  (1.2.2)

называется математическим ожиданием случайного процесса.
Математическим ожиданием случайного процесса является 

неслучайная функция./п*(£), значение которой для каждого t 
равно математическому ожиданию соответствующего сечения..

Математическое ожидание m x (t) полностью определяется 
законом распределения первого порядка

оо

mx ( t ) =  ^ x f t i x i t y d x .  ( 1 .2 . 3) .
— оо

Начальные моменты второго порядка могут быть двух типов:, 
момент второго порядка для одного и того же сечения случай­
ного процесса

=  ( 1 . 2 . 4 >

и смешанный момент второго порядка для двух различных се­
чений

Щ ,1  ( t b  i t ) - - = M  [ X  f t )  X  Ш  ( 1 . 2 . 5>

Момент m 2t о зависит только от одного значения аргумента t\
смешанный момент m i,i зависит от двух значений tx и t2 аргу­
мента t.

Наряду с начальными моментами рассматривают централь­
ные моменты случайного процесса.
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Разность между случайным процессом и его математическим 
ожиданием

X (t )  =  X ( t ) - m x (t) (1.2.6)

называют центрированным случайным процессом.
Центральным моментом случайного процесса X ( t )  назы­

вается начальный момент соответствующего порядка от центри-
О

рованного случайного процесса X (t ) .
Центральный момент первого порядка равен нулю

И, (t) =  м  [X  (/)] =  М  [X  (t) —  mx (0] =  m x (t) — mx (t) =  0. 

Центральные моменты второго порядка имеют вид

Н о ( 0  ^ M { [ X ( t ) Y }  =  M { \ X { t ) - r n x m ,  (1.2.7)

P-i, i h) =  M [X  tfi) X  (*2)] =  M  {[X(^) — mx (^)I [X  {t2) — mx {t2)]}.

(1.2.8)

Центральный момент цг,о(0, являющийся функцией аргу­
мента t, при каждом фиксированном значении t есть дисперсия 
соответствующего сечения случайного процесса. Эта неслучай­
ная функция аргумента t

D x (t) =  M { [ X { t ) ~ m x (t)f} (1.2.9)

называется дисперсией случайного процесса.
Центральный момент \xi,\(ti,t2) есть функция двух аргумен­

тов ti и t2, для каждой пары значений 11 и t2 это есть момент 
связи, или корреляционный момент между соответствующими 
сечениями случайного процесса.

Неслучайную функцию двух аргументов t\ и t2

R x (tu t2) =  M { [ X ( t l) - m x (tl) ] [X (t2) - m x (t2)]} (1.2.10)

называют корреляционной функцией случайного процесса X ( t ) .
Очевидно, что при i \  —  t2 =  t имеет место R x {t, t) =  D x (t), 

т. е. при одинаковых значениях аргументов корреляционная 
функция превращается в дисперсию.

Корреляционную функцию R x (ti, t2) можно записать, поль­
зуясь двумерным дифференциальным законом распределения 
случайного процесса

со

Rx (tu h) —  \ \ [Xi —  rnx (/j)] [x2 —  mx (t2)] f2 (xu x2; tb t2) d x tdx2.
— oo

(1.2.11)
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Из определения корреляционной функции R x (ti, t2) видно, что 
она симметрична относительно своих аргументов

R x (tu k )  =  R x (t2, tx). (1.2.12)
Вместо корреляционной функции можно пользоваться нор­

мированной корреляционной функцией1 rx (i i,t2), определяемой 
в виде

г Л Ч  =  (1.2.13)* v 1 и  ох (ti) ах (t2)

где ах (t) — лАо* (t) — среднее квадратическое отклонение слу­
чайного процесса.

Для каждой пары значений и t2 нормированная корреля­
ционная функция rx (t\, t2) есть коэффициент корреляции соот­
ветствующих хечений случайного процесса.

Задание первого и второго моментов — математического- 
ожидания и корреляционной функции случайного процесса,,
не дает полной его характеристики, а определяет лишь ряд. 
существенных свойств.

Математическое ожидание m x (t) при каждом фиксированном 
значении аргумента t определяет центр распределения каждого' 
сечения случайного процесса.

Корреляционная функция R x {t\,t2), превращаясь при одина­
ковых значениях t\ =  t2 =  t в дисперсию, характеризует разброс 
случайных значений данного сечения около своего центра рас­
пределения.

При различных значениях t\ и t% корреляционная функция: 
характеризует степень линейной зависимости между каждой 
парой сечений случайного процесса. При решении многих при­
кладных задач достаточно знать только эти два момента — ма­
тематическое ожидание и корреляционную функцию случайного- 
процесса. Раздел теории случайных функций, оперирующий 
только этими характеристиками, носит название корреляцион­
ной теории случайных функций.

Для нормально распределенных случайных процессов мате­
матическое ожидание и корреляционная функция являются ис­
черпывающими характеристиками случайного процесса.

Случайный процесс называется нормально распределенным,, 
если любая система его сечений X (t { ) ,  X { t 2), . . . ,  X {t„ )  подчи­
няется нормальному закону распределения системы случайных 
величин.

Плотность распределения нормально распределенной системы 
случайных величин однозначно определяется математическими

1 Применяются также и другие наименования. Функцию (1.2.10) назы­
вают ковариационной функцией, а корреляционной функцией называют функ­
цию (1.2.13).
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ожиданиями случайных величин системы и корреляционной 
матрицей.

Так как математические ожидания сечений случайного про­
цесса есть значения математического ожидания m x (t), отве­
чающие фиксированным значениям аргумента t, а элементы 
корреляционной матрицы есть значения корреляционной функ­
ции R x (tь t2) при фиксированных парах ее аргументов, то мате­
матическое ожидание и корреляционная функция случайного 
процесса полностью определяют все /г-мерные плотности распре­
деления нормально распределенного случайного процесса.

В настоящее время корреляционная теория разработана наи­
более полно, к  с ее помощью удается решать ряд важных при­
кладных задач. Корреляционная теория позволяет определять 
статистическую структуру метеорологических и гидрологических 
процессов и полей, решать задачи прогнозирования этих про­
цессов и ряд других задач.

Рассмотрим, как меняются характеристики случайного про­
цесса при прибавлении к нему неслучайной функции.

Пусть
. Г (0 =  * ( 0  +  <р(0, (1.2.14)

где ф(^)— неслучайная функция.
По теореме сложения математических ожиданий

my{t) =  mx (0 +  (р а ­
спределим корреляционную функцию случайного процес­

са Y(t)

R y (h, t2) =  M  {[Y  ft) — tn.y ft)] [Y (t2) —  my (Щ  —
=  M { [ X  (t{) - f  ф (ti) —  mx {tx) — cp (^)] [X  (t2) +  Ф (U) —

— tn ^ L )  —  ф (/2)]} =  M { [ X  (tx) — mx (^)] [X  (t2) —  mx (t2)]} =  R x (tu t2),

т. e. видно, что от прибавления неслучайного слагаемого корре­
ляционная функция случайного процесса не меняется.

Пользуясь этим свойством, часто вместо самого случайного 
процесса рассматривают центрированный случайный процесс.

При изучении, гидрометеорологических процессов математи­
ческое ожидание, полученное осреднением по всем реализациям 
случайного процесса, представляет собой климатическую норму 
данного процесса. Это может быть средняя многолетняя, сред­
няя месячная, средняя суточная норма и т. д. в зависимости от 
характера изучаемого процесса. Изменчивость процесса, харак­
теризуемую отклонением случайной реализации от нормы, на­
зывают аномалией.

Наибольший интерес при статистическом изучении случай­
ных процессов представляет характеристика этих аномалий.
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Например, при прогнозировании нас интересует характер от­
клонения искомого элемента от нормы, т. е. будет этот элемент 
больше или меньше климатической нормы.

Исходя из этого чаще всего рассматриваются центрирован­
ные случайные процессы с нулевым математическим ожидани­
ем. При этом корреляционная функция центрированного про­
цесса совпадает с корреляционной функцией исходного про­
цесса.

Пример. Рассмотрим случайный процесс, представляющий собой сину­
соиду

X  (t) =  A sin (S > t,

амплитуда которой А  является случайной величиной с заданным математи­
ческим ожиданием пг и дисперсией D.

Определим характеристики этого случайного процесса — математическое 
ожидание m x (t),  корреляционную функцию R x (h , h )  и дисперсию Dx (t).

m-x (t ) =  М [A sin <d£] =  М  [Л] sin соt =  от sin a i,
R x  ih ,  h )  =  M  {[X (t i)  -  m x  ,)] [X  (t2) -  ntx ( Ш  =

=  M  [(A — ni) sin cô i (A — m ) sin cd£2] =  Af [(A — m )2) X 
X sin a t i  sin (ot2 =  D  sin mti sin co/2,

Dx (t) —  R x  (t , t) =  D  sin2 at.

1.3. Система случайных процессов, корреляционная
функция связи

Часто приходится рассматривать совместно несколько слу­
чайных процессов. При этом, помимо характеристики каждого 
случайного процесса, существенным является установление свя­
зи между различными процессами.

Так, при изучении явлений погоды приходится совместно 
рассматривать ряд случайных процессов: изменение температуры 
воздуха, давления, влажности и др.

Подобно системе Случайных величин, систему п  случайных 
процессов можно рассматривать как n-мерный случайный век­
тор, зависящий от аргумента t.

Не описывая многомерные законы распределения системы 
случайных процессов вследствие их громоздкости и невозмож­
ности практического использования, ограничимся первыми дву­
мя моментами, которые только и используются в корреляцион­
ной теории. Начальные моменты первого порядка совпадают с 
математическими ожиданиями соответствующих случайных про­
цессов.

Центральные моменты второго порядка могут быть двух 
видов.

Во-первых, можно рассматривать второй центральный мо­
мент для двух сечений одного и того же случайного процесса,



30 Г лава  1. Случайные процессы и их вероятностные характеристики

который будет представлять собой корреляционную функцию 
каждого случайного процесса системы.

Во-вторых, можно рассматривать второй центральный мо­
мент для сечения одного из случайных процессов системы, соот­
ветствующего значению аргумента t\, и для сечения другого слу­
чайного процесса, соответствующего значению аргумента t 2.

Этот центральный момент называется корреляционной функ­
цией связи между двумя случайными процессами. Употребляют 
также и другое название — взаимная корреляционная функция.

Рассмотрим систему из двух случайных процессов X ( t )  и, 
Y(t).  В корреляционной теории ее характеристиками будут: ма­
тематические ожидания m x (t) и m y { t ) \  корреляционные функции 
R x ( t b  t 2) и R y ( t i ,  t2) и корреляционная функция связи

Rxy (tu t2) == М  {[J (tx) —  m x (/01 [Y (k) —  m y (/2)1>- (1-3.1)
Корреляционная функция связи (1.3.1) характеризует сте­

пень линейной зависимости между сечениями X ( t i )  и Y (t2). При 
ti =  t2 корреляционная функция связи будет характеризовать 
степень линейной зависимости сечений случайных процессов 
X (t) и Y(t),  соответствующих одному и тому же значению- 
аргумента.

Корреляционную функцию каждого случайного процесса, ха­
рактеризующую степень связи между различными сечениями од­
ного и того же процесса, иногда называют автокорреляционной 
функцией.

Корреляционная функция связи R x y { t ь t 2) не является сим­
метричной относительно своих аргументов, однако обладает тем 
свойством, что не изменяется при одновременной перестановке; 
аргументов и индексов.

Действительно, из (1.3.1) видно, что
Rxy{t\> h) —  Ryx(kt h)- (1-3.2):

Легко показать, что корреляционная функция связи не изме­
нится при прибавлении к каждому из случайных процессов не­
случайных слагаемых, поэтому ее можно вычислять, пользуясь, 
центрированными случайными процессами.

При фиксированных значениях аргументов ti и t2 функция 
Rxy(t  1 , t2) есть момент связи между двумя случайными величи­
нами X ( t i) и Y (t2), поэтому

I R x y i h ,  /о) | <  стж (/,) Оу (t2). (1.3.3)
Вместо корреляционной функции связи рассматривают без­

размерную величину, называемую нормированной корреляцион­
ной функцией связи

и  1 \  ^ х у  ^  /1  О /IV
гху (к ,  t2) ~  a x {t1) o ( t a) ' (1.3.4)
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Согласно (1.3.3),
k ^ b ^ K l .  (1.3.5)

Нормированная корреляционная функция связи rx y ( t \ ,  t2) 
при фиксированных значениях t\  и t 2 представляет собой коэф­
фициент корреляции случайных величин Y ( t 2) .

Если корреляционная функция связи тождественно равна 
нулю, то случайные процессы называются несвязанными, или 
некоррелированными.

Так же как и для случайных величин, условие несвязанности 
является необходимым, но недостаточным для независимости 
случайных процессов. Оно характеризует только отсутствие ли­
нейной зависимости между ними.

Если имеется система п  случайных процессов -Х\(г!), X 2(t), ... 
. . . ,  X n(t), то для характеристики этой системы в корреляцион­
ной теории нужно задать п  математических ожиданий mXi(i), п  
корреляционных функций R X i(tu t2) и п ( п — ^ ^  корреляцион­
ных функций связи, которые достаточно задать только для пар 
индексов xi, х; при i <  /, так как

R x i x j { t b  t 2) —  Rx]-xi {t2, ^i). (1 -3 .6)

Корреляционные функции и корреляционные функции связи 
удобно записывать в виде корреляционной матрицы ||/?г/(^, f2)||, 
каждый элемент которой представляет собой соответственно 
автокорреляционную или взаимную корреляционную функцию 
аргументов t\  и t 2

R n ( t b  h )  ^12 ( 1̂> h )  • • •  R l n ( t u  t 2) 

R 22(h> h )  • • •  R 2n ( t u  h )

2̂)11---

I Rnti(t 1> 2̂) .
Пусть случайный процесс Z ( t )  представляет собой сумму 

двух других случайных процессов Х(£)':и Y(t)

Z (t )  =  X ( t )  +  Y(t). (1.3.7)

Найдем математическое ожидание и корреляционную функ­
цию случайного процесса Z (t ) .

При каждом фиксированном значений t, согласно свойству 
математического ожидания суммы случайных величин, получаем

m z { t ) = ~ m x (t)  +  m y i t ) .  (1 .3 .8 )
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т. е. двухмерная плотность распределения зависит не от двух 
аргументов t\, t2, а только от одного аргумента — их разности
Т =  t2 ---t\-

Отсюда, для стационарного случайного процесса, согласно 
(1.4.2), получаем

ОО

т х ( 0 =   ̂ x f x(x )dx  =  mx =  const, (1-4.4)
— оо

т. е. математическое ожидание стационарного случайного про­
цесса не зависит от аргумента t и является постоянной вели­
чиной.

Согласно (1.4.3) и (1.4.4),
оо

R x  ih, t2) =   ̂5 ~  ~  /г (*i> Х2\ т) d x xd x2 =  R x (т).
— оо

(1.4.5)
Таким образом, корреляционная функция стационарного слу­

чайного процесса является функцией только одного аргумента 
% =  t2 — 1\.

Условия (1.4.4) и (1.4.5) выполняются для любого стацио­
нарного процесса, т. е. являются необходимыми условиями его 
стационарности. Однако они не являются достаточными для ста­
ционарности процесса, т. е. их выполнение не гарантирует вы­
полнение условий (1.4.1) при п  ^  3.

В корреляционной теории случайных функций используются 
не многомерные законы распределения, а только первые два 
момента распределения, при этом выполнение условий (1.4.4) и
(1.4.5) является весьма существенным и приводит к значитель­
ному упрощению описания случайных процессов и решения мно­
гих задач.

Поэтому в корреляционной теории выделяют класс случай­
ных процессов, для которых выполняются условия (1.4.4) и
(1.4.5), т. е. для которых математическое ожидание есть по­
стоянная величина, а корреляционная функция является функ­
цией только одного аргумента. Такие процессы называют ста­
ционарными в широком смысле.

В дальнейшем, занимаясь только корреляционной теорией 
случайных функций, говоря о стационарности, будем подразу­
мевать стационарность в широком смысле.

Для нормальных случайных процессов стационарность в ши­
роком смысле эквивалентна строгой стационарности, так как все 
я-мерные плотности распределения в этом случае полностью 
определяются математическим ожиданием и корреляционной 
■функцией случайного процесса. А, следовательно, независимость
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последних от выбора начала отсчета аргумента t приводит к 
инвариантности относительно такого сдвига всех п -мерных плот­
ностей распределения для нормального случайного процесса.

Из свойства симметричности корреляционной функции 
(1.2.12) следует

Я* СО =  /? * (-* ), (1-4.6)
т. е. корреляционная функция стационарного случайного процес­
са является четной. Исходя из этого, можно также сказать, что 
его корреляционная функция зависит только от абсолютной ве­
личины разности ti — 1\, т. е. считать т =  |^2 —

Для стационарного случайного процесса X ( t )  дисперсия
D x (t ) *=R x (t ,  t) =  R x (0), (1.4.7)

т. е. дисперсия также является постоянной величиной, не зави­
сящей от аргумента t. Она получается из корреляционной функ­
ции R x  (т) при т =  0.

Нормированная корреляционная функция стационарного про­
цесса, согласно (1.2.13), определится в виде

_ /-Л R x  ( t )  R x  (т) Л 0\
г* ( х ) = = - о Г = = Т Ш -  (1-4,8)

В частности,

r- <0>“ - f e w  =  1- ( U -9>
Рассмотрим систему случайных процессов Х\ (t), Хг(0> ••• 

. . . , X n (t). Эта система называется стационарной в широком 
смысле, если каждый из случайных процессов X i(t )  является 
стационарным и, кроме того, корреляционные функции связи 
R xtxj {t\, t2) являются функциями только одного аргумента т =

R XiX} (tb h) =  R x iXf (T). (1.4.10)
Такую систему называют также стационарной и стационарно 

связанной.
Для такой системы из свойства корреляционных функций 

связи (1.2.16) получаем
R x ix,(r)  =  R x lxi ( - r ) .  (1.4.11)

Это показывает, что взаимную корреляцию двух случайных про­
цессов X i(t )  и X j(t )  можно описать одной корреляционной функ­
цией связи R x .x, (т), заданной как при положительных, так й 

* /
при отрицательных значениях аргумента. При этом функции 
R x  x, (т) в общем случае не являются четными функциями.

Из изложенного видно, что стационарность случайной функ­
ции значительно упрощает ее статистическое описание.

3*
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Это позволило разработать достаточно эффективные мате­
матические методы решения в рамках корреляционной теории 
вопросов преобразования стационарных случайных функций, их 
прогнозирования и др.

Поэтому всякую случайную функцию, с которой имеют дело 
на практике, прежде всего рассматривают с точки зрения воз­
можности считать ее стационарной. Стационарности в идеаль­
ном смысле в природе не бывает — это математическая абстрак­
ция, но если хорошо понимать суть стационарности, то из физи­
ческих предпосылок и статистических доводов можно прийти 
к важным практическим результатам, введя для нестационар­
ного процесса стационарное приближение к нему.

Для процессов, имеющих место в атмосфере и гидросфере, 
предположение об их стационарности достаточно хорошо оправ­
дывается для сравнительно небольших интервалов времени или 
расстояний. С увеличением интервалов изменения аргумента 
наблюдается нарушение стационарности.

При исследовании статистической структуры процессов атмо­
сферы и гидросферы чаще всего встречаются стационарные слу­
чайные процессы, корреляционные функции которых аппрокси­
мируются функциями следующих типов:

6) i?(T) =  CT2e- a | t | (cosPT +  - |- s in P |T [ ) ,  a >  О, р >  0;

Для всех приведенных случаев корреляционная функция 
стремится к нулю при стремлении % к бесконечности. Это свой­
ство обычно выполняется для всех практически встречающихся 
в гидрометеорологии случайных процессов.

Исключение составляет тот случай, когда в структуре слу­
чайного процесса в качестве слагаемого имеется постоянная слу­
чайная величина. В этом случае корреляционная функция бу­
дет содержать постоянное слагаемое, равное дисперсии этой слу­
чайной величины. При t-j-'oo. функции R ( т) будет стремиться к 
этой дисперсии.

Возникает вопрос, всякая ли четная функция может являться корреляци­
онной функцией стационарного случайного процесса.

1)
2)
3)

4)

5)

R  (г) — (Т2е~а|т|, а >  0;
R  (г) —  а2 (1 +  а| т |)е-а |т |, а >  0;

R  (т) =  о2е~ах\  а >  0;
R (% )  =  a2e~a U \. cosfiT, а >  0, Р >  0; 
R  (т) =  о2е~а%г cos рт, а >  0, р >  0;
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Функция f ( t ) ,  для которой справедливо неравенство

п  п

Y ,  (1.4.12)
i=l /=1

для любых вещественных чисел аг, . . . ,  а п и любых значений аргумента 
t i ,  h ,  . . . ,  tn называется положительно определенной.

Рассмотрим сумму такого вида для корреляционной функции

Z  f l a ic4 R x (t l - t j ) = f i | > [ * ( г £) х ( г , ) ] х
1 = 1 ! = 1 £ = 1 / = 1

X  а<а/ =  м  £  a tX  (t{) j  j  >  0. (1.4.13)

Сумма (1.4.13) неотрицательна как математическое ожидание неотрицатель­
ной величины.

Следовательно, корреляционная функция является положительно опреде­
ленной. Отсюда видно, что корреляционной функцией стационарного случай­
ного процесса может быть только положительно определенная функция.

Справедливым является и обратное утверждение, что всякая положи­
тельно определенная функция является корреляционной функцией для неко­
торого стационарного случайного процесса.

Можно показать, что все рассмотренные в 1) — 7) функции являются 
положительно определенными.

Максимальное значение автокорреляционной функции, рав­
ное дисперсии случайного процесса, достигается при т =  0.

Для корреляционной функции связи двух случайных процес­
сов это не всегда имеет место. Действительно, влияние одного 
процесса на другой может происходить с некоторым запазды­
ванием. Например, нагревание стратосферы за счет солнечного 
излучения происходит лишь спустя некоторое время т. В этом 
случае значение момента связи между сечениями этих процессов 
при интервале т между ними будет больше, чем между одновре­
менными сечениями этих процессов. Наличие такого запаздыва­
ния может служить и причиной несимметричности корреляцион­
ной функции связи относительно аргумента т, т. е. того, что 
Rxy  (т) =7̂ = Rxy (—т ).

В качестве характеристики стационарного случайного про­
цесса наряду с корреляционной функцией рассматривают струк­
турную функцию, которую определяют как математическое 
ожидание квадрата разности сечений случайного процесса, со­
ответствующих значениям аргумента t и t +  т

В х (т) —  M { [ X { t - \ - x )  —  X  (О]2}. (1.4.14)

Из определения видно, что структурная функция неотрица­
тельна, В х (т) ^  0.
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Структурную функцию можно выразить через корреляцион­
ную функцию

В х (т) =  М  {[(X  (t +  т) -  mx) -  ( X  (t) -  m,)j2} =
=  М  { [X  (f +  т) -  mxf }  +  М  {[X  (t) -  mxf }  -

-  2М  {[X  (t +  т) -  mx] [X  (t) -  mx]} =  2 [Я* (0) -  R x (т)]. (1.4.15)

Из (1.4.15) и свойств корреляционной функции получаем

В  А  0) =  0, (1.4.16)
В х ( - х )  =  В х ( х), (1.4.17)

т. е. структурная функция стационарного случайного процесса 
является четной.

Если для случайного процесса выполняется условие

Игл ^ ж(т) =  0, (1.4.18)

то из (1.4.15) получаем

Нш В х (т) =  2 R X (0) =  2ах.

Обозначив lim В х (г) =  В х (оо), при выполнении (1.4.18) запишем
Т“»оо

(1.4.15) в виде
B x (x) =  B x (oo) —  2 R x (x), (1.4.19)

откуда можно выразить корреляционную функцию через струк­
турную

^ ( t) =  4 - [ ^ ( ° ° ) - ^ W ] -  о - 4-20)

Таким образом, при выполнении условий (1.5.18), зная
структурную функцию на бесконечном интервале изменения
аргумента, можно определить корреляционную функцию.

Практически мы никогда не имеем записи реализаций слу­
чайного процесса на бесконечном интервале, однако в ряде слу­
чаев структурная функция довольно быстро достигает значения, 
которое при дальнейшем увеличении интервала % меняется мало.

Это значение, которое иногда называют насыщающим значе­
нием структурной функции, и принимают за В (о о ) .  Между 
структурной и корреляционной функциями имеет место соотно­
шение

Пример 1. Случайный процесс имеет вид

Rx(x) +  ± B x(x) =  e l  (1 .4 .2 1 )

X  (t) =  A  sin ( a t  +  ф),
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где амплитуда А  и частота со — неслучайные положительные величины, а 
фаза ср — случайная величина, равномерно распределенная на отрезке [0, 2я], 
т. е. имеющая плотность распределения

2̂ - при ф е  [0, 2л]
f (Ф)= _

при ф «= [0, 2зх].

Найдем характеристики этого случайного процесса. ,
По формуле (1.2.4) находим математическое ожидание

оо 2 л

m x ( t ) =  jj x f i  (г , t ) d x =  ^ A sin (со*+ ф) —  йф =
— OO 0

=  ~  cos (co* +  ф) =  °"
Определим корреляционную функцию.

R x  {tu tz) =  M [A sin (coti +  ф) A sin (a)t2 +  ф)] =
=  A 2M  [sin cofi cos ф +  cos cat! sin ф) (sin a t 2 соэф +  cos a t 2 sin ф)] =

=  A 2 {sin coti sin cot2M  [cos2 ф] +  cos co  ̂ cos cot2M  [ sin2 ф] +
+  (sin cofi cos (ot2 +  cos-coii sin соt2) M  [sin ф cos ф]};

oo 2n

ЛГ[соз2 ф ] =   ̂ соз2 ф /Ч ф ) й ф = - ^ -  ̂ соз2 фй;ф =  -2-;
— oo 0

2n

M  [з1п2ф] — ~Y> M [ sin ф cos ф] =   ̂ зт2ф .й ф  =  0.
о

Таким образом получаем

R x  {t\, t 2) =  ~2~ (sin a t i  sin a t 2 +  cos cb̂ i cos a t 2) =

A 2 A 2—  —  cos со (t2 — ti)  =  - g -  cos cat.

Проведенный анализ показывает, что математическое ожидание рассмо­
тренного случайного процесса X ( t)  является постоянной величиной тх =  О, 
а корреляционная функция является функцией одной переменной т, т. е. дан­
ный процесс является стационарным в широком смысле.

Пример 2. Рассмотрим тот же случайный процесс, когда случайная
я

фаза ф распределена на отрезке 0 <  ф <  —  с плотностью распределения

f ( ф) =  cos ф. Математическое ожидание mx (t) определится в виде
я/2 '

т х (t) =  А   ̂ sin (ffli +  ф) cos ф dtf  =  '
о

(  я /2  Я/2 ч

sin со/  ̂ cos2 ф йф -j- cos a t   ̂ sin ф cos ф йф 1 =

о о '
п А  . , . А  • ,=  — sin a t  -1— — cos cot.
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Отсюда видно, что математическое ожидание m x (t) не является постоянной 
величиной и, следовательно, данный случайный процесс не является стацио­
нарным.

1.5. Периодически нестационарные случайные процессы

Многим гидрометеорологическим процессам свойственна рит­
мика годовой и суточной цикличности.

На рис. 1.2 в качестве примера приведены временные ряды 
среднемесячных значений температуры воды (Г°С) в Финском 

т°с

заливе Балтийского моря и расходов воды Q  р. Даугавы. Из 
приведенных примеров видно, что из года в год происходит по­
вышение температуры воды от весны к лету и последующее по­
нижение к зиме; увеличение расхода воды в реке во время ве­
сенних половодий и осенних паводков. Однако наряду с повто­
ряемостью годовых колебаний имеет место и стохастичность 
(изменчивость) параметров этих колебаний. Математической 
моделью для описания закономерностей таких колебаний слу­
жит периодически нестационарный случайный процесс (ПНСП).

Случайный процесс называют периодически нестационарным, 
если его вероятностные характеристики инвариантны относи­
тельно сдвигов на положительное число Т. Процесс будет пе­
риодически нестационарным в узком смысле, если инвариантны 
его конечномерные распределения

F  (хj, . . . ,  х п\ tx +  Т ..........tn +  Т) —  F  (хи . . х п; ti, . . tn)

(1 .5 .1 )
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и периодически нестационарным в широком смысле, если инва­
риантны математическое ожидание

m (t -\-T) =  m(t), (1.5.2)

дисперсия 1

D { t  +  T) =  D { i),  1 (1.5.3)

корреляционная функция

R i h  +  T, t2 +  T) =  R ( t u t2). (1.5.4)

Случайный процесс, периодически нестационарный в широ­
ком смысле, называют периодически коррелированным случай-

m  D m  В

ным процессом (ПКСП). Для ПК.СП свойство (1.5.4) для пере­
менных t  =  12) , / 2  и x  =  t \ —  t 2 записывают в виде

R ( t  +  T, x) =  R(t, х). (1.5.5)

Вследствие периодичности функций m(t)  и R(t ,  т) их можно 
разложить на периоде нестационарности (или периоде коррели-
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Рис. 1.4

рованности) в ряды Фурье вида
оо

,rik ехр ( г 0 ;
k=0

Я (0  =  | > е х р
k~  О

R  (*. т ) =  Y ,  ^  е х Р (*  - у -  0  ’
' k=0

(1.5.6)

(1.5.7)

(1.5.8)

где mk, D k, R k ix )  — коэффициенты, которые можно рассматри­
вать как вероятностные характеристики ПКСП, наряду с функ­
циями m (t), D ( t )  и R(t,  т).
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На рис. 1.3 в качестве примера приведены графики функций 
m ( t ) и D { t )  для колебаний уровня (а );  речного стока (б); тем­
пературы (б) и солености (г) морской воды.

Математическое ожидание m {t)  представляет регулярную со­
ставляющую изменений случайного процесса и позволяет
найти средний повторяющийся образ сезонного или суточного 
хода. В гидрометеорологии функцию m{t)  называют нормой.

Из рис. 1.3 видно, что соленость вод Финского залива имеет 
минимум в марте — апреле. Такое распределение солености 
вполне объяснимо, так как соленость залива зависит от стока 
р. Невы и поступления талых вод. Температура воды в курорт­
ной зоне Ленинграда достигает 18 °С в июле — августе. Диспер­
сия D ( t ) характеризует изменчивость процесса X ( t )  относитель­
но функции m{t).

На рис. 1.4 приведены корреляционные поверхности сезонных 
и межгодовых изменений: колебаний уровня (а); речного стока 
(б) ; температуры (в) и солености (г) морской воды. Из рисунка 
видно, что наибольшая изменчивость температуры воды наблю­
дается в переходные сезоны весной и осенью, а наименьшая — 
зимой. По существу речь идет о межгодовой изменчивости сред­
немесячных значений гидрометеорологических элементов по от­
ношению к среднемноголетней норме m (t).  Функция R(t,  т) 
характеризует взаимосвязь значений гидрометэлементов в раз­
личные месяцы года или в аналогичные месяцы разных лет.

По определению
D (t)  =  R(t, 0) (1.5.9)

и, кроме того,
R ( i ,  x ) = £ R ( t , - x ) ,  (1.5.10)

т. е. корреляционная функция несимметрична, но обладает свой­
ством

R ( t  —  х, т) =  R {t,  — т). (1.5.11)

1.6. Эргодичность случайных процессов

До сих пор мы определяли характеристики случайного про­
цесса— математическое ожидание и корреляционную функ­
цию— путем осреднения по множеству всех реализаций.

Однако возможен и другой способ осреднения, когда мы 
имеем одну реализацию большой продолжительности. Если 
связь между различными сечениями случайного процесса убы­
вает быстро, то те части реализации, которые можно считать 
независимыми между собой, рассматривают как совокупность 
реализаций.

Этот способ, естественно, может рассматриваться только для 
стационарного процесса, так как для процесса нестационарного
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статистические свойства меняются с изменением аргумента, к 
отдельные куски реализации нельзя считать различными реали­
зациями, отвечающими одинаковым условиям опыта.

Для стационарного случайного процесса математическое 
ожидание (среднее значение) не зависит от аргумента, поэтому 
можно попытаться, не разделяя реализацию на отдельные ча­
сти, определить его как среднее арифметическое из всех значе­
ний данной реализации.

В этом случае математическое ожидание определится па 
формуле

т

(1.6.1)
о

где Т — интервал осреднения.
Аналогично корреляционную функцию R x (%) определим как 

среднее арифметическое произведения

[х (0 — пгх] [х {t +  %) —  mx] 

из всех значений данной реализации по формуле
т-%

R x b )  =  -fzГТ J [x{t) —  mx] [ x { t  +  %) —  mx]dt. (1.6.2)
о

Возникает вопрос, будут ли эти значения близки к соответ­
ствующим значениям, полученным осреднением по совокупности. 
Оказывается, что это будет иметь место не для всех стационар­
ных процессов.

Говорят, что случайный процесс, для которого статистические 
характеристики, полученные осреднением по одной реализации, 
при увеличении интервала осреднения Т с вероятностью сколь 
угодно близкой к единице могут быть приближены к соответ­
ствующим характеристикам, полученным осреднением по всему 
множеству реализаций, обладает эргодическим свойством.

В этом определении использовано понятие сходимости по вероятности. 
Говорят, что последовательность случайных величин X iy Х 2, . . . ,  Х„ . . .  схо­
дится по вероятности к случайной величине X, если для любого е >  0 ве­
роятность неравенства \Х„ — Х \  < 8  стремится к единице при я, стремящем­
ся к бесконечности:

lira Р { \ Х п — X | <  е) =  1.
П-> оо

Характеристики тх и ./?х(т), определенные по формулам 
(1.6.1) и (1.6.2), представляют собой случайные величины, за­
висящие от интервала осреднения Т.

Если при безграничном увеличении интервала осреднения Т  
последовательности этих случайных величин сходятся по ве­
роятности соответственно к значениям математического ожида­
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ния и корреляционной функции, полученным осреднением по 
всему множеству реализаций, то случайный процесс X ( t )  обла­
дает эргодическим свойством. Эргодическим свойством обладают 
такие случайные процессы, каждая реализация которых имеет 
одни и те же статистические свойства.

Если отдельные реализации имеют свои специфические осо­
бенности, например, представляют собой колебания около раз­
личных средних, то среднее значение, полученное по одной реа­
лизации, может значительно отличаться от среднего по совокуп­
ности всех реализаций.

Математическим условием эргодичности стационарного слу­
чайного процесса по отношению к математическому ожиданию 
является стремление корреляционной функции R {% )  к нулю при 
стремлении т к бесконечности.

Это условие обычно выполняется для всех встречающихся на 
практике случайных процессов. Однако оно не будет выпол­
няться, если в состав случайного процесса в качестве постоян­
ного слагаемого входит некоторая случайная величина.

Действительно, пусть случайный процесс Z {t )  представляет 
собой сумму стационарного случайного процесса X ( t )  и не свя­
занной с ним случайной величины У с нулевым математическим 
ожиданием.

Тогда, согласно (1.3.17), имеет место равенство
Rz  fr) =  Rx  М  +  D y,

и R z i %)> Даже при выполнении условия Iim R x (x) —  Q, будет
стремиться при т-> оо  не к нулю, а к некоторому положитель­
ному числу D y.

В этом случае, согласно (1.3.16), имеем
mz (t) =  mx (t) +  my =  mx (t). (1.6.3)

Каждая реализация Z i ( t )  будет содержать при всех значе­
ниях аргумента t постоянное слагаемое, равное значению у,- слу­
чайной величины У, т. е.

Zi(t) =  x { (t) +  У{, (1.6.4)
поэтому среднее значение, полученное осреднением по этой реа­
лизации и равное

тг =  тх +  у и (1.6.5)
будет отличаться от истинного значения m z на величину y t даже 
при совпадении значений т х в обоих случаях.

При определении характеристик случайных процессов, обла­
дающих эргодическим свойством, по одной реализации весьма 
важным является длительность интервала осреднения. Так как 
характеристики, полученные осреднением по одной реализации,
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достаточно близко совпадают с истинными их статистическими 
характеристиками только в пределе при бесконечном увеличении 
интервала осреднения, то при наличии наблюдений только на 
малом интервале изменения аргумента можно получить иско­
мые характеристики с недопустимо большими ошибками.

Показано, что для дисперсии разностей между истинными 
значениями математического ожидания случайного процесса 
X { t )  указанного типа и значением, полученным осреднением по 
одной реализации, при достаточно большом Т справедлива 
асимптотическая формула

2 ■£■/?*(<>), (1-6.6)

где Т — интервал осреднения, а 7\ — величина, называемая вре­
менем корреляции, определяется по формуле

оо

. т' = т ш \ к - ы “ х- (L6'7)О
Таким образом, для надежного определения искомых харак­

теристик нужно брать интервал осреднения во много раз боль­
шим, чем время корреляции Т х.

Условия эргодичности по отношению к корреляционной функ­
ции формулируются более сложно. Проверку их выполнимости 
на практике, как правило, осуществить не удается, поэтому суж­
дение об эргодичности выносят обычно, исходя из физической 
сущности процесса.

Свойство эргодичности имеет большое практическое значе­
ние, так как при его выполнении для определения статистиче­
ских характеристик не требуется большого числа реализаций. 
При изучении статистической структуры метеорологических эле­
ментов далеко не всегда удается осуществить многократное 
повторение эксперимента в одинаковых условиях. Еще сложнее 
это сделать в гидрологии. Например, данные о годовом стоке 
реки могут представлять собой только одну реализацию.

Если имеется несколько реализаций одинаковой продолжи­
тельности, отвечающих одинаковым условиям опыта, то, поль­
зуясь эргодическим свойством, можно получить статистические 
характеристики осреднением по каждой реализации, а затем 
взять в качестве искомых значений средние арифметические из 
них. Если продолжительность реализаций различна, то осред­
нение результатов по ним нужно производить с учетом веса 
каждой реализации.

Пример. Докажем эргодичность стационарного случайного процесса, рас­
смотренного в примере 1 п. 1.4. Для этого достаточно показать, что матема­
тическое ожидание т х и корреляционная функция R x (т)> определенные
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осреднением по любой реализации на промежутке [О, Г], будут сходиться при 
Т -*■ оо к значениям пгх и R x (т ), полученным при решении примера 1 п. 1.4.

т т
I f  I f  А

=  х  (t) d t  =  —  \  A  sin (a t  +  cp) d t =  Ф — cos +  <P)1-
0 0

При T -*■ oo это выражение действительно стремится к mx =  0.
т- t  т-х

Rx (t;)= f X—x § x ^  x  ^  dt = "f — % § sin t® (̂  +  т) +  ф! X

A2
X  sin (a t  +  ф) d t T  — x

T - X

о
T - X

cos сот  ̂ sin2 (a t  +  ф) d t  +
о

+  sin a x   ̂ sin (a t  +  ф) cos (a t  +  ф) dt 
o

A 2 f 1 1sin 2ф cos a x -----— sin 2 [со (T  — т) +  ф] cos cdt +

A 2
=  ——  COS COT +

T — x

+  -J-  sin 2ф cos a x  +  sin cdt [sin2 (<d (T — т) +  ф) — sin2 ф] j-.

Выражение, стоящее в фигурных скобках, есть величина ограниченная, сле­
довательно, при Т -*■ оо все второе слагаемое будет стремится к нулю.

Отсюда получаем
-  A s

lim R x (т) =  - у  cos а т  =  R x  (т).
Т-> оо *

Эргодичность не является исключительным свойством ста­
ционарных процессов. Периодически нестационарные случайные 
процессы обладают свойством эргодичности, если их вероятност­
ные характеристики, вычисленные по одной реализации и их 
ансамблю, совпадают. Для периодически коррелированных слу­
чайных процессов (ПКСП) можно ввести понятие среднего зна­
чения на периоде коррелированности

п'ы(*) =  тт'Z x ( t  +  kT)

и коррелограммы

F n V ’ r) =  - j f i QX ( t  +  k T ) X ( t  +  x +  kT).

1.7. Производная и интеграл от случайного процесса

Определим вначале понятие предела случайного процесса 
X ( t )  при стремлении аргумента t к некоторому значению to. 
Если f (t)— неслучайная функция, то, как известно, число А  на-
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зывается пределом функции f (t) при если для любого
в >  0 существует такое число б >  0, что для всех t, для которых 
Jt — 10\ < 8 ,  выполняется неравенство |f(x)j— Л | < е .  Это озна­
чает, что для всех t, достаточно близких к ta, соответствующие 
значения f(t) будут сколь угодно близки к А.

Для случайной функции пределом будет служить некоторая 
случайная величина.

Будем считать, что случайная величина У является пределом 
функции X ( t )  при t-^to,  если предел математического ожида­
ния квадрата их разности стремится к нулю

lim УИ { [ * ( / ) - У]2} =  0. (1.7.1)
t->t о

Последний предел понимается уже в обычном смысле, так 
как математическое ожидание есть неслучайная функция.

Таким образом, будем называть случайную величину У пре­
делом случайной функции X ( t )  при t, стремящемся к to, если 
для любого е >  0 найдется такое б >  0, что для всех значений 
t, для которых \t —  /0| < б  будет выполняться неравенство 
М{ [ Х( / ) — У]2} <  8. Определенный таким образом предел на­
зывают пределом в среднем квадратическом.

Часто для отличия предела случайной функции, который по­
нимается как предел в среднем квадратическом, от обычного 
предела неслучайной функции, его обозначают l.i.m. X  (t). В даль-

t-b'ta
нейшем мы будем применять обычное обозначение lim, пони­
мая его в указанном смысле.

Случайную функцию X ( t )  будем называть непрерывной в 
точке to, если ее пределом при t - ^ t 0 является сечение X(to),  

lim X ( t )  =  X  (t0), т. e. если

lim M { [ X ( 0 - X t f 0)]2} =  0. (1.7.2)

П р о и з в о д н а я  от  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а
Будем говорить, что случайный процесс X ( t )  дифференци­

руем в точке to, если существует такая случайная величина У(^о), 
что

lim U h  +  Щ  -  X JM  =  Y  ( ^ { 1 7  д)
A t-*0  АТ

В соответствии с определением предела случайной функции 
это означает, что для любого е >  0 найдется такое б >  0, что 
при | Д£| <  б будет выполняться неравенство

м ^ х ъ  +  т - х ы  _ r ( g Q < e . (1.7.4)



49 1.7. П роизводная и интеграл от случайного процесса

Случайная величина Y(to) называется производной случай­
ного процесса X ( t )  в точке Аз и обозначается

r <M=4 r - L . -  <'-7-6>
Если случайный процесс дифференцируем при всех значе-

, v dX(t)ниях t из некоторого интервала, то производная Y  (t) =  ^

также является случайным процессом аргумента t.
Рассмотренное определение производной случайной функции 

аналогично определению производной для неслучайной функ­
ции, с той лишь разницей, что предел понимается как предел 
в среднем квадратическом.

Пусть случайная функция X ( t )  имеет математическое ожи­
дание m x (t) и корреляционную функцию R x (ti,t2). Определим 
математическое ожидание m y (t) и корреляционную функцию
R y (tu t2) производной Y  (t) =  - ^ P ~ .

my (t) =  M [ Y  (*)] =  M  [  Hm +  j  _

=  Hm М Г +
A t- ^ 0  L J  &t^ Q  l i t

(1.7.6)

Таким образом, математическое ожидание производной от 
случайной функции равно производной от ее математического 
ожидания.

Определим корреляционную функцию производной R y (t \ ,t2)

Ry (tu  h ) =  M [ Y { t i)y fe )] . (1.7.7)

Y(t) =  Y  ( t ) -  mv (t) =  lim +  +  =
At->0  ЛГ

— lim (1.7.8)
At-^0 at

Подставляя (1.7.8) в (1.7.7), получим

R y (tu !2) =  м !  lim +  Hm =
yK1 2; Ы.-И) д ^ о   ̂ J

== jj™ 0 At'iAt^ ^  ^  —
Д̂2“̂ 0

-  [Rx (h, к  +  ЛУ -  R x (*i, m  =  Hm - j i r [ dRxitl^ M b  h) -
Atx-+ 0

d R x ( t i, t 2) 1 _  d*Rx  (t u t 2)

4  Д .  И .  К а з а к е в и ч

d t i  J  d t \d t 2] = ^ W -  0 - 7 .9 ,
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Таким образом, корреляционная функция производной от 
случайной функции равна второй смешанной производной 
от корреляционной функции самой случайной функции.

Рассмотрим операцию дифференцирования для стационар­
ного случайного процесса X ( t ) .  В этом случае математическое 
ожидание ш х есть постоянная, следовательно

^ -  =  0, (1.7.10)

т. е. математическое ожидание производной от стационарного 
случайного процесса равно нулю.

Корреляционная функция есть функция одного аргумента, 
где т =  tz — t\, отсюда

п /у * \ d 2R x (т) д Г d R x  (т) дх 1 _
ь 2'  dtidti dta L дх dti J

_  d  f  (т) 1 d 2R x (т) / ,  т , , ч
~  d h i  д х  d x 2 ’ ( 1 . / . 1 1 )

т. е. корреляционная функция производной от стационарного 
случайного процесса равна взятой с обратным знаком произ­
водной второго порядка от корреляционной функции самого 
случайного процесса как функции одного аргумента т.

Отсюда видно, что корреляционная функция производной от 
стационарного случайного процесса также зависит только от од­
ного аргумента т, т. е. производная от стационарной случайной 
функции также является стационарной R y (tu t2) =  R y (x ) .

Мы определили характеристики производной от случайной 
функции в предположении ее дифференцируемости.

Можно показать, что необходимым и достаточным условием 
дифференцируемости случайной функции является существова­
ние производной ее математического ожидания и второй сме­
шанной частной производной ее корреляционной функции при 
t\ — -tz (существование производной второго порядка от корре­
ляционной функции при т =  0 для стационарной случайной 
функции). Из этого следует, что не всякая случайная функция 
является дифференцируемой. Например, недифференцируемой 
является случайная функция, имеющая корреляционную функ­
цию вида

Rx  (т) — о2е~а1х1, а > 0 .  (1.7.12)
Действительно,

/ S M -

Отсюда видно, что в точке т =  0 производная R'x (т) терпит 
разрыв, так как производная в этой точке справа равна —с 2а,

{—а2ае~ах при т >  0, 
0 2аеат при т <  0.

(1.7.13)
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а производная слева равна о2а. Следовательно, второй произ­
водной R "  (т) в точке т == 0 не существует.

Найдем характеристики производной от некоторых стацио­
нарных случайных процессов.

1. Пусть случайный процесс имеет корреляционную функцию

R x (x) =  a 2e~a' \  а >  0. (1.7.14)

Корреляционная функция производной от этого случайного 
процесса равна

R y (т) =  2сг2а (1 — 2ат2) е~а%!. (1.7.15)

При х  =  0 получаем
R g (0) =  2a2a. (1.7.16)

Отсюда видно, что случайный процесс X ( t )  является диф­
ференцируемым.

Дисперсия производной Y(t)  при этом зависит не только 
от дисперсии случайного процесса X ( t ) ,  но и от коэффициента а, 
характеризующего степень убывания корреляционной функции 
R x (t:) при возрастании ее аргумента т.

2. 7?ж(т) =  а2е- а |т ,со8Рт, a >  0, Р >  0. (1.7.17)

В этом случае производная от корреляционной функции тер­
пит разрыв при т =  0 и, следовательно, вторая производная 
не существует.

Таким образом, случайный процесс X ( t ) ,  имеющий корреля­
ционную функцию такого вида, является недифференцируемым.

3. R x (т) =  <у2е^ах2 cos рт, a >  0, р >  0. (1.7.18)
R'x (т) =  — а2 (2ат cos рт +  р sin Рт) е~ах2; (1.7.19)

R y —  —R "  (т) — а2 [(Р2 +  2а — 4а2т2) cos рт — 4а]3т sin Рт] е~ах\

При % —  0 получаем

R y  (0) =  о2 (2а +  р2). (1.7.20)
Случайный процесс X ( t )  дифференцируем, дисперсия произ­

водной этого процесса зависит не только от дисперсии X ( t ) ,  но 
также и от коэффициентов а и р ,  определяющих вид корреля­
ционной функции /?*(т).

4. /?;e(T) =  cr2£- a l't | (cospT +  - |p s m P lT |) ) а > 0 ,  Р >  0. (1.7.21)

{<у2е~ах f  cos рт -|—jj- sin ртм при х >  0,
, а \ 

о2еах ^cos рт — р- sin рт J при х <  0.

4*
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(1.7.22)

Отсюда
*„(Т) =  - / £ ( Т )  =

g 2 а_+  Р (р cos рт — а sjn рт) е-ах При X >  О,

о2 а -^   ̂ (р cos рт +  а sin 0т) еах при т <  0.

R y (%) можно записать в виде одного выражения

Ry  (т) =  ст2 — j~—  е-°  I I (р cos рт -  a sin р | т |). (1.7.23)

Прит =  0
D y —  R y (0) =  а2 (а2 +  р2). (1.7.24)

Таким образом, случайный процесс X ( t ) ,  имеющий корре­
ляционную функцию данного вида, является дифференцируе­
мым.

5. Яд.(т) =  сг2(1 +  а | т |) e~a l't,) а >  0. (1.7.25)
т2 (1 +  ат) е~ах при т >  0,

!(1 — ат)е“т при т <  0.
Отсюда

(  а2а2 (1 — ат) е~ах при г  >  0,
R  (*) =  / £ ( * ) = {  ' * ’ (1.7.26)

у х I а2а2(1 +  ат)еах при т <  0.

(  а2
Rx  (т) == 0 2

R y (т) можно записать в виде одного выражения

Ry  (х) —  o2a2(1 — а | т I) е~а 1ХК (1.7.27)

При т =  0 получаем

D y —  R y (0) =  <r2a2.

Отсюда видно, что рассмотренный стационарный случайный 
процесс является дифференцируемым.

Определим еще корреляционную функцию связи R xy{t\,t2)

между случайной функцией X ( t ) и ее производной У (t) =  d • 
В соответствии с (1.3.1) получаем

R xy f t ,  t2) =  М  {[Z ft)  -  mx ft)] [Y (t2) -  my (t2)]} =

=  M  { [ X  ft) -  mx ft)] -щ -  [X  (t2) -  mx f t ) ] } .

Меняя местами операции дифференцирования и нахождения 
математического ожидания и обозначая производную как част­
ную производную по переменной t2, поскольку переменная ti
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рассматривается как постоянная величина, можем записать

В частности, для стационарной, случайной функции X(t)

где x =  t2 — 1\.
Отсюда видно, что корреляционная функция связи между 

стационарной случайной функцией и ее производной является: 
функцией одного аргумента т, т. е. стационарная случайная 
функция и ее производная являются стационарно связанными.

Корреляционная функция связи между стационарной слу­
чайной функцией и ее производной равна производной от кор­
реляционной функции самой случайной функции.

И н т е г р а л  о т  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а
Пусть случайный процесс X( t)  задан на отрезке [а, Ь]. Р а ­

зобьем этот отрезок на п частей точками а =  t0, t\, t2, . . . ,  tn =  b-

ного процесса при t — tk, a Mk —  tk-i-
По аналогии с определением интеграла от неслучайной: 

функции определенным интегралом по промежутку [а, Ь] слу­
чайной функции X( t)  будем называть предел в среднем квад­
ратическом этой интегральной суммы при стремлении к нулю- 
величины X — наибольшей из разностей Ын и обозначать его

Определенный интеграл от случайной функции как предел 
суммы случайных величин представляет собой случайную вели­
чину.

Если этот предел существует и не зависит от способа раз­
биения отрезка [а, b] на части точками 4 ,  то случайная функ­
ция X( t)  называется интегрируемой на отрезке [а, b].

Можно показать, что для существования указанного инте­
грала достаточно существования интеграла от математического 
ожидания случайной функции X{t)  и двойного интеграла от ее 
корреляционной функции.

Rxy f t ,  к) =  4 т м  f t )  -  m* &>] f t )  -  m* f t ) »  =  

=  ± - R x {tu t2). ((1.7.28)

(1.7.29)

П
и составим сумму £  X  (tk) Atk, где X  (tk) есть сечения случай-

ъ П

(1.7.30)
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Рассмотрим теперь интеграл с переменным верхним преде­
лом от случайной функции X(t)

t
Y { t ) = \ i X ( t )d t .  (1.7.31)

о
Этот интеграл представляет собой новую случайную функ­

цию Y(t).
Определим математическое ожидание my (t) и корреляцион­

ную функцию R y (tu h)  случайной функции Y(t) ,  считая соот­
ветствующие характеристики X(t)  заданными:

rriy (t) =  М  Г l im  2  -Х(т6) Л т й]  = = l i m  ' Z m ]C(xk)Axk. (1.7.32)
La,-»o й= 1  J я-»о fe=i

Последняя сумма есть интегральная сумма для неслучайной 
функции m x (t), следовательно,

<
tny ( t ) = ^ m x (x)dx.  (1.7.33)

о
Так как

t
Y(t) =  Y (t) — my (t) =  jj [X (t) +  mx (t)] dx — my (t) =

0
t t 

=   ̂ X  (t) dx +  my (t) — my {t) —   ̂X  (t) dx, (1.7.34)
и о

Г U  ̂2
Ry (tu t2) =  M [Y  (tx) Y (t2)\ =  AT J X  (x) dx  5 X  (x) dx

А Л

TO

=  M
ti ti

L 0 0
 ̂  ̂ X  (tj) X  (t2) dxxdx2 =   ̂ M [X ( tJ  X  (t2) dxxdx2] =

-* 0 0
12

=   ̂ x2)d,xidx2. (1.7.35)
о 0

Таким образом, математическое ожидание интеграла от 
случайного процесса равно интегралу от его математического 
ожидания. Корреляционная функция интеграла от случайного 
■процесса равна двойному интегралу от его корреляционной 
функции, взятому по обоим ее аргументам.

Если X(t)  является стационарной случайной функцией, то
шх it) =  mx =  const, Rx {tu t ^ ^ R x i ^  — ti).
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При этом
t

my ( f ) = \ j tnx d% =  mxt, (1.7.36)
б

т. е. математическое ожидание m y (t) зависит от t.
t\ tz

Ryih,  h ) =   ̂  ̂ — x x)dxxdx2. (1.7.37)
o o

Выражение, стоящее справа в (1.7.37), зависит от и t2y
а не только от их разности. Следовательно, интеграл от стацио­
нарной случайной функции не обладает свойством стационар­
ности.

Рассматривают также интеграл от случайного процесса X ( t )  
следующего вида:

ъ

Y (0 =  jj Ф (t, х) X  (х) di ,  (1.7.38)
а

где ф(/, т) — некоторая неслучайная функция.
Этот интеграл определяется так же, как предел в среднем 

квадратическом интегральной суммы

lim £  ф (t, xk) X  (xk) Ахк (1.7.39)
A-“̂ 0 k—\

и называется интегралом от случайной функции с весовой функ­
цией ф (t , т ) .

Совершенно так же, как и для интеграла с переменным: 
верхним пределом, найдем my (t) и Ry { tu t2).

ь
ту (0 —  ̂ Ф (t, х) пгх (т) dx, (1.7.40)

аЪ Ь
Ry (t\, h)  =  5 § Ф f t ’ Tl) ф f t ’ d%idxz- (! -7 -41)'

a a
Пример.  Пусть случайный процесс имеет корреляционную функцию

Rx (т) =  <т2е~“ 1 х а >  0.

Найдем дисперсию случайного процесса
t

Y (t) =  J X  (т) dx.
о
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В соответствии с (1.7.37),
t t t t

о о
Dy(t) =  Ry(t, 0 = ^  (т2 — та) rfTidr2 =* а2 Ц ^е  а1т2 X,idxidx2 =

0 0
t г t i  t

=  a2 J J ea^ - ^ d T 2+  J.
0 *- 0 Ti

t
=  —  ( ( 2  -  e - aTl -  eateax') d t ,  =  ~  (at  +  е ~ а* -  l).Ct J ct

-a (T2-Ti) dri =

1.8. Векторные случайные процессы

В гидрометеорологии, помимо скалярных случайных процес­
сов, часто приходится рассматривать случайные векторные про­
цессы, примерами чего могут служить векторы скорости ветра 
и морских течений. Наиболее распространенной формой пред­
ставления закона распределения вероятностей векторов ско­
рости ветра и морских течений являются круговые диаграммы 
(или «роза»). На рис. 1.5 представлена роза скорости ветра 
для Ленинграда. Специфика этого представления состоит в том, 
что в каждом из заданных направлений (румбов) показано 
условное распределение скорости ветра по модулю. При изуче­
нии временных рядов изменений скорости ветра или течений они 
рассматриваются как реализации векторного случайного про­
цесса V(^) с проекциями Vi (t) и v2(t) на координатные оси 
■абсцисс и ординат. Базисные орты будем обозначать ei и е2.

Тогда математическое ожидание my (t) определяется как 
вектор-функция

mv (0 =  M \ V  (0] =  М  [Vl (t) е, +  w2 (t) е2]. (1.8.1)
О

Центрированный векторный процесс V (t ) получаем путем 
вычитания из вектора V (^) вектор mv (0. т. е.

V (t) =  V (f) — mv (/)■ (1-8.2)
Корреляционная функция векторного случайного процесса

V  (t) определяется как математическое ожидание тензорного 
лроизведения векторов

Rv(*i, y  =  M [V (^)® V (/2)]. (1.8.3)
Функция Ry (/1, t2), характеризующая взаимосвязь направ­

ленных изменений V (t) в моменты времени t\ и t2, дает коли­
чественную меру интенсивности этих изменений и их ориента­
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цию в заданной системе координат. При фиксированных U и tz 
функция Rv {ti, 12) представляет собой тензор второго ранга* 
а все множество значений Rv (̂ 1, t2) — корреляционную тензор- 
функцию. Функция R v(/i, t2) всегда действительная и может 
иметь как положительное, так и отрицательное значение.

Тензор Rv (/1, t2) относительно декартовых проекций скоро- 
сти течений удобно представить матрицей вида

Аргументы функций, стоящих в правой части, опущены в связи 
с их совпадением с аргументами в левой части равенства.

В связи с представлением тензора (1.8.3) матрицей (1.8.4) 
следует помнить, что тензор есть единый объект, хар актеризую-

3

5%. G,

ю
Рис. 1.5

(1.8.4>
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щий закономерности процесса V( t) .  Элементы его матрицы не 
инвариантны, поскольку значение каждого из них зависит от вы­
бора системы координат

Rv^.  (f„ k)  =  М  {[V (/,) • efe] [V (t2) • e /]}, k, j —  1, 2.

Значение корреляционной функции при t\ — t2 =  t является 
дисперсией Dv векторного процесса V (t) и может быть опреде­
лено как математическое ожидание тензорного квадрата век­
торов

D v (0 =  M [V (0<S>V (/)]. (1.8.6)

Дисперсия D v характеризует интенсивность направленных 
изменений векторных процессов и их ориентацию в заданной си­
стеме координат. Вследствии некоммутативности тензорного 
произведения корреляционная тензор-функция Rv в общем слу­
чае не является четной, что является одним из наиболее суще­
ственных отличий автокорреляционной функции векторного про­
цесса от автокорреляционной функции скалярного процесса. При 
этом Rv обладает следующим свойством

Rv (t2> t l) =  R l ( t 1, t2), (1.8.6)

где Rv — транспонированный тензор. Покажем справедливость 
указанного свойства.

В матричной форме корреляционный тензор Rv (t2, t x) имеет 
вид

/  Rvivx (t2, ti), Rvit>2 (̂ 2> ^i)^
Rv (t2, h) =  ^ ^  t i ) )  -

HO, у ч и т ы в а я , Ч Т О  Rvkvk (t\, t2) =  Rvkvk (t2, tl)\ Rvkv} (tu t2) —  

=  Rvjvk (t2>h)
~  ,  (  Rvivi
Rv(h ,  î) =  ( n

Правая часть равенства (1.8.7) по форме записи совпадает 
с определением транспонированного тензора, что и доказывает 
соотношение (1.8.6).

Корреляционный тензор Rv (аргументы опущены) может 
быть единственным образом представлен в виде суммы его сим­
метричной и кососимметричной частей

где Cv =  0,5 (Rv +  Rv)'.

Rv =  Cv +  Av, (1.8.8)

Av =  0,5 (Rv — Rv)-

(t \ ,  t 2), R v2Vi ( t i,  t 2)

( t i, t2), Rvio2 ( t u  t2) > (1.8.7)
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Относительно декартовых проекций симметричная и косо­
симметричная части тензора (1.8.8) определяются матрицами 
вида

т. е. тензор-функция Cv является четной функцией своих ар­
гументов. Из (1.8.10) следует, что

т. е. тензор-функция Ау является нечетной относительно своих 
аргументов. В частности, при U =  U —  t все компоненты тензор- 
функции Ay (t) нулевые, следовательно, тензор дисперсии D v (/> 
является симметричным.

Корреляционный тензор является многомерной инвариантной 
функцией, содержащей разностороннюю информацию о свой­
ствах анализируемого векторного процесса. Наиболее наглядно' 
эта информация выявляется через различные инварианты сим­
метричной и кососимметричной частей тензора Ry.

Рассмотрим вначале инварианты h  я 2)  тензора Ry, посколь­
ку они не связаны с ориентацией собственного базиса Ry.

Линейным, или первым инвариантом корреляционного тен­
зора называется функция

Следовательно, линейный инвариант равен следу матрицы 
тензора Ry, ему может быть поставлено в соответствие матема­
тическое ожидание скалярного произведения векторов. Линей­
ный инвариант автокорреляционной функции векторного слу­
чайного процесса всегда является действительной четной функ­
цией, так как

(1.8.10)

(1.8.9)

Из выражения (1.8.9) следует, что

Су =  Су,

а с учетом свойства (1.8.6)

Сv ( t2, tx) — Cv{ti, t2),

(1.8.11)

(1.8.12)

Ay =  — Ay, (1.8.13)

а с учетом свойства (1.8.6)
Ay (t2j t\) =  — Ay ( î, t2), (1.8.14)

О О
h  2̂) — Rv\v\ "H Rv202 ^ M { V f t ) . V f e ) } .  (1.8.15)
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Эта функция имеет максимум при t \ ~ t 2 =  t, а линейный 
инвариант тензора дисперсии h\t) характеризует модуль изме­
нения векторного процесса, так как из (1.8.15) при U =  U =  t 
следует

Л f t  =  R v,v,.(t) +  f t  = > M  {V (О}2. (1.8.16)
«Индикатором вращения» процесса V(t) называется инва­

риант кососимметричной части корреляционного тензора

2>(tu h) —  Rvxv, — RviOi = ^ M { W  f t)  X  V ft)}. (1.8.17)
Инвариант S) равен разности компонентов матрицы (стоящих 

не на главой диагонали) тензора Rv , ему может быть постав­
лено в соответствие математическое ожидание косого произве­
дения векторов. Инвариант 3) автокорреляционной функции век­
торного случайного процесса всегда является действительной 
нечетной функцией с нулевым значением в точке t\ =  t2 —  t, 
так как

£> f t f t )  =  Rvxv, f t ,  t2) —  R V2Vl f t,  t2) =
— f t ,  l̂) — Rv2vi(t2, ^l)]=  ^  f t ,  l̂). (1.8.18)

Инварианты Ix и 2D могут интерпретироваться как корреля­
ционная функция соответственно коллинеарных (V") и ортого­
нальных (Vх ) составляющих

I X̂ M { \  f t )  ■ V (4)} =  М  {V ft )  • V" ft)}  =

= м {N" ft) - v ft)};
2DS M{Vft) X°V(/2)} =  М {Vft) X  VJ- ft)} =

=  M {Vх ft) XV  ft)}.
Поскольку в общем случае функции h  и 2Ь являются знако­

переменными по t, то при их интерпретации целесообразно 
рассматривать абсолютные значения этих функций как показа­
тели интенсивности соответствующих изменений, а знаки — как 
показатели преимущественной направленности этих изменений, 
что непосредственно следует из определений скалярного и ко­
сого произведения векторов, учитывающих как модули перемно­
жаемых векторов, так и углы между ними, т. е.

h  f t ,  t2) =  M {  |V ft) I • IV ft) I cos Z V ft) V ft)}; (1.8.19) 

3) f t ,  t2) =  M {  IV ft)  I • I V ft)  1 sin Z V ft), V ft)}. (1.8.20)
Абсолютное значение | / i |  характеризует модуль коллинеар­

ных изменений V(^), а знак 1\ — их направленность. Если знак
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положительный, то взаимосвязь на интервале (ti, t2) опреде­
ляется преимущественно однонаправленными составляющими 
векторов; если знак отрицательный, то преимущественно проти­
воположно направленными составляющими векторов.

Абсолютное значение «индикатора вращения» \2)\  характе­
ризует модуль ортогональных изменений V(t) .  Если знак 3)  по­
ложительный, то при фиксированном интервале (tu t2) этоО
означает, что вектор V (t2) преимущественно ориентирован 
вправо относительно вектора V (/]); если знак отрицательный, тоО
преимущественно влево от V (t{).

Таким образом, можно сделать вывод, что инварианты 1\ и 
ЗУ корреляционного тензора позволяют охарактеризовать (без­
относительно к выбранной системе координат) структуру колли- 
неарных и ортогональных изменений векторов V(if).

Для удобства геометрической интерпретации используем 
квадратичный инвариант симметричной части тензора Rv в виде

12 == RviVl R v2Vi — 0,25 [RviV2 “|~ ?̂o20i ]2 (1.8.21)
h  является индикатором формы тензорной кривой (центральной 
кривой второго порядка) и совпадает с детерминантом матрицы 
тензор-функции Cv . Если 12 >  0, то кривая есть эллипс (в част­
ном случае — окружность); если / 2 <  0, то это гипербола; если 
12 =  0, то прямая (изменения реверсивного типа).

Характерные размеры этих кривых второго порядка опреде­
ляются через инварианты 1\ и / 2 в виде

Я.1.2 =  0,5 { / ,  ±  (/? +  4 /2)0,5}. (1.8.22)
Инварианты Х\,2 есть главные, или собственные, значения 

симметричного тензора С; они являются экстремальными зна­
чениями корреляционных функций проекций V(t)  по ортого­
нальным направлениям. Эти величины могут также интерпрети­
роваться как большая и малая оси центральной кривой второго 
порядка, которую можно поставить в соответствие симметрич­
ному тензору С (рис. 1.6). В зависимости от того, какие значе­
ния и знаки имеют Х\, 2, эта кривая может быть эллипсом, если 
Xi, 2 >  0 или Xi,2' <  0; окружностью, если Xi =  %2 >  0; гипербо­
лой, если Xi >  0, Х2 С  0. Кривая второго порядка вырождается в 
отрезок прямой, если Xi >  0, Хг —  0, и в точку, если Xi — Х2 —  0.

Ориентация большой оси Х\ относительно исходной коорди­
натной системы определяется углом

<*== arctg {[^oi,»2 ~Ь ?̂o2t)i]/[- ôioi R ^ ] } -  (1.8.23)
Инварианты Xi, 2, 2)  полностью характеризуют тензор Rv, так 

как он может быть однозначно представлен в виде
Rv =  Я,! (в! ®  +  Х2 (е2 ®  е2) +  0 ,5 0  (ej ®  е2 — е2 ®  ei) (1.8 .24)



62 Глава 1. Случайные процессы и их вероятностные характеристики

или в виде

* - ( о . '  0 + ° - 5о( - ? :  о ) ’ (1'8 '25)
Взаимная корреляционная функция двух векторных процес­

сов V (t) и U(^) определяется как математическое ожидание
тензорного произведения векторов

Rvu(*i, y  =  M { V ( 0 ® U ( f 2)}, (1.8.26)О О
где V, U — центрированные значения процессов V(£) и U(f ) .

Функция Rvu характеризует взаимосвязь направленных из­
менений процессов V(t) и U(t) в моменты времени t\ и t2, дает

Рис. 1.6

количественную меру интенсивности этих изменении и их ориен­
тацию в заданной системе координат. При фиксированных t\ и 
U функция Rvu (tu t2) представляет собой тензор второго ранга, 
а все множество значений Rvufti. h) — корреляционную тензор- 
функцию. Эта функция всегда действительна и может прини­
мать как положительные, так и отрицательные значения.

Относительно декартовых проекций тензор (1.8.26) удобна  
представить матрицей вида

Rvu ( 1̂, к)
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в которой аргументы функций, стоящих в правой части, опуще­
ны в связи с их совпадением с аргументами в левой части ра­
венства.

Тензор Rvu есть единый объект, характеризующий законо­
мерности взаимосвязи изменений V(^) и U(^).  Элементы матри­
цы тензора не инвариантны, поскольку значение каждого из 
элементов зависит от выбора системы координат

RVkUj = M { ( V  • e*)(U • е,)} k, 1 = 1 ,  2.

Корреляционная функция RVu {t\, t2) в общем случае не яв­
ляется четной или нечетной функцией, но обладает свойством

Rvu h)  —  Rvu(^i, h)> (1.8.28)

где R есть тензор, сопряженный с тензором R.
Взаимный корреляционный тензор RVu может быть един­

ственным образом представлен в виде суммы его симметричной 
и кососимметричной частей

Rvu — Суи ~Ь Avu, (1.8.29)
где

Cvu =  0,5 (Rvu +  Rvu)’, Avu : 0,5 (Rvu — -^vu)-

Относительно декартовых проекций симметричная и косо­
симметричная части тензора RVu определяются матрицами вида

г  — (  ^ ”‘“1 0,5 (RviUi +  Rvtth Л .
Cvu \  0,5 {RV2th +  Rvtud, Rv2Ul ) ’ ( }

A f  0,5(/?OlUj Rv2u,)\
a ™ _ ( - o , 5 № iS, - w ,  о ) '  (L 8-31)

Из (1.8.30) следует, что

Cvu(^i, h)  —  C y u i t i ,  t2);

легко показать, что
Cvu (h> к) =  Cvu {h, h)- 

Из (1.8.31) следует, что

Avu Ui> h) =  — Avu ( î, ); 
с учетом свойства (1.8.28)

A v u fe  î) =  Avu(^i, 4)-
Взаимный корреляционный тензор является многомерной 

инвариантной функцией, содержащей разностороннюю инфор­
мацию о свойствах взаимосвязи двух анализируемых векторных 
процессов, которая выявляется через различные инварианты 
симметричной и кососимметричной частей тензора Rvu-
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Рассмотрим вначале инварианты /■ivu) и ^5(vu) тензора Rvu> 
которые не связаны с ориентацией его собственного базиса.

Линейный инвариант тензор-функции может быть представ­
лен как

/ Г  (h> t2) =. RviUi +  к ,# ,  = > М {\  (/:) и  № = M { V  (/,) и "  (t2)},
(1.8.32)

т. е. линейный инвариант равен следу матрицы тензора Rvu, и 
ему в соответствие может быть поставлено математическое ожи­
дание скалярного произведения векторных процессов временных 
рядов V(£) и 1!(£) на интервале (t\, t2), определяющее взаимо­
связь их коллинеарных изменений. Правая часть равенства 
(1.8.32) раскрывает термин «коллинеарных изменений», так какО
под вектором U" понимается вектор, имеющий величину, рав­
ную | U | c o s ( Z V ,  U) ,  и направление, совпадающее с V.

Линейный инвариант /■iVU), в отличие от линейного инвариан­
та автокорреляционного тензора, в общем случае, не является 
четной функцией, но обладает свойством

/ Г ( ^ ь >  =  ~llU{tb t2). (1.8.33)
Действительно,

1\ (̂ 2, ^l) ~  RviUi {t2, 11) Rv2u2(t2i ^ l ) ~  
=  *«,«., (*i, t2) +  R UlvAtu t2) =  f l v (tи t2) =  lY v (tu t2). 

Отметим, что
/ Г  (tu t2) ^ \ i J v (t2, ti),

так как
M  {V (/,) • U (/г)} Ф  М  {V (t2) • U Ш

Индикатор поворота (вращения ) векторных процессов V (t) 
и U (t) может быть представлен как

£Z>VU (tu t2) =  R Vla. -  =>M {v  (t,) X  U (/2)} -  м  {V (/,) X U 1 &)},
(1.8.34)

т. e. инвариант 0 VU равен разности компонентов матрицы тен­
зор а Rvu, стоящих не на главной диагонали, и ему может быть 
поставлено в соответствие математическое ожидание косого 
произведения векторов V(^) и U(£)> определяющее взаимосвязь 
их ортогональных изменений.

Правая часть равенства (1.8.34) раскрывает термин «орто-О ^

тональных изменений», так как под вектором U понимается
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вектор, имеющий величину, равную | U | s i n ( Z V ,  U) ,  и направ­
ление, ортогональное V.

В отличие от аналогичного инварианта автокорреляционного 
тензора инвариант 3 ? v, в общем случае, не является нечетной 
функцией, но обладает свойством

® VXi f t ,  / t) =  - 0 v u f t ,  t 2) .  (1.8.35)
Действительно,

^  f t ,  l̂) =  RviUz f t ,  l̂) f t ,  h) =

—  R u 2Vi(h> k ) —  t z ) —  &  f t>  ^2) =  ®  f t ,  k ) .

Отметим, что
Ю ™ ( ( 2, ^ Ф 0 ™ « ь  k ) ,

так как
M  {V ft )  X  U ft)}  Ф  M  {V f t )  X  U (h)}.

Собственный значения и квадратичный инвариант симмет­
ричной части тензора Cvu определяются и интерпретируются 
аналогично соответствующим инвариантам симметричной части 
тензора Cv, но, в отличие от последних, не являются четными 
функциями.

Квадратичный инвариант /гУи) записывается в виде

/г и =  ~  0,25 ( R ViU2 +  R v ^ f  (1.8.36)

и определяет форму кривой второго порядка при каждом фикси­
рованном значении аргумента.

Собственные значения тензора Cvu имеют вид

Л™ =  0,5 [ / Г  ±  V ( / F ¥ + 4 / F ]  (1.8.37)

и могут быт интерпретированы как главные оси кривой второго 
порядка, характеризующей особенности взаимосвязи двух век­
торных процессов (независимо от выбора координатных осей) 
при каждом фиксированном значении аргумента.

Направление большой оси A(vu) определяется по формуле 

а  =  0,5 arctg [(RVlu, +  Я»*,)/(#».«. — Rv^)] (1.8.38)

и характеризует ориентацию тензорной кривой относительно ис­
ходной системы координат, т. е. не является инвариантной ве­
личиной.

Инварианты A,i,2 и Ф  полностью характеризуют тензор Ryu, 
так как он может быть однозначно представлен в виде

5 Д. И. Казакевич



Г л а в а  2  

С л у ч а й н о е  п о л е

2.1. Характеристики случайного поля

Помимо случайных процессов, являющихся функциями од­
ного аргумента, в гидрометеорологии очень часто приходится 
иметь дело со случайными функциями от нескольких независи­
мых переменных, которые называют случайными полями.

Рассмотрим случайное поле U (х, у, z , t ) , где х, у, z — про­
странственные координаты точки; t — время.

Можно рассматривать х, у, z, t  как координаты некоторого 
четырехмерного вектора р(х, у, z, t) и сокращенно обозначать 
случайное поле в виде U(р).

Аналогично тому, как мы делали для случайных процессов, 
случайное поле можем рассматривать как совокупность всех 
его реализаций, или как совокупность всех его сечений, понимая 
под сечением случайного поля случайную величину, получаю­
щуюся при фиксированных значениях всех аргументов, т. е. при 
фиксированном значении вектора р.

Реализацией случайного поля будет являться неслучайное 
поле, полученное в результате данного опыта.

Тогда простой заменой / на р все формулы для п-мерных 
функций распределения, начальных и центральных моментов, 
рассмотренные в пп. 1.1 и 1.2 для случайных процессов, распро­
страняются и на случайные поля.

Будем называть /г-мерной функцией распределения случай­
ного поля U ( x , y , z , t ) = U ( р) функцию распределения системы 
случайных величин

Для полной характеристики случайного поля нужно задать  
все его тг-мерные функции распределения.

Если существуют смешанные частные производные от функ­
ций распределения Fn(uu и2, . . . ,  ип\ plt р2, .... .. р„), то их назы­
вают n-мерными плотностями распределения случайного поля

Как и для случайных процессов, на практике редко удается 
определить n-мерные функции распределения или плотности 
распределения, поэтому для характеристики случайных полей 
используются главным образом моменты распределения. Так,

F и fab ^2, • • • > tln, Pi, Р2, • • • > Рп)
=  P {Ui ti\y U2 ti2r . . . ,  Un ^  tin)' (2.1.1)

fnfal> ^2, - . tlfij Pi, P2, • • •, p/l) 
dnFn (uh M2, . . . ,  Un, pi, p2, . . . ,  pra) 

dii\ du2 . . .  dun (2.1.2)
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п-точечным начальным моментом случайного поля U (р) =  
=  U (х, у, г, т) порядка ii +  i2 +  • • • +  in будем называть матема­
тическое ожидание произведения соответствующих степеней п  
сечений случайного поля, отвечающих п точкам пространствен­
но-временной области

(Pb Р2> • • • > Рп)

=  м { [ и  (р,)]г« • [U(p2)){* . . .  [U(pn)}1»}. (2.1.3)

Момент первого порядка

Щ (р) —  M [U  (р)] =  ти (р) (2.1.4)

называется математическим ожиданием случайного поля.
Отклонение случайного поля от его математического ож ида­

ния называют центрированным случайным полем

U(p) —  U (р) — ти (р). (2.1.5)

Начальные моменты от центрированного случайного поля на­
зывают центральными моментами поля

I*/,. i2..... >п (Pi, Рг, • ••»  Рп) =

-  М {[U (Р1)]г> • Ф  (Ря)]'*. .  . {U  (р „ )]Ч  (2.1.6)

Одноточечный центральный момент второго порядка

»2(p) =  M { [ U ( p ) - m u (p)?} =  Du (p) (2.1.7)
называется дисперсией случайного поля.

Математическое ожидание и дисперсия случайного поля яв­
ляются неслучайными функциями координат точек простран­
ственно-временной области:

ти (р) =  ти (х, у, z, t);
Du (р )=== Du (х, у 3 z y /).

Двухточечный центральный момент второго порядка

Hi,i(Pi,  Р2) =  М  {[U (Pl) -  ти (Pl)] [U (р2) -  ти (р2)] =  Яв (Pi, Р2)
(2.1.8)

называется корреляционной функцией случайного поля.
Корреляционная функция # ц(Рь р2) является уж е функцией 

координат двух точек пространственно-временной области

^a(Pl> 92) — Ru(x l> Уъ 21> х 2> Уъ z2> h)-
Корреляционная функция случайного поля обладает теми ж е  

свойствами, что и корреляционная функция случайного процес-

5*
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са. В частности, выполняется свойство симметрии 

Я*(Р1. P2) =  tfB(P2. Pi)-
При одинаковых значениях векторных аргументов pi =  р2 =  

=  р корреляционная функция превращается в дисперсию слу­
чайного поля

' Дц(р, р) =  А Л р). (2.1.9)
Рассматривают также нормированную корреляционную

функцию случайного поля

7-ЛРь 92) =  - j= = = ~ .  (2.1.10)(Pi) Du (p2)
которая для каждой фиксированной пары точек р* и р2 пред­
ставляет коэффициент корреляции между сечениями случайного 
поля, соответствующими этим точкам.

Рассмотренные моменты называются пространственно-вре­
менными. Пространственно-временная корреляционная функция 
может характеризовать связь между значениями случайного 
поля в двух различных точках пространства в различные мо­
менты времени. Наряду с пространственно-временными момен­
тами рассматривают отдельно временные и отдельно простран­
ственные моменты.

При определении временных моментов пространственные ко­
ординаты точек поля считаются фиксированными и изучается 
изменчивость поля во времени в данной фиксированной точке 
пространства. В этом случае мы имеем дело со случайным про­
цессом.

При рассмотрении пространственных моментов фиксируют 
момент времени и изучают случайное поле в данный момент 
времени. В этом случае случайное поле является случайной 
функцией координат точек пространства.

Так как случайные процессы были рассмотрены ранее, оста­
новимся подробнее на рассмотрении пространственных случай­
ных полей.

2.2. Однородное и изотропное случайное поле

При изучении случайных процессов весьма важным является 
условие стационарности, существенно упрощающее описание 
случайного процесса.

Для пространственных полей аналогичными условиями яв­
ляются условия однородности и изотропности.

Случайное поле называется однородным, если все п-мерные 
законы распределения не изменятся при переносе системы точек 
рь р2, . . . ,  рп на один и тот ж е вектор, т. е. если функции рас­
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пределения (плотности распределения) не изменяются при за ­
мене сечений, соответствующих точкам рь р2 . . . ,  р п сечениями, 
соответствующими точкам pi +  р0, р2 +  ро, • • •, рп +  ро при лю­
бом векторе ро.

Для однородного случайного поля

h  (ий Pi) =  /1 {Щ\ Pi +  Ро), (2.2.1)
f2(«i, и2, р1; р2) =  / 2(ы1( и2, Pi +  Po, Р2 +  Р0). (2.2.2)

Полагая ро =  — рь получим

Ы « ь  Pi) =  M «i; 0)=>fi («i ) ,  (2.2.3)
fa (иl. «2; Pi, P2) =  f2 («i, «2! P2 — Pi)- (2.2.4)

А так как
oo  0 0

та (p)=   ̂ ufi(u\  p) d u —   ̂ ufi{u)du =  m a, (2.2.5)
— 0 0  — 0 0

0 0

Ra (Pi, P2) =   ̂ ^  ~  ^  ^  (Uu “2’ Pl’ P2) dUl dUi =
— OO

OO
=  ^  (mj — ma) (m2 — mu) f2 {uu u2; p2 — Pi) du{ du2 =

=  ЯВ(Р2 — Pi) =  # B(l), 1 =  Pa — (2.2.6)
то для однородного случайного поля математическое ожидание
не зависит от координат точек поля, т. е. является постоянной
величиной т и, а корреляционная функция i?B(pi, р2) =  Яв(1)
зависит только от разности векторов 1 =  р2 — рь

Указанное условие однородности случайного поля по анало­
гии с условием стационарности можно назвать строгой однород­
ностью. Полем однородным в широком смысле называют такое 
поле, для которого математическое ожидание является постоян­
ной величиной, а корреляционная функция зависит только от 
одного векторного аргумента — разности векторов 1.

Случайное однородное поле называют изотропным, если все 
его п -мерные законы распределения не изменяются при всевоз­
можных вращениях системы точек AAi (pi ) , ^ ( р г ) ,  ••• ,  N n(pn) 
вокруг любой оси, проходящей через начало координат, и при 
зеркальном их отражении относительно любой плоскости, про­
ходящей через начало координат.

Таким образом, для однородного и изотропного поля тг-мер- 
ные плотности распределения fn(ui, и2, . . . ,  и„; рь р2, . . . ,  рл) 
не изменяются при параллельном переносе, вращении и зеркаль­
ном отображении системы точек Ni(pi) ,  N 2(р2), . . . ,  N n(pn). При 
этом корреляционная функция Д и{рь рг) должна принимать 
одни и те ж е значения для любой пары точек jVx(pi), N 2{р2),

i,
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для которых одинаков модуль разности / =  | р2 — pi | , так как 
такие пары точек всегда могут быть совмещены друг с другом 
с помощью параллельного переноса, вращения и зеркального 
отражения.

Следовательно, корреляционная функция однородного и изо­
тропного поля является функцией одного скалярного аргумента 
/ =  |р 2 — p i| — расстояния между точками N i(pi) и N 2{рг). Ино­
гда это условие принимают за определение изотропности поля.

Таким образом, для однородного и изотропного поля мате­
матическое ожидание есть величина постоянная ти (р) =  ти> 
а корреляционная функция является функцией одного скаляр­
ного аргумента I — расстояния между двумя точками
Яи(р1,р2) =  /М 0 >  где

I  =  I р2 — Pi I =  V ( * 2  — X i)2 +  {у2 — У х ?  +  (z2 —  z xf  . (2.2.7)

Наряду со случайными полями, однородными во всем трех­
мерном пространстве, можно рассматривать поля, однородные 
лишь на некоторой прямой или в некоторой плоскости, для ко­
торых все n-мерные плотности распределения не изменяются 
при параллельном переносе всех п точек на вектор р0, парал­
лельный данной прямой или данной плоскости.

Аналогично можно рассматривать поля, изотропные не во 
всем трехмерном пространстве, а только на некоторой плос­
кости. %

Многочисленные исследования структуры метеорологических 
полей указывают на существенное различие изменений метеоро­
логических элементов в горизонтальном и вертикальном направ­
лениях.

Поэтому при изучении статистической структуры мезо- и 
макромасштабных метеорологических полей считают допусти­
мым предположение о приближенной однородности и изотроп­
ности поля только по отношению к двухмерному горизонталь­
ному полю. При этом предполагается, что однородным является 
центрированное случайное поле, т. е. поле отклонений данного 
метеоэлемента от его математического ожидания. Само мате­
матическое ожидание нельзя считать постоянным.

Как и для стационарного случайного процесса, если однород­
ное изотропное случайное поле обладает эргодическим свой­
ством, его математическое ожидание и корреляционную функ­
цию можно находить осреднением по одной реализации, 
заданной в достаточно большой пространственной области. 
В этом случае математическое ожидание определится по фор­
муле

т и =  - j-  U ^  и (х, у, z )  d x  d y  d z ,  (2 .2 .8 )
(D)
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где D — пространственная область, по которой производится 
■осреднение, a v — объем этой области.

Для плоского поля
mu =  -g- ^  и (х, у) dx  dy, (2.2.9)

\D)
где 5  — площадь плоской области D.

Аналогичные формулы можно написать для получения осред­
нением по одной реализации корреляционной функции R u(l)

Ru (0 =  5 S 5 [“ (*’ у’ ^  ~  m [“ (* +  £># +  Tl> z + Q —mudx dy dz.
(Di)

(2.2.10)

Область D i при этом должна быть такой, чтобы точки 
у  +  г], z  +  £) не вышли из области D (ui — объем об­

ласти Di) .
Говорят, что однородное изотропное поле обладает эргоди- 

ческим свойством, если математическое ожидание и корреля­
ционная функция, полученные осреднением по одной реализации 
по формулам (2.2.8) и (2.2.10), при безграничном увеличении 
диаметра области могут быть с вероятностью, сколь угодно 
близкой к единице, приближены к соответствующим характери­
стикам, полученным осреднением по всему множеству реализа­
ций случайного поля. На практике обычно не удается осущест­
вить пространственное осреднение метеорологического случай­
ного поля, так как запись реализаций производится лишь 
в дискретных точках, число которых невелико.

Д ля характеристики однородного изотропного поля наряду с 
корреляционной функцией пользуются также структурной функ­
цией В и(1)

B a ( 0  =  M { [ t / ( p  +  I ) - £ / ( p ) ] 2}. ( 2 . 2 .1 1 )

Как и для случайного процесса структурная функция слу­
чайного поля однозначно определяется через ее корреляционную 
функцию

B u(l) =  2[Ru ( 0 ) - R u №  (2.2.12)

Д ля однородного изотропного поля структурная функция яв­
ляется функцией скалярного аргумента I =  111.

Если l i m R u ( l ) ~ Q y  т0 корреляционную функцию можно вы-
1->оо

разить через структурную функцию

Ru ( l ) = ^ [ B u (^ )  -  Ви(1)1 (2.2.13)

Как и в случае стационарного случайного процесса, для оД- 
•нородного случайного поля безразлично, что использовать для
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его характеристики — корреляционную или структурную функ­
ции. Однако для характеристики случайного поля, однородность 
которого является лишь приближенной, использование струк­
турных функций иногда является предпочтительным.

В частности, это имеет место при исследовании простран­
ственной мезо- и макроструктуры метеорологических полей, 
когда широтные различия в притоке солнечной энергии, различ­
ный характер движений над океанами и материками и другие 
факторы вызывают нарушение однородности поля. Однако при 
этом следует иметь в виду, что не всегда удается получить по 
опытным данным значение структурной функции В и(1) для до­
статочно больших расстояний I, которые можно было бы при­
нять за «насыщающее значение» структурной функции В и(оо).

Исходя из возрастающих потребностей в сведениях о ста­
тистической структуре полей различных метеоэлементов в по­
следние десятилетия, был выполнен ряд работ по эксперимен­
тальной обработке накопленного обширного материала метео­
рологических наблюдений. П од исследованиями статистической 
структуры поля понимают определение его статистических ха­
рактеристик: математического ожидания, корреляционной или 
структурной функции, которые необходимы при решении ши­
рокого круга задач.

На основе этих данных производятся объективный анализ и 
сглаживание метеорологических полей для целей прогноза по­
годы; рационализация размещения сети метеостанций; оценка 
различных членов в уравнениях динамики атмосферы; реша­
ются вопросы экстраполяции метеоданных и другие.

В зависимости от масштабов исследуемых полей в метео­
рологии разделяют микроструктуру, мезоструктуру и макро­
структуру.
'; ' Первая описывает особенности полей в интервалах от долей  
миллиметров до сотен метров. В этой области имеет место ло­
кальная однородность и изотропность в трех измерениях.

Статистическая мезоструктура описывает особенности полей 
в интервале от километра до десятков километров. В этой об­
ласти четко проявляется различие между вертикальными и 
горизонтальными направлениями. Однородность и изотропность 
приближенно выполняется лишь в горизонтальном направлении.

Изменчивость и взаимные связи при пространственных мас­
штабах порядка сотен и более километров описывается стати­
стической макроструктурой.

Макропроцессы связаны с атмосферными образованиями 
синоптического и даж е глобального характера, физическая при­
рода которых в корне отличается от природы неупорядоченных 
мелкомасштабных турбулентных пульсаций. Во многих случаях 
все же оказывается удобным рассматривать макропроцессы
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как случайные и описывать их по аналогии с мелкомасштаб­
ными процессами как своего рода макротурбулентный обмен. 
Однако эта аналогия имеет формальный характер. В этой 
области условия однородности и изотропности грубо прибли­
женно выполняются лишь в горизонтальной плоскости.

В области мезо- и макротурбулентности можно говорить об, 
однородности и изотропности только отклонений метеоэлементов 
от климатической нормы, так как сами климатические нормы 
в этих масштабах могут претерпевать существенные изменения.

Экспериментальные исследования статистической структуры 
поля геопотенциала показали, что в средних широтах условия 
однородности и изотропности по отношению к структурным 
функциям выполняются довольно хорошо. Однако дисперсии 
поля претерпевают некоторые изменения с долготой. Анало­
гично, поле отклонений температуры воздуха от нормальной 
такж е приближенно можно считать однородным и изотропным 
в горизонтальной плоскости или на данной изобарической по­
верхности.

2.3. Векторное случайное поле

Рассмотрим теперь векторное пространственное случайное 
поле, которое задается векторной случайной функцией

U (х, у, z) =  U (р).
Выберем декартову систему координат и обозначим через 

Х(р) ,  У(р),  Z ( р) — проекции вектора U (р) на соответствующие 
координатные оси. Тогда векторное случайное поле можно рас­
сматривать как систему трех скалярных случайных полей.

При таком рассмотрении законами распределения векторного 
случайного поля U (р) будут являться Зп-мерные функции рас­
пределения системы из трех скалярных случайных полей.

Векторное поле U (р) называют однородным и изотропным, 
если все Зл-мерные его плотности распределения инвариантны 
относительно параллельных переносов системы точек iV.i (pi.),' 
-Л̂ 2(рг), Nnfan),  а также при ее вращениях и зеркальных 
отображениях, сопровождающихся одновременным вращением 
и  зеркальным отображением системы координат, относительно, 
которой берутся компоненты вектора.

В этом определении предполагается, что вся система точек 
JVj(pi) поворачивается или зеркально отражается вместе с за ­
крепленной с нею системой координат. При этом все проекции 
векторов р; в старой и в новой системах координат совпадают.

Геометрически условие однородности и изотропности вектор­
ного поля означает, что если систему координат жестко связать 
с  системой точек N u N2, . . . ,  N n, то Зя-мерные плотности
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распределения проекций поля на оси этой системы координат не 
изменятся при всевозможных сдвигах, вращениях и зеркальных 
отображениях этой системы.

Для векторного однородного изотропного поля математиче­
ское ожидание вектора U(p) равно нулю, vW[U(p)] =  0. Дей­
ствительно, для однородного поля ЛГ [U (р) ] является постоян­
ным вектором, а так как поле изотропно, то этот вектор не дол­
жен меняться при вращениях, т. е. он должен быть нулевым.

Z

Рис. 2.1

Однородность и изотропность векторного поля накладывают 
определенные условия на корреляционные функции проекций 
вектора U (р) на координатные оси и на взаимные корреляцион­
ные функции между различными его проекциями.

Пусть Х(р), У(р), Z(p) — проекции вектора U(p) на коор­
динатные оси некоторой системы координат xOyz.

Тогда векторное поле можно характеризовать тремя корре­
ляционными функциями:

R x (9u  Рг), Р2К Я* (Pi, Р2)
и тремя корреляционными функциями связи:

Я*, (Pi. Р2), R  хг (Рь Рй)> Ryz (Р2> Рг)-
Для однородного и изотропного поля все эти функции яв­

ляются функциями только одного скалярного аргумента I =
— | Рг — pi | — расстояния между точками AMpi) и ^ (р г ) .

Выберем систему координат xOyz следующим образом. На­
чало координат поместим в точке N ь ось Ол: направим вдоль 
вектора NiN2, а оси 0у и 02 — в плоскости, перпендикулярной 
к нему (рис. 2.1).

Корреляционные функции и корреляционные функции связи 
для однородного изотропного поля не изменяются при любых 
поворотах системы координат.

Повернем систему координат на 180° вокруг оси N\x, тогда 
направления осей N\y и N\z изменятся на противоположные, от­
сюда получим:

R xy(l) =  - R x«(i), RxAD =  - R xz(l), (2.3.14)
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R xy{l) =  R xz(l) =  0. (2.3.15)
При помощи отражения относительно плоскости x N xz можем

■ось N\y перевести в ось N\z, а ось N\z в Niy, тогда
Ryz (0 =  — Ryz (О, (2.3.16)

Ryz(l) =  0. (2.3.17)

При помощи вращения вокруг оси N\x можно ось N\у со­
вместить с осью N\z, тогда

Ry (0 =  Rz (0- (2.3.18)
Отсюда видно, что в выбранной системе координат корреля­

ционные функции связи равны нулю, а для автокорреляцион­
ных функций выполняется условие (2.3.18).

Таким образом, однородное изотропное векторное поле мож­
но охарактеризовать с помощью двух корреляционных функций:

R x (I) —  М[Х (Pl) X  (рг)] =  G  (/); (2.3.19)
R g (I) =  M [ Y  (Pl) Y  (p2)] =  F  (/), (2.3.20)

где X(p) — проекция векторного поля U(p) на направление век­
тора 1= N iN2; Y(p)— проекция этого поля на какое-либо на­
правление, перпендикулярное к вектору I.

Функцию Rx(l) обычно обозначают G{1) и называют про­
дольной корреляционной функцией векторного поля, а функцию 
R y(l) обозначают F(l) и называют поперечной корреляционной 
функцией.

Для векторного случайного поля вводят также понятие про­
дольной и поперечной структурных функций.

Продольной структурной функцией Вх(1) называют матема­
тическое ожидание квадрата разности проекций значений одно­
родного изотропного векторного поля в точках Л/-!(рх) и Л^(рг) 
на направление вектора NiN2

В% (I) =  М {[X (Ра) -  X (Pl)l2}. (2.3.21)
Поперечной структурной функцией Вп(1) называют матема­

тическое ожидание квадрата проекции разности значений поля 
в точках N\ и iV2 на плоскость, перпендикулярную к вектору 
Ni Na

B n(l) =  M{[Y  (р2) — y  (Pi)]2}. (2.3.22)
Примером векторного поля может служить поле ветра. Вы­

яснению закономерностей структуры поля ветра посвящен ряд 
теоретических и экспериментальных исследований. Основопола­
гающими в этом направлении явились работы А. Н. Колмого­
рова и А. М. Обухова. В этих работах теоретическим путем для
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локально однородного и изотропного поля установлено, что 
структурная функция пульсаций скорости ветра описывается 
формулой

Ви (0 =  А1213, (2.3.23)

где А  — некоторый коэффициент пропорциональности.
Это соотношение называют «законом 2/3». Эксперименталь­

ная обработка данных ветрового зондирования подтвердила вы­
полнение «закона 2 /3»  в реальной атмосфере в определенной 
пространственной области. Ограниченность пространственных 
масштабов в пределах которых удовлетворительно выполняется 
«закон 2/3», является естественной, так как реальное турбулент­
ное поле ветра может считаться однородным и изотропным лишь 
для достаточно малых пространственных объемов. При увели­
чении масштабов начинает сказываться анизотропность, прояв­
ляющаяся в неравноправности горизонтальных и вертикальных 
направлений. Для реальных атмосферных движений больших 
размеров структурная функция пульсаций ветра описывается 
соотношением

Ви (1) =  С1, (2.3.24)

где С — коэффициент пропорциональности, т. е. структурная 
функция пульсаций ветра пропорциональна расстоянию.

Соотношение (2.3.24), установленное М. И. Юдиным, носит 
название закона первой степени.

Результаты экспериментальной обработки подтвердили удов­
летворительную выполнимость в реальной атмосфере закона 
первой степени в интервале расстояний I =  500 -г- 1400 км.

В качестве случайных полей в океанологии рассматривают 
поле ветра и поля течений в морях и океанах. Источником ин­
формации о них служат результаты судовых наблюдений. В ча­
стности по этим данным строят гидрометеорологические карты 
в виде «роз» ветров или течений для участков моря в виде одно-,, 
пяти- или десятиградусных трапеций, ограниченных соответ­
ствующими меридианами и параллелями.

Рассмотрим эти данные как реализации векторного процесса 
V ( x , y , z ) .

Ограничиваясь моментами первого т у  и второго Dy порядка, 
поставим в соответствие каждой «розе» 5 величин: модуль j mv f 
и направление ср вектора средней скорости; инварианты и 
тензора дисперсии D v; направление а  большой оси эллипса дис­
персии. Кроме того, для характеристики устойчивости течений

•</ л/ hиспользуем инвариант Y =  ,j д  | ■ а для характеристики степени

вытянутости эллипса — инвариант % —
X
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На рис. 2.2 в качестве примера приведено распределение 
средних скоростей течений и эллипсы дисперсии в северной ча­
сти Атлантического океана. Из рисунка видно, что совмещен­
ный с вектором средней скорости течения эллипс дисперсии дает

довольно наглядную схему циркуляций'. Кроме того, такой спо­
соб картирования позволяет перейти к районированию по каж­
дому из параметров или их совокупности, при желании — с ис­
пользованием методов объективной классификации, приняв 
систему параметров в качестве элементов призначного простран­
ства. Обратим внимание на отдельные детали рисунка. Эллип­
сы дисперсий довольно существенно различаются между собой 
не только суммарной длиной обоих осей, но и степенью вытяну- 
тости. Направление ф вектора средней скорости (довольно,ста­
бильное в этом районе) не совпадает с направлением а, причем 
весьма часто ф и а  различаются до 90°. Коэффициент вариации 
скоростей течений Y в большей части района больше 1, лишь в 
южной прибрежной зоне он уменьшается до 0,6.

Хотя при составлении атласа течений обобщение исходных 
данных (независимо от года наблюдений) ведется по месяцам, 
т. е. подчеркиваются возможные изменения распределений ско­
ростей течений от сезона к сезону, однако из-за многомерности 
этих распределений детально сезонный ход до сих пор не рас­
смотрен. При введенной выше системе параметров (| mv I, ф, 
%\t 2, а)  и принятой (помесячной) группировке данных можно для 
каждого района моря или океана ввести параметрическое опи­
сание закономерностей сезонного хода.
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На рис. 2.3 приведены сезонные изменения средней скорости 
течений и инвариантов тензора их дисперсии для ряда районов 
северной части Атлантического океана. Наблюдается большое 
разнообразие сезонной ритмики: от постоянства различных ве-

Рис. 2.3

роятностных характеристик течений до сложных синхронных и 
асинхронных кривых.

Несомненно, что сезонные изменения векторного процесса 
сложнее, чем скалярного, из-за большей мерности характеристик 
и что сезонные изменения скоростей океанических течений слож­
ны из-за опосредованной связи с обусловливающими астрофи­
зическими факторами.



Г л а в а  3  ■ ■'
С п ек трал ь н ы й  а н а л и з  ст а ц и о н а р н ы х  
сл у ч а й н ы х  п р о ц е с с о в  и о д н о р о д н ы х  п о л ей

3.1. Спектр случайного процесса

Для исследования неслучайных функций весьма широкое 
распространение получил гармонический анализ, т. е. представ­
ление периодических функций в виде ряда Фурье, а непериоди­
ческих— в виде интеграла Фурье.

Известно, что если периодическая, с периодом 2Т, функция f(t) удовле­
творяет условиям Дирихле, то ее можно разложить в ряд Фурье в ком­
плексной форме вида

оо I I
f ( f t =  Е  v  г ’ (злл)

k — ~ o o

где коэффициенты Фурье Ск определяются по формулам

т - i 2 L  t 
=  T dL (ЗЛ,2) 

-т

Формула (3.1.1) позволяет представить функцию f(t) в виде бесконечной
Л k

суммы гармонических колебаний с частотами и* =  и амплитудами с*.

Последовательность комплексных чисел ск называется спектральной по­
следовательностью функции f(t) или спектром. Комплексные числа с* можно 
представить в виде

Последовательность вещественных чисел | с* I называется амплитудным 
спектром функции f(t), а последовательность чисел — ее фазовым спек­
тром.

Спектр показывает, какого рода колебания преобладают в данной функ­
ции, т. е. какова ее внутренняя структура. Так как в рассматриваемом слу-

kzt
чае частоты принимают дискретные значения (0& =  - у - ,  то функция вида

(3.1.1) называется функцией с дискретным спектром.
Аналогично, если непериодическая функция f(t), заданная на всей веще­

ственной оси, удовлетворяет условиям Дирихле и абсолютно интегрируема,
ОО

т. е. для нее существует несобственный интеграл jj | f  (t) | dt, то ее можно
— ОО

представить в виде интеграла Фурье

ОО
f ( t ) =  5 F(®)ei(0td®, (3.1.3)

— ОО



80 Глава 3. Спектральный анализ стационарных случайных процессов

где
ОО

F (“ ) =  i  S f (t) е ~ ш  dt.  (3.1.4)
— OO

Формулы (3.1.3) и (3.1.4) называются формулами преобразования Фурье. 
Формулу (3.1.4) называют прямым преобразованием Фурье, а формулу 
(3.1.3) — обратным преобразованием Фурье.

Сумма (3.1.1) по дискретным значениям частот в формуле (3.1.3) заме­
нилась интегралом по всем частотам, а постоянные коэффициенты с* заме­
нились функцией F (со) непрерывного аргумента со.

Смысл функции F(a )  виден из того, что на малый интервал частот 
(<ц, ш +  da )  в интеграле (3.1.3) приходится слагаемое F (а) е шЬ da,  г. е. 
F ( a ) d a  есть амплитуда, соответствующая данному интервалу частот. Следо­
вательно, F{со) представляет собой плотность амплитуды. Функцию F (со) 
называют спектральной плотностью функции f ( t ) ,  а функцию вида (3.1.3) — 
функцией с непрерывным спектром.

Таким образом, мы видим, что функции с дискретным спектром ставится 
в соответствии ее спектральная последовательность комплексных чисел с/*; 
функция f ( t )  с непрерывным спектром ставится в соответствие другая функ­
ция — ее спектральная плотность f(co).

Из формул (3.1.1), (3.1.2) или (3.1.3) или (3.1.4) следует, что, задав 
функцию f { t ) ,  можно однозначно определить ее спектр (спектральную плот­
ность), и, наоборот, задав спектр (спектральную плотность), можно одно­
значно определить функцию f ( t ) .

Рассмотрим применение аппарата спектральных разложений 
к стационарным случайным функциям и однородным изотроп­
ным полям.

Пусть реализации стационарного случайного процесса за ­
даны на промежутке [— Т, Т] , тогда каждую реализацию можно 
разложить в ряд Фурье (3.1.1). При этом каждой реализации 
будут соответствовать свои значения коэффициентов разложе­
ния Ck■ Следовательно, при представлении случайного процесса 
X(t)  в виде ряда гармонических колебаний

оо
X ( t ) =  I  Х ке ^  (3.1.5)

k  =  — oo

kjtс частотами соА =  —  следует рассматривать амплитуды разло­
жения X k как случайные величины.

Будем считать, что математическое ожидание случайного 
процесса равно нулю, т х =  0. Если это не так, то будем рас­
сматривать центрированный случайный процесс. Тогда, очевид­
но, должны равняться нулю математические ожидания всех слу­
чайных величин X k-

Для упрощения выкладок часто удобно использовать ком­
плексные случайные функции, рассматривая вещественные слу­
чайные функции, с которыми мы оперировали до сих пор и с 
которыми только и имеют дело на практике, как частный слу­
чай комплексных случайных функций.
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Комплексной случайной функцией будем называть функцию 
вида

Z { t ) ^ X ( t )  +  iY{t), (3.1.6)

где X( t)  и Y(t)  — вещественные случайные функции.
Вещественная случайная функция при этом рассматривается 

как частный случай комплексной функции, у которой Y(t) =  0.
Определим характеристики комплексной случайной функции: 

математическое ожидание; дисперсию; корреляционную функ­
цию таким образом, чтобы для вещественных случайных функ­
ций (при Y(t) =  0) они совпали с ранее введенными. Математи­
ческим ожиданием комплексной случайной функции будем на­
зывать неслучайную функцию mz (t),  определяемую в виде

mz (t) =  mx it) -Н imy (t). (3.1.7)

Дисперсией комплексной случайной функции Dz {t) будем на­
зывать математическое ожидание квадрата модуля отклонения 
случайной функции от ее математического ожидания

Dz (t) =  M [ \ Z { t ) - m z {t) |2]. (3.1.8)
Так как

Z (t) — mz (t) =  [X (t) — mx 0)] +  i [Y (t) — my (/)], (3.1.9)
TO

I 2  (0 -  m2 (t) |2 =  [X (t) -  mx (Z)]2 +  [Y (t) -  my (t)f.  (3.1.10)

Тогда

Dz (t) =  M  {[X (t) -  mx it)}2} +  M {[Y (0 -  my (012} =  Dx (t) +  Dy (/).
(3.1.11)

Отсюда видно, что дисперсия комплексной случайной функ­
ции является вещественной функцией.

Для вещественной функции Dy (t) —  0, следовательно,

Ds (t) =  Dx (t).
Корреляционной функцией комплексной случайной функции 

будем называть неслучайную функцию вида

е д >  ( з л . 12 )

Звездочка означает, что берется комплексно-сопряженная 
величина.

При t\ =  h  =  t корреляционная функция обращается в дис­
персию

Rz (t, t) =  M {[Z (t) -  mz (0] [Z* (0 -  ml  (0 ]} =

6 Д. И. Казакевич
=  M{\Z(t)-mg{t)f} =  Dz(t). (3.1.13)
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Корреляционную функцию комплексной случайной функции 
можно выразить через характеристики ее вещественной и мни­
мой частей.

Обозначив
X ( t )  =  X ( t ) - m x ( t ) i  

Y ( t )  =  Y ( t ) - m y ( t ) ,

получим
R z  ( t u  t 2 )  =  м  { [ X  ( h )  +  i ° Y  ( / , ) ]  [ X  ( t 2 )  -  i Y  ( 4 ) ] }  =

=  M [ X  ( / , )  X  ( t 2 ) }  +  M [ Y  ( / , )  Y  ( t 2 ) ]  +  i  { M  [ Y  ( t { i  X  ( t 2 ) ]  -

~ M [ X  ( t { )  Y  ( Щ  =  R x  ( t u  t 2 )  +  R y  ( t u  t 2 )  +

+  n R x y ( t 2 , t l ) - R x y ( t u t 2 ) ] ,  ( 3 . 1 . 1 4 )

где R x y ( t \ ,  t 2 ) — корреляционная функция связи случайных функ­
ций X ( t )  и Y ( t ) .

Если действительная и мнимая части комплексной случай­
ной функции не коррелированы между собой, т. е. R x y ( h ,  t 2 )  =  О, 
то

Rz ( t u  h )  =  Rx { t u  t 2 )  +  Ry ( t u  h ) .  ( 3 . 1 . 1 5 )

Если вещественная и мнимая части комплексной случайной 
функции являются стационарными и стационарно связанными 
случайными функциями, то m z ( t )  =  m z ,  D z ( t )  =  D z  есть постоян­
ные величины, a R z ( t \ ,  t 2 )  =  R z ( t 2  — t \ )  зависит только от одного
параметра т =  t 2  — t \ .

Комплексную случайную функцию Z ( t ), обладающую этими 
свойствами, т. е. m z  =  const и R z ( t \ ,  t 2 )  =  R z ( x )  будем называть 
стационарной в широком смысле.

Для корреляционной функции R z ( t i , t 2 )  выполняется свой­
ство

R z { t v t 2 )  =  R ' z { t 2 , t  , ) ,  ( 3 . 1 . 1 6 )

т. е. перестановка аргументов у корреляционной функции дает 
выражение, комплексно-сопряженное с исходным.

В частности, для стационарной комплексной функции выпол­
няется равенство

R J - x )  =  R*z(x),

которое для вещественной функции выражает свойство четности
Rz (—т) =  Rz (т).

Корреляционная функция связи R Z l Z 2  ( t u  t 2 )  системы двух 
комплексных случайных функций Z \ ( t )  и Z 2 ( t )  определяется в 
виде

Rz,zAtu U)^M{\Z,(tx)-m M [Z l(t2) - m Zi(h)\}. (3.1.17)
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Для функции Rz&Mu к) выполняется соотношение

^z,z2(̂ l> 2̂) =  ^ziZ2(?2> *l)’ (3 .1 .18 )

Система комплексных случайных функций Z\(t) и Zz(t) на­
зывается стационарной в широком смысле, если, помимо ста­
ционарности каждой из функций в этом смысле выполняется 
еще соотношение

RzlZl (h, k) =  R az> (k -  tx) =  R ZlZ2 (t). (3.1.19)

Выясним, каким условиям должны удовлетворять случайные 
величины Xk, чтобы случайный процесс X(t), представленный 
в виде (3.1.5), был стационарным в широком смысле, т. е. чтобы 
его корреляционная функция R x(}t-\-x,t) зависела только от 
одного аргумента х и не зависела от t.

По определению корреляционной функции комплексного слу­
чайного процесса (3.1.12) имеем

R x (t +  x,t) =  M  [X (t +  т) X* (0]. (3.1.20)

Согласно (3.1.5), можно записать

Х (/ +  т ) =  (3.1.21)
k

Я*#) =  Е-У!е_,в1*. (3.1.22)
i

Подставляя (3.1.21) и (3.1.22) в (3.1.5), получаем

R x(t +  x, 0  =  М [ Е  Хкеыь{i+x) Е  Х]е~1̂ ] =

=  Е  £  М [В Д ]  еЧ“* (3.1.23)

Для того чтобы корреляционная функция R x(t-\-x,t) не за­
висела от t, необходимо, чтобы в двойной сумме, стоящей в пра­
вой части формулы (3.1.23), содержались только те слагаемые, 
для которых не зависят от t выражение е1 чт0 имеет
место при k —  I.

Следовательно, для того, чтобы случайная функция X(t) 
была стационарной, должны выполняться условия

М[ХкХ\] =  0 при к'.Ф1. (3.1.24)

Условие (.3.1.24) означает, что случайные величины Хк долж­
ны быть попарно некоррелированными.



84 Глава 3. Спектральный анализ стационарных случайных процессов

При условии (3.1.24) формула (3.1.23) запишется в виде

(3.1.25)
k

Величины М  [X kX l ] есть дисперсии случайных величин X k. 
Обозначим их через Dk, тогда получим

Rx ( x ) = Z  D J * # .
k ~ —oo

(3.1.26)

Для существования корреляционной функции ряд (3.1.26) 
должен быть сходящимся, т. е. должен сходиться ряд

(3.1.27)

Мы предположили, что случайный стационарный процесс мо­
жет быть разложен в ряд (3.1.5), ничем не оговорив условий

Dk

а <*>*-
Рис. 3.1

этого разложения. При этом получили, что случайные ампли­
туды Х к являются взаимно некоррелированными случайными ве­
личинами, а корреляционная функция определяется в виде ряда
(3.1.26).

Советским математиком Е. Е. Слуцким было показано, что 
всякий стационарный случайный процесс, имеющий корреляцион­
ную функцию вида (3.1.26), может быть представлен в виде ряда
(3.1.5).

Для случайного стационарного процесса спектром называют 
распределение дисперсий Du случайных амплитуд по частотам 
(Ok. Так как ряд (3.1.27) должен сходиться, то его общий член 
должен стремиться к нулю, т. е. с возрастанием частоты ю* со­
ответствующие значения дисперсии стремятся к нулю.

Спектр случайного процесса можно изобразить в виде графи­
ка, откладывая по оси абсцисс значения амплитуд, а по оси 
ординат — соответствующие им дисперсии (рис. 3.1).
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Дисперсию случайного процесса D x получим, положив в форт 
муле (3.1.26) т =  0:

00
Dx =  Rx (0) =  Е  D x. (3.1.28)

k== — оо

Следовательно, дисперсия случайного процесса равна сумме 
ряда, составленного из всех ординат спектра.

Стационарный случайный процесс вида (3.1.5) может быть 
как комплексным, так и вещественным.

Процесс (3.1.5) будет вещественным, если каждому k соот­
ветствует в сумме (3.1.5) пара комплексно-сопряженных слагае­
мых Хке**ь* и Х\ё-1*ъ*.

Тогда
00

Х ( 0 = Е  (хке**к* +  Х1е~{̂ \  (3.1.29)
fe=0 4 '

Записав Хк в виде
А.. в ъ А. в .

=  =  (3-1.30)
получим

Хке*** +  Х\е~1̂  =  ( 4 -  ~  i - f 1)  X  

X  (cos соkt +  i sin akt) +  +  i (cos ®kt —  i sin to**) =

=  A k cos o>kt +  B k sin G>kt. (3.1.31)
Подставляя (3.1.31) в (3.1.29), получим вещественный слу­

чайный стационарный процесс
ОО

X  (t) =  Е  Ак cos соkt +  Вк sin cakt. (3.1.32)
fe=0

где Ак и Bk — вещественные случайные величины с математи­
ческими ожиданиями, равными нулю.

Применяя, в частности, условие (3.1.24) для двух различных 
слагаемых X kei<i>kt и Xle~l(°kt, получаем

Щхк{ГкГ]^м[хкхк] =  о. (3.1.33)
Отсюда имеем

м  [а д = м  [(4- 
=  7  { «  ИМ -  М [ в у  -  2Ш  [Л4В(]} =  0. (3.1.34)

Приравнивая нулю вещественную и мнимую части, получаем 
M [ A l ] = M [ B l ] = d k, (3.1.35)

М[АкВк] =  0, (3.1.36)
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т. е. случайные величины A k и B k являются некоррелированными
с  одинаковыми дисперсиями йк. Из равенства (3.1.24) следует
попарная некоррелированность величин A k, A [t B k, Bi  при k ^ i .

Выразим Dk через dk

о . = " [ а д ] = - м [ ( 4 - ' - т - ) ( 4 - + ' - ¥ - ) ] =

“ т { М № ]  +  " [ в Ш “ # -  (3 .1.37)

Тогда формула для корреляционной функции (3.1.26) запи­
шется в виде

оо оо

R x (т) =  £  Dk [eie>bx +  е- ,в*т] =  £  2 cos щх,  (3.1.38)
fc=0 ft=0

т. е.
оо

Rx М  =  £  4  cos оойт. (3.1.39)
k=0

Для вещественного случайного процесса частотам и* и — со* 
соответствуют одинаковые амплитуды dk, следовательно, спектр 
вещественного случайного процесса симметричен относительно 
оси ординат (см. рис. 3.1),  и его можно строить только для по­
ложительных частот.

3.2. Спектральная плотность стационарного
случайного процесса

Рассмотрим теперь стационарный случайный процесс X( t) ,  
заданный на всей вещественной оси.

Для определения корреляционной функции в этом случае 
осуществим в формуле (3.1.26) предельный переход, устремив 
Т к бесконечности, что равносильно беспредельному уменьшению 
разности между соседними частотами

Ащ  =  щ  — (Dfe-j.

Обозначим через S*(co) среднюю плотность дисперсии в диа­
пазоне частот Acofe. Тогда приближенно можно записать корре­
ляционную функцию (3.1.26) в виде интегральной суммы

оо
£  S , K ) e ' “*TAMft. (3.2.1)
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В пределе при Т -»-оо и, следовательно, Лю* ->  0, интегральная 
сумма превратится в интеграл

оо

\  S x (<*)ei m d«>. (3.2.2)
*—оо

Функция 5 л(й)) есть предел средней плотности дисперсии при 
стремлении к нулю интервала частот Дсо*, т. е. представляет со­
бой плотность дисперсии случайного процесса X( t)  при данной 
частоте со. Эта функция называется спектральной плотностью 
стационарного случайного процесса X ( t ) .  Спектральная плот­
ность является неотрицательной функцией при всех значениях 
частоты оз.

Из формулы (3.2.2) видно, что корреляционная функция и 
спектральная плотность являются взаимными преобразованиями 
Фурье. Исходя из этого, в соответствии с (3.1.4), можем запи­
сать

00

2F  \  (3.2.3)
— оо

Так как спектральная плотность является неотрицательной 
функцией, то, следовательно, корреляционной функцией стацио­
нарного случайного процесса может служить только функция,, 
преобразование Фурье которой является неотрицательной функ­
цией при всех значениях частоты со.

А. Я. Хинчин показал, что и каждая функция, являющаяся 
обратным преобразованием Фурье от неотрицательной функции,, 
является корреляционной функцией некоторого стационарного 
случайного процесса.

Полагая в формуле (3.2.2) т = 0 ,  получим выражение для 
дисперсии случайной функции

оо

Dx — Rx (0) =  J S ^ H d co . (3.2.4)
— оо

Отсюда видно, что если случайная функция X( t)  имеет ко­
нечную дисперсию, то функция 5 х (со) является интегрируемой.
Функция

(О
Fx (со) =  S x (со) dco (3.2.5)

—оо
называется спектральной функцией или интегральным спектром 
стационарной случайной функции.

Спектральная плотность при некоторых значениях со может  
обращаться в бесконечность, оставаясь интегрируемой в окре­
стности этих значений.
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Из формул (3.2.2) и (3.2.3) видно, что, зная корреляционную 
функцию, можно найти спектральную плотность и наоборот. О д­
нако спектральная плотность более наглядно представляет вклад 
различных частот в общую дисперсию процесса, т. е. характе­
ризует внутреннюю структуру случайного процесса. Вследствие 
этого использование ее в различных приложениях является бо­
лее удобным.

Вместо спектральной плотности S x (a>) часто рассматривают 
нормированную спектральную плотность s*((o)

Нормированная корреляционная функция и нормированная 
спектральная плотность также являются взаимными преобразо­
ваниями Фурье и определяются по формулам

Для вещественного случайного процесса, полагая т =  — %' и 
учитывая четность R x (x), получим

•s* (ю)
S x (ю) S x (со) 

D xСО (3.2.6)

оо

Гх(т:)=  ̂ sx (a)eim da; (3.2.7)
— ОО

00
S*(©) =  ~  J rx {x)e~laxdx. (3.2.8)

■—оо

По формуле (3.2.2) имеем
оо

S x (— =  J R x (x)eiaxdx . (3.2.9)

оо
оо

=  2я~ S R x ( x ' ) e ~ ia%' d x ' = : S x (a) .  (3.2.10)
— оо

Отсюда видно, что для вещественного случайного процесса 
3*(ю ) также является четной функцией, ее вещественность сле­
дует из вещественности R x {%).
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В силу четности (т) и S x (w) для вещественного случайного 
процесса можно записать

Rx (т) =  2  ̂ S x (со) cos сот dco;
о

ОО
S x (ю) — Rx (т) cos сот dx.

(3.2.11)

(3.2.12)

Аналогичные формулы можем записать для нормированной 
корреляционной функции гх {х) и нормированной спектральной 
плотности Sat (со) вещественного 
случайного процесса SxM

rx W  =  2  ̂ sx (со) cos сот da;

° (3.2.13)
00

s*(®) =  —   ̂ гх (т) cos сот dx.

(3.2.14)

Функцию Sx (со) можно изобразить графически (рис. 3.2). Так
как

А* =  Rx (0) =  2 § Sx (со) da, (3.2.15)

то дисперсия есть удвоенная площадь, ограниченная кривои 
S x (со), построенной для со ^  О, или площадь, ограниченная кри­
вой S * ( c o )  во всем интервале (— о о ,  о о ) .

Если построить график нормированной спектральной плот­
ности, то площадь, лежащая под ним, равна единице, так как

гх (°)== J sx ( a ) d a =  1. (3.2.16)

Определим спектральные плотности стационарных случай­
ных процессов, рассмотренных в п. 1.3.

Пример 1. Пусть стационарный случайный процесс X  (t) имеет нормиро­
ванную корреляционную функцию

гх (х )  =  ё - а Н  а  >  0. (3.2.17)
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Согласно (3.2.8), нормированная спектральная плотность при этом опре­
делится в виде

ОО
5jc(fi>) =  J -  J e- ^ M e- i m dx =

— ОО
, 0  оо

=  i  \ S Х dx +  5 е_(а+'Ш) х dx К =
1 -00 0 )

___ L  Г . 1------L ..... L ] = ____ EL
2jt L а — г'оо ' а +  гю J л (а2 + (3.2.18)

1
яа

; (а2 +  со2) '

Это четная функция, достигающая наибольшего значения, равного 

частоте ю =  0.
Рассмотрим зависимость корреляционной функции и соответствующей ей 

спектральной плотности от параметра а.  На рис. 3.3 а, б приведены соответ-
s(ia)

ственно графики г(т) и s(a>) для значений а  —  0,5; 1; 3. Видно, что корре­
ляционная функция с ростом параметра а  убывает быстрее, т. е. корреляци­
онная связь между сечениями случайной функции X( f )  и X ( t  +  т) при одном 
и том ж е интервале т уменьшается с ростом а  (см. рис. 3.3 а ) .

В п. 1.6 мы называли величину (1.6.7) временем корреляции. Для  
рассматриваемого случая

ОО
7 - ! =  jj e - a t d T = - i - ,  (3.2.19)

о
т. е. временем корреляции, характеризующим скорость затухания корреляци­
онной связи, является величина 1/а.

Сравнение кривых на рис. 3.3 б показывает, что при малых значениях a  
спектральная плотность быстро убывает с ростом частоты со, т. е. превалирую­
щее значение в спектре случайного процесса имеют малые частоты.

Процессы такого типа называют узкополосными, так как энергия такого 
процесса сосредоточена в узкой полосе частот. Узкополосному процессу соот­
ветствует большое время корреляции, т. е. наличие корреляционной связи



91 3.2. Спектральная плотность стационарного случайного процесса

между сечениями случайного процесса, медленно убывающей с возрастанием 
интервала между сечениями.

С увеличением а , т. е. с уменьшением времени корреляции, спектральная 
плотность изменяется более плавно, медленнее убывая с ростом частоты. 
Для больших значений а  спектральная плотность с увеличением со убывает 
весьма медленно. Такие процессы называют широкополосными. Для них ха­
рактерно быстрое убывание корреляционной связи между сечениями случай­
ного процесса.

Случайный процесс, спектральная плотность которого постоянна во всем 
диапазоне частот S x (w) =  S*(0) =  const, называют «белым шумом» по ана­
логии с белым светом, у которого спектральный состав примерно однороден. 
Такой процесс физически не реализуем, так как его дисперсия Dx =

ОО

=   ̂ S x (a) d a  обращается в бесконечность. Однако его можно рассматри-
— ОО

вать как предел реального широкополосного случайного процесса при стрем- 
лении а  к бесконечности.

Часто случайный процесс, спектральная плотность которого мало изме­
няется на достаточно большом диапазоне частоты, приближенно рассматри­
вают как белый шум, пренебрегая большими частотами. Белый шум пред­
ставляет собой случайный процесс, все сечения которого являются некорре­
лированными, такой процесс иногда называют чисто случайным процессом. 
Примером такого процесса являются практически независимые между собой 
ошибки измерений некоторых гидрометеорологических параметров.

Пример 2 . Для нормированной корреляционной функции вида

г (х) =  е ~ ах>, а  >  0 (3.2.20)
функция

— ОО
(й* ОО /  (<а \2

1  - “ й Г  С  ~ а { х + ж )—  е jj е 4 dx.  (3.2.21)
— ОО

Последний интеграл заменой переменной сводится к интегралу Пуассона, 
равному V я1 • Отсюда

1 — —
s (©) = ----- = = -  е 4* . (3.2.22)

2 у  па

Из рис. 3.4 о, б, на которых приведены графики г(х)  и s(co) для а  —  0,5; 
1; 3, видно, что характер зависимостей г(х)  и s(co) качественно такой же,
как и в предыдущем примере, изменился лишь вид кривых.

Пример 3.
г (X) =  е ~ а 1 х 1 cos рт, а  >  0, Р >  0. (3.2.23)

Выразим cos рг через показательные функции по формуле Эйлера

cos Pt =  y  {е^х +  е ‘ х̂). (3.2.24)
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Тогда

s(co) =  y | ^ -   ̂ е a ' Tl ( e^  +  e '3 t )d Tj = =

ОО ОО _
! _  J e - a | t l e - i ( B - p ) t  dx  +  - ~  J в- « 1 * 1 е -<(«М-Ц)т dx  .

— ОО J

Аналогично (3.2.18), получим
а

(и)= 4 - Ь ■ 4-
(а2 +  (со — Р)2] я  [а2 +  (со +  Р)2] } =

а 2 +  Р2 +  ш2 а2 +  Р2 +  со2
я  (со2 — а 2 — Р2)2 +  4а2©2 я  (®2 +  а 2 +  Р2)2 — 4со2Р2 '

(3.2.25)

(3.2.26)

В данном случае корреляционная функция и спектральная плотность 
■определяются двумя параметрами а  и р. Параметр а  определяет скорость

затухания амплитуды колебаний корреляционной функции; параметр Р опре­
деляет период этого колебательного процесса.

Выясним характер зависимости корреляционной функции и соответствую­
щей ей спектральной плотности от соотношения этих параметров.

На рис. 3.5 а, б приведены графики функций г(т) и s(co) для трех слу­
чаев: 1) а  =  0,5, р =  2 (кривая /) ;  2) a  =  1, Р =  1 (кривая II);  3) a  =  2, 
Р =  0,5 (кривая II I ) .  Из рис. 3.5 видно, что при малой величине отношения 
a /р (кривая I  a /р =  0,25) график корреляционной функции близок к гар­
моническим колебаниям частоты со. В этом случае спектральная плотность 
имеет ярко выраженный максимум при со =  Р; в спектре случайного процесса 
преобладают частоты, близкие к частоте Р, т. е. имеется узкополосный про-
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цесс, спектральная плотность которого имеет ярко выраженный максимум 
при ш =  |5. Основная энергия процесса сосредоточена на частотах, близких 
к |3. При этом график спектральной плотности вытягивается, а ширина по­
лосы спектра уменьшается с уменьшением а,  т. е. с увеличением амплитуды 
колебаний корреляционной функции.

С увеличением отношения а /p ускоряется затухание корреляционной 
функции; максимум спектральной плотности становится более размытым.

При больших значениях а /p (кривая I I I  а /р  =  4) корреляционная функция 
практически отлична от нуля только при небольших значениях т. При этом 
спектральная плотность с ростом частоты со изменяется медленно, оставаясь 
в значительном диапазоне часто близкой к начальному значению s(0 ), про­
цесс становится широкополосным.

Пример 4.
г  (т) =  е ~ ах2 cos рт, а  >  0, р >  0. (3.2.27)

Заменяя cos рт по (3.2.24), получаем
ОО
f е -ах*+1  frn-P) т d% +

ОО 

$ •— оо

Используя пример 2, получим
Г (а-Р)2 (м+ЙЧ

s(a>) = ---- t = - U  4а + е  40 J. (3.2.29)
4 У я а

На рис. 3.6 а, б приведены графики г (г) и s ( со) для тех ж е значений а  
и р, что и на рис. 3.5.

Характер зависимости корреляционной функции и спектральной плотно­
сти от соотношения параметров качественно тот же, что и в примере 4. 

Пример 5.

г (т) =  е ~ а Iт I ^cos Рт +  sin Р | т | ^ , а  >  0, р >  0. . (3.2.30)

Заменяя s in p (t)  показательными функциями по формуле Эйлера

s m P | T | = - ^ ( e * p |T | - e “ il3|/t|), (3.2.31)

—ат2—i (га+Р) т
'

d x  . (3.2.28)

s(co) =
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получаем 

s

ОО ОО

S +  W  -5Г S . - * - * ’1 Л
— оо ч — оо

оо ч

_ J L  e -(a+ip)|t |-«<M  d A

— оо J
(3.2.32)

Первое слагаемое есть s(co) в примере 3, слагаемые в фигурных скобках 
есть s(co) в примере 1, получающиеся при замене а  соответственно на а  — t'P 
и a  +  ф .

Отсюда получаем 

s (  со) =
а  ____а 2 +  Р2 +  (о2

« +  ■ Xя  (со2 +  a 2 +  Р2)2 — 4ю2р2 1 2 пф

а2+ Рw f  « ________________ а  1 2а а  +  Р Г3233Ь
(. а>2 +  (а — г'Р)2 а>2 +  (“  +  *Р)2 J я  (со2 +  а 2 — р 2) +  4а2®2 ' .
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Графики функций г(т) и s(co) приведены на рис. 3 .7 а, б  для тех же 
значений а  и Р, что и на рис. 3.5.

Пример 6 .

Г(т) =  |  1
-------- при 0 sSC т ^  ТоТо

О п р и  T > T o .
(3.2.34)

Считая случайный процесс вещественным, можем вычислять спектраль­
ную плотность по формуле (3.2.14)

То
:(ш) =  —  ̂ ^1— ^-^cosanr dT. (3.2.35)

Применяя формулу интегрирования по частям, получим
1

s  (со): я® То (1 — cos <вт0). (3.2.36)

Значение s(0) нужно рассматривать как предел s(co) при стремлении ю 
к нулю

S (0) =  lim , - ^ ^ r  (1 — cos CDT0) =  (3.2.37)
co->u Та
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На рис. 3.8 а, б  приведены графики; функций г (г) и s(cd) при значениях 
параметра to =  1, 2, 3. Из рисунка видно, что изменение спектральной плот­
ности с частотой представляет собой колебательный процесс: s ( o )  принимает 
минимальные значения

/ \ л 2&я £. « Оs ( c o ) = 0  п ри  <в = --------,  к  =  1, 2, . . .То

и достигает максимальных значений, уменьшающихся с ростом частоты <в.
С увеличением параметра to растут значения относительных максимумов 

спектральной плотности, и более ярко выраженным становится преобладание

в спектре случайного процесса отдельных дискретных частот, а именно ча­
стоты ш =  0.

Во всех рассмотренных случаях спектральные плотности являются неот­
рицательными функциями при всех значениях частоты <в. Следовательно, в 
соответствии с теоремой Хинчина, функции г (г),  являющиеся обратными 
преобразованиями Фурье спектральных плотностей, действительно являются 
корреляционными функциями стационарных случайных процессов.

Пример 7. Рассмотрим функцию

г (т ) =  (1 +  Р | т | ) е - а , Ч  а >  0. (3.2.38)

Выясним при каких значениях параметра р она может служить норми­
рованной корреляционной функцией стационарного случайного процесса. Най­
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дем для нее нормированную спектральную плотность по формуле (3.2.15)
00 ООs ( ( 0 ) = J L  (j е-°И Ы « геЛ  +  J L   ̂ dT. (3.2.39)

—оо —оо
Обозначив оо'

— 00

и пользуясь правилом дифференцирования по параметру под знаком интег­
рала, можем записать

, « ■ » - /  («) -  р ±  (°  -  W + .у  +  »  . (3.2.41)

Эта функция будет являться неотрицательной функцией при всех значениях 
частоты со, только при выполнении неравенства a  — Р >= 0. Следовательно, 
функция (3.2.38) может служить корреляционной функцией стационарного 
случайного процесса только при р ^  а.

При максимальном значении (5 =  а  спектральная плотность запишется 
в виде

О г » 3

S(a)= i r w + W  m A 2 }
Пример 8 . Рассмотрим функцию более общего вида

г (т) =  0  +  а | т [ +  Рт2) е ~ а 1 х a >  О, р >  0. (3.2.43)

Выясним, при каких значениях параметра р она может служить корреляцион­
ной функцией стационарного случайного процесса.

Используя обозначение (3.2.40), можем записать спектральную плотность 
в виде

1 \ п  \ ^  ( а )  .  rf2/ (а)S (co) =  / ( a ) - a ^ - + P2^ r-  =

On
=  М ^ + ^ [а2(а2 +  Р) +  а>2(а2_3р)]- (3-2,44)

Из условия неотрицательности спектральной плотности при всех значе-
(j2

нйях частоты должно выполняться соотношение а 2 — Зр ^  О, т. е. р < - ^ - .
ОCj2

При максимальном значении Р =  спектральная плотность ■ имеет вид

S (Ю) =  Зя (со2 +  а 2)3 ‘ (3.2.45)

3.3. Взаимный спектральный анализ

Для системы стационарных и стационарно связанных случай­
ных процессов X i(t ) ,  X 2(t), — , X n(t), помимо спектральных 
плотностей 5д:г(со) каждого процесса, рассматривают еще взаим­
ные спектральные плотности S XiXj (ю), которые представляют со­
бой преобразования Фурье от соответствующих взаимных корре-

7 Д. И. Казакевич
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ляционных функций
ОО

SXlXj ( ю ) = 2£Г \  Rxixj{x)e~im dx. (3.3.1)
— оо

При этом взаимные корреляционные функции, являющиеся 
обратными преобразованиями Фурье от взаимных спектральных 
плотностей определяются по формулам

оо

Rxixj(x) =   ̂ Sx,Xj (®)eiax d®. (3.3.2)
— оо

Как уж е было отмечено, взаимная корреляционная функция 
не обладает свойством четности.

Обозначим через Rx.x (т) четную часть взаимной корреля- 1 1
ционной функции Rx-хЛт), а через Rx,x, {%) — ее нечетную часть.I /  I J
Тогда можем записать

Rxtx, (Т) =  R i lXj (т) +  Rx.xj (X), (3.3.3)
где

Rx£xf (х) — \R x lXj (т) +  RxtXj ( т )] ;

Rxtxj (т) ~~2 \Rxixj (т) Rx?, ( 'г)]'

Подставляя (3.3.3) в (3.3.1) и выражая e~lwx по формуле Эйлера 
е - ш  _ _  c o s  шт —  i  s jn шт>

получим
оо оо

SxlXj (са) =  --- 5 RxiXj (х) cos ют dx — -£г jj Rx.xj (т) sin сот dx. (3.3.4)
о о

Отсюда видно, что взаимная корреляционная функция является 
комплексной функцией частоты ю. Введя обозначения для ее ве­
щественной и мнимой частей

00
Cxixj (са) =  $ Ri tx} (т) cos ют dx, (3.3.5)

О
оо

Qxtxj (о) =   ̂ Rx.xj (t) Sin шт dx, (3.3.6)
О

получим
Sx,xf (са) =  Сх.х. (со) — iQx,x. (ю). (3.3.7)
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Функцию Cx-Xj (©) называют коспектром, а функцию QXiXj (и) —
квадратурным спектром пары случайных процессов X {(t), X, ( t ) .  
Коспектр как косинус-преобразование Фурье от четной функции 
Rxixj (т) является четной функцией; квадратурный спектр есть 
функция нечетная.

Подставляя (3.3.7) в (3.3.2) и выражая eim по формуле 
Эйлера, получим выражение для взаимной корреляционной 
функции в виде

СО оо

RxiXj(x)=^  ̂ CxiXj (©) cos ax da  +   ̂ Qxixj (to) sin (от da.  (3.3.8)
— oo —oo

Полагая в (3.3.8) x =  0, получим
оо

Я*г*;- ( 0 ) =  ] CXiXj(a)da.  (3.3.9)
— ОО

Отсюда видно, что коспектр дает разложение по различным ча­
стотам взаимной корреляции двух случайных процессов при од­
ном и том же значении аргумента (при нулевом сдвиге т). Ана-

я  Тлогично, полагая т =  =  — , получаем
ОО

RX{Xj ( -4_)  == § Qxtxj{a) da.  (3.3.10)
— ОО

Откуда видно, что квадратурный спектр характеризует вклад в 
общую взаимную корреляцию пары случайных процессов со­
держащихся в них гармоник различной частоты при сдвиге фаз 
этих гармоник на четверть периода Т.

Комплексную функцию (3.3.7) можно записать в показа­
тельной форме

S XiXj (а) =  j SxiXj (©) I eWx‘xi (и). (3.3.11)

Модуль взаимной спектральной функции

| S XiXj (®) | — (to) +  Qx.xj(a) (3.3.12)

называют амплитудным спектром.
Функцию ЛУХ{Х{ (а), представляющую собой фазу взаимной 

спектральной плотности
Qx.x, Н

¥ V / (<o) =  arctg (3.3.13)
t /

называют фазовым спектром, или разностью фаз.

7*
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Аналогично введению нормированной корреляционной функ­
ции связи рассматривают относительную величину вида

I S  (ш) I /  С * . , .  (со) +  Q 2 .г .  (ю)
Fxx  (со) =  - ± ¥ 1 2  =  Л  (3.3.14)

11 V S*i (®} S* / V

которую называют функцией когерентности, или когерентностью. 
Поскольку справедливо соотношение

I Sx .xj ((D) 1 <  S*. (о) Sx, и ,  (3.3.15)

то когерентность есть безразмерная величина, изменяющаяся от
О до 1.

Таким образом, взаимный спектр двух случайных процессов 
Xi(t)  и Xj(t )  можно охарактеризовать комплексной функцией 
Зхр]  (©), либо двумя вещественными функциями — амплитуд­
ным спектром (или когерентностью) и фазовым спектром.

3.4. Спектральный анализ нестационарных процессов

Временные ряды гидрометеорологических процессов имеют 
колебательный характер практически во всех диапазонах измен­
чивости (межгодовой, сезонной, синоптической, внутрисуточной 
мелкомасштабной). С течением времени спектральная структура 
этих процессов изменяется. Например, ветровое волнение с 
уменьшением скорости ветра переходит в зыбь; скорость ветра 
летом обычно меньше чем зимой; бриз лучше выражен при ан­
тициклическом типе погоды и т. д. Следовательно, для описания 
закономерностей таких процессов их необходимо рассматривать 
как нестационарные случайные процессы с переменой во вре­
мени спектральной плотностью. Обычно столь общее понятие 
нестационарное™ содержит смысловое значение лишь как от­
рицание стационарности. Необходимо конкретизировать по ка­
кому закону во времени меняются их вероятностные характери­
стики.

С. М. Раевский ввел понятие частотно-временной спектраль­
ной плотности, как преобразование Фурье корреляционной функ­
ции по переменной т

оо

5  (со, t) =   ̂ R  (t , т) ехр (— гсотг) dr.  (3.4.1)

М. Лоэв ввел понятие двухчастотной спектральной плотности 
как двойного преобразования Фурье корреляционной функции по
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обоим аргументам
оо

5  (со, Q) =  ^  R (t, т) ехр [— i (сот +  ^0] dt dx. (3.4.2)
— со

Функция S (a t )  применяется для описания эволюционной, а 
функция 5  (со, Q) — циклической нестационарности процесса.

Смысл такой интерпре- Ъчмин 
тации становится понятным 
из следующих примеров. На 
рис. 3.9 приведена частот­
но-временная спектральная 
плотность для ветрового 
волнения, развивающегося 
на озере. По осям коорди­
нат отложены значения 
переменных t и со; рав­
ные значения 5  (сa, t) соеди­
нены изолиниями (с оциф­
ровкой). От полного штиля 
18 октября 1967 г. в 13 ч 

43 мин началось усиление 
скорости ветра от 2 до 12 м/с 
за  первые 17 мин, а в после­
дующие 40 мин вектор ско­
рости ветра был стабилен 
как по модулю, так и по на­
правлению. Волнение бы­
стро развивалось, о чем сви­
детельствует рост высоты 
волн (по увеличению значе­
ний 5  (со, t ) ), и увеличение 
среднего периода волн (по 
смещению максимума спек­
тра в сторону низких ча­
стот) .

На рис. 3.10 изображена 
двухчастотная спектральная 
плотность ветрового волне­
ния в диапазоне синоптической изменчивости. По осям коорди­
нат отложены значения переменных со и Q; равные значения 
S ( со, £2) соединены изолиниями с оцифровкой. Видно, что 
двухчастотный спектр имеет вид многовершинной поверхности 
с отличными от нуля значениями в диапазоне цикличностей от 
0,5 до 20 сут по переменной (Q) и от 3 до 15 с — переменной 
(со). Двухвершинность 5 (со, Q) по переменной ю обусловлена
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тем, что в районе наблюдений преобладает смешанное волнение 
и максимумы соответствуют максимумам спектров компо­
нент— ветрового волнения и зыби. Флюктуации 5(ю , Q) 
по переменной Q обусловлены цикличностью штормов,

В наиболее общем виде стационарный случайный процесс 
X(t)  допускает не только представление в виде ряда (3.1.5), но 
и в виде стохастического интеграла

где dZ% (со)— случайный процесс с некоррелированными прира­
щениями, связанный со спектральной плотностью процесса £(£) 
соотношением

Интеграл (3.4.3) является интегралом Лебега. В отличие от обычных 
интегралов Римана, когда разбивается на части множество значений аргу­
мента функции, интеграл Лебега строится путем разбиения множества зна­
чений функции и составления суммы произведений значения из интервала 
разбиения на суммарную меру множеств аргумента, значения функции из 
которых попадают в. интервал.

Часто (3.4.3) записывают в виде

й-105с'1
проходящих через район колеба­
ний.

Функция 5(<в, Q) обычно ис­
пользуется тогда, когда исследуе­
мый процесс можно рассматри­
вать как амплитудно-модулиро- 
ванный. В данном случае синоп­
тическая изменчивость волнения 
рассматривается как отклик вол­
новой поверхности на цикличе­
ское возмущение в виде последо­
вательности штормов.

00 0J5 1,0 ш с'1
Рис. 3.10

1

СО

(3.4.3)

rfss H  =  M { | d z E(0) I2}. (3.4.4)

ОО
l ( t )  =  'j e x p  (г/со) Z £ (d a ) , (3.4.5)
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что лучше отражает смысл операции суммирования. Теперь бу­
дет уместно сформулировать вопрос — что должно измениться 
в записи стохастического интеграла (3.4.3) при переходе от ста­
ционарных случайных процессов со спектральной плотностью 
«Sj (со) к нестационарным случайным процессам со спектраль­
ными плотностями Sj (ю, t), или 5^(со, £2), определяемыми из со­
отношений (3.4.1) и (3.4:2).

Разложимость нестационарных случайных процессов по гар­
моникам впервые была определена М. Лоэвом в 1947 г. Он на­
звал процессы гармонизуемыми, если их можно представить в 
виде (3.4.3) аналогично разложению стационарного процесса, 
но случайная мера dZ£ (со) в (3.4.3) или Z^{d(о) в (3.4.5) обла­
дает коррелированными значениями.

Конкретизируем эти общие понятия применительно к перио­
дически коррелированным случайным процессам (ПКСП).

Для стационарного случайного процесса заданного на кон­
кретном отрезке [О, Т] справедливо разложение на гармониче­
ские составляющие в виде ряда С. Райса, являющегося рядом 
Фурье со случайными коэффициентами

ос*

(3.4.6)
k =0

Периодически нестационарный случайный процесс предста­
вим в виде

оо

E(*) =  Z  £ * ( 0 e x p ( i * - ^ f ) ,  (З А 7)
k =0

где t,k(t) — стационарные случайные процессы с математическим 
ожиданием гпь и корреляционными функциями R k(x) ,  являющи­
мися коэффициентами разложения функций m{t)  и R(t,  т) в 
ряд Фурье.

Следовательно у  ПКСП в отличие от стационарного процес­
са уж е не случайные величины, а случайные функции t,k{t) — 
стационарные компоненты и свойства этих функций формули­
руются через коэффициенты Фурье m.k и R k(x) .

Теперь можно развить более широко теоретические концеп­
ции по процессам, родственным ПКСП.

Прежде всего, если у  ПКСП частоты <в& =  —̂ г- кратны 

основной частоте То уместно обобщить это представление

на класс почти периодически коррелированных случайных про­
цессов (почти П КСП ), у которых {cos} образуют произвольное
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дискретное множество. У таких процессов

R (t, т) =  £ '  Rk (т) ехр (3.4.8)
к

I (0 =  Е  U  (0 ехр (3.4.9)
Терминология почти ПКСП полностью соответствует отли­

чиям периодической функции от почти периодической.
В качестве примера природного процесса, для которого наи­

более подходящей моделью является почти ПКСП, можно на­
звать внутренние волны приливного характера, вызываемые-
приливообразующей силой в условиях стратифицированного 
океана со многими возмущающими факторами. Частными слу­
чаями почти ПКСП является бипериодически коррелированные 
(БПКСП) и полипериодически коррелированные (ППКСП) слу­
чайные процессы.

БПКСП называют такой случайный процесс, корреляционная 
функция которого является почти периодической и ее показа­
тели Фурье имеют вид

=  +  (3.4.10)

Соответствующим образом записывается корреляционная 
функция

. ОО ОО

R (t, т) =  Е  Е  hi ехР (/«**/0- (3.4.11)
ft=0/=0

и процесс
оо оо

S ( 0 = E  E S n / ( 0 e x (3. 4. 12)
'А—0 /—0

Ярким примером природного БПКСП является годовая и 
суточная ритмика температуры воздуха, когда в (3.4.10) Т i =  
= ; 1 год, Т2 =  1 сут. У ППКСП

со k = Z r kjQ,. (3.4.13)
/■=*

В свете этого свойства ППКСП называют Af-кратно перио­
дически коррелированным. Внутренние волны приливного проис­
хождения и приливные течения можно рассматривать как
ППКСП, так как на них оказывают влияние суточные и полу­
суточные лунные и солнечные составляющие с периодами 24 ч 
50 мин и 24 ч соответственно.

Вернемся к вопросу о спектральной структуре периодически 
нестационарного случайного процесса на примере ПКСП. Из-за 
периодичности корреляционной функции R(t ,  т) ПКСП по аргу­
менту t имеет смысл рассмотреть частотно-временную спек­
тральную плотность 5  (со, t) в виде (3.4.1)
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Поскольку R(t ,  т) не является четной или нечетной, то 5  (w, t) 
будет содержать и вещественную и мнимую части, т. е.

В соответствии с изложенным в п. 1.8 представим S (m , t )  через 
спектральные компоненты Sfe(co)

Переход от ПКСП к БПК.СП, ППК.СП и почти ПКСП про­
изводится путем модификации выражения (3.4.15) за счет соот­
ветствующей записи для показателей Фурье.

3.5. Спектральный тензор векторного процесса

Спектральная плотность стационарного векторного случай­
ного процесса V ( t )  является преобразованием Фурье корреля­
ционной функции Rv (т)

Тензор-функция S v (со) характеризует распределение по ча­
стотам направленных колебаний значений процесса V( / ) ,  дает 
количественную меру интенсивности этих колебаний и их ориен­
тацию в заданной системе координат; при каждом фиксирован­
ном значении со она является тензором второго ранга, представ­
ляемым относительно декартовых координат матрицей

Рассмотрим свойства тензора Sv (м), используя уж е извест­
ные (п. 1.8.) свойства корреляционного тензора R v (t ).

S (со, t)  —  Re S (оо, t)  — П т  5  (со, t) (3.4.14)

оо

S (®> *) = = Z  $*(«>) exp (3.4.15)

причем
оо

Sk (ю) =  2^-  ̂ k k (x)ex\>{— ia>x)dx. (3.4.16)
— оо

оо

Sy (со) =  -^г  ̂ ехр (— гоат) Rv (т) dx. (3.5.1)
— оо

(3.5.2)

где
SvXV2(со) '—: CpiV2(со) +  iQ Olt)2 (®);
Su2Oi (©) =  c v.ivi (со) +  iQVtVl (со);

C v i v z  ( ® )  = = =  C v 2V i  ( © ) »  Q v  1&2 ( ® )  = = :  Q v « V i  ( ® ) «
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Поскольку Ry (т) всегда действительная функция, в общем 
случае не обладающая свойством четности, то в общем случае 
S Vl(<o) есть комплексная функция, не являющаяся четной.

Представим спектральный тензор 8у(со) в виде суммы сим­
метричной Cv (ю) и кососимметричной Ау (со) частей

Относительно декартовых проекций симметричная и косо­
симметричная части тензора (3.5.3) определяются матрицами 
вида

Симметричная и кососимметричная части тензора Sy(co) яв-

соответственно. Поскольку симметричная корреляционная тен­
зор-функция Cv(t) есть действительная и четная, то ее преобра­
зованием Фурье можно записать в виде

f .  е. Cv(co) есть действительная и четная функция.
Поскольку кососимметричная корреляционная тензор-функ­

ция Ау(т) есть действительная и нечетная, то ее преобразование 
Фурье можно записать в виде

т. е. Av (со) есть мнимая и нечетная функция.
Тензор спектральной плотности является многомерной инва­

риантной функцией, содержащей разностороннюю информацию 
о колебательных свойствах анализируемого векторного про­
цесса.

Рассмотрим свойства тензора Sy(ra) через его инварианты, 
вначале через / 1,2 и 3)  не зависящие от собственного базиса 
тензора, а затем через Xi,2 и а, характеризующие размеры и 
ориентацию тензорной кривой.

Линейным, или первым инвариантом, тензора спектральной 
плотности называется функция

S v (со) =  Cv (со) +  Av (со). (3 .5 .3)

(3.5.4)

ляются преобразованием Фурье тензор-функций Су(т) и Ау (т)

оо

Су(ш) =  -^-^ Су (т) cos сот dx,
о

(3.5.5)

оо

(3.5.6)
о

/ j (со) —  (©) “Ъ $ v 2v2 (®)« (3.5.7)
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Линейный инвариант 1Х (ю) равен следу матрицы Sy (со), ему 
может быть поставлено в соответствие косинус-преобразование 
Фурье линейного инварианта автокорреляционного тензора

оо 4 •
I! (со) =ф- ■—   ̂ i f  (т) cos сот dx. (3.5.8)

о
Следовательно, этот инвариант является действительной, неот­
рицательной и четной функцией. Линейный инвариант /i(co), 
как скалярная величина, характеризует распределение модуля 
интенсивности изменений процесса V (t) в частотной области.

Исходя из (3.5.4), индикатор вращения S)(co) запишем, поль­
зуясь определением, в виде

3) (со) =  SVlv2 Sv2vi== 2lQVlV2 (со). (3.5.9)
Ему может быть поставлено в соответствие преобразование 

Фурье инварианта 3£>(х), которое вследствие нечетности функ­
ции 3){х), имеет вид

оо

£0(<о)=^— \ <£>к(х) sin axdx. (3.5.10)ЗТ J
о

Следовательно, i2)(co) является мнимой и нечетной функцией. 
Индикатор вращения i2)(co) характеризует распределение орто­
гональных составляющих изменений V (t) в частотной области, 
причем |2>(<о) | описывает модуль этих изменений, знак — на­
правление вращения, а символ i — фазовый сдвиг относительно
11 (со), равный я/2. Можно показать, что

/j (tо) (со) |. (3.5.11)
Действительно, так как

S0l0, +  Sa2v2 2S0l»2 ^  0,
то

Svtfi Sv2Vo SviV2 Sv2vi•

Так как из-за замены в правой части неравенства суммы двух 
положительных слагаемых на модуль их разности знак нера­
венства не изменится, то

5и,гл +  Sv2v2 ^  [ 5о,о2 Sv2Oi I,
что и доказывает неравенство (3.5.11). Таким образом, со­
гласно (3.5.11) модуль общей изменчивости векторного процесса 
не может быть меньше модуля его ортогональных изменений.

Если 3) (ю) =  0, то это лишь свидетельствует об отсутствии 
закономерности (однонаправленности) вращательных изменений 
V(Z), так как возможна ситуация, когда интенсивности враща­
тельных изменений V (t) по и против часовой стрелки равны.
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Таким образом, инварианты /1 (со) и 55 (о) спектрального тен­
зора позволяют охарактеризовать (безотносительно к выбранной: 
системе координат) структуру изменений векторов У (t) в ча­
стной области.

Для удобства геометрической интерпретации используем 
квадратичный инвариант симметричной части тензора Sv (со) в- 
виде

/ 2 (со) =  Svtvi (®) Sv2v2 (со) — Cviv2 (со). (3 .5 .12)

Этот инвариант является индикатором формы тензорной кри­
вой; он совпадает с детерминантом матрицы тензор-функции 
Су (и)- Так как

(3.5.13)

то при каждом фиксированном значении аргумента тензору  
S v (co), будет соответствовать только эллипс (окружность или: 
отрезок прямой), но не гипербола.

Характерные размеры тензорной кривой определяются через- 
инварианты / 1 и / 2. Инварианты Яа, 2 есть главные или собствен­
ные значения симметричного тензора Су (со); они являются 
экстремальными значениями спектральных плотностей проекций: 
V(t)  по ортогональным направлениям. Через них могут быть вы­
числены значения спектральных плотностей проекций скоростей 
течения на любое заданное направление 0 по формуле

5  (cojG) =  (©) cos2 б +  Х2 (ю) sin2 0.

В общем случае / 2 (со) и Xi,2(o>) не могут быть вычислены 
через преобразование Фурье функций / 2(т) и ^ ( т )  и опреде­
ляются через компоненты тензора (3.5.4).

Отметим также, что необходимым и достаточным условием 
отсутствия вращательных изменений V(^) в стационарном при­
ближении является равенство

/i  (со) =  Aj (со).

Ориентация большой оси Xi(co) относительно исходной си­
стемы координат определяется углом (не инвариантной величи­
ной)

а =  0,5 arctg [ 2 C V l V l  ((o)/(S0lVl (со) — S V,V2 (со)]. (3.5.14)

Инварианты Xi,2, 2)  полностью характеризуют тензор Sy(cs) 
так как он может быть однозначно представлен в виде
Sv (со) =  Л, (со) (е[ ® ei) +  h  (ю) (е2 ® е2) +  0 ,5 0  (со) [ех ® е2 — е2 ® e j ,

(3.5.15)
или в виде

S v (■>) =  ( о)' "г ) + о , 5 ® ( _ " ;  J ) .  (3 .5 .16)
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Хотя все изложение велось в предположении о стационарно­
сти процесса, однако полученные в данном параграфе резуль­
таты могут быть легко переформулированы и для нестационар­
ного векторного случайного процесса.

Частотно-временная спектральная плотность определяется в 
виде

оо

Sv (co, 0 =   ̂ R v ft т)ехр(—ia>x)d%, (3.5.17)
— оо

а двухчастотная спектральная плотность в виде
ОО

Sv (co, Q) =  - ^ ^ R v ( * ,  т)ехр[— г (сот +  QOl- (3.5.18)
— оо

Функция Sv (со, t) характеризует распределение квадратов 
амплитуд (дисперсий) спектральных составляющих процесса
V (if) по частотам со и изменение этого распределения во вре­
мени; эту характеристику целесообразно использовать при опи­
сании эволюционного развития процесса.

Функция Sv (со, Q) применяется для описания динамики про­
цесса при достаточно сложном характере временных изменений 
спектрального состава его колебаний, например, для описания 
процесса,' имеющего вид Модулированных колебаний.

Вид и интерпретация инвариантов корреляционного и спек­
трального тензоров, как характеристик векторного случайного 
процесса остаются справедливыми как для стационарного, так 
и для нестационарного процесса, увеличивается лишь количество 
аргументов этих функций. Функция взаимной спектральной 
плотности процессов V (t) и U(^) определяется как преобразо­
вание Фурье тензор-функции

оо

S v u (® )= 2̂ r  ̂ ехр (— /сот) Rvu (х)-йт. (3.5.19)
— оо

Эта функция характеризует общность распределения по ча­
стотам направленных изменений векторных процессов V (г̂ ) и 
U (t) и дает количественную меру взаимосвязи интенсивности 
этих изменений и их ориентацию в заданной системе координат.

Если записать тензор-функцию SVu (®) в виде матрицы, то. 
каждый ее элемент есть взаимный спектр проекций

SvkUj (®) =  C v . (со) +  iQvkut (ю), (3.5.20)

полученный путем преобразования Фурье (соответствующий по 
индексам) корреляционной функции проекций i ? 0 feU /( T ) .



Представим спектральный тензор S Vu (®) в виде суммы сим­
метричной Cvu (®) и кососимметричной Ау  и (<») частей

Svu (®) =  Cvu (®) +  Avu (“ )• (3.5.21)

Так как симметричная и кососимметричная части тензор- 
функции RvujW есть действительные функции, в общем случае 
не являющиеся четными или нечетными, их преобразования 
Фурье являются комплексными функциями с матрицами вида

С* ( } f +  iQ vtu t,  0,5 [ ( С  ViU2 C v2ui) i  ( Q o i « 2  4 “  Q o 2« i )

vu(co) =  V 0,5 [(C0lBf +  CesBl) +  I (Q0lBl +  QViUl), CV2u2 +  iQv,u,/ ’

A  t \ (  ^ ’ CviUi) +  г" ( Q » i « 2  Q v2ut)  \
Avu(®) =  ^ _ 0)5[(CoiU2_ c ^ ) + . (Qo№_ Qa2j]i QJ.  (3.5.22)

Тензор взаимной спектральной плотности представляет со­
бой многомерную инвариантную функцию, содержащую разно­
стороннюю информацию о взаимосвязях изменений двух вектор­
ных процессов в частотной области. Рассмотрим свойства тен­
зора Svu (со) через его инварианты, вначале через h ,2 и D, не 
зависящие от собственного базиса тензора, а затем через и 
а, характеризующие размеры и ориентацию тензорной кривой.

Линейным, или первым инвариантом тензора взаимной спек­
тральной плотности называется функция

/ iVU) (со) =  5 0[Bl (ю) +  S V2u2 (ю) =
=  Cvtui (®) +  Cviu2 (®) +  i (со) +  Qv2u2 (®)). (3.5.23)

Линейный инвариант /iVU) (со) равен следу матрицы S v (®), он 
характеризует общность интенсивностей коллинеарных измене­
ний процессов V(^),  U(£) в частотной области, и ему может 
быть поставлено в соответствие преобразование Фурье линей­
ного инварианта /Уи (т). Линейный инвариант /iVU) (оо) есть, в 
общем случае, комплексная функция, не являющаяся четной или 
нечетной.

Действительная часть этого инварианта

Re / Г  (со) =  C0l0l (со) +  Сщиг (со) (3.5.24)

характеризует модуль общности интенсивностей синфазных кол­
линеарных изменений V ( t )  и U( f ) ,  а мнимая часть
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Im / Г  (со) =  [QVtUl (и) +  Qv2u2 ( со) ]  (3.5.25)

— модуль общности интенсивностей квадратурных коллинеар­
ных изменений. Подчеркнем, что использование термина «мо­
дуль» связано с необходимостью определить скалярный вид
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функций (3.5.24) и (3.5.25), и непосредственно следует из опре­
деления скалярного произведения векторов.

Поскольку действительной части линейного инварианта мо­
жет быть поставлено в соответствие преобразование Фурье чет­
ной функции

оо

Re 1 Г  (ш) => - L   ̂ [ / Г  (т) +  / Г  ( -  т)] cos ит dx, (3.5.26)
О

а мнимой части — преобразование Фурье нечетной функции
оо

1 т /Г и ( а > ) ^ ^ -  J [ / Г  (т) -  /Уи (— т)] sin сот dx, (3.5.27)
о

то R e/i,u(0 ) является четной функцией, a J m /i^ o a )— нечетной 
функцией частоты.

В отличие от линейного инварианта спектра (3.5.7) инва­
рианты (3.5.24) и (3.5.25) могут принимать как положительные, 
так и отрицательные значения. При этом положительные значе­
ния указывают на преимущественно однонаправленный харак­
тер коллинеарных изменений, а отрицательные — на их проти­
воположную направленность.

Линейный инвариант l [ V) (со), исходя из записи комплексных 
чисел в показательной форме, можно представить в виде про­
изведения

/Уи (со) =  | ljv (0 ) | ехр {— гф (со)}, (3.5.28)
где , ____________

| (со) | =  V I Re Iiv (0 ) |2 +  I Im / Г  (0 ) |2; (3.5.29)

— взаимный амплитудный спектр;
(  Im l Y v  (со)

*  (0 ) =  arctg { ^ Т у й ^ }  (3-5.30)

— фазовый спектр.
Инвариант |/Уи (0)| характеризует модуль общности интен­

сивностей коллинеарных изменений, а инвариант ^(со) — вели­
чину фазового запаздывания соответствующих гармоник времен­
ных рядов V(/) и U(/) относительно друг друга.

Исходя из (3.5.22), запишем индикатор вращения Dvu(0) в 
виде

Z)vu (0) =  5 0lo2 — Soju, =  CVlu2 — Сщиi +  i (Qoia. — Qtbui). (3 .5 .3 1)

Этот инвариант характеризует общность интенсивности орто­
гональных изменений в частотной области процессов V  ( t )  и
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U(t ) ,  и ему можно поставить в соответствие преобразование 
Фурье инварианта 0 VU (т).

Индикатор поворота (вращения) £5VU (со) в общем случае есть 
комплексная функция, не являющаяся четной или нечетной. 
Действительная часть этого инварианта

Re Dvv (to) — Со,и, — CV!ut (3.5.32)

характеризует модуль общности интенсивности синфазных орто­
гональных изменений анализируемых процессов, а мнимая часть

Im £>vu (со) =  QVlti2 ( ш )  -  QV2Ui ( со)  (3.5.33)

— модуль общности интенсивностей квадратурных ортогональ­
ных изменений. Здесь использование термина «модуль» также 
подчеркивает скалярный вид функции (3.5.32) и (3.5.33), выте­
кающий из определения косого произведения векторов.

Поскольку действительной части инварианта i^ vu (<о) можно 
поставить в соответствие преобразование Фурье четной функции

00
Re @Уи (со) =*• J [3)vv (х) +  2>vv ( -  г)] cos сот dx, (3.5.34)

О
а мнимой части — преобразование Фурье нечетной функции

оо
I m 0 VU (со) =>-  ̂ [£>™ (х) -  ® vu ( - х)] sincoxdx,  (3.5.35)

О

то Re2Dvv является четной функцией, a I m S ) vv — нечетной 
функцией частоты.

Положительные значения инвариантов Re£2)vu и ука­
зывают на то, что векторы ряда U ( t )  развернуты относительно 
векторов ряда V(t)  на положительный угол, т. е. по часовой 
стрелке, а отрицательные значения — что векторы U(Z) развер­
нуты относительно V (t) на отрицательный угол.

Инвариант ^)vu (со) можно представить по аналогии с (3.5.28) 
в виде произведения

2$™  (Ш) =  | ф  ™ (со) | ехр { -  if (со)}, (3.5.36)
где ’__________

l 0 v u | =  V l R e ^ Vuf  +  | l m 0 v u p (3.5.37)
— взаимный амплитудный спектр;

/(co) =  arctg{ | r § v i r }  (3.5.38)

— фазовый спектр.
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Взаимный амплитудный спектр 13)  и | является четной функ­
цией и характеризует модуль общности интенсивности ортого­
нальных изменений, а инвариант / ( ю ) — величину фазового за ­
паздывания соответствующих гармоник.

С помощью инвариантов 1г и 2D тензора SVu (ю) можно 
сконструировать еще ряд инвариантов, позволяющих дополни­
тельно проанализировать некоторые свойства взаимосвязи век­
торных процессов V (t) и U(^).  Так, инвариант

| l I u (со) | =  V (Re /Уи)2 +  (Re (3-5.39)

характеризует модуль общности интенсивности синфазных (т. е. 
при нулевом запаздывании соответствующих гармоник) измене­
ний V(t)  и U (t). Из (3.5.39) следует, что Z-с11 есть функция 
действительная, положительная и четная. Инвариант

(3-5-40)

определяет угол между синфазными составляющими V(^) и U (t) 
и является действительной функцией.

Развороту векторов U (£) относительно векторов V( t )  по ча­
совой стрелке соответствуют положительные значения у™, а 
против часовой стрелки — отрицательные значения.

Аналогичные инварианты Lqu (и) и yqu могут быть введены 
(путем замены в соотношениях (3.5.39) и (3.5.40) действитель­
ных частей Re{ } комплексных величин h  и 2Ю мнимыми Im{ } 
и для выявления квадратурной общности изменений процессов 
V(<)h U(/).

Подчеркнем, что при анализе lYU(&) и 0 VU (со) необходимо 
рассматривать и инварианты спектральных тензоров S v (co) и 
Su (св). Поясним это требование к анализу результатов расчета 
конкретным примером. Рассмотрим два процесса V(£) и U(^) 
векторы скорости которых одинаковы по модулю, но вращаются 
в противоположных направлениях с заданным периодом коле­
бания Т. В этом случае значения инвариантов l j u (ю^ и 2DVU {®i) 
взаимноспектрального тензора SVu( rai)Ha заданной частоте coi =  
=  2п/Т\  будут равны нулю, т. е.

Re / j  (шО =  1 ш/! (coi) =  Re (иО == Im S) (coj) — 0,

хотя при этом значения инвариантов тензоров S v ^ )  и S'u(ai) 
на частоте соi будут отличны от нуля

I\ (coi) =  i f  (coi) >  0;
g ) V (со) =  -  ю ц ( щ ) .

8 Д. И. Казакевич
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Таким образом, равенство нулю значений инвариантов 1\ и
&  на фиксированной частоте свидетельствует о полном отсут­
ствии взаимосвязи между процессами V(Z) и U(Z), даж е не­
смотря на одинаковость модулей скорости этих процессов.

Из обсуждения определений и интерпретации инвариантов 
/ Г »  и 0 VU(®) следует, что эти инварианты спектрального 
тензора SVu (©)позволяют охарактеризовать структуру взаимо­
связи изменений векторов V( t )  и U(Z) в частотной области.

Для удобства геометрической интерпретации результатов ве­
роятностного анализа введем инвариант симметричной части 
тензора SVu (со) в виде

/2 и (со) =  SvlUlSviu2 — 0,25 {SVlu2 +  S V2u,)2. (3.5.41)

Этот инвариант является индикатором формы тензорной кри­
вой. Он совпадает с детерминантом матрицы тензор-функции 
Суи(<в). Из (3.5.41) видно, что / г и ((о) есть, в общем случае, 
комплексная функция, действительная часть которой равна

Re / Г  (со)   CviUtCv2U2 QviUiQv2U2 0,25 (C-OiU2Cv2U1 QviUiQv?Ul) ’
(3.5.42)

а мнимая часть равна

Im / 2и (со) =  CV2u2Qviui -Ь CviUiQv2U2 0,25 (CVlu2Qv2Ui Qo2«lQoi«2)-

Для наглядности представим тензорную кривую, соответ­
ствующую Syu(®) в виде образа, реальная часть которого соот­
ветствует проекции тензорной кривой на действительную пло­
скость с индикатором формы R e /гУи), а мнимая—-проекции этой 
кривой на мнимую плоскость с индикатором формы Im 1гУи). 
Формы этих проекций могут представлять собой любые цен­
тральные кривые второго порядка (эллипс, окружность, гипер­
болу и т. д.)

Характерные размеры проекций тензорной кривой SVu (со) на 
действительную и мнимую плоскости определяются через ин­
варианты /1 и / 2 по следующим формулам:

^1,2 — 0,5 [/1 ± л / Л  +  4 /г ].

В зависимости от того, какие значения и знаки имеют действи­
тельная и мнимая части осей Xi>2((o), кривые проекций могут 
быть эллипсами, гиперболами или прямыми, т. е. интерпретация 
этих инвариантов отличается от приведенной в п. 1.8 лишь тем, 
что относится к действительной или мнимой плоскости.

Ориентация проекций тензорной кривой вычисляется по соот­
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н о ш е н и ю  п о  с л е д у ю щ и м  ф о р м у л а м :

R e  a v u  (са) =  0 ,5  a r c t g  Г 1 .

I m  a v u  (со) =  0 ,5  a r c t g  Г ̂ ' - г 1 .

И н в а р и а н т ы  A,i,2 и п о л н о с т ь ю  х а р а к т е р и з у ю т  т е н з о р  S v u ( w ) ,  
т а к  к а к  о н  м о ж е т  б ы т ь  п р е д с т а в л е н  в в и д е  ( 3 .5 .1 5 )  и  ( 3 .5 .1 6 ) .

Ч а с т о т н о - в р е м е н н а я  в з а и м н а я  с п е к т р а л ь н а я  п л о т н о с т ь  и  
д в у х ч а с т о т н а я  в з а и м н а я  с п е к т р а л ь н а я  п л о т н о с т ь  о п р е д е л я ю т с я  
в  в и д е  ( 3 .5 .1 7 )  и ( 3 .5 .1 $ )  с  з а м е н о й  R v f t  т )  н а  R v u ( / ,  т )  и  х а ­
р а к т е р и з у ю т  и з м е н е н и е  в о  в р е м е н и  с п е к т р а л ь н о й  с т р у к т у р ы  
в з а и м о с в я з и  д в у х  в е к т о р н ы х  п р о ц е с с о в .

3.6. Спектральный анализ однородных случайных полей

П р и м е н я я  р а с с у ж д е н и я ,  а н а л о г и ч н ы е  и з л о ж е н н ы м  в п . 3 .2  
д л я  с л у ч а й н о г о  с т а ц и о н а р н о г о  п р о ц е с с а ,  м о ж е м  з а п и с а т ь  к о р ­
р е л я ц и о н н у ю  ф у н к ц и ю  о д н о р о д н о г о  с л у ч а й н о г о  п о л я  £ / ( р )  =  
=  U  ( х , у ,  z )  в  в и д е

( 3 .6 .1 )

З д е с ь  р о л ь  г а р м о н и ч е с к и х  к о л е б а н и й  и г р а ю т  в о л н ы  е г(к-1), г д е  
(к -1 )  е с т ь  с к а л я р н о е  п р о и з в е д е н и е  в е к т о р а  к  и  в е к т о р а  1. И н ­

т е г р а л  р а с п р о с т р а н е н  п о  в с е м у  п р о с т р а н с т в у  в о л н о в ы х  в е к т о ­
р о в  k , d k —  э л е м е н т  о б ъ е м а  в  в о л н о в о м  п р о с т р а н с т в е .  Ф у н к ц и я  
■Su ( k ) ,  н а з ы в а е м а я  с п е к т р а л ь н о й  п л о т н о с т ь ю  с л у ч а й н о г о  п о л я  
Щ р )  д о л ж н а  б ы т ь  н е о т р и ц а т е л ь н о й  ф у н к ц и е й .

К о р р е л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я  я в л я е т с я  т р е х м е р н ы м  о б р а т н ы м  
п р е о б р а з о в а н и е м  Ф у р ь е  о т  с п е к т р а л ь н о й  п л о т н о с т и . О т с ю д а  
с п е к т р а л ь н у ю  п л о т н о с т ь  к а к  п р е о б р а з о в а н и е  Ф у р ь е  д л я  к о р р е ­
л я ц и о н н о й  ф у н к ц и и  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  п о  ф о р м у л е

S B (k )  =  i S « ' i ( k ' \ ( l ) < i l .  ( 3 .6 .2 )

В  с л у ч а е ,  к о г д а  £ / ( р )  я в л я е т с я  о д н о р о д н ы м  и з о т р о п н ы м  п о ­
л е м ,  к о р р е л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я  я в л я е т с я  ф у н к ц и е й  с к а л я р н о г о  
а р г у м е н т а  / =  {р 2 —  p i [ .  П р и  э т о м  и н т е г р а л  в ф о р м у л е  ( 3 .4 .2 )  
л е г к о  в ы ч и с л я е т с я  п р и  п е р е х о д е  к  с ф е р и ч е с к и м  к о о р д и н а т а м .

С к а л я р н о е  п р о и з в е д е н и е  k - I  п р е д с т а в и м  в в и д е

к - 1  — kl c o s  (к , 1). ( 3 .6 .3 )

О р и е н т и р у е м  с ф е р и ч е с к у ю  с и с т е м у  к о о р д и н а т  т а к и м  о б р а ­
з о м ,  ч т о б ы  у г о л  м е ж д у  в е к т о р а м и  к  и  1 с о в п а д а л  с о  с ф е р и ч е с к о й  
к о о р д и н а т о й  —  у г л о м  9.
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П р и  э т о м

5 a (k ) =  - 8 ^ 5 e - f(k ‘I)i? a ( l ) ^  =

ОО 2я Я

= = '8Sr 5 \  5 е ~ Ш  C° S0^ “ (^) I 2 s*n  Q d B d y d l .  ( 3 .6 .4 )
О О О

Д е л а я  з а м е н у  п е р е м е н н о й  c o s  0  =  t в  д в о й н о м  и н т е г р а л е ,  п о ­
л у ч и м

2я я  я

$ е ~ ш  cos 6 s in  0 d d  dcp =  2 я $  е ~ ш  cos 0 s in  0  dQ =
0 0 о

1

=  2 я  5 ё ~ ш * * = = - § - s in  ( & ) .  ( 3 .6 .5 )
-1

П о д с т а в л я я  ( 3 .6 .5 )  в  ( 3 .6 .4 ) ,  п о л у ч а е м
оо

S* (к) =  д р -  J ( / )  I 2 dl.  ( 3 .6 .6 )
о

О т с ю д а  в и д н о , ч т о  с п е к т р а л ь н а я  п л о т н о с т ь  о д н о р о д н о г о  и з о ­
т р о п н о г о  п о л я  е с т ь  ф у н к ц и я  о т  с к а л я р н о г о  а р г у м е н т а  k

оо

(А) =  2ЙГ S - Г 1  W  I 2 dl.  ( 3 .6 .7 )
о

П р и м е н и в  а н а л о г и ч н ы й  м е т о д  к в ы ч и с л е н и ю  и н т е г р а л а
( 3 .6 .1 ) ,  п о л у ч и м  д л я  о д н о р о д н о г о  и з о т р о п н о г о  п о л я

оо

R u (l) =  4 n \ ^ ^ - S a ( k ) k 2d k .  ( 3 .6 .8 )
о

Т а к  к а к  с п е к т р а л ь н а я  п л о т н о с т ь  д о л ж н а  б ы т ь  н е о т р и ц а т е л ь ­
н о й  ф у н к ц и е й , т о  к о р р е л я ц и о н н ы м и  ф у н к ц и я м и  о д н о р о д н ы х  и з о ­
т р о п н ы х  п о л е й  м о г у т  б ы т ь  т о л ь к о  т а к и е  ф у н к ц и и  R u ( l ),  д л я  к о ­
т о р ы х  и н т е г р а л  ( 3 .6 .7 )  я в л я е т с я  н е о т р и ц а т е л ь н ы м  п р и  в с е х  
k ^ O .

Д л я  с л у ч а й н о г о  о д н о р о д н о г о  и  и з о т р о п н о г о  п о л я  н а  п л о с к о ­
с т и  ф о р м у л ы  д л я  к о р р е л я ц и о н н о й  ф у н к ц и и  R u (l)  и  с п е к т р а л ь ­
н о й  п л о т н о с т и  S u (k )  в ы р а з я т с я  к а к  в з а и м н ы е  п р е о б р а з о в а н и я  
Ф у р ь е  п о  ф о р м у л а м

£ B ( l ) = $ e <(b-wS ( k ) d k ;  ( 3 .6 .9 )

З д е с ь  d k  и dl  —  э л е м е н т ы  п л о щ а д и .

М к ) =  ̂ $ е - г(к'ЧЛ1)й1. (3.6.10)
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П е р е х о д я  к  п о л я р н ы м  к о о р д и н а т а м  и н а п р а в и в  п о л я р н у ю  о с ь  

п о  в е к т о р у  к, п о л у ч и м
k - l  =  £ /c o s < p ,  ( 3 .6 .1 1 )

о т с ю д а
2я оо

5 « ( * 0  =  1 й г $  $ е - Ш с о 5 Ч Д 0 ^ Ф .  ( 3 .6 .1 2 )
о о

Т а к  к а к
2 я

- ± -  ^ e- m c o s v d<p =  I 0 (k l )  ( 3 .6 .1 3 )

о

е с т ь  ф у н к ц и я  Б е с с е л я  п е р в о г о  р о д а  н у л е в о г о  п о р я д к а ,  т о  ( 3 .6 .1 2 )  
з а п и ш е т с я  в в и д е

оо

S u (k) =  - ^ \ l o ( k l ) R u ( l ) l d L  ( 3 .6 .1 4 )
о

З д е с ь  _____________

I  =  V(* 2 —  * i ) 2 +  ( у 2 —  Уу)2.

А н а л о г и ч н о  п о л у ч а е м
оо

R u (l) =  2 n \ . I 0 ( k l ) S u ( k ) k d k .  ( 3 .6 .1 5 )
о

Д л я  т о г о  ч т о б ы  ф у н к ц и я  R u (l)  б ы л а  к о р р е л я ц и о н н о й  ф у н к ­
ц и е й  п л о с к о г о  о д н о р о д н о г о  и з о т р о п н о г о  п о л я , н е о б х о д и м о ,  ч т о ­
б ы  и н т е г р а л  ( 3 .6 .1 4 )  б ы л  н е о т р и ц а т е л ь н ы м  п р и  л ю б о м  k ^ O .

Р а с с м о т р и м  н е с к о л ь к о  п р и м е р о в  в ы ч и с л е н и я  с п е к т р а л ь н ы х  
п л о т н о с т е й .

Пример 1. Пусть корреляционная функция трехмерного однородного изо­
тропного поля имеет вид

R (I) =  а2Г а 11 >, а >  0. (3.6.16)

Тогда спектральная плотность определится по формуле

ОО

S (fe)-=  ̂e~at I sin ( k l )  d l .  (3.6.17)

о
Рассмотрим интеграл

оо

/ =  jj e~al I sin ( k l ) d l .  (3.6.18)

0

Применяя метод интегрирования по частям, получим
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Применяя аналогичный метод к интегралу

ОО

/, =  ̂  e~at I cos (kl) dl, (3.6.20)

люлучим

/j =  JL. e-al cos di _  JL (j e-al { sin dL (3.6.21)

о 0

Подставляя (3.6.21 )в (3.6.19), получим

Отсюда

I = —  ( е al sin (kl) dl +  —   ̂e al cos (kl) dl —  1. (3.6.22)
О J  ft J  ct

о 0

oo

~2- ̂  e~al [sin (kl) +  —■ cos (&/)j dl. (3.6.23)k2 +
о

Применяя к интегралу (3.6.23) дважды метод интегрирования по частям, 
п̂олучим

г 2&а
(k2 +  а2)2 • (3.6.24)

Подставляя (3.6.24) в (3.6.17), окончательно получаем

S (fe> = i T ( ^ w *  (ЗД 25)

Спектральная плотность (3.6.25) неотрицательна при всех значениях k, 
■следовательно, функция (3.6.16) может служить корреляционной функцией 
трехмерного случайного поля.

Пример 2, Для функции
R(l) =  <s2e~al\  а >  0. . (3.6.26)

Спектральная плотность в этом случае определится в виде
ОО

S ( k ) = - ^ ~  ( e~al* I sin (kl) dl =  — 5̂ -375- e-*Y4“. (3.6.27)
2я й J 8 (m)m

Функция (3.6.27) также является неотрицательной при всех k, следова­
тельно, функция (3.6.26) может служить корреляционной функцией трехмер­
ного случайного поля.

Пример 3. Для функции
Л (I) =  а2е~а |г 1 cos р/, а >  0, р >0 (3.6.28)

спектральная плотность равна

<у2 <х k 4 +  2 k 2b2 +  ( 2 а  -  Ъ2 )  Ъ20 /и. о2 Г _а/ era k* +  2k2b2 +  (2а —  Ъ
( ) —  2 я 2 /г  \  6 C 0 S  Р  S 1 "  (  ^  я 2  ( f e 4  +  2 a f e 2  +  Ь 4 ) 2

(3.6.29)
где  а = а2 — 02, 62 =  а 2 +  (52.
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В этом случае S(k)  ^ 0  при любом А 5* 0 только при выполнении нера­
венства а 2 >  Зр2 или а  >  У зр  и, следовательно, только при а >  У зр  
функция R( l ) может быть корреляционной функцией трехмерного случайного 
поля.

Как показано в п. 3.2, функция R  (т) =  о21~а 1 т * cos Рт при любых а > 0  
и р >  0 может служить корреляционной функцией случайного процесса (одно­
мерного поля). Корреляционная фукция трехмерного (или двухмерного) слу­
чайного однородного изотропного поля R  (I) при замене I =  г  всегда может 
служить корреляционной функцией случайного стационарного процесса (одно­
мерного однородного поля), так как во всех точках прямой Y =  Z —  0 одно­
родное изотропное трехмерное поле представляет собой однородное одномер­
ное поле.

Как показывает последний пример, обратное не имеет места, т. е. из того, 
что функция R (т) является корреляционной функцией одномерного однород­
ного поля, не следует, что эта функция, рассматриваемая как функция рас­
стояния между точками, может служить корреляционной функцией двух- или 
трехмерного поля.



Г лава  4
Линейные преобразования

4.1. Преобразование функций линейным оператором

П р и  п р а к т и ч е с к о м  п р и м е н е н и и  т е о р и и  с л у ч а й н ы х  ф у н к ц и й  
о д н о й  и з  в а ж н ы х  з а д а ч  я в л я е т с я  з а д а ч а  п р е о б р а з о в а н и я  с л у ­
ч а й н ы х  п р о ц е с с о в .  В  т е х н и к е  ч а с т о  п р и х о д и т с я  р а с с м а т р и в а т ь  
з а д а ч у  п р о х о ж д е н и я  с и г н а л а  ч е р е з  н е к о т о р у ю  с и с т е м у .

П р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о  н а  в х о д  ф и з и ч е с к о й  с и с т е м ы  п о с т у п а е т  
ф у н к ц и я  x ( t ) ,  н а з ы в а е м а я  в х о д н ы м  с и г н а л о м . С и с т е м а  о с у щ е ­
с т в л я е т  н е к о т о р о е  п р е о б р а з о в а н и е  э т о г о  с и г н а л а ,  п о с л е  ч е г о  н а  
в ы х о д е  с и с т е м ы  п о л у ч а е т с я  ф у н к ц и я  у  (t),  н а з ы в а е м а я  в ы х о д ­
н ы м  с и г н а л о м  и л и  р е а к ц и е й  с и с т е м ы . П о с к о л ь к у  в х о д н о й  с и г н а л  
о б ы ч н о  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  л и б о  ч и с т о  с л у ч а й н ы й  п р о ц е с с ,  л и б о  
с у м м у  п о л е з н о г о  с и г н а л а  и с л у ч а й н о й  п о м е х и , т о  и  в ы х о д н о й  
с и г н а л  я в л я е т с я  с л у ч а й н ы м  п р о ц е с с о м .

В о з н и к а е т  з а д а ч а ,  к а к , з н а я  х а р а к т е р и с т и к и  с л у ч а й н о г о  п р о ­
ц е с с а  X ( t )  н а  в х о д е  и х а р а к т е р  о п е р а ц и й , о с у щ е с т в л я е м ы х  с и ­
с т е м о й  н а д  э т и м  с и г н а л о м , о п р е д е л и т ь  х а р а к т е р и с т и к и  в ы х о д ­
н о г о  с и г н а л а  Y ( t ) .  О т в л е к а я с ь  о т  ф и з и ч е с к о й  п р и р о д ы  р е а л ь ­
н ы х  ф и з и ч е с к и х  с и с т е м , м о ж н о  с ф о р м у л и р о в а т ь  з а д а ч у  в о б щ е й  
м а т е м а т и ч е с к о й  ф о р м е  к а к  з а д а ч у  п р е о б р а з о в а н и я  н е к о т о р о й  
с и с т е м ы  ф у н к ц и и  { X ( t ) }  п о с р е д с т в о м  н е к о т о р ы х  м а т е м а т и ч е с к и х  
о п е р а ц и й .  П р а в и л о ,  п о  к о т о р о м у  о д н о  м н о ж е с т в о  ф у н к ц и й  о т о ­
б р а ж а е т с я  н а  д р у г о е  м н о ж е с т в о  ф у н к ц и й , н а з ы в а е т с я  в м а т е ­
м а т и к е  о п е р а т о р о м .

В  к а ч е с т в е  п р и м е р а  з а д а ч  у к а з а н н о г о  т и п а  м о ж н о  р а с с м о т ­
р е т ь  п р о х о ж д е н и е  с и г н а л о в  ч е р е з  р а д и о т е х н и ч е с к и е  у с т р о й с т в а ,  
к о г д а  в х о д н о й  с и г н а л  я в л я е т с я  с у м м о й  п о л е з н о г о  с и г н а л а  и и с ­
к а ж а ю щ и х  е г о  п о м е х .  Д р у г и м  п р и м е р о м  м о ж е т  с л у ж и т ь  п о в е ­
д е н и е  с а м о л е т а  в т у р б у л е н т н о й  а т м о с ф е р е ,  к о г д а  в р е з у л ь т а т е  
с л у ч а й н ы х  и з м е н е н и й  в е к т о р а  с к о р о с т и  в е т р а  с а м о л е т  п о л у ч а е т  
с л у ч а й н ы е  у г л о в ы е  и  л и н е й н ы е  у с к о р е н и я .

В  п о с л е д н е е  в р е м я  п р е д п р и н и м а л и с ь  п о п ы т к и  р а с с м а т р и в а т ь  
а т м о с ф е р у  и  о к е а н  к а к  д и н а м и ч е с к и е  с и с т е м ы  и о п и с ы в а т ь  в з а и ­
м о д е й с т в и е  р а з л и ч н ы х  ф а к т о р о в  в р а м к а х  у к а з а н н о й  т е о р и и .  
Н а п р и м е р ,  б ы л о  п р о в е д е н о  р а с с м о т р е н и е  а т м о с ф е р ы  к а к  с и ­
с т е м ы , н а  в х о д  к о т о р о й  д е й с т в у ю т  и н т е н с и в н ы е  п о т о к и  т е п л а  
и з  о к е а н а ,  а  в ы х о д о м  с л у ж и т  р а з н о с т ь  д а в л е н и я  А Р  в д а н н о м  
р а й о н е  о к е а н а .

Н а и б о л е е  п р о с т ы м  и  в м е с т е  с  т е м  в а ж н ы м  в и д о м  п р е о б р а з о ­
в а н и й  с л у ч а й н ы х  ф у н к ц и й  я в л я ю т с я  л и н е й н ы е  п р е о б р а з о в а н и я .  
П р е о б р а з о в а н и е  н а з ы в а е т с я  л и н е й н ы м , е с л и  о н о  о с у щ е с т в л я е т с я  
л и н е й н ы м  о п е р а т о р о м .  А н а л о г и ч н о  ф и з и ч е с к а я  с и с т е м а ,  о п и с ы ­
в а е м а я  л и н е й н ы м  о п е р а т о р о м ,  н а з ы в а е т с я  л и н е й н о й  с и с т е м о й .
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Б у д е м  г о в о р и т ь , ч т о  ф у н к ц и я  y ( t )  е с т ь  р е з у л ь т а т  п р и м е н е н и я -
о п е р а т о р а  L  к  ф у н к ц и и  x ( t ) ,  т . е .

y ( t )  =  L [ x ( t ) ] .  ( 4 .1 . 1 )

О п е р а т о р  L  н а з ы в а ю т  л и н е й н ы м , е с л и  о н  у д о в л е т в о р я е т  у с л о ­
в и я м  о д н о р о д н о с т и  и  а д д и т и в н о с т и

1) L [ c x ( t ) ] = - c L [ x ( t ) ] i  ( 4 .1 .2 )

2 )  L [ x l {t) +  x 2 {t)] =  L [ x 1{ t ) ] + L [ x 2 (t)]. ( 4 .1 . 3 )

О п е р а т о р ы , н е  у д о в л е т в о р я ю щ и е  э т и м  у с л о в и я м , н а з ы в а ю т с я :  
н е л и н е й н ы м и .

Л и н е й н ы м  я в л я е т с я ,  н а п р и м е р , о п е р а т о р  д и ф ф е р е н ц и р о в а ­
н и я , т а к  к а к  и м е ю т  м е с т о  р а в е н с т в а

4 -  [ « « ) ] = » ■ 4 г

4 г  1*1 ( 0  +  Х:- (01  =  (0 1  +  (<И •

Л и н е й н ы м и  я в л я ю т с я :  о п е р а т о р  и н т е г р и р о в а н и я ;  о п е р а т о р *  
п о л у ч а ю щ и й с я  п р и  п о с л е д о в а т е л ь н о м  п р и м е н е н и и  н е с к о л ь к и х  
л и н е й н ы х  о п е р а т о р о в ;  о п е р а т о р  н а х о ж д е н и я  м а т е м а т и ч е с к о г о -  
о ж и д а н и я  с л у ч а й н о й  ф у н к ц и и .

П р и м е р а м и  н е л и н е й н ы х  о п е р а т о р о в  м о г у т  с л у ж и т ь  о п е р а ­
т о р ы  в о з в е д е н и я  в с т е п е н ь , о п е р а т о р  н а х о ж д е н и я  д и с п е р с и и  с л у ­
ч а й н о й  ф у н к ц и и .

Ф у н к ц и ю  x ( t ) ,  н е п р е р ы в н у ю  п р и  t =  т , м о ж н о  п р е д с т а в и т ь ,  
в в и д е  и н т е г р а л ь н о г о  п р е о б р а з о в а н и я

оо

x ( i ) =   ̂ л : ( т ) 6 ( ?  —  т )  dx,  ( 4 .1 . 4 )
—оо

г д е  б (t  —  т )  е с т ь  д е л ь т а - ф у н к ц и я  Д и р а к а ,  о б л а д а ю щ а я  с в о й ­
с т в а м и

(  0  п р и  ( Ф  х

б ( г - т )  =  {  ,  (4 Л -5 >(  сю п р и  t =  т;
оо

J 6  ( /  —  т )  dt  =  1 . ( 4 .1 .6 ) .
— оо

Р а в е н с т в о  ( 4 .1 .4 )  е с т ь  о с н о в н о е  с в о й с т в о  д е л ь т а -ф у н к ц и и ..  
О б о з н а ч и м  ч е р е з  g ( t ,  х)  р е з у л ь т а т  п р и м е н е н и я  л и н е й н о г о  о п е ­
р а т о р а  L  к  д е л ь т а - ф у н к ц и и  б  (t  —  т )

g( t ,  x) =  L [ d ( t - x ) ] .  (4.1.7>
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В ы р а з и м  с  п о м о щ ь ю  э т о й  ф у н к ц и и  g ( t ,  т )  р е з у л ь т а т  п р и м е ­
н е н и я  д а н н о г о  о п е р а т о р а  L  к  ф у н к ц и и  x { t ) .  П р и м е н я я  л и н е й н ы й  
-о п е р а т о р  L  к  о б е и м  ч а с т я м  р а в е н с т в а  ( 4 .1 .4 ) ,  п о л у ч и м

оо

y ( t ) =  5 g (> ,  x ) x ( x ) d x .  ( 4 .1 .8 )
— ОО

В  ч а с т н о с т и ,  е с л и  о п е р а т о р  L  я в л я е т с я  с т а ц и о н а р н ы м , т . е . 
и н в а р и а н т н ы м  в о  в р е м е н и , т о  ф у н к ц и я  g ( t ,  т )  з а в и с и т  т о л ь к о  о т  
р а з н о с т и  а р г у м е н т о в  t —  т. Т о г д а  м о ж е м  з а п и с а т ь

ОО оо

У (  0 =   ̂ g  (t —  x ) x ( x ) d x  =   ̂ g  (т )  л: (t —  т ) dx.  ( 4 .1 .9 )
— оо —оо

Ф у н к ц и я  g ( t ) ,  п р е д с т а в л я ю щ а я  с о б о й  р е з у л ь т а т  в о з д е й с т в и я  
о п е р а т о р а  L  н а  д е л ь т а - ф у н к ц и ю  6 ( 0 .  н а з ы в а е т с я  в е с о в о й  ф у н к ­
ц и е й  (в  т е х н и к е  е е  н а з ы в а ю т  т а к ж е  и м п у л ь с н о й  п е р е х о д н о й  
ф у н к ц и е й ) .  И н т е г р а л  ( 4 .1 .9 )  н а з ы в а е т с я  с в е р т к о й  ф у н к ц и й  x ( t )  
и g ( t ) .  В е с о в а я  ф у н к ц и я  g ( t )  я в л я е т с я  в а ж н о й  х а р а к т е р и с т и к о й  
л и н е й н о й  с и с т е м ы .

В  р я д е  п р и л о ж е н и й  в м е с т о  ф у н к ц и и  g ( t )  д л я  х а р а к т е р и с т и к и  
л и н е й н о й  с и с т е м ы  у д о б н о  и с п о л ь з о в а т ь  ф у н к ц и ю

оо

L { & ) =  \ g { t ) e ~ i m dt, ( 4 .1 .1 0 )
— оо

к о т о р а я  н а з ы в а е т с я  п е р е д а т о ч н о й  ф у н к ц и е й  с и с т е м ы , и л и  л и н е й ­
н о г о  о п е р а т о р а  L .

Р а с с м о т р и м  п р и м е н е н и е  л и н е й н о г о  с т а ц и о н а р н о г о  о п е р а т о р а  
к  г а р м о н и ч е с к и м  к о л е б а н и я м  в и д а

x ( t )  =  elat.

С о г л а с н о  ( 4 .1 .9 ) ,  п о л у ч а е м

оо оо

У  (t) =  J £  (т )  е ы  {t~ %) d x  =  е ш  J g  (т )  е ~ ш  d x  =  L  (со) е ш . ( 4 .1 .1 1 )
— ОО —оо

О т с ю д а  в и д н о , ч т о  п р и м е н е н и е  л и н е й н о г о  с т а ц и о н а р н о г о  о п е р а ­
т о р а  к  г а р м о н и ч е с к о м у  к о л е б а н и ю  с в о д и т с я  к  у м н о ж е н и ю  е г о  
н а  п е р е д а т о ч н у ю  ф у н к ц и ю  о п е р а т о р а .

Р а с с м о т р и м  с п о с о б  о п р е д е л е н и я  п е р е д а т о ч н о й  ф у н к ц и и . Л и ­
н е й н у ю  с т а ц и о н а р н у ю  с и с т е м у  м о ж н о  о п и с а т ь  л и н е й н ы м  д и ф ф е ­
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р е н ц и а л ь н ы м  у р а в н е н и е м  с  п о с т о я н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и

А  ( 0  ■ 6п~ хУ (О . I д  M i x  
" л" dtn~l +

. - dmx(t) , , dm~1x (t) .
~h ( 0  —  +  йт - 1  ' ’ ”

• • •  + b i - ^  +  b0x (t ).  ( 4 .1 .1 2 ) .

З д е с ь  з а д а н н а я  ф у н к ц и я  x ( t )  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  в х о д н о е  
в о з д е й с т в и е ,  а  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  y ( t )  е с т ь  р е а к ц и я  с и с т е м ы .

В  к а ч е с т в е  ф у н к ц и и  x ( t )  р а с с м о т р и м  г а р м о н и ч е с к и е  к о л е б а ­
н и я  x ( t ) = e i(ot, т о г д а  y ( t )  с о г л а с н о  ( 4 .1 .1 1 )  з а п и ш е т с я  в в и д е

Sat

Т а к  к а к
у  (t) =  L  (со) е

jk {(Л+
d  е n „ \ k j a t .

dt „  - (to y V

т о  ( 4 .1 .1 2 )  п е р е п и ш е т с я  в в и д е

[ап { m ) n +  a n_ i  +  . . .  +  сц (к») +  а0] L  (со) еш  =

—  \bnt (*®)т  +  bm_i( i (a)m 1 +  . . . , +  &! (too) +  6 0] вШ . ( 4 .1 .1 3 )

О т с ю д а  п о л у ч а е м  в ы р а ж е н и е  д л я  п е р е д а т о ч н о й  ф у н к ц и и

L ( c o ) =  ' i : + - l (— }± &0 . ( 4 .1 .1 4 )
ап (ia>)n +  ап_ х ( i a f  l +  . . . + а 1 (/со) +  а0

О б о з н а ч и в

В т (йо) =  Ьт { т ) т +  Ът_ х (ив)"1-1 +  . . . + & !  (гсо) +  Ь0;

А п (г®) =  о-п (г®)П 4~  а п - 1 (га>)” 1 +  ■• • • +  Й1 (г(0) +  а о>

г д е  В т { ш )  и  Л „(£со) е с т ь  м н о г о ч л е н ы  с о о т в е т с т в у ю щ е й  с т е п е н и -  
о т  i a,  п о л у ч и м  в ы р а ж е н и е  д л я  п е р е д а т о ч н о й  ф у н к ц и и  в в и д е

^ “ > - т л й г  <4 -U 5 >

П е р е д а т о ч н а я  ф у н к ц и я  ( 4 .1 .1 5 )  о п р е д е л я е т  п о в е д е н и е  л и н е й н о й  
с т а ц и о н а р н о й  с и с т е м ы , о п и с ы в а е м о й  о п е р а т о р о м  L .
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4.2. Спектральная плотность линейного преобразования 
стационарного случайного процесса

Р а с с м о т р и м  т е п е р ь  с л у ч а й н ы й  с т а ц и о н а р н ы й  п р о ц е с с  X ( t )  
с  н у л е в ы м  м а т е м а т и ч е с к и м  о ж и д а н и е м  и  з а д а н н о й  к о р р е л я ц и о н ­
н о й  ф у н к ц и е й  R x (x).  И  п у с т ь  д р у г о й  с л у ч а й н ы й  п р о ц е с с  Y ( t )  
е с т ь  р е з у л ь т а т  в о з д е й с т в и я  л и н е й н о г о  с т а ц и о н а р н о г о  о п е р а т о р а  
L  н а  с л у ч а й н ы й  п р о ц е с с  X ( t )

Т о г д а  с л у ч а й н ы й  п р о ц е с с  Y ( t )  м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  в в и д е

г д е  g ( t —  т )  —  в е с о в а я  ф у н к ц и я .
Д е й с т в и т е л ь н о ,  к а ж д а я  р е а л и з а ц и я  г/; (О  с л у ч а й н о г о  п р о ­

ц е с с а  Y { t )  е с т ь  р е з у л ь т а т  п р и м е н е н и я  о п е р а т о р а  L  к  н е с л у ч а й ­
н о й  ф у н к ц и и , с о о т в е т с т в у ю щ е й  р е а л и з а ц и и  X i ( t )  с л у ч а й н о г о  п р о ­
ц е с с а  X ( t )  и , с л е д о в а т е л ь н о ,  д л я  н е е  с п р а в е д л и в о  с о о т н о ш е н и е
( 4 .2 .2 ) ,  а  т о г д а  о н о  с п р а в е д л и в о  и д л я  в с е г о  м н о ж е с т в а  р е а л и ­

з а ц и й .
О п р е д е л и м  к о р р е л я ц и о н н у ю  ф у н к ц и ю  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а

О т с ю д а  в и д н о , ч т о  к о р р е л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я  R y { U , U )  з а в и ­
с и т  т о л ь к о  о т  р а з н о с т и  t2 — 1\ т . е . Y ( t )  е с т ь  с т а ц и о н а р н ы й  
в ш и р о к о м  с м ы с л е  с л у ч а й н ы й  п р о ц е с с

( 4 .2 .1 )

ОО со

Y ( t ) =   ̂ g  (t —  т ) X  (т )  d x  =   ̂ g  (jr) X  (t —  т )  dx,  ( 4 .2 .2 )

7(0-

— со

I- —ооI- —оо

оо оосо 00

=  5 ё  (T i) S & Ы )  R x  i h  —  t i — 1 2 +  T ,)  d x 2. ( 4 .2 .3 )
—  CO —  CO

oo oo

RB(t)— \ gib)  dri  ̂ g{r2)Rxb: — 4  +  x\)dx  ̂ (4.2.4)
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О п р е д е л и м  с п е к т р а л ь н у ю  п л о т н о с т ь  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  
Y ( t ) .

оо

=  i  S R u W e - l m d x  =
—оо

ОО 00 оо

=  S e~ l<s>%dr S g ( Ti ) d T i 5 §  (т 2) ^  (т  —  т 2 +  Ti) ^ 2 -  ( 4 .2 .5 )
— оо —оо —оо

М е н я я  п о р я д о к  и н т е г р и р о в а н и я  в т р о й н о м  и н т е г р а л е  и д е л а я
з а м е н у  х  —  х 2 +  %i  =  t, п о л у ч и м  п р о и з в е д е н и е  т р е х  о д н о к р а т н ы х  
и н т е г р а л о в

00 оо со

5 »  =  ж  S \ § {х2) е ~ ш ^ х 2 - \ R x ( t ) e ~ ia tdt.
—оо —оо —оо

( 4 .2 .6 )
оо

П р и  э т о м  с о м н о ж и т е л ь  - ^ г   ̂ R x (t) е ~ Ш  dt —  S x (со) е с т ь
—оо

с п е к т р а л ь н а я  п л о т н о с т ь  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  X  (t).
оо

И н т е г р а л   ̂ g  (х 2) d x 2 =  L  (со) е с т ь  п е р е д а т о ч н а я  ф у н к -
—со

ц и я  о п е р а т о р а  L .  Т а к  к а к  в е с о в а я  ф у н к ц и я  п р и н и м а е т  т о л ь к о
оо

в е щ е с т в е н н ы е  з н а ч е н и я , т о  и н т е г р а л   ̂ g  ( т , )  е шх> й ? т ,  =  L "  (©) е с т ь
— оо

в е л и ч и н а ,  к о м п л е к с н о - с о п р я ж е н н а я  п е р е д а т о ч н о й  ф у н к ц и и .  
Т а к и м  о б р а з о м ,  ф о р м у л у  ( 4 .2 .6 )  м о ж н о  з а п и с а т ь  в в и д е

S y i ® )  —  L  (®) L *  (со) S x (со), ( 4 .2 .7 )
и л и

(<D).=̂  | Z, (<р) Р (4.2.8)
С л е д о в а т е л ь н о ,  с п е к т р а л ь н а я  п л о т н о с т ь  р е з у л ь т а т а  п р е о б ­

р а з о в а н и я  с т а ц и о н а р н о г о  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  X ( t )  с  п о м о щ ь ю  
л и н е й н о г о  с т а ц и о н а р н о г о  о п е р а т о р а  L  р а в н а  п р о и з в е д е н и ю  
с п е к т р а л ь н о й  п л о т н о с т и  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  н а  к в а д р а т  м о д у л я  
п е р е д а т о ч н о й  ф у н к ц и и  о п е р а т о р а .

З н а я  с п е к т р а л ь н у ю  п л о т н о с т ь  (с о ) , м о ж н о  н а й т и  к о р р е л я ­
ц и о н н у ю  ф у н к ц и ю  R y ( х ) .

П р и  о п р е д е л е н н ы х  д о п у щ е н и я х  о д н о м е р н о е  д в и ж е н и е  ( п р о е к ­
ц и я  н а  з а д а н н у ю  о с ь )  в г о р и з о н т а л ь н о й  п л о с к о с т и  ч а с т и ц ы  в 
в о з д у ш н о м  п о т о к е  м о ж е т  б ы т ь  о п и с а н о  у р а в н е н и е м

m W L  +  bv( t )=*F( t ) ,  (4.2.9)
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г д е  v ( t ) —  п р о е к ц и я  п у л ь с а ц и й  с к о р о с т и  ч а с т и ц ы  н а  д а н н у ю  о с ь ;  
F ( t )  —  п р о е к ц и я  с и л ы , д е й с т в у ю щ е й  н а  ч а с т и ц у  п о д  в л и я н и ем :  
т у р б у л е н т н о с т и  а т м о с ф е р ы ;  ч л е н  b v ( t )  х а р а к т е р и з у е т  с и л у  т р е ­
н и я .

Е с л и  ( 4 .2 .9 )  п о д е л и т ь  н а  м а с с у  ч а с т и ц ы  т,  т о  э т о  у р а в н е н и е  
з а п и ш е т с я  в в и д е

У р а в н е н и е  ( 4 .2 .1 0 )  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  т а к  н а з ы в а е м о е  у р а в ­
н е н и е  Л а н ж е в е н а .

Б у д е м  с ч и т а т ь , ч т о  с и л а  F \ ( t )  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  с т а ц и о н а р ­
н у ю  с л у ч а й н у ю  ф у н к ц и ю  в р е м е н и , с п е к т р а л ь н а я  п л о т н о с т ь  к о т о ­
р о й  S f ( ю ) м о ж е т  б ы т ь  п р и н я т а  п о с т о я н н о й , т . е . п р е д с т а в л я е т  
с о б о й  б е л ы й  ш у м

К а к  у ж е  у к а з ы в а л о с ь  (с м . п . 3 .2 ,  п р и м е р  1 ) ,  с п е к т р а л ь н а я  
п л о т н о с т ь  н е  м о ж е т  б ы т ь  п о с т о я н н о й  в о  в с е м  д и а п а з о н е  ч а ст о т ,,  
т а к  к а к  п р и  э т о м  о б р а щ а е т с я  в б е с к о н е ч н о с т ь  д и с п е р с и я  с л у ч а й ­
н о г о  п р о ц е с с а .  П р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о  с п е к т р а л ь н а я  п л о т н о с т ь  
и м е е т  в и д  к р и в о й , к о т о р а я  м а л о  и з м е н я е т с я  в н е к о т о р о м  д о с т а ­
т о ч н о  б о л ь ш о м  и н т е р в а л е  (— Т, Т )  и  м о ж е т  п р и б л и ж е н н о  с ч и ­
т а т ь с я  в н е м  п о с т о я н н о й .

Н а й д е м  к о р р е л я ц и о н н у ю  ф у н к ц и ю  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  V ( t ) f 
я в л я ю щ е г о с я  р е ш е н и е м  у р а в н е н и я  ( 4 .2 .1 0 )  в у с т а н о в и в ш е м с я  
р е ж и м е .

Д л я  у р а в н е н и я  ( 4 .2 .1 )  п е р е д а т о ч н а я  ф у н к ц и я  з а п и ш е т с я  
в в и д е

О т с ю д а  с п е к т р а л ь н у ю  п л о т н о с т ь  5г>(© ) р е ш е н и я  V { t )  п о л у ­
ч и м  в в и д е

И з  ф о р м у л ы  ( 4 .2 .1 4 )  в и д н о ,  ч т о  5 0 (со) у б ы в а е т  с  р о с т о м  ю  
и  д и а п а з о н  б о л ь ш и х  ч а с т о т , д л я  к о т о р ы х  з н а ч е н и я  5 f ( c o )  о т л и ­
ч а ю т с я  о т  п р и н я т о г о  н а м и  з н а ч е н и я  с, н е  я в л я е т с я  с у щ е с т в е н ­
н ы м .

З н а я  с п е к т р а л ь н у ю  п л о т н о с т ь  S » (co )-, м о ж е м  н а й т и  к о р р е л я ­
ц и о н н у ю  ф у н к ц и ю  R v ( т ) .

^  +  a O ( 0  =  F ,( * ) . ( 4 .2 .1 0 )

S f  (со) =  с  =  c o n s t . ( 4 .2 . 1 1 )

( 4 .2 .1 2 )

( 4 .2 .1 3 )

и л и

( 4 .2 . 1 4 )
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В  п р и м е р е  1 и з  п . 3 .2  м ы  в и д е л и , ч т о  с п е к т р а л ь н о й  п л о т ­
н о с т и

ол..\ ° 2а
—  Л  (со2 +  а 2)

с о о т в е т с т в у е т  к о р р е л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я

R  (т )  =  о 2е ~ а 1 х 1.

2
С р а в н и в а я  с  ( 4 .2 .1 4 ) ,  в и д и м , ч т о , п р и н я в  =  с ,  о т к у д а

<г2 = ^ - ,  п о л у ч и м  к о р р е л я ц и о н н у ю  ф у н к ц и ю  р е ш е н и я  у р а в н е ­

н и я  ( 4 .2 .1 0 )  в  в и д е

Д о ( * )  =  1 Г в - « 1 Ч  ( 4 .2 .1 5 )

В  п . 1 .7  б ы л о  п о к а з а н о ,  ч т о  с л у ч а й н ы й  п р о ц е с с ,  и м е ю щ и й  
к о р р е л я ц и о н н у ю  ф у н к ц и ю  в и д а  ( 4 .2 .1 5 ) ,  я в л я е т с я  н е д и ф ф е р е н ­
ц и р у е м ы м . П о э т о м у  с л е д у е т  у т о ч н и т ь  с м ы с л  у р а в н е н и я  ( 4 .2 .1 0 ) .  
Н е д и ф ф е р е н ц и р у е м о с т ь  п р о ц е с с а  V { t )  я в л я е т с я  с л е д с т в и е м  т о г о ,  
ч т о  з а  F i ( t )  б.ыл п р и н я т  б е л ы й  ш у м , и м е ю щ и й  п о с т о я н н у ю  
с п е к т р а л ь н у ю  п л о т н о с т ь . В  э т о м  с л у ч а е  б о л е е  т о ч н ы й  п о д х о д  
з а к л ю ч а е т с я  в р а с с м о т р е н и и  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  ( 4 .2 .1 0 )  к а к  
л р е д е л а  н е к о т о р о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  р е ш е н и й  э т о г о  у р а в н е ­
н и я  с о  с т а ц и о н а р н ы м и  п р а в ы м и  ч а с т я м и , с п е к т р а л ь н а я  п л о т ­
н о с т ь  к о т о р ы х  с т р е м и т с я  к  п о с т о я н н о й .

Р а с с м о т р и м  с т а ц и о н а р н о е  р е ш е н и е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в ­
н е н и я  в т о р о г о  п о р я д к а

+  2 а  ^ l  +  k 2y ( t )  =  F ( t ) .  ( 4 .2 .1 6 )

У р а в н е н и е  в и д а  ( 4 .2 .1 6 )  о п и с ы в а е т  м н о г и е  ф и з и ч е с к и е  к о л е ­
б а т е л ь н ы е  п р о ц е с с ы . В  ч а с т н о с т и ,  э т о  у р а в н е н и е  о п и с ы в а е т  б р о у ­
н о в с к о е  д в и ж е н и е  ч а с т и ц ы . В  э т о м  с л у ч а е  у  (t) —  к о о р д и н а т а

ч а с т и ц ы  в м о м е н т  в р е м е н и  t; 2 а  —  в я з к о е  т р е н и е ,  в ы з ы в а ю ­

щ е е  т о р м о ж е н и е  ч а с т и ц ы , а  >  0; k 2y  —  т а к  н а з ы в а е м а я  в о с с т а ­
н а в л и в а ю щ а я  с и л а ;  F ( t )  —  н е у п о р я д о ч е н н а я  с и л а ,  о п р е д е л я е м а я  
к о л е б а н и е м  ч и с л а  м о л е к у л я р н ы х  т о л ч к о в .

П р е д п о л о ж и м ,  ч т о  с и л а  F ( t )  е с т ь  с л у ч а й н ы й  с т а ц и о н а р н ы й  
п р о ц е с с  с  п о с т о я н н о й  с п е к т р а л ь н о й  п л о т н о с т ь ю  S f  (ю ) =  с.

С о г л а с н о  ( 4 .1 .1 5 ) ,  п е р е д а т о ч н а я  ф у н к ц и я  у р а в н е н и я  ( 4 .2 .1 6 )  
и м е е т  в и д

L  (м ) (гсо)2 +  2аг'со +  k2 k2 — со2 +  2щсо ( 4 .2 .1 7 )

С п е к т р а л ь н а я  п л о т н о с т ь  с т а ц и о н а р н о г о  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  
Y ( i ) ,  я в л я ю щ е г о с я  р е ш е н и е м  у р а в н е н и я  ( 4 .2 .1 6 )  о п р е д е л и т с я ,
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с о г л а с н о  ( 4 .2 .8 ) ,  в в и д е  

S y (а )  =
1 12 9 с

kz — и2 +  2гаи | °  *(k2 — а>2)2 +  (2аш)2 ' (4 -2 .18)

С  п о м о щ ь ю  о б о з н а ч е н и й

&2 =  а 2 +  р2, с  =  ^ ~  ( 4 .2 .1 9 )

в ы р а ж е н и е  ( 4 .2 .1 8 )  м о ж н о  з а п и с а т ь  в в и д е

0 г \ 2а2а а2 +  р2 , .  л „Л.
я (со2 -  а2 -  р2)2 +  4а2со2 ’ (4 .2 .2 0 )

Э т о й  с п е к т р а л ь н о й  п л о т н о с т и  ( к а к  б ы л о  п о к а з а н о  в  п . 3 .2 ,  
п р и м е р  5 )  с о о т в е т с т в у е т  к о р р е л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я

R y  (т ) =  <з2е ~ а 1x1 ( c o s р т  +  s in  р |  т  | ^ . ( 4 .2 .2 1 )

В ы р а ж а я  р и с  и з  ( 4 .2 .1 9 )  ч е р е з  к о э ф ф и ц и е н т ы  у р а в н е н и я

р =  У & 2 _  а г  ̂ 0 2 =  ^ | _ > ( 4 .2 .2 2 )

з а п и ш е м  к о р р е л я ц и о н н у ю  ф у н к ц и ю  ( 4 .2 .2 1 )  в в и д е  

^  =  Ш? Ь1 (C0S ^  ~  0,2 т +

s i n  V & 2 —  а 2 | т  |^ .  ( 4 .2 .2 3 )-\/k2 — a2

С л у ч а й н ы й  п р о ц е с с  Y ( t ) ,  и м е ю щ и й  к о р р е л я ц и о н н у ю  ф у н к ­
ц и ю  в и д а  ( 4 .2 .2 1 ) ,  я в л я е т с я  д и ф ф е р е н ц и р у е м ы м , о д н а к о  м о ж н о  
п о к а з а т ь ,  ч т о  д л я  н е г о  н е  с у щ е с т в у е т  в т о р о й  п р о и з в о д н о й . П о ­
э т о м у  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  ( 4 .2 .1 6 )  н у ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  в т о м  
ж е  с м ы с л е , к а к  э т о  б ы л о  у к а з а н о  д л я  у р а в н е н и я  ( 4 .2 .1 0 ) .

П р и м е р о м  л и н е й н о г о  п р е о б р а з о в а н и я  м о г у т  с л у ж и т ь  р а з л и ч ­
н ы е  в и д ы  с г л а ж и в а н и я  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а .  В  ч а с т н о с т и  с р е д ­
н е а р и ф м е т и ч е с к о е  с г л а ж и в а н и е ,  к о г д а  с л у ч а й н ы й  п р о ц е с с  о с р е д -  
н я ю т  п о  п р о м е ж у т к у  в р е м е н и  Т, т . е . п р е о б р а з у ю т  с л у ч а й н ы й  
п р о ц е с с  п о  ф о р м у л е

t т

y ( f )  =  J r . J  X ( x ) d x  =  j r ^ X { t - x ) :dx.  ( 4 .2 .2 4 )  
t-т о

Э т о  е с т ь  л и н е й н о е  п р е о б р а з о в а н и е  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  с  в е с о ­
в о й  ф у н к ц и е й  g { t ) = l / T  п р и  0 < / < Т  и  g { t )  =  0  п р и   ̂ ^  О 
и  t ^  Т. Э т о й  в е с о в о й  ф у н к ц и и  с о о т в е т с т в у е т  п е р е д а т о ч н а я  
ф у н к ц и я

т

Ш  =  ± \  е~ш  dx  =  • (4.2.25)
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С р е д н е а р и ф м е т и ч е с к о е  с г л а ж и в а н и е  п р и м е н я ю т  в с л у ч а я х ,  
к о г д а  и н т е р е с у ю т с я  л и ш ь  н и з к о ч а с т о т н ы м и  ( д л и н н о п е р и о д н ы ­
м и )  к о л е б а н и я м и ,  а  в ы с о к о ч а с т о т н ы е  к о л е б а н и я  с  п е р и о д а м и ,  
м е н ь ш и м и  н е к о т о р о г о  ф и к с и р о в а н н о г о  п е р и о д а  Т,  х о т я т  о т с е я т ь .

П о м и м о  с р е д н е а р и ф м е т и ч е с к о г о  с г л а ж и в а н и я  п р и м е н я ю т  
э к с п о н е н ц и а л ь н о е  с г л а ж и в а н и е ,  з а д а в а е м о е  ф о р м у л о й

г

7 ( 0  =  4 - S l ~ X!TX Ц  ~  d x • ( 4 .2 .2 6 )
о

П е р е д а т о ч н а я  ф у н к ц и я  п р е о б р а з о в а н и я  ( 4 .2 .2 6 )  р а в н а

оо

L  (со) =  y  J d x  =  т т ^ г . ( 4 .2 .2 7 )
о

С р а в н и в а я  с  ( 4 .2 .1 2 ) ,  в и д и м , ч т о  о н а  п р о п о р ц и о н а л ь н а  п е р е д а ­
т о ч н о й  ф у н к ц и и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  п е р в о г о  п о р я д к а
( 4 .2 .1 0 )  п р и  а = \ / Т .  Э к с п о н е н ц и а л ь н о е  о с р е д н е н и е  п о  п р о м е ­
ж у т к у  в р е м е н и  Т  р а в н о с и л ь н о  у м н о ж е н и ю  с п е к т р а л ь н о й  п л о т ­
н о с т и  S x (со) с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  X  (t)  н а  к о э ф ф и ц и е н т  J L  (a)  f  =

1
—  1 +  ^ Т 2 -

4 .3 .  Ф и л ь т р а ц и я  с л у ч а й н ы х  п р о ц е с с о в

О д н и м  и з  в и д о в  л и н е й н о г о  п р е о б р а з о в а н и я  с л у ч а й н о г о  п р о ­
ц е с с а  X ( t )  я в л я е т с я  е г о  п р е д с т а в л е н и е  в в и д е  с у м м ы  д в у х  п р о ­
ц е с с о в

X { t )  =  X ( t )  +  m(t ) .  ( 4 .3 .1 )

Э т у  о п е р а ц и ю  т р а д и ц и о н н о  н а з ы в а ю т  ф и л ь т р а ц и е й .
В  т е х н и к е  ф и л ь т р о м  н а з ы в а ю т  т а к о е  у с т р о й с т в о ,  к о т о р о е  п р о ­

п у с к а е т  г а р м о н и ч е с к и е  к о л е б а н и я  и з  о п р е д е л е н н о г о  д и а п а з о н а  
ч а с т о т  ( п о л о с ы  п р о п у с к а н и я  д а н н о г о  ф и л ь т р а ) ,  н о  н е  п р о п у ­
с к а ю т  (и л и  р е з к о  о с л а б л я ю т )  в с е  г а р м о н и ч е с к и е  к о л е б а н и я  с  
ч а с т о т а м и  в н е  у к а з а н н о г о  д и а п а з о н а .

П р и м е н я ю т  с л е д у ю щ и е  т и п ы  ф и л ь т р о в . Ф и л ь т р ы  н и з к и х  ч а ­
с т о т , п р о п у с к а ю щ и е  г а р м о н и ч е с к и е  к о л е б а н и я  с  ч а с т о т о й ,  м е н ь ­
ш е й  н е к о т о р о й  ч а с т о т ы  <оо, н о  з а д е р ж и в а ю щ и е  в с е  к о л е б а н и я  
с  ч а с т о т о й  со >  соо- Ф и л ь т р ы  в ы с о к и х  ч а с т о т ,  п р о п у с к а ю щ и е  к о ­
л е б а н и я  с  ч а с т о т о й  со, б о л ь ш е й  н е к о т о р о й  ч а с т о т ы  too, н о  з а д е р ­
ж и в а ю щ и е  к о л е б а н и я  п р и  со <  ©о. П о л о с о в ы е  ф и л ь т р ы , п р о п у ­
с к а ю щ и е  л и ш ь  к о л е б а н и я  с  ч а с т о т о й  и з  н е к о т о р о г о  д и а п а з о н а
COi <  ft) < С  C02-

9  Д . И . К азакевич
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О п е р а ц и ю  ф и л ь т р а ц и и  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  р е з у л ь т а т  
п р е о б р а з о в а н и я  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  н е к о т о р ы м  л и н е й н ы м  о п е ­
р а т о р о м  L  т а к и м  о б р а з о м ,  ч т о б ы  п р о ц е с с ,  п о л у ч а ю щ и й с я  н а  
в ы х о д е ,  н е  с о д е р ж а л  в с в о е м  с о с т а в е  г а р м о н и ч е с к и х  к о л е б а н и й  
о п р е д е л е н н о г о  д и а п а з о н а  ч а с т о т ы .

Р е з у л ь т а т  п р и м е н е н и я  л и н е й н о г о  о п е р а т о р а  L  к  с л у ч а й н о й  
ф у н к ц и и  У ( / )  м о ж н о  з а п и с а т ь  в в и д е

г д е  g ( t ) —  в е с о в а я  ф у н к ц и я .
П р и  э т о м  с п е к т р а л ь н а я  п л о т н о с т ь  S z ( со) р е з у л ь т а т а  в о з д е й ­

с т в и я  л и н е й н о г о  о п е р а т о р а  L  н а  с л у ч а й н у ю  ф у н к ц и ю  Y ( t )  р а в н а  
п р о и з в е д е н и ю  с п е к т р а л ь н о й  п л о т н о с т и  S y {со) ф у н к ц и и  Y ( t )  н а  
к в а д р а т  м о д у л я  п е р е д а т о ч н о й  ф у н к ц и и  о п е р а т о р а  L ( со)

Д л я  и с к л ю ч е н и я  и з м е н я ю щ е г о с я  м а т е м а т и ч е с к о г о  о ж и д а н и я ,  
к о т о р о е  б у д е м  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  г а р м о н и ч е с к о е  к о л е б а н и е  ч а ­
с т о т ы  со, н е о б х о д и м о  п р и м е н и т ь  ф и л ь т р  в ы с о к и х  ч а с т о т ,  и с к л ю ­
ч а ю щ и й  в с е  н и з к о ч а с т о т н ы е  с о с т а в л я ю щ и е , п е р и о д  к о т о р ы х  н е

м е н ь ш е  д л и н ы  р е а л и з а ц и и  Т,  т . е .  ч а с т о т ы  со <  со0 =  .

О п е р а т о р  L  н у ж н о  п о д о б р а т ь  т а к , ч т о б ы  с п е к т р а л ь н а я  п л о т ­
н о с т ь  п р е о б р а з о в а н н о г о  п р о ц е с с а  и м е л а  в и д

Э т о  б у д е т  д о с т и г н у т о  п р и  у м н о ж е н и и  с п е к т р а л ь н о й  п л о т н о с т и  
5 г /(ю )  н а  ф у н к ц и ю  L ( r a ) ,  у д о в л е т в о р я ю щ у ю  у с л о в и ю

В е с о в а я '  ф у н к ц и я  g ( t ) ,  с о о т в е т с т в у ю щ а я  э т о й  п е р е д а т о ч н о й  
ф у н к ц и и , о п р е д е л и т с я  в в и д е

Э т а  ф у н к ц и я  н а з ы в а е т с я  и д е а л ь н ы м  ф и л ь т р о м .
Е с л и  п р е о б р а з о в а т ь  р е а л и з а ц и ю  y ( t )  п о  ф о р м у л е  ( 4 .3 .2 )  с  

п о м о щ ь ю  и д е а л ь н о г о  ф и л ь т р а  ( 4 .3 . 6 ) ,  т о  ф а з ы  и  а м п л и т у д ы  
п р о п у с к а е м ы х  г а р м о н и к  н е  и з м е н я ю т с я ,  о с т а л ь н ы е  с о с т а в л я ю ­
щ и е  п о д а в л я ю т с я .

оо оо

Z ( t ) =   ̂ g ( r ) Y  (t —  т ) d x  —  g ( t  —  x ) Y  ( x ) d x ,  ( 4 .3 .2 )
— oo

5 2 H  =  |L ( c o ) |2 5 y (co). ( 4 .3 .3 )

0  п р и  0  <  © <  co0, 

S y  (© ) п р и  © ^  ©0.
( 4 .3 .4 )

п р и  0  <  © <  ©о,

п р и  ©о ^  © <  я .
( 4 .3 .5 )

оо
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Р а с с м о т р и м  с л у ч а й , к о г д а  р е а л и з а ц и я  y ( t )  з а д а н а  д и с к р е т ­

н ы м  р я д о м  и з  N  з н а ч е н и й .
В  э т о м  с л у ч а е  ф и л ь т р а ц и я  о п р е д е л я е т с я  к а к  л и н е й н о е  п р е о б ­

р а з о в а н и е
тп

z n (t) =  L [ y n] =  Е  giVn+i, (4.3.7)i =—m

г д е  n  =  0,  1 , N A t  =  T  —  п р о д о л ж и т е л ь н о с т ь  н а б л ю д е ­

н и й ; 2 m A t  =  T 0 —  и н т е р в а л  з а д а н и я  в е с о в о й  ф у н к ц и и ;  A t — и н ­
т е р в а л  д и с к р е т н о с т и  н а б л ю д е н и й ;  g i —  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  в е ­
с о в ы х  к о э ф ф и ц и е н т о в .

Р а с с м о т р и м  с л у ч а й , к о г д а  п р о ц е с с  y ( t )  в е щ е с т в е н н ы й  и  с о ­
д е р ж и т  т о л ь к о  о д н у  г а р м о н и к у

у  (i) =  A  cos (®0t +  ф). (4.3.8)

П о д с т а в л я я  (4.3.8) в (4.3.7)
m

z { t )  =  A  Е  gj cos [со0 {t +  /) +  ф] =
/ = —■ m

m

=  A  c o s  (©</ +  <p) Л  g j  c o s  j(oQ —  A  s in  (co0  ̂ -J- ср) X
j = —m

m

X  E  gj sin /co0, (4.3.9)
/=  — m

п о л у ч и м  р я д ,  с о д е р ж а щ и й  с о с т а в л я ю щ у ю  т о й  ж е  ч а с т о т ы , а м ­
п л и т у д а  к о т о р о й  у м н о ж и л а с ь  н а  в е л и ч и н у

/ т .  \ 2  / т  ч 2

L2 (со) =  E m gj cos /<в0 J +  ^  E m gj sin /©0J . (4.3.10)

а  ф а з а  п о л у ч и л а  п р и р а щ е н и е
т

Е  £ / sin/®0
Q =  —  a r c t g  ---------------- . ( 4 .3 .1 1 )

Е  sp/ cos/®о
/= '—m

О б ы ч н о  н е у д о б н о  и м е т ь  ф и л ь т р , п о р о ж д а ю щ и й  ф а з о в ы й  
с д в и г , и  п о э т о м у  е с т е с т в е н н о  п о т р е б о в а т ь ,  ч т о б ы  Q ( © )  =  0 . Э т о г о  
л е г к о  д о б и т ь с я ,  п о л а г а я  g j  —  g - j ,  т а к о й  ф и л ь т р  н а з ы в а е т с я  с и м ­
м е т р и ч н ы м  и л и  к о с и н у с о и д а л ь н ы м .

П р и  к о с и н у с о и д а л ь н о м  ф и л ь т р е  ф а з а  д л я  к а ж д о й  ч а с т о т ы  
н е  и з м е н и т с я ,  а  а м п л и т у д а  у м н о ж и т с я  н а  в е л и ч и н у
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Т а к и м  о б р а з о м ,  п е р е д а т о ч н а я  ф у н к ц и я  ф и л ь т р а  ( 4 .3 .7 )  и м е е т  
в и д

т
£  (ю) == go  +  2  £  g 7 c o s / Ч -  ( 4 .3 .1 3 )

Д л я  п о л у ч е н и я  и д е а л ь н о г о  ф и л ь т р а  н у ж н о  п о д о б р а т ь  в е с о в ы е  
к о э ф ф и ц и е н т ы  т а к , ч т о б ы  п е р е д а т о ч н а я  ф у н к ц и я  ( 4 .3 .1 3 )  у д о в ­
л е т в о р я л а  у с л о в и ю  ( 4 .3 .5 ) .  Д л я  к о н е ч н о г о  т  к о э ф ф и ц и е н т ы  g / 
в  ф о р м у л е  ( 4 .3 .1 3 )  н е  м о г у т  б ы т ь  п о д о б р а н ы  т а к , ч т о б ы  Ь{со )  
и м е л а  и д е а л ь н у ю  ф о р м у  ( 4 .3 .5 ) ,  и п о э т о м у  п р и х о д и т ь с я  в о с п о л ь ­
з о в а т ь с я  н е к о т о р ы м  п р и б л и ж е н н ы м  в ы р а ж е н и е м . В  к а ч е с т в е  
р а з у м н о г о  п р и б л и ж е н и я  м о ж н о  в ы б р а т ь  п е р е д а т о ч н у ю  ф у н к ц и ю ,  
и с х о д я  и з  у с л о в и я  м и н и м и з а ц и и  п л о щ а д и  м е ж д у  к р и в о й  L ( оз) и 
о с ь ю  а б с ц и с с  н а  и н т е р в а л е  ч а с т о т  [0 , © 0]

со0

^ L  (со) d со —  m in ,
о

L  (со) =  1 п р и  ю >  ©0.

Т а к  к а к  в б л и з и  <о =  0  ф у н к ц и я  c o s /со п о л о г а я ,  т о  о б ы ч н о  
ф у н к ц и я  Ь (со ) ,  о п р е д е л я е м а я  р а в е н с т в о м  ( 4 .3 .1 3 ) ,  и м е е т  п е р в ы й  
г л а в н ы й  п и к , з а  к о т о р ы м  с л е д у е т  р я д  б о к о в ы х  п и к о в . И с х о д я  
и з  э т о г о  з а д а ч а  с в о д и т с я  к  о т ы с к а н и ю  а п п р о к с и м и р у ю щ е г о  в ы ­
р а ж е н и я ,  м и н и м и з и р у ю щ е г о  в ы с о т у  п е р в о г о  б о к о в о г о  п и к а .

Т а к и м  с в о й с т в о м , в ч а с т н о с т и , о б л а д а е т  в ы с о к о ч а с т о т н ы й  
ф и л ь т р  Т ь ю к и , к о т о р о м у  с о о т в е т с т в у е т  п е р е д а т о ч н а я  ф у н к ц и я  
в и д а

0s m  i t ----
Z, (со) =  1 ------------------  ^ - 2—  . ( 4 .3 .1 4 )

Яй) ( \ _  Ш \
ш0 V “ о )

Ф и л ь т р у  Т ь ю к и  с о о т в е т с т в у ю т  в е с о в ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы

1 i Зя /
1 2 +C 0S  2 т + 1  1Л О

£ °  2т  +  1 ’ 2 т + 1  ' ( 4 .3 .1 5 )

П р и  и с п о л ь з о в а н и и  ф и л ь т р а  ( 4 .3 .7 )  д л и н о й  2 т - \ -  1 д л я  и с к л ю ­
ч е н и я  и з м е н я ю щ е г о с я  м а т е м а т и ч е с к о г о  о ж и д а н и я  п р о и с х о д и т  
п о т е р я  п о  т  з н а ч е н и й  в н а ч а л е  и в к о н ц е  и с х о д н о г о  р я д а  и д л я  
в ы б о р к и  н е б о л ь ш о г о  о б ъ е м а  э т о  м о ж е т  у с т а н о в и т ь  в е р х н и й  п р е ­
д е л  д л и н ы  п р и м е н я е м о г о  ф и л ь т р а .

С л е д у е т  и м е т ь  в в и д у ,  ч т о  л ю б о й  ф и з и ч е с к и  р е а л и з у е м ы й  
ф и л ь т р , в о т л и ч и е  о т  и д е а л ь н о г о ,  н е  п о д а в л я е т  п о л н о с т ь ю  т е  к о ­
л е б а н и я ,  о т  к о т о р ы х  ж е л а ю т  и з б а в и т ь с я .
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Ч а с т ь  э н е р г и и  н и з к и х  ч а с т о т  « п р о с а ч и в а е т с я »  з а  с ч е т  б о к о ­
в ы х  л е п е с т к о в  п е р е д а т о ч н о й  ф у н к ц и и . П о я в л е н и е  д о п о л н и т е л ь н о й  
э н е р г и и  в о т ф и л ь т р о в а н н о м  п р о ц е с с е  и с к а з и т  о ц е н к у  К о р р е ­
л я ц и о н н о й  ф у н к ц и и , в ч а с т н о с т и , е е  п е р в у ю  о р д и н а т у ,  п р е д с т а в ­
л я ю щ у ю  с о б о й  д и с п е р с и ю  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а .  П р и  с п е к т р а л ь ^  
н о м  а н а л и з е  э т о  б у д е т  с о о т в е т с т в о в а т ь  и с к а ж е н и ю  н а  ч а с т о т е  
<о =  0 . О д н а к о  э т и м  и с к а ж е н и е м  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь ,  т а к  к а к  у ч а ­
с т о к  с п е к т р а  о т  ю =  0  д о  со —  юо и с к л ю ч а е т с я  и з  р а с с м о т р е н и я .

Д р у г и м  м е т о д о м  и с к л ю ч е н и я  н и з к о ч а с т о т н ы х  к о л е б а н и й  б о л ь ­
ш и х  п е р и о д о в  я в л я е т с я  с к о л ь з я щ е е  о с р е д н е н и е ,  п р и  к о т о р о м  и з  
т е к у щ и х  з н а ч е н и й  р а с с м а т р и в а е м о г о  п р о ц е с с а  Y ( t )  в ы ч и т а ю т  
с р е д н е е  з н а ч е н и е  п о  ф и к с и р о в а н н о м у  п р о м е ж у т к у  т , т . е . п о л у ­
ч а ю т  п р о ц е с с  X ( t )  в  в и д е

В  д а н н о м  с л у ч а е  м ы  о п р е д е л я е м  п е р е м е н н о е  м а т е м а т и ч е с к о е  
■ о ж и д а н и е  к а к  л и н е й н о е  п р е о б р а з о в а н и е  п р о ц е с с а  7 (t)  с  в е с о в о й  
■ ф ун кц ией

Э т о й  в е с о в о й  ф у н к ц и и  с о о т в е т с т в у е т  п е р е д а т о ч н а я  ф у н к ц и я

К в а д р а т  м о д у л я  | L ( c o ) | 2 п е р е д а т о ч н о й  ф у н к ц и и  ( 4 .3 .1 8 )

■ о б р а щ а е т с я  в н у л ь  п р и  со =  0 , б ы с т р о  в о з р а с т а е т  с  р о с т о м  | с о | , 
а  з а т е м  н а ч и н а е т  к о л е б а т ь с я  с о  в с е  з а т у х а ю щ е й  а м п л и т у д о й  
■около с в о е г о  п р е д е л ь н о г о  з н а ч е н и я ,  р а в н о г о  е д и н и ц е .  О т с ю д а  
в и д н о ,  ч т о  п р е о б р а з о в а н и е  ( 4 .3 .1 6 )  п р е д с т а в л я е т  н е к о т о р ы й  
■фильтр в ы с о к и х  ч а с т о т . С к о л ь з я щ е е  о с р е д н е н и е  о п т и м а л ь н о  в ы ­
д е л я е т  и з м е н я ю щ е е с я  м а т е м а т и ч е с к о е  о ж и д а н и е  л и ш ь  в т о м  с л у ­
ч а е ,  к о г д а  и н т е р в а л  о с р е д н е н и я  т  т о ч н о  с о в п а д а е т  с  п е р и о д о м  
в ы с о к о ч а с т о т н ы х  к о л е б а н и й .

4 .4 .  В ы д е л е н и е  с к р ы т ы х  п е р и о д и ч н о с т е й

X  (t) —  Y ( t )  —  m ( t )  =  Y ( t )  —  ~   ̂ 7 (it) du.  ( 4 .3 .1 6 )

п р и  и  <  0 ,  и  >  т .
( 4 .3 .1 7 )

( 4 .3 .1 8 )

| L  (со) |2 =  1 —
sin (ют/2) 2 

сот/2
( 4 .3 .1 9 )

М е т о д ы  г а р м о н и ч е с к о г о  а н а л и з а  н а и б о л е е  э ф ф е к т и в н ы  в т о м  
с л у ч а е ,  к о г д а  р е ч ь  и д е т  о б  а н а л и з е  д е т е р м и н и р о в а н н ы х  п р о ц е с ­
с о в .  М е т о д ы  с п е к т р а л ь н о г о  а н а л и з а  с т а ц и о н а р н ы х  с л у ч а й н ы х
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п р о ц е с с о в  э ф ф е к т и в н ы  п р и  о п и с а н и и  с в о й с т в  н е р е г у л я р н ы х  ф л ю к ­
т у а ц и й  п р о ц е с с о в  о к о л о  с в о е г о  р а в н о в е с н о г о  с о с т о я н и я . М о д е л ь  
р и т м и к и  п р и р о д н ы х  п р о ц е с с о в ,  о б л а д а ю щ и х  и п о в т о р я е м о с т ь ю -  
к о л е б а н и й  и  с т о х а с т и ч н о с т ь ю , п р и в о д и т  к  м е т о д а м  т е о р и и  п е ­
р и о д и ч е с к и  к о р р е л и р о в а н н ы х  с л у ч а й н ы х  п р о ц е с с о в  ( П К С П ) .

В  г и д р о м е т е о р о л о г и и  ч а с т о  р а с с м а т р и в а ю т с я  п р о ц е с с ы  т а к и е  
к а к  с е з о н н ы й  х о д  т е м п е р а т у р ы  в о з д у х а ,  к о л е б а н и я  у р о в н я  в; 
п р и л и в н ы х  м о р я х ,  к о т о р ы е  у д о б н о  п р е д с т а в и т ь  в в и д е  а д д и т и в ­
н о й  м о д е л и  П К С П

Y { t )  =  X { t )  +  m{t ) ,  ( 4 .4 . 1 )

г д е  X ( t ) — с т а ц и о н а р н ы й  с л у ч а й н ы й  п р о ц е с с ;  m ( t )  —  д е т е р м и н и ­
р о в а н н а я  ф у н к ц и я , п е р и о д и ч е с к а я  и л и  п о ч т и  п е р и о д и ч е с к а я .

Д л я  э т о й  м о д е л и  в е с ь м а  э ф ф е к т и в н ы м и  о к а з ы в а ю т с я  м е т о д ы  
о б о б щ е н н о г о  г а р м о н и ч е с к о г о  а н а л и з а ,  и л и  м е т о д ы  в ы я в л е н и я  
с к р ы т ы х  п е р и о д и ч н о с т е й .

Р а с с м о т р и м  п р о с т е й ш у ю  п е р и о д и ч е с к у ю  ф у н к ц и ю  —  г а р м о ­

н и ч е с к о е  к о л е б а н и е  с  а м п л и т у д о й  А ,  ч а с т о т о й  ©0 =  - ^ -  и н а ­

ч а л ь н о й  ф а з о й  ф

m ( i )  —  A c o s ( o V  +  ф)- ( 4 .4 .2 )

Б у д е м  с ч и т а т ь , ч т о  п е р и о д и ч е с к а я  ф у н к ц и я  m ( t )  я в л я е т с я  р е а ­
л и з а ц и е й  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  и  о п р е д е л и м  к о р р е л я ц и о н н у ю  
ф у н к ц и ю  э т о г о  п р о ц е с с а

т

R  (т )  =  l im  [ m ( t ) m ( t  t )  dt =
Г-»оо Zt

Г
1 Г  А 2

=  l im  \  A  c o s  (© (/ +  ф) A  c o s  [ш0 (t +  т ) +  ф] dt —  - 5-  c o s  со0т .
r->  оо Z 1 _j!

( 4 .4 .3 )

О т с ю д а  в и д н о , ч т о  к о р р е л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я  п е р и о д и ч е с к о г о  
п р о ц е с с а  т а к ж е  я в л я е т с я  п е р и о д и ч е с к о й  ф у н к ц и е й  с  т е м  ж е  п е ­
р и о д о м . А м п л и т у д а  к о р р е л я ц и о н н о й  ф у н к ц и и  р а в н а  п о л о в и н е  
к в а д р а т а  а м п л и т у д ы  и с х о д н о г о  п р о ц е с с а ,  п р и ч е м  к о р р е л я ц и о н ­
н а я  ф у н к ц и я  н е  з а в и с и т  о т  н а ч а л ь н о й  ф а з ы .

П р и  э т о м  к о р р е л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а
( 4 .4 .1 )  б у д е т  и м е т ь  в и д

R y  СО =  - J -  c o s  со0т  +  R x (т ) . ( 4 .4 . 4 )

О т с ю д а  в и д н о , Ч то н а л и ч и е  н е п е р и о д и ч е с к о г о  с л а г а е м о г о  R x (т )  
в к о р р е л я ц и о н н о й  ф у н к ц и и  R y (x)  с м а з ы в а е т  в ы р а ж е н н о с т ь  п е ­
р и о д и ч н о с т и  с у м м а р н о й  к о р р е л я ц и о н н о й  ф у н к ц и и .
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О д н а к о , к а к  м ы  в и д е л и  в  г л а в е  2 ,  к о р р е л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я  
с т а ц и о н а р н о г о  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а ,  к а к  п р а в и л о ,  у б ы в а е т ,  с  
р о с т о м  т , l im  R x (т )  =  0 .

Т-*оо
П о э т о м у ,  е с л и  р е а л и з а ц и я  y ( t )  з а д а н а  н а  б е с к о н е ч н о м  и н ­

т е р в а л е ,  т . е . н а  д о с т а т о ч н о  б о л ь ш о м  и н т е р в а л е ,  н а  к о т о р о м  
R x ( x )  п р а к т и ч е с к и  о б р а щ а е т с я  в н у л ь , т о  п р и  д о с т а т о ч н о  б о л ь ­
ш и х  з н а ч е н и я х  т  к о р р е л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я  R y {x)  б у д е т  и м е т ь  
в и д  ч и с т о  г а р м о н и ч е с к о г о  к о л е б а н и я .  О п р е д е л и в  п е р и о д  э т о г о  
к о л е б а н и я ,  м ы  и  н а й д е м  п е р и о д  и с к о м о й  г а р м о н и ч е с к о й  ф у н к ­
ц и и  m ( t ) .  Д л я  н а х о ж д е н и я  а м п л и т у д ы  А  н у ж н о  о п р е д е л и т ь  з н а ­
ч е н и я  п о в т о р я ю щ е г о с я  с  п е р и о д о м  Т  м а к с и м у м а  к о р р е л я ц и о н ­
н о й  ф у н к ц и и  и  и з в л е ч ь  к о р е н ь  к в а д р а т н ы й  и з  е г о  у д в о е н н о г о  
з н а ч е н и я .

П р о в е д е н н о е  р а с с у ж д е н и е  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  д л я  у с п е ш н о г о  
в ы д е л е н и я  г а р м о н и ч е с к о й  с о с т а в л я ю щ е й  с  п о м о щ ь ю  к о р р е л я ­
ц и о н н о г о  а н а л и з а  н е о б х о д и м о  в ы п о л н е н и е  д в у х  у с л о в и й  —  д о ­
с т а т о ч н о  б о л ь ш о г о  и н т е р в а л а  (в  и д е а л е  б е с к о н е ч н о г о )  з а д а н и я  
■ о б р а б а т ы в а е м о й  р е а л и з а ц и и  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  и  д о с т а т о ч н о  
б ы с т р о г о  з а т у х а н и я  к о р р е л я ц и о н н о й  ф у н к ц и и  н е п е р и о д и ч е с к о й  
с о с т а в л я ю щ е й  X ( t ) .  В т о р о е  у с л о в и е  х о р о ш о  в ы п о л н я е т с я  д л я  
п р о ц е с с о в  X { t ) ,  б л и з к и х  к  б е л о м у  ш у м у , с е ч е н и я  к о т о р ы х  п р и  
р а з л и ч н ы х  t н е к о р р е л и р о в а н ы , л и б о  с л а б о  к о р р е л и р о в а н ы .

Е с л и  ж е  п р о ц е с с  X ( t )  у з к о п о л о с н ы й , т о  е г о  к о р р е л я ц и о н н а я  
ф у н к ц и я  у б ы в а е т  с л а б о  и  м е т о д  к о р р е л я ц и о н н о г о  а н а л и з а  м о ­
ж е т  о к а з а т ь с я  н е э ф ф е к т и в н ы м  д л я  в ы д е л е н и я  п е р и о д и ч е с к о й  
с о с т а в л я ю щ е й .

М ы  р а с с м о т р е л и  с л у ч а й , к о г д а  п е р и о д и ч е с к а я  с о с т а в л я ю щ а я  
m ( t )  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  п р о с т о е  г а р м о н и ч е с к о е  к о л е б а н и е  в и д а
( 4 .4 . 2 ) .  В  о б щ е м  с л у ч а е  п е р и о д и ч е с к а я  ф у н к ц и я  m ( t ) п е р и о д а  Т  
м о ж е т  б ы т ь  п р е д с т а в л е н а  в в и д е  р я д а  Ф у р ь е

ОО

т (0  =  Z  A n  c o s  (®nt +  <р„). ( 4 .4 .5 )
п—0

В  э т о м  с л у ч а е  з а д а ч а  з а к л ю ч а е т с я  в  о п р е д е л е н и и  п е р и о д а  Т  
( и л и  о с н о в н о й  ч а с т о т ы  o 0) и  к о э ф ф и ц и е н т о в  Ф у р ь е  ( а м п л и т у д  

г а р м о н и к )  А п.
О п р е д е л и м  к о р р е л я ц и о н н у ю  ф у н к ц и ю  R m {%)

т
R m СО =  H m  -5=r \  m ( t )  m { t  +  т )  dt =

Г-±оо i l  JT->oa _T
OO oo

= J i r n  -g f -  X  S  K A k 5 c o s  +  Ф») c o s  к  (t +  t )  +  <p„] dt.

( 4 .4 .6 )

T -*oo - -xi—0 я=0 —Г
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В  с и л у  о р т о г о н а л ь н о с т и  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  ф у н к ц и й  и н т е г р а л ы  

в д в о й н о й  с у м м е  р а в н ы  н у л ю  п р и  п  ±  k  и -^- c o s c d „ t  п р и  n  =  k„ 

П о л у ч а е м
оо 2

R m  М  =  Y j - ? r  c o s  ( 4 .4 .7 )
п~ О

О т с ю д а  в и д н о ,  ч т о  к о р р е л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я  л ю б о г о  п е р и о ­
д и ч е с к о г о  п р о ц е с с а  т а к ж е  я в л я е т с я  п е р и о д и ч е с к о й  ф у н к ц и е й  с  
т е м  ж е  п е р и о д о м ,  п р и ч е м  а м п л и т у д ы  г а р м о н и к  к о р р е л я ц и о н н о й  
ф у н к ц и и  р а в н ы  п о л о в и н а м  к в а д р а т о в  а м п л и т у д  с о о т в е т с т в у ю ­
щ и х  г а р м о н и к  и с х о д н о г о  п р о ц е с с а .  П р и  э т о м  к о р р е л я ц и о н н а я  
ф у н к ц и я  н е  з а в и с и т  о т  ф а з  и , с л е д о в а т е л ь н о ,  н е  д а е т  н и к а к о й  
и н ф о р м а ц и и  о  ф а з а х  г а р м о н и к  и с х о д н о г о  п р о ц е с с а .

П о с к о л ь к у  к в а д р а т ы  ч и с е л  р а з л и ч а ю т с я  м е ж д у  с о б о й  л у ч ш е ,  
ч ё м  с а м и  ч и с л а ,  т о  д л я  п о с л е д о в а т е л ь н о г о  в ы д е л е н и я  а м п л и т у д .  
А п р а з л и ч н ы х  г а р м о н и к  м о ж н о  п р и м е н я т ь  м н о г о к р а т н у ю  к о р р е ­
л я ц и ю . П у с т ь  а м п л и т у д ы  А п и с х о д н о г о  п р о ц е с с а  р а с п о л о ж е н ы  
в п о р я д к е  в о з р а с т а н и я  Л 0 > •  А \  >  А 2 >  . . .

О т н о с и т е л ь н ы й  в е с  г а р м о н и к , с  а м п л и т у д о й  АЦ 2  в  с у м м е
( 4 .4 .7 )  я в л я е т с я  б о л е е  в ы р а ж е н н ы м , ч е м  в с у м м е  ( 4 .4 .5 ) .

В ы ч и с л и м  т е п е р ь  к о р р е л я ц и о н н у ю  ф у н к ц и ю  /? т ( т )  о т  ф у н к ­
ц и и  ( 4 ,4 .7 ) ,  о н а  б у д е т  и м е т ь  в и д

со (  ^2 \ 2
cosco„ t . ( 4 .4 .8 )

. . fl — О

В  ф у н к ц и и  ( 4 .4 .8 )  в е с  с л а г а е м о г о  ч а с т о т ы  соо е щ е  б о л е е  
в о з р о с .

П о с л е  н е с к о л ь к и х  п о в т о р е н и й  э т о г о  п р о ц е с с а  в п о л у ч е н н о й  
к р и в о й  б у д е т  д о м и н и р о в а т ь  т о л ь к о  к о л е б а н и е  с  н а и б о л ь ш е й  
а м п л и т у д о й ,  а  в л и я н и е  о с т а л ь н ы х  к о л е б а н и й  б у д е т  п р а к т и ч е с к и  
н е с у щ е с т в е н н ы м . О п р е д е л и в  к о л е б а н и е  с  н а и б о л ь ш е й  а м п л и т у ­
д о й ,  м о ж н о , в ы д е л и т ь  е г о  и з  и с с л е д у е м о г о  п р о ц е с с а  и  п р о в е с т и  
а н а л о г и ч н ы й  а н а л и з  о с т а в ш е г о с я  п р о ц е с с а  д л я  в ы д е л е н и я  к о л е ­
б а н и я  с л е д у ю щ е й  п о  з н а ч е н и ю  а м п л и т у д ы .

С л е д у е т  и м е т ь  в в и д у ,  ч т о  к а ж д а я  п о с л е д о в а т е л ь н а я  к о р р е ­
л я ц и я  у м е н ь ш а е т  и н т е р в а л  з а д а н и я  ф у н к ц и и . П о э т о м у  п р и  з а ­
д а н и и  и с х о д н о й  р е а л и з а ц и и  y ( t )  н а  к о н е ч н о м  п р о м е ж у т к е  
(— L , L ]  н у ж н о  с л е д и т ь  з а  т е м ,  ч т о б ы  и н т е р в а л  о б р а б о т к и ,  по- 
к о т о р о м у  п р о в о д и т с я  о ч е р е д н а я  к о р р е л я ц и я , н е  б ы л  с л и ш к о м  
м а л ы м . П р а к т и к а  в ы ч и с л е н и й  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  э т о т  и н т е р в а л  
д о л ж е н  .бы ть  н е  м е н ь ш е  5 / 6  и н т е р в а л а  з а д а н и я  и с х о д н о й  р е а л и ­
з а ц и и  y ( t ) .  К а к  м ы  у ж е  в и д е л и , к о р р е л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я  р е а ­
л и з а ц и и  н е  в с е г д а  п о з в о л я е т  о б н а р у ж и т ь  п е р и о д и ч н о с т ь ,  к р о м е
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т о г о  о н а  н е  д а е т  в о з м о ж н о с т и  в ы д е л и т ь  п е р и о д и ч е с к у ю  с о с т а в ­
л я ю щ у ю  п р о ц е с с а ,  т а к  к а к  н е  с о д е р ж и т  и н ф о р м а ц и и  о  н а ч а л ь ­
н о й  ф а з е  г а р м о н и к .

В  р я д е  с л у ч а е в  л у ч ш и е  р е з у л ь т а т ы  д а е т  а н а л и з  в з а и м н о й  
к о р р е л я ц и о н н о й  ф у н к ц и и  д в у х  р е а л и з а ц и й .  П у с т ь  и м е ю т с я  р е а ­
л и з а ц и и  д в у х  с л у ч а й н ы х  п р о ц е с с о в

Ух ( /)  =  * ,  ( /)  +  « , ( / ) ; '

Уг if) =  х 2 (t) +  m 2 ( / ) ,  ( 4 .4 .9 )

г д е  m i { t )  и  m 2 ( t ) — р е а л и з а ц и и  п е р и о д и ч е с к и х  с о с т а в л я ю щ и х ;  
jci (t)  и х 2 ( t ) —  р е а л и з а ц и и  н е п е р и о д и ч е с к и х  с о с т а в л я ю щ и х .  

В з а и м н а я  к о р р е л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я  о п р е д е л и т с я  в  в и д е

Ry,v2 0 0  =  /?*,*2.(т) +  Rm\m-z 0 0  +  (т )  +  R x 2mi (т ) . ( 4 .4 .1 0 )

С ч и т а я ,  ч т о  с о с т а в л я ю щ и е  х х и хг  в з а и м н о  н е к о р р е л и р о в а н ы  и  
н е  к о р р е л и р о в а н ы  с  п е р и о д и ч е с к и м и  с о с т а в л я ю щ и м и , т . е .

RxiKi  (т )  =  Rxim2 (т )  =  Rxitrii (т )  == 0 ,
п о л у ч а е м

R y i y A ^ )  =  Rmxrnir ).  ( 4 .4 .1 1 )

О т с ю д а  в и д н о , ч т о  в о  в з а и м н о  к о р р е л я ц и о н н о й  ф у н к ц и и  п е р и о ­
д и ч е с к а я  с о с т а в л я ю щ а я  п р о я в л я е т с я  в ч и с т о м  в и д е .

Д л я  п е р и о д и ч е с к и х  п р о ц е с с о в  о д и н а к о в о й  ч а с т о т ы  соо, н о  с  
р а з н ы м и  ф а з а м и

т х ( 0  =  А г c o s  (а>(/ +  ФО;

т 2 (t) —  А 2 c o s  { a Qt +  ф2) ( 4 .4 .1 2 )

в з а и м н а я  к о р р е л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я  и м е е т  в и д

г

Rm,m2 (т )  =  l im  —  \ A i  COS (a>0t +  ф ,) А 3 X
Т - > о о  _  J

X  COS К  (t +  Г) +  ф2] dt =  -j A i A 2 c o s  [ю0т  +  (ф2 —  Ф1)], ( 4 .4 .1 3 )

т .  е . я в л я е т с я  п е р и о д и ч е с к о й  ф у н к ц и е й  т о й  ж е  ч а с т о т ы , н о  з а в и ­
с и т  е щ е  о т  р а з н о с т и  ф а з .

А н а л о г и ч н о

Rm i m2 0 0  =  R m im, ( — г) =  - J  A i A 2 c o s  [со0т  —  (ф 2 —  ф ^ ]. ( 4 .4 .1 4 )

З а в и с и м о с т ь  в з а и м н о  к о р р е л я ц и о н н о й  ф у н к ц и и  о т  р а з н о с т и  
•ф аз и с п о л ь з у е т с я  д л я  о п р е д е л е н и я  ф а з ы  в ы я в л е н н о г о  г а р м о н и ­
ч е с к о г о  к о л е б а н и я .  П р и  э т о м  м о ж е т  и с п о л ь з о в а т ь с я  м е т о д  в з а и м ­
н о й  к о р р е л я ц и и  с  н е к о т о р ы м  з а р а н е е  в ы б р а н н ы м  г а р м о н и ч е ­
с к и м  к о л е б а н и е м  с  и з в е с т н о й  ч а с т о т о й  и  н а ч а л ь н о й  ф а з о й ,
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к о т о р о е  и с п о л ь з у е т с я  в к а ч е с т в е  т е с т а  д л я  в ы я в л е н и я  ф а з ы  и с ­
к о м о й  г а р м о н и к и .

П р и м е н е н и е  к о р р е л я ц и о н н о г о  а н а л и з а  д л я  в ы я в л е н и я  с к р ы ­
т о й  п е р и о д и ч н о с т и  с у щ е с т в е н н о  з а т р у д н я е т с я ,  к о г д а  и с с л е д у е ­
м ы й  п р о ц е с с  с о д е р ж и т  к о л е б а н и я  р а з л и ч н о й  н е к р а т н о й  д р у г  
д р у г у  ч а с т о т ы . В  э т о м  с л у ч а е  к о р р е л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я  и м еет-  

с л о ж н у ю  с т р у к т у р у  и н е  д а е т  н а г л я д н о г о  п р е д с т а в л е н и я  о  н а л и ­
ч и и  п е р и о д и ч н о с т и .  Б о л е е  э ф ф е к т и в н ы м  м е т о д о м  в э т о м  с л у ч а е  
я в л я е т с я  с п е к т р а л ь н ы й  а н а л и з .  Р а с с м о т р и м  м е т о д и к у  о п р е д е л е ­
н и я  с к р ы т о й  п е р и о д и ч н о с т и  с  п о м о щ ь ю  с п е к т р а л ь н о г о  а н а л и з а .

З н а я  к о р р е л я ц и о н н у ю  ф у н к ц и ю  г а р м о н и ч е с к о г о  к о л е б а н и я
( 4 .4 .2 ) ,  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  е г о  с п е к т р а л ь н у ю  п л о т н о с т ь

ОО ОО

1 г л 2 г
5  (а )  == —  \ c o s  сотR  (г) d x  —  \  c o s  сот X

— оо Q

X  c o s  со0т  d x  =  б  (со —  С0О). ( 4 .4 .1 5 )

О т с ю д а  в и д н о , ч т о  с п е к т р а л ь н а я  п л о т н о с т ь  г а р м о н и ч е с к о г о  
к о л е б а н и я  в ы р а ж а е т с я  ч е р е з  д е л ь т а - ф у н к ц и ю , т . е . п р е д с т а в л я е т  
с о б о й  п и к  б е с к о н е ч н о й  в ы с о т ы  н а  ч а с т о т е  со0. П о  м е с т у  р а с п о л о ­
ж е н и я  э т о г о  п и к а  м о ж н о  о п р е д е л и т ь ,  з н а ч е н и е  о с н о в н о й  ч а с т о т ы  
г а р м о н и к и  т  {t).

А н а л о г и ч н о  д л я  о б щ е г о  п е р и о д и ч е с к о г о  п р о ц е с с а  ( 4 .4 .5 )  
с п е к т р а л ь н а я  п л о т н о с т ь  и м е е т  в и д

оо

5 ( с о ) = = т Е  А пЬ С ® - ® » ) ’ ( 4 .4 .1 6 )
(1=0

т . е . п р е д с т а в л я е т  с о б о й  с о в о к у п н о с т ь  б е с к о н е ч н ы х  п и к о в  н а  
д и с к р е т н ы х  ч а с т о т а х  сога, р а в н ы х  о с н о в н ы м  ч а с т о т а м  п р о ц е с с а .

П о с к о л ь к у  н а  п р а к т и к е  р е а л и з а ц и я  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а ;  
и м е е т с я  н е  н а  в с е м  б е с к о н е ч н о м  и н т е р в а л е  и з м е н е н и я  а р г у м е н т а ,  
а  л и ш ь  н а  н е к о т о р о м  к о н е ч н о м  и н т е р в а л е ,  т о  и к о р р е л я ц и о н н у ю -  
ф у н к ц и ю  м о ж н о  п о л у ч и т ь  л и ш ь  н а  н е к о т о р о м  о г р а н и ч е н н о м  
п р о м е ж у т к е  т  е  [0 , х т] . В ы ч и с л я я  п о  н е й  с п е к т р а л ь н у ю  п л о т ­
н о с т ь  г а р м о н и ч е с к о г о  к о л е б а н и я  ( 4 .4 .2 )  п о л у ч и м

%т %т
1 Г  А 2 ГS  (со) =  — \ R  (т) cos сот d x  =  —  \ cos co0r  X

о о

X  COS ш й х  =  4 ~  Г s in -(<a - - m°) +  -Sin (a  i  ( 4 .4 .1 7 )4  L ©  —  co0 e> +  (o0 J
Э т а  ф у н к ц и я  и м е е т  м а к с и м у м  в т о ч к е  со =  ©о. р а в н ы й

S(co0) ^ 4 i ( ^  +  - - | g ^ - ) .  (4.4.18)
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О т с ю д а  в и д н о ,  ч т о  с п е к т р а л ь н а я  п л о т н о с т ь  г а р м о н и ч е с к о г о  к о ­
л е б а н и я ,  в ы ч и с л е н н а я  п о  к о н е ч н о м у  и н т е р в а л у  и з м е н е н и я  е г о  
а р г у м е н т а ,  и м е е т  о г р а н и ч е н н ы й  п и к  н а  ч а с т о т е  со, р а в н о й  с о б ­
с т в е н н о й  ч а с т о т е  ©о, п р и ч е м  в ы с о т а  э т о г о  п и к а  в о з р а с т а е т  с  у в е ­
л и ч е н и е м  м а к с и м а л ь н о г о  з н а ч е н и я  а р г у м е н т а  к о р р е л я ц и о н н о й  
■ф ункции w

В  с л у ч а е ,  к о г д а  н а  г а р м о н и ч е с к и й  п р о ц е с с  н а л о ж е н а  н е п е ­
р и о д и ч е с к а я  с л у ч а й н а я  ф у н к ц и я , т . е . с л у ч а й н а я  р е а л и з а ц и я  
и м е е т  в и д  ( 4 .4 . 1 ) ,  с п е к т р а л ь н а я  п л о т н о с т ь  с у м м а р н о г о  с л у ч а й ­
н о г о  п р о ц е с с а  о п р е д е л и т с я  в в и д е

S y (co) =  5 x N  +  5 m ( 0 ) .  ( 4 .4 .1 9 )

В  э т о м  с л у ч а е  н а л и ч и е  с л а г а е м о г о  S*(ft>) н е п р е р ы в н о й  ч а с т о т ы  
<о в с у м м а р н о й  с п е к т р а л ь н о й  п л о т н о с т и  б у д е т  и с к а ж а т ь  п и к и  
•с п е к т р а л ь н о й  п л о т н о с т и  S m (co) п е р и о д и ч е с к о й  с о с т а в л я ю щ е й .  
К р о м е  т о г о , м о г у т  п о я в л я т ь с я  п и к и  н а  ч а с т о т е ,  о т л и ч н о й  о т  с о б ­
с т в е н н о й  ч а с т о т ы  г а р м о н и ч е с к о г о  к о л е б а н и я  m ( t ) ,  в  ч а с т н о с т и  
в т о м  с л у ч а е ,  к о г д а  с п е к т р а л ь н а я  п л о т н о с т ь  S * (c o )  и м е е т  в ы р а ­
ж е н н ы й  о с т р о в е р ш и н н ы й  х а р а к т е р .  О т с ю д а  в и д н о , ч т о  н а л и ч и е  
п и к а  с п е к т р а л ь н о й  п л о т н о с т и  н е  п о з в о л я е т  в ы н е с т и  д о с т о в е р н о е  
■ с у ж д е н и е  о  н а л и ч и и  п е р и о д и ч е с к о й  к о м п о н е н т ы  в с л у ч а й н о м  
п р о ц е с с е .  , ;

П о э т о м у  п р и  в ы я в л е н и и  с к р ы т ы х  п е р и о д и ч н о с т е й  с  п о м о щ ь ю  
■ сп ек т р а л ь н о г о  а н а л и з а  в е с ь м а  в а ж н ы м  я в л я е т с я  в о п р о с  о ц е н к и  
■ ст а т и с т и ч е ск о й  з н а ч и м о с т и  в ы я в л е н н ы х  п и к о в  с п е к т р а л ь н о й  
п л о т н о с т и , т . е . о ц е н к и  д о с т о в е р н о с т и  г и п о т е з ы  о  т о м , ч т о  д а н ­
н ы й  п и к  х а р а к т е р и з у е т  н а л и ч и е  г а р м о н и ч е с к о г о  к о л е б а н и я  с о ­
о т в е т с т в у ю щ е й  с о б с т в е н н о й  ч а с т о т ы .

Н а и б о л е е  а н т а г о н и с т и ч е с к о й  п о  о т н о ш е н и ю  к  г и п о т е з е  о  н а ­
л и ч и и  п е р и о д и ч е с к о й  с о с т а в л я ю щ е й  в и с с л е д у е м о м  п р о ц е с с е  

я в л я е т с я  г и п о т е з а  о  т о м , ч т о  и с с л е д у е м ы й  с л у ч а й н ы й  п р о ц е с с  
п р е д с т а в л я е т  с о б о й  б е л ы й  ш у м  и, с л е д о в а т е л ь н о ,  и с т и н н а я  е г о  
■ сп ек т р а л ь н а я  п л о т н о с т ь  е с т ь  п о с т о я н н а я  в е л и ч и н а , а  в ы я в л е н ­
н ы й  п и к  с п е к т р а л ь н о й  п л о т н о с т и  я в л я е т с я  с л е д с т в и е м  н а л о ж е ­
н и я  с л у ч а й н ы х  ф а к т о р о в .

О п р е д е л я е т с я  в е р о я т н о с т ь  о с у щ е с т в л е н и я  э т о й  г и п о т е з ы .  
Е с л и  э т а  в е р о я т н о с т ь  м а л а  ( н а п р и м е р , м е н е е  0 , 0 5 ) ,  т о  г и п о т е з а  

■о т о м , ч т о  и с с л е д у е м ы й  п о  и м е ю щ е й с я  р е а л и з а ц и и  y ( t )  с л у ч а й ­
н ы й  п р о ц е с с  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  б е л ы й  ш у м , д о л ж н а  б ы т ь  о т ­
б р о ш е н а  к а к  м а л о в е р о я т н а я .  Б о л е е  в е р о я т н ы м  в э т о м  с л у ч а е  
-с л е д у е т  с ч и т а т ь , ч т о  и с с л е д у е м ы й  п р о ц е с с  л и б о  д е й с т в и т е л ь н о  
с о д е р ж и т  п е р и о д и ч е с к у ю  с о с т а в л я ю щ у ю , л и б о  ж е  п р е д с т а в л я е т  

■собой у з к о п о л о с н ы й  п р о ц е с с  с  с и л ь н о  к о р р е л и р о в а н н ы м и  с е ч е ­
н и я м и , с п е к т р а л ь н а я  п л о т н о с т ь  к о т о р о г о  п о  с в о е м у  в и д у ,  в е с ь м а  
с х о ж а  с о  с п е к т р а л ь н о й  п л о т н о с т ь ю  г а р м о н и ч е с к о г о  п р о ц е с с а .  
Е с л и  у  н а с  н е т  о с н о в а н и й  д л я  а п р и о р н о г о  с у ж д е н и я  о  н а л и ч и и
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п е р и о д и ч е с к о й  к о м п о н е н т ы  в и з у ч а е м о м  п р о ц е с с е ,  т о  д а л ь н е й ­
ш е е  у т о ч н е н и е  в о п р о с а  я в л я е т с я  н е в о з м о ж н ы м .

П р и  э т о м  м о ж е т  о к а з а т ь с я  п о л е з н ы м  п р о в е с т и  в з а и м н ы й  
с п е к т р а л ь н ы й  а н а л и з  и м е ю щ е й с я  р е а л и з а ц и и  с  г а р м о н и ч е с к и м  
к о л е б а н и е м  т о й  ж е  ч а с т о т ы . Э т о  п о з в о л и т  т а к ж е  о п р е д е л и т ь  
ф а з ы  г а р м о н и ч е с к и х  к о л е б а н и й . К а к  м ы  в и д е л и , д л я  д в у х  г а р ­
м о н и ч е с к и х  п р о ц е с с о в  X i ( t )  и X 2 (t)  о д и н а к о в о й  ч а с т о т ы  в з а и м ­
н ы е  к о р р е л я ц и о н н ы е  ф у н к ц и и  R XtXД т )  и R XlXl ( т ) = # з д  ( — т ) и м ею т-  
в и д  ( 4 .4 .1 3 )  и ( 4 .4 .1 4 ) .  О п р е д е л и м  к о с п е к т р  С ( ю )  и к в а д р а т н ы й :  
с п е к т р  Q ( w )  э т о й  п а р ы  г а р м о н и ч е с к и х  п р о ц е с с о в .  В  с о о т в е т ­
с т в и и  с  ( 3 .3 .5 )  и  ( 3 .3 .6 )

П р е д п о л о ж и м  т е п е р ь ,  ч т о  в  к а ч е с т в е  x z ( t )  в ы б р а н о  г а р м о н и ­
ч е с к о е  к о л е б а н и е  с  и з в е с т н о й  ф а з о й  т о й  ж е  ч а с т о т ы  соо, к о т о р а я :  
с о о т в е т с т в у е т  м а к с и м у м у  с п е к т р а л ь н о й  п л о т н о с т и  р е а л и з а ц и и .  
x ( t ) ,  т о г д а  з н а я  и х  к о с п е к т р  и  к в а д р а т у р н ы й  с п е к т р , п о  ф о р ­
м у л е  ( 4 .4 .2 3 )  о п р е д е л и м  р а з н о с т ь  ф а з  qn —  ф 2, а  о т с ю д а  п о л у ­
ч и м  и и с к о м у ю  ф а з у  ф г а р м о н и к и  х ( t ) . Г а р м о н и ч е с к о е  к о л е б а н и е  
x 2 (t)  в  д а н н о м  с л у ч а е  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  т е с т  д л я  в ы д е л е н и я  
ф а з ы  г а р м о н и к и  x ( t ) .  Е с л и  п р о ц е с с  x ( t )  я в л я е т с я  п о л и г а р -  
м о н и ч е с к и м , с п е к т р а л ь н а я  п л о т н о с т ь  е г о  и м е е т  н е с к о л ь к о  п и ­
к о в , т о  н у ж н о  п о с л е д о в а т е л ь н о  п р о в о д и т ь  а н а л и з  с  о т д е л ь н ы м и  
т е с т о в ы м и  г а р м о н и к а м и .

П р и  э т о м  с п о с о б е  в ы д е л е н и я  ф а з  г а р м о н и к  x ( t )  н е о б х о д и м о -  
у б е д и т ь с я ,  ч т о  п р о ц е с с  x ( t )  х о р о ш о  с о г л а с у е т с я  с  т е с т о в о й  г а р ­
м о н и к о й  п р и  р а з н о с т и  ф а з ,  о п р е д е л я е м о й  ф о р м у л о й  ( 4 .4 . 2 3 ) .  
М е р о й  у к а з а н н о г о  с о г л а с о в а н и я  с л у ж и т  к о г е р е н т н о с т ь ,  о п р е д е ­

С  =  2-гГ S № х'х* ( ~ т )1 cos а х  d x
о

■]. ( 4 .4 .2 0 )

Q  (® ) =  М  ~  Я х м  т ) 3 s in  и т  d x  =

■]. ( 4 .4 .2 1 )

В  ч а с т н о с т и , п р и  со =  ©о п о л у ч а е м

=  t g  (Ф1 —  Фа). ( 4 .4 .2 2 )

О т с ю д а

( 4 .4 .2 3 )
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л я е м а я  п о  ф о р м у л е

С 2 (to) +  Q 2 («>) ( 4 .4 .2 4 )

г д е  S x , (со) и  S X2 (м ) —  с о о т в е т с т в е н н о  с п е к т р а л ь н ы е  п л о т н о с т и  
р е а л и з а ц и и  x ( t )  и  т е с т о в о й  г а р м о н и к и  x 2 ( i ) -

Д л я  г а р м о н и ч е с к и х  к о л е б а н и й  в и д а  ( 4 .4 .1 2 )  к о г е р е н т н о с т ь  
н а  ч а с т о т е  со =  соо о п р е д е л и т с я  в в и д е

Т а к и м  о б р а з о м ,  п р и  В ( щ ) —  1 п р о ц е с с  x ( t )  и т е с т о в а я  г а р м о ­
н и к а  x 2 (t)  п о л н о с т ь ю  с о г л а с у ю т с я  д р у г  с  д р у г о м  п р и  п о с т о я н н о й  
р а з н о с т и  ф а з  ( 4 .4 .2 3 ) .  С  у м е н ь ш е н и е м  к о г е р е н т н о с т и  н а ч и н а е т  
в с е  б о л ь ш е  п р о я в л я т ь с я  н е у с т о й ч и в о с т ь ,  т . е .  с л у ч а й н ы й  х а р а к ­
т е р  р а з н о с т и  ф а з .  Б л и з о с т ь  к о г е р е н т н о с т и  к  н у л ю  с в и д е т е л ь ­
с т в у е т  о  т о м , ч т о  м е ж д у  и с с л е д у е м ы м  п р о ц е с с о м  и  т е с т о в о й  г а р ­
м о н и к о й  о т с у т с т в у е т  с в я з ь  н а  ч а с т о т е  соо.

F  (со0) =  V s i n 2 (фг —  ф) +  c o s  (фг ф) =  1 • ( 4 .4 .2 5 )



Глава 5
Разложение случайных процессов и полей 
на естественные ортогональные составляющие

5 .1 .  П о с т а н о в к а  з а д а ч и

В  м а т е м а т и к е  ш и р о к о  и с п о л ь з у е т с я  м е т о д  р а з л о ж е н и я  ф у н к ­
ц и й  в р я д  п о  н е к о т о р о й  с и с т е м е  о р т о г о н а л ь н ы х  и н о р м и р о в а н ­
н ы х  ( о р т о н о р м и р о в а н н ы х )  ф у н к ц и й . П р и м е н я ю т  р а з л о ж е н и е  
ф у н к ц и й  п о  р а з л и ч н ы м  о р т о н о р м и р о в а н н ы м  с и с т е м а м :  р а з л о ж е ­
н и е  в т р и г о н о м е т р и ч е с к и й  р я д  Ф у р ь е ;  р а з л о ж е н и е  в р я д  Ф у р ь е  —  
Б е с с е л я  п о  с и с т е м е  ф у н к ц и й  Б е с с е л я ;  р а з л о ж е н и е  п о  р а з л и ч н ы м  
о р т о г о н а л ь н ы м  п о л и н о м а м  —  Ч е б ы ш е в а , Э р м и т а  и  д р у г и м . М е ­
т о д  р а з л о ж е н и я  п о  о р т о н о р м и р о в а н н о й  с и с т е м е  ф у н к ц и й  м о ж ­
н о  п р и м е н и т ь  и к  с л у ч а й н о й  ф у н к ц и и .

П у с т ь  X ( t )  —  с л у ч а й н а я  ф у н к ц и я , о п р е д е л е н н а я  н а  и н т е р ­
в а л е  [а,  6 ] ,  с  н у л е в ы м  м а т е м а т и ч е с к и м  о ж и д а н и е м  m x ( t ) =  0  и  
з а д а н н о й  к о р р е л я ц и о н н о й  ф у н к ц и е й  R x { i u h ) ,  tи U ^ [ a , b ] \  
{ ф * ( 0 } — п о л н а я  о р т о н о р м и р о в а н н а я  с и с т е м а  ф у н к ц и й . П р е д ­
с т а в и м  с л у ч а й н у ю  ф у н к ц и ю  X ( t )  в в и д е  р я д а  Ф у р ь е

г д е  к о э ф ф и ц и е н т ы  Ф у р ь е  А к п р е д с т а в л я ю т  с о б о й  с л у ч а й н ы е  в е ­
л и ч и н ы .

О б о з н а ч и м  ч е р е з

с у м м у  п  п е р в ы х  ч л е н о в  р а з л о ж е н и я  и б у д е м  а п п р о к с и м и р о в а т ь  
с л у ч а й н у ю  ф у н к ц и ю  X { t )  с у м м о й  X n {t).  П р и  э т о м  с р е д н я я  

; к в а д р а т и ч е с к а я  о ш и б к а  а п п р о к с и м а ц и и

б у д е т  п р е д с т а в л я т ь  с о б о й  с л у ч а й н у ю  в е л и ч и н у .
В  к а ч е с т в е  м е р ы  т о ч н о с т и  а п п р о к с и м а ц и и  п р и м е м  м а т е м а т и ­

ч е с к о е  о ж и д а н и е  к в а д р а т а  с л у ч а й н о й  в е л и ч и н ы  8 п

В е л и ч и н а  а гп, п р е д с т а в л я ю щ а я  с о б о й  д и с п е р с и ю  о ш и б о к  а п п р о к ­

с и м а ц и и , з а в и с и т  о т  в ы б о р а  с и с т е м ы  ф у н к ц и й  {ф&(гО} и о т  ч и с л а  
п.  П р и  э т о м  м о ж н о ,  н е  з а д а в а я с ь  з а р а н е е  с и с т е м о й  ф у н к ц и й

оо
( 5 .1 .1 )

П

( 5 .1 .2 )

( 5 .1 .3 )

( 5 .1 . 4 )
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{ ф * ( 0 } >  о п р е д е л и т ь  э т у  с и с т е м у ,  и с х о д я  и з  у д о в л е т в о р е н и я  н е ­
к о т о р о м у  е с т е с т в е н н о м у  у с л о в и ю . В  ч а с т н о с т и ,  м о ж н о  о п р е д е ­
л и т ь  т а к у ю  с и с т е м у  и з  з а д а н н о г о  ч и с л а  п  ф у н к ц и й  cpi ( t ) ,  
Ф г ( 0 .  • • • !  ф п ( 0 »  ч т о б ы  в е л и ч и н а  сг£ п р и  э т о й  с и с т е м е  ф у н к ц и й  
о б р а щ а л а с ь  в  м и н и м у м . Т а к и е  ф у н к ц и и  ф ^ г 1) ,  ф2{t), ..., q>n(t) 
н а з ы в а ю т  е с т е с т в е н н ы м и  о р т о г о н а л ь н ы м и  ф у н к ц и я м и . П р и  в ы ­
б р а н н ы х  т а к и м  о б р а з о м  ф у н к ц и я х  п р е д с т а в л е н и е  с л у ч а й н о й  
ф у н к ц и и  X (t) в в и д е  с у м м ы  п с л а г а е м ы х

П

х (t)« S ь̂Фй (О 
k~  1

н а з ы в а ю т  е е  р а з л о ж е н и е м  н а  с у м м у  е с т е с т в е н н ы х  о р т о г о н а л ь ­
н ы х  с о с т а в л я ю щ и х .

С ф о р м у л и р у е м  з а д а ч у  д л я  с л у ч а я ,  к о г д а  н е т  н е п р е р ы в н о й  
з а п и с и  с л у ч а й н о й  ф у н к ц и и , а  е с т ь  т о л ь к о  е е  с е ч е н и я  в д и с к р е т ­
н ы х  т о ч к а х ,  ч т о  о б ы ч н о  и м е е т  м е с т о  п р и  э к с п е р и м е н т а л ь н о м  
и з у ч е н и и  с л у ч а й н ы х  ф у н к ц и й .

П у с т ь  с л у ч а й н а я  ф у н к ц и я  X(t) с  н у л е в ы м  м а т е м а т и ч е с к и м  
о ж и д а н и е м  з а д а н а  в  к о н е ч н о м  ч и с л е  т о ч е к  tu fa, tm; 
{ ф * ( 0 } — с и с т е м а  ф у н к ц и й , т а к ж е  з а д а н н а я  в т о ч к а х  t\, fa, • • •  

Б у д е м  р а с с м а т р и в а т ь  с л у ч а й н у ю  ф у н к ц и ю  X(t) к а к  
о т -м е р н ы й  с л у ч а й н ы й  в е к т о р  X(Xi,X2, . . . ,  Xm) , к о м п о н е н т а м и  
к о т о р о г о  я в л я ю т с я  с е ч е н и я  с л у ч а й н о й  ф у н к ц и и

Х ^ Х (ty), Х2 =  Х (t2), Xm =  X(tm).
Ф у н к ц и и  ф * ( 0  т а к ж е  б у д е м  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  т - м е р н ы е  

в е к т о р ы

ф‘ (ф?» Фа* • ■ ■> Фт)>
к о м п о н е н т а м и  к о т о р ы х  я в л я ю т с я  з н а ч е н и я  ф у н к ц и и  ф * ( / )  в  т о ч ­
к а х  ti, т. е .

Ч »2=Ф *(^)- • • • '  Фт =  ф Л и -
Б у д е м  с ч и т а т ь  в е к т о р ы  о р т о г о н а л ь н ы м и  и  н о р м и р о в а н ­

н ы м и  ( о р т о н о р м и р о в а н н ы м и ) .

Два вектора a(oi, а2, ..., ат) и b (bi, b2, ..., Ь„) называются ортого­
нальными, если их скалярное произведение равно нулю

т
(а • Ь) =  £  aibi =  °* (5.1.5)

i =  l

Вектор а называется нормированным, если его длина равна единице

д / Е а? = 1 - (5.1.6)
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Условие ортонормированности векторов {<р*} запишется в виде 

Д к , Г 1 при k =  l,
S , w - b  . р ,  k ^ L

П р е д с т а в и м  с л у ч а й н ы й  в е к т о р  X  в в и д е  л и н е й н о й  к о м б и н а ­
ц и и  в е к т о р о в  {ф й}

П

Х ~ £  A w -  (5.1.8)
к =  1

г д е  к о э ф ф и ц и е н т ы  A k п р е д с т а в л я ю т  с о б о й  л и н е й н ы е  к о м б и н а ц и и  
к о м п о н е н т  с л у ч а й н о г о  в е к т о р а

т
A k = Z x $ .  ( 5 .1 .9 )

В е к т о р н о е  р а в е н с т в о  ( 5 .1 .8 ) ,  з а п и с а н н о е  д л я  к о м п о н е н т  в е к ­
т о р о в , п р и в о д и т  к  с и с т е м е  р а в е н с т в

П

X { ™ Z A kq>$, i — l, 2 ,  . . . ,  т. ( 5 .1 .1 0 )
1

Д и с п е р с и я  о ш и б к и  а п п р о к с и м а ц и и  с л у ч а й н о г о  в е к т о р а  X  с у м ­
м о й  ( 5 .1 .8 )  о п р е д е л и т с я  в в и д е

( т  г  п - 2

( т  г п п п i  \

- " { I х ' ~  £  v w + £ « ? ,  Л‘ЛМ  I  -
f т  п т  т

=  м \  E ^ ? - 2 S  I  Z x tx $ t fС i = l k*=l i =1 /=1 1 1
ti n m \

+  Z  I , A kA t Z  ( 5 .1 .1 1 )
Ы  1=1 i= I  J

П о с л е д н я я  с у м м а  в р а в е н с т в е  ( 5 .1 .1 1 ) ,  в с и л у  ( 5 .1 .7 )  р а в н а

+

п п т  п п т  т
X  2  2  « г / р ; < р М 5 - 1 Л 2 >

Й = 1 1=1 1 =  1 &=1 &= 1 1 = 1 / =  1

О т с ю д а  п о л у ч а е м
т  п т  т

S  Е З Д ,  <5.1.13)
j =  l й = 1  г — 1 /  =  1

г д е  R n  —  к о р р е л я ц и о н н ы е  м о м е н т ы  м е ж д у  с е ч е н и я м и  с л у ч а й н о й  
ф у н к ц и и  X i  =  X ( t i )  и X f =  X ( t j ) ,  т . е . э л е м е н т ы  к о р р е л я ц и о н ­
н о й  м а т р и ц ы  И-Кг/И с л у ч а й н о г о  в е к т о р а  X .
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Б у д е м  и с к а т ь  т а к у ю  с и с т е м у  о р т о н о р м и р о в а н н ы х  в е к т о р о в  

{ ф * } , п р и  к о т о р о й  в е л и ч и н а  а 2п п р и н и м а е т  н а и м е н ь ш е е  з н а ч е н и е ,  

и л и , ч т о  т о  ж е  с а м о е ,  п р и  к о т о р о й  т р о й н а я  с у м м а  в  ( 5 .1 .1 3 )  п р и ­
н и м а е т  н а и б о л ь ш е е  з н а ч е н и е .

Т а к и е  в е к т о р ы  б у д е м  н а з ы в а т ь  е с т е с т в е н н ы м и  о р т о г о н а л ь ­
н ы м и  в е к т о р а м и  с л у ч а й н о г о  в е к т о р а  X , а  р а з л о ж е н и е  ( 5 .1 .8 )  
п р и  т а к о м  в ы б о р е  в е к т о р о в  {<р*}— р а з л о ж е н и е м  с л у ч а й н о г о  в е к ­
т о р а  н а  е с т е с т в е н н ы е  о р т о г о н а л ь н ы е  с о с т а в л я ю щ и е .

Т а к  к а к  к о р р е л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  я в ­
л я е т с я  п о л о ж и т е л ь н о  о п р е д е л е н н о й ,  т о  к а ж д о е  с л а г а е м о е

я в л я е т с я  н е о т р и ц а т е л ь н ы м , с л е д о в а т е л ь н о ,  з а д а ч а  с в о д и т с я  к  
о п р е д е л е н и ю  т а к и х  о р т о н о р м и р о в а н н ы х  в е к т о р о в  {<pfe} ,  ч т о б ы  
к а ж д о е  с л а г а е м о е  bk  п р и н и м а л о  н а и б о л ь ш е е  з н а ч е н и е .

5.2. Нахождение естественных ортогональных 
составляющих

Р а с с м о т р и м  с и с т е м у  у р а в н е н и й

З н а ч е н и я  п а р а м е т р а  Я, п р и  к о т о р ы х  с и с т е м а  ( 5 .2 .1 )  и м е е т  р е ­
ш е н и я  'ф (ф ь  фг, фиг), о т л и ч н ы е  о т  н у л е в о г о  в е к т о р а ,  н а з ы ­
в а ю т с я  с о б с т в е н н ы м и  ч и с л а м и  м а т р и ц ы  HR,-/II к о э ф ф и ц и е н т о в  
э т о й  с и с т е м ы , а  р е ш е н и я  ф 6 , п о л у ч а ю щ и е с я  п р и  д а н н о м  с о б ­
с т в е н н о м  ч и с л е  %k, н а з ы в а ю т с я  с о б с т в е н н ы м и  в е к т о р а м и  м а т ­
р и ц ы  \\Rij\\, с о о т в е т с т в у ю щ и м и  с о б с т в е н н о м у  ч и с л у  %k-

К о р р е л я ц и о н н а я  м а т р и ц а  |U?;/I! с и с т е м ы  ( 5 .2 .1 ) ,  к а к  и з в е с т н о ,  
я в л я е т с я  с и м м е т р и ч н о й .

С о б с т в е н н ы е  в е к т о р ы  д е й с т в и т е л ь н о й  с и м м е т р и ч н о й  м а т ­
р и ц ы , с о о т в е т с т в у ю щ и е  р а з л и ч н ы м  с о б с т в е н н ы м  ч и с л а м , о р т о г о ­
н а л ь н ы  м е ж д у  с о б о й .

Д е й с т в и т е л ь н о ,  в о з ь м е м  д в а  с о б с т в е н н ы х  в е к т о р а  ф*= и фг, 
с о о т в е т с т в у ю щ и х  с о б с т в е н н ы м  ч и с л а м  K k и  Xi, И ф  I, и м е е м

m  тп

( 5 .1 .1 4 )

ТП

( 5 .2 .1 )

m

ТП

10 Д- И. Казакевич
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У м н о ж и м  к а ж д о е  и з  р а в е н с т в  ( 5 .2 .2 )  н а  ср? и  с л о ж и м , к а ж ­

д о е  и з  р а в е н с т в  ( 5 .2 .3 )  у м н о ж и м  н а  cpf и  т а к ж е  с л о ж и м :

Е с л и  % к е с т ь  с о б с т в е н н о е  ч и с л о  к о р р е л я ц и о н н о й  м а т р и ц ы , а  

Ф* (<Pi. Ф*> • • • >  Ф т ) —  с о о т в е т с т в у ю щ и й  е м у  с о б с т в е н н ы й  в е к т о р ,  
т о  ( 5 .2 .7 )  м о ж е м  з а п и с а т ь  в в и д е

О т с ю д а  в и д н о ,  ч т о  с о б с т в е н н ы е  ч и с л а  к о р р е л я ц и о н н о й  м а т ­
р и ц ы  п р е д с т а в л я ю т  с о б о й  д и с п е р с и и  л и н е й н ы х  к о м б и н а ц и й  А к. 
Э т о  п о к а з ы в а е т ,  в ч а с т н о с т и ,  ч т о  с о б с т в е н н ы е  ч и с л а  к о р р е л я ­
ц и о н н о й  м а т р и ц ы  я в л я ю т с я  н е о т р и ц а т е л ь н ы м и .

Р а с п о л о ж и м  с о б с т в е н н ы е  ч и с л а  к о р р е л я ц и о н н о й  м а т р и ц ы  в  
п о р я д к е  у б ы в а н и я  Яг ^  %2 ^  Я3 ^  . . .  и п у с т ь  ф1, ф2, ф3 . . .  —  
с о о т в е т с т в у ю щ и е  и м  с о б с т в е н н ы е  в е к т о р ы .

И м е е т  м е с т о  с л е д у ю щ а я  т е о р е м а  о б  э к с т р е м а л ь н ы х  с в о й ­
с т в а х  с о б с т в е н н ы х  ч и с е л  и  с о б с т в е н н ы х  в е к т о р о в  с и м м е т р и ч н о й  
м а т р и ц ы .

Теорема. На множестве нормированных векторов <p (<pi, фг, ..., фт) 
сумма

т  т  тт
( 5 .2 .4 )

т  т  тт
( 5 .2 .5 )

В ы ч и т а я  ( 5 .2 .5 )  и з  ( 5 .2 .4 ) ,  п о л у ч а е м

т
[ К  -  \ )  Е  ф ? ф |  =  о. ( 5 .2 .6 )

т
Т а к  к а к  X k —  X t ф  0 ,  т о  Е  Ф^Ф* =  0 ,  т . е .  в е к т о р ы  ф 6 и  ф*

( т  т  \  т  т
= м\ Е Е х{х ф )  [ =  Е Ея

U - 1  / - 1  ' 1 )  М  /=1
( 5 .2 .7 )

т т т

т  т
Е Ê /'pi'p-
г = 1 /=1

(5.2.9)
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имеет максимум, равный наибольшему собственному числу Xi матрицы НЛгД. 
Этот максимум достигается при векторе ср равном собственному вектору ф1, 
соответствующему собственному числу Xi.

На множестве нормированных векторов, ортогональных к первым п — 1 
собственным векторам ф1, ф2, ф"-1 матрицы ||/?г/[|, сумма (5.2.9) имеет
максимум, равный собственному числу Хп, который достигается при ф =  ф".

Доказательство. Пусть ф1, ф2, ..., фт —  линейно независимые собствен­
ные векторы матрицы || Яц II, тогда вектор ф можно представить в виде их
линейной комбинации

ф =  с^ф5 +  с2Ф2 +  . . .  +  Cm<рт . (5.2.10;

Подставляя (5.2.10) в (5.2.9), получим

m m  m m  m m

Е Ё*г/ФгФ/=Ё Е%Е E<WPi4' =
i = l  /= 1  Ы 1 /« 1  £=1 1=1

m m m
-  Е 4 Е Е Ri,vhb f5.2.m

A = I i = l  /=1

в силу ортогональности собственных векторов.
Используя (5.1.5) и условие нормированности векторов ф, получим

m m m m

Е Е /̂Ф|Ф/= Е 4й* Е [фП2=
f= i  /« 1  /е=1

m m

=  Е v ! < * i E  4 = * ,  (5.2.12)
б - i  fe=i

Сумма (5.2.9) будет иметь максимальное значение, равное при ф =  ф1, 
так как в этом случае

Cj.-l, c2=...==c m  =  0.

Пусть теперь вектор ф ортогонален к собственным векторам ф1, ф2, ..., ф"-1, 
тогда в разложении (5.2.10) ci =  сг — ... =  cn-i =  0 и из (5.2.12) получим

m m  m

Е E*i/4W/- Е v i < v  <5-2-13>
i = 1 / = 1  к=п

Равенство в (5.2.13) достигается при ф =  ф™. Если выбрать в качестве си­
стемы векторов {ф'4 при разложении случайного вектора X (5.1.8) собствен­
ные векторы корреляционной матрицы II Ri, II, то дисперсия ошибки аппрокси­
мации сг| определится в виде

< 4 = E * » - E v  <5-2-14)
к= 1

где — собственные числа корреляционной матрицы.

Т а к и м  о б р а з о м ,  в к а ч е с т в е  е с т е с т в е н н ы х  о р т о г о н а л ь н ы х  в е к ­
т о р о в  п р и  р а з л о ж е н и и  с л у ч а й н о г о  в е к т о р а  н а  с у м м у  п  е с т е ­
с т в е н н ы х  о р т о г о н а л ь н ы х  с о с т а в л я ю щ и х  н у ж н о  в з я т ь  п  с о б с т в е н ­
н ы х  в е к т о р о в  к о р р е л я ц и о н н о й  м а т р и ц ы , с о о т в е т с т в у ю щ и х  п е р ­
в ы м  п  с о б с т в е н н ы м  е е  ч и с л а м .

ю *
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П р и  в ы б о р е  в к а ч е с т в е  в е к т о р о в  {<рА} с о б с т в е н н ы х  в е к т о р о в  
к о р р е л я ц и о н н о й  м а т р и ц ы  к о э ф ф и ц и е н т ы  Л *  р а з л о ж е н и я  ( 5 .1 .8 )  
я в л я ю т с я  п о п а р н о  н е к о р р е л и р о в а н н ы м и . Д е й с т в и т е л ь н о ,

т  т

т  т  т
=  Z  Ф* Z  R i M  =  \  X  ФгФг =  0  п р и  k  ф  I. ( 5 .2 .1 5 )i — l / = 1 1 = 1

Т а к  к а к  с о б с т в е н н ы е  ч и с л а  % k к о р р е л я ц и о н н о й  м а т р и ц ы  я в л я ю т -  
с я  д и с п е р с и я м и  к о э ф ф и ц и е н т о в  р а з л о ж е н и я  с л у ч а й н о г о  в е к т о р а  
п о  с о б с т в е н н ы м  в е к т о р а м  к о р р е л я ц и о н н о й  м а т р и ц ы , т о  з а д а ч у  
о  р а з л о ж е н и и  с л у ч а й н о г о  в е к т о р а  н а  с у м м у  е с т е с т в е н н ы х  о р т о ­
г о н а л ь н ы х  с о с т а в л я ю щ и х  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  в с л е д у ю щ е й  
п о с т а н о в к е .  П у с т ь  и м е е т с я ,  н а п р и м е р , m  з н а ч е н и й  м е т е о э л е ­
м е н т а  х\, х 2, . • . ,  х т. Э т о  м о г у т  б ы т ь  з н а ч е н и я  н а  т  р а з л и ч н ы х  
у р о в н я х  и л и  в т  р а з л и ч н ы х  т о ч к а х  н а  о д н о й  и з о б а р и ч е с к о й  
п о в е р х н о с т и , и л и  з н а ч е н и я  в о д н о й  т о ч к е , н о  в р а з л и ч н ы е  м о ­
м е н т ы  в р е м е н и . И щ у т с я  т а к и е  о р т о н о р м и р о в а н н ы е  в е к т о р ы
ipfe (ф ^, q>£, . . . ,  ф ^ ) ,  т . е . т а к и е  л и н е й н ы е  к о м б и н а ц и и  м е т е о э л е ­

м е н т о в  xi, i —  1 , 2 ,  . . . ,  т  в и д а
т

Л к =  ( 5 .2 .1 6 )

п р и  к о т о р ы х  д и с п е р с и и  э т и х  л и н е й н ы х  к о м б и н а ц и й
(  Г т  - | 2 \  / т  т

б ы л и  б ы  м а к с и м а л ь н ы м и .
К а ж д ы й  т а к о й  в е к т о р  ф* п р е д с т а в л я е т  с о б о й  с о б с т в е н н ы й  

в е к т о р  к о р р е л я ц и о н н о й  м а т р и ц ы  | |£ / ; | | .  С о о т в е т с т в у ю щ е е  т а к о м у  
в е к т о р у  с о б с т в е н н о е  ч и с л о  м а т р и ц ы  ||/?г/|| р а в н о  д и с п е р с и и  л и ­
н е й н о й  к о м б и н а ц и и  Ak.

С м ы с л  р а з л о ж е н и я  с л у ч а й н о й  ф у н к ц и и  н а  с у м м у  е с т е с т в е н ­
н ы х  о р т о г о н а л ь н ы х  с о с т а в л я ю щ и х  с о с т о и т  в т о м , ч т о  и з  б о л ь ­
ш о г о  ч и с л а  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  д а н н ы х  п р е ж д е  в с е г о  о т б и р а е т ­
с я  л и н е й н а я  к о м б и н а ц и я  А \ ,  и м е ю щ а я  н а и б о л ь ш у ю  и з м е н ч и ­
в о с т ь  ( д и с п е р с и ю ) .  Э т а  л и н е й н а я  к о м б и н а ц и я  с о о т в е т с т в у е т  
с о б с т в е н н о м у  в е к т о р у  к о р р е л я ц и о н н о й  м а т р и ц ы  -ф1, с о о т в е т с т в у ю ­
щ е м у  н а и б о л ь ш е м у  и з  с о б с т в е н н ы х  ч и с е л . Д а л е е  р а с с м а т р и ­
в а ю т с я  л и н е й н ы е  к о м б и н а ц и и  Ak,  н е к о р р е л и р о в а н н ы е  с  A i, и и з  
н и х  в ы б и р а е т с я  т а  к о м б и н а ц и я  А 2, к о т о р а я  и м е е т  н а и б о л ь ш у ю  
и з м е н ч и в о с т ь , и т . д .  П о с л е  о т б о р а  н е б о л ь ш о г о  ч и с л а  т а к и х  
к о м б и н а ц и й  и з м е н ч и в о с т ь  в с е х  о с т а л ь н ы х  л и н е й н ы х  к о м б и н а ­
ц и й  о к а з ы в а е т с я  у ж е  м а л о й . П о э т о м у ,  с т р е м я с ь  о п и с а т ь  б о л ь ­
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ш у ю  ч а с т ь  и з м е н ч и в о с т и ,  п р и с у щ е й  с о в о к у п н о с т и  з н а ч е н и и  х\,  
Х2, ■ ■ ■, х т, м о ж н о  и с п о л ь з о в а т ь  н е  в с е  л и н е й н ы е  к о м б и н а ц и и  
Л  А, а  л и ш ь  н е с к о л ь к о  т а к и х  к о м б и н а ц и й , с о о т в е т с т в у ю щ и х  н а и ­
б о л ь ш и м  с о б с т в е н н ы м  ч и с л а м  X k.

Д л я  о ц е н к и  д о п у щ е н н о й  п р и  э т о м  п о г р е ш н о с т и  м о ж н о  и с ­
п о л ь з о в а т ь  о т н о с и т е л ь н у ю  д и с п е р с и ю  о ш и б к и

A l U i - t  **ф?Т}
У]2Л = — 11= 1  , ( 5 .2 .1 8 >

М

к о т о р а я  д л я  м и н и м а л ь н о й  д и с п е р с и и  в с о о т в е т с т в и и  с  ( 5 .2 .1 4 )  
и с  у ч е т о м  и з в е с т н о г о  р а в е н с т в а

з а п и ш е т с я  в в и д е

В е л и ч и н а

L R u - Z K  ( 5 .2 .1 9 )

П

Ё  h
-------• ( 5 .2 .2 0 )

k~\

П

Z h

dn  =  ~ ~  ( 5 - 2 .2 1 )

k= i

х а р а к т е р и з у е т  д о л ю  п е р в ы х  п  е с т е с т в е н н ы х  с о с т а в л я ю щ и х  в  
с у м м а р н о й  д и с п е р с и и .

Т а к и м  о б р а з о м ,  р а з л о ж е н и е  с л у ч а й н о й  ф у н к ц и и  п о  е с т е с т в е н ­
н ы м  о р т о г о н а л ь н ы м  с о с т а в л я ю щ и м  п о  с р а в н е н и ю  с  р а з л о ж е ­
н и е м  е е  п о  л ю б о й  д р у г о й  с и с т е м е  о р т о н о р м и р о в а н н ы х  ф у н к ц и й  
и л и  в е к т о р о в  д а е т  н а и б о л е е  б ы с т р о е  у б ы в а н и е  д и с п е р с и и  о т  о д ­
н о й  с о с т а в л я ю щ е й  к  д р у г о й .

З а д а ч а  о т ы с к а н и я  с о б с т в е н н ы х  ч и с е л  и с о б с т в е н н ы х  в е к т о ­
р о в  м а т р и ц ы  я в л я е т с я  о д н о й  и з  ф у н д а м е н т а л ь н ы х  з а д а ч  л и н е й ­
н о й  а л г е б р ы . С и с т е м у  ( 5 .2 .1 ) ,  п е р е н е с я  ч л е н ы  и з  п р а в о й  ч а с т и
у р а в н е н и я  в л е в у ю , м о ж н о  з а п и с а т ь  в  в и д е

(Яц — А) ф! +  Ri2<p2 +  ••• + ^ 1тФт =  0  

■/?21Ф1 +  (R 22 — Ф2 +  • • - +  - 2̂отФт ~  0

Rmffll +  Rm2̂ 2 +  • • • +  (Rmm Фт — 0 (5 .2 .22)
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С и с т е м а  о д н о р о д н ы х  у р а в н е н и й  ( 5 .2 .2 2 )  б у д е т  и м е т ь  р е ш е н и я ,  
о т л и ч н ы е  о т  н у л е в о г о  в е к т о р а ,  в т о м  и т о л ь к о  в т о м  с л у ч а е ,  
к о г д а  о п р е д е л и т е л ь  с и с т е м ы  р а в е н  н у л ю , т . е . к о г д а  и м е е т  м е ­
с т о  у р а в н е н и е

R u  Я R l 2 ■ ■ R i m .

R . 2 1 R 22 —  х  . • ■ R z m =  0 . ( 5 .2 .2 3 )

R m l R m 2 •  R m t n  ^

Э т о  у р а в н е н и е  н а з ы в а е т с я  х а р а к т е р и с т и ч е с к и м  у р а в н е н и е м  м а т ­
р и ц ы  к о э ф ф и ц и е н т о в  и л и  в е к о в ы м  у р а в н е н и е м .  Р а с к р ы в а я  
о п р е д е л и т е л ь  ( 5 .2 .2 3 ) ,  м о ж е м  з а п и с а т ь  е г о  в в и д е  а л г е б р а и ч е ­
с к о г о  у р а в н е н и я  о т н о с и т е л ь н о  Я

_  Plx m~l -  р21т~2 -  . . .  -  рт_ хХ -  рт =  0 . ( 5 .2 .2 4 )

Т а к и м  о б р а з о м ,  с о б с т в е н н ы е  ч и с л а  м а т р и ц ы  ||# » / || я в л я ю т с я  к о р ­
н я м и  у р а в н е н и я  т -й  с т е п е н и  ( 5 .2 .2 4 )  и , с л е д о в а т е л ь н о ,  в о о б щ е  
г о в о р я ,  и м е е т с я  т  с о б с т в е н н ы х  ч и с е л  Яь Яг, . . . ,  Хт, к о т о р ы е  
м о ж н о  р а с п о л о ж и т ь  в у б ы в а ю щ е м  п о р я д к е .  Д л я  о п р е д е л е н и я  
с о б с т в е н н о г о  в е к т о р а  ср1 (tp j,.<р], . . . ,  <р^), с о о т в е т с т в у ю щ е г о  

н а и б о л ь ш е м у  с о б с т в е н н о м у  ч и с л у  Яь к о т о р ы й  и  б у д е т  п р е д с т а в ­
л я т ь  с о б о й  п е р в ы й  е с т е с т в е н н ы й  о р т о г о н а л ь н ы й  в е к т о р  п р и  р а з ­
л о ж е н и и  с л у ч а й н о г о  в е к т о р а  ( 5 .1 . 8 ) ,  н у ж н о  в с и с т е м е  ( 5 .2 .2 2 )  
п о л о ж и т ь  Я =  Я1 и н а й т и  р е ш е н и е  э т о й  с и с т е м ы . К а ж д ы й  п о с л е ­
д у ю щ и й  е с т е с т в е н н ы й  о р т о г о н а л ь н ы й  в е к т о р  <р2, ф 3, . . . ,  <рга б у ­
д е м  н а х о д и т ь  к а к  р е ш е н и е  с и с т е м ы  ( 5 .2 .2 2 )  п р и  Я =  Яг, Яз, . . .  
. . . ,  Хп-

К о э ф ф и ц и е н т ы  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  ( 5 .2 .2 4 )  я в ­
л я ю т с я  с  т о ч н о с т ь ю  д о  з н а к а  с у м м а м и  в с е х  м и н о р о в  о п р е д е л и ­
т е л я  м а т р и ц ы  ||/? (/|| п о р я д к а  i, о п и р а ю щ и х с я  н а  г л а в н у ю  д и а г о ­
н а л ь . Н е п о с р е д с т в е н н о е  в ы ч и с л е н и е  к о э ф ф и ц и е н т о в  p i  я в л я е т с я  
ч р е з в ы ч а й н о  г р о м о з д к и м  и т р е б у е т  о г р о м н о г о  ч и с л а  о п е р а ц и й .

В  л и н е й н о й  а л г е б р е  р а з р а б о т а н  р я д  м е т о д о в ,  у п р о щ а ю щ и х  
р е ш е н и е  з а д а ч и  о п р е д е л е н и я  с о б с т в е н н ы х  ч и с е л  и  с о б с т в е н н ы х  
в е к т о р о в  м а т р и ц ы . Б о л ь ш и н с т в о  т а к и х  м е т о д о в  в к л ю ч а е т  п р е д ­
в а р и т е л ь н о е  в ы ч и с л е н и е  к о э ф ф и ц и е н т о в  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  
у р а в н е н и я ,  м и н у я  в ы ч и с л е н и е  м н о г о ч и с л е н н ы х  м и н о р о в . С о б ­
с т в е н н ы е  ч и с л а  з а т е м  в ы ч и с л я ю т с я  п о  к а к о м у - л и б о  м е т о д у  п р и ­
б л и ж е н н о г о  в ы ч и с л е н и я  к о р н е й  п о л и н о м а . П о  б о л ь ш е й  ч а с т и  
с о б с т в е н н ы е  в е к т о р ы  м а т р и ц ы  у д а е т с я  о п р е д е л и т ь ,  и с п о л ь з у я  
п р о м е ж у т о ч н ы е  р е з у л ь т а т ы  в ы ч и с л е н и й , п р о в е д е н н ы х  д л я . о п р е ­
д е л е н и я  к о э ф ф и ц и е н т о в  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я .

П р и  р а з л о ж е н и и  с л у ч а й н о г о  в е к т о р а  н а  с у м м у  е с т е с т в е н н ы х  
о р т о г о н а л ь н ы х  с о с т а в л я ю щ и х  о б ы ч н о  о г р а н и ч и в а ю т с я  н е с к о л ь ­
к и м и  п е р в ы м и  с о с т а в л я ю щ и м и , т . е . и с п о л ь з у ю т с я  т о л ь к о  н е -
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с к о л ь к о  с о б с т в е н н ы х  в е к т о р о в  к о р р е л я ц и о н н о й  м а т р и ц ы , с о о т ­
в е т с т в у ю щ и х  е е  н а и б о л ь ш и м  с о б с т в е н н ы м  ч и с л а м . З а д а ч а  н а ­
х о ж д е н и я  о д н о г о  и л и  н е с к о л ь к и х  с о б с т в е н н ы х  ч и с е л  м а т р и ц ы  и  
с о о т в е т с т в у ю щ и х  и м  с о б с т в е н н ы х  в е к т о р о в , н о с и т  в л и н е й н о й  
а л г е б р е  н а з в а н и е  ч а с т и ч н о й  п р о б л е м ы . с о б с т в е н н ы х  з н а ч е н и й ,  
в о т л и ч и е  о т  п о л н о й  п р о б л е м ы , к о г д а  т р е б у е т с я  о п р е д е л и т ь  в с е  
с о б с т в е н н ы е  ч и с л а  и  с о б с т в е н н ы е  в е к т о р ы  м а т р и ц ы . Д л я  р е ш е ­
н и я  ч а с т и ч н о й  п р о б л е м ы  в е с ь м а  э ф ф е к т и в н ы м и  о к а з ы в а ю т с я  
и т е р а ц и о н н ы е  м е т о д ы , в к о т о р ы х  с о б с т в е н н ы е  ч и с л а  п о л у ч а ю т  
к а к  п р е д е л ы  н е к о т о р ы х  ч и с л о в ы х  п о с л е д о в а т е л ь н о с т е й ,  т а к  ж е  
к а к  и к о м п о н е н т ы  с о о т в е т с т в у ю щ и х  и м  с о б с т в е н н ы х  в е к т о р о в .  
В  и т е р а ц и о н н ы х  м е т о д а х  с о б с т в е н н ы е  ч и с л а  о б ы ч н о  в ы ч и с л я ю т ­
с я  н е п о с р е д с т в е н н о ,  б е з  п р е д в а р и т е л ь н о г о  в ы ч и с л е н и я  к о э ф ф и ­
ц и е н т о в  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я , ч т о  с у щ е с т в е н н о  о б л е г ­
ч а е т  з а д а ч у .  И т е р а ц и о н н ы е  м е т о д ы  б о л е е  п р и с п о с о б л е н ы  д л я  
р е ш е н и я  н а  э л е к т р о н н ы х  в ы ч и с л и т е л ь н ы х  м а ш и н а х ,  ч т о  я в л я е т ­
с я  о с о б е н н о  в а ж н ы м . И м е ю т с я  с т а н д а р т н ы е  п р о г р а м м ы  д л я  о п ­
р е д е л е н и я  с о б с т в е н н ы х  ч и с е л  и  с о б с т в е н н ы х  в е к т о р о в  с  п о м о щ ь ю  
Э В М .

М е т о д  р а з л о ж е н и я  с л у ч а й н ы х  ф у н к ц и й  н а  е с т е с т в е н н ы е  о р ­
т о г о н а л ь н ы е  с о с т а в л я ю щ и е ,  п о з в о л я ю щ и й  в ы д е л и т ь  и з  б о л ь ш о г о  
ч и с л а  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  д а н н ы х  н а и б о л е е  с у щ е с т в е н н ы е  о с о ­
б е н н о с т и  и  и с к л ю ч и т ь  м е л к и е  д е т а л и ,  н а ш е л  ш и р о к о е  п р и м е н е ­
н и е  п р и  о п и с а н и и  с т а т и с т и ч е с к о й  с т р у к т у р ы  м е т е о р о л о г и ч е с к и х  
п о л е й .

Д л я  п р и м е р а  р а с с м о т р и м  р а з л о ж е н и е  п о  е с т е с т в е н н ы м  о р т о ­
г о н а л ь н ы м  с о с т а в л я ю щ и м  в е р т и к а л ь н ы х  п р о ф и л е й  п о л я  г е о п о ­
т е н ц и а л а ,  в ы п о л н е н н о е  Л . В . Р у х о в ц о м .  В  к а ч е с т в е  и с х о д н о г о  
э м п и р и ч е с к о г о  м а т е р и а л а  и с п о л ь з о в а л и с ь  з н а ч е н и я  г е о п о т е н ­
ц и а л а  н а  ш е с т и  и з о б а р и ч е с к и х  п о в е р х н о с т я х  ( 1 0 0 0 ,  8 5 0 ,  7 0 0 ,  5 0 0 ,  
2 0 0  и  2 0 0  г П а )  п о  ч е т ы р е м  в ы б о р к а м :  п е р в а я  в ы б о р к а  о х в а т ы ­
в а е т  п е р и о д  10 д н е й ,  с  2 3  я н в а р я  п о  1 ф е в р а л я  1 9 6 9  г о д а ;  в т о ­
р а я —  10 д н е й ,  с  15  п о  2 4  а п р е л я  1 9 5 9  г.; т р е т ь я —  11 д н е й ,  с  6  
п о  16  и ю л я  1 9 5 9  г.; ч е т в е р т а я — 10 д н е й ,  с  2 0  п о  2 9  о к т я б р я  
1 9 5 9  г . Н е с к о л ь к о  в ы б о р о к  в з я т о  д л я  т о г о ,  ч т о б ы  и с с л е д о в а т ь  
в о п р о с  о б  у с т о й ч и в о с т и  р а з л о ж е н и я .  Е с л и  п о л у ч е н н ы е  п о  о д н о й  
в ы б о р к е  о п т и м а л ь н ы е  о р т о г о н а л ь н ы е  е с т е с т в е н н ы е  с о с т а в л я ю ­
щ и е  т е р я ю т  с в о ю  о п т и м а л ь н о с т ь  п р и  п е р е х о д е  к  д р у г и м  в ы б о р ­
к а м , т о  и с п о л ь з о в а н и е  т а к и х  р а з л о ж е н и й  в п р а к т и ч е с к и х  п р и л о ­
ж е н и я х  с т а н о в и т с я  м а л о э ф ф е к т и в н ы м  и н е  б у д е т  о б л а д а т ь  п р е ­
и м у щ е с т в а м и  п е р е д  и с п о л ь з о в а н и е м  р а з л о ж е н и й  п о  д р у г и м  
з а д а н н ы м  с и с т е м а м  о р т о г о н а л ь н ы х  ф у н к ц и й .

Д а н н ы е  с н и м а л и с ь  в 'у з л а х  р е г у л я р н о й  с е т к и  н а д  т е р р и т о ­
р и е й  Е в р о п ы . Д л я  к а ж д о г о  с е з о н а  и м е л о с ь  н е  м е н е е  9 9 0  з н а ч е ­
н и й  с у т о ч н ы х  и з м е н е н и й  г е о п о т е н ц и а л а ,  х о т я  н е  в с е  з н а ч е н и я  
я в л я л и с ь  н е з а в и с и м ы м и . Д л я  и с с л е д о в а н и я  з а в и с и м о с т и  е с т е ­
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с т в е н н ы х  о р т о г о н а л ь н ы х  ф у н к ц и й  о т  ш и р о т ы  в с я  т е р р и т о р и я  п о  
ш и р о т е  б ы л а  р а з б и т а  н а  т р и  р а й о н а .  П о  д а н н ы м  т р е т ь е й  в ы ­
б о р к и ,  с о д е р ж а щ е й  м а к с и м а л ь н о е  ч и с л о  з н а ч е н и й , д л я  к а ж д о г о  
и з  т р е х  р а й о н о в  б ы л и  в ы ч и с л е н ы  к о р р е л я ц и о н н ы е  м а т р и ц ы  
| |/? г /||,  о п и с ы в а ю щ и е  м е ж у р о в е н н у ю  с в я з ь  с у т о ч н ы х  и з м е н е н и й  
г е о п о т е н ц и а л а  н а  в с е х  ш е с т и  и з о б а р и ч е с к и х  п о в е р х н о с т я х .  Т а к  
к а к  р а с с м а т р и в а л и с ь  д а н н ы е  н а  ш е с т и  с т а н д а р т н ы х  у р о в н я х ,  т о  
к о р р е л я ц и о н н а я  м а т р и ц а  ||/?£,-|| е с т ь  м а т р и ц а  ш е с т о г о  п о р я д к а .

В ы ч и с л е н и е  с у т о ч н ы х  и з м е н е н и й , к о р р е л я ц и о н н ы х  м а т р и ц ,

Таблица 5.1
Выборка

к 1 2 3 4
н ап% h dn % h dn°!° Ч dn %

1 559,8 80,9 195,2 66,2 184,7 73,5 625,2 80,2
2 93,4 94,4 59,4 86,3 40,8 89,7 115,5 95,0
3 22,5 97,6 18,5 92,6 14,2 95,3 21,0 97,7
4 10,6 99,2 1.1,0 96,3 5,5 97,5 10,7 99,0
5 3,6 99,7 8,7 99,3 4,2 99,2 5,1 99,7
6 2,1 100 2,1 100 1,9 100 2,4 100

с о б с т в е н н ы х  ч и с е л  и  с о б с т в е н н ы х  в е к т о р о в  п р о и з в о д и л о с ь  н а  
Э В М .

К о р р е л я ц и о н н ы е  м а т р и ц ы  д л я  р а з н ы х  р а й о н о в  в с л е д с т в и е  
р о с т а  и з м е н ч и в о с т и  г е о п о т е н ц и а л а  с  ш и р о т о й  о к а з а л и с ь  с у щ е ­
с т в е н н о  р а з л и ч н ы м и . В м е с т е  с  т е м , с о б с т в е н н ы е  в е к т о р ы  э т и х  
м а т р и ц  д о в о л ь н о  б л и з к и  д р у г  к  д р у г у .

Д л я  в ы я в л е н и я  х а р а к т е р а  у с т о й ч и в о с т и  с о б с т в е н н ы х  в е к т о ­
р о в  б ы л и  р а с с ч и т а н ы  и х  з н а ч е н и я  д л я  к а ж д о й  и з  ч е т ы р е х  в ы ­
б о р о к  п о  о д н о м у  р а й о н у .  О к а з а л о с ь ,  ч т о  ф о р м ы  с о б с т в е н н ы х  
в е к т о р о в  д л я  р а з л и ч н ы х  с е з о н о в  б л и з к и  м е ж д у  с о б о й ,  о с о б е н н о  
э т о  о т н о с и т с я  к  п е р в ы м  д в у м  с о б с т в е н н ы м  в е к т о р а м .

В  т а б л .  5 .1  п р и в е д е н ы  з н а ч е н и я  с о б с т в е н н ы х  ч и с е л  к о р р е л я ­
ц и о н н о й  м а т р и ц ы  д л я  к а ж д о й  в ы б о р к и  и в е л и ч и н ы  d n ( с м .  
( 5 . 2 . 2 1 ) ) ,  х а р а к т е р и з у ю щ и е  д о л ю  п е р в ы х  п  е с т е с т в е н н ы х  о р т о ­

г о н а л ь н ы х  с о с т а в л я ю щ и х  в д и с п е р с и и  р а з л о ж е н и я  ( 5 .1 .8 )  п р и  
п  —  1, 2 , 3 , . . . ,  6 , т . е . п р и  о г р а н и ч е н и и  о д н и м , д в у м я ,  т р е м я  
и  т . д .  с л а г а е м ы м и  в с у м м е  ( 5 .1 .8 ) .

И з  т а б л и ц ы  в и д н о ,  ч т о  н а  п е р в ы е  д в е  е с т е с т в е н н ы е  о р т о г о ­
н а л ь н ы е  с о с т а в л я ю щ и е  п р и х о д и т с я  п р и м е р н о  9 0  % с у м м а р н о й  
д и с п е р с и и ,  т . е . р а з л о ж е н и я  п о  е с т е с т в е н н ы м  о р т о г о н а л ь н ы м  
■ со с т а в л я ю щ и м  о б л а д а ю т  х о р о ш е й  с к о р о с т ь ю  с х о д и м о с т и .



Глава 6
Экстраполяция и интерполяция 
случайных функций

6 .1 .  П о с т а н о в к а  з а д а ч и

О д н о й  и з  в а ж н е й ш и х  з а д а ч  г и д р о м е т е о р о л о г и и  я в л я е т с я  п р о ­
г н о з  р а з л и ч н ы х  м е т е о э л е м е н т о в  д л я  о б е с п е ч е н и я  н у ж д  н а р о д ­
н о г о  х о з я й с т в а .

Р а з р а б о т а н ы  р а з л и ч н ы е  м е т о д ы  п р о г н о з и р о в а н и я , о д н и м  и з  
к о т о р ы х  я в л я е т с я  м е т о д  с т а т и с т и ч е с к о г о  п р о г н о з и р о в а н и я , с о ­
с т о я щ и й  в п р о г н о з е  б у д у щ е г о  з н а ч е н и я  э л е м е н т а  н а  о с н о в е  е г о  
з н а ч е н и й  в п р о ш л о м  и  и з в е с т н ы х  с т а т и с т и ч е с к и х  с в я з е й  м е ж д у  
э т и м и  з н а ч е н и я м и .

М а т е м а т и ч е с к о й  о с н о в о й  с т а т и с т и ч е с к о г о  п р о г н о з и р о в а н и я  
я в л я е т с я  м е т о д  о п т и м а л ь н о й  л и н е й н о й  э к с т р а п о л я ц и и , к о т о р ы й  
б у д е т  р а с с м о т р е н  в н а с т о я щ е м  р а з д е л е .

П у с т ь  н а  н е к о т о р о м  п р о м е ж у т к е  [ а ,  и з м е н е н и я  а р г у м е н т а ,  
п р е д ш е с т в у ю щ е м  м о м е н т у  в р е м е н и  t, и м е е т с я  р е а л и з а ц и я  x ( t )  
с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  X ( t ) ,  с т а т и с т и ч е с к и е  х а р а к т е р и с т и к и  к о ­
т о р о г о  и з в е с т н ы . Т р е б у е т с я  д а т ь  п р о г н о з  з н а ч е н и я  э т о й  р е а л и ­
з а ц и и  х  £t -f- Т )  в  н е к о т о р ы й  п о с л е д у ю щ и й  м о м е н т  t +  Т, Т  >  0 .  
В е л и ч и н а  Т  н а з ы в а е т с я  у п р е ж д е н и е м .

П о с к о л ь к у  м ы  и м е е м  д е л о  с о  с л у ч а й н ы м и  п р о ц е с с а м и ,  т о  
н а с  и н т е р е с у е т  н а х о ж д е н и е  т а к о г о  с п о с о б а  р е ш е н и я  з а д а ч и ,  к о ­
т о р ы й  д а в а л  б ы  н а и л у ч ш и й  в н е к о т о р о м  с м ы с л е  р е з у л ь т а т  п о  
в с е м у  м н о ж е с т в у  р е а л и з а ц и й ,  т . е . н а х о ж д е н и е  т а к о г о  о п е р а ­
т о р а ,  к о т о р ы й  в  п р и м е н е н и и  к  м н о ж е с т в у  р е а л и з а ц и й  x ( t )  д а ­
в а л  б ы  н а и л у ч ш е е  в  н е к о т о р о м  с м ы с л е  з н а ч е н и е  x(t-\-T).  
О б о з н а ч и в  и с к о м ы й  о п е р а т о р  ч е р е з  L , м о ж е м  з а п и с а т ь

X ( t  +  T ) r = L [ X ( t ) ] .  ( 6 .1 .1 )

О б о з н а ч и м  ч е р е з  б  р а з н о с т ь  м е ж д у  и с т и н н ы м  з н а ч е н и е м  
X ( t - \ - T )  и з н а ч е н и е м , п о л у ч е н н ы м  п о  ф о р м у л е  ( 6 .1 .1 ) .

М о ж н о  н а з в а т ь  н а и л у ч ш и м  т о т  о п е р а т о р  L ,  к о т о р ы й  о б р а ­
щ а е т  в м и н и м у м  с р е д н е е  з н а ч е н и е  н е к о т о р о й  в ы б р а н н о й  ф у н к ­
ц и и  о т  р а з н о с т и  б , н а п р и м е р , м а т е м а т и ч е с к о е  о ж и д а н и е  м о д у л я  
р а з н о с т и .

Б о л е е  у д о б н ы м  с  м а т е м а т и ч е с к о й  т о ч к и  з р е н и я  к р и т е р и е м  
к а ч е с т в а  э к с т р а п о л я ц и и  я в л я е т с я  о б р а щ е н и е  в м и н и м у м  м а т е ­
м а т и ч е с к о г о  о ж и д а н и я  к в а д р а т а  р а з н о с т и

М  [б 2] = M { [ X { t  +  T ) - L  [ X  (О ]2} . ( 6 .1 . 2 )

О п е р а т о р  L , п р и  к о т о р о м  в ы р а ж е н и е  ( 6 .1 .2 )  о б р а щ а е т с я  
в м и н и м у м , н а з ы в а ю т  о п т и м а л ь н ы м  о п е р а т о р о м ,  а  ф о р м у л у
( 6 .1 . 1 ) — ф о р м у л о й  о п т и м а л ь н о й  э к с т р а п о л я ц и и . В  н а с т о я щ е е
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в р е м я  п р а к т и ч е с к и  п р и е м л е м о е  р е ш е н и е  у к а з а н н о й  з а д а ч и  п о л у ­
ч е н о  д л я  с л у ч а я ,  к о г д а  о п е р а т о р  L  я в л я е т с я  л и н е й н ы м  и с т а ц и о ­
н а р н ы м , а  с л у ч а й н ы й  п р о ц е с с  X ( t ) — с т а ц и о н а р н ы м . П р и  э т и х  
д о п у щ е н и я х ,  р а с с м а т р и в а е м а я  з а д а ч а  н о с и т  н а з в а н и е  о п т и м а л ь ­
н о й  л и н е й н о й  э к с т р а п о л я ц и и  с т а ц и о н а р н ы х  с л у ч а й н ы х  п р о ц е с ­
с о в .  В п е р в ы е  э т а  з а д а ч а  б ы л а  п о с т а в л е н а  и р е ш е н а  А . Н . К о л ­
м о г о р о в ы м . Д а л ь н е й ш е е  р а з в и т и е  э т и х  и д е й  д а н о  в р а б о т а х
Н . В и н е р а ,  А . М . Я г л о м а  и  д р у г и х  а в т о р о в .

С п о с о б  р е ш е н и я  п о с т а в л е н н о й  з а д а ч и  с у щ е с т в е н н о  з а в и с и т  
о т  т о г о , я в л я е т с я  л и  и н т е р в а л , н а  к о т о р о м  з а д а н а  р е а л и з а ц и я  
х  (t) к о н е ч н ы м  и л и  б е с к о н е ч н ы м .

6 .2 .  О п т и м а л ь н а я  л и н е й н а я  э к с т р а п о л я ц и я  ( и н т е р п о л я ц и я )
с л у ч а й н о й  ф у н к ц и и , з а д а н н о й  н а  к о н е ч н о м  ч и с л е  т о ч е к

Н а ч н е м  р а с с м о т р е н и е  с  т о г о  с л у ч а я ,  к о г д а  и з в е с т н о  к о н е ч ­
н о е  ч и с л о  з н а ч е н и й  р е а л и з а ц и и  с т а ц и о н а р н о г о  с л у ч а й н о г о  п р о ­
ц е с с а  X ( t ) ,  т . е . и з в е с т н ы  з н а ч е н и я  р е а л и з а ц и и  x ( t )  в  м о м е н т ы
t\, t2> ■ ■ ■ , tn(tl <  t2 <  . . .  <  tn)-

М а т е м а т и ч е с к о е  о ж и д а н и е ,  б е з  н а р у ш е н и я  о б щ н о с т и ,  м о ж н о  
п о л о ж и т ь  р а в н ы м  н у л ю , п е р е й д я  к  р а с с м о т р е н и ю  ц е н т р и р о в а н ­
н о г о  п р о ц е с с а  X ( t ) ,  п р е д с т а в л я ю щ е г о  с о б о й  о т к л о н е н и е  р а с ­
с м а т р и в а е м о г о  э л е м е н т а  о т  н о р м ы .

И с к о м о е  з н а ч е н и е  x ( t n - \ - T ) ,  я в л я ю щ е е с я  р е з у л ь т а т о м  п р и ­
м е н е н и я  л и н е й н о г о  о п е р а т о р а  к о  в с е м  з н а ч е н и я м  x ( t k) з а п и с а т ь  
в  в и д е  л и н е й н о й  к о м б и н а ц и и  э т и х  з н а ч е н и й

x ( t n +  T ) = t a kx ( t k), ( 6 .2 .1 )
k=i

г д е  a k —  п о с т о я н н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы .
З а д а ч а  с в о д и т с я  к  о т ы с к а н и ю  т а к и х  з н а ч е н и й  к о э ф ф и ц и е н ­

т о в  а  1, а %  . . . ,  а п, п р и  к о т о р ы х  в е л и ч и н а

ст2 (a lt а 2, . . . ,  а п) =  М  [  [ X  (tn +  Т ) ~  £  a kX  (tk) J  j  ’ ( 6 .2 .2 )

р а с с м а т р и в а е м а я  к а к  ф у н к ц и я  п  п е р е м е н н ы х  а\,  а 2, . . . ,  а п, п р и ­
н и м а е т  н а и м е н ь ш е е  з н а ч е н и е .

К а к  и з в е с т н о ,  н е о б х о д и м ы м  у с л о в и е м  м и н и м у м а  ф у н к ц и и  п  
п е р е м е н н ы х  я в л я е т с я  р а в е н с т в о  н у л ю  ч а с т н ы х  п р о и з в о д н ы х  п о  
к а ж д о й  п е р е м е н н о й .

О т с ю д а  с л е д у е т ,  ч т о  а\,  а 2, . . . ,  а п д о л ж н ы  б ы т ь  р е ш е н и я м и  
с и с т е м ы  у р а в н е н и й

<?а2 (аг а,, . . . ,  ап)
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П р е о б р а з у е м  в ы р а ж е н и е  ( 6 .2 .2 )

а 2 ( а „  а 2, . . . ,  а п) =  М  j  [ х  (tn +  Т)  -  £  a kX  ( * * ) ] * }  =

=  М  [ X 2 (tn +  Г )] - 2  £  a kM [ X  (tn +  Т ) Х  ( /* )] +  
k~  1

+  £  £  a ka sM  [ X  (tk) X  {ti)} =  R x (0 )  -  2  £  a kR x (tn - t k +  T )  +  
fe=i ; = i  fe=i

+  £  £  a ka,-Rx (tk -  tj). ( 6 .2 .4 )
fe=i / = i

Б е р я  ч а с т н ы е  п р о и з в о д н ы е  о т  п р а в о й  ч а с т и  ( 6 .2 .4 )  п о  a k и п р и ­
р а в н и в а я  и х  к  н у л ю , п о л у ч и м  с и с т е м у  у р а в н е н и й

П

Rx {{п — tk +  T)—  Z  a-jRx (tk — tj) =  0, 6 = 1 , 2 , a. (6.2.5)
;'=i

У с л о в и я  ( 6 .2 .5 )  я в л я ю т с я  н е о б х о д и м ы м и  у с л о в и я м и  э к с т р е м у м а  
ф у н к ц и и  а 2 ( а ь  а 2, • • • ,  а „ ) .  М о ж н о  п о к а з а т ь ,  ч т о  п р и  з н а ч е н и я х  
а\,  а 2, . . . ,  а п, я в л я ю щ и х с я  р е ш е н и я м и  с и с т е м ы  у р а в н е н и й
( 6 .2 .5 ) ,  ф у н к ц и я  ( 6 .2 .2 )  д е й с т в и т е л ь н о  о б р а щ а е т с я  в м и н и м у м .

Т а к и м  о б р а з о м ,  з а д а ч а  о б  о п т и м а л ь н о й  л и н е й н о й  э к с т р а п о ­
л я ц и и  в р а с с м а т р и в а е м о м  с л у ч а е  с в о д и т с я  к  р е ш е н и ю  с и с т е м ы  
у р а в н е н и й  ( 6 .2 .5 )  и п о д с т а н о в к е  н а й д е н н ы х  з н а ч е н и й  а\,  az, ■■■ 
. . . , . о п в ф о р м у л у  ( 6 .2 . 1 ) .  П о с к о л ь к у  к о э ф ф и ц и е н т ы  R x ( t k —  tj) 
п р и  н е и з в е с т н ы х  а /  е с т ь  з н а ч е н и я  к о р р е л я ц и о н н о й  м а т р и ц ы ,  
а  к о р р е л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я  я в л я е т с я  п о л о ж и т е л ь н о  о п р е д е л е н ­
н о й , т о ,  к а к  и з в е с т н о  и з  а л г е б р ы , с и с т е м а  у р а в н е н и й  в с е г д а  
и м е е т  е д и н с т в е н н о е  р е ш е н и е .

Д л я  п о л у ч е н и я  с р е д н е г о  к в а д р а т а  о ш и б к и  о п т и м а л ь н о й  
э к с т р а п о л я ц и и  а 2 (а\,  а 2, . . . ,  а п) п р и  н а й д е н н ы х  з н а ч е н и я х  а ь  
ctz, ■ • . ,  «л  у м н о ж и м  к а ж д о е  и з  р а в е н с т в  ( 6 .2 .5 )  н а  а*  и  с л о ж и м :

£  £  a ka j R x ( h  —  t j ) = £  a kR x { tn —  tk +  T).  ( 6 .2 .6 )
&= 1 /  =  I k—1

П о д с т а в л я я  э т о  в в ы р а ж е н и е  ( 6 .2 .4 ) ,  п о л у ч и м  д и с п е р с и ю  
о ш и б о к  о п т и м а л ь н о й  э к с т р а п о л я ц и и

П

а 2 (аь  а2, . . . ,  а п) =  R x (0 )  —  £  a kR x (tn —  tk - f  T).  ( 6 .2 .7 )
ft=i

П о л ь з у я с ь  р а в е н с т в о м  ( 6 .2 .6 ) ,  м о ж е м  п о л у ч и т ь  д и с п е р с и ю  о ш и ­
б о к  о п т и м а л ь н о й  э к с т р а п о л я ц и и  в в и д е

ст2 (аи  а 2, . . . ,  а п) =  R x (0 )  —  £  £  a ka sR x (tk -  ts). ( 6 .2 .8 )
j= l
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Т а к  к а к  к о р р е л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я  R x (%) п о л о ж и т е л ь н о  о п р е д е ­
л е н н а я  ф у н к ц и я , т о  д в о й н а я  с у м м а  в ( 6 .2 .8 )  н е о т р и ц а т е л ь н а ,  
с л е д о в а т е л ь н о ,  д и с п е р с и я  о ш и б о к  о п т и м а л ь н о й  э к с т р а п о л я ц и и  
н е  п р е в о с х о д и т  д и с п е р с и и  с л у ч а й н о й  ф у н к ц и и  X ( t ) .  Э т о  п о к а з ы ­
в а е т ,  ч т о  т о ч н о с т ь  о п т и м а л ь н о й  л и н е й н о й  э к с т р а п о л я ц и и  в с е г д а  
в ы ш е  (т о ч н е е  н е  н и ж е )  т о ч н о с т и  к л и м а т и ч е с к о г о  п р о г н о з а ,  к о г д а  
в к а ч е с т в е  п р о г н о з и р у е м о г о  з н а ч е н и я  э л е м е н т а  п р и н и м а е т с я  е г о  
н о р м а  ( м а т е м а т и ч е с к о е  о ж и д а н и е ) .  М о ж н о  п о к а з а т ь ,  ч т о  о н а  
в ы ш е  т а к ж е  т о ч н о с т и  и н е р ц и о н н о г о  п р о г н о з а ,  к о г д а  в к а ч е с т в е  
у п р е ж д е н н о г о  з н а ч е н и я  о т к л о н е н и я  о т  н о р м ы  э л е м е н т а  x ( t n - j - T )  
п р и н и м а е т с я  е г о  з н а ч е н и е  в п о с л е д н и й  и з в е с т н ы й  м о м е н т  tn-

Точность  о п т и м а л ь н о й  л и н е й н о й  э к с т р а п о л я ц и и  з а в и с и т  о т  
у п р е ж д е н и я  Т,  к а к  п р а в и л о  с  у в е л и ч е н и е м  у п р е ж д е н и я  т о ч н о с т ь  
э к с т р а п о л я ц и и  с н и ж а е т с я .  Л е г к о  в и д е т ь , ч т о  е с л и  в е л и ч и н а  Т  
в ы б р а н а  с т о л ь  б о л ь ш о й , ч т о  с е ч е н и е  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  п р и  
t =  tn +  Т  н е  с в я з а н о  с  е г о  с е ч е н и я м и  в м о м е н т ы  t\, tz, tn, 
т .  е . R x {tn —  tk +  T )  =  0  п р и  в с е х  k  =  1, 2 , . . . ,  я ,  т о  с и с т е м а
( 6 .2 .5 )  з а п и ш е т с я  в в и д е

П

£  a fR x (tk —  tf) =  0 , k  =  1 , 2 ,  . . . ,  п.  ( 6 .2 .9 )
/= i

К а к  б ы л о  у ж е  п о к а з а н о ,  с и с т е м а  ( 6 .2 .5 )  и м е е т  т о л ь к о  е д и н ­
с т в е н н о е  р е ш е н и е ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  о д н о р о д н а я  с и с т е м а  ( 6 .2 .9 )  
и м е е т  т о л ь к о  н у л е в о е  р е ш е н и е  а \  =  а 2 =  . . .  =  а п =  0 , п р и  к о ­
т о р о м  ( 6 .2 .1 )  д а е т  з н а ч е н и е  x ( t n Т ) =  0, т . е . р а в н о е  м а т е м а ­
т и ч е с к о м у  о ж и д а н и ю , ч т о  с о в п а д а е т  с  к л и м а т и ч е с к и м  п р о г н о ­
з о м .  П р и  э т о м  д и с п е р с и я  о 2 ( а и а 2, . . . ,  a „ )  =  .R x (0 )  с о в п а д а е т  с  
д и с п е р с и е й  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а .

М е т о д и к а ,  и з л о ж е н н а я  з д е с ь  п р и м е н и т е л ь н о  к  с т а ц и о н а р ­
н о м у  п р о ц е с с у ,  а р г у м е н т о м  к о т о р о г о  я в л я е т с я  в р е м я  t, г о д и т с я  
и  п р и  п р о с т р а н с т в е н н о й  э к с т р а п о л я ц и и  о д н о р о д н о г о  и з о т р о п ­
н о г о  п о л я  £ / ( р ) .  С о о т в е т с т в у ю щ и е  ф о р м у л ы  л е г к о  п о л у ч а ю т с я  
п р и  з а м е н е  с к а л я р н о г о  а р г у м е н т а  t в е к т о р н ы м  а р г у м е н т о м  р.

П р и  э т о м  ч а с т о  п р и х о д и т с я  р е ш а т ь  з а д а ч у  о п т и м а л ь н о й  л и ­
н е й н о й  и н т е р п о л я ц и и , к о г д а  и з в е с т н ы  з н а ч е н и я  п о л я  U  (р )  в т о ч ­
к а х  N i ( p i ) ,  N 2 (p 2), N n { p n )  и т р е б у е т с я  о п р е д е л и т ь  е г о  з н а ­
ч е н и е  в н е к о т о р о й  т о ч к е  JV0 ( pt) ,  л е ж а щ е й  м е ж д у  н и м и .

В  э т о м  с л у ч а е  ф о р м у л у  о п т и м а л ь н о й  л и н е й н о й  и н т е р п о л я ­
ц и и , а н а л о г и ч н о  ( 6 .2 .1 ) ,  з а п и ш е м  в в и д е

f / ( p o ) = z W ( p fe).
fe~l

Н а х о ж д е н и е  к о э ф ф и ц и е н т о в  a k с в е д е т с я  к  р е ш е н и ю  с и с т е м ы  
у р а в н е н и й

П

Я и О Р о —  P f t l ) —  2  CL jRu { \ 9k  —  P / l )  =  ° -  ( 6 .2 .1 0 )
/=1
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Д л я  о д н о р о д н о г о  и  и з о т р о п н о г о  п о л я , к а к  б ы л о  у к а з а н о  в  
г л а в е  2 , к о р р е л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я  R u (l)  я в л я е т с я  ф у н к ц и е й  о д ­
н о г о  а р г у м е н т а  /, п р е д с т а в л я ю щ е г о  с о б о й  м о д у л ь  р а з н о с т и  I  —  
=  |р* —  р / | ,  т . е . р а с с т о я н и е  м е ж д у  т о ч к а м и  Nk(p_k)  и iV/(p/).

О п т и м а л ь н а я  л и н е й н а я  и н т е р п о л я ц и я  м е т е о р о л о г и ч е с к и х  п о ­
л е й  с  с е т и  с т а н ц и й  н а б л ю д е н и я  в у з л ы  р е г у л я р н о й  с е т к и  в о ш л а  
в п о в с е д н е в н у ю  п р а к т и к у  к а к  э т а п  п о д г о т о в к и  д а н н ы х  д л я  
•с о с т а в л е н и я  о п е р а т и в н ы х  м е т е о п р о г н о з о в  и р е ш е н и я  д р у г и х  
.з а д а ч .

Н а  п е р в ы й  в з г л я д  м о ж е т  п о к а з а т ь с я ,  ч т о  ч е м  б о л ь ш е  с л а г а е ­
м ы х  и с п о л ь з о в а н о  в с у м м е  ( 6 .2 .1 )  ф о р м у л ы  о п т и м а л ь н о й  э к с т р а ­
п о л я ц и и , т е м  б о л ь ш е  и н ф о р м а ц и и  п р и в л е ч е н о  д л я  п о л у ч е н и я  
п р о г н о з и р у е м о г о  з н а ч е н и я  и т е м  т о ч н е е  о н о  о п р е д е л е н о .  В  д е й ­
с т в и т е л ь н о с т и  э т о  н е  т а к . П р и  б о л ь ш о м  ч и с л е  п  п р а к т и ч е с к о е  
р е ш е н и е  с и с т е м ы  и з  б о л ь ш о г о  ч и с л а  у р а в н е н и й  м о ж е т  о к а з а т ь ­
с я  з а т р у д н и т е л ь н ы м , а  н е и з б е ж н ы е  о ш и б к и , в о з н и к а ю щ и е  п р и  
о п р е д е л е н и и  к о р р е л я ц и о н н о й  ф у н к ц и и , м о г у т  п р и в е с т и  к  п л о х о й  
о б у с л о в л е н н о с т и  э т о й  с и с т е м ы  и л и  е е  н е у с т о й ч и в о с т и ,  ч т о  в ы ­
з о в е т  б о л ь ш и е  о ш и б к и  в н а й д е н н ы х  з н а ч е н и я х  к о э ф ф и ц и е н ­
т о в  flfe.

В  с л е д у ю щ е м  п а р а г р а ф е  м ы  р а с с м о т р и м  д р у г о й  м е т о д  о п т и ­
м а л ь н о й  л и н е й н о й  э к с т р а п о л я ц и и , о с н о в а н н ы й  н а  п р е д в а р и т е л ь ­
н о й  э к с т р а п о л я ц и и  к о р р е л я ц и о н н о й  ф у н к ц и и  а н а л и т и ч е с к и м  в ы ­
р а ж е н и е м ,  п о з в о л я ю щ и й  в р я д е  п р а к т и ч е с к и  в а ж н ы х  с л у ч а е в  
п о л у ч и т ь  г о т о в ы е  а н а л и т и ч е с к и е  в ы р а ж е н и я  д л я  ф о р м у л ы  о п т и ­
м а л ь н о й  л и н е й н о й  э к с т р а п о л я ц и и  и д и с п е р с и и  о ш и б о к .

6.3. Оптимальная линейная экстраполяция
случайного процесса, заданного на бесконечном интервале

П р е д п о л о ж и м  т е п е р ь ,  ч т о  р е а л и з а ц и я  x ( t ) с т а ц и о н а р н о г о  
•с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  X ( t )  з а д а н а  н а  б е с к о н е ч н о м  и н т е р в а л е  
( — о о , 0 ,  п р е д ш е с т в у ю щ е м  д а н н о м у  м о м е н т у  t и  и з в е с т н а  к о р р е ­

л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я  R x {т ) .
П р а к т и ч е с к и  э т о  о з н а ч а е т ,  что- р е а л и з а ц и я  x { t )  з а д а н а  н а  

д о с т а т о ч н о  б о л ь ш о м  и н т е р в а л е  и з м е н е н и я  а р г у м е н т а ,  н а  к о т о ­
р о м  п о л н о с т ь ю  з а т у х а ю т  к о р р е л я ц и о н н ы е  с в я з и  м е ж д у  р а з л и ч ­
н ы м и  с е ч е н и я м и  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а .

И с к о м о е  з н а ч е н и е  x ( i  - \ - Т )  к а к  р е з у л ь т а т  п р и м е н е н и я  л и н е й ­
н о г о  о п е р а т о р а  к  ф у н к ц и и  x ( t )  м о ж н о  в с о о т в е т с т в и и  с  ( 5 .1 .9 )  
п р е д с т а в и т ь  в  в и д е

оо

x { t  +  T ) =   ̂ g ( t  —  % ) х ( х ) й т .

— 00
(6.3.1)
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П о с к о л ь к у  р е а л и з а ц и я  x ( t )  з а д а н а  н а  п р о м е ж у т к е  (— о о , t ) ,  то 
ф о р м у л у  ( 6 .3 .1 )  с л е д у е т  п е р е п и с а т ь  в  в и д е

t
x ( t - \ - T ) =   ̂ g  (t —  т ) л: (т ) d r ,  ( 6 .3 .2 )

— ОО

с ч и т а я , ч т о  п р и  т  > t  в е с о в а я  ф у н к ц и я  g ( t  —  х)  р а в н а  н у л ю .  
С д е л а в  з а м е н у  п е р е м е н н о й  в и н т е г р а л е  ( 6 .3 .2 ) ,  п о л у ч и м

ОО
д:(^ +  7’) = ^  g ( x ) x ( t —  x ) d x ,  g ( t )  —  0  п р и  t <  0 .  ( 6 .3 .3 )

о

З а д а ч а  с в о д и т с я  к т а к о м у  п о д б о р у  в е с о в о й  ф у н к ц и и  g ( t ) ,  
ч т о б ы  в е л и ч и н а

Г Г  °° "I2 1
I  X ( t  +  T ) - \  g ( r ) X ( t - x ) d x  I  ( 6 .3 .4 )

о б р а т и л а с ь  в м и н и м у м .
В е с о в а я  ф у н к ц и я  з а в и с и т  п р и  э т о м  о т  у п р е ж д е н и я  Т. П р е о б ­

р а з у е м  ( 6 .3 .4 ) .
со

o 2 =  M [ X 2 (t +  T) ]  —  2  J g ( x ) M [ X { t  +  T ) X ( t - x ) ] d x  +

О
оо оо

+  5 ё  Ы  d x ! jj g  (т 2) М  [ X  (t —  х{) X ( t  —  х 2)\ d x 2 =

О 0 .................................
оо СО 00

=  R X (0) —  2 ^  g  (т )  Д х (Т  +  x ) d x  +  jj g ( x 2) R x (x2 —  x l) d x l d x 2^

О 0 0
( 6 .3 . 5 )

У с т а н о в и м  у с л о в и е ,  к о т о р о м у  д о л ж н а  у д о в л е т в о р я т ь  в е с о в а я  
ф у н к ц и я  g ( t ) ,  ч т о б ы  сг2 о б р а щ а л о с ь  в м и н и м у м .

П у с т ь  ф у н к ц и я  g ( t )  о б р а щ а е т  о 2 в  м и н и м у м , т о г д а ,  е с л и  
в ( 6 .3 .5 )  п о д с т а в и т ь  в м е с т о  g ( t )  ф у н к ц и ю

g i ( t )  =  g ( t )  +  aa ( t ) ,  ( 6 . 3 . 6 )

г д е  а •— л ю б о е  в е щ е с т в е н н о е  ч и с л о ;  a ( t )  —  п р о и з в о л ь н а я  ф у н к ­
ц и я , т о  з н а ч е н и е  а2 м о ж е т  т о л ь к о  у в е л и ч и т ь с я .

С л е д о в а т е л ь н о ,  п р и  э т о м  а2, р а с с м а т р и в а е м а я  к а к  ф у н к ц и я -  
а р г у м е н т а  а , о б р а щ а е т с я  в м и н и м у м  п р и  а  =  0 ,  т . е . е е  п р о и з ­
в о д н а я  п о  а  п р и  а  =  0  д о л ж н а  б ы т ь  р а в н а  н у л ю .



159 6.3. Опт имальная ли нейн ая экст раполяция сл уч а й н о го  п роц есса

П о д с т а в л я я  ( 6 .3 .6 )  в ( 6 .3 .5 ) ,  п о л у ч и м

оо

а 2 (а) =-- R x (0 )  —  2   ̂ [ g  (t) +  act ( /) ]  R x (T  +  x ) d x  +

о
oo oo

+ \ dxx Ц [g (tO +  act (tj)] [g (т2) +  aa (t2)] Rx ( t 2 — t,) dx2 =
n o

oo

=  R x (0 )  -  2  \ g  (x) R x (T  +  T) d x  +

0
oo oo

+  5 $ g ( Ti ) £ ( T2 ) ^ * ( T2 —  TI) d T 1 rfT2 +
0 0

oo Г oo "1

+  2  a \  a ( 0  - R x (T  +  x ) + \  g ( x )  R x (t -  x)  d x \ d t  +
0 0 J

oo oo

+  a 2 ij jj a  ( t , )  a  ( t 2) R x ( t 2 —  Tj) d x x d x 2. (6.3.7)
0 0

Д и ф ф е р е н ц и р у я  ( 6 .3 .7 )  п о  п а р а м е т р у  a  п о д  з н а к о м  и н т е г ­
р а л а ,  п о л у ч и м

оо

^ L = - 2  \  а (т)R x (T  +  x ) d x  +

О
оо оо

+  $ а  (т 2) d x 2 ^ g (тО  R x (т 2 —  т ,)  d x t +
О о
оо оо

+   ̂ а  (х{) d x {  ̂ g (х2) R x (т 2 —  t j )  d x 2 =  0 .  ( 6 .3 .8 )
о о

З а м е н и м  в п о с л е д н е м  и н т е г р а л е  t i  н а  х%, а  х 2 н а  т ь  в с и л у  
ч е т н о с т и  к о р р е л я ц и о н н о й , ф у н к ц и и  р а в е н с т в о  ( 6 .3 .8 )  з а п и ш е т с я  
в  в и д е

оо оо со

— 2  jj а  (х) R x  (Г  +  х) d x  +  2  jj а  (т 2) d x 2  ̂ g  ( т ^  R x (т 2 —  Tj) d x y =  О,
О 0 0

( 6 .3 .9 )
и л и

ОО р  оо .

$ а ( / )  +  £ ( т ) Я * ( * - т ) * т | л  =  0 . ( 6 .3 .1 0 )
о L о J
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Т а к  к а к  р а в е н с т в о  ( 6 .3 .1 0 )  и м е е т  м е с т о  д л я  л ю б о й  ф у н к ц и и  
a  (t),  т о  д о л ж н о  в ы п о л н я т ь с я  р а в е н с т в о

Т а к и м  о б р а з о м ,  у с л о в и е  ( 6 .3 .1 1 )  я в л я е т с я  н е о б х о д и м ы м  у с л о ­
в и е м  д л я  о б р а щ е н и я  а 2 в  м и н и м у м .

М о ж н о  п о к а з а т ь ,  ч т о  э т о  у с л о в и е  я в л я е т с я  и д о с т а т о ч н ы м .
Т а к и м  о б р а з о м ,  з а д а ч а  н а х о ж д е н и я  в е с о в о й  ф у н к ц и и , о б е с ­

п е ч и в а ю щ е й  м и н и м у м  а 2, э к в и в а л е н т н а  з а д а ч е  н а х о ж д е н и я  
ф у н к ц и и  g ( t ) ,  я в л я ю щ е й с я  р е ш е н и е м  и н т е г р а л ь н о г о  у р а в н е н и я
( 6 .3 .1 1 ) .  Э т о  и н т е г р а л ь н о е  у р а в н е н и е ' н о с и т  н а з в а н и е  у р а в н е ­
н и я  В и н е р а  —  Х о п ф а , п о  и м е н и  а в т о р о в , в п е р в ы е  р а с с м о т р е в ­
ш и х  у р а в н е н и я  т а к о г о  т и п а .

В е с о в у ю  ф у н к ц и ю  g ( t ) ,  я в л я ю щ у ю с я  р е ш е н и е м  у р а в н е н и я  
В и н е р а  —  Х о п ф а  б у д е м  н а з ы в а т ь  о п т и м а л ь н о й  в е с о в о й  ф у н к ­
ц и е й , а  ф о р м у л у  ( 6 .3 .3 )  п р и  п о д с т а н о в к е  в н е е  о п т и м а л ь н о й  в е ­
с о в о й  ф у н к ц и и  g ( t )  б у д е м  н а з ы в а т ь  ф о р м у л о й  о п т и м а л ь н о й  
э к с т р а п о л я ц и и .

О п р е д е л и м  с р е д н и й  к в а д р а т  о ш и б к и  а 2 п р и  о п т и м а л ь н о й  
э к с т р а п о л я ц и и . П е р е п и ш е м  ( 6 .3 .5 )  в в и д е

Д л я  о п т и м а л ь н о й  в е с о в о й  ф у н к ц и и , в с и л у  ( 6 .3 .1 1 ) ,  в т о р о е  
с л а г а е м о е  о б р а щ а е т с я  в н у л ь , о т к у д а

П р е о б р а з у е м  д в о й н о й  и н т е г р а л  в ( 6 .3 .1 3 ) ,  д л я  э т о г о  о б о з н а ­
ч и м  ч е р е з  5 Х(<») с п е к т р а л ь н у ю  п л о т н о с т ь  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  
X ( t ) ,  т о г д а  к о р р е л я ц и о н н у ю  ф у н к ц и ю  R x (х2 —  t i )  м о ж н о  з а п и ­
с а т ь  в в и д е

ОО

+  — J  g ( r ) -Rx (? ~  r ) d r  =  0  п р и  в с е х  t ^ O .  ( 6 .3 .1 1 )
о

ОО р со

оо оооо оо

о о

оо оо

0 2 =  R X (0 ) — J \ g { x x) g { x 2) R x {x2 —  x l) d x l d x 2. ( 6 .3 .1 3 )
О о

оо

Rx(x2 ~  Ti) =   ̂ еШ {̂ ~ X,)S X (ю) da.  (6.3.14)
— оо
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П р и  ЭТОМ
00 оо

5 \  §  (Ti) ё  (т 2) R x  ( ч  —  ^ i) d x v d x 2 =
О О

оо оо

=  \  \  g ( T i )  g ( t 2) J  e ia ix^ x'}S x (со) da> d x y d x 2 =

0 0 '  0 
oo p oo “I r  °o "I

=  $ J e - ,e T ,g ( f 1) d T I Ц  eia^ g  ( x2) d x 2 | s * . ( a O A o .  ( 6 .3 .1 5 )  
-oo *-0 J  L0 J

С о г л а с н о  ( 4 .1 .1 0 ) ,  и н т е г р а л

00

g ( T ) e~ i a x d x  =  L ( & )
о

е с т ь  п е р е д а т о ч н а я  ф у н к ц и я , с о о т в е т с т в у ю щ а я  о п т и м а л ь н о й  в е ­
с о в о й  ф у н к ц и и  g ( t ) ,  б у д е м  н а з ы в а т ь  е е  о п т и м а л ь н о й  п е р е д а т о ч ­
н о й  ф у н к ц и е й . "

А н а л о г и ч н о ,  и н т е г р а л  

00

 ̂ g  { х ) е Шх d x  ~  L *  {<£>) ( 6 .3 .1 6 )
о

е с т ь  в е л и ч и н а , к о м п л е к с н о  с о п р я ж е н н а я  о п т и м а л ь н о й  п е р е д а ­
т о ч н о й  ф у н к ц и и .

О т с ю д а  ( 6 .3 .1 5 )  з а п и ш е т с я  в в и д е

оо оо оо

\  5 S ( x i ) g ( x 2) R x ( 4  —  X i ) d x x d x 2 =  jj | L  (со) |2 S x  (со) dto. ( 6 .3 .1 7 )
— оо —оо

П о д с т а в л я я  ( 6 .3 .1 7 )  в ( 6 .3 .1 3 ) ,  п о л у ч и м  ф о р м у л у  Д и с п е р с и и  
о ш и б о к  о п т и м а л ь н о й  э к с т р а п о л я ц и и

оо оо

a 2 =  i?x( 0 ) - 5  | L  (со) |2 S x (со) d a  =  J [1 -  | L(co) \2] S X (со)cfco. ( 6 .3 .1 8 )
О — оо

Т а к и м  о б р а з о м ,  з а д а ч а  о п т и м а л ь н о й  л и н е й н о й  э к с т р а п о л я ­
ц и и  в  р а с с м а т р и в а е м о м  с л у ч а е  с в е л а с ь  к  р е ш е н и ю  у р а в н е н и я  
В и н е р а  —  Х о п ф а  ( 6 .3 .1 1 )  и п о д с т а н о в к е  н а й д е н н о й  в е с о в о й  
ф у н к ц и и  g ( t )  в  ф о р м у л у  о п т и м а л ь н о й  э к с т р а п о л я ц и и  ( 6 .3 .3 ) .

В ы р а з и м  к о р р е л я ц и о н н у ю  ф у н к ц и ю  .ft* (т )  ч е р е з  с п е к т р а л ь ­
н у ю  п л о т н о с т ь  S*(co), а  в е с о в у ю  ф у н к ц и ю  g ( t )  ч е р е з  п е р е д а -

11 Д . И . К азакевич
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т о ч н у ю  ф у н к ц и ю  L ( t o ) .
оо

R x  (* )  =  ■$ e iwxS x (со) d a ;  ( 6 .3 .1 9 )
—оо

оо

^ ) = = 2Г  5 ^ L ( a ) d a  ( 6 .3 .2 0 )
— оо

и  п о д с т а в и м  в у р а в н е н и е  ( 6 .3 .1 1 )

ОО 1“ СО ОО "1
(®) da>  ̂ eia>V - x)S x (®) d a  —

0 — oo —OO J
oo

—  J eim« + T)S x ( a ) d a  п р и  0 ,  ( 6 .3 .2 1 )
— OO

М е н я я  п о р я д о к  и н т е г р и р о в а н и я , п е р е п и ш е м  ( 6 .3 .2 1 )  в в и д е

оо f  оо р оо *1

5 j ~5п S (ш) ^  (® i)  ̂ е * <'<“- (Sh) х d x  с?©! —
—оо '  —оо 0 ^

—  е ги(г+Г)5 л:( с о ) |й ©  =  0  п р и  t ^ O .  ( 6 .3 .2 2 )

П о  с в о й с т в у  д е л ь т а - ф у н к ц и и  и м е е м
оо

_L _  ̂ ei (ra-ffl.) т f a  —  5 (ю —  (Oj). ( 6 .3 .2 3 )

о

П р и  э т о м  в н у т р е н н и й  и н т е г р а л  в ( 6 .3 .2 2 )  р а в е н
оо

 ̂ eia>iiL  (со) S *  (а)]) б  (со —  a>x) d a { —  еш Ь  (со) S x (со) ( 6 .3 .2 4 )
—оо

п о  с в о й с т в у  д е л ь т а - ф у н к ц и и .
Т а к и м  о б р а з о м ,  ( 6 .3 .2 2 )  п р и м е т  в и д  

00
jj еш  [ L  (со) S x  (со) —  eiaTS x (со)] d a  =  0  п р и  t ^ Q .  ( 6 .3 .2 5 )

— 00
Б у д е м  р а с с м а т р и в а т ь  л е в у ю  ч а с т ь  ( 6 .3 .2 5 )  к а к  н е к о т о р у ю  

ф у н к ц и ю  f (t)
со

f ( t ) ^ \ e ii»t \L(a)Sx( a ) - e i<*TSx(a)}da. (6 .3 .26)
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Э т а  ф у н к ц и я  е с т ь  о б р а т н о е  п р е о б р а з о в а н и е  Ф у р ь е  д л я  ф у н к ц и и  

F ( v ) )  =  [ L ( ( S i ) - e laT] S x (a).  ( 6 .3 .2 7 )

С л е д о в а т е л ь н о ,  F(a>)  я в л я е т с я  п р е о б р а з о в а н и е м  Ф у р ь е  д л я  
ф у н к ц и и  т о ж д е с т в е н н о  р а в н о й  н у л ю  пр и . t ^  0  в с и л у
( 6 .3 .2 5 ) .

В теории преобразований Фурье доказывается следующая теорема.
Пусть f ( t )— интегрируемая функция, равная тождественно нулю на ин­

тервале (0, оо) и имеющая преобразование Фурье
ОО

f (M )  =  i  \  e ~ te*f{tydt.
—  ОО

Тогда F(id) является значением на вещественной оси аналитической и огра­
ниченной в верхней полуплоскости функции F(t,) комплексной переменной

£ =  со +  iX.

Если F(Q является аналитической и ограниченной функцией комплексной 
переменной в верхней полуплоскости, то обратное преобразование Фурье ее 
значения F(iо) на вещественной оси равно нулю на интервале (0, оо),
m  =  0.

Аналогичная теорема будет иметь место, если заменить интервал (0, оо) 
интервалом (— оо, 0), а верхнюю полуплоскость нижней.

С о г л а с н о  э т о й  т е о р е м е ,  ф у н к ц и я  ( 6 .3 .2 7 )  я в л я е т с я  з н а ч е ­
н и е м  н а  в е щ е с т в е н н о й  о с и  а н а л и т и ч е с к о й  и о г р а н и ч е н н о й  ф у н к ­
ц и и  F( t , )  в  в е р х н е й  п о л у п л о с к о с т и .

В  б о л ь ш и н с т в е  п р и к л а д н ы х  з а д а ч  с л у ч а й н ы е  п р о ц е с с ы  
я в л я ю т с я  п р о ц е с с а м и  с  р а ц и о н а л ь н ы м  с п е к т р о м , т . е . и х  с п е к ­
т р а л ь н ы е  п л о т н о с т и  я в л я ю т с я  д р о б н о - р а ц и о н а л ь н ы м и  ф у н к ц и я ­
м и  ч а с т о т ы  (о. Д р о б н о - р а ц и о н а л ь н у ю  ч е т н у ю  ф у н к ц и ю  в е щ е ­
с т в е н н о й  п е р е м е н н о й  со м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  в в и д е  п р о и з в е д е ­
н и я  д в у х  ф у н к ц и й  S i ( ( o )  и 5 г ( ( й ) ,  и з  к о т о р ы х  п е р в а я  S i  (со) 
я в л я е т с я  з н а ч е н и е м  н а  в е щ е с т в е н н о й  о с и  а н а л и т и ч е с к о й , о г р а н и ­
ч е н н о й  и н е  и м е ю щ е й  н у л е й  в в е р х н е й  п о л у п л о с к о с т и  ф у н к ц и и  
к о м п л е к с н о г о  п е р е м е н н о г о  £  =  <о - f  iX, S a (c o )— з н а ч е н и е м  н а  в е ­
щ е с т в е н н о й  о с и  а н а л и т и ч е с к о й , о г р а н и ч е н н о й  и  н е  и м е ю щ е й  н у ­
л е й  в н и ж н е й  п о л у п л о с к о с т и  ф у н к ц и е й  к о м п л е к с н о г о  п е р е м е н ­
н о г о .

Д е й с т в и т е л ь н о ,  п у с т ь

о  (f \ Р  (®)

г д е  Р ( со) и Q (c o )— м н о г о ч л е н ы  с  в е щ е с т в е н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н ­
т а м и  о т  (0.

Р а з л о ж и м  ч и с л и т е л ь  и з н а м е н а т е л ь  н а  л и н е й н ы е  м н о ж и т е л и .  
В  ф у н к ц и ю  S i  (со) в к л ю ч и м  т е  м н о ж и т е л и  ч и с л и т е л я  и з н а м е ­
н а т е л я ,  к о т о р ы е  о б р а щ а ю т с я  в н у л ь  в н и ж н е й  п о л у п л о с к о с т и ,  
а  в к а ч е с т в е  5 г (с о )  в о з ь м е м  в с е  о с т а в ш и е с я  м н о ж и т е л и  ч и с л и -

11
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т е л я  и з н а м е н а т е л я ,  к о т о р ы е  в с и л у  т о г о ,  ч т о  S ( c o ) —  ч е т н а я  
ф у н к ц и я , а  к о э ф ф и ц и е н т ы  м н о г о ч л е н о в  Р ( со) и Q(ff>) я в л я ю т с я  
в е щ е с т в е н н ы м и , б у д у т  п р е д с т а в л я т ь  с о б о й  в е л и ч и н ы , к о м п -  
л е к с н о - с о п р я ж е н н ы е  м н о ж и т е л я м ,  в о ш е д ш и м  в S i  ( и ) ,  т . е . б у ­
д у т  о б р а щ а т ь с я  в н у л ь  т о л ь к о  в в е р х н е й  п о л у п л о с к о с т и .  В  с о ­
о т в е т с т в и и  с  э т и м  п р е д с т а в и м  с п е к т р а л ь н у ю  п л о т н о с т ь  в в и д е

S x {a)  — S i  (со) 5 ;г (со), ( 6 .3 .2 8 )

г д е  -Si (со) н е  и м е е т  н у л е й  и п о л ю с о в  в в е р х н е й  п о л у п л о с к о с т и ;  
S 2 ( со) —  в н и ж н е й  п о л у п л о с к о с т и . П о д с т а в и м  ( 6 .3 .2 8 )  в ( 6 .3 .2 7 )

F  (со) =  [ L  (ю) — еш \ S x (со) S 2 (со) ( 6 .3 .2 9 )

и  р а з д е л и м  н а  S i  (с о ), п о л у ч и м  v/yw '!

^ -  =  [ L ( co) - ^ ] S 2 (® ). ( 6 .3 .3 0 )

л  F  (®)Ф у н к ц и я  ^  ^  я в л я е т с я  а н а л и т и ч е с к о й  и о г р а н и ч е н н о й  в в е р х ­

н е й  п о л у п л о с к о с т и ,  т а к  к а к  в н е й  о г р а н и ч е н а  и а н а л и т и ч н а  
ф у н к ц и я  F ( a ) ,  a  S i  (со) н е  и м е е т  н у л е й  и  п о л ю с о в .

С л е д о в а т е л ь н о ,  п о  в т о р о й  ч а с т и  т е о р е м ы  о б р а т н о е  п р е о б р а ­
з о в а н и е  Ф у р ь е  э т о й  ф у н к ц и и  р а в н о  н у л ю  н а  и н т е р в а л е  (0 ,  о о ) ,  
т. е . в с и л у  ( 6 .3 .3 0 ) ,  и м е е м

оо со

§ S  (ю) d a —  jj [ L  (со) —  е ш ] S 2 (со) е ш  d a  =  0  п р и  t ^  0 .
—  ОО —  ОО

( 6 .3 .3 1 )

О т с ю д а  п о л у ч а е м

оо оо

 ̂ L  (со) S 2 (со) eiat d a  =   ̂ S 2 (co) eia><t+T) d a ,  t ~ ^  0 ,  ( 6 .3 .3 2 )
— oo ‘ — оо

Ф у н к ц и я  L (c o )  к а к  п е р е д а т о ч н а я  ф у н к ц и я  р е а л ь н о  о с у щ е ­
с т в и м о й  с и с т е м ы , к о т о р у ю  п р е д п о л а г а е м  у с т о й ч и в о й , м о ж е т  
и м е т ь  к о р н и  з н а м е н а т е л я  т о л ь к о  в в е р х н е й  п о л у п л о с к о с т и ,  с л е ­
д о в а т е л ь н о ,  о н а  н е  и м е е т  п о л ю с о в  в н и ж н е й  п о л у п л о с к о с т и .

Т а к и м  о б р а з о м ,  ф у н к ц и я  L ( gi) S 2 (<o ) я в л я е т с я  а н а л и т и ч е с к о й  
и о г р а н и ч е н н о й  в н и ж н е й  п о л у п л о с к о с т и ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  в с и л у  
п р и в е д е н н о й  т е о р е м ы , е е  о б р а т н о е  п р е о б р а з о в а н и е  Ф у р ь е  р а в н о  
н у л ю

• оо

- ■ cp(t)=  ̂ L (со) S 2 (со) еш  da =  0 при t <  0. - (6 .3 .33)
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Т о г д а ,  в з я в  п р е о б р а з о в а н и е  Ф у р ь е  о т  q>(t),  п о л у ч и м

00

L  (со) S 2 (со) =■ J q> (t) е ~ ш  dt =*
— оо

оо оо

=  ~ Ш  \  e~ iai   ̂ S 2 { ® i ) eta,t d ® i d t .  ( 6 .3 .3 4 )
— oo —oo

С о г л а с н о  ф о р м у л е  ( 6 .3 .3 2 )  п р и  t ^  0  в н у т р е н н и й  и н т е г р а л  
в ( 6 .3 .3 4 )  м о ж н о  з а м е н и т ь  п р а в о й  ч а с т ь ю  ( 6 .3 .3 2 )

оо оо

L ( ® ) S 2 (cd) =  - ^ - J  е ~ ш   ̂ S 2 {®{) e i® ' « + T'>d<i>1dt.  ( 6 .3 .3 5 )
О —оо

О т с ю д а  п о л у ч а е м  ф о р м у л у  д л я  о п т и м а л ь н о й  п е р е д а т о ч н о й  ф у н к ­
ц и и

оо 00

Z,(tn) =  2 ^ 2 (0 3 )  \ е ~ Ш  \ S 2 ((i)i)eia^ t+T^d(i)idt.  ( 6 .3 .3 6 )
О — оо

З н а я  п е р е д а т о ч н у ю  ф у н к ц и ю , н а й д е м  в е с о в у ю  ф у н к ц и ю  g { t ) .
В  с о о т в е т с т в и и  с  и з л о ж е н н ы м , д л я  о п р е д е л е н и я  о п т и м а л ь н о й  

п е р е д а т о ч н о й  ф у н к ц и и  L (c o ) н у ж н о  с д е л а т ь  с л е д у ю щ е е :
1) о п р е д е л и т ь  с п е к т р а л ь н у ю  п л о т н о с т ь  S x (со );
2 )  ч и с л и т е л ь  и  з н а м е н а т е л ь  с п е к т р а л ь н о й  п л о т н о с т и  S x ((o) 

р а з л о ж и т ь  н а  л и н е й н ы е  м н о ж и т е л и , в ф у н к ц и ю  S i  (со) в к л ю ч и т ь  
т е  м н о ж и т е л и  ч и с л и т е л я  и  з н а м е н а т е л я ,  к о т о р ы е  о б р а щ а ю т с я  
в н у л ь  в н и ж н е й  п о л у п л о с к о с т и , а  в ф у н к ц и ю  5 г ( с о ) — о с т а в ­
ш и е с я  м н о ж и т е л и ;

3 )  о п р е д е л и т ь  п е р е д а т о ч н у ю  ф у н к ц и ю  п о  ф о р м у л е  ( 6 .3 .3 6 ) .  
П р и  в ы ч и с л е н и и  п о  ф о р м у л е  ( 6 .3 .3 6 )  у д о б н о  п о л ь з о в а т ь с я  ф о р ­
м у л о й

J _  Г еш й *  (  J ^ W ^ ta + W t  ПРИ * > ° >  (6 3 3 7 >
2я [со — (а +  ib)]n \  0 п р и  / < 0 _

А . М . Я г л о м  п о к а з а л ,  ч т о  в р я д е  с л у ч а е в  у д а е т с я  н а й т и  о п т и ­
м а л ь н у ю  п е р е д а т о ч н у ю  ф у н к ц и ю  L ( c o ) ,  н е  п р о и з в о д я  в ы ч и с л е ­
н и й  п о  ф о р м у л е  ( 6 .3 .3 6 ) ,  а  п о л ь з у я с ь  у с т а н о в л е н н ы м и  с в о й ­
с т в а м и  ф у н к ц и й , в х о д я щ и х  в р а в е н с т в о  ( 6 .3 .2 7 ) .

М ы  у с т а н о в и л и , в ы ш е , ч т о
1) ф у н к ц и я  F ( со) я в л я е т с я  а н а л и т и ч е с к о й  и о г р а н и ч е н н о й  

ф у н к ц и е й  в в е р х н е й  п о л у п л о с к о с т и ;
2 )  ф у н к ц и я  L ( c о)  н е  и м е е т  н у л е й  и  п о л ю с о в  в  н и ж н е й  п о л у ­

п л о с к о с т и ;
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3 )  с о г л а с н о  ( 6 .3 .1 8 )  д о л ж е н  с х о д и т ь с я  н е с о б с т в е н н ы й  и н т е г ­
р а л

оо

5 I L M P S ,  (<»)<*». ( 6 .3 .3 8 )
—оо

П р о и л л ю с т р и р у е м  м е т о д  Я г л о м а  н а  к о н к р е т н ы х  п р и м е р а х  
э к с т р а п о л я ц и и  с л у ч а й н ы х  п р о ц е с с о в ,  с п е к т р а л ь н ы е  п л о т н о с т и  
к о т о р ы х  я в л я ю т с я  д р о б н о - р а ц и о н а л ь н ы м и  ф у н к ц и я м и  ч а с т о т ы  со.

Пример 1. Рассмотрим случай, когда на интервале (— сю, t) имеется реа­
лизация случайного процесса X(t), имеющего корреляционную функцию вида

R x (т) =  О е - а| Ч

Спектральная плотность S.,(со), соответствующая этой корреляционной 
функции, как было показано в п. 3.2, пример 1, имеет вид

с . DaSx (G>) =  •it (<в2 +  а2)

Следовательно, формула (6.3.27) запишется в виде

F (со) =  [L (со) -  ешт] — r-f° —  =  —  L (т) ~*Г Г . .
я (со2 +  а2) я (со — га) (ю +  га)

По условию 1 функция F(iо) должна быть аналитической в верхней полу­
плоскости. Но знаменатель правой части имеет в верхней полуплоскости нуль 
в точке со =  га, следовательно, и числитель правой части также должен 
иметь нуль в точке со =  ia, который сократится с нулем знаменателя.

Таким образом, должно выполняться условие

L (га) -  е1 (£а) т =  О,
откуда

L (гсо) =  е~аТ.
Из условий 1 и 2 следует, что функция L(a>) вообще не может иметь 

конечных особых точек. Действительно, функция f(to)— аналитическая в 
верхней полуплоскости, а значит, и правая часть должна быть аналитической 
в верхней полуплоскости, т. е. и функция Ь(со). А из условия 2 следует, что 
L(<о) не имеет особых точек и в нижней полуплоскости. Для выполнения 
условия 3 достаточно положить функцию Z,( со) равной постоянной величине. 
При этом несобственный интеграл (6.3.38) сходится

ОО ОО

jj | L (®) |2 Sx (со) d© =  | L (со) |2 J  S x (ш) d(n =  \L  (со) |2 D.
— ОО —ОО

Таким образом, в качестве оптимальной передаточной функции можем взять

L (») =  е~аТ =  const.

Соответствующая этой передаточной функции весовая функция определится 
в виде

ОО со

g ( 0  =  --L - jj еш Ь (со) rfco =  е~аТ jj еш  dco =  е~аТ 6 (t).
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При этом формула оптимальной экстраполяции (6.3.3) запишется в виде
ОО

x(t  +  T) =  e ~ аТ  ̂х (t —  т) 6 (т) dx =  е~аТх (t) 
о

по свойству дельта-функции.
Отсюда видно, что для процессов рассматриваемого типа упрежденное 

значение реализации x(f+T) определяется только ее значением в момент t. 
Знание значений реализации во все предшествующие моменты ничего не мо­
жет дать для улучшения прогноза. С возрастанием величины упреждения Т 
величина е-“т уменьшается, стремясь к нулю при Т -*■ °о, при этом упреж- 
дешюс значение x(t + T) стремится к математическому ожиданию случайного 
процесса.

Подставляя оптимальную передаточную функцию Ь{со) в (6.3.18), полу­
чим дисперсию ошибок оптимальной экстраполяции

оо оо

СГ2 =   ̂Sx (оз) ((1 —  е~2аТ) dw =  (l —  е~2аТ)  ̂Sx (со) dw =  D (l —  е~2аТ).
— оо —оо

Откуда видно, что точность прогноза снижается с увеличением упреждения Т.
Пример 2. Рассмотрим случай реализации x(t), заданной на интервале 

(-̂оо, t), когда случайный процесс имеет корреляционную функцию
Rx{t) =  De~a 1 х 1 cos Рт.

Этой корреляционной функции, как было показано в п. 3.2 пример 3, соот­
ветствует спектральная плотность.

о /п\ _  Da а2 +  р2 +  оз2
к (оз2 -  а2 -  р2)2 +  4а2со2 ~

  Da ____ ______________  со2 +  а2 +  р2_____________________ ___
~  я [со +  (Р +  г'ог)] [<о —  (Р +  га)] [со -Ь (Р —  га)] [оз —  (Р —  га)] '

Формула (6.3.27) запишется в виде

Da _____________ [L (со) ~ е ЫТ] (т2 +  а2+  В2)
F {  со) =  -

я [со +  (р +  га)] [со — (Р +  га)] [оз +  (Р — га)] [со — (р — га)] ‘

Знаменатель правой части имеет в верхней полуплоскости нули в точках 
со =  Р +  га и со =  — Р +  гос. Так как выражение со2 +  а? +  Р2 в этих точках 
в нуль не обращается, то при этих значениях должна быть равна нулю 
функция L (ез) —  ешТ.

Отсюда получаем

L (Р +  га) =  ег ф+1а) Г =  е~
L (-Р +  га) =  е{ f-P+t'a>т =  е~ (а+г(5) Г. (6.3.39)

Функция F(со) имеет нули в точках ± г д/в2 +  р2, из которых в верхней 
полуплоскости лежит точка j‘ V a 2 + P 2 > следовательно, функция L(co) может 
иметь простой полюс только в точке со =  г л/а2 +  р2, а значит, функция 
L (со) (со — г V a 2 +  р2) должна быть целой, т. е. она. не может иметь конечных 
особых точек.

Для выполнения условия 3 достаточно принять эту функцию равной ли­
нейной функции, т. е. положить

L (со) (со —  г Vа2 +  Рг) =  А® +  В,
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откуда
т г \ Аа “Ъ В L(a) — ------ т е -.

со —  i у  а2 +  р2

Используя условия (6.3.39), получим систему для определения коэффи­
циентов А к В

е~ат Гр +  i (а —  V « 2+ P 2)] е^т =  Л (р +  ia) + В, 

е~аТ [-р +  г (cs —  Уа2 +  р2)] e~m  =  А (— 0 +  ia) +  В.

Решив эту систему, получим

А =  (cos РГ +  ^°2 +^ ~ а sin Рг) е~аТ’

В =  i У а2 +  Р2 $- - -  -  sin РГ -  cos РГ j е~аТ.

При найденных значениях А я В оптимальную передаточную функцию 
целесообразно представить в виде

. . .  ЛУа2 +  Р2 — г'В (  Уа2 +  р 2 — a • о т Л  -a TL (a) =  A --------- , 7 -- =  I cos pr +  — ---------- sin pr J e J —
id) -4- л/га2 4- R2 V P /+  V « 2 +  P:

2 _  a2 +  p2 -  a V a 2 +  P2 sin p7-e-ar

га> + У«2 + P2 P
По (6.3.20) найдем оптимальную весовую функцию

g (t) =  (cos рг +  sin рг) <rar ̂  х

X  J * * *  *в. -  2 ( a - +- Pl - - a- V « 2_+ J 2_  sin p r e - a r  4 .  x

— OO
OO

X  J e ,erf---------- — ----------
г© +  V a 2 +  p2 

По свойству дельта-функции

Интеграл во втором слагаемом равен
ОО ОО

1 Г еш _____d(i> ____ 1_ Г еШ da
2я J г® Л  а? +  р2 2л J ш —  i У<х2 +  Р2

— ОО —ОО

f  e - V S ^ + F i  при f

I 0 при t <  0.
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Получаем оптимальную весовую функцию при t ̂  О

g (0 =  (cos рг +  V « 2+ P ? sin j е-агб {t) _

-  2(д2 +  Р2-а У«2 +  Р2) sin рТе-аТе-  -\f5FW t' .
Р

При этом формула оптимальной экстраполяции, в соответствии с (6.3.3), 
запишется в виде ______

* (f +  Г) =  (cos рг +  V »2 +̂ Р2 ~  К sin рГ j g-aJ^ (г) _

______ СО
_  2(а2+Р2 — a V a 2+ P 2), sin р2>-аг ^  {t _  т) e- т ̂

о

Эта формула показывает, что прогнозируемое значение x(t-{-T) зависит не 
только от последнего из известных нам значений реализации x(t), но и от 
значений ее при всех предшествующих значениях аргумента, по которым про­
изводится интегрирование.

Дисперсия ошибок экстраполяции в рассматриваемом случае определит­
ся, согласно (6.3.18) , в виде

а2 =  -тр |̂1 -  е~2аТ (cos РГ ̂  Ул* ~  " sin рг

Пример 3. Рассмотрим случай, когда случайный процесс X(t) имеет кор­
реляционную функцию

Rx (т) =  De~“ 1 t 1 (cos Рт +  sin Р |т|)

Этой корреляционной функции соответствует спектральная плотность

с  « 2 + Р 2
я (со2 +  а2 —  р2) +  4а2ш2 ‘

В этом случае формула (6.3.27) запишется в виде

2D a  _________________ [L (со) — е1мГ] (a 2 +  Р2)_______________
F {  ш) = я [а> +  (Р +  /а)] [«) —  (Р,+ га)] [со +  (Р г- ,га)] [со —  (Р .-«• га)] *

Проведя те же рассуждения, что и в примере 2, получим оптимальную 
лередаточную функцию в виде

г / \ (  от Р a • атЛ -оГ , sin Р7" л-аГL (со) =  ̂ cos РГ +  sin РГ J е -|-----1-— е .

По (6.3.20) найдем оптимальную весовую функцию
ОО

g (0 =  (cos рг +  sin рг) е -аТ --L J еш  dm +

— ОО
оо

. sin рГе- 1 Г . J w t
Р 2лf c S *

me dw.
— ОО
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Интеграл
СО

 ̂ t(oeiai асо =  6' (t)

— ОО

представляет собой производную от дельта-функции. Отсюда оптимальную' 
весовую функцию можем записать в виде

g (« =  (cos РГ +  у  sin рг) е~аТ6 (t) +  SinPpe ^  6' (t).

Подставляя найденную весовую функцию в (6.3.3), получим формулу 
оптимальной экстраполяции

* if +  Т) =  (cos РГ +  ~  sin рг) е~атх (t) +  5Ш ̂ е ^  ж' (t),
так как

оо

 ̂ х (t —  т) 6 ' (т) dx — х' (t).
о

Из формулы оптимальной экстраполяции видно, что упрежденное зна­
чение зависит как от значения самой реализации x(t) в момент t, так и от ее 
производной x'(t) в этот момент.

Дисперсия ошибок экстраполяции в данном случае определится в виде

a2 =  D|l -е“2аГ (cospr +  у  sin pryj.

Пример 4. Поясним теперь методику непосредственного использования 
формулы (6.3.36) на примере прогнозирования случайного процесса, имею­
щего корреляционную функцию вида

/ М т )  =  Щ 1 + а | т | ) е - ге|Ч

В соответствии с (3.2.42), соответствующая спектральная плотность 
Sr(w) имеет вид

„ 2Ра3 2 Ра3
х it (со2 +  а2)2 —  зт (<в +  га)2 (со—  га)2

Множитель знаменателя (со +  га) имеет корень со =  — га, лежащий в 
нижней полуплоскости, множитель со —  га имеет корень со =  га, лежащий 
в верхней полуплоскости. Поэтому в качестве функции Sj(co) берем Si(co) =

=  JjIJa)2 1 3 В качестве ФункЦии ^2 (®) возьмем

с / 2Ра3
8 л (со —  га)2

Подставляя в (6.3.36), получим

ОО ОО

L(a>) =  [ е ~ ш  [  7------ l— — e^ » +T U ^ d t .
2я J J (и, —  га)2

0 —оо

Интегрируя и пользуясь формулой (6.3.37), получим передаточную функцию 

L 1(й) =  (1 + аТ + ШТ) е~аТ.
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Найдем соответствующую весовую функцию
ОО ОО

— ОО — оо—оо — оо

=  [(1 +аГ) б (0 +  7'6' (t)]e-aT, :

где б (t) —  дельта-функция, а б'(*) —  ее производная.
При этом формула оптимальной линейной экстраполяции запишется в

Отсюда видно, что упрежденное значение процесса в момент £ +  Т зависит 
не только от самого значения процесса в момент t, но и от его производной, 
т. е. скорости его изменения.

Квадрат модуля передаточной функции

6.4. Примеры оптимальной линейной экстраполяции 
гидрометеорологических процессов

В  п о с л е д н и е  г о д ы  м е т о д  о п т и м а л ь н о й  л и н е й н о й  э к с т р а п о л я ­
ц и и  п р и м е н я л с я  д л я  п р о г н о з а  р а з л и ч н ы х  г и д р о м е т е о р о л о г и ч е ­
с к и х  э л е м е н т о в .  П р и  э т о м , п о - в и д и м о м у , н е  с л е д у е т  п р о т и в о ­
п о с т а в л я т ь  е г о  д р у г и м  м е т о д а м  п р о г н о з и р о в а н и я , в ч а с т н о с т и  
д и н а м и ч е с к и м  м е т о д а м ,  о с н о в а н н ы м  н а  и с п о л ь з о в а н и и  у р а в н е ­
н и й  г и д р о д и н а м и к и , а  с т а р а т ь с я  с о ч е т а т ь  р а з л и ч н ы е  м е т о д ы  
п р о г н о з а  д л я  п о л у ч е н и я  б о л е е  н а д е ж н ы х  р е з у л ь т а т о в .  О д н и м  
и з  п у т е й  т а к о г о  с о ч е т а н и я  я в л я е т с я  п о л у ч е н и е  т а к  н а з ы в а е м о г о  
« в з в е ш е н н о г о »  п р о г н о з а .  Д о п у с т и м ,  ч т о  п о л у ч е н ы  п р о г н о з ы  
о д н о г о  и  т о г о  ж е  э л е м е н т а  д в у м я  р а з л и ч н ы м и  м е т о д а м и .  П е р ­

виде

х (t —  т) б (т) dx +

ООоо

+  Т  ̂x (t —  т) б' (т) d r  =  [(1 +  аТ) х (*) +  Тх' (<)] е~аТ,
О

j L (со) I2 =  [(1 +  ССГ)2 +  <02Г2] е~2аТ.
Поэтому дисперсия ошибок экстраполяции равна

I” оо оо “I
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в ы й  м е т о д  д а е т  п р о г н о з и р у е м о е  з н а ч е н и е  в т о р о й  —  х 2. Т о г д а  
в к а ч е с т в е  п р о г н о з и р у е м о г о  з н а ч е н и я  м о ж н о  и с п о л ь з о в а т ь  в е л и ­
ч и н у

х  —  р х ,  +  (1 —  р ) х 2,

г д е  в е с а  р  и <7 = ( 1  —  р)  в ы б и р а ю т с я  и з  т е х  и л и  и н ы х  р а з у м н ы х  
с о о б р а ж е н и й .  В  ч а с т н о с т и ,  е с л и  и з в е с т н ы  д и с п е р с и и  о ш и б о к  
к а ж д о г о  м е т о д а  п р о г н о з а ,  т о  в е с а  м о ж н о  в ы б и р а т ь  к а к  в е л и ­
ч и н ы , о б р а т н о  п р о п о р ц и о н а л ь н ы е  э т и м  д и с п е р с и я м .

Р а с с м о т р и м  д в а  п р и м е р а  п р а к т и ч е с к о г о  п р и м е н е н и я  о п т и ­
м а л ь н о й  л и н е й н о й  э к с т р а п о л я ц и и .

П р о г н о з  р е ч н о г о  с т о к а
Ю . М . А л е х и н  п р и м е н и л  т е о р и ю  о п т и м а л ь н о й  л и н е й н о й  

э к с т р а п о л я ц и и  д л я  п р о г н о з и р о в а н и я  р е ч н о г о  с т о к а . О н  р а с с м а т ­
р и в а л  о т к л о н е н и е  г о д о в о г о  с т о к а  р е к и  о т  н о р м ы  к а к  с л у ч а й н ы й  
с т а ц и о н а р н ы й  п р о ц е с с ,  з а д а н н ы й  п р и  ц е л о ч и с л е н н ы х  з н а ч е н и я х  
а р г у м е н т а .

И с х о д н ы м и  д а н н ы м и  д л я  р а с ч е т о в  п о с л у ж и л и  с р е д н и е  г о д о ­
в ы е  р а с х о д ы  в о д ы  з а  5 0 — 7 0  л е т , в з я т ы е  и з  « М а т е р и а л о в  п о  р е ­
ж и м у  р е к  С С С Р »  и г и д р о л о г и ч е с к и х  е ж е г о д н и к о в .  П о  э т и м  д а н ­
н ы м  б ы л и  р а с с ч и т а н ы  а в т о к о р р е л я ц и о н н ы е  ф у н к ц и и  о т к л о н е ­
н и й  г о д о в о г о  с т о к а  о т  н о р м ы  д л я  ш е с т и  р е к , р а с п о л о ж е н н ы х  н а  
Е в р о п е й с к о й  т е р р и т о р и и  С С С Р . З а д а ч а  п р о г н о з и р о в а н и я  р е ч ­
н о г о  с т о к а  р а с с м а т р и в а л а с ь  в с л е д у ю щ е й  п о с т а н о в к е .  И м е ю т с я  
д а н н ы е  о т к л о н е н и й  г о д о в о г о  с т о к а  р е к и  о т  н о р м ы  q ( t  —  п ) ,  
q ( t —  ( п  —  1 ) ) ,  . . . ,  q { i — 1 ) ,  q ( t ) ,  з а ф и к с и р о в а н н ы е  в т е ч е н и е  
р я д а  и з  п  л е т , з а к а н ч и в а ю щ е г о с я  г о д о м ,,  о б о з н а ч е н н ы м  ч е р е з  t. 
П р о г н о з и р у е м о е  з н а ч е н и е  q ( t - \ - T )  с  з а б л а г о в р е м е н н о с т ь ю  п р о ­
г н о з а  Т, р а в н о й  1, 2 , 3  и 5  г о д а м ,  и щ е т с я  в в и д е  л и н е й н о й  к о м ­
б и н а ц и и  -

. m
q {t - f t )  =  2 a kq  ( f —  k). ( 6 .4 .1 )

&=0

К о э ф ф и ц и е н т ы  at, д л я  к а ж д о г о  з н а ч е н и я  Т. о п р е д е л я е м ы е  и з  
у с л о в и я  м и н и м у м а  д и с п е р с и и  о ш и б о к  э к с т р а п о л я ц и и , в с о о т в е т ­
с т в и и  с  и з л о ж е н н ы м  в п . 6 .3 ,  я в л я ю т с я  р е ш е н и я м и  с и с т е м ы  и з  
m  у р а в н е н и й

m

R q (Т  - f  k )  =  £  а , к „  (k  -  / ) ,  k  =  0 , 1, . . tn, ( 6 .4 .2 )
/ —о

г д е  R q( r ) — а в т о к о р р е л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я  о т к л о н е н и й  г о д о в о г о  
с т о к а . С и с т е м а  у р а в н е н и й  ( 6 .4 .2 )  р е ш а л а с ь  н а  Э В М  п о  м е т о д у  
Г а у с с а .

Д л я  о ц е н к и  к а ч е с т в а  п р о г н о з а  п о л у ч е н н ы е  п о  ф о р м у л е  о п т и ­
м а л ь н о й  л и н е й н о й  э к с т р а п о л я ц и и  ( 6 .4 .2 )  з н а ч е н и я  с р а в н и в а л и с ь  
с  и с т и н н ы м и  з н а ч е н и я м и  о т к л о н е н и й  г о д о в о г о  с т о к а . В ы ч и с л е н -
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н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы  к о р р е л я ц и и  ф а к т и ч е с к и х  и с п р о г н о з и р о в а н ­
н ы х  з н а ч е н и й  о к а з а л и с ь  п о р я д к а  0 ,8 4  0 ,8 0 ,  ч т о  с в и д е т е л ь ­
с т в у е т  о  д о с т а т о ч н о  х о р о ш е м  и х  с о в п а д е н и и .

П р о г н о з  и н д е к с а  з о н а л ь н о й  ц и р к у л я ц и и  
П р и  и з у ч е н и и  к р у п н о м а с ш т а б н ы х  а т м о с ф е р н ы х  п р о ц е с с о в  н е ­

о б х о д и м о  з н а т ь  з а к о н о м е р н о с т и  о с н о в н о г о  з в е н а  о б щ е й  ц и р к у ­
л я ц и и  а т м о с ф е р ы  —  з о н а л ь н о й  ц и р к у л я ц и и , т . е . п е р е н о с а  в р з -  
д у х а  с  з а п а д а  н а  в о с т о к , о б у с л о в л е н н о г о  п р и т о к о м  т е п л а  о т  
С о л н ц а  и  в р а щ е н и е м  З е м л и  в о к р у г  с в о е й  о с и .

П р и  в ы я в л е н и и  з а к о н о м е р н о с т е й  ц и р к у л я ц и и  о б ы ч н о  и с п о л ь ­
з у ю т  р а з л и ч н ы е  и н т е г р а л ь н ы е  х а р а к т е р и с т и к и  м а к р о п р о ц е с с о в .  
Н а и б о л е е  р а с п р о с т р а н е н н о й  и з  т а к и х  х а р а к т е р и с т и к  я в л я е т с я  

т а к  н а з ы в а е м ы й  и н д е к с  з о н а л ь н о й  ц и р к у л я ц и и .
И н д е к с  з о н а л ь н о й  ц и р к у л я ц и и  J  о п р е д е л я е т с я  к а к  б е з р а з ­

м е р н а я  в е л и ч и н а , р а в н а я  о т н о ш е н и ю  у г л о в о й  с к о р о с т и  в р а щ е ­
н и я  а т м о с ф е р ы  а  к  у г л о в о й  с к о р о с т и  в р а щ е н и я  З е м л и  со

В е л и ч и н а  а  с в я з а н а  с  л и н е й н о й  с к о р о с т ь ю  д в и ж е н и я  а т м о с ф е р ы  
с о о т н о ш е н и е м

v x =  a  (z ) г  о c o s  ф , ( 6 .4 .4 )

т д е  v %—  с к о р о с т ь  з о н а л ь н о г о  п о т о к а ;  г0 —  с р е д н и й  р а д и у с  З е м ­
л и ;  qp —  г е о г р а ф и ч е с к а я  ш и р о т а ;  z  —  в ы с о т а  н а д  у р о в н е м  м о р я .

В в и д у  в а ж н о с т и  з н а н и я  з а к о н о м е р н о с т е й  и з м е н е н и я  в о  в р е ­
м е н и  и н д е к с а  з о н а л ь н о й  ц и р к у л я ц и и , в ч а с т н о с т и  д л я  ц е л е й  
•с о в е р ш е н с т в о в а н и я  м е т о д и к и  д о л г о с р о ч н ы х  п р о г н о з о в  п о г о д ы , в 
р я д е  р а б о т  б ы л о  п р е д п р и н я т о  и з у ч е н и е  с т а т и с т и ч е с к о й  с т р у к ­
т у р ы  и н д е к с а  з о н а л ь н о й  ц и р к у л я ц и и  и с д е л а н ы  п о п ы т к и  е г о  
с т а т и с т и ч е с к о г о  п р о г н о з а .

Б ы л а  п р о и з в е д е н а  с т а т и с т и ч е с к а я  о б р а б о т к а  д о в о л ь н о  б о л ь ­
ш о г о  э м п и р и ч е с к о г о  м а т е р и а л а  и  в ы ч и с л е н ы  к о р р е л я ц и о н н ы е  
ф у н к ц и и  и с п е к т р а л ь н ы е  п л о т н о с т и  и н д е к с а  з о н а л ь н о й  ц и р к у ­
л я ц и и .

К о р р е л я ц и о н н ы е  ф у н к ц и и  р а с с ч и т ы в а л и с ь  п о  е ж е д н е в н ы м  
.з н а ч е н и я м  и н д е к с а  з о н а л ь н о й  ц и р к у л я ц и и  д л я  в ы с о т  и з о б а р и ­
ч е с к и х  п о в е р х н о с т е й  1 0 0 0 , 7 0 0 , 5 0 0 ,  3 0 0 , 2 0 0  и 1 0 0  г П а .

Н а  в с е х  у р о в н я х  в и д  к о р р е л я ц и о н н ы х  ф у н к ц и й  п р и м е р н о  
о д и н а к о в ,  к о р р е л я ц и о н н ы е  ф у н к ц и и  в н а ч а л е  д о в о л ь н о  б ы с т р о  
у б ы в а ю т ,  а  з а т е м  п р и о б р е т а ю т  х а р а к т е р  с т о х а с т и ч е с к и х  к о л е б а ­
н и й . П р и  э т о м  н а б л ю д а е т с я  в ы р а ж е н н а я  п е р и о д и ч н о с т ь  э т и х  к о ­
л е б а н и й  с о  с р е д н и м  п е р и о д о м ,  д о в о л ь н о  б л и з к и м  д л я  в с е х  
х р и в ы х .

П р о г н о з  с у т о ч н ы х  з н а ч е н и й  и н д е к с а  з о н а л ь н о й  ц и р к у л я ц и и  
■ о с у щ е с т в л я л с я  п о  м е т о д и к е ,  и з л о ж е н н о й  в п . 6 .2 .  У п р е ж д е н н о е
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з н а ч е н и е  /  (t +  Т)  с  з а б л а г о в р е м е н н о с т ь ю  Т  л е т  н а х о д и л о с ь  п о  
р я д у  и з  п  е г о  п р е д ш е с т в у ю щ и х  з н а ч е н и й  J ( t  —  п ) ,  J ( t  —  (га—
—  1 ) ) ,  . . . ,  J ( t — 1) ,  J ( t )  п о  ф о р м у л е

П

J ( t  +  T ) = Z a kJ ( t - k ) .  ( 6 .4 .5 )
fe-u

Р а с ч е т ы  п р о и з в о д и л и с ь  п р и  р а з л и ч н о м  ч и с л е  с л а г а е м ы х  п  в 
с у м м е  ( 6 .4 .5 ) .

Д л я  о ц е н к и  т о ч н о с т и  п о л у ч е н н о г о  п р о г н о з а  п р и  р а зл и ч н о м ;  
ч и с л е  га б ы л а  р а с с ч и т а н а  с р е д н я я  в е л и ч и н а  м о д у л я  р а з н о с т и  
м е ж д у  ф а к т и ч е с к и м и  з н а ч е н и я м и  и н д е к с а  з о н а л ь н о й  ц и р к у л я ­
ц и и  и и х  з н а ч е н и я м и , о п р е д е л е н н ы м и  п о  ( 6 .4 .5 ) .

Н а и м е н ь ш е е  з н а ч е н и е  о ш и б к и  п о л у ч и л о с ь  п р и  м а л ы х  з н а ч е ­
н и я х  га, т . е . п р и  и с п о л ь з о в а н и и  л и ш ь  з н а ч е н и й  б л и ж а й ш и х  
п р е д ш е с т в у ю щ и х  д н е й .

В  р я д е  р а б о т  и з у ч а л а с ь  с т а т и с т и ч е с к а я  с т р у к т у р а  и о с у щ е ­
с т в л я л с я  п р о г н о з  с р е д н е м е с я ч н ы х  и н д е к с о в  з о н а л ь н о й  ц и р к у л я ­
ц и и . Х а р а к т е р  к о р р е л я ц и о н н ы х  ф у н к ц и й  с р е д н и х  м е с я ч н ы х  и н ­
д е к с о в  з о н а л ь н о й  ц и р к у л я ц и и  о к а з а л с я  а н а л о г и ч н ы м  х а р а к т е р у  
э т и х  ф у н к ц и й  д л я  е ж е д н е в н ы х  з н а ч е н и й . Д л я  п р о г н о з а  с р е д н и х  
м е с я ч н ы х  и н д е к с о в  з о н а л ь н о й  ц и р к у л я ц и и  б ы л а  и с п о л ь з о в а н а  
м е т о д и к а ,  и з л о ж е н н а я  в п . 6 .3 .  С  э т о й  ц е л ь ю  о п р е д е л е н н а я  п а  
э м п и р и ч е с к и м  д а н н ы м  к о р р е л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я  с р е д н е г о  м е с я ч ­
н о г о  и н д е к с а  з о н а л ь н о й  ц и р к у л я ц и и , б ы л а  а п п р о к с и м и р о в а н а  
а н а л и т и ч е с к и м  в ы р а ж е н и е м

R  ( т )  =  е~а11 т 1 +  е~°21 ^1 ( 0 ,1 3 5 [ s in  <т2 1т  I +  0 , 5 1 s in  о х | т  |) , ( 6 .4 .6 )

г д е  а\  =  2 ,4 6 5 ,  02 =  0 ,0 1 .
Б ы л и  о п р е д е л е н ы  о п т и м а л ь н а я  п е р е д а т о ч н а я  ф у н к ц и я  и ф о р ­

м у л а  о п т и м а л ь н о й  л и н е й н о й  э к с т р а п о л я ц и и  с  з а б л а г о в р е м е н ­
н о с т ь ю  в о д и н  и д в а  м е с я ц а ,  с о д е р ж а щ а я  з н а ч е н и е  J ( t )  и  его- 
п р о и з в о д н ы е  п е р в о г о  и в т о р о г о  п о р я д к а .

Р е з у л ь т а т ы  п р о г н о з а  с  з а б л а г о в р е м е н н о с т ь ю  в о д и н  м е ся ц ,  
с р а в н и т е л ь н о  х о р о ш о  с о в п а л и  с  и с т и н н ы м и  з н а ч е н и я м и . П р о г н о а  
в е л и ч и н ы  J  ( t 2 )  н е  д а л  п о л о ж и т е л ь н о г о  р е з у л ь т а т а .



Г лава  7
Параметрические методы исследования 
случайных процессов

7.1. Статистические модели случайных процессов

В  п р е д ы д у щ и х  г л а в а х  м ы  р а с с м а т р и в а л и  м е т о д ы  о п и с а н и я  
с л у ч а й н ы х  п р о ц е с с о в  с  п о м о щ ь ю  к о р р е л я ц и о н н ы х  ф у н к ц и й  и 
с п е к т р о в .

Н а р я д у  с  э т и м и  н е п а р а м е т р и ч е с к и м и  м е т о д а м и  в н а с т о я щ е е  
в р е м я  р а з р а б о т а н ы  и п о л у ч а ю т  в с е  б о л ь ш е е  р а с п р о с т р а н е н и е  
п а р а м е т р и ч е с к и е  м е т о д ы , о с н о в а н н ы е  н а  о п и с а н и и  с л у ч а й н ы х  
п р о ц е с с о в  с  п о м о щ ь ю  с т а т и с т и ч е с к и х  м о д е л е й  с  м а л ы м  ч и с л о м  
л а р а м е т р о в .

С у т ь  р а с с м а т р и в а е м ы х  м е т о д о в  з а к л ю ч а е т с я  в п о с т р о е н и и  
н е к о т о р ы х  м о д е л е й  и з у ч а е м ы х  с л у ч а й н ы х  п р о ц е с с о в ,  к  к о т о р ы м  
п р е д ъ я в л я ю т  д в а  о с н о в н ы х  т р е б о в а н и я .  В о - п е р в ы х , м о д е л ь  
д о л ж н а  б ы т ь  д о с т а т о ч н о  п р о с т о й , о п и с ы в а е м о й  н е б о л ь ш и м  ч и с ­
л о м  п а р а м е т р о в  и , в о -в т о р ы х , д о с т а т о ч н о  а д е к в а т н о  о п и с ы в а т ь  
р а с с м а т р и в а е м ы й  п р о ц е с с ,  в ч а с т н о с т и ,  х о р о ш о  с о г л а с о в ы в а т ь с я  
с  и м е ю щ и м и с я  д а н н ы м и  н а б л ю д е н и й .

Н а и б о л е е  у п о т р е б и т е л ь н ы м и  д л я  о п и с а н и я  с т а ц и о н а р н ы х  
с л у ч а й н ы х  п р о ц е с с о в  я в л я ю т с я  м о д е л и  а в т о р е г р е с с и и ;  м о д е л и  
с к о л ь з я щ е г о  с р е д н е г о  и с м е ш а н н ы е  м о д е л и  а в т о р е г р е с с и и  —  
с к о л ь з я щ е г о  с р е д н е г о .

М о д е л и  а в т о р е г р е с с и и
В  э т о й  м о д е л и  т е к у щ е е  з н а ч е н и е  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  в ы р а ­

ж а е т с я  к а к  к о н е ч н а я  л и н е й н а я  к о м б и н а ц и я  п р е д ы д у щ и х  е г о  
.з н а ч е н и й  и  с л у ч а й н о г о  и м п у л ь с а .

П у с т ь  X ( t ) ,  X ( t —  1 ) ,  X ( t  —  2 ) ,  . . .  е с т ь  з н а ч е н и я  с т а ц и о н а р ­
н о г о  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  X ( t )  в  р а в н о о т с т о я щ и е  м о м е н т ы  t, 
t — 1 , t  —  2 ,  . . . ,  a  Z ( t ) — б е л ы й  ш у м .

О

О б о з н а ч и м  ч е р е з  X ( t )  —  X ( t ) — т х ц е н т р и р о в а н н ы й  с л у ч а й ­
н ы й  п р о ц е с с .
В ы р а ж е н и е

X ( t )  =  a xX ( t - l )  +  a 2X ( t - 2 ) +  . . . + a J ( t - p )  +  Z ( t )  ( 7 .1 .1 )

н а з ы в а е т с я  п р о ц е с с о м  а в т о р е г р е с с и и  п о р я д к а  р.
Э т а  м о д е л ь  с о д е р ж и т  р  +  2  п а р а м е т р о в :  тх\ а 1; а 2, . . . ,  а р;

■а2, г д е  а 2 —  д и с п е р с и я  б е л о г о  ш у м а  Z  ( /) .

М о д е л и  с к о л ь з я щ е г о  с р е д н е г о
В  э т о й  м о д е л и  т е к у щ е е  з н а ч е н и е  п р о ц е с с а  X ( t )  в ы р а ж а е т с я  

ч е р е з  п р е д ы д у щ и е  з н а ч е н и я  Z ( t — 1) ,  Z ( t  —  2 ) ,  . . .  б е л о г о  ш у м а  
2 { t ) .
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П р о ц е с с

X ( t )  =  Z  (t) +  p ,Z  (t -  1) +  p2Z ( /  -  2 )  +  . . .  +  p 9Z  (t -  q)  ( 7 .1 .2 )

н а з ы в а е т с я  п р о ц е с с о м  с к о л ь з я щ е г о  с р е д н е г о  п о р я д к а  q.
М о д е л ь  с к о л ь з я щ е г о  с р е д н е г о  с о д е р ж и т  q  -f- 2  п а р а м е т р о в ::  

m x, p j, Р2> * . . ,  Р^, @z*

С м е ш а н н ы е  м о д е л и  а в т о р е г р е с с и и  —  с к о л ь ­
з я щ е г о  с р е д н е г о .

Д л я  д о с т и ж е н и я  б о л ь ш е й  г и б к о с т и  в п о д б о р е  м о д е л е й  д л я  
о п и с а н и я  р е а л ь н ы х  с л у ч а й н ы х  п р о ц е с с о в  и н о г д а  ц е л е с о о б р а з н о -  
о б ъ е д и н и т ь  в о д н о й  м о д е л и  а в т о р е г р е с с и ю  и с к о л ь з я щ е е  с р е д ­
н е е .

Э т о  п р и в о д и т  к  к о м б и н и р о в а н н о й  м о д е л и  а в т о р е г р е с с и и — - 
с к о л ь з я щ е г о  с р е д н е г о

i ( 0  =  a , i ( f - l ) +  . . .  + a pX ( t ~ p )  +  Z ( t )  +  ?,1Z { t - \ ) +  . . .

. . .  + ? > qZ ( t - q ) .  ( 7 .1 . 3 )

В  э т о й  м о д е л и  р  +  q  +  2  п а р а м е т р о в :  m x , a b  . . . , а р\ р ь  . . .

. . . ,  р2; a l  Н а  п р а к т и к е  ч а с т о  о к а з ы в а е т с я ,  ч т о  а д е к в а т н о е  
о п и с а н и е  р е а л ь н ы х  с л у ч а й н ы х  п р о ц е с с о в  д о с т и г а е т с я  п р и  п о ­
м о щ и  м о д е л е й  а в т о р е г р е с с и и , и л и  с к о л ь з я щ е г о  с р е д н е г о ,  в к о ­
т о р ы х  р  и л и  q  н е  б о л ь ш е  д в у х ,  и л и  с м е ш а н н о й  м о д е л и  а в т о р е г ­
р е с с и и —  с к о л ь з я щ е г о  с р е д н е г о  п р и  р  =  1 и q =  1.

П р е и м у щ е с т в о  п а р а м е т р и ч е с к и х  м е т о д о в  з а к л ю ч а е т с я  в и х  
э к о н о м и ч н о с т и , т . е . в т о м , ч т о  и м е ю щ и е с я  н а б л ю д е н и я  р а с х о ­
д у ю т с я  н а  о ц е н и в а н и е  м а л о г о  ч и с л а  п а р а м е т р о в .  В м е с т е  с  т ем ,, 
э т и  м е т о д ы  п о  с р а в н е н и ю  с  н е п а р а м е т р и ч е с к и м и  м е т о д а м и  т р е ­
б у ю т  б о л е е  п о л н о й  а п р и о р н о й  и н ф о р м а ц и и  о  ф и з и ч е с к о й  с у щ ­
н о с т и  р а с с м а т р и в а е м ы х  с л у ч а й н ы х  п р о ц е с с о в .

В  г л а в е  4  м ы  р а с с м а т р и в а л и  п р о ц е с с ы , п р е д с т а в л я ю щ и е  с о ­
б о й  р е а к ц и ю  н е к о т о р о й  л и н е й н о й  С и стем ы , о п и с ы в а е м о й  л и н е й ­
н ы м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м  у р а в н е н и е м ,  н а  в х о д  к о т о р о й  д е й с т в у е т  
н е к о т о р ы й  с л у ч а й н ы й  п р о ц е с с .  В  ч а с т н о с т и , у ж е  б ы л  р а с с м о т р е н  
с л у ч а й н ы й  п р о ц е с с  X ( t ) ,  о п и с ы в а е м ы й  л и н е й н ы м  д и ф ф е р е н ц и ­
а л ь н ы м  у р а в н е н и е м  п е р в о г о  п о р я д к а

a  - g . +  * ( * ) =  Z  (/),-

к о г д а  в х о д н ы м  в о з д е й с т в и е м  я в л я е т с я  б е л ы й  ш у м  Z ( t ) .
З а м е н я я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  р а з н о с т н ы м , п о л у ч и м :  

п р о ц е с с  а в т о р е г р е с с и и  п е р в о г о  п о р я д к а

X(t) =  a,X { t - i )  +  Z(i). (7 Л А)
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Аналогично для процесса, который описывался дифферен­
циальным уравнением второго порядка, получаем процесс авто­
регрессии второго порядка

X  (/) =  а,Х (t -  1)  +  а2Х (t -  2) +  Z (t). (7.1 . 5 )

В этих примерах мы сумели построить модели, зная физиче­
скую природу рассматриваемых случайных процессов. Однако 
на практике обычно физическая природа изучаемого процесса 
априорно неизвестна, имеется лишь ряд данных наблюдений, 
который и используется для построения статистической модели. 
При этом построение статистической модели включает в себя 
три этапа.

1. Методом идентификации определяются классы моделей, 
пригодные для описания изучаемого процесса.

2. Производится подгонка выбранной модели к рассматри­
ваемому процессу и определяются по имеющимся данным на­
блюдений оценки параметров модели.

3. Выясняется согласованность полученной модели с дан­
ными наблюдений и, если такого согласования нет, проводится 
соответствующая корректировка модели.

В настоящей главе будут коротко изложены основные прин­
ципы построения линейных статистических моделей и их исполь­
зования. Подробному изложению этих вопросов посвящена кни­
га Дж . Бокса и Г. Дженкинса «Анализ временных рядов: прог­
ноз и управление».

7.2. Идентификация моделей

Первым этапом построения линейной модели случайного про­
цесса является выбор типов моделей, которые следует исполь­
зовать для дальнейших исследований. Этот этап носит назва­
ние идентификации моделей. Задача заключается в выборе из 
общего класса моделей авторегрессии — скользящего среднего 
моделей такого порядка р и q, которые можно считать пригод­
ными для описания данного случайного процесса.

Основой метода идентификации является сравнение теорети­
ческой автокорреляционной функции данной модели авторегрес­
сии, скользящего среднего, или смешанной с полученной путем 
статистической обработки имеющихся данных наблюдений оцен­
кой корреляционной функции изучаемого случайного процесса.

Рассмотрим автокорреляционные функции моделей авторег­
рессии, скользящего среднего и смешанных. В главе 4 стацио­
нарный случайный процесс был выражен как реакция линейной 
системы на некоторое входное воздействие.

12 Д. И. Казакевич
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Рассмотрим центрированный случайный процесс X( t ) ,  а в 
качестве входного воздействия рассмотрим белый шум Z( t ) .  
Тогда в соответствии с формулой (4.2.2) можем записать

оо

X ( t ) =  \ g ( x ) Z ( t - x ) d x ,  (7.2.1)
о

где g(x) весовая функция, £(т) =  0 при х <  0.
Такой случайный процесс называют линейным. При этом 

корреляционная функция в соответствии с (4.2.4) запишется 
в виде

оо оо

(Т) =  И  g  (Т‘) 8  (Ts) (Т _  Т2 +  Tl) dXl dXr  (7 -2-2)о о
Белый шум Z (t) представляет собой последовательность некор­
релированных сечений с нулевым средним значением и постоян­
ной дисперсией а\.

Его корреляционная функция R z {x) имеет вид

R z {'*) =  olb(t), (7.2.3)

где 6(т) — дельта-функция, рассмотренная в главе 4.
Используя свойство дельта-функции (4.1.4), получаем выра­

жение для корреляционной функции Rx (x) в виде
оо

Rx (г) =  § S  (0 g i t  — t) dt. (7.2.4)
о

При этом нормированная корреляционная функция линей­
ного процесса определится в виде

оо

 ̂ g { t ) g ( t  — х) dt

=  -------------- - •  (7.2.5)
jj g2(t) dt
о

Д ля дискретного аргумента t линейный процесс можно запи­
сать в виде суммы

О ОО

X ( t ) = Z g kZ ( t - k ) .  (7.2.6)
ft-0

Это позволяет нам представить случайный процесс как линей­
ную комбинацию настоящего и предшествующих значений бе­
лого шума.
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Формулу для корреляционной функции такого процесса по­
лучим из (7.2.4), заменяя интеграл на сумму, в виде

оо

=  (7.2.7)
s=0

Нормированная корреляционная функция дискретного ли­
нейного процесса имеет вид

оо •

£  ^i&i + k
>-* (£) =  -— -------• (7.2.7а)

9  

81 
1= О

Процесс скользящего среднего можно рассматривать как ли­
нейный процесс вида (7.2.6), в котором коэффициенты gk =  О 
при k >  q.

Из (7.2.7) получаем, что корреляционная функция процесса 
скользящего среднего порядка q равна нулю при k >  q, а при 
k  sg: q равна

=  Р,+*. (W.8)1=0

т. е. корреляционная функция процесса скользящего среднего 
обрывается при k =  q.

Линейный процесс (7.2.6) можно представить и в виде ли­
нейной комбинации прошлых значений самого процесса плюс 
случайный импульс

X ( t ) = £ , < * kX ( t - k )  +  Z(t).  (7.2.9)
А=1

Соотношение между коэффициентами а* и gk можно уста­
новить с помощью оператора сдвига В, обладающего свойством

Bx(t)  =  x ( t — 1), B kx  (t) =  х  (t — k).

Например, процесс авторегрессии первого порядка

X(t)  =  a1X ( t -  \) +  Z{t)  (7.2.10)

можем записать в виде

■ X(t)  =  alBX  (t) +  Z{ t )
или

Z( t )  =  ( l - ai B) X( t ) .

12*
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Отсюда

X  (/) д  - Д Я  -  =  ( 1 + а , Д  +  а«£» +  . . . )  Z (0 =

=  Z (t) 4- «j5Z  (t) +  а \B2Z (t) + .................

. . .  =  Z (0 +  djZ {t — 1) +  a2Z (/ — 2) +  . . .  (7.2.11)
Процесс авторегрессии свелся к линейному процессу вида
(7.2.6), в котором коэффициенты g k =  ai.

В соответствии с (7.2.7а) видим, что нормированная корре­
ляционная функция процесса авторегрессии первого порядка 
равна

rx (&) =  af, k =  0; 1; 2; . . .  (7.2.12)

Можно показать, что процесс авторегрессии первого порядка бу­
дет стационарным только при J cxi} <1 1. В этом случае при 
a i >  0 корреляционная функция процесса является убывающей 
функцией, причем убывание происходит быстро при малом зна­
чении ссь а при большом значении a i =  0,8; 0,9 соседние сече­
ния процесса имеют большую корреляцию и убывание корреля­
ционной функции происходит медленно. При отрицательном 
значении оы корреляционная функция осциллирует от отрица­
тельных значений к положительным.

Для процессов авторегрессии второго порядка можно пока­
зать, что нормированная корреляционная функция определяет­
ся формулой

r(k) =  -dkcos(^~ ~  (po)- , (7.2.13)
К ' COS фо v '

где
r f = V — «2, cos Р =  щ!2 V — a2, tgqp0 =  1 +  r f2tgP-

Эта корреляционная функция представляет собой затухаю­
щее гармоническое колебание. Аналогичное выражение (4.2.21) 
ранее было получено для корреляционной функции процесса 
авторегрессии второго порядка непрерывного аргумента t.

Для смешанного процесса авторегрессии — скользящего сред­
него

X  (/) =  сцХ (/ — 1) +  PjZ (/ — 1) +  Z (/) (7.2.14)
корреляционную функцию можно определить по формулам

Д ( й )  =  а д а —  1), й > 2 ;
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Эта корреляционная функция экспоненциально убывает с 
ростом k.

Выяснив характер поведения теоретических корреляционных 
функций процессов авторегрессии, скользящего среднего и сме­
шанного процесса, мы можем теперь сравнить их с поведением 
выборочной корреляционной функции изучаемого процесса, по­
лученной по имеющимся данным наблюдений и на основании 
такого сравнения выбрать типы моделей для описания рассмат­
риваемого процесса.

При этом следует помнить, что выборочные оценки корреля­
ционной функции лишь приближенно отражают характер пове­
дения истинной корреляционной функции процесса. Поэтому при 
использовании их для идентификации моделей нужно основы­
ваться лишь на главных характерных чертах этих функций. По 
этой причине иногда целесообразно на этапе идентификации 
подобрать для дальнейшего оценивания и диагностической про­
верки не одну, а две или более возможных моделей процесса.

7.3. Оценивание параметров линейной модели

Одним из эффективных методов оценивания параметров вы­
бранной модели является метод максимального правдоподобия. 
Напомним коротко суть метода максимального правдоподобия, 
изучавшегося в общем курсе теории вероятностей и математи­
ческой статистики.

Пусть мы имеем выборку из п  значений случайной величины 
X,  имеющей плотность распределения заданного вида f(x, 0) 
с неизвестным параметром 0. Совместное распределение наблю­
дений для" этой выборки равно

L(0) =  f (x 1, Q)- f ( x2, 6) . . .  f ( x n, 6).

Эта функция, рассматриваемая как функция параметра 0, на­
зывается функцией правдоподобия. Принцип максимального 
правдоподобия заключается в том, что в качестве оценки пара­
метра 0 принимается такое его значение 0, которое обращает 
в максимум функцию правдоподобия. Эта оценка дает пред­
почтительное значение параметра 0, так как при этом значе­
нии вероятность получения данной выборки является наиболь­
шей. Если максимум правдоподобия лежит внутри области 
возможных значений параметра 0, то для дифференцируемой 
функции L(0)  оценку максимального правдоподобия (ОМП) 
найдем как корень уравнения

d L  (9) __ п
dQ
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Если же максимум правдоподобия лежит на границе области 
возможных значений, то эту оценку можно найти, построив гра­
фик функции Х( 0) .

В случае, когда функция правдоподобия зависит от k пара­
метров 0i, 02, . . . ,  0*, оценки максимального правдоподобия па­
раметров 0i, . . ., 0* должны максимизировать функцию правдо­
подобия X (0i, 02, . . . ,  0ft) одновременно по всем параметрам, 
В этом случае оценки.01, . . . ,  0* находятся как корни системы 
уравнений

0̂̂  О, I 1, . .  ., к.

Так как функция правдоподобия является положительной, то 
обычно для упрощения выкладок максимизируют функцию 
l nL(0i ,  . . . ,  0ft), которая имеет максимум при тех же значе­
ниях параметра, что и L(Qь . . . ,  0&). Показано, что при весьма 
общих условиях оценки, получаемые по методу максимального 
правдоподобия, состоятельны и асимптотически эффективны.

Проведем оценивание методом максимального правдоподо­
бия параметров модели авторегрессии. Пусть имеется N  значе­
ний х\, х2, . . . ,  х п реализации x( t )  стационарного случайного 
процесса X( t ) ,  зафиксированные в равноотстоящие моменты ty 
t —  1, . . . ,  t — N —  1.

Требуется по этим наблюденным данным оценить параметры 
процесса авторегрессии порядка р

X  (t) =  axX{t  — 1) +  a2X( t  -  2) - f  . . .  +  аp° X ( t - p )  +  Z  (t), (7.3.1)

т. e. получить оценки параметров mx, ось . . . ,  ар.
Предполагая, что случайный процесс Z( t )  (белый шум) яв­

ляется нормальным, можем записать функцию правдоподобия 
как совместную плотность распределения f ( z \ , z 2, . . . ,  z,n)  в  виде

« г ‘.......... г »> — ( Т а Ь у ( 7 - 3 -2 >

Выражая Z( t )  по формуле (7.3.1), получаем совместную плот­
ность распределения величин X( t ) ,  X ( t — 1), . . . ,  X( t  — N),  ко­
торая представляет собой функцию максимального правдоподо­
бия
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Логарифмируя, получаем

In f{tnx, a b . . . ,  ар) — — N  \п-\ /2п — N  Ы а;

1
,2

f \ m x , . . . ,  =  —  i \  i u  ' у  —  i \  i n  u z
'N - 1

£  [X(t - j )  -  a,X ( t - j -  1) -  . . .  -  apX  (t - j ~  p)]\
20;

2 /=° (7.3.4)

Д ля получения оценок максимального правдоподобия парамет­
ров нужно приравнять нулю частные производные правой части
(7.3.4) по параметрам ось « 2, . • •, «р-

Определим оценки параметров для моделей авторегрессии 
первого и второго порядка.

Для процесса авторегрессии первого порядка логарифмиче­
ская функция правдоподобия имеет вид

f {mx, a,) =  - . ( N  — 1) ln д /2n — (N -  1) In crz -
N

“  Z  -  a i (^/+1 -  m*)]2 (7-3-5>}=l

при наблюденных значениях x u X2, x N. Отсюда получаем 
систему из двух уравнений для получения параметров тх и а\.

N

df (W*’ ai) = ~ Т  Y j ^ Xi ~  — °1 (х/+1 — Л*)] (1 — аО =  О,
°тх аг j=i

df (тх, а,)
‘1 ~г /=1dd|

(7.3.6)
Реш ая эту систему при a i Ф  1, получаем оценки

N N

Z  */ -  а, Е  аг

~  (7-З.Ч
/=1

где х — среднее арифметическое из наблюденных значений
-^1 > -^2? » • • у

N

■ I l ( * / . - A*)(*/+i “ A*) s  (1)
fti =  i= L -w----------------------- « ^ -  =  ^ (1 ) .  (7.3.8)

V /  - ч о  **<°>'2  (*/+i “  m*)2 /■=1
Следовательно, за оценку математического ожидания тх можно 
принять среднее арифметическое из наблюденных значений, а 
за оценку параметра ai — выборочную нормированную корре-
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ляционную функцию гх {т) при т, равном интервалу времени ме­
жду соседними наблюдениями.

Аналогично составив функцию правдоподобия для модели 
авторегрессии второго порядка и приравняв нулю ее частные 
производные по параметрам т х, а\,  « 2, получим приближенные 
оценки для параметров

После того как выбрана модель и оценены ее параметры, 
нужно убедиться в том, насколько данная модель адекватно 
отражает рассматриваемый случайный процесс, т. е. насколько 
она согласуется с имеющимися данными наблюдений. О мере не­
адекватности модели можно судить по характеру остаточных 
ошибок между подобранной моделью и данными наблюдений. 
Если подогнанная модель верна, то остаточные ошибки должны 
быть некоррелированы и распределены приблизительно нор­
мально относительно нулевого математического ожидания. Н а­
личие же существенной корреляции остаточных ошибок свиде­
тельствует о том, что либо неудачно выбран вид модели, либо 
не точно оценены ее параметры. Разработан ряд методов диаг­
ностической проверки моделей. Одним из таких методов являет­
ся’ введение избыточных параметров, который заключается в 
том, что наряду с выбранной моделью, рассматривается модель 
с большим числом параметров.

7.4. Спектр линейных моделей

В главе 4 было установлено соотношение между спектраль­
ными плотностями случайных процессов на входе и выходе ста­
ционарной линейной системы. Спектральная плотность случай­
ного процесса на выходе равна произведению спектральной 
плотности на входе на квадрат модуля передаточной функции 
системы L (со). Поскольку линейный процесс можно рассматри­
вать как реакцию линейной системы на белый шум Z( t ) ,  имею­
щий постоянную спектральную плотность то спектральную 
плотность Sx (со) линейного процесса X(t )  можно представить 
в виде

(7.3.9)

(7.3.10)

(7.3.11)

S »  =  |L(co) р а |. (7.4.1)
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Непрерывный линейный стационарный процесс был описан с по­
мощью дифференциального уравнения с. постоянными коэффи­
циентами (4.1.12). При этом передаточная функция L(co) опре­
делялась по формуле (4.1.14).

Дискретный случайный линейный процесс можно описать с 
помощью разностного уравнения

y{t) — a.\y{t— 1) +  а oy(t — 2 ) +  . . .  + а  my(t  — ni) +
+  Ро* (0 +  Pi* ( t — 1 ) +  ••• ~ n)- (7.4.2)

Величины y( t ) ,  y ( t — \ ) , . . . , y ( t  — m) ,  x( t ) ,  x ( t —  1), . . .
. . . ,  x ( t  — n) можно рассматривать как дискретные значения 
непрерывных случайных процессов Y(t)  и X(t )  в соответствую­
щие моменты времени.

Определим передаточную функцию L (со) для этого случая. 
Как и для непрерывного процесса в качестве входного воздей­
ствия рассмотрим гармонические колебания x(t )  — eiat. Тогда

y(() =  L(m)eiat,
y ( t  — 1) =  L (со) =  L (со) еш е~1а,

y( t  — k) =  L (со) elate~ik<a,
x ( t — 1) =  еш е~1и>,
x{t  — k) =  em e~ika>. (7.4.3)

Подставляя (7.4.3) в уравнение (7.4.2), получим
(1 — с^е- *01 — а2е~2{<Л— . . .  — ame~ima>) L (а) =

=  ро +  Pie-'® +  Р2е - 2г“ +  . . .  +  pne - i»“ (7.4.4)
Отсюда получаем выражение для передаточной функции ди­
скретного линейного стационарного процесса.

, ,„ч Ро +  +  № ~ 21а +  . . .  +
( ) 1 -  aie - ia> -  а2е-2Ш -  . . .  -  a me~ima ' ( *

При этом спектральная плотность общего процесса авторегрес­
сии — скользящего среднего, определяемого уравнением (7.4.2) 
согласно формуле (7.4.1), будет иметь вид

р0 +  +  М -2го) +  ••• 2
*< • > -  <7Л6>

Определим спектральные плотности процесса авторегрессии пер­
вого и второго порядка.

Д ля процесса авторегрессии первого порядка (7.1.4) переда­
точная функция запишется в виде

Ш  =  (7Ж7>
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Отсюда, согласно (7.4.6), находим спектральную плотность про­
цесса авторегрессии первого порядка

сг?
5  (со) -- --------о ---------- • (7.4.8)

1 +  а х — 2<Xj cos са

При положительном значении коэффициента сц большая часть 
спектра сосредоточена на малых частотах, при отрицательном — 
на больших частотах.

Для процесса авторегрессии второго порядка (7.1.5) переда­
точная функция запишется в виде

i W = 7 <7-4-9>

Спектральная плотность будет иметь вид
2

S (со) = ------- 5----- з----------- -----------------------------• (7.4.10)
1 +  af +  а |  — 2а! (1 — а 2) cos ca — 2а2 cos 2а>

Вид спектра в этом случае зависит от соотношения коэффи­
циентов a i и аг- При одних значениях cci и аг можно получить 
низкочастотный или высокочастотный спектр, при других — 
спектры, имеющие максимум или минимум на некоторой ча­
стоте <й0-

В п. 8.3 будут рассмотрены методы оценки спектральной 
плотности стационарного случайного процесса, основанные на 
осреднении периодограммы. Выведенные в данном разделе фор­
мулы для спектров линейных моделей дают еще один способ 
оценивания. Этот способ сводится к аппроксимации изучаемого 
процесса с помощью достаточно удачно выбранной линейной 
модели. По данным наблюдений производится оценивание пара­
метров этой модели, а в качестве оценки спектра случайного 
процесса принимается спектр выбранной модели.

В последние годы этот метод находит все более широкое 
применение в практике спектрального анализа случайных про­
цессов. Полученные таким образом оценки спектральных плот­
ностей, описываемые несложными аналитическими выражения­
ми, являются весьма удобными во многих случаях при решении 
различных прикладных задач гидрометеорологии.

7.5. Прогнозирование стохастических моделей

В главе 6 был рассмотрен метод оптимальной линейной 
экстраполяции стационарных случайных процессов. Задача за ­
ключалась в том, чтобы, зная значения реализации x{t)  до неко-
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торого текущего значения t  и корреляционную функцию про­
цесса R x {%), найти прогнозируемое значение x ( t  +  Т) с заблаго­
временностью прогноза Т таким образом, чтобы обращалась в̂ 
минимум средняя квадратическая ошибка.

В настоящей главе будет рассмотрено решение этой же за ­
дачи другим способом, основанным на использовании построен­
ной модели процесса. При этом будем считать, что модель до­
статочно адекватна процессу, так что ошибки в оценках пара­
метров не оказывают существенного влияния на прогноз.

Рассмотрим прогнозирование линейного процесса на Т ш а­
гов. Как было показано в п. 7.2, линейный процесс в соответ­
ствии с (7.2.6) может быть представлен как бесконечная ли­
нейная комбинация текущего и предшествующих импульсов 
Z ( t ) , Z ( t - l ) , Z ( t - 2 ) ,  . . . О

Тогда искомое значение X(t -{-  Т) запишется в виде

X( t  +  T) =  g0Z (t +  Т) +  glZ ( t  +  Т -  l) +  g2Z  (t +  Т - 2 )  +  . . . ,
где £ 0 = 1  (7.5.1)
Предположим, что выражение

X( t  +  T) =  g*TZ (t) +  g'T+lZ ( t -  1) +  g*T+2Z (t -  2) +  . . .  (7.5.2)
дает наилучший прогноз, обращающий в минимум среднюю 
квадратическую ошибку.

При.этом средняя квадратическая ошибка прогноза опреде­
лится как математическое ожидание квадрата разности

а2 (Г) =  М  [(X (t +  Т)  -  X  (t +  T ) f ]  =
оо

=  (1 + « ? + . . .  +  g U )  < +  Е  (Sr+i -  £ + /) •  (7-5-3>

Из (7.5.3) видно, что величина о2(Т) обращается в минимум
ПрИ gr+f  =  gT +  j .

Таким образом, в качестве оптимального прогноза на Т ш а­
гов можем принять выражение

X( t  +  T) =  gTZ (t) +  gT+1Z (t -  1) +  gT+2Z ( t -  2 ) +  . . .  (7.5.4)
Выражение (7.5.4) представляет собой условное математическоеО О
ожидание X  (t +  Т) при условии, что все значения X  {t) до мо-О
мента t известны. Обозначим его через M t [X{t-\-T)\.  Тогда вид­
но, что оптимальный прогноз на Т шагов представляет собойО
условное математическое ожидание X  (f-j- Т) в момент t

°X(t +  T) =  M t [ X( t  +  T)]. (7.5.5)
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Сравнивая (7.5.4) с (7.5.1), видим, что ошибка прогноза равна

Ь (Т) =  Z (/ +  Т) +  glZ  (t +  Т -  1) +  . . .  +  gT_ xZ  (t +  1). (7.5.6)

Так как математическое ожидание М [б(7’)] =  0, то прогноз 
будет несмещенным.

Дисперсия ошибок прогноза равна

аЦТ)  =  (1 +  g\  +  . . .  +  4 _ , )  02. (7.5.7)

Мы рассмотрели прогнозирование случайного процесса, пред­
ставленного в виде бесконечной суммы случайных импульсов. 
Как уже было показано в п. 7.2, этот процесс можно предста­
вить и в виде линейной комбинации значений самого процесса 
в текущий и предшествующие моменты плюс случайный им­
пульс

X ( t ) = Z ^ i X ( t - j )  +  Z(i).  (7.5.8)
/=1

Перейдя в (7.5.8) к условным математическим ожиданиям, по­
лучим выражение для оптимального прогноза .

'*'* 00 о

X{t  +  T ) = Z a tM t [X(t +  T - j ) ]  +  M t [Z(t +  T)]. (7.5.9)
/=i

Условные математические ожидания требуют знания всех прош­
лых значений случайного процесса. Однако на практике веса
а,- обычно довольно быстро затухают и для прогноза достаточно 
значения не очень большого числа предшествующих моменту t 
значений процесса.

Условные математические ожидания в формуле (7.5.9) опре­
деляются по следующим формулам:

M t [ X ( t - j ) ]  =  X ( t - j ) ,  /  =  о, 1, 2, . . .

M t [X(t +  i)] =  X( t  +  j), / = 1 , 2 , . . .

Mt [Z (t -  j)] =  Z( t  -  j) =  X( t  -  j ) - X ( t  -  j  -  1),
/ =  0 , 1 , 2 , . . . ,  (7.5.10)

M t [ Z ( t + i ) ]  =  0, / = 1 , 2 , . . .

Это позволяет выразить прогноз на Т шагов в виде линейной 
комбинации наблюдений, предшествующих данному моменту t, 
и прогнозов, сделанных в момент t с меньшим упреждением. 

Можно сформулировать следующее правило. Д ля получе-О О
ния прогноза X( t - \ -T)  на Т шагов нужно члены X{t  — /) X  
Х ( /  =  0, 1, 2, . . . ) ,  известные к моменту /, оставить без изме­
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нения; члены Z  ( / + / )  (у =  1, 2, . . . ) ,  еще не Известные, заме-
o'

нить их прогнозами на у шагов X  (t +  у) с момента t\ члены 
Z{t  — у) (у =  0, 1, 2, . . . ) ,  уже известные, определить по разно-

о  o’

стям X( t  — j) — X( t  — j — 1); члены Z  (t +  /)(/= =  1, 2, . . . ) ,  еще 
не известные, заменить нулями.

В качестве примера рассмотрим прогнозирование процесса 
авторегрессии второго порядка

X(t)  =  a1X ( t — l) +  a2X( t  — 2) +  Z(t).

В соответствии с (7.5.,9) и сформулированным правилом про­
гнозы в момент t на Т =  1, 2, . . .  шагов будут иметь вид

X  (t +  1) =  (/) +  а2Х (t — 1),

X  {t +  2) =  сцХ (? +  !) +  а2Х (t),

X{ t  +  T) =  axX( t  +  Т -  \) +  a2X{t  +  Т -  2), T =  3, 4, . . .

Отсюда видно, что прогнозы на 1, 2, 3 и т. д. шагов вычис­
ляются рекуррентным способом.



Глава  8
О п р е д е л е н и е  х а р а к т е р и с т и к  с л у ч а й н ы х  ф у н кц и й  
по э к с п е р и м е н т а л ь н ы м  д а н н ы м

8.1. Определение характеристик случайной функции 
осреднением по множеству реализаций

В главах 1 и 2 было показано, что случайную функцию мож­
но рассматривать как множество всех ее сечений. Исходя из 
этого, можно свести определение характеристик случайной функ­
ции— математического ожидания и корреляционной функции — 
к определению соответствующих характеристик системы случай­
ных величин.

Пусть в результате эксперимента получено п  реализаций 
X i ( t )  (г =  1, 2, . . . , , п)  случайного процесса X( t )  на промежутке 
[U,tn-\-T]  (рис. 8.1). Разобьем этот промежуток на т  равных

частей точками to, t\, tm- ь U-\ -T.  Д ля каждого значения 
аргумента tj {j — 1,2,  . . . ,  tn) получим сечение случайного про­
цесса X(t j ) ,  которое представляет собой случайную величину. 
Получили систему из т  случайных величин и в качестве харак­
теристик случайного процесса будем рассматривать характери­
стики этой системы, их математические ожидания

X i ( t )

Р и с . 8.1

(8.1.1)

и корреляционную матрицу
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Математические ожидания М [ Х /] представляют собой зна­
чение математического ожидания mx {t) случайного процесса 
при дискретных значениях аргумента tj. Элементы корреляцион­
ной матрицы Rj, i являются значениями корреляционной функ­
ции R x {ti ,U),  соответствующими дискретным значениям аргу­
ментов tj и ti, Rj, i =  Rxitj ,  tj) .

Аналогичная методика сведения к системе сечений приме­
нима и для определения характеристик пространственного слу­
чайного поля.

Часто на практике измерение метеорологических или гидро­
логических случайных процессов и полей производится не не­
прерывно, а лишь для дискретных значений аргумента. В этом 
случае мы не сможем произвольно разбивать интервал задания 
аргумента на части, а имеем систему сечений для данных конк­
ретных значений аргумента, с которой только и можем опери­
ровать.

При использовании экспериментальных данных мы никогда 
не располагаем всем множеством возможных реализаций слу­
чайной функции, которое называют генеральной совокупностью 
реализаций, а имеем лишь конечное число реализаций, пред­
ставляющее собой некоторую частную выборку из генеральной 
совокупности. Определенные по этой частной выборке характе­
ристики случайной функции сами носят случайный характер и 
могут отличаться от истинных значений этих характеристик.

Характеристики, определяемые по экспериментальным дан­
ным, называют их статистическими оценками. В отличие от ис­
тинных значений характеристик будем обозначать их оценки 
теми же символами, но с «крышкой» наверху — tfix (t) , Rx {t\, t2).

Для определения дискретных значений оценок математиче­
ского ожидания tfix (tj) и корреляционной функции Rx (tj,ti) по 
выборке из п реализаций можно использовать разработанные 
в математической статистике методы оценивания характеристик 
случайных величин по данным экспериментов.

При этом предполагается, что эксперименты являются неза­
висимыми и производятся в одинаковых условиях. Опыты счи­
таются произведенными в одинаковых условиях, если во время 
их проведения комплекс всех учитываемых воздействий, исход­
ных условий и связей остается неизменным. Опыты являются не­
зависимыми, если результаты каждого из них не зависят от ре­
зультатов других.

Независимость реализаций случайной функции эквивалентна 
независимости распределении случайной функции при проведе­
нии опытов, в результате которых получены эти реализации. 
А наличие одинаковых условий при проведении этих опытов 
эквивалентно тому, что законы распределения случайной функ­
ции одинаковы при всех опытах.
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Задача оценивания заключается в выборе таких характери­
стик, которые были бы наилучщими в некотором смысле при их 
массовом применении.

Говоря о качестве оценок, обычно подразумевают выполни­
мость некоторых существенных свойств. таким свойствам от­
носят состоятельность, несмещенность и эффективность оценки.

Статистическая оценка 0 характеристики случайной вели­
чины 0, определяемая по выборке объема п, называется состоя­
тельной, если с увеличением числа наблюдений п  с вероятностью 
сколь угодно близкой к единице оценка 0 стремится к истин­
ному значению 0, т. е. оценка 0 сходится к 0 по вероятности.

Состоятельность оценки обеспечивает асимптотическую ее 
близость к искомой характеристике при беспредельном возра­
стании объема выборки, но не характеризует меру ее близости 
при конечном п. Состоятельность не гарантирует единственность 
оценки. Существует бесчисленное множество различных оценок, 
являющихся состоятельными.

Оценку называют несмещенной, если ее математическое ожи­
дание для всех выборок равно значению искомой характери­
стики, т. е. если М[0] =  0.

Состоятельная оценка является асимптотически несмещен­
ной, так как ее среднее значение близко к искомому при боль­
ших п, однако она может не являться несмещенной при не слиш­
ком большом объеме выборки.

Третье свойство оценок — эффективность — связано с ж ела­
нием получить среди несмещенных оценок такую, разброс слу­
чайных значений которой около искомой величины был бы наи­
меньшим. Так как мерой такого разброса является дисперсия, 
то естественно искать оценку, имеющую наименьшую дисперсию.

Оценка, имеющая минимальную дисперсию, называется эф­
фективной. Если оценка имеет минимальную дисперсию для 
больших выборок, то она называется асимптоматически эффек­
тивной.

В качестве оценки математического ожидания случайной ве­
личины X  в математической статистике используют среднее 
арифметическое из имеющихся п  независимых наблюдений х,-

й , - 4 2 >  (8.1.3)
г=1

Д ля оценки корреляционного момента R xy пары случайных 
величин X  и Y  используют формулу

п

Rxy =  Z  (Хг _ (8.1.4)
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Показано, что эти оценки являются несмещенными, состоятель­
ными и эффективными.

Исходя из этого, для оценок математического ожидания 
m x (tj) сечений случайной функции и элементов корреляцион­
ной матрицы U) получаем формулы

Rx (t-i, tl) =  7 - Z T f  Yj IXi ^  ~  fhx ^  ^  ~~ ( 8 - 1 -6 )

В частности, при / =  l из (8.1.6) получаем оценку дисперсии 
сечения случайной функции

Оценки элементов нормированной корреляционной матрицы оп­
ределяются в виде:

В случае стационарного случайного процесса или однород­
ного изотропного поля математическое ожидание является по­
стоянной величиной, а корреляционная функция является функ­
цией одного аргумента. В этом случае объем выборки, по кото­
рой находится оценка математического ожидания, может быть 
существенно увеличен за  счет объединения в одну статистиче­
скую совокупность сечений, выбранных на различных участках 
интервала задания реализаций. Аналогично увеличивается 
объем выборки при определении корреляционной функции за 
счет объединения в одну статистическую совокупность пар се­
чений с одинаковым расстоянием между этими сечениями.

В качестве примера рассмотрим определение оценок харак­
теристик метеорологического поля геопотенциала.

При образовании исходной статистической совокупности реа­
лизаций для метеорологических полей следует учитывать, что 
метеорологические поля принципиально не допускают массового 
повторения при одинаковых внешних условиях. В распоряже­
нии метеоролога нет статистического ансамбля планет, анало­
гичных Земле, поэтому, строго говоря, метеорологические поля 
могут быть названы случайными в смысле теории случайных 
функций лишь условно. В метеорологии единый процесс обычно 
дробится на части, которые и принимаются условно за различ­

П
/ = 1 ,  2, . . . , п г ,  (8.1.5)

П

П

(8.1.7)

(8.1.8)

13 Д- И. Казакевич
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ные реализации, т. е. в качестве реализаций случайного поля 
используются наблюдения, проводившиеся в различных про­
странственных областях или в различные моменты времени. При 
этом в качестве реализаций, соответствующих одинаковым 
внешним условиям, принимаются наблюдения* проводившиеся 
в аналогичных в некотором смысле пространственных областях 
или временных интервалах, которые могут быть использованы 
для совместной статистической обработки.

Ситуациями, соответствующими одинаковым внешним усло­
виям, являются такие, при которых сохраняются законы распре­
деления случайного поля. На практике обычно не известны эти 
законы распределения, поэтому отбор аналогичных ситуаций 
производится, исходя из повседневного метеорологического опы­
та и результатов предыдущих исследований..

От того как в каждом случае решается вопрос о выборе сход­
ных ситуаций, по которым производится осреднение, зависят 
полученные сведения о структуре рассматриваемого поля. Д ру­
гим требованием к совокупности реализаций является незави­
симость отдельных реализаций. Если реализации тесно связаны 
между собой, то все они будут содержать очень мало новой ин­
формации по сравнению с одной из них и, следовательно, увели­
чение числа реализаций в этом случае не приведет к заметному 
уточнению полученных статистических характеристик.

Исходя из указанных требований и физической сущности 
метеорологических процессов, можно отметить некоторые основ­
ные положения, которые следует учитывать при объединении 
экспериментальных данных в одну статистическую совокупность.

При выборе моментов времени, соответствующих аналогич­
ным ситуациям, следует исходить из наличия суточного и годо­
вого хода метеоэлементов. Наличие суточного хода приводит к 
тому, что аналогичными можно считать моменты, относящиеся 
к одному определенному времени суток. Вследствие годового 
хода нельзя считать соответствующими аналогичным ситуациям 
моменты, относящиеся к различным сезонам года. Строго го­
воря, аналогичными следует считать только реализации, полу­
ченные в один и тот же день и час каждого года. Однако это- 
оказывается практически невыгодным, так как при этом мы 
сможем оперировать лишь с весьма небольшим набором реали­
заций, осреднение по которому будет недостаточным для надеж­
ного получения статистических характеристик. Поэтому на 
практике обычно объединяют в одну совокупность реализации,, 
относящиеся Не к одному дню, а к некоторому интервалу года, 
например месяцу или сезону, т. е. в одну совокупность объеди­
няют все имеющиеся реализации, относящиеся к определенному 
времени суток и к рассматриваемому сезону, полученные по на­
блюдениям, проводившимся в течение ряда лет. Д ля того, чтобы
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реализации были независимыми, следует выбирать достаточный 
временной интервал между наблюдениями. Например, известно, 
что в течение суток давление воздуха изменяется мало, следова­
тельно, велика зависимость между его значениями в различные 
моменты суток. Эта зависимость остается заметной и на протя­
жении следующих двух- суток, поэтому при подборе совокуп­
ности реализаций поля давления обычно используют наблюде­
ния с интервалом не менее трех суток.

Кроме учета суточного и годового хода, при объединении 
различных реализаций в одну статистическую совокупность 
можно еще проводить дополнительную классификацию эмпири­
ческого материала по некоторым специальным признакам. Так, 
:при изучении поля ветра разделяют реализации, соответствую­
щие различным условиям циркуляции, выделяя, например, от­
дельно струйные течения или классифицируя реализации по зна­
чениям скорости ветра и т. д. Разделение по типам циркуляции 
иногда производят и при изучении поля давления (геопотен­
циала).

При объединении аналогичных пространственных объемов, 
т . е. реализаций, полученных в различных географических пунк­
тах, исходят из того, что эти пункты должны относиться к оди­
наковым климатическим районам.

При изучении пространственной структуры метеорологиче­
ских полей весьма важным является соблюдение условий одно­
родности и изотропности поля, которое накладывает определен­
ные ограничения на его пространственную протяженность.

Работу по определению статистической структуры метеоро­
логического поля следует начинать с анализа имеющегося эмпи­
рического материала и сведения реализаций, соответствующих 
аналогичным ситуациям, в одну статистическую совокупность.

При изучении поля давления пунктами, соответствующими 
.аналогичным ситуациям, считают точки земного шара, имею­
щие одинаковую широту и различающиеся только по дол- 
тоте.

Исследования показали, что в средних широтах условия од­
нородности и изотропности по отношению к структурным функ­
циям поля геопотенциала выполняются довольно хорошо, од­
нако дисперсии поля все же претерпевают некоторые изменения 
с  долготой. Обычно зависимость статистических характеристик 
от долготы не принимают во внимание, т. е. поле считается 
•однородным по долготе. При этом исходят из соображений, что 
зависимость от долготы не является очень резкой, вместе с тем 
предположение об однородности по долготе очень облегчает 
статистическую обработку, так как дает возможность считать 
соответствующими аналогичным ситуациям все пункты наблю­
дений, расположенные вблизи одной параллели и, следователь­

13*
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но, позволяет значительно увеличить число реализаций, по ко­
торым производится осреднение.

При этом, естественно, полученные характеристики будут 
представлять собой некоторые осредненные по долготе вели­
чины. Ниже использованы материалы наблюдений 20 метео­
станций, расположенных на территории Евразии, приблизи­
тельно вдоль параллели 55° с. ш. за четыре сезона 1955— 1959 гг. 
Минимальное расстояние между станциями 210 км, максималь­
ное около 5500 км. Данные снимались с проанализированных 
карт через каждые три дня.

Пары станций, расположенные примерно на одинаковых рас­
стояниях друг от друга, объединялись в одну статистическую 
совокупность. Корреляционные функции поля геопотенциала 
R h {1) вычислялись для трех изобарических поверхностей 850, 
500 и 300 гПа по формуле (8.1.6).

Корреляционные функции, вычисленные для дискретных зна­
чений расстояния I, аппроксимировались аналитическими выра­
жениями вида

R H (I) =  De~a 111 cos р/,

где D =  R h (0), а коэффициенты а и р  определялись по методу 
наименьших квадратов.

В частности, для Н  =  500 гПа получена корреляционная 
функция

R H (/) =  235е-°>29111 cos 0,70/.

При определении оценок характеристик случайной функции 
осреднением по совокупности реализаций имеется ограниченное 
число реализаций, обычно не очень большое.

Вопросы влияния числа наблюдений на точность определе­
ния оценок характеристик случайной величины и системы слу­
чайных величин по данным наблюдений подробно рассматри­
ваются в курсах математической статистики. Выводятся фор­
мулы дисперсий ошибок, доверительных интервалов. Эти 
формулы пригодны для оценки точности определения оценок ха­
рактеристик случайной функции по формулам (8.1.5) — (8.1.8). 
В частности, формула дисперсии оценки математического ожи­
дания случайной величины X  по п наблюдениям имеет вид

°« х  =  - Т -  <8Х9>

Следовательно, точность определения оценки математиче­
ского ожидания сечений случайной функции по п реализациям 
m x (tj) обратно пропорциональна корню квадратному из числа 
реализаций.
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Дисперсия оценки коэффициента корреляции для случайных 
величин, распределение которых близко к нормальному, имеет 
вид

Из (8.1.10) видно, что точность определения коэффициента 
корреляции гх существенно зависит от его значения. 

Обозначив

Это показывает, что оценки коэффициентов корреляции, по­
лученные для пар сечений случайной функции, тесно связан­
ных между собой, более надежны, чем для слабо связанных 
сечений.

Д ля случайных процессов, встречающихся в метеорологии и 
гидрологии, корреляционная связь обычно довольно быстро убы­
вает с ростом параметра т. Таким образом, значения R{%), по­
лученные по экспериментальным данным, являются более точ­
ными при малых значениях % и малонадежными при больших х. 
Исходя из этого, при аппроксимации полученных значений кор­
реляционной функции i?(x) аналитическим выражением следует 
добиваться хорошего совпадения опытных и сглаженных значе­
ний при небольших г, считая отклонения при больших % в зна­
чительной мере случайными.

Д ля стационарных случайных функции значения коэффи­
циентов корреляции могут быть уточнены путем их вычисления 
для одинаковых значений т, взятых на различных участках ин­
тервала изменения аргумента t и последующего их осреднения. 
При этом средняя квадратическая ошибка определения искомой 
величины уменьшается. Уменьшение этой ошибки тем суще­
ственнее, чем меньше связаны между собой сечения случайной 
величины на тех участках интервала t, на которых вычисляют­
ся значения г (т), участвующие в осреднении. Учитывая это, сле­
дует повторять вычисления г(т) через достаточно большие ин­
тервалы изменения параметра t, в течение которых корреля­
ционные связи между сечениями становятся незначительными. 
. Если коэффициенты корреляции, участвующие в осреднении, 
вычислены на практически независимых между собой участках, 
то средняя квадратическая ошибка crf, как известно, умень­
шается в У *" раз, где k  — число величин г(х),  участвующих 
в осреднении.

(8.1.10)

при г =  0,5 у

(8.1-1 Г)
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8.2. Влияние ошибок в исходных данных

Используемые при обработке экспериментальные данные не­
избежно содержат ошибки, зависящие от точности используе­
мых методов наблюдений и приборов измерения.

Будем считать, что ошибки измерений представляют собой 
случайный процесс Y(i)  с математическим ожиданием m.y (t) и 
корреляционной функцией R y (tu t2)- Тогда каж дая реализация 
Zi(t) случайного процесса X( t ) ,  полученная в результате опыта, 
будет представлять собой сумму истинного значения реализа­
ции Xi(t) и ошибки измерения yi(t)

z t (t) =  Xi (t) +  y t (/),_ (8.2.1)

при этом оценка математического ожидания rhz (t) в соответ­
ствии с (8.1.5) будет равна

П
mz (ij) =  J ]  [xt (tj) +  у i (tj)] =  tnx (t/) +  m y (tj). (8.2.2)

«=1

Поскольку в данном случае нас интересует только влияние 
ошибки измерения, будем считать, что число реализаций доста­
точно велико, так что статистические характеристики рассмат­
риваемых процессов практически не отличаются от соответствую­
щих истинных значений. Тогда (8.2.2) можно записать в виде

гйг (tj) =  mx (tj) +  my (tj), (8.2.3)

т. e. ошибка определения оценки математического ожидания 
равна математическому ожиданию ошибки измерения.

Оценка корреляционной функции, согласно (8.1.6), опреде­
лится в виде

П

Rz (tj, ti) =  Z  fo  ^  (*/)! fo  Vl) — Vl)] =
1 = 1

n
=  Y j Ix t Vs) +  «t (*/) -  m* Vi) -  mV W  X

i — 1

X  [Xi (ti) 4- yt (U) — mx (ti) — my (/,)] =  
=  Rx (tj, t i ) - \ -Ry (tj, t{) -Ь Rxy(tj, ti) -j- RyX(tj, ti). (8.2.4)

В практике гидрометеорологических измерений обычно при­
нимают, что ошибки измерений не связаны с истинными зна­
чениями измеряемой величины, ошибки при различных значе­
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ниях аргумента не связаны между собой, т. е.
Rxy {tj, ti) =  RyX (tj, it) =  0, (8.2.5)

np” ( ^ . 6 )t  0 при }ф1.
При этом формула (8.2.4) запишется в виде

8 и t l )==(  ПРИ '1 Ф 1 ' ( Я 9 7 )
2 !’ { ( * / )  +  ( * / )  П Р И /  =  Z-. .

Из формулы (8.2.7) следует, что в рассматриваемом случае 
ошибки измерения не влияют на оценку корреляционной функ­
ции случайного процесса при tj ф  ti, но завышают оценку дис­
персии dt (tj), получающуюся из (8.2.4) при t/ =  tt, на величину 
дисперсии ошибок измерения а2у (tj). Оценка нормированной кор­
реляционной функции, согласно (8.1.8), определится при этом 
так:

8*(*/. h)
{th t l ) ' ~ w » z ( u )

Rx -------- --------  (8.2.8)
V 4  ̂ j) +  4  (tt) V °x (h) + 4  (it,)

Из (8.2.8) видно, что ошибки измерения занижают оценку нор­
мированной корреляционной функции.

Д ля стационарных случайных процессов X( t ) ,  Y(t)  корре­
ляционные функции зависят от одного параметра т =  | t2 — U\, 
а дисперсии о2х и а2у есть постоянные величины, тогда (8.2.8) 
запишется в виде

Л ( т ) = - М Т)2 • (8.2.9)
°х  +

Разделив числитель и знаменатель (8.2.9) на ст*, получим

гг (т) — гх (т) —^  , (8.2.10)

где Гх(т) — истинное значение нормированной корреляционной 
ст*

функции, а 6 =  —г-.
°у

При т — 0 нормированная корреляционная функция стремит­
ся к единице, следовательно гг (%) —>• что и позволяет оп­
ределить величину б путем построения графика функции гг (т),
начиная со значения т =  то, и экстраполяции ее в точку т =  0.
Если то малая величина, то экстраполяцию можно произвести 
графически. Можно это сделать и путем аппроксимации функ-
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Следовательно, такая оценка является несмещенной. Опре­
делим дисперсию оценки

or2 [mx] =  М [(Ах — тх)2] =  М (± \x { t )d t -m ) j  j:
, т т

М  ] у г  5 J [X (f,) -  mx\ [X (t2) -  mx] dt , dt2 ■■
I 0 0

T T

— T% 5 i i )dtxdt<i.
n n

Д елая замену переменной t2 — t.i = т  во внутреннем интег­
рале, получим

Т T - t ,

a 2 [tfix\ =  - j r   ̂ jj R x (т) d x  dt .
о -и

Меняя порядок интегрирования и интегрируя по переменной t, 
получим

т .
o2[thx] = j r \ ( l  - ^ r ) R x ( x ) d x .  (8.3.6)

о
Из (8.3.6) видно, что средний квадрат ошибки r]2[?nx] совпадает 
с дисперсией оценки o2[fhx] математического ожидания и зави­
сит от интервала осреднения и вида корреляционной функции.

Например, для случайного процесса X( t ) ,  имеющего корре­
ляционную функцию

R x {x) =  D xe - ^ \ ,  а >  0, (8.3.7)

Ш  =  |  С1' ■- т )  e - " d x  =  ^ [ l _ i ( l _  в-« 0 ]-

(8.3.8)
Отсюда видно, что величина o2[fhx] зависит от произведения 
аТ.  При больших значениях аТ  справедлива асимптотическая 
формула

е 2[тх} ~ ^ -  (8.3.9)
или

(8.3.10)
V Dx V аТ

Формула (8.3.10) показывает, что относительный вес диспер­
сии ошибок определения оценки математического ожидания слу­
чайного процесса обратно пропорционален корню квадратному 
из значения интервала осреднения Т. Из (8.3.10) можно найти 
необходимую длительность интервала осреднения Т, задаваясь
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допустимой относительной погрешностью а при данном
Л/ Dx

значении а. Из формулы (8.3.6) видно, что при Г ->  оо диспер­
сия оценки a2[thx\ стремится к нулю, следовательно оценка
(8.3.5) является состоятельной.

О ц е н к а  к о р р е л я ц и о н н о й  ф у н к ц и и  
Д ля оценки автокорреляционной функции стационарного 

случайного процесса X(t) ,  обладающего эргодическим свойством 
по одной реализации x( t ) ,  заданной на промежутке [0, Т], мож­
но использовать формулу

Г—г

Rx (т) =  у  1  х 5 [X (t) — m х\ [х (t +  т) — m х] dt. (8.3.11)
о

Д ля оценки взаимной корреляционной функции Rxy{x) двух ста­
ционарных и стационарно связанных случайных процессов в 
этой формуле нужно заменить второй сомножитель подынтег­
ральной функции выражением y{ t  4- т) — tfiy. Поэтому все даль­
нейшие рассуждения об оценке автокорреляционной функции 
будут справедливы при указанной замене и для взаимных кор­
реляционных функций.

Поскольку мы не имеем истинного значения математического 
ожидания, то в (8.3.11) приходится использовать его оценку. 

Определим смещение оценки (8.3.11):

( г - t  V

~ м  j  Y - x  \ № V) ~  А х] [ X (t +  т) — m x] dt  I =

° Г7 Т
=  Rx( f )  — R x М  +  ~T L X \ M  {(tnx — mx) [X (t +  t)  — mx]} dt  —

о
T - X

~ Y ~ГТ S M H}flx — tnx)[X{t) — mx]}dt  +
0

T - x

+  T [ x $ M  [(mx — mxf \  dt. (8.3.12)
0

Подставляя в (8.3.12) оценку (8.3.5) математического ожи­
дания т х, после преобразований получим

т
Ь [£* W] =  —т з - т) т jj (Т +  х — 2т,) [Rx (т,) +  R x (^  — т)] X
...... ........_ о
” eerara,'! т

X d x t ( l  - ^ [ x R . i x ^  +  T R . i x . - x ^ d x , .  (8.3.13)
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Отсюда видно, что оценка корреляционной функции (8.3.11) не 
является несмещенной.

При т =  0 из (8.3.13) получаем смещение оценки дисперсии, 
вычисляемой по формуле (8.3.11) при т =  0.

т
b[Dx] ^ - ^ T \ ( T - x ) R x (x)dx.  (8.3.14)

о
Из (8.3.13) и (8.3.14) видно, что величины &[/?*(т)] и b[Dx] 
при больших значениях интервала осреднения имеют порядок
1 / Т  и, следовательно, при Г-*-оо смещение оценок стремится 
к нулю, т. е. эти оценки являются асимптотически несмещен­
ными.

Из формулы (8.3.12) следует, что смещение оценки вызвано 
тем, что в качестве математического ожидания т х принята его 
оценка т х. Во все слагаемые (8.3.12), вызывающие смещение 
оценки, входит множитель т х — тх. Отсюда видно, что для слу­
чая, когда математическое ожидание тх случайного процесса 
известно точно, либо для центрированного случайного процесса, 
когда тх =  0, оценка корреляционной функции (8.3.11) являет­
ся несмещенной.

Определим дисперсию оценки корреляционной функции
(8.3.11). При этом для упрощения выкладок будем рассматри­
вать центрированный случайный процесс. Тогда оценка являет­
ся несмещенной и дисперсия ее равна среднему квадрату 
ошибки

ст2 [Rx (т)1 =  М  {[Rx (х)  -  Rx (t)]2} =  М  [Ri (т)] -
Т - х  Т - т

- ^ W  =  7 f r ^ j T  S S {M[X( t l) X ( t l +  x ) X ( t 2) X ( t 2 +  т ) ] -
о о

— R l i x ^ d ^ d t r  (8.3.15)

В выражение (8.3.15) входит момент четвертого порядка. Д ля
наиболее часто встречающихся нормально распределенных слу­
чайных процессов он выражается в виде

М  [X (*,) X ( / , '+  г) X  (t2) X  (t2 +  т)] =  RI  (г) +

+  R 2x (tl - t 2) +  R x (tl - t 2 +  T) Rx ( t i - t , - T ) .  (8.3.16)

Подставляя (8.3.16) в (8.3.15), делая подстановку t\ — t2 =  t и 
меняя порядок интегрирования, получим

f t ,  М ] =  T f h r  Г  0  -  т = т )  И  «> +
° ■

+  R K(t +  x ) R x ( t - x ) ] d t .  (8.3.17)
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При условии сходимости несобственного интеграла
оо

[ [R2x (t) +  Rx (J +  x) R x ( t - X ) \ d t
о

дисперсия оценки корреляционной функции o2[ ^ ( t ) ]  стремится 
к нулю при Г — со. Отсюда видно, что оценка (8.3.11) является 
состоятельной.

Д ля больших значений Т получаем приближенную формулу
ОО

[Rl(t) +  R x (t +  v ) R J t ^ T ) } d t .  (8.3.18)
о

Пользуясь формулой (8.3.18), можно получить значение 
в2 [/?*(т)] для случайной функции, имеющей корреляционную 
функцию вида (8,3.7):

ff2 &  W l ~  а ( Т -  т) t l +  (! +  2от) е~2аЯ  (8-3-19)

В частности, при т =  0 получаем приближенную формулу для 
дисперсии оценок

a2[Dx] ~ - w -  (8-3-2°)

Из формулы (8.3.20) видно, что о [А*] обратно пропорцио­
нально корню квадратному из интервала осреднения Т. При 
этом дисперсия оценки пропорциональна интервалу корреля­
ции 1 /а, т. е. дисперсия оценки тем меньше, чем быстрее зату­
хает автокорреляционная функция. Из (8.3.19) следует, что дис­
персия оценок корреляцибнной функции при данном интервале 
осреднения Т увеличивается с ростом х. По формуле (8.3.19) 
можно определить допустимое соотношение между Т и т ,  при 
котором увеличение дисперсии оценки не превышает заданного 
значения.

В л и я н и е  д и с к р е т н о с т и  н а б л ю д е н и й
Как уже отмечалось при использовании данных гидрометео­

рологических наблюдений мы не всегда располагаем непрерыв­
ной записью реализации случайной функции, а имеем лишь ее 
значения при дискретных значениях аргументов. Но даже и в 
случае непрерывной записи реализации мы обычно не имеем ее 
аналитического выражения. При статистической обработке та ­
кой реализации обычно разбивают весь промежуток [0, Т] 
записи реализации на п равных частей длины At  и снимают зна­
чения реализации в точках t,- =  jAt  ( / = 1 , 2 ,  . . . ,  п ). При этом 
в формулах (8.3.5) и (8.3.11) интегралы заменяют интеграль-
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ными суммами, получая выражение
п

яг. (8.3.21)
/=1

n—k

Rx Ы  =  X  I* ti ~  Л J  W  +  k) ~  ^8.3.22)
/=1

где та =  kAt- (k =  \ , 2 ,  m)
Если запись реализации является дискретной, то в качестве 

значений tj берутся те значения аргумента, при которых зафик­
сированы значения реализации x( t ) .

Определим средний квадрат г]2 ошибки оценок математиче­
ского ожидания и корреляционной функции по формулам
(8.3.21) и (8.3.22)

( Г п I 2)
“ Л1 j < У- J J  =

IL/=1 А )  /-1
п п

+  <  =  - k l  I  M { \ X ( t , ) - mx] X [ X  ( У -  *.,]} =
/=1 ft-1..

' H2 Y j T j Rxt fk  */)■ (8.3.23)
/=i fe=i

При разбиении интервала осреднения Т на п равных частей
4  =  kT/n,  tj — jT/n,  следовательно,

tk - t j  =  ( k - j ) ^  =  ( k - j ) A ,  (8.3.24)
А Тгде Д =  — . п

Пользуясь (8.3.24), можно записать (8.3.23) в виде
п п

ri2[ m j  =  4 r £  £  Rx ( k - j ) A .  (8.3.25)
/=i »-i

По этой формуле, зная корреляционную функцию случай­
ного процесса R x (x), можно оценить значение t\2[thx] при вы­
бранном шаге разбиения А, а также, задаваясь допустимым зна­
чением ц2[тх\ ,  выбрать соответствующий ей шаг разбиения.

В частности, для корреляционной функции (8.3.7) величина
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т]2[fhx], вычисленная по формуле (8.3.25), равна
2Г̂ ,1 п  Г д  I 2 Д  1 , 2 Д 2 еаА  , ,  ' Т Л

Л [tnx] D x т т еа д _ 1  +  т2 (еад_5)2 е  )J-
(8.3.26)

Отсюда видно, что средний квадрат ошибки оценки математи­
ческого ожидания зависит от интервала осреднения Г и от шага 
его разбиения А при замене определенного интеграла интеграль­
ной суммой.

При безграничном уменьшении шага разбиения, т. е. при 
А -*-О(п-^-оо)  в формуле (8.3.26)

Н т , 2[яУ  =  - ^ [ l  - - ^ r  (1 - в " " 1)]. (8.3.27)

Из выражения (8.3.27) видно, что при малых значениях шага 
разбиения значение г у м е н ь ш а е т с я  с ростом а  Т.

При достаточно малых значениях А и достаточно больших 
значениях аТ  получаем приближенную формулу

(8.3.28)

Средний квадрат ошибки оценки корреляционной функции, воз­
никающей при замене интеграла интегральной суммой, опре­
делится по формуле

r f  (т)] =  М  {[&  (т) -  Rx (т)]2} =  

- M ^ r j nt [ X ( t i) - m x][X((i +  k A ) - m x]

Применяя тот же метод упрощения выражения (8.3.29), что 
и для выражения (8.3.15), от которого (8.3.29) отличается лишь 
тем, что в нем интегрирование заменено суммированием, полу­
чаем приближенную формулу для нормальной случайной функ­
ции

л21Ъх М  -  ^  { /й  (0) +  Rl  (М ) +  2 t  [Rl  (/А) +

+  Rx [(/ +  k) A] R x [(/ — k) A ]] I . (8.3.30)

Эта формула справедлива для достаточно больших значений 
интервала осреднения Г и для тех значений k, для которых кор­
реляционная функция Rx(kA)  имеет еще существенное значение.

Для случайного процесса, имеющего корреляционную функ­
цию (8.3.7), величина т)2 [Rx {%k) ], вычисленная по (8.3.30), равна

D 2 (  I I  2пД ‘ 1
~ [  f _  ^2 5 д (r' -  g~2ftA) +  2 ^ - 2аАД| .  (8.3.31)

(8.3.29)
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В частности, пр,и & =  0 получаем приближенную формулу для 
среднего квадрата ошибки оценки дисперсии

о ~ о 9 1 ,э_2аД
r\2m ~ D 2x ^ ± ± e; — . (8.3.32)

Мы рассмотрели статистическую обработку одной реализа­
ции. Если имеется не одна реализация случайной функции, а не­
сколько реализаций, полученных при одинаковых условиях, то 
обработка производится указанным способом по каждой реали­
зации, а полученные оценки характеристик усредняются.

Все приведенные рассуждения относительно оценок стацио­
нарного случайного процесса применимы и для оценивания ха­
рактеристик однородного и изотропного случайного поля, обла­
дающего эргодическим свойством. В качестве примера исполь­
зования рассмотренной в данном параграфе теории оценивания 
рассмотрим вопрос определения средней высоты снежного по­
крова в некотором районе.

Д ля удовлетворения запросов различных отраслей народ­
ного хозяйства на гидрометеорологической сети станций прово­
дятся многочисленные снегосъемки, которые требуют значитель­
ных затрат труда большого числа наблюдателей. При этом воз­
никает важный вопрос о рациональном размещении пунктов 
наблюдения по территории.

Высота снежного покрова от точки к точке на очень значи­
тельных расстояниях может существенно различаться. Эти раз­
личия в распределении высот снежного покрова по территории 
обусловлены неравномерным распределением скоростей ветра в 
приземном слое, рельефом и микрорельефом местности, ориен­
тацией и крутизной склонов, характером подстилающей поверх­
ности и особенностями метеорологического режима.

Указанные факторы, накладываясь друг на друга, создают 
подчас довольно пеструю и запутанную картину залегания снега. 
Вследствие этого данные о высоте снежного покрова в отдель­
ной точке не представляют существенного интереса, а необхо­
димо знать величины, осредненные по той или иной площади. 
Такое осреднение удобно производить, рассматривая высоту 
снежного покрова в данном районе как случайное плоское поле 
Н ( х , у ) .

Задача заключается в том, чтобы по данным измерений в 
ряде пунктов на маршруте снегосъемки ограниченной протя­
женности определить среднее значение высоты снежного по­
крова в районе существенно большей протяженности. Рассмот­
рим для простоты случай, когда искомое значение можно по­
лучить путем осреднения данных измерений на прямолинейном 
маршруте.
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Пусть на отрезке [0, L] равномерно расположено п точек 
Х\ =  0, Х2, • • •, Хп, — L. В этих точках производится измерение 
высоты снежного покрова h(xi)  и из данных измерений опре­
деляется среднее арифметическое Я, которое принимается в ка­
честве средней высоты снежного покрова в данном районе.

Возникающая при этом задача о точности определения ис­
тинного значения искомой величины полностью аналогична за ­
даче о точности определения оценок математического ожидания 
случайной функции по дискретному ряду ее значений, рассмот­
ренной в данном параграфе. Как указано выше, при этом воз­
никают ошибки двух видов — ошибки вследствие ограниченно­
сти интервала [0, L ] записи реализации и ошибки вследствие 
замены интегрального осреднения по всему промежутку [0, L] 
осреднением по п  дискретным точкам xi (i =  1, 2, . . . ,  п ). Сред­
ний квадрат ошибки т]?, возникающей вследствие ограничен­
ности длины интервала записи реализации, определяется ■ фор­
мулой (8.3.6), которая для рассматриваемого случая запишется 
в виде

L

Л? =  т 5 ( 1 “ Т  )**(*)<«> (8-3-33)
о

где Ян{1) — корреляционная функция высоты снежного покрова.
Средний квадрат ошибки г)|, возникающей вследствие за ­

мены интегрального осреднения средним арифметическим зна­
чением в п равноотстоящих точках Xi, расстояние между ко­
торыми равно А, в соответствии с (8.3.25) запишется в виде

г)1 =  Д г £  t R H( k - i ) A .  (8.3.34)
" /=1 Й=1

При этом можно использовать такж е структурную функцию 
Вн(1) предварительно преобразовав формулы (8.3.33) и (8.3.34) 
с помощью (1.4.20)

^  =  ^ Г ^ - - т К 1 ^ т ) В я ( / ) Л « (8 Л 3 5 )
о

в,Л°°) 1 Л  Д
I  BH( k - i ) A .  (8.3.36)

л п /~1 fc=i
Имея корреляционную или структурную функцию и произ­

ведя расчеты по указанным формулам, можно получить зави­
симость г]1 и т|2 от длины интервала и числа точек, в которых 
производятся измерения, а по ним найти оптимальное число то­
чек, в которых следует производить замеры высоты снежного 
покрова, и оптимальное расстояние между этими точками.

14 Д. И. Казакевич
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Для реализации этой методики требуются данные о струк­
туре поля высоты снежного покрова. Такие данные получены в 
специальных исследованиях по статистической обработке имею­
щегося эмпирического материала по различным районам.

В частности определялась пространственная структурная 
функция В н {1) высоты снежного покрова. В качестве исходного 
материала были выбраны данные снегосъемки, выполненной 
5 февраля 1957 г. в районе ст. Дубовская (около 3000 измере­
ний высоты снежного покрова). Весь участок снегосъемки был

покрыт параллельными промерными линиями, удаленными друг 
от друга на расстояние 200 м. Всего на участке было проложено 
16 промерных линий различной длины — от 1 до 2 км. Высота 
снежного покрова на промерных линиях измерялась через 10 м. 
Результаты расчета показали, что значения структурных функ­
ций на отдельных промерных линиях существенно отличаются 
друг от друга.

Разброс полученных структурных функций, по-видимому, с 
одной стороны, характеризует неоднородный характер распре­
деления высоты снежного покрова по участку, а с другой сто­
роны, вызван погрешностями измерений и малым числом точек 
измерения.

Для получения более надежной характеристики структуры 
изучаемого поля все полученные структурные функции осредня- 
лись, а полученная осредненная структурная функция была 
затем сглажена. Сглаженная средняя структурная функция 
В н (1) приведена на рис. 8.2.

Полученная структурная функция хорошо описывается фор­
мулой

ВИ (/) =  58,7 — 40,8е~°'158г2/3. (8.3.37)
Произведены расчеты погрешностей rji и г\2 при подстановке 

в формулы (8.3.35) и (8.3.36) структурной функции (8.3.37).
На рис. 8.3 представлена средняя квадратическая погреш­

ность у|1 определения средней высоты снежного покрова, возни­
кающая за счет конечности маршрута снегосъемки L. Средняя 
квадратическая погрешность г)2, возникающая за счет конеч­
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ности числа точек на маршруте снегосъемки, показана, на 
рис. 8.4.

Задавшись точностью определения средней высоты снежного 
покрова, по рис. 8.3 можно определить требуемую длину марш ­
рута L  снегосъемки. При меньшей длине маршрута заданная

О , см

Р и с . 8 .3

п

точность не может быть достигнута за счет увеличения числа 
измерений.

Аналогично по рис. 8.4 можно определить требуемое число 
точек измерения п. При меньшем числе точек заданную точность 
нельзя обеспечить путем увеличения маршрута снегосъемки.

8.4. Оценка спектральной плотности

Спектральная плотность стационарного случайного процесса 
или однородного изотропного поля может быть определена как 
преобразование Фурье от соответствующей корреляционной 
функции. При этом необходимо знать корреляционную функцию 
на всем бесконечном интервале изменения ее аргумента. При 
определении характеристик случайной функции по эксперимен­
тальным данным мы имеем реализации случайной функции, за ­
фиксированные на некотором конечном интервале изменения их 
аргумента, следовательно, и корреляционную функцию можем

14*
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получить лишь для конечного интервала. При этом, как было 
показано выше, мы не имеем истинного значения корреляцион­
ной функции, а можем оперировать лишь с ее оценкой, значе­
ние которой может существенно отличаться от истинной корре­
ляционной функции. Возникает вопрос о получении по ней 
оценки спектральной плотности, которая удовлетворяла бы 
основным требованиям статистических оценок, т. е. была бы со­
стоятельной, несмещенной и эффективной.

При определении оценки спектральной плотности случайного 
процесса проще всего, казалось бы, воспользоваться формулой 
(3.2.3), заменив в ней бесконечные пределы интегрирования 
конечными значениями, равными наибольшему значению аргу­
мента х — Т, при котором имеется оценка корреляционной функ­
ции. Это равносильно тому, что мы заменили истинную корре­
ляционную функцию R(x)  ее оценкой R(x)  на промежутке 
[— Т, Т], а вне этого промежутка положили R  (т) =  0. Однако, 
показано, что оценка спектральной плотности вида

т

^ (co)==i  S R ( r ) e ~ ia>xdx (8.4.1)
-т

не является состоятельной, так как дисперсия этой оценки не 
стремится к нулю при стремлении Т к бесконечности. Оценки
(8.4.1) могут существенно колебаться, причем разброс их не 
уменьшается с увеличением интервала Т. Вследствие этого та­
кая оценка не дает надежной информации об истинной спек­
тральной плотности.

К лучшим оценкам спектральной плотности приводят ме­
тоды, основанные на предварительном сглаживании корреля­
ционной функции.

Рассмотрим функцию R(r) ,  равную истинному значению кор­
реляционной функции R(x)  при | т | ^ т от и равную нулю при 
| т | > т т . Эту функцию можно рассматривать как произведение 
функции R(x)  на функцию Л(т)

£ (т )  =  Л (т)Я (т), (8.4.2)
где

* „ _ {  1 ' * '< * - •  (8.4.3)
(. 0 при I т | >  хт.

Функция R(x)  задана на всей вещественной оси. Найдем 
преобразование Фурье от нее и примем его за оценку S(co) 
спектральной плотности S ( a ) ,  т. е. определим S(co) по формуле

ОО ОО
5(®) =  -5Т \ e~iS>X̂ dx =  - k  \ e - imX(x)R(x)dx .  (8.4.4)

— оо —оо
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Обозначим через £(©) истинную спектральную плотность 
случайного процесса, т. е. преобразование Фурье истинной кор­
реляционной функции R(x) ,  а через Q(co) преобразование 
Фурье, т. е. спектр функции i  (т)

В силу (8.4.4), произведение X( x)R(т) есть преобразование 
Фурье функции S (ю)

Д елая во внутреннем интеграле замену coj +  ©2 — со и меняя 
порядок интегрирования, получим

Сравнивая (8.4.6) и (8.4.7), устанавливаем связь между ис­
тинной спектральной плотностью 5  (со) и приближенным ее зна­
чением (8.4.4)

Отсюда видно, что S ( со) представляет собой значение истинной 
спектральной плотности S(co), осредненное по всему интервалу 
частот с весовой функцией Q(co).

Д ля функции Я(т) вида (8.4.3) спектр Q(co) определится 
в виде

Таким образом, используя при определении спектральной 
плотности в качестве оценки корреляционной функции произ­
ведение вида (8.4.2), мы получаем не истинную спектральную

00
(8.4.5)

— 00

00
X (т) R  (х) =  J etmS  (со) Ао. (8.4.6)

— со

С другой стороны, имеем
оо оо

Я (х) R ( %)—   ̂ eia'xS  (со,) da>i  ̂ eia'xQ (со2) dw2
— 00 — -х>

оо р 00
— 00

S W  [ eUa'+O2)xQ((02)diо2 d®x.

00
§(<£>) =   ̂ S (©]) Q (со CDi) dffl]. (8.4.8)

Sin <is%m 
3TCD

(8.4.9)
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плотность S(co), а ее значение, сглаженное с помощью весовой 
функции, представляющей собой спектр функции Я (т). При этом 
способ сглаживания определяется выбором функции Х(т). От­
сюда возникает идея такого подбора функции Я(т), чтобы сгла­
живание (8.4.8) было наилучшим, т. е. давало значение 5 (со), 
наиболее близкое к истинному значению S(co).

Таким образом, задачу определения спектральной плотно­
сти можно сформулировать в следующем виде. Пусть имеется 
оценка корреляционной функции $ (т ) при | т | ^ 7 \  будем ис­
кать оценку спектральной плотности 5 (со) по формуле

%т
S ( ® ) = ~  J e~iaxX(x)R(x)dx ,  (8.4.10)

~ х т

подбирая функцию А,(т) и значение хт так, чтобы удовлетво­
рить некоторому критерию оптимальности. Функцию Я(т) на­
зывают сглаживающей весовой функцией, а значение хт — точ­
кой среза корреляционной функции.

Смысл функции Ц т) состоит в том, что с ее помощью проис­
ходит сглаживание оценки корреляционной функции, по кото­
рой определяется спектральная плотность. Выбор сглаживаю­
щей функции Л(т) соответствует сглаживанию истинного 
спектра случайного процесса вида (8.4.8) с весовой функцией, 
представляющей собой спектр функции Я(т).

В качестве критерия для оценки величины 5 (со) и выбора 
оптимальной сглаживающей функции Ц т) можно принять сред­
нюю квадратическую ошибку т] [5 (со) ], определяемую по фор­
муле

т,2 [3 (со)] =  М {[§ (со) -  5  (со)]2} =  a2 [S (со)] +  b2 [S (со)]. (8.4.11)

В этой формуле величина

сг2 [S (со)] =  М  {[5 (со) -  М  [S (со)]]2} (8.4.12)

представляет собой дисперсию значений 5 (со) и характеризует 
разброс оценок спектральной плотности около их математиче­
ского ожидания.

Величина
b [S (со)] =•- TW [S (ю)] — 5  (со) (8.4.13

называется смещением и характеризует отклонение математиче­
ского ожидания оценок 5 (со) от истинного значения S (со). Сме­
щение характеризует наличие систематической ошибки, вслед: 
ствие которой значения 5  (со) будут группироваться не около ис­
тинного значения 5 (со), а около некоторого значения Af [.§(©)].
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Другим критерием, при помощи которого можно оценить точ­
ность определения величины S (со) и выбрать оптимальную 
сглаживающую функцию Я (т ), является интегральная средняя 
квадратическая ошибка

/  [5(<п)] =  М  |  |  [S (со) -  5  (со)]2 doo >. (8.4.14)
V —оо *

Задача подбора оптимальной сглаживающей функции со­
стоит в том, чтобы при заданном значении длины интервала Т 
подобрать такую функцию Х(т), которая обращ ала бы в мини­
мум значение выбранного критерия оценки. Решение этой за ­
дачи существенно зависит от вида истинной корреляционной 
функции R(-т).

Получено решение этой задачи по отношению к критерию 
(8.4.14) для двух видов корреляционных функций R{%).

Первый из них представляет собой класс корреляционных 
функций экспоненциально убывающих с коэффициентом р >  О, 
т. е. таких, для которых выполняется неравенство | ^ ( я ) ] ^

^ое_р*г|> где Ro — некоторая константа.
Показано, что для таких корреляционных функций оптималь­

ными являются сглаживающие функции вида

1 (  1 — \и \ при | м | < 1 ,
^ ) = T + W  М т ) = { 0 п р и ! м | > 1 ,

(через и обозначено т /т т ), а такж е и некоторые другие функ­
ции.

Второй вид корреляционных функций, представляет собой 
класс алгебраически убывающих функций, т. е. таких, которые 
при больших значениях % имеют вид т_г, где г <  1. Д ля функ­
ций такого вида оптимальными весовыми функциями, обращаю­
щими в минимум интегральную среднюю квадратическую ошиб­
ку, могут служить функции вида

А(т) = ----- ----2г~ *1 + Ви
где константа В выражается через истинную корреляционную 
функцию R  (т ).

Оптимальная весовая функция %{х), обращающая в минимум 
интегральную среднюю квадратическую ошибку (8.4.14), имеет 
вид

Я (т) -- -------- -------------- . (8.4.15)
w  R H x )  +  D  [R  ( т )]



216 Глава 8. Определение характеристик случайных функций

Это показывает, что оптимальная сглаживающая функция 
зависит от истинной корреляционной функции исследуемого слу­
чайного процесса и, следовательно, не существует единой сгла­
живающей функции, пригодной для всех случайных процессов.

Кроме того, поскольку при экспериментальном определении 
статистических характеристик случайного процесса истинная 
корреляционная функция неизвестна, а имеется лишь прибли­
женная ее оценка, то нельзя непосредственно воспользоваться 
выведенными формулами для определения функции Ц т ). Эти 
формулы можно использовать лишь как ориентировочные при 
выборе конкретного вида сглаживающей функции в формуле
(8.4.10).

В настоящее время различными авторами предложен ряд 
частных видов сглаживающих функций, обладающих различ­
ными свойствами. Рассмотрим наиболее употребительные из 
этих функций.

1. Функция Барлетта

{
1 при | т I ^ т т ,
п , ^  (8-4Л6)
0 при | т | > т т .

2. Модифицированная функция Бартлетта
1 — при | т | < т

А (т) =  •> т« " г " ' ' ^  т ’ (8.4.17)
t o  при | т | >  тт .

3. Функция Тьюки

(  1 — 2а +  2 а с о з - ^  при 
Л(т) =  < х'п (8.4.18)

I 0 при | т | >  хт.

Тьюки предложил брать коэффициент а =  0,23, не указав при­
чину такого выбора значения. Парзен показал, что оптималь­
ным, согласно критерию (8.4.14), является значение а —  0,25.

4. Функция Хеннинга

( 0,5 ( l  - c o s - ^ )  при | т | < т т , , я , 10ч
А(т) =  < v %mJ (8.4.19)

I 0 при | x | >  Tm.

5. Функция Парзена

при | т | < т
А(т) =  |  1 ------------- - (8.4.20)

I 0 при ] т ] >  xm

для q >  1. В частности, Парзен рассматривал эту функцию при 
q =  2.
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6. Функции вида

1 +  ( ^ )  (8.4.21)
1 о при | Т ! >  хт

тоже рассмотренные Парзеном для значений q =  1 и q =  2.
7. Функция Хемминга

f 0,54 +  0, 46c o s при | т | ^ т т ,
М т) =  ] Тт (8.4.22)

I 0 при | т | >  хт.

Все предложенные сглаживающие функции являются наи­
лучшими с точки зрения оптимизации какого-либо из желатель­
ных свойств получаемой с их помощью оценки значения спек­
тральной плотности.

При определении оценки спектральной плотности по фор­
муле (8.4.10) с выбранной сглаживающей функцией Х(т) полу­
ченное значение будет существенно зависеть от выбора хт■ Вы­
бор точки среза корреляционной функции хт будет вызывать 
смещение оценки спектральной плотности при малых значениях 
хт и существенно увеличивать дисперсию оценки при больших
Т т -

Действительно, при малых значениях хт в формуле (8.4.10) 
используют оценку корреляционной функции, не очень отличаю­
щуюся от истинного ее значения, полагая ее равной нулю при 
значении | т | > т т , при которых корреляционная функция мо­
жет существенно отличаться от нуля. Тем самым мы допускаем 
систематическую ошибку, вызывающую смещение оценки.

Увеличение хт приводит к уменьшению этой систематической 
ошибки, однако при этом в формуле (8.4.10) используют оценку 
$ (т ) ,  которая при больших -г может существенно отличаться 
от истинного значения R(x) .  Вследствие этого увеличивается 
дисперсия оценок 5 ( a ) ,  особенно при небольшом интервале 
записи реализации случайного процесса Т. Например, для сгла­
живающей функции (8.4.2) спектр Q (со) (8.4.9) в основном со­
средоточен в диапазоне частот (—п / х т, тс/хт ) и, следовательно, 
сглаживание спектральной плотности, согласно (8.4.8), осуще­
ствляется в полосе частот шириной 2я / хт. При малом значении 
Хт эта полоса будет широкой, вследствие чего оценка спектраль­
ной плотности при таком сглаживании будет существенно иска­
жаться, так как будут сглаживаться пики спектральной плот­
ности. С увеличением значения хт ширина полосы сглаживания 
будет уменьшаться, а, следовательно, будут менее сказываться 
искажения, вызываемые сглаживанием, т. е. все больше будут 
проявляться пики спектральной плотности. Однако при этом
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все больше начнут проявляться искажения за счет отличия 
опенки корреляционной функции от ее истинного значения.

Ж елание выбрать величину тт > минимизирующую как сме­
щение оценки спектральной плотности, так и дисперсию этой 
оценки, приводит к необходимости удовлетворения двух проти­
воречивых требований.

До сих пор мы рассматривали оценку спектральной плотно­
сти, получающуюся путем преобразования Фурье сглаженной 
оценки корреляционной функции по формуле (8.4.10). Однако 
может быть применен и другой метод. Пусть имеется реализа­
ция x(t )  стационарного эргодического процесса X( t ) ,  заданная 
на промежутке [0, Т] .
Рассмотрим величину

которую называют выборочным спектром или периодограммой, 
она получается посредством преобразования Фурье самой реа­
лизации. Если реализация задана в дискретных точках, то за ­
меняя интеграл суммой получим

Периодограмма не является состоятельной оценкой спек­
тральной плотности, так как ее дисперсия не стремится к нулю 
при Т —>■ о о . При больших значениях Т периодограмма носит 
крайне нерегулярный характер, ее значения резко изменяются 
при незначительных изменениях аргумента. Д ля получения со­
стоятельной оценки нужно провести сглаживание периодограм­
мы по формуле

выбрав сглаживающую функцию Q (to) такой, чтобы оценка по­
лучалась состоятельной.

Таким образом при втором способе оценивания спектраль­
ной плотности выполняется преобразование Фурье самой реали­
зации случайного процесса, строится периодограмма, которая 
затем усредняется по частоте.

При этом, сравнивая (8.4.24) и (8.4.8), мы видим, что, если 
в качестве функции Q(co) взят спектр весовой функции Я(т), по 
которой сглаживалась корреляционная функция при первом спо­
собе оценивания спектральной плотности, то при втором спо­
собе получится та же оценка.

т 2

2яТ (8.4.23)
о

2

ОО
S(co) =  Si (со) Q(co — ©j) d&x, (8.4.24)

— оо
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Часто в литературе сглаживающую функцию Я(т) называют 
корреляционным окном, а ее преобразование Фурье Q(co) — 
спектральным окном.

Оба рассмотренных способа оценивания дают один и тот же 
результат, однако сопровождаются различными вычислитель­
ными трудностями. Практическое использование описанных ме­
тодов оценки спектральной плотности определяется трудоем­
костью необходимых для этого вычислений.

С появлением и широким распространением универсальных 
цифровых вычислительных машин основными методами стали 
численные методы оценивания спектральной плотности с ис­
пользованием ЭВМ. При этом на начальном этапе предпочте­
ние отдавалось первому методу, основанному на осреднении ко- 
реляционной функции, так как обычные методы вычисления 
преобразования Фурье ряда из Т чисел при большом Т оказы­
валось весьма трудоемким и требовало большого машинного 
времени.

Однако появление во второй половине 60-х годов так назы­
ваемого быстрого преобразования Фурье привело к тому, что 
второй способ оценивания спектральной плотности посредством 
сглаживания коррелограмм с использованием спектрального 
окна оказался более рациональным. Метод быстрого преобра­
зования Фурье подробно излагается в общем курсе приближен­
ных вычислений. В настоящее время построены алгоритмы этого 
метода и программы его реализации на ЭВМ. С применением 
этого метода резко сократилось машинное время, требуемое 
для вычисления периодограммы и ее осреднения даже при боль­
шом Т. В настоящее время этот метод широко распространен 
в прикладном спектральном анализе.

Другим методом оценивания спектральной плотности, ко­
торый находит все более широкое применение в настоящее 
время, является метод основанный на построении стохастиче­
ских моделей описания случайных процессов, изложенный 
в главе 7.

Рассмотрим методику определения спектральной плотности 
на примере нахождения спектра морских волн.

Спектральная теория стационарных случайных процессов в 
настоящее время широко используется при анализе морских 
волн. При этом колебания уровня моря в фиксированной точке 
рассматривают как случайную функцию времени. Эксперимен­
тальные исследования ветровых волн показывают, что случай­
ную функцию Z( t ) ,  описывающую вертикальные колебания 
уровня во времени в фиксированной точке относительно сред­
него уровня, с известной степенью приближения можно рассмат­
ривать как квазистационарный случайный процесс, обладаю­
щий эргодическим свойством.
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Допускается, что каждую реализацию можно разделить на 
участки стационарности, в пределах которых вероятностные ха­
рактеристики остаются неизменными, а при переходе от одного 
участка стационарности к другому вероятностные характери­
стики меняются скачками. Квазистационарность реального вол­
нения, а такж е технические трудности выполнения продолжи­
тельных измерений волн приводят к тому, что для определения 
статистических характеристик приходится использовать лишь 
одну или небольшое число реализации ограниченной продолжи­
тельности.

В соответствии с принятой гипотезой эргодичности оценку 
корреляционной функции й(%) по одной реализации продолжи­
тельности Т определяют по формуле (8.3.11).

Анализ записей установившегося ветрового волнения в океа­
нах, морях и водохранилищах показал, что корреляционные функ­
ции ветровых волн можно аппроксимировать выражением вида

Rz (т) =  De~a 1 х 1 cos рт. (8.4.25)
При выбранном типе корреляционной функции спектральная 

плотность определяется по формуле (8.4.10). Для анализа влия­
ния величины im выберем сначала в качестве сглаживающей 
функции Х(х) функцию Бартлетта (8.4.16). При этом формула
(8.4.10) для вещественного случайного процесса Z ( t ) может 
быть записана в виде

хт

§г (® ) ^  ^ Rz ( т ) cos ют dx. (8.4.26)
о

Подставив в (8.4.26) корреляционную функцию (8.4.25) и 
выполнив интегрирование, получим

Sz (®) =  [ а2 _|_ (Р _|_ (0)2 +  а2 +  (р — 00)2 ] +
_дт

. De т f — а  cos (0  +  со) хт +  (0  +  о )  s in  (0  +  го) %т ,
"Г 2я I а2+ ( 0  +  со)2

■ — а  cos (0  — со) х т +  (0  — -г) s in  (0  — со) %т ) ,g  ^  ^
‘ а 2 +  (0  — со)2 J ‘ '  ’ ' '

Сравнивая с (3.2.26) видим, что первое слагаемое (8.4.27) 
есть истинная спектральная плотность, соответствующая корре­
ляционной функции (8.4.25). Следовательно, второе слагаемое 
представляет собой систематическое смещение величины S(<o). 
Это смещение, как видно из (8.4,27), уменьшается с увеличе­
нием хт. Таким образом, если корреляционная функция опре­
делена без ошибок, то Х т  должно быть таким, чтобы выражение 
в фигурных скобках в формуле (8.4.27) не оказывало суще­
ственного влияния на величину S(oa).
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Однако при ограниченном интервале стационарности про­
цесса Т оценка корреляционной функции может существенно 
отличаться от истинного ее значения, вследствие чего будет на­
блюдаться большой разброс оценок спектральной плотности
S (ю) при выборе большего значения хт. Согласование этих про­
тиворечивых требований может быть произведено путем варьи­
рования параметров Т и тт , если интервал стационарности слу­
чайного процесса достаточно большой. Если же интервал ста­
ционарности процесса не позволяет значительно увеличивать 
продолжительность реализации, то существенное значение имеет 
выбор сглаживающей функции Х(т).

8.5. Оценки характеристик периодически
коррелированных случайных процессов

Д ля периодически коррелированных случайных процессов; 
(ПКСП), обладающих эргодическим свойством, возможны два 
подхода к оцениванию вероятностных характеристик по одной 
реализации ограниченной продолжительности.

Когерентный метод исходит из того, что отсчеты значений' 
ПКСП X(t )  через период коррелированности при любом начале 
отсчета t е  [О, Т] образуют стационарную эргодическую слу­
чайную последовательность X (t +  k T ) . Пусть длина исходной 
реализации 0 =  NT,  тогда оценка m*(t)  математического ожи^ 
дания m(t )  может быть записана в виде

=  N£ x ( t  +  kT), (8.5.1 >k=0
а оценка R*(t,  т) корреляционной функции R(t ,  т) в виде

, « - 1 о
к* (*. *) =  -& £  X( t  +  k T) X( t  +  r +  kT), (8.5.2)1N ft=o

где
X(t)  =  X(t)  — rn(t).  (8.5.3)-

Компонентный метод исходит из того, что характеристики
m(t )  и R(t ,  т) являются периодическими функциями времени и 
могут быть представлены в виде отрезков ряда Фурье. Коэф­
фициенты ти и &*1т) этих разложений вычисляются по форму­
лам

т
mk =  у -   ̂m(t)exp i k - y - d t \  (8.5.4)

о
т

М т )  = -jf $ Я (*> т)ехр ( — dt. (8.5.5)
О
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Оценки этих «компонент» могут быть вычислены по исход­
ной реализации как

в
/Пй =  -д-  ̂ 1(0 ехр ( — dt] (8.5.6)

о
е

k*k (т) =  -i- J X (t +  x)X(t )  ехр [ - i k ~  t )  dt. (8.5.7)
о

Теоретически оба метода эквивалентны, так как все операции 
линейны и поэтому их порядок безразличен. Однако, из-за раз­
личия свойств статистических оценок и различий в характер­
ных свойствах исследуемых процессов, оценки m(t )  и R( t , x ) ,  а 
такж е m k и k k {x), вычисленные по компонентному и когерент­
ному методам будут различаться между собой.

Алгебраически более прост когерентный метод. Рассмотрим 
на его примере свойства оценок m*(t)  и R*(t ,x) .

Математическое ожидание статистики (8.5.1) равно оцени­
ваемой величине

1
M{tn*{t)} =  i r  Е  m( t  +  kT) =  m(t).  (8.5.8)

N k=0
Поэтому оценка (8.5.1) будет несмещенной 

Дисперсия оценки (8.5.1) равна
Dm* (t) =  М {tn (t) — М  {rn (О}}2 =

=  4 г  Ё  Ё  M { X { t + . k T ) X ( t  +  t T ) } ~
м k=0 ft=0

-  ш‘ (0 _  ±  J f +1 (1 - М )  *  (,, Ы). (8.5.9)

Из (8.5.9) видно, что по сравнению с дисперсией оценок ма­
тематического ожидания некоррелированных случайных величин 
(равных D/N,  где D — дисперсия), Dm*(t) больше и тем больше, 

чем сильнее корреляция. Д ля изучения годовой ритмики, когда 
межгодовые корреляционные связи практически мало значимы, 
можно использовать формулу для независимых случайных ве­
личин. Д ля суточной ритмики, когда межсуточной корреляцией 
пренебречь нельзя необходимо использовать формулу (8.5.9). 
Математическое ожидание оценки корреляционной функции
(8.5.2) равно

JV-1
М {R* (t, х )} =  R(t ,  х ) - j r R(t ,  x ) - j r  Z  R(t ,  Т +  ЛЛ +iV iV k=—N-\-1

+  -JT z '  ( l  - V f ) R { t , x  +  kT).  (8.5.10)
«  k — N  +  l V '
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Следовательно, оценка (8.5.2) является смещенной на величину
JV-1 -1

=  R(t ,  т ) +  £  ^ R ( t , x  +  k T ) \ .  (8.5.11)
I -  fc =  - J V  +  l  - I

Из выражения (8.5.11) видно, что при N - *  оо оценка R*(t ,x)  
является асимптотически несмещенной. При конечных N  вели­
чина смещения отлична от нуля, источником смещения R*(t ,x)  
является отличие m*(t)  от m{t)  в операции центрирования в
(8.5.3). При практических оценочных расчетах вместо выраже­
ния (8.5.11) можно пользоваться Dm*(t) со знаком минус.

В предположении, что ПКСП гауссовский и при известном 
его математическом ожидании дисперсия оценки (8.5.2) равна

N - 1

DR* { t , x ) = \  Y  D т), (8.5.12)
k =  ~ N  + 1

гд е

Goo kk (t, т) =  M X  (t) X  (t +  x ) X ( t  +  k T) X( t  +  т +  kT) -

— M { X  (t) X{t  +  т)} M {X (t +  kT) X  (t +  т +  kT)}
— четвертый момент распределения, преобразуемый для гауссов­
ских процессов через произведение вторых моментов. Строго' 
рассуждая значения оценок m*(t ) и R*(t ,x)  будут коррелиро­
ванными. Однако выражения для корреляционных функций 
Rm.*(tb t2) и Rk*{tb t2, т,, т2) довольно громоздки.

Перейдем к вопросам оценивания спектральных плотностей. 
Прежде всего отметим, что в качестве оценок частотно-времен­
ной спектральной плотности S ( a , t )  и спектральных компонент 
Sfc(co) в соответствии с корреляционным методом эмпирического- 
спектрального анализа используются следующие модификации 
выражения (8.4.10):

тта х

5* (и, t) =  - ^ -   ̂ R* (t, т)А,(т)ехр(—гит)dx;  (8.5.13)
~~xmax

^max
S l  (и) =   ̂ Rl  (т) X (х ) ехр (—гсот) dx. (8.5.14)

~ xmax

Эти оценки являются смещенными, вследствие усечения кор­
релограмм R * (t , т) и k*k (т) в точках ±  ттах, отличия весовых
функций Я(т) от 1 и из-за смещения eR„ {t, т) и &к*{х). Диспер-

k
сия и корреляционная функция оценок (8.5.13) и (8.5.14) имеет 
довольно сложное выражение через двойное преобразование 
Фурье корреляционной функции оценок R* (t, т) и k \  (х).
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Готовится к  и з д а н и ю  в  1989 г о д у

м о н о гр а ф и я  П О Л Я К А  И. И. 
« М н о го м е р н ы е  с та ти с т и ч е с к и е  
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