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П РЕДИСЛОВИЕ

Настоящее учебное пособие предназначено для студентов гид
рометеорологических институтов и факультетов, а также оно бу
дет полезно для сотрудников гидрометеослужбы. При составлении 
пособия учитывались все возрастающие требования к научным 
сотрудникам и инженерам-гидрометеорологам в отношении исполь
зования быстродействующих вычислительных машин и приме- 
йения численных методов.

Книга написана на основании чтения лекций и проведения ма
тематического практикума в Ленинградском гидрометеорологиче
ском институте. Она’ включает ряд методов, используемых при 
решении задач геофизики.

В первой главе пособия даны простейшие методы численного 
анализа. Вторая и третья главы посвящены численным методам 
линейной алгебры и методу сеток. Книга иллюстрирована приме
рами из различных областей гидрометеорологии.

При подборе и решении примеров значительную помощь ока
зал В. Н. Веретенников. В расчете примеров приняли также уча
стие студенты-океанологи М .А. Белявцев, А. И. Радошевский,
В. А. Паялов, С. В. Котов. Всем указанным лицам автор приносит 
свою искреннюю благодарность.

чАвтор считает своим приятным долгом поблагодарить редак
тора книги профессора Ленинградского государственного универ
ситета И. П. Гинзбурга за ряд ценных указаний и советов.
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В В Е Д Е Н И Е

., Всякая физическая задача, решаемая математическим мето
дом, приводит нас к уравнениям, связывающим те или иные.-пере
менные или постоянные величины. Часть этих величин задана, 
часть подлежит определению. При этом мы должны убедиться, 
что задача поставлена корректно, т. е. установить существование 
и единственность решения уравнений, показать, что имеет место 
устойчивость по начальным и граничным условиям и, наконец, 
указать конструктивный метод нахождения решения.

Задачи гидрометеорологического профиля,, как правило, на
столько сложны,' что для нахождения решения большинства из 
них приходится- применять приближенные методы. Кроме того, 
применение быстродействующих вычислительных машин накла
дывает определенные условия на алгоритм, определяющий реше
ние задачи.

1. М ы.не будем касаться постановки задач и проверки кор
ректности постановки. Нас интересуют приближенные методы ре
шения уже поставленных задач, причем будем заниматься числен
ными методами, чаще/всего применяемыми в . метеорологии, океа
нологии и гидрологии.

Будем считать, что каждая рассматриваемая задача имеет ре
шение, которое назовем точным, в отличие от описываемого при
ближенного. Всякий приближенный метод предполагает замену 
точных уравнений новыми приближенными, в том или ином 
смысле близкими к данным. Решения этих новых урав
нений и являются приближенными. Очевидно, новые урав
нения должны быт проще исходных. . Получив приближен
ное решение, следует найти иэи хотя бы оценить погрешность, 
т. е. разность между истинным и приближенным решением. Эта 
погрешность состоит из погрешности метода, погрешности исход
ных данных и погрешности округления. Погрешность метода мо- 

хжет быть определена только для каждого конкретного метода. 
Следует также иметь в виду, что часто приближенный метод яв
ляется методом последовательных приближений, когда мы полу
чаем последовательность приближенных' решений, пределом кото- 
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рой является точное решение. В этом случае требуется установить 
существование предела последовательности и показать, что этот 
предел является точным решением. При расчете по методу после- ■ 
довательных приближений применяют формулы типа рекуррент
ных. Очень существенно при выборе метода количество вычисли
тельных операций: чем меньше операций содержит метод, тем 
меньше затрачивается машинного времени, меньше используется- 
машинная память и тем меньше погрешность счета, получаемая! 
за счет округления. Существует еще одно условие, которое необ
ходимо соблюдать при выборе метода. Это условие — устойчивость 
счета. Схема является устойчивой, если исходная или случайная 
погрешность остается при счете органиченной. К  сожалению, очень 
часто' проверить устойчивость счета трудно. Приведем пример 
неустойчивой схемы. Пусть необходимо найти последовательность 
значений г/г, Уз,  • •• по формулам

Уп+i = — З у п  +  бУп-1

и пусть г/о имеет погрешность ( —е), а у \  погрешность (е)..Тогда 
непосредственный расчет показывает, что г/г имеет погреш
ность ( — 9s), а г/3 погрешность ЗЗе, ул  погрешность ( — 153е) и т. д. 
Хорошо видно, что счет по указанным формулам вести невозмож
но—' он неустойчив.

2. Рассмотрим теперь, как оценить погрешность исходных дан
ных. Все исходные данные задачи, полученные при наблюдениях 
или эксперименте, являются приближенными числами, так как 
могут быть получены только с той точностью, которую дает при
бор.

Пусть х  —  приближенное значение числа х*.  Будем называть 
1х —  х * \  абсолютной погрешностью числа х.  Величина Аж, удов
летворяющая неравенству

А х > ] х  —  х * \ ,  (1)

где Дж выбрано возможно меньшим, является предельной абсо
лютной погрешностью числа х. Очевидно, практически мы будем 
иметь дело только с приближенным, значением, числа х  и его пре
дельной погрешностью, л: и А*—-это показание прибора и точность 
прибора. Точное значение числа, а также абсолютная, погрешность 
обычно остаются неизвестными. .

Приближенное число обычно записывается в виде десятичной 
дроби

х  =  a.i 10" +  а 2 10" - ’ +  . . .  +  а т 10n-m+1. (2)

Все цифры числа, начиная с первой не нулевой, называются зна
чащими цифрами. Количество значащих цифр можно увеличивать 
и уменьшать, не изменяя числа. Так, число 1,110 записано с че
тырьмя значащими цифрами; оно же с тремя 1,11 и 1,1100 с пятью.
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Цифру а т числа называют вер,ной, если для предельной абсо
лютной погрешности Аж этого числа (2) имеет место неравенство

А х  <  1 0 п ~ т + \  ( 3 )

Если условие (3) не выполнено, то цифру называют сомнитель
ной. Очевидно, если а т верная, то верные также и c t \ , . . . ,  ага_ ь 
Например, в числе х  =  1002,31 верными являются все цифры, если 
Аж < 0 ,0 1 . Если же Дж <  0,1, то, чтобы в числе были записаны 
только верные цифры, его следует записать в виде: 1002,3. Кроме 
предельной абсолютной погрешности полезно вести предельную 
относительную погрешность

6* =  Г Г  > (4)I Л' |

которая лучше характеризует точность числа. Связь между пре
дельной относительной погрешностью и числом верных значащих 
цифр может быть легко установлена с помощью введенных ранее 
определений. Пусть т  значащих цифр числа х  верные, т. е. 
А* <  10n-m+1. Тогда 'Предельная относительная погрешность мо
жет быть записана в виде

10n—m+l 10n—m+l 1 Г)- 'т+1.
8 =  --------------ш ------- :------- :----- <  -------. (5)

| а х 10й +  . . .  +  а т 10*-™+'1 \ а г 110я \ a t \ ,

Таким образом, получим: если число х  имеет т  верхних зна
чащих цифр, то за предельную относительную погрешность при- 

10-™+'
нимают величину----- ;—  , и если известна предельная относитель-

I fli I
ная погрешность 6Ж, то за число верных цифр принимают наи
меньшее из чисел т,  удовлетворяющих неравенству

Ю—н-1 ■
О у.

Рассмотрим вопрос о погрешности простейших функций и ариф
метических операций. Пусть дана непрерывная и дифференцируе
мая функция своих аргументов у*  =  f ( x  1, х 2, . . .  , х „ )  в некоторой 
области Q.  Так как значения аргументов обычно даны прибли
женно

Xj =  Х1 + А 1 , Х2 — X2 ~h А2 , • • • > Хп =  %п 4" Ап , 

то значение функции мы получим тоже приближенно _
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Требуется определить - предельную абсолютную •погрешность' 
функции Ду. Применим формулу Лагранжа

У — У ^  V  ° f
д х к

Й= 1
м

{ х ь - х ' Х -

где М — точка области Q с координатами' (д'; -f 0 (xi —  a'i), х 2 -f- 
-1“ 0 (^2 —  Х2 )  , .**, Х71 Ч"4 0 (^n ̂  п)\ j О <С 0 1.

5 /
будем предполагать, что ~ д ^ ~ в области Q изменяются доста

точно медленно и погрешность аргументов достаточно мала. 
В этом случае можно приближенно принять для предельной абсо
лютной погрешности формулу

П

,  ^ 1ft = 1

а для относительной— формулу
П ^

I df

d f
д х ъ (6)

9 1 п /
(9 In х ъ (7)

где 8а — предельные относительные погрешности аргументов.
Из формул (6) и (7) можно получить приближенные формулы 

для погрешности арифметических действий.
С л о ж е н и е

у  =  Х 1 +  Х2 +  . . . X,п,

\ У \

■̂у ~  Д 1 +  Дг +  • • • +  Дп ,

( l^il V +  I x i lS2 +  • • • +  \х п I U*
(8)

Формулы (8) показывают, что 'предложенная абсолютная по
грешность суммы не превышает сумму предельных абсолютных' 
погрешностей слагаемых.

В ы ч и т а н и е
у  =  xi — х2: Xi >  х2 >  0;

:Д1 +  Д2; 5
У

(9)



ЁслиХ) >  i 2 , то бу «  6i . Если Хг.  близко к х \  и, слёдовательйй, 
у  мало, то 6 очень велика. Из-за этого при вычислениях следует 
избегать вычитания близких друг к другу чисел, изменяя расчет
ные формулы с помощью тождественных преобразований.

У м н о ж е н и е  . .

У =  X 1 -X 2 - . . .  - х п ,

б;/ — 6] +  62 +  . . . +  8П ( 10)

Относительная погрешность произведения равна сумме относи
тельных погрешностей сомножителей.

Д е л е н и е

у = ^ ;  6y =  6i +  б2. ( 11)

Относительная погрешность частного равна сумме относительных 
-погрешностей делимого и делителя.

Мы остановились на разборе погрешностей первых четырех дей
ствий арифметики и рекомендуем читателям самим рассмотреть 
другие функции.

3. Используя приближенные данные при расчете, мы сталки
ваемся с -необходимостью округления чисел.

, Вспомним правило округления. Чтобы округлить число до т  
значащих цифр, отбрасывают все цифры, стоящие справа от а т . .  
При этом, если первая отброшенная цифра меньше 5, то а-тЛэстав- 
ляют без изменения, в противном случае к а т прибавляют единицу.

Почти при каждом действии мы получаем погрешность- округле
ния ибо, в процессе вычислений сохраняется только конечное число 
десятичных знаков. Пробл'ема определения погрешности округле
ния особенно важна при машинном расчете, так как в этом случае 
велик объем работы и трудно оценивать эту погрешность. Суще
ствует ряд методов оценки погрешности округления, потому что 
до того как мы начинаем составлять программу для машины, сле
дует иметь представление об ожидаемой точности.

I. О б л а с т ь  о т в е т а . Каждую исходную величину л:, входя
щую' в расчет, можно оценить сверху и-снизу {х  —  Дж, х - \ - А . х) ,  
получив таким образом область, в которой лежит эта ве
личина. При выполнении действий, над числами вычисляется новая 
область с учетом возможных округлений. Таким образом, можно 
на каждой стадии расчета получить область, в которой лежит вер
ный ответ. Но такой подход к оценке погрешности округления 
удваивает работу и требует большей машинной памяти.

I I.  Д в о й н а я  т о ч н о с т ь .  В этом случае тоже считают дваж
ды с обычной и двойной точностью и разряды, совпадающие в двух 
ответах, считают верными. Эти двойные расчеты делают в несколь- . 
ких типичных вычислениях й принимают, что та же точность будет
8



для остальных. Этот метод считается одним из .наиболее й'ростьй 
и удобных. В настоящее время разработан еще ряд методов, кото
рых мы здесь не будем касаться.

П р и м е р ы .

1. Написать число л  с пятью верными знаками. Определить пре
дельные абсолютную и относительную погрешности этого 'прибли
жения. .

О т в е т. я =  3,1416, ДЖ̂ 1 0 _4, 6Ж =  0,04%о.

2. Написать число е  с пятью верными значащими цифрами. 
Найти абсолютную и относительную предельные погрешности.

О т в е т. е  ~  2,7182, А х <  Ю~4, 6* =  0,04°/сю-

3. Проверить, будет ли устойчив расчет по формуле

У п+1 — ~  ^Уп  +  5 у п- 1 .

Примем при этом, что у 0. имеет погрешность ( — е), а у \ —  погреш
ность (к ).

О т в е т . Счет неустойчив, так как погрешность У г (  — 9е), а по
грешность уз  (41 е), и при дальнейших расчетах погрешность очень 
быстро возрастает. ■ ,

4. Составить формулу для расчета площади кругового кольца 
с радиусами, соответственно-равными R  =  100 см и R  +  а  =  101 см.

О т в е т . Формулу, по которой обычно вычисляется площадь, 
использовать нельзя, потому что величины (R  +  а) 2 и R 2 близки 
между собой. Следует преобразовать формулу

5 =  ~  [ ( R  +  а ) 2 - R 2] = . -  (а2 +  2 a R ) .
2 2
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Г л а в а  I

ПРОСТЕЙШИЕ ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ

§ 1. Численные решения алгебраических и трансцендентных
уравнений

1. Н а х о ж д е н и е  н а ч а л ь н о г о  п р и б л и ж е н и я

При применении целого ряда методов численного решения урав
нений вида

Р ( х )  =  0 ( 1.1)

необходимо заранее знать более или менее близкое к действитель
ному'значение корня, которое мы будём называть начальным при
ближением. Укажем-ряд приемов нахождения начального прибли
жения. Если у = Р ( х ) —  вещественная функция своего аргумента, то, 
построив графики этой функции, мы можем найти начальное при
ближение как точку пересечения кривой у  =  Р ( х )  с осью абсцисс. 
При этом- иногда бывает целесообразно представить функцию 
Р  (х )  в виде ,

Р { х )  =  Р х( х ) — Р 2( х ) ,

и уравнение ( 1.1) запишется так:

Р 1( х ) = Р 2 ( х ) .  (1.2)

В этом случае за начальное приближение принимают абсциссу 
точки пересечения кривых у  =  Р \ { х )  и у  =  Р 2 ( х ) .

Можно также уравнение (1.1) заменить близким к нему в ка
ком-нибудь смысле более простым уравнением Р з ( х )  =  0 и принять 
корень этого уравнения за начальное приближение к корню урав
нения ( 1.1). '

Для нахождения начального 'приближения корней уравне
ния (1.1) можно также составить таблицу функции у  =  Р ( х )  
и найти промежутки, в которых лежат корни. _ •
ю • ' •



2. Метод xopS

. Пусть для уравнения (1.1) известен промежуток (а ,  Ь ) ,  в ко
тором лежит один корень. В этом промежутке функция у  =  Р ( х )  
строго монотонная и выполняется условие

Р ( а ) - Р ( Ь ) <  0.

Будем предполагать также, что функция у  =  Р ( х )  в промежутке 
(а ,  Ь) дифференцируема и Р ' ( х ) >  0 (или Р ' ( х )  <  0) в (а ,  Ь) .

Заменим дугу А В  хордой А В  (рис. 1). Обозначим через Х\ точ
ку пересечения хорды А В  и оси Ох. Если Р ( х i) ф 0 ,  то или 
Р ( а )  Р ( х {)  <  0, или Р ( х i) P ( b )  < 0 .  Выберем тот промежуток, где 
указанное условие выполняется, и переобозначим его ( а { , Ь\ ) .  
Соответствующие точки дуги обозначим через Л г  и В  \ и построим 
новую хорду А \ В \ . Точку пересечения этой хорды с осью Ох назо
вем х2— вторым приближением. Повторяя процесс k  раз, напишем 
последовательность 'приближений

х \ , х2 , • • - » Xk ) ■ ■ •

Можно показать, что x h - + x * ,  где х*  —  искомый корень уравне
ния Р  (х) =  0. k-^co

Построим формулу для нахождения указанных приближений. 
Уравнение прямой, проходящей через точки А  (а ,  Р ( а ) )  и В  (Ь, 
Р ( Ь ) ) ,  имеет вид

У —  Р { а )  _  х  —  а  

Р ( Ь ) —  Р ( а )  Ь —  а  ’ •

Координату точки пересечения прямой (1.3) и оси Ох получим 
так:

* ‘ =  “ - • 5 7 Ч г - '  ( L4>Р ( а ,  Ь)
где ; ! ■ 1

Р ( а ,  Ъ) =  . (1.5)
Ь —  а

3. М ет од  Н ь ю т о н а

Метод Ньютона или метод касательных может быть применен 
также к алгебраическим и трансцендентным уравнениям.

Рассмотрим уравнение (1.1). Пусть Известно начальное при
ближение х0. Будем предполагать, что в окрестности точки х =  х0 
функция Р ( х ) .  непрерывна и дифференцируема. Представим эту 
функцию в виде отрезка ряда Тейлора в окрестности точки х = х 0

Р ( Х )  , =  Р ( Х 0) +  Р ' ( Х о ) ( Х - Х о ) .  (1.6)
. 1 1



Заменим левую часть у'^аайения (1,1) приближенно по фор
муле ( 1.6)

Р ( х 0) +  Р ' ( х 0) ( х  —  х 0) =  0. - (1.7)

Очевидно, полученное уравнение определяет касательную 
к кривой у  — Р  ( х ) , построенную в точке х  =  х 0 .

Рис. 2. Метод касатель
ных

Координата х\  точки пересечения касательной с осью абсцисс 
определяется формулой

■ '  - ( 1 ' 8 )

Принимаем это значение за первое приближение к корню. Ана
логично, повторяя описанный процесс, получим рекуррентное соот
ношение

P ( X h - 1)
P ' ( X k - 1) '

Xk  =  Xk-1 (1.9)

Геометрическая интерпретация метода очень проста. Она пред
ставлена на рис.- 2.

Можно применять также модифицированный метод Ньютона, 
когда последовательные приближения вычисляются по формулам:

.  Xk —  X k - \ P ( * i -  >) . „j Л[) —- AQ»
Р ' ( х ' а)

(1.10)

В этом случае на каждом шаге используется только одно зна
чение производной Р ' ( х о ) .  Такая модификация метода упрощает 
вычисления, но сходимость оказывается более медленной. - 

Укажем без вывода условия сходимости метода Ньютона. .
12



Теорема. Пусть для уравнения (1.1) и начального приближе
ния Хо выполняются следующие условия:

1) Р ' ( х 0) ф О ,  , , , < В - ,
Р ' (Хо)

2) имеет место неравенство Р \ Х  о)

Р'(Хо)
3) для любого х  из промежутка | х  —  Хо|<& справедливо нера

венство | Р"(л:) | <  &;

4) числа В ,  г], k  подчинены условию h  =  Bkr\  <  — .
А

Если -
1 — 1/ 1 —  2Л 

-------- j ----------

то уравнение ( 1.1) в промежутке | х  — х 0 1 <  б имеет корень х*,  
к которому сходятся последовательные приближения

хн Xh- 1
P j X h - 1) 
P ' ( X h - 1)

П р и м е р  1 .  Найти наименьший и наибольший корни уравнения 

х3 —  х 2—  З х  -1-2 =  0-

с помощью метода хорд. '
Р е ш е н и е . Для нахождения промежутков, в крторйх лежат 

корни, построим табл. 1, соответствующую функции у = х г— х 2— 
— З х + 2.

Таблица I

' X —  оо — 2 - 1 ,5 0 1 2 оо

У —  оо —4
/

0,75 2 ' - 1 0 ОО '

Из табл. 1 следует, что наибольший корень х  =  2, а наимень
ший лежит в интервале (— 2, — 1,5).

Применим теперь метод хорд для нахождения .наименьшего 
корня.

Первое приближение

-Р (— 2) =  —  4 < 0 ,  .Р (— 1,5) =  0,75.> 0, а  =  — 2, b =  — 1,5,

( b —  а )  Р ( а )
X] — CL *

Р ( Ь ) - Р ( а )
=  — 1,590.
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Второе приближение

'/ ’ (— 1,590) =  0,222>0, ai =  - 2 ,  r b x =  -1,590,

x 2 =  — 1,612.

Третье'приближение

• P ( -  1,612) =  0,048 >  0, «2 =  —2, 62 =  -  1,612,

x3 =  — 1,618.

С точностью до сотых 'искомый корень х*  — — 1,62.

П р и м е р  2 . Методом Ньютона найти отрицательный корень

Р е ш е н и е . Найдем начальное приближение следующим спо-

уравнения
х 4 —  2 х — 4 =  0.

собом: построим на одном чертеже
(рис. 3) графики функций

у  =  х \  у  =  2 ( х  +  2). -

На рис. 3 видно, что отрицательный
корень лежит в интервале (— 1,5, — 1). 

Начальное приближение по методу
Ньютона примем х0=  — 1,5.

Первое приближение

<. - г о 2 <. 1 Р '  (х )  =' 4л:3 —  2,

Рис. 3.' Начальное при
ближение

Второе приближение

х2 =  Х\  — Р ( Х  l)
Р ' ( Х  I)

1,152.

Действуя таким же способом, найдем

х3 =  — 1,144,

X i S * ’ — 1,143.

Окончательный ответ: х* =  — 1,14.
14



§ 2. Решение алгебраических уравнений 
по методу Лобачевского

Метод Лобачевского применяется для отыскания корней урав
нений п -й степени с вещественными коэффициентами.

Основная идея метода заключается в преобразовании уравне
ния в некоторое другое, корнями которого служат высокие сте
пени корней данного уравнения. Например, если исходное уравне 
ние имеет два корня 3 и‘ 4, отношение которых 0,75, то корни пре
образованного уравнения будут 3™ и 4т . Если взять т  =  32, то 
отношение корней преобразованного уравнения приближенно рав
но 0,0001. Таким образом, меньшим корнем уравнения можно пре
небречь. Говорят, что корни уравнения отделены, если отношение 
каждого корня к ближайшему большему есть величина малая срав
нительно, с единицей. Преобразование уравнений, имеющее целью 
отделение корней, называется квадрированием. Процесс построе
ния нового уравнения разделен на отдельные шаги, так чтобы 
каждый раз корни нового уравнения были квадратами корней 
предыдущего.

- Покажем, как проводится один из шагов квадрирования. Пусть 
данное уравнение имеет вид :

f ( x ) = a 0x n +  a [x n^ i +^ . . .  +  а п- их + а п =  0  ( 1.11)

и пусть корнями его являются Х \ , х 2 , х п . Тогда можно 
записать

f ( x )  = а 0 { х - х х) ( х - х 2) . . .  ( х - х п ) .  ( Ы 2)

Построим функцию

f ( - x )  = a 0( - x - x 1) . . .  ( - х - х п ) =  ( - l ) n a 0 (x  +  x l ) .... ( х  +  х п ) .

Вычислим произведение

f { x )  - f ( - x )  =ao ( х 2 —  x f ) ( x 2 — х$ )  . . . ( х 2 —  х йп).

Положим у  =  '— х.  Тогда

ф ( у )  =  ( — 1 ) п Яо ( — У  —  •*?)  . . .  (— у  — Х п )  =

=  <*0 (У + -К?) . . .  ( у  Х п )  (1-13)
или

ф ( у )  =  a W y n +  а ф  у " - 1 +  . . . +  =  0- (1.14)

Таким образом, мы получили уравнение, корнями которого 
являются: — x i ,  — . . . , — х%.
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Покажем, как 'получить коэффициенты уравнения (1.14) из 
коэффициентов уравнения (1.11). Для этого нужно умножить мно
гочлены ~

f ( x ) = a 0x n  +  a l x n - ' +  . . . .  + а п
и

f ( - x ) = a 0x n ( - l ) n +  aixw- 1( - l ) " - 1 + . . .  +an= ( - l ) n X 
X [a<i x n - a l x n - l +  . . .  +a„(-l)"].

Получим i !

■ f ( x ) f ( ~ - x )  = ( - \ ) n [ a % x 2 n - x 2 n - 2 ( a 2l - 2 a 0 a l ) + x Zn- ‘i ( a t  —
— 2aia3-|-2ao«4) +  . . .  +  ( — 1)n

ИЛИ ' ' !

f { x )  ? ( - х )  =  ( ~ 1 - ) п а ' о Х 2” + ( - 1 ) п - ' х 2 (п - 1Ц а !  - 2 a 0a 2 )  +
- j -  ( —  l ) n ~ 2 x 2 l -n - 2'> ( a %  — 2 а 1а г  +  2 а 0а 4 )  +  . . .  + a %  =0.

Если положить теперь, как и ранее — х 2 — у ,  то получим урав
нение (1.14) в виде

ф (У) =«о У" +  ( a l  — 2 а 0а 2) у п~ 1 +  . . .  4-а^ =  0. (1.15)

Отсюда, сравнивая (1.14 и (Г. 15), можно найти формулы для 
коэффициентов: . -

а [ ^ а 2,

а 1'}'1 —  а 2 — 2 а 2а о ,

aSV =  a 2 — 2flia3 +  2aoa4, (1.16)

Формулы (1.16) определяют способ построения коэффициентов, 
нового уравнения по коэффициентам исходного уравнения.

Коэффициенты с $ '  строятся по следующему правилу: из квадра
та соответствующего коэффициента а \  вычитается удвоенное произ
ведение соседних с ним 2а^~\  аь+ \ , затем прибавляется удвоенное 

.произведение следующих соседних 2 а ^ 2 ап+2 и т."д., вплоть до a Q 
или до а п .

Рассмотрим теперь применение метода Лобачевского в трех 
случаях, которые могут встретиться при решении алгебраических 
уравнений.
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С л у ч а й  1. Корни уравнения вещественны и различны 

Рассмотрим уравнение п -й степени после k -v o  квадрирования

d * ) z l> +  a ? ) z » - ’' +  . . .  + а {? )= 0 .  , (1.17)

у*тКорнями этого уравнения являются: — x f ,  — x f ,  : .  . , 
где m  =  2 h и х \ , х 2 , . . х п —  корни исходного уравнения ( 1.11).

Запишем соотношение между корнями и коэффициентами 
уравнения (1.17)

а[*> _  
а<0*>

a [ k) 

а[к)

x f  +  x f  +  . . .  +  x f ,

■ ■ x f x f  +  x f x f  +  . . . + . x f _ 1x f ,

flr(*)
__п  _  _ _  y i n

a{,*> 1 2 ............^

(1.18)

Эти соотношения получают, приравнивая коэффициенты при 
одинаковых степенях х  в тождестве

а т z n -f- a \ k) s'1"1 +  . . .  +  a .w  =  a^k) ( z  +  x f )  . . . ( z  +  x f ) .

Будем считать, что корни уравнения (1.11) убывают по мо
дулю, т. е. |a:i | >  | х 21 >  . . .  >  \ х п \. Тогда естественно преобразо
вать систему (1.18) к виду

a[V

а % \

а?)

■■xf i + ( — Г + . . .  + ( ^

^ t . ^ = X m x rn
■а%> 1 3

x i

1 +  ( ^ Г + . . .

a[k}
2 Зак. 2

=  X f  X f vm 
Л п •

^ге^ингр^дсний 
Гидрометеорологический ин-т 

Б И Б Л И О Т Е К А

(1.19)
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Учитывая сказанное ранее, можно получить приближенные ра-, 
венства:

х ?
a f )

уГП уГП . Л, j  А-2 :

а р  г„ а {? ]

уш у  и л  1 л й
a w

из которых последовательно находим:

а (*>
а<?> ’

а[к)

< к) уГП ~  "_
П “ «I4 ! 'п—1

(120)

Равенства (1.20)' позволяют найти абсолютные значения кор
ней уравнения (1.11). Знаки корней определяют подстановкой, 
в уравнения.

Следует отметить, что если корни исходного уравнения веще
ственны и различны, то квадрирование прекращается, когда при 
очередном преобразовании удвоенные произведения коэффициен
тов Делаются пренебрежимо малы по сравнению с квадратом со
ответствующего коэффициента, а значит, окончательные коэффи
циенты положительны. Указанный факт легко проверить. Пусть 
после k - r o  квадрирования получено нужное нам разделение кор
ней. Тогда, с заданной, степенью точности,

а*-®

' ■ W t '

Но и после (/г+ 1)-го квадрирования тем более справедлива фор
мула -

а \ к + ')
x f  +  *);

и так к а к у Ь  + 1 —  — [ x ^ Y ,  то очевидно a f  + [а<*>]2.
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С л у ч а й  2.  Комплексные сопряженные корни

В этом случае уравнение, записанное в форме (1.12) —- через 
корни, будет содержать квадратичные множители, соответствую
щие комплексным сопряженным корням. Покажем, как пойдет 
процесс квадрирования. Пусть уравнение имеет различные веще
ственные корни и пару комплексных сопряженных корней х% и х3 , 
г = \ х г \ —  \ х 3 \ .  Тогда \ х 11 >  г  >  |л:4| >  . . .  > |л с „ |.  Очевидно,

х ?  +  x f  =  2/'m cos тф ; x f  x f  =  r 2m.

После 6-го квадрирования, где т  =  2й, получим

х т _|_ 2rm cos mtp +  х” • 4- х т —п. <**> .

2 x f  r m cos щ  -j- x 1l х 1‘ +  • a [ k)
a w

a [k)

< k)

a ik)
ytlt --  П -

~ ~  а ьк)

(1 21)

Все формулы (1.21), кроме второй, так же как и в предыду
щем случае, можно заменить приближенными



Формулы (1.22) позволяют определить абсолютное значение 
корней и модуль сопряженных комплексных чисел г — \ х 2 | =  | х 3 1. 
Очевидно-, при квадрировании все коэффициенты, кроме а2, будут 
вести себя так же, как и в предыдущем случае. Коэффициент а \ к\  
содержащий слагаемое 2 x xr f  cos m<p, меняет знак при изменении k. 
Следовательно, квадрирование нужно прекращать, когда все коэф
фициенты, кроме будут приближенно равны квадратам коэф- 

' фициентов предыдущего шага. Изменение знака указывает
на присутствие комплексных сопряженных корней х% и х 3 . Вели
чину аргумента ср можно определить после определения знаков 
вещественных корней, а также модуля комплексных корней по,, 
формуле

Х \ -ЬХ2 Ч" . . .  + х п=  ——
«о

или : ) : 1 j

Ху +  2 r  cos ф-Ьл^Ч- . . .  ~hxn— —— .
a g

С л у ч а й  3.  Вещественные, равные по абсолютной величине
корни '

Пусть уравнение (1.11) содержит два равных по абсолютной 
величине корня |х ,  | и |х 3|.  Очевидно, в этом случае имеем 
20



I .*! | >  | jc2 | =  | jc8 I >  . . . >  \ x n \ ,  и после квадрирования получйУ 
связь между корнями и коэффициентами в виде

-jc? +  2х« +  х?  +  . . .  +  

2 х ?  x f  + x ? x f +  .■ . . =

a oft) ’

dp-

и л и  приближенно

a f
r *•

х ?  х \ т +  . . = 4 ft)

yin v2m угп yin.-. A j Л  ̂ if' ~~
a m

«'o'
■

Х ? ^
a(*> ’

-

2 x7 х ?  ~
a<2*> 
a<*> ’

£гп т. a f )  

a [k) ’

. (1.23)

A 1 2 • • • л п ^
<*£>
a?)

После преобразования 

a W

a<f>

a ^ _

a<*>
= .

Эти равенства дают возможность найти абсолютное значение 
корней. При квадрировании (табл. 2) мы замечаем, что когда" 
корни отделены, то все коэффициенты, дроме а 2, станут прибли
женно равны квадратам соответствующих коэффициентов преды-
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дущёго iriaTa. Только коэффициент а 2 на соотвё.тствующём шаге 
вычисляется по формуле

что можно легко заметить из формул (1.23). Табл. 2 является при
мером квадрировання,

Таблица 2

п “о ■ 4 к) . . . а{к)ип

0 а0 «1 #2 . . . . ап

«0 а \

—2а0 о.х

а \

—2«1 я3
+  2^0 а4

. . . 4

1 4 ° 4 "

• • • . . . . . . . . • •  • . . .

П р и м е р .  Найти корни уравнения

1,23х5-2,52л:4-16,1л:3 +  17,3*2 +  29,4л:-1,34 =  0.

Результаты вычислений приведены в табл. 3.
На основании результатов квадрировання можно заключить, 

что все корни уравнения вещественны и различны. Эти корни опре
деляются из уравнений:

7,54 • 102 x 3j2 — 2,346 • 1022= 0 ,

2,346 • 1042х |2 — 3,95 -1037 =  0,

3,95 • 1037х12 — 8,744-

8,744- 1046л:32— 2,148- 1047 =  0,

2,148-1047*32— 1,175 -104 =0.

Для определения знаков подставим в уравнение значения ± Х \ ,  
± х 2 , ± х 3 , ± х 4 , ± х 5 : Окончательно получим: х \  =  4,066; х 2 =  
<= -2,99; .х3 =  1,959; *4 = - 1 ,0 2 9 ;  л:5 =  0,044.



Таблица 3

т а [W “о а[к) 4 к) Лк)“4 4 к)

0 1,23' —2,52
\ •

— 16,1 17,3 29,4 —1,34

1,513' 0,635- 10 
3,961 • 10

2,592- 102 
0,872- 102 
0,723- 102

• 2,993 • 102 
9,467- 102 
0,068- I О2

8,644-102 
0,464- 102

1,796

2 1,51 • 10 4,596-10 4,187-102 ■ 1,253 -103 9,108-102 1,796

2,289 2,112- 103 
—1,267- 103

1,753- Ю5 
—1,152- 105' 

0,028-105

1,570 • 106 
0,763-106 
0,000- 106

8,296 • 105 
—0,045- 105

3,226

4 2,289 0,845-103 0,629- 106 0,807 • 106 8,251 • 105 3,226

5,240 0,714 - 106 
—0,288 • 106

0,396- 1010 
-0,136- 106 

0 - 10е

0,651 • Ю12 
0,104-1012 
0-1012

6,808-1011 

0-10”

10,41 '

8 5,240 0,426 • 10е 0,260- 1010 0,547-1012 0,6808- 1012 10,41

2,746-10 ' 1,815- 10" 
-0,272- 10й

6,76- 1018 
0,47 • 1018

2,992- 1024 
0,035- 1024

4,635- 1023 ' 1,084-102

16 7,54- 102 2,38 - 1022 3,96- 1037 —8,744- 1046 2,148- 1047 1,084- 102

7,541 • 102
0,035
2,346- 1022

0,01
3,95 • 1037 8,744- 1046 2,148- 1047 1,175- 104

32 7,541 • 102 2,346 • 1022 3,95 • 1037 8,744- 1046 2,148- 1047 1,175- 104
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§ 3. Алгебраическое интерполирование

1. П о с т а н о в к а  з а д а ч и

Многие численные методы —  численное дифференцирование,- 
интегрирование, метод сеток и др. —  основаны на замене задан
ной функции полиномом п -й степени, близким к данной функции 
в том или другом смысле.

Пусть функция у  =  f ( x )  задана в точках х 0 , х г , х 2 , . . . , х п зна
чениями у о ,  у \ ,  у п . Потребуем, чтобы полином п -й степени 
Р п (х)  и функция f ( x )  совпадали между собой в этих точках. Такое 
представление функции называется алгебраическим интерполиро
ванием. Точки, в которых вычисляется: функция,—  узлами интер
полирования, а полином ^интерполяционным. Запишем: интерпо
ляционный полином в виде

/(х ) = a 0 +  ai* +  . . .  + а пх п .

Тогда указанное условие приведет к системе

Й0 +  Й1Х0+  . . .  ~^а п Х " = У о , '  •

0 0  +  0 ^ 1+  . . .  + а пх 1 = у и  ^

а 0- \ -а1х п +  . . .  + а пх пп = у п

( п + 1) уравнения с ( /г + 1)-м неизвестным.
Система имеет единственное решение, так как ее основной 

определитель
/  . .

1 -X*Q Х (] . • . X

д = 1 X t X* . • . X

1 х п хЪ . . X

не равен нулю. Определить А носит имя Вандермонда.
Найдя из системы (1.24) коэффициенты а 0 , a l t  . . . ,  а п , опре

делим полином Р п (х)  и можем представить функцию так:

f ( x ) =  P n ( x ) + R n ( x ) ,  (1.25)

где R n  {х)  —  погрешность или остаточный член интерполяционного 
полинома. Коэффициенты а 0 , а х , . . . ,  а п непосредственно из си
стемы (1.24) не определяют. Будем отыскивать интерполяционный 

. полином в другой форме.
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2. Интерполяционный полином Л агрйнмй

Рассмотрим одну из основных форм интерполяционного поли
нома, принадлежащую Лагранжу. Для этого введем вспомогатель
ные полиномы Q (х ) п -r о порядка, такие, что все узлы • интер
полирования, кроме Xh , будут корнями каждого,из полиномов 
Q(/ln) (х),  который определим следующим образом:

f 1 при i =  к
Ч п) (*f) =  j 0 1фН

т. ё. в том узле, который не является корнем, полином обращается 
в единицу. Построим полиномы Q(ftn) (х) по их корням:

Q ^ { x )  = С ( Х - Х 0) . . .  ( х - ^ й - i )  (X-Xft+i )  . . .  ( X - X n ) .

Исходя из второго условия, получим ' ■

l = c ( x k  — x 0) . . . ( x k — x h - i ) ( x k - x k + i ) . . . ( x h—x n) ,

___________  ' 1 ___________________
~~ (X k - X o ) . . .  ( Xh - Xk - y )  { Xh- Xh+i )  (X h - X n )■ .

Тогда

Q in) (X):
(Х - Х р ) . . ■ ( x - x k - j )  (X - X k + l ) ■ ■ ■ (X - X „ ) 

(Xk X0y  . . . (Xk Xk—l) {Xk . . . (Xft. Xn)

Вводя дополнительно полином со (а:), корнями которого являют
ся все узлы интерполирования

■ a>n+i(x) =  { x - x 0) { x - x l ) ' . . . ( x - x n ) , '  

мы можем представить '

Q i n ) ( х \  =  ________ g K g ) __________

4  { ’ «'(**) ( х - х к) ’

так как

шп+ 1  (х) =  (х — X,) . . . (Х — Хп) +  ( х - х 0) ( х - х 2) . . .(X — Xk) +  . . .  +

+  ( х - х 0) . . .  (X-Xn- , ) ;

(Xk) “  (Xk Хо) . . . (Xk Xk— l) (Xk Xk-{-\-) . . .  (Xk Xn) .
25



Используя вспомбгатёЛьные полиномы, можйо построить интер
поляционный полином в форме Лагранжа L n (x )  =  Р п (х )

т / \ _ V  ^n+i (■*")
п { х )  [ x - x k) o,;+i ( х к) Ук

или

I  ( \ =  у  (х ~ х °) • • • ( x - X k + i )  ■ ■.  ( х - х ч )

П А= о  ( X h ~ X Q) . . .  (Xk - X k - l )  ( X k - X k + l )  . . .  ( X k - X n ) ^ k ' '  ' '

Рассмотрим частные случаи для п =  0, п =  1, /1 =  2:

U  { х ) = у 0;

, ,  ч Х  —  Х\ X  —  х 0

J (,л ( * - * i ) ( * ~ * 2 j  ( х - х 0) ( х - х 2) „  ,

2 ^ .  (X0 —  X i )  ( х 0- х 2) ■ (Xi  —  Xo) ( Х 1 - Х 2 )

( Х - Х о )  { X - X i )

, (Х 2- Х о )  ( х 2 - X i )  У*-

Интересен также случай, когда промежутки между узлами 
интерполирования равны, т. е. x l —x 0= x 2— x l = . . .  x n — x n- i = h .

Введем новую переменную t = —^— . Формула (1.26) примет 

вид ,

=  L „ (x 0+ f t ) - £ ( - 1  л . ( , .27)

Интерполяционный полином Лагранжа используется при чис
ленном дифференцировании. Но при непосредственном интерполи
ровании эта формула неудобна.

Конструкция формулы такова, что при добавлении лишнего 
узла интерполирования приходится пересчитывать все слагаемые 
формулы. Кроме того, значения слагаемых, соответствующих раз
личным узлам интерполирования, мало отличаются друг от друга, 
и среди узлов, используемых в расчете, невозможно выделить 
главные и второстепенные.

Исходя из этих свойств, полином Лагранжа невыгодно при
менять при нахождении значений функции в точках, лежащих 
между узлами интерполирования. В этом случае удобна другая 
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форма интерполяционного полинома, где можно отличить главные 
узлы от второстепенных и решить, сколько нужно использовать 
узлов 'при данной точности вычисления. Для построения такого по
линома введем новое понятие.

3.  Р а з д е л е н н ы е  и к о н е ч н ы е  р а зн о ст и

Пусть функция у  =  f(x)  задана в виде таблицы. Построим вы- 
р ажение

f ( xk) - f ( x k- 1)
%k %h— 1

Обозначим его через f(Xh, Xh-i) и назовем разделенной разностью 
первого порядка. Построим теперь разность второго порядка

f {xh+1 , xh) - f  {xk , Xh- i )  _ х / .....................  ч
— —  - / < * . « ,  й - i ).

Аналогично можно построить разделенную разность я-го по
рядка ' ^

f ( xn , . . . . ,  Xi) - f  ( x n - i , ■ ■ ■, Хр) _
„ _„ —  I \xn j Xn—l > • • • > Xo) .
Х ц  Л-Q

Составим таблицу разделенных разностей при п  =  4: 

х 0 f ( x 0)

X i  f ( x { )  Хо) f ,  \

, 'f(x, хЛ f (X2’ х>’*2 !{хг) п  2’ f , > f(x3, Х2, Хи Хо)

*. ((*>) » '* • * >  Ш , .  « . » . * , )  f t *-

Таблица разделенных разностей. треугольная. Для функции, 
заданной таблицей, содержащей п + 1 значение, можно построить 
разделенные разности от первого до д-го порядка. Разделенные 
разности симметричны относительно своих аргументов. Действи
тельно

/< * , * « )  -  ^  , Л ) .

Найдем выражение разделенной разности любого порядка не
посредственно через значения функции f ( x 0) ,  /(* ]), . . .  Для этого
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рассмотрим сначала разделенные разности 'первого и второго по
рядка

а * , , «о =  =  - П * й -  +  - ./<*>
Xi—Xo X'o — Xi Xi—X0

f ix  .. ;; ч ' X i ) - f ( X u  Хр) _  f (X S) - f ( X 1)
2’ ’ ’ "(*2-*o) (*2~*l)

/ (* 1) -f(* o )  _  f ( x0)_______ /(Xi) (X i-X q-X i +  Xz) ,
(x2 —Xo) (Xi —Xq) (X0 - X 1) {X0 - X 2) {XI -X0){X2—X0) (X1- X 2)

Л  /(^2) _  f i x 0)____ .J_______ /(Xj)

+  I ____=  у  ___
(X2- X 0) ( X 2- Xl)  f a  ^ \ x k) •

(■JC2—JCi) (X2- X 0) (a:0- X i)  (x0- x 2) (* i“ *o)(^1- ^ 2)

f(X 2) _  J,
fe='Q

По аналогии можно записать
f ( ^n  ) Л'П—1 ) • • • ) Xq) 

f(Xk)
s .A^O (X fc -X 0) , . . (jCft — JCft—1 ) (X fc -X fe+I) (Xft- X f t +2) . . . (X k -X n )

или
V  f ( X h )

ft-0 <  + ](Хь) ’

Рассмотрим случай, когда расстояния x t —х0, х2 — х и  
АГп — x n-i  равны между собой. Обозначим каждое из них через, h. 
Выражение f ( x i ) —f (x0) обозначим через Ау 0 и назовем конечной 
разностью первого порядка. Конечные разности второго и более 
высоких порядков записываются следующим образом:

Л-//о =  Л;/1--Л//о,

A syo — А 2у \  — А2г/о, ’ '

Д” г/о=Ата- 1|/1 —

Составим таблицу конечных разностей для функии, заданной 
пятью значениями:

х0 г/о Ауо
Xi УГ Afifi '

А 2 г/о

Х2 У2 Ау2 А2Ул

*3 Уз Ауз ■ А 2У2
Х4 У а

A3t/o 
А Зг/,

А АУо
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Легко установить связь между конечными и разделенными 
разностями для случая равных промежутков

Н * , . х о)1 к ’ Х\ — х0 1 \ h

t , ч f (x2 , Хо) _  Дг/ l —Аг/о _  А2г/0
I (x2 , x lt  х0) -  . х^ _ ха — Ц А 2 Л  2 ! Я2

и аналогично получить формулу для - разделенной разности п -го 
порядка

Дпг/оf(Xn\  Хп- 1 , Х0) =
п ! А"

И н т е р п о л я ц и о н н ы й  п о л и н о м  Н ь ю т о н а

Используя понятие разделенных разностей, можно получить 
интерполяционные полиномы в самых различных формах, приспо
собленных для решения задач интерполирования. Кроме того, 
можно определить остаточный член, погрешность, полученную 
при представлении функции в виде полинома .

Рассмотрим тождество
L-n(x)  = L o ( x )  +  [L\  ( х )  — L 0 ( x )]  +  [L2 (x ) — L\  (x)] +  . . .  +

-\-[Ln {x) — Ln- i (x) ] .  (1-28)

Вычислим, выражения, стоящие в скобках ^

т / \ г / \ ^ ^ *0'и  (х) - L 0(x) =  —----—  у 0+  - У1 - У ъ  =Л0 — Х{—Xg

=  ^ °  X 0 — Xi - - - - - ^  ~Х\  —  Хо =  ^ %Х ’

U { x )  _ L l  w  =  ( х - х о  ^ т з ) Уо + . У1 +
' (X o-Xl) (X0- X 2) -(JCj — Xo) (XX- X 2)

, (X-Xp) (X - X i)  -  __ X X-i _  X-X o =
"  (x2 —x0) (X2 — XJ) X o-X i Jc  X i- X 0

' = / ( x 0 , x , , x2) (x —Xo) (x —Xi),

Ln (x) — L n-i  (x) =  (x — x0) . . .  ( x - x n- i ) f ( x  o, 'Xi,  . . . ,  x„).

Подставив полученное в формулу (1.28), имеем
Ln (x) = f  (Хо)+f(Xo , Xi) (х — Xo) +   ̂ ■

+  (X-Xo) . . . (X Xn—i) f (Xq , x n),  (1.29)
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Формула (1.29) определяет полином. Ньютона, который запишем 
для равных промежутков, используя переменную t, введенную 
выше, а также формулы, связывающие конечные и разделенные 
разности. После простых преобразований 'получим

необходимых для нахождения значения функции в точках проме
жутка ( х 0 , Х \ ) .  Конструкция полинома такова, что -слагаемые 
убывают с увеличением номера, причем наибольшие слагаемые — 
первое и второе —  включают в себя элементы нулевого и первого 
узлов. При расчете останавливаются на той конечной разности, 
величина которой имеет порядок заданной погрешности расчета. 
Кроме того, очень легко включить в расчет дополнительный узe i .

При этом достаточно вычислить одно дополнительное слагаемое, 
остальные слагаемые не изменятся.

Найдем погрешность интерполяционного полинома. Для этого, 
рассмотрим разделенную разность f ( x ,  х а , , ...., х п) и сделаем
простейшие'преобразования

Отсюда получим

f ( x ) ~ f ( x 0) + f ( x 0, x i ) ( x ~ x 0) +  . . .  +  ( х - Хо )  . .  ■ ( х - х п- \ )  X

является погрешностью или остаточным членом интерполяцион
ного полинома Ньютона. Исходя из.однозначности решения задачи - 
Интерполирования, можно заметить, что полученная формула, 
определяет погрешность любого интерполяционного, полинома.
30

Р п  (xo +  h t )  — г/о +  А̂г/оН---- " 2 Т ~ ••• "t"

Лиг/0.

Интерполяционный полином Ньютона обладает рядом свойств,

f i x ,  Х о ......... х п) =  -
f ( x 0 , ■ ■ ■ , Хп)  +  f ( x ,  Х0 , . ■ . , Xn- i )

f (Хо , Х[ , . . . , Хп)■п) f { x 0 , Х\  , . . . , X n - l )

( Х - Х п ) (X~~Xn ~l )

( Х - Х п )  . ■ . { Х - Х j)

f j x о, ХХ)
СОи+1 (X) (Оп+1 i x )

f i x  о) , | f j x )

X f ( X o - X n )  +  i x - Х о )  . . . ( X - X n ) f i X ,  X0 , . . . , x n).

Выражение

C0n+1 i x ) f ( x ,  X0 , Xn)  = R n i x )



Можно показать, что в промежутке (ж0, х п ) найдется такая- 
точка |, при которой справедливо равенство

R n ( x )  =(On+l { х )  j •

П р и м е р . Иапользуя формулу Ньютона, найти значение функ
ции y ~ f ( x )  в точке х =  0,1265, если функция задана табл. 4.

Таблица 4

X У Ду Д2у Д3у д*у

0,1 1,656832
0,038056

0,2 —0,0043381,694888
0,033718 0,000044

0,3 —0,004294 . 0,0000211,728606
0,029424

0,025195

0,021054

0,000065

0,000088° '4 
0,5 

, 0,6

. 1,758030 

1,783225 

1,804279

—0,004229

—0,004141

0,000023

f ( x ) = y 0 +  t A y 0+  ^ 2 у о +  ~ ~ Д3Уо +

t  — ~ —т~ = ^ 2 6 54 ; к

/(0,1265) =  1,6685.

§ 4. Численное дифференцирование

Пусть функция y = f ( x ) ''представлена с помощью интерполя
ционного полинома Лагранжа

f ( x )  =  Р п { х )  + R n { x ) ,

где остаточный член R n (x )  записан в любом виде. Для того что
бы найти производную любого порядка от функции f ( x )  диффе
ренцируют интерполяционный 'полином Р п { х ) .  В зависимости от
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степени полинома п  мы получаем целый ряд формул для произ
водной любого порядка

f W ( x ) s z P £ > \ x ) . .

Погрешность можно вычислить, дифференцируя остаточный член 
R n (x ) .  К сожалению, вид остаточного •члена не дает возможности 
.отыскать^точно его прозводную, так как включает значения функ
ции, вычисленной в точке положение которой в .промежутке 
(хо , х п ) не определено. ‘ „

Покажем на примерах, как пользоваться другим способом опре
деления погрешности при численном дифференцировании; Этот 
способ 'предполагает использование рядов Тейлора.

П р и м е р  1.  Пусть функция y = f { x )  задана в точках х 0 и x t , 
как г/о и у \ . Ее интерполяционный полином имеет вид

Очевидно мы получили у'х постоянной в нашем интервале, 
и значения ее в точках х 0 и X j , которые мы обозначим: у о = у ' ( х 0), 

y ' i = y ' ( x  1) определяются формулами

Формула (1.30) носит название формулы для дифференцирова
ния «вперед», а формула (1 .3 1 )— «назад».

Для определения погрешности формул (1.30) и (1.31) разло
жим функцию y i = f ( x i )  в ряд Тейлора в окрестности точки х 0 . 
Получим

L i ( x )  = { t - l ) y 0 + t y i ; t =  ■ Х' А- ° -  ; h  =  x l - x 0 .

Тогда

(1.30)

У1- У 0

h
(1.31)

Я2 '
г/1 =  г/о+%о +  - 2 Г  У" &У-

Отсюда
У \ ~ У о

h
h

или

/ 0 =  Л - Ж .  _  ±  у  " { l ) , * „ < £ < * ,.
h  2
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Величина ~ ^ у " { 1 )  является погрешностью формулы (1.30).

Для отыскания погрешности формулы (1.31) следует разложить 
по формуле Тейлора функцию у ( х 0) = у 0 в окрестности точки Х\ 
и аналогично получить

; y i = J A_J/o_ + J L  у " { 1 ) '

П р и м е р  2 .  Рассмотрим теперь функцию, определенную в трех 
точках Хо Х \ , х 2 и принимающую в них значения г/о, У\ и г/2 ■ Эта 
функция может быть представлена в виде полинома

y ^ L 2 ( x 0 +  h t )  =  -  ~ 1НА~ 21  г/0 / ( /  — 2) у х +  у 2,

Дифференцируем построенный интерполяционный полином два 
раза:

1 ( 2 ( — 3)  (2^— 1)Ух = -д-  2 Уо  —  i ) y i +  -— -̂--- У  г

У* =  —fir (Уо — 2(/i +  г/г) •

Вычислим данные производные в средней точке

(1-32)

' Щ -. (,.зз,

Найдем погрешность формул (1.32) и (1.33). Для этого раз
ложим функции Уо =  У ( х 0) и у 2 =  у { х 2) по формуле Тейлора 
в окрестности точки Xi '

'У2 — У\ + hy \  +  ~2 J~ у"  +  - д |-  у"' +  . • •

Уо~У\  hy \ +  у"  -— у"'  +  . . .

Отсюда .

/ i =  y‘7jp  — iT'(ii) 4 r .

hr 12
3 Зак. 2 33



По аналогии Можно построить формулу для производной лю
бого порядка с любой степенью точности.

П р и м е р  3 .  Отыщем численные производные в случае, если 
рассматривается функция двух переменных и точки, в которых 
функция' определена, лежат не на осях координат.

Для прогноза перемещения приземных циклов, выведены 
формулы для определения скорости. и направления центра цик-

ди. д а
лона. В эти формулы входят производные

д х
и от функции

Рис. 4. Треугольная сетка

и.,г

и —  и ( х ,  у ) ,  заданных в точках, ле
жащих на окружности радиуса h  и 
в центре окружности (рис. 4) .

Нужно вычислить указанные 
производные в центре окружности 
в точке (хо, Уо)- Применять интер
поляционные формулы в нашем 
случае неудобно, поэтому сразу 
же применим метод, опреде
ляющий погрешность, и разло
жим функции и и Из, и4, и 5, щ ; 
где u h =  u (x k, г/й) в ряды Тей
лора в окрестности точки (Хо, у 0)

h 2



Комбинируя полученные выражения, мы можем построить ис
комые формулы с разной степенью точности.

Приведем формулы, определяющие производные с 'погреш
ностью порядка h2:

и'хО ~ 2 y r ^ j l  М̂3—М5 +  Ы2—Мб) + 0 . (h2) \

и'уо =  (U4 — U\ +  2мз — 2мг+2н5 — 2Мб"4~0. (h 2) .

Рекомендуем читателям самим построить формулы с погреш
ностью порядка h.

§ 5. Численное интегрирование

1, Ф о р м у л ы  Н ь ю т о н а — Ко т еса

Рассмотрим определенный интеграл
ь

j  f ( x ) d x ,

где f ( x ) — непрерывная функция, заданная в промежутке (а ,  Ь) .  
Представим f ( x )  с помощью ее интерполяционного полинома 
Ь п ( х ) ,  принимая за узлы интерполирования точки Xh =  a  +  hk,  где
1  ̂ ^ т-т о и J
h — — —  . При этом перейдем к переменной t:

|  I ( « - ! ) . . .  — M L  (1.34)

В формуле (1.34) переменим порядок суммирования и инте
грирования и введем обозначения



Величины Н [ п) называются коэффициентами Котеса. В указан
ных обозначениях формула (1.34) примет вид

Ь п

J  f { x ) d x = ( b - a ) . ^  H i n) f ( x k) .
а  - k — 0

' Погрешность формул Ньютона— Котеса может быть получена 
интегрированием остаточного члена интерполяционного полинома. 
Трудности здесь будут, так же как и при численном дифференци
ровании, связаны с множителем f ( l ) ,  входящим в состав остаточ
ного члена, так как положение точки £ не может быть опре
делено.

Разберем простейшие случаи.

1. При п =  1. Я (0п =  / / ^ = - 1

Хх ,
j  f ( x ) d x  =  \ f ( x o ) + f ( x i ) ]  - у .
X q

Погрешность вычисляется с помощью интегрирования
Ri  (хоЛ-ht )

r , =  j  R i ( x 0+ h t ) h d t = \  / " ( g ) - f c i i  h 4 t = f " ( h )
о o £  0

где g i— точка, полученная ino теореме о среднем.
2. Для случая п =  2 формула Ньютона —  Котеса примет вид

J  f ( x ) d x = - ^ -  U { x 0) + 4 f ( x l ) + f ( x 2) ] :  1 
■ - -̂ 0'

Погрешность дадим в готовом-виде из-за трудностей расчета

^ = ж / 1У (W* . >

где точка g2 лежит в промежутке (х0 , х 2) .
.Рекомендуем читателям самим построить формулу Ньютона— 

Котеса при п  — 3.
Приведем теперь погрешности формул Ньютона— Котеса при 

п =  1, 2, . . . ,  6 и обозначим их через г п:

ri  =  Clh T { b ) ,  u  =  c W f v l  ;( |4)'

r 2 =  C2h Sf IV (g2) , r 5 =  C5h?f  Vl (55) ,

П  =  ( | 3), r t =  c e h * r u ( t e ) .
36 ' -



Эти выражения показывают, что у Двух соседних формул —  прё- 
дыдугцей с четным номером и последующей с нечетным —  погреш
ности совпадают с точностью до множителя ск . Так как формула 
с меньшим номером содержит меньше слагаемых, то выгоднее ис
пользовать формулы с четными номерами. Включенный в оценку 
погрешности множитель позволяет получить новый 'подход
к определению точности формул ' численного интегрирования. 
Будем говорить, что формула имеет алгебраическую точность по
рядка п,  если при интегрировании с ее помощью полинома 
п - й степени, получаем не приближенный, а точный результат. Оче
видно, формулы Ньютона— Котеса должны иметь алгебраическую 
точность, совпадающую с их номером, так как они построены с по
мощью точного интегрирования соответствующих интерполяцион
ных полиномов. Но, рассматривая погрешности формул с четными 
значениями п,  замечаем, что они содержат производные, порядок 
которых’ выше номера формулы на две единицы. Если предполо
жить, что формула точна, то ее остаточный член равен нулю, а это 
может быть только тогда, когда f {k)( x ) =  0. Такой результат спра
ведлив в случае, если f ( x )  является полиномом ( к — 1)-й степени. 
Следовательно, для четных номеров алгебраическая точность ока
зывается на единицу выше предполагаемой.

В практике применяются две первые форулы Ньютона— Котеса. 
Чтобы уменьшить погрешность, разбивают сначала промежуток 
(а, Ь) на т  частей, к каждой части применяют соответствующую 
формулу, а результат суммируют.

Первая называется формулой трапеций

ь h
j  f { x ) d x =  —  {/(хо) + f ( x m) +  2\ }(xl) +  . . .  + f ( x m- l)] }.
a ' >

За погрешность принимается сумма погрешностей для каждого 
промежутка

т М 2 . я ( Ь — а ) 3М 2 
12 12т 2 5

где М 2 =  max | f " ( x )  \ . -

Вторая —  формула Симпсона 

b h
J  t ( x ) d x =  { f ( x 0) + f ( x 2m) + 2[/(x2) + f ( x A) +  . . .  + / ( x 2m_2) ] 4- v
a  . N -

+  4[f(Xi) + f  (x3) +  . . .  + f  (X2m -\)\ } .

В этой формуле 2tn  точек, так как каждый малый промежуток
Ъ — а  "

длины-------содержит дополительную точку, делящую его пополам.'
т
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Погрешность формулы Симпсона оценивают по формул^

лл ' А4
~~90~ ~180т"~

где M4 =  max | / lv (л:)|.
Л <Л Г<£

П р и м е р .  Вычислить с помощью формулы Симпсона интеграл
' 3,3420

2J 310 (0,985x2 +  0 ,76 3 x + l,2 5 )2

Примем т  =  5, /г =  0,1111. 1
Приведем решение в виде табл. 5.

Таблица 5

k x k J k = f  (*k) Як У к Як

0 2,2310 0,54667 1 0,54667
1 2,3421 0,52403 4 2,09612
2 2,4532 0,50280 2 1,00560
3 ’ 2,5643 0,48396 4 1,93584
4 2,6754 0,46422 2 0,92844
5 2,7865 0,44670 4 1,78686
6 2,8976 0,43025 2 - 0,86050
7 3,0087 0,41475 4 1,65900
8 3,1198 0,40025 2 0,80050
9 3,2309 0,38655 4 1,54620 .

10 3,3420 10,37365 1 10,37365

/=0,50142.

2. К в а д а т у р н ы е  ф о р м у л ы  типа Г а у с с а

Квадратурные формулы типа Гаусса строятся исходя из тре
бования получить формулу наивысшей алгебраической точности. 
Записывая приближенно квадратурную формулу

f f ( x ) d x ^  2 A hf ( x k) ,
a  k ~ \  .

мы будем\иметь 2га параметров A k и X h . Априори можно предпо
ложить, что наивысщая алгебраическая точность подобной фор
мулы должна быть (2га — 1), так как 2п  параметров могут опреде
лить полином (2га— 1) -й степени.
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Введем некоторые новые понятия' и докажем ряд теорем, ко
торые позволят наипростейшим образом построить искомые квад
ратурные формулы.

где р ( х )  называется весовой функцией и удовлетворяет следую- 
ъ

щим условиям: 1) f f ( x ) d x —  существует; 2) р (х ) > 0  во всем про

межутке интегрирования.

Кроме того, будем иметь в виду, что j  p ( x ) f ( x ) d x  существует.

называется интерполяционной, если коэффициенты А  {^ опреде
ляются следующей формулой: -

где а п ( х ) =  (x  — x i )  . . .  ( х  — х п ) — полином п -й степени.
Определение делается тюнятным, если представить себе, что 

в этом случае функция f ( x )  заменена приближенно интерполя
ционным полиномом (п — 1)-й степени

Замечание: в обозначениях этого параграфа полином cora(x) 
рассматривается как полином степени п - й, в то время как в пре
дыдущем параграфе в него входит еще один множитель: ( х  —  д:0).

Докажем теперь ряд вспомогательных теорем.

Теорема 1. Для того чтобы формула численного интегрирования 
была интерполяционной, необходимо и достаточно, чтобы она 
была точной для полинома (/г— 1)-й степени.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Необходимость. Доказательство очевидно, так как в этом .слу

чае коэффициенты Лап) определяются формулой (1.36) и, следо
вательно, функция f ( x )  представлена полиномом (л — 1)-й сте
пени.

Рассмотрим определенный интеграл вида
ь

а

а

а

О п р е д е л е н и е . Формула численного интегрирования

j- p ( x ) f ( x ) d x  =  Е А (ь f ( x h)
a  1

(1.35)

b

(1.36)

1 (-̂ ) —



Достаточность. Пусть формула (1.35) .точна для полинома 
[п  —  1)-й степени. Применим ее к полиному ^

( х )  =  — — ■(d̂ ~ )-------
(xm) (х х т )

Очевидно, Q S ( x )  обращается в ноль во всех узлах интерпо
лирования, исключая х т

Следовательно,'

J ' Н р (x f d x  -= i  A f  Q lS  (*А) =  4 $  Q (A  ( x m) =  A lm
d k=\

или, надставив значение Q « -\, получим

A  ̂  =  f P (x )a >n (x )  ^
a  4>n ( X m )  ( x  X m )

Таким образом, формула (1.35) интерполяционная.
Замечание. Формулы Ньютона— Котеса, описанные в п. 1, я в -, 

ляются интерполяционными.
Теорема 2. Для того чтобы формула (1.35) — (1.36) имела алгеб

раическую точность (2п  —  1), необходимо и достаточно, чтобыы по
лином (лп {х)  был ортогонален любому полиному Q n- i ( x )  с весом 
р  (х )  в промежутке (а,  b ): 

ь
J p { x ) Q n - i { x ) a n { x ) d x  =  <d. (1.37)
а . ч

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Пусть формула (1.35) —
(1.36) точна для полинома (2п — 1)-й степени. Построим такой по
лином: , '

©п (■£) Q n —1 ( х )  — Р>2п—\ ( х ) ,

г д е  (йп {х)  = ' { x —x i )  . . .  { х  — х п ) ;  Q n - \ { х )  произвольный полином 
(га— 1)-й степени.

Проинтегрируем функцию P 2n -i(*) в. промежутке (а, Ь) с по
мощью формул (1.35), (1.36):

* п < )
i  Р {х)  Qn—l (х )  (дп (х )  d x  =  S A k  0)п (Xfi) Qn —l (Xh) — 0.
a k=*\

Полученный результат доказывает^теорему.
Достаточность. Пусть справедлива формула (1.37). Покажем, 

что при этом для любого полинома (2п — 1)-й степени Р  2n—I {X) 
формула (1.35) —  (1.36), точна. Представим полином P 2n- i ( x )  
в виде

Р 2п- 1 (х) =соп (х) Qn-1 (х) +/?„_] (х ) . (1.38)
40-

Qf~\ .(**) =
0, к ф  tn

1, k  =  tn:



Формулу (1.3S) получили, раЗдёМв йоЛином P 2n- i ( x )  на по
лином (£>п ( х ) .  Частное от деления Q n. - i ( x ) ,  остаток R n- i ( x ) — 
полиномы (п — 1 ):и степени. Домножим левую и правую части ра
венства (1.38) на р  (х ) :

Р 2п~I {х)  р  (х)  =  сога ( х )  Qn-i ( х ) р  {х)  +  R n-j (х) р  ( х ) . (1.39)

Проинтегрируем (1.39) в промежутке {а,  Ь):

Ь ч . Ь  - ь

|  P 27 i - i ( x ) p ( x ) d x =  I ы п (х )  Qn-i ( х ) р  (х )  d x +  j- R n- \  ( x ) p ( x ) d x .
a  a  . a

Первое слагаемое правой части по условию теоремы равно 
Нулю. Следовательно, имеем

ь ь
j  P 2n- i ( x ) p ( x ) d x =  j  R n- l ( x ) p { x ) d x ,  (1.40)
a' a

Вычислим теперь левую и правую часть формулы (1.39) в точ
ках x k , домножим каждое из полученных равенств на Л*л) и ре
зультаты сложим

S А [ п) P sn- 1( x k) =  Е A lkn) <o„(*ft)Q „_ ,(x fc) +  2 A i n) R n - i ( X k ) .
ft=i *=i

Так как Xk —  корни полинома a n ( x ) ,  то первая сумма правой час
ти равна нулю. Отсюда

' S A f ] P 2n- x { x h) =  £  A ^  R n - х Ы . '  (1-41)
a=i ^ k=i

Сравнивая формулы (1.40) и (1.41), учтем, что по теореме 1 
правые части формул равны между собой. Значит, равны и левые 
части

j P 2n - : ( x ) p ( x ) d x =  Б А ^ ] Р 2п- \ { х ъ )  .
a  k * * \

и теорема доказана.
Используя эти теоремы, можно по данному весу подобрать 

нужные нам полиномы <an (*)> т- е- найти их корни, которые будут 
служить точками дробления интервала (а, Ь) ,  и вычислить 
A (k ] 'по формуле (1.36). Для практического выполнения этой за
дачи чаще всего рассматривается промежуток ( — 1, + 1 ) .  Целый 
ряд формул типа Гаусса (1.35), (1.36) рассмотрен в книге по 
численном!у интегрированию В. И. Крылова [12]. Приведем здесь- 
только две для примера. ■ ' ■
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Самым простым частным случаем является р ( х )  = 1  и (а,  Ь) =  
=  ( - ! ,  + 1) '

} f ( z ) d z =  2 A i n) f ( z k) ;  (1.42)

(On (2)'
-1 “ я (Zk) ( Z - Z k)

d z . (1.43)

Формулы (1.42), (1.43) называются формулами Гаусса. Пред
полагается, что подинтегральная функция f { z )  не имеет особен
ностей на промежутке (а, 6). В этом случае за .промежутки (а,  Ь) 
принимают промежуток ( — 1, + 1 )  и используют полиномы Л е
жандра, которые обладают свойствами, указанными в теореме 2. 
Корни полинома Лежандра п -й степени вещественны, различны 
и лежат в промежутке ( — 1, + 1 ) .  Полином Лежандра ортогона
лен любому 'полиному ( п - 1)-й степени и ниже в промежутке 
( — 1, + 1 ).

Корни полинома Лежандра при п  =  2, 3 ,4  и соответственные 
значения коэффициентов сведем в табл. 6.

Таблица 6

п k z k — г п+1-к

2 1 • 0,5774 1,0000

3 1

.

0,7746 0,5556
2 0,0000 0,8889

4 1 0,8611 0,3479
2 0,3400 0,6521

Очевидно, легко с помощью замены переменных перейти от 
промежутка ( — 1, + 1 )  к произвольному промежутку (а,  Ь)

b b
J f ( x ) d x =  —

а b — a ft-f-a
" ~ 2 ~

Ъ - f  а

d z

В качестве второго примера рассмотрим интеграл вида
.1 ’ .

j  х а f ( x ) d x ,  где а  — целое. При этом за соп (х)*примем полиномы
О
Якоби.
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Значения хк и л !п) для п =  п,  3, 4 приведены в табл. 7.

Таблица 7

п k x k 4 Л)

2 1 0,3505 0,1820
2 0,8449 0,3180

3 1 0,2134 0,0698
2 0,5905 0,2292
3 0,9114 0,2009

4 1 0,1398 0,0312
2 0,4164 0,1298
3 0,7232 0,2035
4 0,9429 0,1355

Запишем без вывода погрешность формул типа Гаусса
п )  /£-, ь

г п =  ~ ^ У  §  p ( x ) a 2 ( x ) d x .
а

П р и м е р .  Вычислить методом Гаусса интеграл
, 1,047 д.

./ =  J е3 (х+ 1,2 5 ) _0’5 d x .
О

Все результаты вычислений представим в виде табл. 8.

Таблица 8

k Zk x k /(■**) 4 Я)
A (n) f  (**)

1 —0,949118 0,0266421 0,8096905 0,129484 0,058068
2 —0,741531 0,135308 0,909097 0,279706 0,127140
3 —0,405845 0,311040 0,935053 0,331830 ' 0,178516
4 0 0,523500 0,979982 0,417960 0,204796
5 0,405845- 0,735910 1,025233 0,381830 0,195732
6 0,791531 0,911692 1,073001 0,279706 0,150062
7 - 0,949108 1,0203581 1,105410 0,129484 0,071567.

I s  1,032217.
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Рассмотрим задачу Коши для уравнения первого порядка

У ' - Ц х ,  У);  - (1.44)

У  | х=жо =  Уо (1-45)

Покажем, что задача Коши-для уравнений n-го порядка све
дется к задаче Коши для, системы п  уравнений.

Пусть имеется следующая задача Ко!ии: .

y (n) = f ( x ,  у ,  у ' ,  • ■ - , у (п- ^ ) ;

у  ! х=х0 =  У  о ) У I x=x0 —  yb,~- • • ) у 1'11 1; | х=х0 —  •

Введем новые функции по формулам •

УГ= У \ , У" =  У2 , • • • , г/'!"-1) =  Уп- i .

Для новых функций получим систему уравнений 

. Уп — 1 = f ( x , у ,  у \  , .. ., У п - 1),
Уп — 'l =  Уп—\ ,

§ 6. Численное решение задачи Коши для обыкновенных
дифференциальных уравнений

У = у  1

(1.46)

со следующими начальными условиями:

У | х=х0 — Уо 5 I ж-^0 = 3/о ) • ■ -5 Уя-i I _1) • (1-47)

Таким образом, мы будем изучать только задачу Коши (1.46),
(1.47) или ее простейший вид (1.44), (1.45) .

1. М ет од  Э й л е р а

Вернемся к задаче. (1.44), (1.45) и опишем простейший числен
ный метод. Рассмотрим тот промежуток (х 0 , х п) ,  где нужно искать 
решение, и разобьем этот промежуток на п  частей

.у ,, — Х п

Примем, что на промежутке h  искомая интегральная кривая, 
у  — ф(я) может быть заменена касательной, проведенной через 
крайнюю левую точку промежутка. Для первого промежутка 

"(хо, X]) уравнение касательной имеет вид
У~Уо= ( x—x 0)f(xo,  уо).
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Обозначим f  ( x о, у 0) через f o . Получим координату у \ , точки пере
сечения касательной и прямой х - - х \  -

У \ = У о + Щ о -

Приняв эту точку за точку интегральной кривой, получим сле
дующие по рекуррентной формуле

yk  — y k - i  +  h f k - i . .

Таким образом, интегральную кривую заменяет ломаная с вер
шинами ̂ M h ( x k , У к )  ■

Описанный метод дает очень грубое приближенное решение за-' 
,дачи Коши и используется в тех случаях, когда надо получить при
мерное представление о решении -на небольшом участке.

Можно показать, что если функция f ( x ,  у )  на рассматриваемом 
участке непрерывна и удовлетворяет условию Липшица

I f(x, yi )-f(x,  yj) \<К\У}- .У} | J L
d x

где /С = const,. Ar=const, то погрешность lh — yii — У (Xh) удовлетво
ряет условию -

К ! <  ^ [ ( 1 Ш < ) , _ , ]

Погрешность убывает с уменьшением h  и метод на любом ко
нечном отрезке сходится, ибо при h - * Q  е - > 0 .

Метод Эйлера можно усовершенствовать, выбрав дополнитель
ные точки внутри промежутка.

2. М ет од  Р у н г е — Кутта 

Если рассматривать на каждом шаге формулу Эйлера

yn+ i  =  y n + \ h f n =  y n  +  hy 'n

.как часть формулы Тейлора, то естественным обобщением будет 
добавление слагаемых, соответствующих высшим производным

А2 А3
У п+1  - У п ~  hy'n +  —  у"п +  —  у'" . (1.48)

Чем больше слагаемых мы используем, тем точнее будет реше
ние. Затруднением является то, что производные у {£> должны вы
ражаться через производные функции f  (x,  у ) из уравнения (1.44).
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Эти формулы с увеличением порядка производной все более и бо
лее усложняются. Так: '

. / = / ; + / ; / ;  ;

/ "  = / « + 2 / ; у / + / ; / 2 + / ; ( / ; + / ; / ) .

Очевидно, вести расчет по формуле (1.48) неудобно. Чтобы 
избежать этого, заменим правую часть формулы линейной' комби
нацией

У п + i  —  У п  =  cc&i +. ( $ 2 + 'у^-З'Ь S & 4 +  . . . ,  (1-480

где k i  ■ h f  ( х { , у  г ) ,  X {£ [xn , ^n+i].
Рассмотрим случай, когда формула Тейлора для у п+ 1 имеет вид

Уп+1 - У п  =  Ьу'я +  -g j-  у"п , (1-49)

и возьмем в формуле (1.48') два слагаемых
y n+ i - y n  =  a k l +  pk2 , (1.50).

k \ = h j ( X n  , l/ ц ) ,

k 2 =  h f ( x n +  h , г/п +  &]). (1.51)

Чтобы найти' коэффициенты а и р  надо приравнять правые 
части формул (1.49) й (1.50). При этом в формуле (1-.49) произ
водные у'п и у"п следует выразить через 'производные от функ
ции f ( x ,  у ) ,  а в формуле (1.50) разложить функцию f ( x n +  h, 
y n +  k i )  по формуле Тейлора в окрестности точки (х п , У п ) -

У п + 1 - У п  = b y n =  h f n +  ( f ' xn+ f ' y n f n),  . (1-52)

где f ' x n = f ' x ( х п , У п ) ,  f ' y n = f ' y - ( х п , у п ) ,  f n =  f ( x n , У п )  I

A y n  =  a h f n +  $ h [ f n 4- { f ' x n h + ' f yn k i ) ]  = a h f n  +  p h \ f n  +  f 'x n h +

A b  (1.53)

... Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях h  в фор

мулах (1.52) и ( i.53), получим а.+ р =  1, |3:=  -— . Следовательно,
1 ^

и расчетная формула примет вид

&Уп =  ~ 2 ~  k x +  k.2 ,

k\  -V h f  (Хп , у п) , 

k 2 =  h f ( x n + Ih , y n +  k l ) .
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Приведем формулы Рунге— Кутта для четвертого порядка точ
ности:

АУп — —£~ (k\  +  2&2 +  2&3 +  &4) ,о

k x =  h f ( X n , y n), -

k2 — hf , у п -1—

h  =  hf  H

=  h f ( x n -\-h, y n +  к ъ) .

Расчет по методу Рунге— Кутта удобно располагать по табл. 9 
(здесь дан расчет одного шага).

Таблица 9

Л' У /(■ * .»■ k = h - f  (х, у )

*0 Уо /  (-*о - л )  !
Л
2 Уо +  2

/  А \
/  (* о +  ~2 • Уо+ - 2- J k2

\ у
А

■*о+ “J-
&2

Л) +  2
/ Л ^2 \  

/  (* 0 +  > " o + ~ j k3

-лго+'А Уо +  *3 /  (*о +  А, _Уо +  &з) kf.

лгх V'i=.yo + Д.У

П р и м е р .  Решить задачу Коши



Покажем, как проводится расчет для двух шагов в виде 
табл. 10.

Таблица 10

X У f  (л, у) к Лу

- 0 
0,05 
0,05 
0,1

1
1,050
1,05263
1,09446

1,0000
1,05266
0,94460
0,900078

0,1000
0,10526
0,09446
0,090008 0,098240

0,1
0,15.
0,15
0,2

1,098240
1,14304
1,1404
1,18287

0,89589 
0,84321 

• 0,84629 
0,79209 .

0,089589
0,084321
0,084629
0,079209 0,084450

0,2 1,18269

Аналогичным способом по методу Рунге —  Кутта решаеются си
стемы уравнений. Рассмотрим схему для случая системы двух 
уравнений.

Пусть имеем систему

y ' = f i ( x ,  у ,  г ) ,  

z ' = f 2 (x,  у ,  г ) ,

У \ х~ *0— Уо 

z  I х=х0 —  Zq • ^

Расчетные формулы для одного шага имеют вид
1
6

1

где

(&1Ч-2Й2 +  2&3 +  &4) ; 

g (Pi  + 2Р2 +  2/73 +  Р4) , 

ki  =  h f i ( x n , Уп ,  Zn) ,

А у п =  

& г п =

h
~2’

1 ^  у* +  - г +  £ L п 2
h 
2 !

, КУя +  "2~» z +  рi '  
" Т  2 ,

4̂ — hf\  ( x n +  h,  y n ~\-k3, 2п+Р з);
48



Pi =  hf2(xn , y n , z „ ) ,

р2 =  hf2 ^хп +
h
2 ’ Уп 2 ’ 2 +  Ь -  п +  2

Рз =  hf2 ( Хп +
h
2 ’ Уп +■ “2“ ’ 2

Pi =  hfz{xn +  h, у к + h ,  z n +  ps).

Схема расчета дана в табл. 11.
, Таблица 11

I
X У Z f i h  =  k f 2 h =  p  : Ay' k z

ЛГЯ Уп Zn ki Pi
h

*п  +  2" Лг +  2 Zn +  " Т h Рг
дЛг h zn

h
х п +  “ у« +  — +  " Т ^3 Ps

+  h У/г +  3̂ гп +  Рз ki Pi

xri+ i= xn+ h Уп«=Ул+ДУп 2я + 1= *п + дгл
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Г л  а в  а II

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ 

§ 1. Элементы теории определителей

I.' О п р е д е л и т е л и  п е р в о г о  п о р я д к а

Решение систем линейных уравнений является одной из основ
ных задач линейной алгебры. Так' как решение линейных систем 
тесно связано с теорией определителей, то нам придется начать гла
ву с этого вопроса. ,

Пусть имеется система двух линейных уравнений

Исключим сначала неизвестное х 2 . Для этого умножим 'первое 
уравнение системы на а ^ ,  а второе на а )2 и вычтем из первого 
второе. Тогда

( а\  1 2̂2— a 2ia l 2 ) X l =  Ь\й22—  &2а 12 •

Подобным же образом, исключая х\  , получим

Если аца22 —  a 2i a i2 Ф  0,  то легко получить решение системы

( а 11а 22 —  2̂1̂ 12) Х2 =  ^2а  11 —  Ь\й21 • ■

в виде
Ь\и22 —  Ь2й\2

й ц а 22— Й21Й12 ’

(2.2)

Запись формул можно сделать более удобной, если ввести 
ряд новых понятий.
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Запишем коэффициенты системы (2.1)-в'виде таблицы, которук? 
будем называть матрицей Л: , -

' а п  а 12.

а 21 Й22

Сопоставим матрице число а и а 22 —  а 2\а 22. Будем называть это 
число определителем матрицы А .  Обозначим его | А | .  Тогда

O.U Й12
й2\ а 22

Й11Й22 —  #12а21 =  I А  I

Очевидно, выражение |Л | получается по следующему правилу: 
нужно перемножить элементы а {\ и а22, стоящие на так называе
мой главной диагонали матрицы А ,  и вычесть из полученного про
изведения элементов a 2i, а.\2, стоящих на второй, диагонали.' 
Пользуясь указанным правилом, можно легко составить определи
тели, соответствующие выражениям, стоящим в числителях фор
мул (2.2):

Ь\

Ь,
Ь\й22 —  =

b 2a \ — b \ a 2x

&12 

«22 

a , ,  bi  

0-21 Ь2

И , | ,

=  I л .

Эти формулы 'Принимают тогда вид

И . 1  ' _ \ А Ш\х , (2.3)

По аналогии с матрицами и определителями, относящимися 
к системе двух уравнений и , содержащими две строчки и два 
столбца, можно 'построить матрицу и определитель, содержащие 

■п строчек и п  столбцов. Для определения их следует ввести ряд 
новых понятий.

2. П е р е с т а н о в к и ,  и н в е р с и и ,  т р а н сп о з и ци и

Количество всевозможных перестановок из п  элементов 
1, 2 как известно, есть п ! Например, из трех чисел 1, 2, 3 
можно составить 3 ! =  6 перестановок: 1, 2, 3; 1, 3, 2; 2, 3, 1; 2, 1,3;  
3, 1, 2; 3, 2, 1. Можно отличать перестановки друг от друга коли
чеством- инверсий —  беспорядков. Если числа в перестановке рас
положены в натуральном порядке— 1, 2, 3, —  то инверсий нет. 
Если, например, число 3 стоит перед числом 2, то такое 'положе
ние называется инверсией. Инверсии в перестановке легко сосчи
тать. Рассмотрим перестановку 3, 2, 1. Сначала будем рассматри
вать инверсии первой цифры 3 с остальными: 3 - ^ 1 ,  3 -»■ 2 дадут
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две инверсии. Инверсия цифры 2 ( 2 - > 1 )  даст еще одну. Всего 
перестановка 3, 2, 1 содержит три инверсии. Подсчитаем количе
ство инверсий в перестановках,, составленных из чисел 1,'2,~3: 
Г, 2, 3 —  нет инверсий, 1, 3, 2 — одна инверсия, 2, 1, 3 —  одна ин
версия, 2, 3, 1 — две инверсии, 3, 1, 2 — две инверсии, 3, 2, 1 — три 
инверсии. '

По количеству инверсий перестановки делятся на четные и не
четные. В нашем примере три четных перестановки и три нечет
ных.

Если в-перестановке из п  элементов: i \ , г2, . . . ,  i j , . . . ,  ih ,  
. . . ,  in переменить местами только два элемента i j  и ih , то полу
чится новая перестановка: i i , i2 , . . . ,  4 ,  . . . ,  i j , . . . ,  tn .
Такая операция называется транспозицией и обозначается симво
лом ( in,  i j ) .  ■ ' - ' -

С помощью некоторого, числа транспозиций. можно перейти 
последовательно от одной перестановки к другой. Например, от 
перестановки 1, 2, 3 можно перейти к перестановке 3, 1, 2 двумя 
транспозициями: (1, 2, 3)--» (1, 3); (3, 2, 1) -* (2, 1); (3, 1, 2).

Свяжем понятие четности перестановки с транспозициями.
Теорема. От одной транспозиции. четность перестановки ме

няется.
Д о к а з а те л ь с т в о. Пусть сначала для простоты транспони

руемые элементы находятся рядом

l\ , i i  , • • . , i k ,  lh+1, ■ ■ • , > t2 , ■ • ■ , lh + 1, lh , • , In ■

Элементы 4  и ih+\ после престановки сохраняют с остальными 
элементами то же количество инверсий, какое было до транспози
ции. Если сами эле'менты i h , г'ь+i До перестановки составляли ин
версию* то после они не будут'ее составлять, и наоборот. Следова
тельно, общее количество инверсий при такой транспозции или 
увеличится или уменьшится на одну, т. е. изменится четность пере
становки. . ■

Теперь рассмотрим такие транспонируемые элементы ih ,  ih+m,  
между которыми расположены т —  1 других элементов:

h  , h  > ‘ • • , th I th-1-1 , • • . • , l k + m , • • • ,  In ■

Будем перемещать их 'постепенно, каждый раз меняя местами 
только соседние элементы. При этом каждый раз четность пере
становки будет меняться. Таких транспозиций мы получим 2m— 1, 
так как, переставляя ih на место ih+т,  мы производим т  транс
позицию, а переставляя ih+m на место i h ,— -еще т — 1, Нечетное 
число изменений четности даст в конечном итоге четность, прЪ- 
тиво’положную исходной/ /

С л е д с т в и я . .\
1. Чтобы изменить четность перестановки, нужно нечетное 

число транспозиций.
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■ - . п\ п\
2. Из п  цифр получится п \ перестановок; четных и —  не

четных.

3. О п р е д е л и т е л и  h - го  п о р я д к а

Рассмотрим таблицу из п 2 элементов -

/Й'и &12 . . .  <*\Л 

#21 0.22 • • ■ &2п

\  @Yll &пй • • • (inn

и назовем ее квадратной матрицей я-гб порядка. Сопоставим 
матрице определитель | А  | или А.

Определителем п -ro  .порядка называется алгебраическая сум
ма п \  слагаемых. Каждое слагаемое представляет из себя произ- 
ведение я элементов, взятых по одному из каждой строчки и каж 
дого столбца матрицы. Знак слагаемого определяется как ( — l ) f, 
где f — число инверсий во вторых индексах, если первые располо
жены в натуральном порядке .

Д =  Е ( — 1)*а1 Л а , Л . ■ . a n j n . (2.4)

Можно «оказать, что справедлива также формула
Л =  £ ( I)-5 i a-h 2, . . .  . , <Zin „ , (2.5)

где s —  количество инверсий в перестановке первых индексов.

4 .  С во й с т ва  о п р е д е л и т е л е й

С во й ст во  1. Если переменить местами строчки и столбцы опре
делителя, то он не изменит своего значения.

Доказательство очевидно.
З а м е ч а н и  е. Все последующие свойства,' сформулированные 

для строчек, будут относиться Также к столбцам.
С во й с т в о  2. Если переставить местами две строчки определи

теля, то он изменит знак. _
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим определитель А и поменяем 

местами г-ю и k -ю  строчки. Назовем полученный определитель A i . 
Тогда

А — Е ( 1)* СС\ j ,  #2 Л> • • • > a i • • • , a kl'k> • • • > a n l n ’>

Al =  E'( 1) flj у, й г J, ,  . • . J Р>к-}ц » • • • ’ a t • • • a nJ„ -

Очевидно, абсолютная величина слагаемых одинакова, а знаки 
различны, так как при одной транспозиции перестановка меняет 
четность. Следовательно, А =  — А].



Св ойст в о  3. бпределйтёль, у которого двё строки Совпадают, 
равен нулю.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В определителе А поменяем совпадаю
щие строчки местами. По свойству 2 получим: А; =  —А, но так 
как строчки равны, то Ai =  А. Отсюда А =  Ai =  0.

С вой ст в о  4.  Если все элементы одной из строчек определителя 
равны нулю,, то и определитель равен нулю. -

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению следует в каждом сла
гаемом брать множители пЬ одному из каждой строчки и из 
каждого столбца. Очевидно, в нашем случае каждое слагаемое 
будет содержать нулевой множитель и, следовательно, А == 0.

С в ой ст в о  5. Если все элементы одной строчки обладают общим 
множителем, то этот множитель можно вынести за. знак опреде
лителя.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть элементы i -я  строчки имеют об
щий множитель а.  Тогда в каждое слагаемое определителя будет 
обязательно входить множитель а.  Вынеся его-за знак суммы, мы 
докажем свойство,.

С вой ст в о  6. Определитель, две строчки которого пропорциональ
ны, равен нулю. Указанное свойство является очевидным след
ствием свойств 3 и 5.

С вой ст в о  7. Если каждый элемент одной из строчек определи
теля А можно представить как сумму двух слагаемых, то А равен 
сумме двух определителей того же порядка, у которых элементами 
соответствующих строк являются указанные слагаемые.

Доказательство очевидно.
. С л е д  с т в  ие. Определитель не изменится, если к элементам 

одного столбца прибавить элементы другого, умноженные на один 
и тот же множитель.

Доказательство следует из свойств 3 и 5. ‘

5. М и н о р ы ,  а л г е б р а и ч е с к и е  д о п о л н е н и я .
Р а з л о ж е н и е  о п р е д е л и т е л е й  п о  стр очкам и л и  ст ол бца м

Определение 1. Минором M {j элемента , а .[ } . определителя А 
я-го порядка называется, определитель ( п — 1)-го порядка, который 
получен из исходного вычеркиванием г-й строчки и /-го столбца:

«11 > • • ‘ • • @\п

■Щ--
И  ■ ■ • ^ г —1 j ~-1 O-i—1 j+ 1  * * * 

^ г + П  • • • ^ г+ 1  j-r\ ^-г+1 j-H  • •

а 711 CLnj—\ fl-nj+l • • *
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Определение 2. Алгебраическим дополнением A tj элемента ар  
определителя А называется -минор М ц ,  взятый со знаком ( — 1)»+>

Л . . =  ( M j i.
Например, найдем алгебраическое дополнение Л34 элемента й'34 

определителя
4 5

АЧ =
1 1 

1 4 

6 1

6

3

4 

3

i 1 1

а 34 =  4; . Л34 =  —

7 

3 

1 

2 

3

1 4 5

2 1 1

3 6 1 2

7 1 1 ' 3

7

3

Сво й ст во  8.  Если в определителе п -го порядка А все элементы 
г-й строчки, кроме, а ц  , .равны нулю, то определитель, можно вы
числить по формуле

А — a i j  A j i j ,

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим сначала, что г = / =  1, 
т. е. определитель

а п 0 .. . 0

А == Й21 Й22 • •• Й2 п

а*п\ @п2 • • ®пп

Так как по определению каждое слагаемое определителя со
стоит из элементов, взятых по одному из каждой строчки и из 
каждого столбца, то определитель А будет иметь целый ряд нуле
вых слагаемых. Не равные нулю элементы будут иметь вид

( 1) ( й] 1 й j г2 ) • • • > >

где tr —  число инверсий в перестановке i, гУ, . . . ,  in- \  (из эле
ментов 1, 2, . . . ,  п ) .

Очевидно, то же число инверсий >будет в перестановке из 
( п — 1) элементов. Также очевидно, что все слагаемые имеют об
щий множитель ац. Вынесем его за знак суммы и получим

А =  йц 2 ( 1) * й ц , , . . ,  а п{ ,



Сумма по определению дает определить (n — 1) -го порядка, ко
торый назван нами М и —  минором элемента а’ц . Но Дп =  
=  ( — 1 ) 2М п , и таким образом Д =  а и Л п .

Рассмотрим случай, когда не нулевой элемент - находится 
в i -я  строчке и /-м Столбце. Переставим эту строчку и столбец на 
первые места. Пр'и этом знак поменяется i + j  раз. Это можно 
учесть, введя множитель ( — Таким образом, имеем

А  =  M i j ( -  1),г'+з =  ciij A i j.
Св ойст в о  (); Произведение, элементов любой строчки на их 
•браическне дополнения равно определителю, а произведение 

элементов одной строчки не алгебраические дополнения элемен
тов другой строчки равно нулю, т. е.

А п  +  Gi2v4j2 +  . •. +  d in  А { П =  А;. (2.6)

й ц - A j i  +  t t j 2 ^ j 2 , +  . • . +  O t i n A j n  =  0 . (2.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Запишем ;определитель А в следующем 
виде:

1пOn a i 2 а.

йц  + 0 +  . . .  + 0  0 +  й,2 +  0 +  . . .  + 0  . . . 0 +  0 +  . . .  +йгп

а п \ &П2 CLnn,

Мы представим таким образом элементы г-й строчки как сум
му слагаемых, и по свойству 7 определитель А в виде суммы 
п  определителей . ,

Он #12 CL\n a n ■ > &ln

а  и 0 . . .  0
+

0 Cti2 • . 0

a n \ &n2 • • Qnn (Xn i &n2 • • @nn

a n #12 * • * &\n

0 0 • >

a n i Qn2 • • Qnn

+ +

йо свойству 8  имеем

А =  а {1 А ц +  й,'2 А,-о +  . . .  +  ft;]
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Это равенство доказывает пёрёую часть свойства. Для Дока
зательства второй части построим дополнительно определитель A i , 
отличающийся от А только тем, что его k -я строка заменена г-й, 
а i -я оставлена без изменения. Определитель А имеет две одинако
вые строчки на /-м и на k - u  месте и по свойству 3 Ai равен нулю. 

""Разложим его по k -й стрчке и получим

’ Oil Akl +  Q-i2Ak2 +  • • • +  (tin Akn ~  0.

Построенная формула доказывает вторую часть свойства.
В заключение параграфа приведем без доказательства правило 

умножения определителей.
Произведением двух определителей | 4 | и | Б |  является опреде

литель j C| ,  элементы которого определяются по формуле

с а  =  йл Ь н  - f  a i2 b 2j +  ■ ■ ■ ~h a in b nj

П р и м е р .  Вычислитель определитель V n, носящий имя Вандер- 
монда:

V n =

1. а  1 а ]  

1 а 2 а \

. а»и -1

. а ‘л-1

1 а п яя . тл—1

Для этого чвычтем из каждого столбца предыдущий, умножен
ный на a i :

1 0 0 . . .  0
1 а 2- а х a 2 ( a 2 - a i )  . . .  а£~2 (а 2~ а х)

Vn

=  1

1 а п — а х а п ( а п — а{)  . . .  а ”- 2 ( а п — а {)

а 2 - а : а 2 (а 2 - а ,)  . . .  a ns~ 2 ( а 2 - а х)
................................................................................................................... ............  .  .  .  .  .  ,  . *

а п - а х а,п { а п - а {) . . .  а пп~ 2 ( а п - а х)

=  ( а 2 - а 1) (аз-Q i)  ••• (Я п -а ,)

1 • . а \ ~

1 а 3 . ■ а * г

1 а п • ■ а п '

Таким образом, мы получили рекуррентную формулу, которую 
проще записать' в виде

V n =  (f ln -f li)  ( а п — й \ )  Кп_ 1 .



Но так  как

У2 =
1 а п- 1
1, О-п—2

—  (йп—2 ®n—l),

ТО
F „ =  П ( а у

j > i

Вычисленный определитель используется в теории интерполи
рования.

§ 2. Матрицы и их простейшие свойства

Прямоугольной матрицей называется совокупность чисел, рас
положенных в виде прямоугольной таблицы, содержащей п  стро
чек и т  столбцов:

А =

j  а \ \  а\2 . . .  а \ т

а 21 . 2̂2 • . . «2т

а п \ йп2 • • ■ @пт;

Мы будем в основном рассматривать квадратные матрицы, 
у которых Vn =  п,  матрицы-столбцы, где т = 1 ,  и матрицы-строчки, 
где п —Л.  Матрицы-столбцы и матрицы-строчки будем называть 
также векторами.

• Элементы а ц  составляют главную диагональ матрицы. Квад
ратная матрица, у которой на главной диагонали стоят единицы, 
а остальные элементы —  нули, называется единичной и обозна
чается Е:

1

О

0 . . . 0

1 . . .  о

О О . . .  1

Если все элементы квадратной матрицы равны нулю, то матри
ца -называется нулевой [0]. Две матрицы А и В равны между со
бой, если равны соответственно все их элементы: ai?- =  Ьц .

Если у матрицы А  переставить строчки и,.столбцы, то получен
ная матрица называется транспонированной и обозначается А т. 
Если А т =  А ,  то матрица называется симметричной. Если все эле
менты матрицы при этом .вещественны, то такая . матрица назы
вается также самосопряженной. Определитель, элементы которого 
совпадают с элементами квадратной матрицы, называется опреде
лителем матрицы.и обозначается | Л| .  Если. \ А \ Ф  0, то матрица 
называетя неособой.
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1. Действия над матрицами

Для того чтобы сложить или вычесть две матрицы, надо сло
жить или вычесть соответствующие элементы: А ±  В  =  С,  если 
а и  +  Ьц  =  Сц для всевозможных i  и /.

- Для того чтобы матрицу умножить на число, надо умножить 
на это число все элементы матрицы: В  =  а  А ,  если Ъц =  а а ц  для 
всевозможных i  и

Введенные действия обладают следующими свойствами:
1) А  +  (В + С )  =  ( А - \ - В ) +G;.-.
2) А + В  =  В + Л ;
3) Л + [ 0 ]  =  Л;
4) ( а +  Р!) А  ~ аЛ -}-р Л ; ;
5) а ( А г \ - В )  = а А - \ - а В \
6 )£ Л = Л ;
7) а  ( рЛ) =ссрЛ.
Произведением двух м'атриц Л и В называется матрица-С. 

элементы которой построены по правилу:

Очевидно, перемножать матрицы можно только в том случае,, 
если число столбцов матрицы Л равно числу строк матрицы В .

Из существования произведения АВ не следует существование 
произведения В А ,  и А В  ф  В А ,  даже если оба произведения, суще
ствуют. В случае квадратных матриц перемножение ̂ возможно для 
матриц одного порядка.

В некоторых отдельных случаях произведение матриц комму
тативно. Например: А Е  =  Е А  =  Л; Л ТЛ =  ЛЛТ.

Рассмотрим еще один пример произведения. Если перемножить 
матрицу-строчку'на матрицу-столбец, то получим матрицу, содер
жащую один элемент— число

Если и матрицу-строчку и матрицу-столбец рассматривать как 
вектор, имеющий п  составляющих, обобщение тремерного вектора, 
то такое произведение естественно назвать скалярным произволе
нием двух векторов и обозначить

Если (XY) =  О, то будем говорить, что векторы X !и Y ортого
нальны. ■ ' -

В дальнейшем мы будем чаще всего рассматривать матрицы- 
столбцы как вектора.

П

£ ij  X a ihb k j . (2.8)

X  =  ( х и х 2, . . Хп ) ,  Y  = ; X Y = X i y i + X 2H2 +  . . .  4- х пу п .

(XY) =  Х\У\ 4- Х2У2 4- . . .  4~хпУп .
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Приведем некоторые' свойства произведения Ш т р Щ ‘.
1) (Л 5 )Т =  £ ТЛ Т;
2) \ А В \  =  \ А \  \ В \ -
3) а ( А В ) = А ( а В )  =  ( А ) В ;
4) (А  +  В ) С = А С  +  В С ;  ■ ■ .
5) С ( А + В )  = С А  + С В .
Обратной к данной матрице А  называется матрица Л~:, для 

которой выполняются равенства

А Л - 1 =  А - 1 А =  Ё:

Теорема. Д ля того чтобы существовала обратная матрица А - 1, 
необходимо и. достаточно, чтобы матрица А  , был а неособая.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  s
Достаточность: пусть ] Л | = £ Г0. Введем присоединенную матри

цу А по формуле
/  А и А 21 . . . Ап 1

А = 1 Л22 • • ■ Л п2

V А щ • • • Ann
где Л ц  —  алгебраическое дополнение элемента с%.

Рассмотрим произведение ЛЛ, обозначив его D .  По правилу 
умножения матриц элементы матрицы D ,  й ц  определяются с по
мощью формулы ' -

d i  j  —  O i l  A  j i  +  й г  2  A j  2  +  . .  . +  C t i n A j n  .

Но на основании свойства определителей .9, d является при 
i = j  результатом- разложения определителя-1Л | по г-му столбцу
и, следовательно, й ц  — \ А \ .  При / Ф j  по тому же свойству й ц  =  0. 
Отсюда

|Л о .  . 0
при г = / 0 M l . .  0.
При 1 ф J

0 0 .  . • M l

А
или А  А  — ) А \  Е ,  но А  А - 1 =  Е  и поэтому Л-1 =  ~ у Х \ ‘

Все описанные преобразования можно было бы повторить 
для ЛЛ.

Необходимость: пусть существует А ~ \  тогда ЛЛ-1 == Е
и |Л | |Л _1| =  £,'но |Z?| =  1 и, следовательно. \ А \ ф О .
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Простейшие свойства обратной матрицы определяются фор
мулами .

» 1 ^ | = т х г
, 2) ( / ! - ') - '  = / 1 ;

3) (ЛВ)-> =  в - 'Л - 1.

Матрицы Л и В называются подобными, если существует,, не
особая матрица С,  такая, что В  =  С-1 А С .

П р и м е р .  Рассмотрим линейную систему:
й \ \ Х \  +  U \2 Х 2 +  . . . +  (Х\п %п ~  Ь\ ,.
&21 Х\ +  2̂2 +  . . .  +  &2п %п — Ьъ ,

& п \ Х \  +  Й я 2 ^ 2 '+  • • • “Ь О-пп х п

'Левые части системы можно представить как матрицу-столбец, 
являющуюся произведением матриц

{  ЙЦ Й12. • • • CL\n \

Й21 #22 • • • &2пЛ: X

*1 N' 
Хъ

А Х  =

&п\ ^п2 ■ • • ®пп /

Я) 1 Х\ +  Ql2 %2 ~Ь 

а 21 +  @22 +

Х п

+  й ] П Х п  

+  Я о и  Х п

ttnlXi  +  а п 2^2 -V

Правые части системы представляют матрицу-столбец

А

В :

Тогда система может быть записана так:
А Х  =  В . (2.9)

Как было указано, матрицы X  и В можно называть векторами. 
Домножим формулу (2.9) слева на матрицу Л-1

' Л " ’Л А' =  Л-' -В.

Используя формулу для обратной матрицы, получим

А В



Развернем полученное в правой части произведение

Ли Л 21 . . .  А п 1 
Л 12 Лг2 . . . Л п.2 | I

А В  =

Л 1П А 2п • • • Ау

А 12Ь\ +  Л21 62+  . . .  +  А п\ Ьп

А \ 2р \  +  Л22 &2 ~Ь . . .  +  А П2 Ьп

А \ пЪ\ +  Л2и 2̂ +••...  +  Л пп

Обозначим: Л \ Ф  +  А 2Ф 2 +  . . .  +  A nhb h =  | Ah \ .
Это выражение является разложением определителя по 

&-му столбцу, причем элементами этого столбца являются ‘правые 
части нашей системы, а остальные столбцы определителя те же, 
что и у основного определителя системы \ А \ .  Таким образом, ре
шение .системы можно представить в виде

г . -  l i i i l  ^  ~ 1 Л А  г  -  1 А п 1
*' “  |Л | ’ ■ ■ ■ |Л |  ’ Хп ~  |Л | * ■

Полученные формулы Называются формулами Крамера.
Приведем частный случай системы, когда правые части равны 

нулю: В  =  [0], т. е. однородную систему. В этом случае, если опре
делитель | Л | не равен нулю,'мы имеем единственное нулевое ре
шение. Для того чтобы однородная система имела решения, отлич
ные от нулевого, необходимо и достаточно, чтобы ее основной опре
делитель был равен нулю.

2. П о л о ж и т е л ь н о  о п р е д е л е н н ы е  м а т р и цы

Рассмотрим сначала функцию, называемую квадратичной 
формой' /

F ( x  1 , х 2-, . . . ,  х п) =  а п х  \  +  а 12 х хх 2 +  . . .  +  а.Хпх хх п +

+  $21 Х2 Х\ +  Й22 X j а 2пХ2Хп +

+  • • •  ...................   +

~h @nlXnX i  “f7 &п2ХпХ2 ”1” . . . ~b Q-nnX п •
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#11 # 1 2  ■ • • # 1 п
л

#21 # 2 2  • • • # 2 n

# n l  # r } 2  • ■ • # n n

Запишем квадратичную форму с помощью следующих формул:

( # ц  Х \  +  # 1 2  Х 2  +  . . . +  Й Щ  Хп.

# 2 1  ^ 1  +  # 2 2 ^ 2  +  • • • ~Ь а 2 п  Х п

й п \Х \  +  й п2Х2 +  . . . +  CtnnXn

C L \ \ X \  +  # 1 2  Х '2  +  +  # 1 п  Х п  \

# 2 1  X i  + . # 2 2 ^ 2  +  ■ . ■ +  # 2 п  Х п  .___

# п Л  +  # п 2 ^ 2  +  • • ■ +  & п п Х  и /

=  F ( x  1, х 2 , . . . ,  х„),

где Х'г =  ' ( х \ , х 2 , . . .  , х п) —  Матрица-строчка.
Квадратичная' форма называется положительно определенной, 

если при . всех вещественных значениях переменных, входящих 
в форму, кроме случая х х =  х 2 =  . . .  . =  х п =  0, квадратичная фор
ма принимает только строго положительные значения. Матрица А,  
сопоставленная положительно определенной форме, называется 
положительно определенной; Простейшим примером положи
тельно определенной формы и соответствующей матрицы является

F (х\  , х 2 , ■ ■ . , х п ) — х  | +  х \  +  .. . +  xf,

и единичная матрица Е.  ■
Рассмотрим, как изменяются коэффициенты квадратичной фор

мы при линейном преобразовании переменных. Введем замену 
переменных по формулам:

Х \  =  b [ \ y i  +  . . .  +  Ь[п у п ,

х 2 =  Ь2\ У\ тЬ ••• +  Ь2п Уп,

Хп =  Ь п \У  .+  . . . -f- Ь п п У  п 1

или в матричной форме
X  =  B Y .

/
•Проведем эту замену в квадратичной форме F ( X \ , х 2 , . . . ,

х п ) =  х * л х ,  :

Х ТА Х  =  ( B Y ) ' 1 A  ( B Y )  =  Y TB TA B Y .

Составим квадратичной форме симметричную матрицу
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Таким образом, квадратичной формё в новых переменных от
вечает матрица В ^ А В .  Эта матрица симметрична. Действительно

(В ТА В ) Т =  ( А В ) 7 ( £ т) т =  В ТА ТВ :=  В ТА В ,  А т =  А .

'• Заметим также, что при замене переменных квадратичная 
форма сохраняет свойство положительной определенности. Следо
вательно, если матрица А  была положительно определенной, то, 
если В  не особая, В ТА В  тоже 'положительно определенная. Так 
как матрица Е  положительно определенная, то А ^ Е А  или, что 
то же самое, А ТА  —  положительно определенная матрица.

Если матрица А  системы А Х  =  В  неособая, то преобразованием 
Гаусса, заключающимся в умножении обеих частей системы сле
ва на А ,  получим' систему А ТА Х  =  А ТВ  с положительно опреде
ленной матрицей А ГА .

3. С о б с т в е н н ы е  ч и с л а  и с о б ст в ен н ы е  ве кт ор ы ма тр и ц ы

Рассмотрим систему .
Л Х = Я Х ,  (2.10)

где % —  постоянное число.
‘ Эта система может быть записана в виде

, (А  —  %Е)  X =  0.

Система имеет не нулевое решение, если ее основной опреде
литель! Л —  равен нулю. Введем обозначение: | А —  %Е | —  
=  D(X).

Очевидно, D ( K )  есть полином п  степени от Я и может быть 
представлен так:

£ (Я ) =  ( - 1 У " ( ^  -  P iX "-1 -  . . .  - р п ) .

Это характеристический полином матрицы А .  Приравнивая 
D (% )  нулю, мы получим характеристическое или вековое уравне
ние

Kn ~ p i k n - 1 -  . . .  —  р п =  0.

Корни этого уравнения называются собственными числами - 
матрицы, а ненулевые решения системы (2.10) — собственными 
векторами матрицы Л. Очевидно, каждая квадратная, неособая 

‘ матрица должна иметь п  собственных чисел. Среди них могут быть 
различные вещественные, комплексные сопряженные и кратные. 
Данная и транспонированная матрицы, а также данная и подоб
ная матрицы имеют одинаковые собственные числа. Для транспони
рованной это свойство очевидно, а для пддобной легко прове
ряется.
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Рассмотрим характеристический определитель подобной 
матрицы: ' 4 ■

| С - ' А С  — ХЕ  | ~  | С ~ 1А С - С - 1Х Е С  | =  | С1- 1 | \ А - Х Е \  | С | .

Собственные векторы данной и транспонированной матриц 
ортогональны, т. е. если Х ь Х2, Х „  —  собственные векторы 
матрицы, A  a Y b Y2, . . . ,  Y„ —  собственные векторы матрицы Лт, 
то имеет место соотношение

П
(Хг Yj) =  2 ~  0.k=l

Собственные векторы симметричной и положительно определен
ной матриц составляют ортогональные системы. Кроме того, соб
ственные числа положительно определенных матриц вещественны 
и положительны, а для симметричных матриц — вещественны.

Соотношение Кели-Гамильтона. Если D  ( / , ) — характеристиче
ский полином матрицы А ,  то D(y4) =  [0], т. е. матрица является 
корнем своего характеристического полинома.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Построим матрицу В,  элементы кото
рой являются алгебраическими дополнениями транспонированной 
матрицы ( А — ЕХ)'1. Каждый элемент этой матрицы можно пред
ставить в виде

bik =  ь\У +  Х С  +  . • • +  b\r" v*-1 V

и 'поэтому саму матрицу тоже можно представить в виде полинома 
(п  — 1)-й степени от X е матричными коэффициентами

В  =  В 0 +  В хХ +  . . .  +  В п- \ Х п- \

Из теоремы об обратной матрице известно, что присоединен
ная матрица В  удовлетворяет соотношению

( А - Х Е ) В  = \ А - Х Е  \ Е .

Подставив сюда выражение для В ,  напишем

(А  — ХЕ)  ( B q +  В \ Х  +  . . .  +  В п—{Хп~^) —

=  ( - 1  ) п (Хп -  p i X n~ ' -  . . .  - р о ) . Е .  :

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях X:

Х° 
X1

АВ0 = (—\)п( — рп)Е,
-Во + АВх= ( - \ ) n ( - Pn_l)E,

- B n- i =  (-l)nE. ,
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Домножив слева первое уравнение системы на Е,  второе на А, 
третье на А 2 и т. д., иолучи'м

Л В 0 =  { - \ ) " { - р л ) Е ,

— А В о  +  А 2В \  =  ( — 1 ) п ( —р п - \ ) А ,

- Л 2Б, + А Щ =  ( - 1 ) ” ( - Р п - 2 ) Л 2,

- А пВ п - Х =--- (• - 1) М " .

Сложив полученные равенства, имеем

[0 ]= D (A ).

§ 3. Линейные нормированные пространства

Линейным вещественным пространством называют совокуп
ность математических объектов-векторов, для которых определены 
два действия: сложение и умножение на любые вещественные 
числа. Эти действия удовлетворяют следующим свойствам-аксио
мам:

1) X +  Y =  Y +  X — переместительный закон;
2) (X +  Y) +  Z =  X +  (Y +  Z) — сочетательный закон;
3) существует 0 —  нулевой вектор, такой что X +  0 =  X;
4) существует —X, такой, что Х +  ( —X) =  0;
5) 1 • X =  X;
6) ( а  +  b)  X =  а Х  +  ЬХ,

7)  й(Х  +  Y) =  а Х  +  йУ;
8) й(6Х) =  аЬХ.
Векторы Xi, Х2, . . . ,  Х ?г —  называются линейно независимыми, 

если тождество
CjXi +  с2Х2 +  • . . . +  с пХ п =  0, 

где Ci, с2, с-п— постоянные, справедливо только при' С\ =
— С2 —  . . .■ ^  Сп =  0.

Рассмотрим различные линейные комбинации линейно-незави
симых векторов

X — CiXi +  с2Х2 +  . . .  с пХ п . (2.11)

Совокупность таких комбинаций образует линейное простран
ство R  с размерностью п.

Всякая совокупность п  линейно независимых векторов линей
ного пространства называется его базисом. Естественно принять 
в качестве базиса ортогональные векторы, Так как iB таком базисе 
легче искать коэффициенты с*, которые следует рассматривать как 
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составляющие вектора в данном базисе. Естественно принять "за 
базис векторы

Эти векторы в случае п = 3  являются ортами г, /, k.
Пусть U b U2, . . . ,  U„ —  какой-нибудь базис -пространства R.  

Тогда любой вектор X можно представить в виде

X =  • • • ~\~Хп У^п,

где X ] , х г ,  ■ ■ . ,  х п -— составляющие X в данном базисе

_ При переходе от базиса Uft к базису и Л. получим связь между 
координатами векторов X и X':

X =  С Х' ,

где С —  матрица, столбцы которой состоят из координат векто
ров U' в базисе U.

Построенное равенство дает формулу для замены базиса, т. е. 
замены координат. Таким образом, координаты вектора X в ба
зисе U переходят в координаты вектора X ' в базисе U'.

Приведем линейное преобразование

! - Y =  ЛХ,

где Л — неособая матрица этого преобразования; X и Y опреде
лены своими координатами в исходном базисе. Рассмотрим, как 
меняется матрица .преобразования при переходе от одного базиса 
к другому. Пусть X =  С Х '  и Y =  CY' определяют векторы X  и Y 
в новом базисе. Тогда

С Х '  =  Л СХ' ,  С - 1 С У '  =  С -1 Л СХ ' ,  Y ' =  С - 1 А  СХ' .

[
Следовательно, роль матрицы преобразования в новом базисе 

будет играть Матрица В =  С_1Л С, которую мы назвали 'подоб
ной Л.

Собственные числа и собственные векторы матрицы Л назы
ваются также собственными числами и собственными векторами 
линейного преобразования. Если линейное преобразование имеет 
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в каком-нибудь базисе диагональную матрицу, то этот- базис со
стоит из собственных векторов, а диагональные элементы яв
ляются собственными числами. И обратно, если существует базис, 
состоящий из собственных векторов, то в этом базисе матрица 
преобразования будет диагональной.

В линейном пространстве R  можно сопоставить каждому век
тору число —  аналог длины вектора. Это неотрицательное число 
называется нормой, обозначается через ||Х|| и удовлетворяет сле
дующим требованиям: - . '

1) ||Х|| > 0 ,  при Х ^ = 0  ||0|| = 0 ;
2) ||аХ|| =  К  ' Х|!; v •
3) ||Х +  YIKJIXH +  ||Y||.
Будем рассматривать три вида норм, отвечающих указанным 

требованиям:
|]Х|| I =  шах ; (2.12)

IIXII „ =  £  \xt \i (2 .13)
1

11X11 ш =  Д  х !  . (2.14)

Всякое линейное пространство, в котором введена норма, на
зывается линейным нормированным пространством. Если в ли
нейном конечномерном нормированном пространстве определено 
скалярное произведение векторов, то такое пространство назы
вается. Эвклидовым.

Скалярное произведение двух векторов определено в преды-' 
дущем параграфе: (XY) =  Х\У\ +  х 2Уя +  . . .  х пу п .

Приведем свойства скалярного произведения:
1) (XX) =  0 при X Ф О ;  (00) =  0;
2) (XY) = (XY);
3) (аХ) Y =i= a(XY), а  —  число;
4 )  (X + X,)Y=(XY) + (X1Y). - ' -
Опираясь на эти свойства, можно 'показать справедливость не

равенства, которое носит имя Коши-Буняковского:
|XY |<  ИхП nr IIYH и,, '

Рассмотрим матрицу линейного преобразования ^
Y = АХ.

Для матрицы можно ввести понятие нормы, как нижнюю грань 
чисел М ,  для которых выполняется неравенство

||АХ||<М ||Х || .
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. 1) ||Л|| > 0 ,  А Ф '0 |[0||= 0;
2) ||СЛ || =  1С j ЦЛ || ; V
3) | |Л + В ||< | |Л ||  +  Р | | ;
4) ||Л В ||<  ||Л|| ||В||.
Приведем нормы матриц, отвечающих выбранным нормам, век 

торов:
M ||i  —  max Е I а

й удовлетворяю щих 'требованием:

*tj I i
4 J

IIЛ||п == max Е \ а и \ , 
J >l

(2.15)

(2-16)

11Л||Ш =  П ,
где К —  наибольшее собственное число матриц ЛТЛ.

П р е д е л  п ос ле д о в а т е л ь н о с т и  матриц

Рассмотрим последовательность матриц: А \ ,  Л2, Л3, Ak,  . . .
Говорят, что последовательность матриц A k  имеет пределом 
матрицу А ,  если последовательности a [ f  элементов матриц А к схо
дятся к соответственным элементам а ц  матрицы Л.

Для того чтобы lim Лд =  Л, необходимо и достаточно, чтобы
к > х  ■

lim ЦЛй—Л || =  0, где норма понимается в любом из введенных
k->oo
выше смысле.

Приведем ряд теорем о пределах последовательностей матриц. 
Теорема 1. Для того чтобы A fe-н> 0, необходимо и достаточно,

/г->оо
чтобы все собственные числа матрицы Л были по модулю строго 
меньше единицы.

Д о к а з а т е л ь с т в о  приведем . только для случая, когда 
матрица Л может быть приведена к диагональному виду:

А  =  С - ' В С : В  =

о
о

=  (?ч , %2 ,- , Яп)._

• , }'п) И тейрема доказана. 
0, достаточно, чтобы хотя бы

Тогда A m =  C ~ lB mC, B m =  (X™, . .
Теорема 2. Для того чтобы ЛА -

k->O0
одна из норм матрицы Л была строго меньше единицы 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По свойству норм

IIЛ* || <  \\А\\к, ||А II" - * 0 .
■> ОО



Теорема '3. Модуль каждого собственного числа матрицы А  
не превосходит любую из ее норм.

Теорема 4. Для того чтобы ряд, составленный из матриц
Е  +  А  +  А 2 +  .. .".+ А к +  . . . ,  

сходился, необходимо и достаточно, чтобы А к -> б.
k-^oo ' \  •

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость этого условия очевидна.
Достаточность. Рассмотрим тождество ,

\ Е  +  Л +  . . .  А'1) (Е  — А )  =  Е  — А к+ 1.

Умножив его справа на (Е  —  А ) - 1, получим '

Е ' + А +  . . .  А к =  (Е  — А ) ~ 1 +  А к+ Х (Е  — Л ) - 1.

Отсюда следует, что, так как А к+1 -» 0 при &-*со, то,

Е  +  А +  . . .  +  А к +  . . .  =  { Е ~  А ) ~ \ '

§ 4. Точные Методы линейной алгебры. Метод Гаусса

Название параграфа имеет в виду, что погрешность описывае
мых методов отсутствует. Но при этом не следует забывать, что 
неустранимая '.погрешность, -полученная за счет погрешности ис
ходных данных и погрешности округлений, безусловно будет иметь 
место, и чем больше, арифметических действий будет содержать 
метод, тем больше будет указанная .погрешность. -

.,Метод Гаусса представляет из себя метод последовательных 
исключений неизвестных и имеет много вычислительных схем. 
Приведем схемы, чаще всего используемые при машинном счете, 

,а также те схемы, которые потребуются нам для решения ряда, 
задач математической физики. '

Большую часть схем изложим на примере Системы трех урав
нений с тремя неизвестными. Будем также иметь в виду, что 
основной определитель этих систем не равен нулю, решение си
стемы существует и единство. Отдельно придется рассмотреть 
системы, у которых определитель близок к нулю. Эти системы 
называются плохо обусловленными. Для их решения следует 
применять специальные приемы.

1. С х е м а  е д и н с т в е н н о го  д е л е н и я

Рассмотрим схему нашримере системы трех уравнений

( а \ \Х  1 +  « 12̂ 2 +  а 13х 3 =  йц", (2.17)
| «21*1 +  а  22X2 +  «23*3 =  (2.18)
I , a 3 iX\ +  Оз2̂ 2 +  Язз̂ з =  йз4- (2.19)
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Предположим, что а п  Ф  0, и разделим на него коэффициента! 
уравнения (2.17).

Обозначим — —  —  , тогдаП.. lRи п

Хг +  Ь™ Хг +  Ь ^  Хг =  Ъ™ . (2.20)

Чтобы исключить из системы X i , умножим (2.20) на Й211
и вычтем из уравнения (2.18). Затем умножим (2.20) на а 3\ й
вычтем из (2.19) .' В результате получим

®22 Х 2 “Н ^23 *3---  ^24 >

Д3 a йзз х 3 =  а ЗА ,
где

=  a lk — а п b ‘$  .

Таким образом, сделан один шаг. Процесс повторяют до тех 
пор, пока не будут исключены все неизвестные, кроме» одного. 
В нашем случае он кончится уравнением

x t  —  Ьм > . )

где

1,(3) _  ° 3 4  ' „ ( 2 ) _____(1) „  и(2)
о 34 -- —~(2Г’ а?А --- “ 34 — «32 О23 .

Йзз

'Можно привести общий вид формул

uU+1 ) _  а<$  . „ (! )___ U - 1)Oik —  ^  5 &ik — &ik
• О ц

Исходная система, таким образом, сводится к системе с -тре
угольной матрицей,

Х \  +  612* Х 2 +  Мз ' Х 3 —  Й14 , 

х 2 ~i~ x s == b i t ,  

х г =  Ь $ .

Из этой системы находятся неизвестные Х \ , х%, х3 . Результаты 
вычислений записываются в табл. 12.
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Т аблица 12
ап Я; 2 a i3 aik Контроль .

а и  

Й21 
' d81

а]2
а 22

ti-'ik

«13
я23
<*зз

аи
d2i

d-3i

й15
a25
a35

. 1 12 /  ^  ' W ДО

я(1)“22

“32 -

«23 4V*
. я34

«25

1 Ь Ш a(2)24

а'2'“23 fl(2) . “34

1 bU)34 $

*3 x3

Хъ X2

Хх Xx

Кроме описанных действий существуют еще контрольные, для 
которых отведен последний столбец табл. 12. Первые три числа, 
входящие в него, а15, а25, а35 являются суммами 'по строчке: 
й4'5 =  +  Ui2 +  «гз +  «г4- Следующие^величины входящие в кон
трольный столбец вычисляются по тому же правилу что и вели
чины, стоящие в одной с ней строчке. Например, а \$  == а \ { ~ х) — 

„ и -о  hU)— &lj ° j 5 -
Контроль заключается в том, что полученные числа должны 

снова дать сумму по строчке. При нахождении неизвестных эле
менты контрольного столбца заменяют 'правые части

Х г -(- b \ 2 Х 2 +  Ь\ъ Х 3 — . b \ s ,  

Х г +  Й23 Х 3 =  b 2f ,  

=



Контроль заключается в том, ^что неизвестные x t связаны с ^  
соотношением х* +  1 =  х \ .

П р и м е р .  Найти решение системы

22,14jci +  7,42х2 -— 3,13хз +  6,22x4 =  3,46;

— 2,94^1— 15,97х2 +  11,29хз +  6,81^4 =  —»
7 ,2 7 x i+  7,88х2—  14,95х3 +  4,73х4 =  8,85,

— 3 , 7 1 x i +  5,73x2 +  4,39хз—  12,58х4 =  21,76

с помощью схемы единственного деления.
Решение приводится в виде табл. 13.

Таблица 13

a, j а ;2 а 13 аи Щь Контроль

22,14 ■ -  7 ,42 — 3 ,13 6,22 3 ,40 21,21
—2,94 — 15,97 11,29 5,81 —32,70 —34,51

7 ,27 7 ,88 — 14,95 4,73 8,85 13,78
- 3 ,7 1 5 ,73 4,39 . —12,.г:.8 21,76 15,59

1 -0 ,3 3 5 5 1 4 —0,14137 0,28094 0,15357 0,95799

0 -16 ,9 5 5 3 1 10,87437 6,63596 -3 2 ,2 4 8 5 0 -3 1 ,6 9 3 5 1

0 10,31617 -1 3 ,9 2 2 2 4 2,68757 7,73955 6,81541

0 4,48663 3,86552 — 11,53771 22,32974 19,14414

1 -0 ,6 4 1 3 5 -0 ,3 9 1 3 8 1,90197 1,86924

0 -7 ,3 0 5 7 7 6,72523 — 11,88807 —12,46855
0 6,74302 -9 ,7 8 1 7 3 13,79630 10,75755

- 1 -0 ,9 2 0 5 5 1,62722 . 1,70667

0 -3 ,5 7 4 4 4 2,82392 -0 ,7 5 0 5 6
1 -0 ,7 9 0 0 3 0,20997

1 0,89996 1,89996

1 2,16996 3,16996

1 1,22999 2,22999
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2.  С х е м а  г л й в н б г о  ЪлеМ нтй

Схема главного элемента построена так, чтобы погрешность 
арифметических действий была минимальной. Известно, что отно
сительная погрешность резко возрастает при вычитании близких 
друг к  другу чисел. В прямом ходе схемы Гаусса каждый шаг 
заканчивается вычитанием, поэтому можно предположить, что 
наименьшая относительная погрешность окажется у коэффициента, 
наибольшего по абсолютной величине. Выберем этот коэффициент 
и на следующем шаге будем делить на него остальные коэффи
циенты строки. Очевидно, погрешность этого коэффициента войдет 
как составная часть в погрешность других коэффициентов преоб
разованной строки, а также во все коэффициенты системы, полу
ченной после проведения очередного шага прямого хода. Таким 
образом, по сравнению со схемой единственного деления, мы из
меняем лишь выбор номера коэффициента ■ и номер уравнения, 

, так как надо выбирать наибольший по модулю коэффициент всей 
матрицы, полученной на каждом шаге, начиная с исходной си
стемы, '

Рассмотрим метод сначала на элементарном примере. Пусть 
дана система

Xi - г  2 * 2  -  *3 =  2,

Х\ +  *2 +  З*3 =  5,

2х \  +  *2 +  *з =  4.

Так же как и в предыдущей схеме, составим табл. 14 из пяти 
столбцов, впишем коэффициенты, свободные члены и. суммы по 
строчке. Дополнительно, кроме указанных столбцов, введем слева 
шестой и обозначим его т

Выберем среди коэффициентов ац , а ц ,  a i3 наибольший по мо
дулю 023 =  3 и разделим на него коэффициенты, стоящие в том же 
столбце. Результаты деления, взятые с обратным знаком, Ш\ =  
=  0,333, т 2 =  — 0,33 впишем в дополнительный столбец. Умножим 
коэффициенты строчки, содержащей наибольший главный элемент, 
на Ш{ и m s и запишем результат в две последующие строчки. Скла
дывая полученные коэффициенты и коэффициентами первой и 
третьей строчки, исключаем из системы Хз и получаем систему двух 
уравнений '

1,33-3*1 +  2,333xs =  3,667,

1,667*1 +  0,667*2 =  2,333.

Выберем за главный элемент коэффициент при х 2 в первом 
уравнении 2 ,3 33  и повторим описанный процесс.
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р; у . -  . ... /  *
- Таблица 14

т.) ■e/i а-,2 aiz аи Контроль

0,333 ,1 ,0 0 0 2,000 - 1 ,0 0 0 . 2,000 4,000

1,000 1,000 3,000 5,000 10,000

- 0 ,3 3 3 2,000 1,000 1, осо 4,000 8,000

0,333 0,333 1,000 .1,667 3,333

- 0 ,3 3 3 - 0 ,3 3 3 — 1,000 - 1 ,6 6 7 - 3 ,3 3 3

1,333 2,333 0 3,667 7,333

- 0 ,2 8 6 1,667. '  ̂0,667 0 . 2,333 4,667 .

—0,381 —0,667 0 — 1,049 —2,110 '

1,286 0 0 1,286 2,262

Xi =  1 х х=  2

х 2 =  1 *2 =  2

■*3=1 х 3 =  3

3. С х е м а  п р о г о н к и +

Рассмотрим систему с трехдиагональной-'матрицей 
a h Xh-i  +  b k x k +  c k x h+i = ,  

k  =  2, 3, . . . ,  n,  a x =  cn =  0.

Такие системы часто встречаются при решении различных крае
вых задач, к которым сводятся нестационарные задачи .теории 
теплопроводности и задачи, связанные с различными волновыми 
процессами. Применим к системе схему единственного деления, 
для удобства рассматривая систему четырех уравнений

Ь\Х\ +  С\Х2 —  f \  )
а^х  I +  +  СчХ% = / г ,

Й3Х2 +  Ь$Х$ +  Сз%4 =  f s ,

Й4Х4 +  b$Xi  =  /4 .
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Построим табл. IS, как описано в пункте первом.
Таблица 15

1 2 3 4 / Контроль № строчки

*1 С1 /1 (1)
а-2 / 2 (2)

«3 h сз /з (3)
«4 64 Л (4)

1 Cl А . (5)

с2 (6)

1 с'*- - 'Л (7)

h ■с3 /з (8)

1 сз л (9)

Л -  (Ю)

1 л ( 1:)

Номера, стоящие в скобках справа, определяют строчки схемы. 
Опишем еще один раз схему в применении к нашему случаю. 

Разделим элементы строчки (1) на Ь\ , получим Строчку (5),-
Q ■ ■ 1: . -

где с[  —  - г г  и f [ = =  4̂ -. Домножим элементы строчки (3) на а 2 
и 1

и вычтем полученную строчку из второй. Результатом является 
строчка (6), где b 2 =  b 2—  а 2с [ ; f 2 =  f2 —  «2/ 1- Повторяя описан
ный процесс, получим строчки (7) и (8), где

с'  —  ° 2 f '  —  f 2~~a2f '
2 ~  Ь ц - щ с ^ '  J 2 b 2 - a 2c'i'

Аналогично ' ' ’ 1 !

с '  —  f r  _ _  / 3  O-zf  2
b s — ci3c2 ' 3 Ь3 — а 3с 2

; _  - г
И, наконец, разделив элементы строчки (10) на b i t  построим 

последнюю. (11), .где
f ,  / 4  —  0 4 / 3/ 4= - ----- — .

, Ъь— а ф з
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Таким образом, система (2,21) приведена к виду 
Х \  ~+ с \ х 2 — /.j

Х 2 +  С 2Х 3 —  f :2 ,

*3 +  С3Х4 =  /з ,

' *4 -  ,
откуда можно найти обратным ходом неизвестные: т 

*4 =  f't , х 3 == f '3 — с'3х4, х 2 = F, —  с2х'3, Xi = —  с\ х 2 .

Описанная схема в случае большого числа уравнений решается 
по формулам, которые легко выписать:

п
_  fk —  ak fk- i Ck —  '

f n ,

zf  к Ck Xk±x ,
(2.21')

bk — ahc'k- 1 ’ bh — akc'k- 1

а запись результатов можно, например, предложить следующую:
а2 а3 ал

Ь\ ь2 Ь3 Ь4 1 1 1
Cl с2 с3 *1 ^  С3 1
fl /г /3 /4 / ;  / ;  / ; ,  / . ; *3 Х2 Х\

Следует дополнительно отметить, что весь описанный метод 
может быть применен к векторным системам с коэффициентами из 
матриц. Так, система

1 +  +  CftXfc+i =  F/i,
где к  =  1, 2, . . . ,  ш; =  С,„ =  0;

(2.22)

Ah =

B h =

Xfc =

Л(А) /,(*> 0я1 Оп2

Ch

/  л*) „<*>/ 1̂1 С12
Л*) -(*) С 21 С 22

F/, =

-(*■) И Я

.г*; /*)
у п \  С п 2

JW
Lnn
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может быть с помощью метода прогонки приведена к виду 

Х& +  C'k X k+l — Fft, k  — I, 2,  . . . , m;

C[ =  ВГ1 Q ; Fi = B~x Fb-
1-ДС

Ck  = (Bk  — A h C k - 1 )_1 Ch,  Fft = (Bk  — A k  Cft-i)-1 (Fft — A k  F*_i).
Значения искомых векторов легко получить с помощью обрат

ного хода:
Xto= f ; ,  X* =  F £ r a  Х£+ 1 . (2.23)

Полученные в данном пункте формулы будут использоваться 
в дальнейшем.

4.  С х е м а  б е з  о б р а т н о го  х о д а

Схема единственного деления может быть модернизирована так,, 
чтобы нахождение неизвестных могло производиться непосред
ственно после прямого хода. Если схема единственного деления 
преобразует квадратную матрицу в треугольную, то схема'без 
обратного хода преобразует ее к единичной,, т. е. система А Х  =  В  
сводится к системе X  — F.

Опишем схему снова на примере трех уравнений

йцХ] +  #12-̂ 2 +  Я13Х3 =  а ц  ,

0-2\Х\  +  Й 2 2 -^ 2  +  CL23X 3 =  Й 2 4  > 

а 31Х ,  +  $ 32X 2 +  Й33Х3 =  йз4 .

Выпишем схему в виде табл. 16, снабдив строчки номерами.
Первые шесть строчек табл. 16 получены так же, как соответ

ствующие строчки схемы единственного деления. После получе
ния строчки (6) выбираем строчку (5) и делим все ее элементы 
на а  г-]. Получаем строчку (8) и записываем ее на втором месте 
второго шага, пропуская строчку с номером (7). Затем умножаем 
строчку (8) на МУ и вычитаем ее из строчки (4). Получаем строч

ку <7 >- . (,  .
Аналогично, умножив строчку (8) на йз2 и вычтя результат из 

строчки (6), имеем строчку (9). Последний третий шаг схемы 'про
водится, начиная с девятого уравнения, третьего в третьем шаге. 
Из схемы видно, что на каждом, шаге строится один столбец еди
ничной матрицы. Следовательно, в третьем шаге мы получим по
следний третий столбец единичной матрицы. Столбец правых ча
стей в последнем шаге дает окончательный результат: .

v _  а(з) у _  и(з) у _  А(з)
X l  —  Р 14/ %2 —  О 24 , Х з  —  О 34 .



Таблица 16

а п °;2 Я/8 аи Контроль № строчки

а.ц а 12 а13 а и со
Й21 «22 а23 «24 (2)
Й31 а32 а33 aSi (3)

1
0
0

ДО

«22
а (1>32

д о

аО)“зз

ДО

<
4V

(4)

(5)
(6)

1
0
0

0
1
0

д о

д о
ат“зз

ДО
4 до

а (2)“34

(7 )

(8) 
(9)

1
0
0

0 1 
1

. 0

0
0
1

uft)°14
и< V . °2 \ 
и('Л]34

(10) 
( Н )  , 
(12) -

Легко указать рекуррентные формулы, по которым ведется 
расчет

а $  =  а&-1) — b['j a {j r n , i =  in  +  1 n;-

b$ = ag~X) -  bty bfl Ь%~{\ i = 1, 2, . . . ,  m -  I; 
n u - n

u(j);_a mh
Omh —  0-_1( ■

u mm

С помощью схемы без обратного хода можно также решать 
системы с одинаковыми правыми частями и различными левыми. 
При этом следует только ввести дополнительные столбцы для 
всех правых частей соответственно количеству систем и проводить 
преобразования, как было описано выше. После окончания про
цесса мы получим в этих столбцах решения для наших, систем.

П р и м е р .  Решить систему
— 0,61x i —  1,04x2 —  0,97х3 +  0,69x4 =  — 1,04,

0,57xi —  0,73x2 +  1,05хз +  1,08x4 =  1,24,

— 1,15xi —  0,83х2 —  0,65х3 —  0,74x4=1,13,

• l,00xi — 1,00х2 +  1,00х3— 1,00x4 =  1,09.
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Решение приведем в виде табл. 17.
Таблица 17

Я/2 % Я/5

- 0 ,6 1 — 1,04 - 0 ,9 7 0,69 - 1 , 0 4

0,57 - 0 , 7 3 1,05 1,08 1,21

- 1 , 1 5 - 0 ,8 3 —0,65 - 0 , 7 4 1,13

- 1 , 0 0 — 1,00 1,00 — 1,00 1,09

1 1,70492 1,59016 -1 ,1 3 1 3 5 1,70192

0 — 1,70180 0,14361 1,72476 0,23820

0 1,13066 1,17868 —2,04082 3,09066

0 0,70492 2,59016 -2 ,1 3 1 1 5 .2,79492

1 0 1,73405 0,59677 1,94456

0 1 -0 ,0 8 4 3 9 -1 ,0 1 3 4 9 —0,13997

0 0 1,27410 -0 ,8 9 4 9 1 3,24892

0 0 2,64966 — 1,41672 2,89359

1 0 0 1,81475 ' —2,47822

0 1 0 -1 ,0 7 2 7 6 0,07522

0 0 1 -0 ,7 0 2 2 3 9 2,54997

0 0 0 0,44437 -3 ,8 6 2 9 6

1 0 0 0 13,29762

0 1 0 0 -9 ,2 5 0 5 0  -

0 0 1 0 -3 ,5 5 5 9 9

0 0 0 1 -8 ,6 9 3 1 2

5. О б р а щ е н и е  м а т р и ц ы  ■

Будем искать обратную матрицу методом Гаусса. Для этого, 
напомним основное равенство, определяющее обратную матрицу: 
Л А ~ Л = Е .

Обозначим элементы j -го столбца искомой матрицы через 
, х ^ у .  . . , х (п и выпишем /-й столбец этого матричного равен-
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ства, где правыми частями являются элементы /-го столбца еди
ничной матрицы

следует решить построенную систему. Аналогично элементы дру
гих столбцов матрицы Л-1 получатся, как решение п  систем с оди
наковыми левыми частями, и с правыми частями, являющимися 
столбцами единичной матрицы. Приведем расчетную схему на 
примере матрицы с тремя столбцами и с тремя строчками

Все три системы, соответствующие трем столбцам равенства 
ЛЛ-1 =  Е ,  могут быть сведены в табл. 18.

Табл. 18 соответствует схеме без обратного хода. Мы не будем 
повторять ее описание, а приведем только рекуррентные формулы 
для расчета обратной матрицы порядка п:

а 12 х 2 ~̂\~ • • • a i п х *п1 --— О,

# 2 1 а 22 • • • +  й2л

O-jl х\^ -Х/Р -f- . . . - j-  CLjn Х̂п —  1

anlx[J) +  a% x{J) +  . . . + а ппх^— 0.

Очевидно, для нахождения неизвестных х \  , х \  , .VU) J i )

чг

—  (/ -  i) > 1  ̂ • • •, k  — п  +  /; i  — /;

6 Зак. 2 81



- Кроме того, укажем на необходимость при машинном счете 
опускать при записи столбцы единичной матрицы, что сократит 
вдвое таблицу. . •

, ' Таблица 18

а п « Й «i3 a i l « ;  s «,:e

а \\ ~~a v i «13 1 0 0

а 21 «22 «23 0 1 0

«31 «32 «33 0 0 1

1 до . 0 0

0 ^ . 4V 1 0

0 ft(!)
32 4V 0 1

-  1 0
/,(2) 

' ° 1 S 0

0 1 ■_ №  - *£> ' ь й 0

0 0 № $ 1

1 0  • 0 bfl b f l

0 1 - 0

0 0 1 № . 4 ? €

6 . В ы ч и с л е н и е  о п р е д е л и т е л я  м ето дом  Г а у с с а  

Рассмотрим определитель я-го порядка

ttn Й12 . ■ G'ln . '

A = 2̂1 ,a22 • .  #2n

flnl n̂2 •• • O'Un

Используя свойства определителя, применим для его вычис
ления следующие преобразования. Вынесем за знак определи
теля Оц' разделив на него все элементы первой строчки. Затем
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последовательно вычтем из второй строчки первую, умноженную 
на «21, из третьей строчки— вторую, умноженную.-на « 3 1 , и т. д. 
В результате получим определитель, у которого первый столбец 
содержит только один ,не нулевой элемент —  единицу, стоящую 
в первой строчке. Разложим определитель по первому столбцу 
и получим один определитель (га — 1)-го порядка .

«11 «12 • • «1п 1 ^|2
, а м °11

д =
«21 «22 • • «2п =--ап «21 2̂2 . . • «2п

«п1 «п2 • • &ПП «я! . • • «пи

1 Ма А(1)• • • 0 \п «22 /7(1) «-2 1 • • «2я

" а 11
о'ай? п  О . . • «2я /т(1>U-.il Язз п {2)

—  а п
'

0 . . . а й „(ЧЫ-я2 Л(1>«яЗ • >. «яя

А(1)__Oik — = 2, 3, . . . , га; г = 1;
а  и

/7(1) -=  «i* -  a i t b \ \ \  k = 2, 3, . . . j га; г 2, 3, ..

Повтор яя преобразования, получим:

А =  «и „(1)#22 Ч'ПП
- и. '

( / > __ „ ( 7 - 1 )  ь ( / )
а й = а и а Ь)У, j  =  1,  2 ,  . . . ,  га —  1;  i =  2 ,  3 ,  . . п;

j /  1, 2, . . ., га 1; t — 2, 3, . . . ,  га;

k = 2, 3, п.
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Все преобразования повторяют прямой ход схемы единствен
ного деления и могут быть сведены в табл. 19 (для случая п  =  3).

Таблица 19

«.,(1 ап а13

.  «п «12 «13
«21 «22 «23
«31 «32 . «33

1 и< 1) 12

Л 1) “22

32

а{1)23

«33*

1 ь ® 1

д(2)“зз

§ 5. Итерационные методы

' /. М е т од  простой  итерации

Метод итерации предполагает решение линейной системы 
А Х  =  В  с помощью рекуррентной формулы-

X k  —  Fu (Хо, Х \ , . . . ,  Хй- i)  ,

где —  произвольное значение вектора X ,  а Х х , Х 2 , . . . ,  Xk  —  
последовательные приближения к решению системы. При примене
нии этого метода возникают два вопроса: как построить рекуррент
ную формулу и будет ли последовательность Х 0 , Х \ , . . . ,  Х к . .  . 
сходиться к решению системы?

Рассмотрим один из простейших приемов построения. Пусть 
система А Х  =  В  преобразована к виду: X  =  K X  +  F.  Такое преоб
разование можно провести, например, следующим образом:

(Е  —  Е  +  А ) Х  =  В , Х = { Ё  —  А ) Х  +  В .
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Или, переходя кГобычной записи системы, использовать такой 
прием:

а п xi +  о>1 2 Хч +  . . .  +  ciin х п =  Ь\ ,•
&21 -̂ 1 +  &22 +  • • • 4“ «2п Хп =  Ь%,

ttn\Xi +  0,п2х2 +  . . . +  CLnn \Хп — bnl

(2.24)

'ч

Выбор способа построения матрицы К  определяется тре
бованиям наиболее быстрой сходимости последовательности 
Хо, Х \ ,. . . . ,  X h ,  . . .  к решению системы. Легко .показать, что 
если Данная последовательность имеет предел, то этот предел 
и является решением системы.

Метод простой итерации очень прост в применении. Выбирают 
начальное приближение Х 0, чаще всего за него принимают свободные
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х 1 = -
«12 „  

Л Ч
а \Т1 у.

л п + А
а п а п «И

Х 2 —  -
#21 ул 1 .

#2П у—- ля+ А
2 #22 #22

х „  =  — #Я1 v #2Я vЛ 1 —  Л>2
а„ а п

. . .  +  —
я̂я.

В первом случае матрица К  имеет вид

/  1  — а>\\ — 1̂2 • • • —я1п
— Й21 1 — ̂ 22 ••• ~ а2п

к =

V

а во втором-

К =

- а п 1 — 2̂2

# 1 1 # 1 1

_ ^ 2 1  0

й  22 # М

- Ъ и - . .  G
# я я # я я



4‘лейы системы: Подставляют эти значения в правые части систе
мы (2.24) и получают в левых частях новые значения неизвёст- 

I ных —  первые приближения. Описанный процесс повторяется до 
тех пор, , пока максимальное значение разностей | Х г +1)— х \ к) | ста
нет меньше принятой погрешности. Процесс простой итерации опи
сывается формулами:

• Xi = KX0.+ F;
: Х2 =  / ( * ,+ > ; '

■ . , . Х п  =  К Х п - 1  + F.

Построим формулу, выражающую п -ю итерацию через нуле
вую: , - •

Х ; =  К Х а Г;

. '.Xa.=  K X l + F .= K*X0 + (K + E ) F ;

- Х п =  К пХ 0 +  (К n l 1  +  К п- 2 +  . . .  + E ) F .  (2.25)

На основании формулы (2.25) можно предложить другой спо
соб -расчета по методу простой итерации. Примем, как. предлага
лось выше, за нулевое приближение правые части системы. В этом 
случае формула (2.25) запишется в виде:

' Х п —  (/С" -Ь К п~ \  -!- . . .  + E ) F
или

Х \  — Х 0 =  K F  — ДХь -  

х 2 — Х[ =  K 2F =  К  ( KF)  =  д х 2;

Х п -  Х„_, =  К  (K n- \ F ) =  АХ» .

Следовательно, можно вычислять не итерации, а их разности 
А Х „ , причем каждая 'последующая, разность получается из пре
дыдущей умножением слева на матрицу К .  Расчет заканчивается 
тогда, когда составляющие векторов ДХП не будут превосходить 
погрешность счета. Окончательный ответ получается по формуле

Х „ =  Хо +  АХ] +  . . .  +  АХп .

Рассмотрим теперь ряд теорем, определяющих условия сходи-, 
мости метода простой итерации, скорость сходимости и оценку 
погрешности. - .
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1'еорема 1. Для того чтобы процесс простой итерации сходился' 
при любом начальном приближении и любой правой части необ
ходимо и достаточно, чтобы все собственные числа матрицы К  
были по модулю меньше единицы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим формулу/ определяющую 
п - ю  итерацию: . . . . . .

Х п =  К пХ 0 + _ ( К п- 1 +  К п- 2 +  . . .  + E ) F .  . (2.26)

Чтобы последовательность,^), %п  имела предел, не
обходимо и достаточно, чтобы сходился ряд: Е  +  К  +  К 2 +  . . • +  
+  К п 4- : . i ,  так как при этом первое слагаемое формулы' (2,26) 
стремится к нулю. Применим теорему 3 § 3, которая гласит, что 
необходимым и достаточным условием сходимости указанного 
ряда является требование, чтобы все собственные числа матри
цы К  были по модулю меньше единицы. Таким образом, теорема 
доказана.

Аналогично доказывается следующая теорема.
Теорема 2. Для того чтобы итерацибнный метод в применении 

к системе X  =  K X  +  F  сходился при любых F  и Х 0 достаточно, 
чтобы хотя бы одна из норм матрицы К  была меньше единицы.

К сожалению, практически удобно применять только достаточ
ное условие, так как собственные числа матрицы отыскивать 
сложно. Укажем два признака сходимости итерационного про
цесса: -

1) шах 2  К '1  <  1;<‘) у = 1

2) шах 2  I аг/1 <  1.</)■ i  =  I

Приведем теперь две формулы, дающие оценку скорости сходи
мости итерационного процесса и оценку погрешности. Рассмотрим 
систему в виде, удобном для итерирования:

X  — K X  +  F,  

и формулу, определяющую n-ю итерацию:

Х п =  K X n- i  -j- F.

Вычтем из первого уравнения второе

Х  - Х п ^ К  ( Х -  Х п - Л  .

Откуда, оценивая по.норме, получим

. I I X - X J  <  т  | | Х - Х Я-,Н.

Очевидно, чем меньше норма матрицы К ,  тем скорее сходи
мость процесса простой итерации.



ИСнользуем теперь формулу; опрёделякзЩую п -ю итерацию Че
рез нулевую: -.

= Кпко + (Е + к + ... + К* ') F,
й рассмотрим рёшёние системы:; как сумму ряда1

i =  (£  +  К +  ... +kn-+:::)F. (2.27)

Б таком Случае разность между точным значением решения 
й ft’-й итерацией запишется в виде

& — Хп  ̂-№$о- +' (Xй + ^ та+1 + •• • .]F, .
где второе слагаемое является остатком ряда (2.27). Оценивая 
результат по норме, имеем

\\Х — Хп\\ <  \\к\Iй ll̂ oll +  (\\К\\п +  ||/С||™+1 +  ...)||Л1

или, суммируя ряд из норм, получим окончательную формулу, оце-" 
нивающую погрешность на каждом шаге итерации:

1 1 Х - Х П| Г <  1 № Ш 1  +  -lli(ll"lll|f |11 •
1 —  IIa II

Можно заметить, что если сходимость зависит только от матри
цы К ,  то погрешность связана и с правыми частями и с началь
ным приближением.

В заключение описания метода простой итерации покажем, как 
можно преобразовать систему, чтобы метод итерации стал сходя
щимся. Рассмотрим систему в виде АХ =  В и применим левое 
преобразование Гаусса

Л ТЛХ =  ЛТВ. ' (2.28)

Очевидно, матрица Л ТЛ положительно определенная и все ее 
собственные числа положительны. Пусть они лежат в промежут
ке (0, ц), где за ц можно принять первую или вторую норму 
матрицы Л ТЛ. Это справедливо, так как третья норма является 
наименьшей. Умножим систему (2.28) на постоянный множи
тель т., величину которого мы подберем впоследствии,

тАТАХ = тАгВ. '
Преобразуем, систему к виду, удобному для итерирования,

X  =  ( Е  —  т А ? А )Х  +  тАгВ.



2 2
Если принять т =  —, то собственные числа матрицы Е . ----- А ТА

. !*• , I1
будут лежать в промежутке ( — 1, + 1 )  и условие сходимости вы
полняется. Следует, однако, заметить, что указанное преобразова
ние практически, применяется редко из-за большого числа допол
нительных арифметических действий, которые сильно увеличивают 
погрешность.

2. М ет о д  З е й д е л я  

Метод Зейделя отличается от метода простой итерации только
(к + Цтем, что при вычислении компоненты xi  учитываются уже вы-

(k + и (k + ij ik + i)численные раньше компоненты Х\  , х 2 , . . .  , х г_1 , т. е.
вычисления ведутся по формуле

х \ к + 1) =  1̂ ^ х ] к + Х)+  а;/*<•*>.
i 1

Для примера впишем (&+1)-ю итерацию всех составляющих век
тора X в случае системы трех уравнений

x \ k + ') —  a n x \ k'> +  а12х<*> +  a13x<3*>, 

x [ k + = - a 21 x [ k + ’> +  a2, +  a23 x W ,

- x { k +  1) —  a.t l x<1k + V + '  a3 tx [ k + ^ +  aB3x { kK

Бывают случаи, когда метод итерации сходится, а метод Зей
деля расходится, и наоборот: метод Зейделя сходится, а метод 
итерации расходится. Чтобы сравнить эти методы, установим их 
связь. Для этого преобразуем систему X  =  K X  +  F  следующим 
образом:

Х =  ( K i  +  K 2) X  +  F ,  

где '  ■
a i i  «12 . . .  a m  \  - / 0  0 . . .  О
О a t2 . • • сс2п

К ,  ^

О 0 . . .  Сinn J

АГ,— I , °  0

ttn\ &п2 . . .  О

В этом случае ( п + 1 ) - я  итерация, подсчитанная по методу Зей
деля, определяется формулой ■ ;

Х п+1 =  K i X n +  K 2x n+l +  F.



Отсюда' .... ..................
(Е  -  К 2) Х п + 1  =  K i X n  +  F

ИЛИ ' . " ,

■■ J W  =  ( Е  -  К 2) - 1 К х Х п +  (Е  -  К 2) - 1 F.

Зейделевский процесс, примененный к системе с Матрицей 
' K  — K i  +  K z ,  эквивалентен итерационному, примененному к си
стеме с матрицей •(Е  —  К 2 ) ~ 1 К \ .  Если рассматривать только во
просы сходимости, то можно не обращать внймания на правые 
части. , ■

Приведем две теоремы, определяющие сходимость зейделев- 
ского процесса непосредственно.

Теорема 3. Если матрица А  системы А Х  =  F  положительно
определена, то метод Зейделя для этой системы сходится в слу
чае, если преобразование системы проведено по формулам (2.24).

Теорема 4. Если- система уравнений преобразована к виду
X  =  K X  +  F  и первая норма матрицы К  меньше единицы, то зей
делевский процесс сходится, причем быстрее итерационного. При 
этом имеет место неравенство

? Х - Х Ц \ ,  <  „

где 0 <  ji <  ii/Clr, <  1.
Д о к а з а т е л ь с т в  о . . Рассмотрим k -ю  итерацию, записанную 

Для. /--го уравнения системы

/ = 1 1 - 1

.Обозначим:

 ̂ £ ; Ы  =  т,-
i - х  1 -  <■

По условию теоремы 6, + т * <  1- Выпишем уравнение, опреде
ляющее г-ю неизвестную

I — 1 п
Х{ =  ^  Ctij X j  "Г ^  а у Xj  +  |3г ,

1 = 1  j = I

и вычтем из него уравнение, определяющее k -ю  итерацию х { : .

. - хг — х \ к ) =  £  0.i j ( X j - X ijk)j +  f ] ,a,j. (Xj —  x i k ~ ])).
Г- 1 , i - 1

Оценим полученное по модулю

| х, —  х ! /г)| <  £  | af/1 | x r  —  x ) k) И -  у  \ а и \ \ x j  —  x ) k ~ ] ) \ .
/•-1 / — <
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Гак как , . . .
I * ,_*< *>  к  и х - х ^ и , ,

||Х — Хл-,11, ,

то справедливо неравенство

| х -  *(*> \ < 6 , \ \ Х - Х к \ \1 +  ц  \\Х -  X ft_, ||, .

Выберем из всех уравнений то, для которого составляющая 
| Xi —  х \ к ) \ будет наибольшей. Пусть это соответствует номеру 
i ' = i o .  Тогда

Отсюда 'получим

ll-Х-— -А-Л| | , <  IIA- — ^ 1 1 ,8 ^ .+  ИХ —

Преобразуя неравенство, имеем

l i x - x ^ i , ^  V . ■ • i i x - x ft_ 1[l.
/#0

т ■Обозначим через |л выражение— - — , взятое при том номере /,
• 1 — ?i

при'котором оно принимает наибольшее значение. Легко прове
рить, что при этом

Тг < Т г  +  бг. .
1 - 8 ,

Чтобы .проверить этот факт, преобразуем интересующее нас 
неравенство

Ti Тг <  0;
. 1 - 8 ,

^ ( 1 - T i - 8i ) > 0 .

Очевидно, все три множителя: S*, 1 — f i  —  61, и 1 6 *  не от
рицательны при любом г.

Заменяя выражение ft Ч- 8* на Ц/Cllj, мы только усилим нера
венство. Таким образом

| | Х - ** !! ,<  ix Н Х - Х ^ . И ,  ,

j,i =  m a x — —— , jj. <  11 /СП, .<  1, 
i 1 — Si-

что и доказывает теорему. -
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Йз теоремы 4 следует, что если выполняется первое условие 
сходимости для итерационного метода (по первой норме), то вы
годнее применять не метод простой итерации, а метод Зейделя. 
Но при этом надо .помнить, что метод Зейделя не всегда лучше 
метода простой итерации. ■ -

П р и м е р  / . . Д а н а  система, для которой метод итерации схо
дится, а метод Зейделя расходится. Основная матрица системы 
имеет вид '

2,3 — 5
— 2,3

Построим матрицы:

К  =

к х= ( 2,3 М ,  к ,  / 0  0
О — 2,3 )  \  1 О

£ - * 2 = 1  ! ° ) ,  П  °
1 I '/  VI 1

(Е -  K2)~l Ki = I 2,3 ~ 5
V 2,3 - 7 , 3

Легко определить, что собственные числа матрицы К:  
А.1,2 =  ±0,25, а собственные числа матрицы (Е  —  К 2 ) ~ 1 К \ \  
X i =  —5,7; Х2 =  0,7. По доказанной теореме следует,- что итера
ционный метод, примененный к системе с матрицей К ,  сходится, 
а метод Зейделя —  расходится, так как матрица (Е  —  K 2) ~ l K i  
имеет собственное число по модулю, -большее единицы.

П р и м е р  2 .  ■ Решить систему методом Зейделя

*1 =  1,388 +  0,078*2 +  0,071 *3 +  0,002*4 +  0,003*5,

х 2 — 2,447 +  0,004*1 +0,010*3 +  0,083*4 +  0,051*5,

*3 =  3,342 +  0,014*1 +  0,080*2 +0,002*4+0,020*5 >

*4=1,857+0,030*1 +  0,001*2 +  0,224*3 +0,014*5,

*5 =  4,623 +  0,019*1+0,054*2 +  0,099*3 +  0,034*4.

Решение представим в виде табл. 20. Ее первые пять столбцов 
содержат произведения коэффициентов на соответствующие 
итерации х \ .  Шестой столбец содержит свободный член |%, 
а седьмой —  сумму по строчке, т. е. следующую итерацию неиз
вестного *! + \  соответствующего данной строчке. По горизонтали 
табл. 20 разделена на итерацир. Каждая содержит пять строчек, 

■соответствующих искомым неизвестным: *ь х 2, х ъ, х 4, *5. Нулевая 
итерация принята для всех неизвестных:

■jc<°) =  0; =  лг<°>=0; д:«°) =  0; *<°>==0..



Таблица 20

“1* **/) “26 4 !) abkX k] a4 k 4 ^ abk 4 I} x</ + ')

— 0 0 0 0 1,388 1,388

л 2 0,006 — 0 0 0 2,447 2,453

Х(1>л з 0,019 0,196 — 0 0 3,342 3,557
~(1)Л4 0,042 0,002 0,797 — 0 1,857 2,698

*Г(1>л 5 0,026 0,132 0,352 0,092 — 4,623 5,225

г (2)
л \ — 0,191 0,252 0,005 0,016 1,388 1,852
М )"2 0,007 — 0,036 0,224 0,226 2,447 2; 980

JC&л з 0,026 0,238 — 0,005 0 ,104 ' 3 ,342 3,715

х т4 0,056 0,003 0,832 — 0,073 1,857 2,821

*Г<2 >х ъ 0,035 0,161 0,368 0,096 • — 4,623 ' 5,283

х ^ - 0,233 0,264 0,006 0,016 1,388 1,906

х (3>- л 2 0,008 — 0,037 0 ,234 , 0,296 2,417 2,995

х (3>л з 0,027 0,240 — 0,006 0,106 3,342 3,721
v (3)

4 0,057 0,003 0.834 — 0,074 1,857 2,825

4 3) 0,036 0,162 0,368 0,096 4,623 5,284

4 А) ■— 0,233 0,264 0,006 0,016 1,388 1,907

4 " 0,008 — 0,037 0,234 0,270 2,447 2,916

4 " 0,227 0,240 — 0,006 0 ,0 .6 3,342 3,721
М )
х 4 0,057 0,003 0,814 — 0,074 1,857 2,825

X(4> Х5 0,036 0,162. 0,368 0,096 — 4,623 . 5,285

4 5) _ 0,233 0,264 0,006 0,016 1,388 1,907
„ ( 5 )

2 0,008 — 0,037 0,234 0,270 2,447 2,996

х (5>л 3 0,027 0,240 0,003 0,116 ^ 3,342 3,721

л 4 0,057 0,003 0,834 — . 0,074 1,857 2,825
,(5)5 . 0,036 0,162 0,368 0,096 • --. 4,623 5,285
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Окончательный результат

Х\ =  1,907; х 2 =  2,996; х г =  3,721; х 4 =  2,825; х 5 =  5,285.

Табл. 20 удобна-, для счета на настольных машинах.

3. М ет о д  Р и ч а р д с о н а  -

Рассмотрим еще один итерационный метод, применяющийся 
в геофизике. Для этого систему А X  =  F  преобразуем к виду 
X  — X  +  v (АХ —  F ), где v —  любая постоянная.

Итерационный процесс ведется по формуле

X k + i  =  Xu  +  Vk (А Х и  —  F ) .

Исследуем выбор Vft и условие сходимости метода для случая, 
когда А — положительно . определенная матрица. В этом случае 
она имеет - п  вещественных положительных собственных чисел 
Я], Лг, . . Яп и п  взаимно ортогональных собственных векторов. 
Разложим, вектор Х0—  A ~ lF  по собственным векторам -Ul t  
U 2 , . . ., Ь п  : ,

Хс, —  A-1 F  =  у. a l i i  
i = 1

и преобразуем вычислительную формулу .

X ft+I —  A - 1 F  =  X h -  A - ' F  +  vftA ( X k —  А ~ г F)  — - 
=  ( E  +  v kA ) ( X h - A - ' F ) .

Прим'еняя .полученное выражение последовательно, начиная 
с первой итерации, имеем

A j —А 1 F  — (E-\~i ’iyA) ( X q—А  1 F)  =  Cj(l+vo^i) U-tl
1=1

Х 2 —A - 1F  =  (£  +  viA) ( X i —A~1 F)  =  ^  c,(l+vo?w) ( 1 +vi^t)- i/ j ;

X h + i —A  1 F =  (E  — Vf t A)  ( X h —A  1 F) =  ^  c t П  ' ( I ' + v ^ t )  U i -
i = 1 j -= о

Используя полученное, вычислим квадрат третьей нормы век
тора Xft+1— A - 1  F,  т. е. его скалярный квадрат

(X ft+ i — А~х F ,  Xh+i - A - ' F )
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■ • 1 1 Х / Ж - Л - 1 Л 1 ш < М ^ | Х о - Л - ' Л 1 ш ,
где

k
M h =  шах П  ( l+VjXi) .

1 i = о
Фиксируя количество итераций k,  будем подбирать v/t так, 

чтобы Ми  было возможно меньшим. Пусть собственные числа’ 
матрицы А — Xj , %2 , Я„ лежат в промежутке (а ,  Ъ).  Заме
ним отрезок (а,  Ь) отрезком ( — 1, + 1 )  и многочлен

Ph +l (X )  =  П  ( l + V /гЯ), P h + 1(0) = 1
/ -  О

перейдет в многочлен Q h + i ( t ) ,  где
 ̂ 2Х b +  а  ^  (  b +  а  \  _  л

t  —  —-------------- ;-------- , Ч/; + 1 | —; —  j —  * •

и оценим по норме

b —  a  b —  а  V Ъ —  а  /

Нашу задачу, решает многочлен

' V , b +  а
I ft+i

b — а

где T n ( t ) — многочлен Чебышева: T n (t )  =cos«arocos^, корни 
которого определяются по формуле

(2*—  1)
U =  cos  ----- —̂ - тс.

2/1

Следовательно, принимая vt- =  2[( a  —  b ) t i  —  (a  -f b ) ] ~ \  будем 
иметь ири этом М к  <  1 и процесс будет сходиться.

Расчет-ведется при фиксированных k . Если выбранного числа 
итераций недостаточно для нужной точности, то процесс повто
ряется. Например, в задачах динамической метеорологии встре
чается система вида

u i —l j  + U i + l j  + U-ij- 1 + Щ.]+\ — 4Ujj = - O i j ,
i  =  1, 2, . . . ,  m ,  j  =  1, 2, . . . ,  n,

причем u i0, u in , u 0j , umj , o n  —  'заданные величины, а остальные 
и ц  —  неизвестные. Применяя метод Ричардсона, эту систему ре
шают? по формуле

„(* + • ) _ „ ( * )  _1_ 1 <-„<*> I „<*> л.l l i j  — Uij i -----(Иг/. Ui _ i j  lit j _ i Ui j .l i — 4Mj j  — о,- .■),
4
,  1принимая, таким образом, за v постоянное значение — .
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Указанный процесс сходится медленно из-за выбора v. Пра
вило выбора v ,-описанное в теории, практически редко исполь
зуется в связи с трудностью отыскания собственных чисел произ
вольной матрицы Л.

§ 6. Численные методы отыскания собственных чисел 
и собственных векторов матрицы

1 . И т е р а ц и о н н ы й  метод  от ы ск а ни я  н а и б о л ь ш е г о  
п о  м о д у л ю  с о б с т в е н н о г о  ч и с л а  м ат ри ц ы  

и соответствующего  е м у  со б ст в ен н о г о  ве ктора

Будем предполагать при выводе, что данная матрица Л имеет 
п  вещественных собственных чисел и п  различных собственных 
векторов, которые могут определить базис «-мерного линейного 
пространства. Расположим собственные числа матрицы Л в по
рядке убывания по. модулю

. 1 Ч > 1 М >  . . .  > К 1
и будем предполагать дополнительно, что не кратно. В этих 
упрощающих предположениях достаточно просто описать метЬд 
итераций для отыскания наибольшего по модулю собственного 
числа.

Рассмотрим . ’произвольный вектор Y(0) того же порядка, что 
и матрица Л, и построим последовательность векторов по пра
вилу

Y(1) =  Л ¥ (0\  ,

_ Y (2) =  Д у  О =  Л 2У (0*

y(fe + i) =  д - y W  =  д н  у (0>.

Разложим векторyY (0) по собственным векторам матрицы А:

Y'(0) =  2  CiU,. 
г -  1

Отсюда легко получить

Y(  ̂ =  AY*  ̂ =  с 1Л 1U1 +  с2Л U2 +  . . .  +  с„Л U,t —
== с 1 Л. 1U 1 +  с2'Я,2и 2 +  . . .  +  сиЯи Мп ,

Y(2) =  с,%1 U! +  с2Я2 и 2 +  . . .  +  с пЦ  и п ,

у(&) _  _|_ с2Я2 U2 + .,. + спХп и„ .
Y(ft + !) = c i l i  + 1 Ui + с2я| + 1 U2 + ... + с„Ял + 1 U„ , 
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Если ввести компоненты векторов Uj ( Х ц , *12, Х т ) ,

^2 (-̂ 21 » Х22 Л'Зп) j • • • » U7i (Хп \ j Хп2 ) * * • > Хпп) э
(fe) i/^Ь y* + ^ 1\ №  + ^у% , .. • . , Уп ); * 0>1

-)г 1)-ю итерации можно представить для г-й компоненты в виде

у  W  ^ к ) г 

y t + 1), • • •, Упк + 1))\ то k -ю  и

y \ k  ̂ =  С \ К \  Х ц  +  С2Х2 Х2г  +  . . . +  Сп Кп Х п г

(fe-j-1) /•, Л  ̂  ̂ ч,* 1 У. 1  ̂  ̂ ЧЛ 1 I « \  к +  ̂ ^У1 == С[М Хн +  С2М  ^2г +  +  З Д п  Хпг •

Обозначая С\ХН =  а н , c 2x 2i =  а2г , . . . ,  с„*Иг =  а т , получим

У 1
(к)

,Ah +  1) л  Л- пyt =  О н Л .  1 +  Й 2 г Л 2  - Г  • • • ~Г  “ п г ^ и  1

Предполагая, что ан- =А 0, преобразуем построенные формулы 
и рассмотрим отношение .

I  \ к + 1 а  ■

. Я(*.+1)

я (4)

1 +  { Ъ \ к + х ^ 1  

Ч  /  а

1 +

11

М *  a s<
а 1 г

/ 'М *  / М * .Начиная с некоторого номера к  отношениями ( — , . . .  , f — ) 1 
) \ k  + 1 ’ • ,/Х \* + 1 ^ 1/ ' V

, . . .  > ( ^ Ч  можно пренебречь по сравнению с единицей

и, начиная с этого номера,

Кроме этого

У т  =  Я*сг

h

Ul + ( f

y ( k  + 1)

У\
(к)

U2 +
+  ,Л

JL у. ^  п

При том же значении k  собственный вектор U j , соответствующий 
собственному числу , может быть принят в виде

и. г(к) (2.29)

При 'практическом вычислении итераций следует вычислять от- 

для нескольких компонент. Хорошее совпадениеношение У1
ik  + и

У\
(к)

этих отношении показывает, что итерационный процесс закончен. 

Быстрота сходимости процесса определяется величиной
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и может быть медленной, если это отношение близко к единице. 
Чтобы избежать роста компонентов, целесообразно каким-нибудь 
способом нормировать на каждом шаге получаемые векторы 
Иногда случается, что начальная итерация Y (0) выбрана неудачно, 
так что коэффициент с; равен или близок нулю. В этом случае 
не будет ясной картина сходимости и следует изменить начальное 
приближение. . -

2. М ет од  К р ы л о в а

Рассмотрим теперь один из методов, с помощью которого опре
деляются все собственные числа и собственные векторы квадрат
ной .матрицы А  порядка п. Сохраним указанные в начале пара
графа предположения относительно Д. Выберем, так же как 
и в итерационном методе, произвольный .вектор Y (0) который 
проще всего принять в виде

/  1 \  ' < 
Y ^ j  ; .

W

Построим векторы Y (/i> ( k  =  1, 2, ... ., п)  по формулам . -

Y (1) =  A Y <0),

■ y (2) =  Л \ (1) =  A 2Y (0),

— ,4Y(/e ~ 11 — Ah4 ̂

Первой частью нашей задачи является отыскание коэффициен
тов'характеристического уравнения

: l n ~ p i X n- 1—  . . .  —  Рп =  0. (2.30)

По соотношению Кели-Гамильтона матрица А  является корнем 
своего характеристического уравнения

Ап — piAn~l — ... — рпЕ = [0].

Домножим равенство справа на Y<0) и преобразуем его. Тогда 

A «Y (0) =  PlA * ~ l Y (0) +  p2A*~2Y (0) +  . +  р пY (0)
или

Y(K) = /?!Y(л " !) + p2Y(n "2) + • ■. + P*Y(0).
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(2.31)

_yi — Р\У\  +  Р 2У1 +  •• • • +  РпУ 1 ,
„<«) _  „ „ ( ” - ! )  г „ , , (rt- 2) I _L л « <0)У2 — Р1У2 , +  Р2У2 +  . • • +  pni/2 ,

Уп =  Pi*/n +  РгУп -г • • ■ т рпУп ,

V <«}„(*> (ft) (ft)4* (3/1 , У2 , • . • ,Уп ).

Из системы (2.31) получим неизвестные коэффициенты харак
теристического уравнения р у ,  р 2 , ■ ■ ■, Рп -  Систему обычно ре
шают с помощьк? схем единственного деления. Подбор Y (0) позво
ляет построить систему с неособОй матрицей.

Второй частью описываемого метода является решение урав
нения п -й степени и нахождение корней характеристического 
уравнения. Для этого применяется обычно метод Лобачевского, 
описанный в § 2 гл. 1.

Последней, третьей частью будет отыскание собственных век
торов матрицы А.

Опишем этот процесс в применении к собственному вектору. 
Х/;, отвечающему собственному числу Хи.

Рассмотрим построенный нами в первой части характеристи
ческий полином

' . — Р\Хп ~ 1 ...  . . .  — Рп , .

и разделим его на ( X —  Xh).  Получим полином ( п — 1)-й степени 
с известными коэффициентами

■ Ф* (Я) =  Хп~1 +  6,я«-2 +  . . .  + Ь п-1.

Рассмотрим полином -

^ Ф h{A) =  Ап~1 +  М "~2 +  +  Ьп-1.

Умножим его оправа на Y (0). Согласно обозначениям, введенным 
в этом параграфе, имеем

фй(Л) Y (0) =  Y (л “ +  Ь{ ) [ (п ~ 2) +  . . .  + Ь н - 1  Y (0) (2.32)

Правая часть этого соотношения вычислена в первой части 
описываемого метода.

Разложим Y (0) по собственным векторам матрицы А. Тогда

<Pft04)Y<0) =  щ { А )  2  2  ФЛ А ) с ^ .
i = 1 I = 1
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Используя равенство, определяющее собственный вектор,
АХ* =  XjX j , ' -

I
и следующее из него равенство

А * Х ; = ^ Х Ь
получим

cpfe(A)Y(0)=  2  фПМсА;
I = 1

щ ( Х )  имеет своими корнями все собственные числа - матрицы А,

кроме %н,  поэтому 2  w i h )  — щ ( к ь ) . Отсюда следует cpft(A )Y <0) =  
i = 1

• — ф ь (М сьХь и,- с ТОЧНОСТЬЮ ДО ПОСТОЯННОЙ фй(Аь)Сй, Xft =
=  (Л) Y С0). .

Собственный вектор \ к  определяется правой частью фор
мулы (2.32)

X fe =  Y(n“ ,) +  b { 4 i n ^ 0 +  .. . +  b n- { \ m . ' (2.33)

Рассмотрим описанный метод сначала на простейшем примере 
П р и м е р  1.  Дана квадратная матрица второго порядка

Найдем сначала ее собственные числа и собственные векторы 
непосредственно по определению. Характеристическое уравнение 
этой матрицы: А2 —  5А +  2 =  0.

Корни этого уравнения: Ai =  4,56; Аг =  0,44.
Собственные векторы вычисляются с помощью систем

-  Ьббх*1» +  4 * ^  =  0 } 2,56х(2) -)- 4л (22) —  О I
х г —  2,56х2 =  0 Г  х '2> +  1,5642> =  0 Г

Отсюда
2,56

1

Применим метод итерации, сведя результаты в табл. 21.

Таблица 21

X ,
1,56

Y(°) у(П у ( 2) Y<3) Y<3) у ( 4) YW

*1 1 3 13 59 2,56 1 11,70 2,56

Хц 0 1 5 23 1 4,56 1 4

100



С точностью до сотых из данных табл. 21 Л-i =  4,56 и X i = f  ’ j .

Применим к этой же матрице метод Крылова. Так как Y (0), Y (1) 
и Y (2) получены, то систему уравнений для определения p i  и р 2 со
ставить очень просто:

13 =  3 p i  +  р 2 ;-
5 =  р \ .

Характеристическое уравнение имеет ёйд

л2 —  5/. 2 — 0.

Очевидно оно совпадает с полученным точно, корни его: 
U  =  4,56; М  i  0,44.

Найдем собственные векторы нашей матрице: <pi (Л) = Х  —  0,44; 
Ф2 (Я) =  Я ■— 4,56.

Следовательно, по уравнению (2.33) получим

■'-(!)-“ ( J H T  

’‘■ - ( t H - C H T
П р и м е р  2 .  Найти наибольшее подмодулю собственное число 

и соответствующий ему собственный вектор матрицы А

/ 2 Вб\

А  =

Введем начальное приближение Y (0) -и построим Y (fi) по фор
муле

y (k) =  4 y (A- 1);, k =  l / 2 ,  . . . ,  7.

Результаты сведем в. табл. 22. При этом будем при ряде зна
чений делить составляющие у [ к) на одно и то же число. В этих 
случаях .в табл. 22 два столбца с одним номером.

Таблица 22

X !
5

0 1 2 3 31 4 5 51 6" 61 7

*1 1 4~ 24 Л180 18 176 1212 121 1012 101 842
х 2 0 2 20 170 17 .141 1170 117 947 95 801
Х3 0^ 2 22 200 20 173 1471 ■147 1241 124 1041
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Собственный вектор X t =  j о,77 )•

Л 1' /  ■* -  . ’ . 1

П р и м е р  3 .  Найти с помощью метода Крылова собственные 
Числа и собственйые векторы матрицы

Наибольшее сОбственнбё число =  8,4, а соответствующий ему

А  -

(  1,00 0,42 , 0,54 0,66 \
0,42 0,00 0,32 0,44
0,54 0,32 1,00 0,22

\  0,66 0,44 0,22 1,00 /

грОим выражения Y по формуле

у<*> =  л у (й_1), k  =  1,2, 3, 4

и сведем'результаты в табл. 23.
Таблица 23

Y<°> уО) Y (2) у<3) у (4) '

1 1,00 . 1,9036 4,2567 9,8066
0 0,42 1 ,':'032 3,2522 7,7029

- 0 0,54 1,3596 3, 16Т8 . 7,3267
0‘ о.,бб ; 1,6236 3,7525 8,6885

Составим систему, определяющую коэффициенты характери
стического уравнения:

4,2567р1 +  1,9036^2 +  Рз ~\~pi — +  9,8066,

3,2522/?, + 1,30 32 ^ + 0 ,4 2 ^ 8 =  +7,7029,

3,1618pi+ 1,3596^2 + 0 ,54рз= +7,3267,

3,7525pi'+;i,6236pa +  0,66p3=  8,6886. '

Решая систему с помощью схемы, единственного деления, по
лучим значения p i ,  р 2 , Pz ,  Pi  и по ним построим характеристиче
ский полином

• л4 —  4,01 Я3 +  4.78Я2 —  2,12Х +  0,29 =  0.

Применяя метод Лобачевского, находим корни характеристи
ческого уравнения: — 2,32; Яг =  0,85, Я3 =  0,63, . Я4 =  0,24.
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Найдем соответственные собственные векторы матрицы. Для 
этого построим описанные в теории полиномы

ф1(Я,)=Х3- 1 , т 2 +0,8911 +  0,1285,

ф2 (К) =  А3 -  3,19/.2 + 2 ,170 /.+  0,3508,

Фз(Я)= А3- 3 ,4  И 2 +2,7431+0,4757,

. сГ,;(/.) - a3-3,8 0 /.2 +3,979?,+ 1,2431.

Следовательно, •

X, =

/  4,2567 \  
3,2522' 
3,1618 

\  3,7525 )

.1,72

/  1,9036 
1,3032 
1,3596 

\  1,6236

+  0,891

+  0,1285

1,7417 
1,3835 
1,9026 I ’ 
1,5666 J

Аналогично вычисляются остальные собственные векторы.



Г л а в  а Ш

МЕТОД СЕТОК В ПРИМЕНЕНИИ К ЗАДАЧАМ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

§ 1. Некоторые общие понятия метода сеток

В этой главе мы будем изучать метод сеток в 'применении 
к граничным задачам для уравнений в частных производных. Рас
сматривать будем основные уравнения математической фи
зики: уравнения Лапласа и Пуассона, уравнение теплопровод
ности, волновое уравнение; кроме того, уравнения гидроди  ̂
намики. Затем рассмотрим небольшое число примеров, соответ
ствующих задачам океанологии и динамической метеорологий. Сле
дует иметь в виду, что все граничные задачи,' входящие в данную 
главу, используются как составные части в задачах гидрометео
рологии. -

- \ Рассмотрим сначала общие понятия метода сеток. Пусть за
дана плоская или пространственная область. D ,  За одну из осей 
координат может быть принята ось 0̂ , где t  —  время. Границу 
области обозначим через S. Пусть требуется найти- решение гра
ничной задачи:

Lu=f;
1и =  гр,

где L  —  дифференциальный оператор; / —  оператор граничных (или 
начальных) условий; / —  непрерывная функция, заданная 
в области D-, ф —  непрерывная функция, заданная на границе 5.
- Например, для задачи Дирихле:

д'~и д^и
—  + —  =  0; a L  =  T (W), L  =  —  ,
дх*  д у 2 |s д х 5 d f  ’

/ — 0, 1 =  1, Cf.SE <p(/V),

где N .—  текущая точка границы S.
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Яри решений методом сеток следует прежде всего уййзать, 
й каких точках, области Мы будем, искать решение. Естественно 
достроить эти точки на пересечении прямых, параллельных осям 
координат^ Прямые эти представляют сетку, а точки .пересече
ния —  ее узлы. Среди построенных узлов граничными называются 
те, которые или лежат на истинной границе, или находятся от нее

на расстойнйй более — , где h —  расстояние между прямыми сеткй.

Точки, имеющие четыре соседних, принадлежащих области, или 
Граничных, расположенных прямым крестом, называются внутрен
ними. Граничные точки составляют сеточную границу S h, внутрен
ние —  сеточную область D h.

Построив сеточные область и границу,‘перейдем к преобразо
ванию дифференциальных уравнений и граничных условий. Диф
ференциальное уравнение заменяют—  аппроксимируют —  конечно
разностным или, что то же самое, системой алгебраических урав
нений, где неизвестными являются значения функции и  в узлах 
сетки. Решение с этой позиции можно рассматривать как вектор, 
имеющий столько составляющих, сколько точек содержат D% и Sh 
(рис. 5). Для аппроксимации дифференциального уравнения ко
нечно-разностным используют формулы численного дифференци
рования. Напомним их

ди  1 t ( 3  1)

д х

д а

д х

X  =  X  г

иш  «*-1. (32)

д 2и

дх*

х = xi 2 h

_ Щ - 1 —  2Uj +  Uj+ 1

/г2
(3.3)

Формула (3.1) имеет погрешность порядка h,  а формулы (3.2) 
и (3.3) погрешность /г2. Формулы численного дифференцирования 
могут строиться с помощью полиномов различных степеней, таким 
образом учитывая различное количество узлов. Такие формулы, 
как (3.1) и (3.3), используют минимальное число точек: две для 
производной первого порядка и три для производной второго по
рядка. Формула (3.2) определяет производную 'первого порядка 
с помощью трех узлов и является примером многоточечной. 
Можно привести пример пятиточечной формулы

д и

д х

/з ( ^ г + 1  t l i — l) ^/б(^г’Н- 2 2 )—

Эта формула имеет погрешность порядка Л4. Рекомендуем чи
тателю самому, получить данную формулу. /
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Как показано в § 4 гл, I, посвящённом численному дифферен
цированию, кроме непосредственного дифференцирования интер
поляционных полиномов можно строить формулы численного диф
ференцирования данной степени точности1 с помощью подбора 
коэффициентов при значениях функции^ в узлах.

При аппроксимации граничных данных затруднением служит 
то обстоятельство, что в случае криволинейной границы области 
часть точек сеточной границы не лежит на истинной. В этих слу
чаях или приближенно сносят граничные данные в точки сетки,, 
или применяют различные приемы исправлений граничных дан
ных. Когда точки' сеточной границы лежат на истинной, значения 
граничных функций просто вычисляются в точках сетки,- а опера- . 
торы граничных-данных аппроксимируются по формулам числен
ного дифференцирования. -

После аппроксимации мы получим конечно-разностную схему
/„л

4  a h —  ¥*•
В заключение параграфа следует указать на одну особенность 

сеточного метода, которая очень затрудняет его использование. 
При расчете по. этому методу случается, что небольшие ошибки 
в начальных и граничных условиях и в правых частях начинают 
катастрофически расти. В таких случаях говорят, что tcx e M a  не
устойчива. Очевидно, нужно ввести требования, аналогичные тре
бованиям корректности при постановке задач математической 
физики. Это условие называется корректностью конечно-разност- 
ной схемы.

Требования корректности таковы: 1) устойчивость —  чтобы ма
лые изменения в граничных и начальных данных, а также в пра
вой части приводили к малым изменениям в решении; 2) суще
ствование и единственность решения конечно-разностной схемы;
3) сходимость решения конечно-разностной схемы к решению 
исходной задачи. Проверка требований, корректности конечно- 
разностной схемы представляет большие теоретические трудности. 
В то же время расчет по неустойчивой схеме приводит часто к не
верным результатам. В последующих параграфах мы опишем ряд 
способов, которыми можно пользоваться при определении коррект
ности. ' •

§ 2. Пример применения метода сеток.
Решение задачи Дирихле для уравнения Пуассона

Рассмотрим решение граничной задачи для уравнения эллипти
ческого типа — задачу Дирихле для уравнения Пуассона методом 
сеток. Пусть в области D  с границей S  нужно найти решение гра
ничной задачи:

А и =  — f ( M ) ;

« ( >  =  cp(yV) .
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На рис. 5 приведена сеточная область и ь и сеточйая гфайй- 
ца S h, а также истинные область D  и граница 5, Очевидно, мы 
можем принять А х  =  А у  =  Я в связи с тем, что эти переменные 
симметрично входят в уравнение. Сетка определителя прямыми 
х =  X i , у  =  y h Xi =  хо +  hi ,  . г/3- =  у 0 +  h j ,  i  =  1, 2, . . . ,  п,  j  =  1,
2.........in.

Крайние прямые сетки х  =  х 0 , х  =  х 0 +  hn,  у  =  у 0 , у  =  у 0. +  h m  
должны или касаться границы 5 или проходить от нее на расстоя

нии не большем— . На рис. 5 указаны точки, входящие в сеточ

ную границу, и точки, составляющие сеточную область D h. Прону
меруем все точки сетки двойной нумерацией i  =  1, 2, . . .  вдоль

I J+7

1-1 j
t-У

L*1j  1

Рис. 5. Сеточная область
L j-1

Рис. 6. Пятиточечная схема 
для уравнения Л апласа

оси Ох и j  =  1,2, . . .  вдоль оси 0у .  Выберем пять 'внутренних то
чек, расположенных прямым крестом (рис.- 6). Мы таким образом 
используем' минимальную схему, так как для аппроксимации вто
рых производных по х и по у  необходимо по три точки по верти
кали и по горизонтали. Запишем разностный оператор Ла'пласа 
для точки с номером г, /:

 ̂ л ___ +  и г+и  +  и а - 1  +  ua+ iа и и  — -------------------------------------- 4 11ц

А2
(3.4)

Погрешность аппроксимации определяется с помощью разло
жения в ряд Тейлора функций uW j , 1(- u ij+l  в окрест
ности точки i, j ,  как-это было показано в гл.'1:

А л и  —  Д и — M h 2, М  — const.

Рассмотрим аппроксимацию граничных услОвий. Разделим все 
точки S h на два типа. К первому типу отнесем точки , лежа
щие на истинной границе S. В этих точках значения функции вы
числяются по формуле Uk =  (p(Nk)  и погрешность метода отсут
ствует. Ко второму типу отнесем остальные граничные точки.
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Те из них, которые лежат ,на раестояйий, значительно Мёньшём, 
чем h,  от истинной границы выделяются. В'этих точках гранич
ные условия приближенно сносят с истинной границы на сеточ- 

„ную, и погрешность не учитывают. В случае, когда не требуется 
очень большая точность расчета, этот метод 'применяется для всех 
точек N k ,  нё лежащих на истинйой границе 5. В случае, когда 
нужна большая точность или точки расположены на расстоянии

близком к от точной границы S ,  проводят исправление гранич

ных условий по Коллатцу, т. е. используют линейное интерполи
рование. Например, в случае, изображенном на рис. 7,

и ( В )  =  и ( А )  +
и { С ) — и ( А )

h  +  6

Составим для всех внутренних точек соотношение 

Щ- ij +  Щ+ij +  Ujj+1 +  и а - \
■ h h 2. (3.5)

Так как М  —  число точек —  велико, то естественнее всего для 
решения системы применить один из итерационных методов,

а именно метод Зейделя. Нулевую итера
цию обычно задают или исходя из извест
ных примерных значений и,  или с по
мощью линейной, интерполяции гранич
ных условий по горизонтали или по вер
тикали, или как среднее арифметическое 
двух последних. К сожалению, для нашей 
системы не выполняются достаточные 
условия сходимости метода Зейделя. Пре
образовывать матрицу системы не имеет 
смысла, потому что она содержит много 
цулей. Следовательно, нам придется 
отдельно доказывать сходимость метода 

Зейделя, примененного к  системе (3.5). Расчет проводится с по
мощью таблиц-шаблонов, каждая клеточка которых соответствует 
точке сетки. В каждой клеточке первого шаблона записываются 
нулевые итерации. В последующих записываются итерации по 
Зейделю.' Процесс прекращают, когда две соседние итерации сов
падают с избранной степенью точности. Следует заметить, что 
процесс сходится медленно.

Перейдем теперь к исследованию устойчивости и сходимости. 
Докажем сначала конечно-разностный аналог принципа макси
мума.
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Теорема.
1. Если A h u h >  0 и u h Ф  const, то u h во всех внутренних точках 

сетки не принимает своего наибольшего значения;
2. Если AftMft<0 и и к ф const, то u h во всех внутренних точках 

сетки не принимает своего наименьшего значения.
3. Е сли'Aft « й = 0  и мЛ" ф  const, то и h во всех внутренних точках 

сетки не принимает ни наибольшего ни наименьшего значения.
Д о к а з а т е л ь с т в о  приведем для 'первого -пункта. Второй 

доказывается аналогично, а третий следует из первых двух. Рас
смотрим произвольную внутреннюю точку сетки (г, /) и предполо
жим,' что в этой точке функция u h достигает наибольшего значе
ния. Так как А Лмй>  0, то

В соответствии с нашим предположением выполняется только 
знак равенства. Следовательно, в четырех соседних с (/, /) точках 
значение u h постоянно и равно значению в самой точке (г, /). 
Повторяя процесс, мы доберемся до любой точки нашей области 
и докажем, что значение и к во всех точках одинаково. Поэтому 
в нашем случае наибольшее значение u h достигается в.граничных 
точках.

С л е д с т в и е .  Разностная краевая задача Д/гм/г =  0, ид| = 0
им-еет своим решением и н — 0.

Перейдем теперь к доказательству корректности конечно-раз- 
ностной схемы. .

1. Конечно-разностная схема

сводится к линейной системе уравнений. Если сравнить эту задачу 
с задачей, описанной в следствии к теореме, то ясно, что матрицы 
коэффициентов системы совпадают. Следствие утверждает, что ре
шение однородной системы единственное нулевое. Значит опреде
литель системы не равен нулю, а отсюда решение неоднородной 
системы существует и единственно.

2.,.Решение разностной граничной задачи (3.6) устойчиво по 
граничным данным, т. е. -. , . '

цг+н •+. ui - \ y  +  ui j - \  +

где
шах .|8ид.| <  max |&<рА| /

. Sh

ч
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Д о к а з а т е л ь с т в  о. Легко убедиться, что 8 u h удовлетворяет 
следующей разностной граничной задаче: . -

K ! s A =  5cPft-

и на основании принципа максимума

m a x  I b u h | <  m a x  18<pft | .
Dh + Sh Sh

3. Решение разностной граничной задачи устойчиво по правой 
части, т, е.

- ' max | Н | < —  max | | 8 / J ,  .
- Dh + Sh. . ^ Dh + Sh 

где • '
 „(1) </2*- S -f___f f 1-) f (2).  llh -— till , P /f t  J  ll . / f t .  , --

л  „ ( Ч —  A , / 2 > _  f ( 2 >.iih —  /л  > “ f t — j h  j . -

?*■»

p —  радиус круга (наименьшего), содержащего 
а / р  — координаты его центра.

Д о к а з а те  л ь с т в  о. Очевидно, б«й удовлетворяет следую-, 
щей разностной граничной'задаче:,

■ 8f h, buh I ■■ =  0. - (3.7)
h

Построим вспомогательную функцию

г]i , 2 =  ± б u h —  m a x  Ж  Гр2 —  (х  —  а ) 2 - f  ( г/ —  Р ) 2]- (3 8)
Dh + sk 4

Известно, что A ftl (х —  а ) 2 +  (г/ —  р)2] =  4, следовательно,

Aft vn, 2 —  ±  8ий +  max 18Д | >  0,
°ft'+

^  2 к  —  I ±  8% 1 к  —  т а х  [р* — (х  -  (У — Р)®1 <  0-и ‘ b  г» i c  Лh h Dh + Sh 4

(3.9)

Тогда по принципу максимума во всей области rji, 2 < 0  и

m a x  | 8 « J < m a x  | 8 / й | - ^ - .  (ЗЛ О )
Dh + Sn Dh + Sh . - 4

Неравенство (3.10) доказывает наше утверждение.
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4. Разностная схема сходится, т. е. имеет место неравенство

\ u  —  u h \ < M 1 h ‘1. -

Для доказательства этого положения применим оператор Дд 
к разности u —  u h. Получим'

да (и — Ил) =  даИ - да «а-

Прибавим и отнимем Аи,  вычисленный в произвольной точке 
сетки ■ —

Д/г (Ц 4^)  —  ^ ДА Ч/г —
-  - /г2 /VI f  ( /  — f h) —  К1 М .

Если граничные данные не имеют погрешности аппроксима
ции, то и  —  и А =  О в любой точке границы.

Применим к разности и —  u h результаты, полученные при до
казательстве устойчивости. Тогда, так как

Д h{ u , - u h) = ^ h 2M,

( « “  ма) |л',гт °;1 ft '
ТО

' и —  п„ i <  h* M  - -

или
| и  — u.h | <  Му/г2.

5. В заключение докажем, что-итерационный, процесс для опи
санной, задачи сходится. В данном случае проще доказать это непо
средственно, чем проверять необходимые и достаточные условия 
сходимости.

Докажем, что последовательность итераций W/,G), ил \  • ■ • , 
и [к), , сходится к точному решению разностной задачи u h.

Разобьем все точки D h на классы. К первому классу отнесем 
те, которые имеют хотя бы одну граничную точку соседней (по 
горизонтали или по вертикали). Ко второму классу отнесем те, 
которые имеют хотя бы одну соседнюю, принадлежащую к пер
вому классу, и т. д. Рассмотрим разность k -й итерации и точного 

^решения системы
llji —  V h .

Следовательно,

V (Hk ) !sh = ' 0, *  =  0, 1, . . .

Выберем нулевую итерацию V W  так, чтобы удовлетворялось не
равенство | 7 1 0)| < Л .
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' Получим первую итерацию для точек первого класса:

■Для точек второго класса первая итерация удовлетворяет не
равенству

и аналогично

№ 1 « ( i  -  ^ ) л = « л ,

г д е  «х =  ( l  —  ^ г )  <  >• ■

Отсюда для любой итерации k  и для точки любого класса р  
имеем

откуда следует
t i i k) — u h 0 при к - *  со ,

что и доказывает сходимость итерационного процесса.
Все изложенное позволяет сделать -вывод, что конечно-разност

ная. схема, предложенная в данном параграфе, устойчива и схо
дится. К сожалению, зейделевский процесс в этом случае сходится 
медленно.

П р и м е р .  Рассмотрим граничную задачу Дирихле для уравне
ния Ла'пласа'в прямоугольнике

д 2и  __
д х 2 д у 2

U-1 j/t=.o =  +  0,1; и, | у=о,75 =  0 ,2х  +  0,6719;

. и|*=о,5 =  У3 +  0,35; и  | у= 1,5 =  -1,8375#  +  2,35.

При решении методом сеток примем h  =  0,25. Разностная схе-.
ма имеет вид .

Ui- ц  +  Ui+ij  +  i +  t i i j+i '

Решение дадим в виде табл. 24. В десяти граничных точках зна
чения функции вычисляются без погрешности аппроксимации и за
писываются в десяти крайних квадратах. В четырех угловых точ
ках значения функции вычисляются также, но при дальнейших 
расчетах не используются. Во внутренних точках и соответственно 
во всех внутренних квадратах значения функции определяются 
по методу Зейделя. В первой строчке каждого внутреннего квад- 
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рата записаны значения функции полученные с помощью линей
ного интерполирования граничных значений, —  слева записан ре
зультат интерполирования по вертикали, а справа— по горизон
тали: Во второй строчке стоит среднее арифметическое двух пер
вых значений. Это значение функции принято за начальную ите
рацию, В следующих строчках записаны последующие итерации 
по Зейделю. Расчет начинается с левого верхнего угла.

Таблица 24

0,7719 0,8219 0,8719 0,9219 0,9719

0,4750

0,7687 0,7140 

0,74-14 
0,7443 
0,7434 

0,7426 
0,7424 
0,7423 
0,7422 
0,7422

0,9479 -0,9530 
0,9504 - 
0,9582 

0,9676 
0,9665 
0,9656 
0,9655 

.0 ,9655

1,1688' 1,192 
1,1804 
1,1959 
1,1934 
1,1926 
1,1924
1.1922
1.1922

1,4312

0,3656

0,7156 0,7468 
0,7312 
0,7122 
0,7083 
0,7072 
0,7067 

• 0,7065 
0,7065

1,03229 1,128 
1,0760 
1,0607 
1,0572 
1,0562 

1,0558 
0,0556 
1,0556

1,4157 1,5092 

1,4624 
1,4524 
1,4509 
1,4505 
1,4503 .
1.4502
1.4502

1,8906

0,3500 0,6625 1,100 1,6625 2,3500

§ 3. Аппроксимация дифференциальных уравнений 
разностными

Прежде чем рассматривать конкретные, примеры аппроксима
ции, следует заметить что каждое дифференциальное уравнение 
может быть аипрокеимировано'-разлячными конечными разност
ными уравнениями,, в зависимости от того, какую формулу числен
ного дифференцирования мы выбираем. Погрешность аппроксима- 
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ции уменьшается для многоточечных схем, когда интерполяцион
ный полином взят более высокого порядка. Надо также, как 
всегда, иметь в виду, что при этом увеличивается вычислительная 
погрешность, так как растет число арифметических действий. Са
мое же существенное —  это то, чтобы выбранная нами аппрокси
мация давала устойчивую, сходящуюся схему, что всего труднее 
проверить. Этот вопрос мы оставим пока открытым и вернемся 
к нему в § 7. '

I. Начнем с различных схем для одноразмерного нестационар
ного уравнения теплопроводности

д а

~dt

д%и

д х 1
=  f ( x ,  t ) , - (3.11)

1. Четырехточечная минимальная явная схема. Расположение 
точек указано -на рис. 8.

J к*'>

j - n

Рис. 8. Явная схема для 
уравнения теплопроводно

сти

t-Ч С

hiH *---- --—----- - hi-
У С

Рис. 9. Неявная схема для 
уравнения теплопроводно

сти

Значения производных вычисляются для точек (/, k ) :

Wjft'H Ujk 2# jk Wj—1/;
_  : . _  . =  ,

При этом A x  — h, A l  =  x.
Погрешности формул численного дифференцирования имеют 

соответственно порядки h 2 и т. Таким образом, разностное урав
нение имеет вид

Ujk+i — Ujk 2 —  j  (t t j— \k -t* ^j+ift) “Ь fj ii t ,  (3.12)

где fjh =  } ( x . ,  4 ) .
Погрешность аппроксимации 0, (т +: h2) . Если принять зависи

мость х  =  a h 2, то получим':

Mjft.fi =  Щи (1 — 2(й) +  (0 {Uj-ik +  llj+lh ) +  fjhX. (3.13)
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В частных случаях 'при со =  —  имеем

(3.130

1
а при оз = —

6

u jh+l  =  —  (M j- ifc  + 4  Ujk +  Mj+ l f t ) .  
6

(3.13")

2. Неявная четырехточечная минимальная схема. Расположе
ние точек указано на рис. 9.

. Расчет ведется также для точки (/, k ) ,  но производная по вре
мени берется «назад».

U j - \ h X ~  Ujk (/г2 +  2т) +  Wj+iftT =  — fjhhH  —  /г2м,&_i .

Построенная схема имеет погрешность -порядка (х +  h 2) .  Если, 
как и в предыдущей схеме принять г  =  ©/г2, то конечно-разност- 
ное уравнение примет вид

Wj'-IhVi —  Ujh (1 +  2со) +  l l j+ lftft) =  “ fj'ftfit/l2 —  Ujh- ŷ , (3.15)

а погрешность очевидно будет иметь порядок h 2.

3. Пятиточечная схема. Расположение точек на рис. 10. 
Ищем производные в точке (/, k )  и аппроксимируем производ

ную по времени «насредину»

W/ft—1 Ы/7г

ИЛИ

dtt I , I ---- U, J ft— 1

d t  '/ k 2t

ĵft—1

При X = ----
2

lft ~Г 1 k “b ĵft+l ĵft “b 1 j h№• (3.16)
115



4. Семиточечная схема. Расположение точек указано на рис. 11. 
Производные ищут в точке (/, к)  по формулам

д и

I t j k

д 2и

д х 2

и

2Л2

2^. . -4~ и  ./  ̂ — г 1 / — \k — ъ

2 h 2

Погрешность имеет порядок (т2 +  /г2) . Рекомендуем читателю 
самому проверить погрешность аппроксимации с помощью разло
жения функций по формуле Тейлора в окрестности точки (/, к ) .

J M

К---- ' T

j - 1 11 j * J-1 A

j И
Рис. 10.- Пятиточечная схема 
для уравнения теплопроводно-

Н

]-1

J-1

j Ы

b f  . - i * 4 ,г j * r

A ' j i ■

* - i  - •. J J-1

j k-1

Рис. 11. Семиточечная схема для урав
нения теплопроводности

I I .  Для волнового уравнения

д2и  д 2и  

d t 2 д х 2 = 7  (* , 0 (3.17)

тоже можно построить ряд аппроксимаций. Мы рассмотрим только 
одну минимальную явную схему. Расположение точек указано на 
рис. 10.

Вычисляя производные в точке (/, к)  , получим

Ujk+i  —■ 2Ujh "Ь Ujk - i  Uj+ih —  2Ujk +  и  j— ih 
— 2 ; “  да — fjh ■
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Порядок погрешности (h 2 +  т2). Если принять т =  со А, то 

“  2/Ujlt(l " (О2) “Ь СО2 (^j+Ik ~ Uj—ik') Ujk— 1 “f" f’jhfo W * : (3.18)

I I I .  Рассмотрим аппроксимацию нелинейного слагаемого, вхо-
, . dll 

дящего в уравнения движения гидромеханики:7 н .
д х

1. С помощью трёхточечной схемы получим

1
М} (^j+i i)

2 h
(3.19)

Расположение точек очевидно. Погрешность имеет порядок к 2.
2. Используя тождественное преобра

зование
д и    1 д

д х  2 д х

можно получить схему той же точности 
в виде

1
2/Г

(«3+1 +  l l j ) 2 ( щ  +  « j- l) :

j +1 h

Рис. 12. Трехточечная 
схема для уравнения 

первого порядка

IV. Возьмем теперь уравнение первого порядка

д и  . д и
------ \ - v --------0.
d t  д х

1. Простейшая минимальная трехточечная схема 

Wjfc+i ii jk Wj+i/i ii jk
• Ujh

h
■ = 0 .

Расположение точек указано на рис. 12. Погрешность аппрокси
мации имеет порядок (/г +  т).

2. Более точной является пятиточечная схема

U j k + 1 U j k —l U j + l h  U j  _ 1д,
---- г tljk -------—-------- =  0.2т 2 h (3.20)

Расположение точек указано на рис. 10. Погрешность аппрокси
мации (h 2 +  т2).
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Укажем еще одну многоточечную формулу, аппроксимирующую 
производную по времени:

д и  1

d t  k "  3
(3.21)

Порядок погрешности т3.
Можно уточнить понятие аппроксимации, указав более точно, 

как непрерывные функции сравниваются с функциями сеточными, 
которые можно-рассматривать как векторы. Для этого введем два 
оператора. Оператор [ ] h, примененный к функции и,  сопоставляет 
непрерывной функции и ( х ,  t ) функцию [u]h, определенную только 
в точках сетки. Проще всего определить [u]h> задар ее в точках 
сетки, как u ( x j ,  4 ) . Аналогично оператор { )h сопоставляет функ
ции f ( x ,  t ) ,  составляющую правую часть уравнения, функцию 
{ f } h, определенную только в точках сетки. Зададим ее в точке (/, 
к ) ,  как f ( X j ,  4 ) .

Введем норму сеточных функций. Например, 'пространство U h 
всевозможных функций и н можно нормировать, введя \ \uh \\ как 
наибольшее значение \ u h \ по всем точкам сетки:

Говорят, что разностное уравнение L h u h — f h аппроксимирует 
дифференциальное уравнение L u  =  f  с порядком т ,  если выпол
няются неравенства: .

II и ь II —  max I uJkII /, k

Ш н - А \ \  < м , к т.

Например:
д и  д2и

L-h \u\h X
\

и Л ^ ~ [ Ь и ) Л

Л -  { /} ftп о 

следовательно, мы имеем аппроксимацию порядка 2. Следует 
-заметить, что и раньше мы практически проверили точность 

аппроксимации тем же способом.



§ 4. Аппроксимация начальных й граничных данных 
для различных задач

Аппроксимация начальных и граничных данных зависит бель
ке всего от двух обстоятельств. Первое— все ли точки сеточной 
границы лежат на истинной и второе—  дифференциальные или 
алгебраические соотношения- представляют сами условия.

Рассмотрим различные граничные условия тех типов, которые 
чаще всего встречаются в граничных задачах.

I. Начнем с простейшего случая —  задачи Коши. Так как мы 
имеём дело в основном с уравнениями включающими первую или 
вторую 'производные по времени, то соответственно будем иметь 
одно или два начальных условий.

1. В случае уравнения первого порядка относительно производ
ной по времени получим начальное условие в виде и  = $ =  q n ( x ) .

Аппроксимация провоДитсй точно, .так как граница прямая 
й точки S h лежат на истинной границе 5.

„ ^  ди2. В случае начального условий —
д а d t

=  ф2 ( х)  следует аппрок-
t =  о

симиро.вать производную —  по одной из формул численного диф-dt
ференцирования. Используем формулу, аппроксимирующую

ди

d t
с порядком погрешности At.  Рассмотрим два ряда точек сетки: 
граничный —  нулевой и соседний с ним— с номером первым

д и

Ж

и п - «/о т =  At.
t = о

Значения ф гМ  берутся для точек граничного слоя.
Второй способ использует формулу,' аппроксимирующую про

изводную с порядком ( A t ) 2, причем приходится вводить дополни
тельный фиктивный слой & = — 1 ( t = — %). В этом случае

. д и

~д Г Ш

Правые части по-прежнему вычисляются в точках нулевого 
ряда. Значения ы3-_; впоследствии не используются, хотя и могут 
быть вычислены при решении задачи.

I I.  Рассмотрим теперь различные граничные условия. Они мо
гут быть трех типов:

а) l i \ s ==(? A N )> б)
д и

д п

, д и
в) Т  д п

=  а(Л0и|с +  Р(Я),

где / /  —  текущая точка границы, п  —  внешняя нормаль к границе.
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Условий типа (а) аппроксимируются элемёнтарйО —  вычислением 
в граничных точках. Если, мы решаем одноразмерную нестацио
нарную задачу в плоскости (х, t ) ,  то точки 5 h лежат на истинной 
границе, и погрешность аппроксимации отсутствует. Если же гра
ница области криволинейна, мы получаем погрешность за счет 
переноса граничных данных, как было описано. в § 2 данной 
главы. Аппроксимацию граничных условий типа (в) покажем на 
примере прямоугольной области. Тип (б) при этом можно рас
сматривать как частный случай. Пусть границами Области яв
ляются прямые ж 0 и  х /. В этом случае граничные условия 
примут вид

д и  \ . ■
a ( t ) u  |д. 0 4  р(/);

д х

д и

д х
=  T ' W « L _ l : +  6(0-

X = 1

Покажем прием, который часто применяют, чтобы погрешность 
аппроксимации граничных данных имела порядок h2. Введем сетку,

сдвинутую на —  по оси Ох, и соответственно введем два столбца
2 h h

дополнительных точек, соответствующих х =  — —  , х  =  1 -\---- .
/ 1 \ 2 ^Сетку составляют прямые: х =  у -j—  \h ,  j  — — 1, 2, .. .,  п,  t  — kx,

k  =  0, 1, . . . ,  tn, h  =  —  .
n

Граничные условия, в этом случае аппроксимируются с по
грешностью h 2 формулами

U—l h -- «oft M_ife +  Uok
■----- ^------- =  a h ----------------------------------------------^ --h fik, где a h =  a ( t h) ,

link — ]k tin—\k , , k  ̂ »
------ -h --------= l k ----------2------- 7 +  h’ где Tft =  T ( 4) ,  6h =  8(4 ) .

В заключение параграфа дадим определение порядка аппрокси
мации граничных условий, используя введенные в § 3 этой главы 
операторы выборки. Рассмотрим граничные условия в общем виде: 
1и =  ф. Их аппроксимируют разностные соотношения 4 ил — Т/г- 
Тогда для, сравнения и ( х ,  t )  и uh используем оператор, выбор
ки [ ]„:

• [u]h =  u ( x h th) ,

к для сравнения ф ( х ,  /) с гфл — оператор { }л:

Ы а =  ф(*з.
\

Используем также введенные выше нормы сеточных функций.
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Г о в о р я т , ч т о  р а з н о с т н ы е  с о о т н о ш е н и я  4 а п п р о к с и м и 
р у ю т  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  1и =  ср с  п о р я д к о м  т,  е с л и  в ы п о л н е н ы  
н е р а в е н с т в а :

У { t b  — <рй!1 ^
г д е  т  =  m in  ( щ  , т 2). - ■

З а м е т и м ,  ч т о  а п п р о к с и м а ц и я  г р а н и ч н ы х  д а н н ы х  м о ж е т  б ы т ь  
п р о в е д е н а  и  и н ы м  с п о с о б о м .  Н а п р и м е р ,  а п п р о к с и м а ц и я  н а ч а л ь н ы х  
у с л о в и й  и  |^ о  =  ф ( * )  д л я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я

д а  д а  ■
= / ( ^ , 0

d t  д х

п р и  а п п р о к с и м и р у ю щ е й  С х е м е

Ujh+ 1 Ujk— 1 Uj—ifi ^

2т “ Vjk  2S  =

у с л о ж н я е т с я ,  т а к  к а к  м ы  д о л ж н ы  о п р е д е л и т ь  з н а ч е н и я  м *  н е  
т о л ь к о  н а  н у л е в о м  с л о е ,  н о  и н а  п е р в о м . Д л я  э т о г о  м о ж н о  п о п о л ь 
з о в а т ь  с л е д у ю щ е е  п р е о б р а з о в а н и е :  '

UjO —  ф}0>

u ( jh ,  х)  =  a ( jh ,  0) +  т  Щ -U h ,  0) +  0 (т 2) ;
d t

д а  д а  , .
------ —  ю — ------- \- L u ;

dt  д х

д и -  о . '
U j i  —  UjQ +  X  +  т L a  (j h , 0) +  0 (т 2)',

u ( jh ,  0) = ф й, (jh,  0) =  ф 7 ( х }) ; 
о х

L u ( j h ,  0 )  =  /  ( Я  0 ) .

Т а к и м  о б р а з о м ,  а п п р о к с и м а ц и я  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я  п р о в о д и т с я  
п о  ф о р м у л а м

Uj  о =  CPjJ

U j \  —  фз +  ф /  +  т/jO •
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1. У р а в н е н и е  теплопроводности. Я в н а я  с х е м а  

Р а с с м о т р и м  г р а н и ч н у ю  з а д а ч у

д и  д 2и  , .  .

и | * - о  = ф М >  “ U - 0  —

И § 3  и 4  э т о й  г л а в ы  П о к а за н о *  ч т о  т а к а я  з а д й ч а  м о ж е т  б ы т ь  
а п п р о к с и м и р о в а н а  с  п о м о щ ь ю  с л е д у ю щ е й  я в н о й  с х е м ы :

§ 5. Решения нёкото^ых разн б й н ы х  6%Ш

Що —  <Pj I

Ujk+i =  Ujii ( l — 2co) +  со (и ;-_1/( +  % +ift) + /jftT, 

«oft =  link —  "фга ,

( 3 .2 2 )

г д е  / = 1, 2, . . . ,  n —  1; k  =  1, 2, . . . ,  m.

О б л а с т ь  о г р а н и ч е н а  п р я м ы м и : x  —  0 , x  =  I, t =  0 , t —  T.  П о 

с т р о е н а  с е т к а :  x  =  jh, t =  kx, h  —  — , x =  a h 2. Р а с ч е т  в е д е т с я  « й о 
га

с л о й н о » . С л о я м и  н а з ы в а ю т  н а б о р  т о ч е к , л е ж а щ и х  н а  п р я м ы х  
t —  xk.  В  т о ч к а х  н у л е в о г о  с л о я  t —  0  з н а ч е н и я  ф у н к ц и и  и з в е с т н ы  
и з  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й  Uj0 =  <р3- .

Р а с ч е т  в п е р в о м  с л о е  в е д е т с я  п о  ф о р м у л а м :

ио\ —  ip io ;

Uji — Ujo( \ - —  2(0 ) +  O )(u .;_ io +  Mj+io) +  fj lTJ 

1 u n\ —  ^21 •

К о г д а  в с е  з н а ч е н и я  %  в ы ч и с л е н ы , (П ер ех о д я т  к о  в т о р о м у  с л о ю .

2. У р а в н е н и е  теплопроводности. Н е я в н а я  с х е м а

Р а с с м о т р и м  г р а н и ч н у ю  з а д а ч у ,  о п и с а н н у ю  в п р е д ы д у щ е м  п у н к 
т е , и и с п о л ь з у е м  а п п р о к с и м а ц и ю  в и д а  ( 3 .1 4 )

—Ik (О “ “  tijk (1 2 (0 ) "I- Uj-^ifid) =  fjhdih Ujh-}-l • ( 3 .2 3 )

С и с т е м а  у р а в н е н и й  ( 3 .2 3 )  м о ж е т  б ы т ь  р а з б и т а  н а  о т д е л ь н ы е  
с и с т е м ы  т а к ж е  п о  с л о я м . Ф и к с и р у е м  k  и н а ч и н а е м  с  k  =  \, т а к  к а к  
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п р и  & =  6 з н а ч е н и е  ф .ун ю ц йи и з в е с т н о  й з  н а ч а л ь й ь л х  у с л о в и й . Йрй- 
в е д е м  з д е с ь  с и с т е м у  д л я  k = l :

— =  F\ t
a u u  —  b u 2\-\-cusi  = F 2 ,

ati2\ — bu%\ +  CM41 . = F z ,

— 6 u n _ 2 i +  C U n~ \ \  —  F n - 2 ,  

(Zlln—21 ~~ n — 11 ’ и—1 ,

( 3 .2 4 )

г д е  F \  =  ф 1 —  т /м  —  йУфп, F j  =  фj —  т /я  , F j j - i  =  ф п-1 —  т/ n - l  —  0Уф21 , 
a  =  с  =  © , b =  1 —  2©. 1

Д а н н а я  с и с т е м а  и м е е т  т р е х д и а г о н а л ь н у ю  м а т р и ц у  и р е ш а е т с я  
м е т о д о м  п р о г о н к и , к а к . б ы л о  о п и с а н о  в г л а в е  I I .  Р е к о м е н д у е м  ч и 
т а т е л ю  с о с т а в и т ь  ф о р м у л ы  д л я  в ы ч и с л е н и я  к о э ф ф и ц и е н т о в  с г 
и F \  п р и м е н и т е л ь н о  к  с и с т е м е  ( 3 .2 4 ) .

3. Р е ш е н и е  з а д а ч и , д л я - у  р а в н е н и я  т еплопроводност и  и з м е н и т с я ,  
е с л и  м ы  б у д е м  и с п о л ь з о в а т ь  б о л е е  с л о ж н ы е  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я :

д а  1 = а ( 0 « | ^ о ,  +  Р ( 0 ;
д х

д и

д х X = I

С о х р а н и м  у р а в н е н и е  и н а ч а л ь н ы е  у с л о в и я  в п р е ж н е м  в и д е  

ди. д%и  , . ■

d t  д х 2

м |; = о  =  ф (л :).

В  э т о м  с л у ч а е ,  к а к  б ы л о  о п и с а н о  в §  4  гл . I I I ,  с д в и г а е м  с е т к у  п о

о с и  Ох н а  и в в о д и м  д в е  д о п о л н и т е л ь н ы е  т о ч к и . С е т к у

2 /  1 \
б у д у т  с о с т а в л я т ь  п р я м ы е  х  = 1  /  +  — j h; j  ■■ - 1, 0, . . . ,  га; t =  xk;

k  =  0, 'I ,  . .  . ,  m ; и р а з н о с т н а я  с х е м а  п р и м е т  в и д

U - i k  ■ " Uok u - \ k  +  Щ к
—  a i -------- ?г------------Ь Рд Ih  .2  

aiU j- ik  —  (1 +  2co) Ujk +  ©Wj+ih  =  ~ x f j k  +  U jk - 1 . 

k  =  1, 2, . . . ,  m;  j  =  0, 1, . . . ,  n — 1;

« п /i ^ n —1/t «nfe “b

h —  T i ----------

UjO =  ф 3- .

+  61 ;
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Р е ш а ю т  э т у  с и с т е м у  п о  с л о я м . В ы п и ш е м  в р а з в е р н у т о й  ф о р 
м е  ч а с т ь  с и с т е м ы  д л я  п е р в о г о  с л о я :  :

(2 — ha,i) U—H — (2  +  h a i ) u 0\ 

o)U _n (1 + 2со) и$\

=  2 / t . p i ,

=  ~ ■'foiT +  фО ,

Mlln-21 — ( i "I 2co) и п- ц - \ -  (ОЫщ =  — f ^ _ i T +  ф л-1

— ( 2 4 it 4■ (2 — k ' Cj,) u n i =  2hb\:

( 3 .2 5 )

С и с т е м а  ( 3 .2 5 )  р е ш а е т с я  м е т о д о м  п р о г о н к и . Ч т о б ы  и с п о л ь з о 
в а т ь  ф о р м у л ы , в ы в е д е н н ы е  в §  4  г л . I I ,  о б о з н а ч и м :  2  —  h a \  =  b - \  ; 

2 ■— h a \  =  C-i;  2/ ip i  =  / _ ь  <а =  с^; ш =  а 3- ; — 1 —  2<а =  ;
- / д т  +  q?j -  fj.; j  =  о, 1, —  2 —  h ' { 1 =  а п ; 2  —  h 8 i  =  bn ;
2 Ы \  =  f n .

С  п о м о щ ь ю  ф о р м у л  п р я м о г о  х о д а  п р о г о н к и

bj —  d j C ) -  1
7------- , /  =  0, 1, .  . . ,  п  - \  ;

f j  —  C l j f j  _ i
/<  =  4 !-------- Ц г — . J =  0, 1,    я
J ‘ bJ —  a j b j _ 1 '  1

( 3 .2 6 )

с и с т е м а  ( 3 .2 5 )  м о ж е т  б ы т ь  с в е д е н а  к  с и с т е м е

и_ IX С- 1 И01

^01 ~Ь Со Н ц

- Г -  и  

= / 6 , '

— 11 "i-  С п — 1 Ип j  ---  f n  — I ,

« „ = / » •

( 3 .2 7 )

Р е ш е н и е  ,с и с т е м ы  ( 3 .2 5 )  о п р е д е л я ю т  ф о р м у л ы :

Wnl ~  fn г 

U j - n  =  f j  Cj Ujy ,
(3.28)

п р и  j  =  n ,  n  — 1, . . . ,  0, — 1.

П р о ц е с с  п о в т о р я е т с я  д л я  с л е д у ю щ и х  с л о е в .
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4. В о л н о в о е  ур а в н е н и е .  Я в н а я  с х е м а  

д2и  д 2и

д ?  д х 2 

и  | /= о  =  ф 1 ( х ) ;

=  f (x ,  t);

д и

~dt
Ф г( * ) ;

и | ж=:0 =  0|)1 (х)-, и \ к^ 1= $ 2 (х ) .

Э т а  г р а н и ч н а я  з а д а ч а  о п и с ы в а е т  р а з л и ч н ы е  в о л н о в ы е  п р о 
ц е с с ы : а к у с т и ч е с к и е , в о л н ы , в о л н ы  п о н и ж е н и я  и п о в ы ш е н и я  у р о в н я  
ж и д к о с т и  в о т к р ы т ы х  р у с л а х  и т . д .

И с п о л ь з у е м  о п и с а н н у ю  в §  3  э т о й  г л а в ы  м и н и м а л ь н у ю  п я т и 
т о ч е ч н у ю  с х е м у

ч-jk+i —  t i > ( u j - i h + '  Uj+\k)  +  2 ( 1  —  со) U j k —  Ujh—i +  h 2fjk-  ( 3 .2 9 )

Г р а н и ц а м и  о б л а с т и  я в л я ю т с я  п р я м ы е  х  =  0 , х  —  I, t —  0 , t =  Г. 
С е т к у  о п р е д е л я ю т  х  =  jh, t =  k т , т  =  соh, k  =  0 , 1, 2, , т \

j  =  0, 1, . . . ,  п.
Г р а н и ч н ы е  д а н н ы е  а п п р о к с и м и р у ю т с я  с о о т н о ш е н и я м и :

« /о  =  ? 1/>
■'М/ i  =  тср2/- f -  ср,/,

Щ к  —  Tplft ,
Huh —  1̂ 2/t ■

( 3 .3 0 )

П о с т р о е н н а я  с х е м а  я в л я е т с я  я в н о й  и р а с с ч и т ы в а е т с я  п о с л о й н о ,  
н а ч и н а я  с  k  =  2 .

П р и м е р .  Р е ш и т ь  у р а в н е н и е  т е п л о п р о в о д н о с т и

д и  д2и

d t  д х 2
0

п р и  с л е д у ю щ и х  г р а н и ч н ы х  и  н а ч а л ь н ы х  д а н н ы х :

и  | i— Q =  0 , и  [».=о =  0 , и  |ж=1 =  At.

Д л я  р е ш е н и я , и с п о л ь з у е м  я в н у ю  с х е м у  со =  :

Uj—lk +  Uj+lk  
U j k + i — ■— -------0---------- , А х  =  0 ,2 ,  A t  =  0 ,0 1 .

125



Р е ш е н и е  з а п и с ы в а е т с я  в, в и д е  т а б л .  2 5 . Р а с ч е т  в е д е т с я  о т  t =  О 
д о  t =  0 ,0 8 .

Таблица 25

\ y 
k \

0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0
1 0,01 0 0 0 о 0
2 0,08 0,02 ' 0 0 0 0
3 0,12 0 ,04 , 0,01 0 о o
4 0,16 0,065 0,02 0,005 0 0
5 0,20 0,090 0,350 0,10 0,003 0
6 0,24 0,118 0,05 0,018 0,005 0
7 0,28 0,145 0,068 0,038 0,009 0
8 0,32 0,174 0,092 0,039 0,019 0

§  6 .  М е т о д  м а т р и ч н о й  п р о г о н к и

Б у д е м  р а с с м а т р и в а т ь  с м е ш а н н у ю  з а д а ч у  д л я  у р а в н е н и я
П у а с с о н а

A u =  f ( x , y ) ,

д и

д п
а  (х , у )  a j s  +  р (х, у ) .

М ы  п р и м е н и м  к н е й  у ж е  о п и 
с а н н у ю  в ы ш е, с д в и н у т у ю  н а  п о л о 
в и н у  ш а г а  с е т к у , и м и н и м а л ь 
ную .. с х е м у  а п п р о к с и м а ц и и  и з  п я ти  
т о ч е к , у ж е  и с п о л ь з о в а н н у ю  н а м и  
в §  2 э т о й  г л а в ы  в п р и м е н е н и и  
к у р а в н е н и ю  Л а п л а с а .  Д л я  п р о 
с т о т ы  о п и с а н и я  р а с с м о т р и м  п р я м о 

у г о л ь н у ю  о б л а с т ь  с  д в а д ц а т ь ю  т о ч к а м и , о г р а н и ч е н н у ю  п р я м ы м и  
х  =  0 , х  =  а, у  =  0 , у  =  Ь, п р е д с т а в л е н н у ю  н а  р и с . 13. К о о р д и н а т ы  
т о ч е к  с е т к и  о п р е д е л я ю т с я  ф о р м у л а м и  ' ■ ~

Рис. 13. Сеточная область  
в случае см еш анной задачи

х-. у - )  +  \  и .

П р и в е д е м  у к а з а н н у ю  к о н е ч н о - р а з н о с т н у ю  с х е м у  

Щ —lj +  ui+ l j  +  uij- 1 +  uij+ 1 —  4 « j j  =  Щ Ц
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Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  в п р и м е н е н и и  к ч е т ы р е м  г р а н и ц а м  н а ш е й  
о б л а с т и  и м е ю т  в и д

д а

д х

ди.

ду

д и

д х

д и

я=0

У= о

=  а  ( 0, г / ) а | х = о + | 3 ( 0 ,  у ) ;
)

=  а  (х, 0 ) и  | у = о +  р (х,  0) ;  

=  а  (а, у )  и  | х = о  +  Р ( # ,  г/); 

=  а ( х ,  Ь ) и \ у = ь  +  Р (х ,  Ь ) .
у — Ъ

О н и  а п п р о к с и м и р у ю т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

- u o j +  i i— i j  ■- a Qj +' t i - м  ,
-  +  o . ( 0, у ,)  -------- 2---------  ’ У з ) \

«4j +
+  «  (a, y j }  --------г г - ------ +  p (a ,  «/,•);

(3 .3 2 )

- H j o  +  « г - I  . ,  u iO +  u i - l
h  ’ =  a  ( X i , 0 )  7 4 - P (x% i 0 ) ,

a  ( X j , 6)

2

UiS +  Ui2
4- p { X i , 6 ) .

( 3 .3 3 )

- О п и с а н н ы й  в §  5  гл . II и т е р а ц и о н н ы й  п р о ц е с с  в п р и м е н е н и и  
к д а н н о й  з а д а ч е  с х о д и т с я  о ч е н ь  м е д л е н н о .  В  э т о м  п а р а г р а ф е  м ы  
с в е д е м  к о н е ч н о - р а з н о с т н у ю  с х е м у  к о б о б щ е н н о й  (и л и  в е к т о р н о й )  
т р е х д и а г о н а л ь н о й  с и с т е м е ,  п р и ч е м  з а  к о э ф ф и ц и е н т ы  п р и м е м  
м а т р и ц ы , а  з а  н е и з в е с т н ы е  — в е к т о р ы , р а з б и в  т а к и м  о б р а з о м  
о с н о в н у ю  с и с т е м у  н а  п о д с и с т е м ы . К  п о с т р о е н н о й  в е к т о р н о й  с и 
с т е м е  б у д е м  п р и м е н я т ь  м е т о д  п р о г о н к и , п р е о б р а з о в а н и Н ы й  - д л я  
н а ш е г о  с л у ч а я .

М о ж н о  з а м е т и т ь ,  ч т о  в к а ж д о м  у р а в н е н и и  о с н о в н о й  с и с т е м ы  
и с п о л ь з у ю т с я  з н а ч е н и я  ф у н к ц и й , в ы ч и с л е н н ы е  в п я т и  т о ч к а х .  
Н о  т о ч к и  э т и  р а с п о л а г а ю т с я  н а  т р е х  в е р т и к а л ь н ы х  и л и  г о р и з о н 
т а л ь н ы х  п р я м ы х  с е т к и . П р и м е м  з н а ч е н и я  ф у н к ц и и  и, л е ж а щ и е  н а  
о д н о й  п р я м о й  Що, Mi l , щ2) з а  с о с т а в л я ю щ и е  в е к т о р а  U * .  П р и
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э т о м  м ы  н е  в к л ю ч а е м  д в е  к р а й н и е  т о ч к и  (г, — 1 ) ,  (г, 3 ) .  Д е й с т в у я  
т а к и м  о б р а з о м ,  м ы  п о л у ч и м  ш е с т ь  в е к т о р о в

и 0 =

/ , «20 \ / «30 \ / «40
и2 = «21 , и3 = «31 ,  и4 = «41

\^  « 2 2 / \ «32 / \  ̂ М42

Д а л е е  м ы  м о ж е м  з а п и с а т ь  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  в в е к т о р н о м  
в и д е  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .  В ы п и ш е м  эт и . у с л о в и я  н а  п р я м о й  х  =  О 
в т р е х  т о ч к а х

«  оо d~ « - ю  , «оо +  « - ю
------------ j — —  =  «  ( 0, у  о) --------2---------+  р ( 0, i /o ),

«01 +

тг.

«02 +  «-12

.«01 +  «-11
+  Р (0 , г/ i ) ,

t/-02 ^—12 =  сс (0, г/г) - - о- - :- - ^ Р ^ 2) ■/г ' “  v~ ’ 2

В в о д я  м а т р и ц у  а 0 и в е к т о р  ро п о  ф о р м у л а м

(3 .3 4 )

а  (Q, у  о) 0 0

« о = | .  0 а  ( 0, у \ )  0

0 0 а  ( 0, у 2)

Ро =

^  Р (0 ,  Уо) 

Р (0 ,  г/ i )  

\  Р (0 , Уз)

б у д е м  р а с с м а т р и в а т ь  у р а в н е н и я  ( 3 .3 4 )  к а к  с о с т а в л я ю щ и е  в е к т о р 
н о г о  р а в е н с т в а  -

и 0 +  и _ ,  и 0 +■ и _ ,

---------~ h ----------° ао  2 +  Р° -  ( 3 -3 5 )

А н а л о г и ч н о , р а с с м о т р е в  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  в. т о ч к а х  п р я м о й  
х  =  а  и  в в е д я  о б о з н а ч е н и я

ССп -

( а  (а, уо) 0 0

0 а  (а, у \ )  0 | ,  ра =■

О 0 а  (а, у 2)

/  4 
Р (а, Уо)

Р (а, У \ ) \  ,

\  Р (а, У2 )
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( 3 .3 6 )

легко выписать второе граничное условие (3.32) в векторном виде

U 4- U 3 U 4 + U 3
=  ОСа----- -------  +  6а •h

Р а с с м о т р и м  т е п е р ь  к о н е ч н о - р а з н о с т н о е  у р а в н е н и е ,  а п п р о к с и м и 
р у ю щ е е  у р а в н е н и е  П у а с с о н а .  З а п и ш е м  э т о  с о о т н о ш е н и е  д л я  т о ч е к  
( 1, 0) ,  ( 1, 1) и ( 1, 2) :

«ро +  «20 ■— 4ыю +  «ц = h2f  10 —  w j—j,
0̂1 +  U21 +  U10 -— 4^11 +  U\2 =  h2fn ,

«02 +  2̂2 +  M11 ~ ■ 4^12 =  h2f  12-- W13 .

(3,37)

У ч т е м  д о п о л н и т е л ь н о  г р а н и ч н о е  у с л о в и я  д л я  т о ч е к  (1 , 0 ) ,  
( 1, - 1) ,  ( 1, 3 )  и  ( 1, 2) :

Що  +  w i - i  

~  h
а  ( х \ , 0)

и ю +  « 1-1
+  р (X i , 0) ,

Ы-13—  и 12 

h
а  (л г ,, Ь)

, « 1з +  а  12 

1 +  Р ( x i , b) ,

п р е о б р а з о в а в  и х  к  в и д у

« 1_  1 == Wio

«13 =  «12

2 -f- /га ю  2Ярю- 

2 — /гаю 2 — /гаю 

2 +  /га |б 2Api6
+  ■

( 3 ,3 8 )

2 —  h a ib  2 - ~ h a \ b

г д е  os i t  —  а  (х\ , b ) , а ш =  а  (х\  , 0) ,  p ]ft == р (* ] , Ь),  р ш =  « - ( ^ i . 0) .  

П о д с т а в и в  с о о т н о ш е н и я  ( 3 .3 7 )  в с и с т е м у  ( 3 ,3 8 ) ,  п о л у ч и м

«оо +  «20 +  ( — 4 +  

г/01 +  «21 + .

«02 "Ь «22 +

2 +  /га 10
« ю  +  м =  АгЛ

2/грМ1П
2 —  /гаю /  ; 1 2 — Аа10 ’

« ю — 4 « ц . +  «12 = /г2/ ц  ;

/ 2 +  /га1б \ 2 h
« и  +  [  -  4  +  Y — h a lb J  Ul2 =  ■
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В в е д я  д о п о л н и т е л ь н о  м а т р и ц у  B j  и  в е к т о р  F j п о  ф о р м у л а м

/ _ 4  j _____2ha \o
j  4 +  2 —  h

В ,

2 —  /га ю  
1

О

F , =

1

- 4

1

2 —  h a ib

2 —  /г « 1ь

м о ж н о  з а п и с а т ь  н а ш у  с и с т е м у  в  в е к т о р н о м  в и д е

U 0 +  B i U i  + ,  U 2 =  F i .

1 "

И ,  в о о б щ е ,  в в о д я  м а т р и ц у  B i  и в е к т о р ы  F i ,  г =  0 , 1, 2 , 3

_ 4 |  1
2 —  /г а г-0
1 - 4  ( 3 .3 9 )

9  Д- Pt гч ,
О 1 “  4  4- ■

V я 2/ й -

_  - 2/i|3jo  
2 —  « « /г  

Щ и

— Яссцу

( 3 .4 0 )

ГДе CXio — (-^г , 0) , pio [5 (-^г , 0) , (Xifr OS , 6) , (3ib • [5 (Хг* , 6) ,

м ы  м о ж е м  з а п и с а т ь  к о н е ч н о - р а з н о с т н о е  с о о т н о ш е н и е  д л я  в с е х  
в н у т р е н н и х  т о ч е к  с е т к и  в в е к т о р н о м  в и д е ,  с о б р а в  и х  п о  « с т о л б 
ц а м »  в в е к т о р н ы е  с о о т н о ш е н и я
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Если добавить к этому граничные условия (3.35) и (3.36)

(2  Е  —  h a  о) U _ i —  (2  Е  +  h a o ) U 0 =  2 /г р о ,

—  ( 2 Е  +  h a o )  U 3 +  ( 2 E  —  h a a) U 4 =  2 h $ a ,
( 3 .4 1 )

т о  п о л у ч и м  т р е х д и а г о н а л ь н у ю  с и с т е м у  

5 _ i U _ i +  C _ iU o

u _1+ b 0 Uo+ :' Ui
U 0+ B 1U 1+  U 2 

U ] + B 2U 2 + u 3

=  F - , ,  

“ F o i  

= F , ,  

=  F 2>
. ( 3 .4 2 )

U 2+ B 3U 3+  u 4= f 3 ,

/4 4U 3 +  B 4U 4 =  F 4 ,

г д е  В _1 =  2  E — h a  о, C L 1 =  — 2  Е  —  h a o , F _ i  — 2  hfi0 , =  — 2  E  —  h a a ,
B 4 =  2 E  —  h a a , F 4 =  2 h p a; B i ,  F , ;  г =  0 , 1, 2 , 3  о п р е д е л я ю т с я  ф о р 
м у л а м и  ( 3 .3 9 )  и ( 3 .4 0 ) .

С и с т е м у  ( 3 .4 2 )  р е ш а ю т  м е т о д о м  п р о г о н к и . И с п о л ь з у е м  ф о р м у 
л ы , п о л у ч е н н ы е  в §  4  гл . I I :

С! г =  S I ! С_ i; F'_A =  B Z l  F _  С{ =  (Bt -  С[ _ 0~ i .

F fl =  ( B i - C l . 1) - 1 (F j  —  F / _  , ) ,

• F ^ ^ ^ - ^ a r 1 ( f 4 - ^ ) .

0 ,  1 , 2 ,  3 ; ( 3 .4 3 )

И з  э т о й  с и с т е м ы  с  п о м о щ ь ю  о б р а т н о г о  х о д а  н а й д е м  р е ш е н и е  
з а д а ч и  в в е к т о р н о й  ф о р м е

U 4 =  F ;  U *_! =  F J. ■ Q  _  1 У г- п р и  i =  4 , 3 , 2 , 1, 0 . ( 3 .4 4 )

С а м ы м  т р у д о е м к и м  в о п и с а н н о й  с х е м е  я в л я е т с я  п р о ц е с с  
о т ы с к а н и я  о б р а т н ы х  м а т р и ц , к о т о р ы й  п р о в о д и т с я  д в а ж д ы  н а  к а ж 
д о м  ш а г е  п р о г о н к и . П о э т о м у  п р и  п р я м о у г о л ь н о й  о б л а с т и  с л е д у е т  
в ы б и р а т ь  с т р о ч к и  б о л е е  д л и н н ы м и , ч е м  " с т о л б ц ы , ч т о б ы  п о р я д о к  
в е к т о р о в  и м а т р и ц  б ы л  в о з м о ж н о  м е н ь ш и м . Э т о  у м е н ь ш и т  к о л и ч е 
с т в о  а р и ф м е т и ч е с к и х  д е й с т в и й  и  с о о т в е т с т в е н н о  у м е н ь ш и т  в ы ч и с 
л и т е л ь н у ю  п о г р е ш н о с т ь . О ч е в и д н о , м е т о д  м а т р и ч н о й  п р о г о н к и  о т 
н о с и т с я  к  т о ч н ы м  м е т о д а м  л и н е й н о й  а л г е б р ы , и п о г р е ш н о с т и  
в э т о м  с л у ч а е  п о я в л я ю т с я  з а  с ч е т  а п п р о к с и м а ц и и , з а  с ч е т  п о г р е ш 
н о с т и  и с х о д н ы х  д а н н ы х  и  з а  с ч е т  о к р у г л е н и я .
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П р и м е р .  Р а с с м о т р и м  р е ш е н и е 'с м е ш а н н о й  з а д а ч и  д л я  у р а в н е 
н и я  П у а с с о н а  с  п о м о щ ь ю  м а т р и ч н о й  п р о г о н к и . Г р а н и ч н а я  з а д а ч а  
и м е е т  в и д

а -и  д'-а 

д х 1 ' д у 1

д и  , . . .  . , ,
=  и \х= о + У - У ’

д х

д а

д х

д и

д у

=  « | х=0,'8+ 1,418 +  0,2/у -  г/3,-
tt= 0,8

д а

д у г/=о
« | ^ 0 +  АГ - Х 3 ,

й = 0 , -5
=  и j у̂ -о,6 — А"3 +  °’4Х +  °>4^

С е т к а  п р е д с т а в л е н а  н а  р и с . 13.
И з  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  -п ол уч и м

Обо ОС0(8 12]

У р а в н е н и я  ( 3 .3 5 )  и ( 3 .3 6 )  з а п и ш е м  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .

9  U _ ,  —  1 1 U 0 =  2  |30 ,

9U 4— 1 Ш з  =  2 |Зо,8 •

М а т р и ц ы  B i  о п р е д е л я ю т с я  ,-по ( 3 .3 9 )  в в и д е

^ — 2 ,7 7 7  ’ 1 0  \

B i  =  1 — 4 1 , i =  0 , 1, 2 , 3 .

^ 0 1 — 2 ,7 7 7  J  ,
П р а в ы е  ч а с т и  у р а в н е н и й  о п р е д е л я ю т с я  с л е д у ю щ и м и  з н а ч е 

н и я м и :



F ,  =

/

Fa =

0,113
0 ,2 4 0  

У  0 ,1 9 5

В  р е з у л ь т а т е  п р я м о г о  х о д а  п р о г о н к и  м ы  п о л у ч и м  с и с т е м у  
( 3 .4 3 ) ,  г д е  м а т р и ц ы  и в е к т о р ы  F ^ в ы ч и с л е н ы  в в и д е :

Q L 1 А , 2 2 2 В ,

а - .

3 ,2 2 3

- 0 ,9 7 8

0

- 0 ,9 7 8

2 ,9 2 4

- 0 ,9 7 8

С [  =

1,111

- 0 ,1 1 5

0

- 0 ,1 1 5

1,221

- 0 ,1 1 5

Ci:
0 ,9 6 9

- 0 ,0 6 3

0

- 0 ,0 6 3

1 ,0 3 3

- 0 ,0 6 3

- 1 , 2 7 3  — 0 ,0 8 1

С£ =  |  — 0 ,0 8 1  1 ,1 6 2

0 — 0 ,0 8 1

F '_  г =

I { =

FS =

— 0,021
0 ,0 8 3

0 ,0 1 8

— 0,002
0 ,1 2 8

0 ,0 6 2

0,208
0,190
0,208
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И , н а к о н е ц , р е ш е н и е  з а д а ч и  з а п и ш е м  в в и д е  в е к т о р о в , р а с с ч и 
т а н н ы х  п о  ф о р м у л а м  ( 3 .3 4 ) :

/  0 ,2 0 8  Д  /  — 0 ,1 1 3  \  /  — 0 ,1 0 6

U 4 =  0 ,1 9 0  , ' U 3 =  - 0 , 0 7 4  , U 2 =  I 0 ,0 6 5  ,

; \  0 ,2 0 8  /  \  — 0 ,0 9 0  )  \  - 0 , 0 2 3  )

(  — 0 ,0 7 0  \  /  —  0 ,4 0 1  \  /  0 ,5 1 1  \

U i =  0 ,1 5 7  I  и 0 =  I 0 ,6 0 1  I и _ 1 =  - 0 , 6 7 3  .

Д  0 ,0 1 2  /  Л  — 0 ,1 7 4  Л  0 ,2 9 5  /

§  7 .  Н е к о т о р ы е  п р о с т е й ш и е  с п о с о б ы  и с с л е д о в а н и я  

у с т о й ч и в о с т и  к о н е ч н о - р а з н о с т н ы х  с х е м

В е р н е м с я  к  п о н я т и ю  у с т о й ч и в о с т и , в в е д е н н о м у  в §  1 д а н н о й  
г л а в ы . Р а с с м о т р и м  р а з л и ч н ы е  с п о с о б ы  п р о в е р к и  у с т о й ч и в о с т и  к о 
н е ч н о -р а з н о с т н ы х  с х е м .  '

1. е - с х е м а .  П р о с т е й ш и м  с п о с о б о м  и с с л е д о в а н и я  у с т о й ч и в о с т и '  
к о н е ч н о -р а з н о с т н ы х  с х е м  я в л я е т с я  н е п о с р е д с т в е н н а я  п р о в е р к а  п о 
в е д е н и я  е д и н и ч н о й  о ш и б к и  п р и  р а с ч е т е 'п о  с х е м е .  Т а к а я  п р о в е р к а  
м о ж е т  б ы т ь  'п р и м е н е н а  т о л ь к о  к  я в н о й  с х е м е  и к т о м у  ж е  н е  д а е т  
о к о н ч а т е л ь н о г о  о т в е т а  н а  в о п р о с  о б  у с т о й ч и в о с т и .

П р о в е д е м  н а  п р и м е р е  д в у х  с х е м  д л я  у р а в н е н и я  т е п л о п р о в о д 
н о с т и  п р о в е р к у  н а  у с т о й ч и в о с т ь  п о  е - с х е м е .  И с п о л ь з у е м  с х е м ы  
( 3 .1 3 0  и ( 3 .1 6 ) .  Н а п о м н и м  п о л у ч е н н ы е  ф о р м у л ы

=  ~  (« j -U i +  y-j+ih)', ( З Л У )

lijk+l —  из -  +  u j+lk  +  u jh- \ —  2 Ujk . , ( 3 .1 6 )

З а п и ш е м  р е ш е н и е  г р а н и ч н о й  з а д а ч и  д л я  у р а в н е н и я  т е п л о п р о 
в о д н о с т и  б е з  п р а в о й  ч а с т и  н у л е в ы м и  г р а н и ч н ы м и  и  н а ч а л ь н ы м и  
у с л о в и я м и

д а  а 2 а  ^

d t  д х 2

а  | ;=0 =  0 , ■« | я = 0  =  0 , U | х==1 =  0.

О ч е в и д н о , т а к а я  - з а д а ч а  и  р е ш е н н а я  т о ч н о , и  п о  ф о р м у л а м  
( 3 .1 3 ' )  и ( 3 .1 6 )  д о л ж н а  д а т ь  в о т в е т е  т о ж д е с т в е н н ы й  н о л ь . П р е д 
п о л о ж и м , ч т о  и з - з а  н е т о ч н о с т и -  в н а ч а л ь н ы х  д а н н ы х  и л и  и з - з а
о к р у г л е н и я  в о д н о й  т о ч к е  с е т к и  п о я в и л а с ь  о ш и б к а  е. Р а с 
с м о т р и м , к а к  и з м е н и т с я  п р и  э т о м  р е ш е н и е . В  т а б л .  2 6  д а н  р а с ч е т  
о ш и б к и  п о  ф о р м у л е  ■ ( 3 .1 3 ' ) .  И м е е т с я  в в и д у ,  ч т о  к а ж д а я  т о ч к а  
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т а б л и ц ы  з а м е н я е т  т о ч к у  с е т к и . Р а с ч е т  в е д е т с я  с в е р х у  в н и з . З н а 
ч е н и я  в в е р х н е й  с т р о ч к е  и з в е с т н ы . Р а с ч е т ,  к а к  о п и с а н о  в §  5  э т о й  
г л а в ы , в е д е т с я  п о с л о й н о .

Таблица 26

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0 0 0 0 е 0 0 0 0 0

2 0 0 ' 0 £
0 Е. Г

0 0 0 0
2 2г Зе Е

3 0 0 -г-- 0 0 0 0 0
4 8 7г 5 5 Б4 0 — 0 —  S 0 ---  £ 0 0 0

8 16 16 8

П о г р е ш н о с т ь ,  к а к  п о к а з ы в а е т  р а с ч е т ,  р а с п р о с т р а н я е т с я  в н у т р и  
т р е у г о л ь н и к а ,  н о  о с т а е т с я  в с е  в р е м я  о г р а н и ч е н н о й  и с х о д н ы м  з н а 
ч е н и е м . е - с х е м а  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  р а з н о с т н а я  с х е м а  ( 3 .1 3 ' )  в о з м о ж 
н о  у с т о й ч и в а .

В  т а б л .  2 7  п р о в е д е н  р а с ч е т  п о  ф о р м у л е  ( 3 .1 6 ) .  В  э т о м  с л у ч а е  
с ч и т а ю т с я  и з в е с т н ы м и  з н а ч е н и я  р е ш е н и я  в п е р в ы х  д в у х  с т р о ч к а х .

Таблица 27

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 S 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 е - 2 s £ 0 0 0 0
4 0 0 0 е — 4s 7е — 4е S 0 0 0
5 0 0 £ —6s 17s - 2 4 s 17г — 6е £ 0 0
6 0 £ —8s 31е — 68е 89г - 6 8 г 31 — 8в - 0

Л е г к о  з а м е т и т ь ,  ч то . р а с п р о с т р а н я я с ь  в т а к о м  ж е  т р е у г о л ь н и к е ,  
к а к  и  п р и  р а с ч е т е  п о  ф о р м у л е  ( 3 .1 3 ' ) ,  п о г р е ш н о с т ь  н е о г р а н и ч е н н о  
р а с т е т .  М о ж н о  с д е л а т ь  в ы в о д , ч т о  с х е м а  ( 3 .1 6 )  н е у с т о й ч и в а .

2 . Д а д и м  б о л е е  т о ч н о е  о п р е д е л е н и е  у с т о й ч и в о с т и  р а з н о с т н о й  
с х е м ы . П о л ь з у я с ь  о п е р а т о р а м и  в ы б о р к и  [ ] h и  { }н, б у д е м  р а с 
с м а т р и в а т ь  н о р м и р о в а н н о е  п р о с т р а н с т в о  с е т о ч н ы х  ф у н к ц и й , г д е  
н о р м о й  б у д е м  с ч и т а т ь  н а и б о л ь ш е е  п о  м о д у л ю  з н а ч е н и е  Щь . Т а к и м  
о б р а з о м ,  т а б л и ц а  р е ш е н и й  р а з н о с т н о й  з а д а ч и  м о ж е т  р а с с м а т р и 
в а т ь с я  к а к  м н о ж е с т в о  с о с т а в л я ю щ и х  в е к т о р а  u h- Т о г д а  у к а з а н н а я
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н о р м а , с о о т в е т с т в у е т  о п р е д е л е н н о й  в §  3  гл . II  п е р в о й  н о р м е .,  
В  о п р е д е л е н и я х  н е  . б у д е м  у к а з ы в а т ь  т и п  н о р м ы , т а к  к а к  м о ж н о  
и с п о л ь з о в а т ь  и  д р у г и е  н о р м ы .

В в е д е м  с л е д у ю щ е е  о п р е д е л е н и е .  Р а з н о с т н а я  с х е м а

Lh  tih = = f h

I  и  —  I (3 :4 5 )lh u h '

у с т о й ч и в а  в о б л а с т и  D h, е с л и  п р и  л ю б ы х  h  и м е е т , м е с т о  н е р а в е н 
с т в о

I I M <  W J I / J  +  i V J c f v l l ,  ( 3 .4 6 )

г д е  N \  и  N 2 ~ ~ п о с т о я н н ы е , a f h и срй, т а к  ж е  к а к  и u h, р а с с м а т р и 
в а ю т с я  в в и д е  в е к т о р о в . Н о р м ы  в л е в о й  и  п р а в о й  ч а с т и  д о л ж н ы  
б ы т ь  с о г л а с о в а н ы .

П р о в е д е м  д о к а з а т е л ь с т в о  у с т о й ч и в о с т и  я в н о й  к о н е ч н о - р а з н о с т 
н о й  с х е м ы  д л я  у р а в н е н и я  т е п л о п р о в о д н о с т и ,  и с п о л ь з у я  в в е д е н н о е  
о п р е д е л е н и е  и  « р а с с л о е н и е » ,  о п и с а н н о е  в §  5  д а н н о й  г л а в ы  п р и  
р е ш е н и и  п о  э т о й  с х е м е . .  С х е м а  о п р е д е л я е т с я  ф о р м у л о й

(1 —  2со) +  со (W j-i/t +  Mj+ift) +  fjhX ( 3 .4 7 )

п р и  j  =  1, 2 , . . . , я  г—  Г, k  =  1, 2, . . . ,  т, Ujо =  , u ok =  4>Ift,
Mnk “  ^ 2h •

В в е д е м  в е к т о р  U k { u o h , u l h , . . . ,  u n k }-
К а к  б ы л о  п о к а з а н о ,  м ы  м о ж е м  в ы ч и с л и т ь  в с е  с о с т а в л я ю щ и е  

в е к т о р а  U h ,  е с л и  и з в е с т н ы  с о с т а в л я ю щ и е  в е к т о р а  U h - \ .
В в е д е м  н о р м у  м н о ж е с т в а  в е к т о р о в  ы/4 т а к , к а к  м ы  у к а з ы в а л и ,  

т. е .

\\uk\\ —  m a x  | tijfr]. •
/

В в е д е м  д о п о л н и т е л ь н о  п р о с т р а н с т в о  U h с е т о ч н ы х  ф у н к ц и й  u h, 
в к л ю ч а ю щ и х  к а к  с о с т а в л я ю щ и е 'в е к т о р а  U h ,  и  о п р е д е л и м  и х  н о р 
м у  ф о р м у л о й

11мА|| =  m a x  
к

Д л я  д о к а з а т е л ь с т в а  у с т о й ч и в о с т и  з а п и ш е м  к о н е ч н о - р а з н о с т 
н у ю  с х е м у  в в и д е

и ш  => R h U k +  т р  * =  £ # > +  1 +  U i \  х,

г д е  R h —  о п е р а т о р  п е р е х о д а  о т  с л о я  к  с л о ю , к о т о р ы й  к а ж д о м у  
в е к т о р у  U k с т а в и т  в с о о т в е т с т в и е  в е к т о р  U u + \  п о  ф о р м у л е

t i f i  +1 ■= (1 —  2(o) Ujh +  со (U j- ih  + ’ U j+ ih ) ,

a  p/i о п р е д е л я е т с я  с о с т а в л я ю щ и м и

Рк {flk » }гк > • • • > fnk) •
136



П р и  э т о м  U а з а д а н  о п р е д е л е н и е м  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й  ( ф о , cp i, . . .  s- 
■фп). Г р а н и ч н ы е  з н а ч е н и я  в х о д я т  в « ь

Н о р м ы  | |f ft ||, ||ф й || о п р е д е л е н ы  в н а ш е м  с л у ч а е  ф о р м у л а м и

| | / А|| =  m a x  m a x  | fjk | =  m a x  | | / ft||; 
k j k

| |ф А I! =  m a x

Р а с с м о т р и м  о п е р а т о р  R f r и о ц е н и м  е г о . П р й  со <  —  и м е е т  м е с т о  
н е р а в е н с т в о  2

| Ujh (1 -— 2со) Н-1 со (iij+ik  +  U j- ik )  ! -С

< |  (1 — 2и) +  2<в | m a x | a  -ft| =  ||%|Ь
У

О т к у д а  с л е д у е т

| Ujk+l | <  Il«ft[| +  t  \\fh ||.
I

Т а к  к а к  п р а в а я  ч а с т ь  н е р а в е н с т в а  н е  з а в и с и т  о т  / ,  т о  н е р а в е н 
с т в о  с п р а в е д л и в о  и д л я  т о г о  / ,  г д е  Ujh+i н а и б о л ь ш е е ,  т . е .

\ Ы \  <  llUftll +  т | | / й ||. ' /

П о с т р о и м  с о о т в е т с т в у ю щ и е  н е р а в е н с т в а  д л я  в с е х  k :

l l« 2l l <  l l « i l l + T | | f J ,

ll%+ ill < [ | « fc|| + x | | f  J .

С к л а д ы в а я  п о ч л е н н о  п о л у ч е н н ы е  н е р а в е н с т в а ,  и м е е м  

\\Uk+l\\ <  II «О II +  (k +  l ) t  llfft||.
В в е д я  п о с т о я н н у ю  Т  >  ( k  +  1 ) т ,  п о л у ч и м

I|wa+ i II ■< НирН + - 7 ’ | | /а11. . (3.48)

Н е р а в е н с т в о  ( 3 .4 8 )  н е  з а в и с и т  о т  k  и , с л е д о в а т е л ь н о ,  о н о  с п р а в е д 
л и в о  и  п р и  т о м  k , г д е  \[Uh\\ д о с т и г а е т  н а и б о л ь ш е г о  з н а ч е н и я

II « J  < 1 1  Т а | | +  T \ \ f h \\. ( 3 .4 9 )

Н е р а в е н с т в о  ( 3 .4 9 )  о п р е д е л я е т  у с т о й ч и в о с т ь .
О п и с а н н ы й  с п о с о б  д о к а з а т е л ь с т в а  у с т о й ч и в о с т и  м о ж е т  б ы т ь

п р и м е н е н  в т е х  с л у ч а я х ,  к о г д а  в о з м о ж н о  р а с с л о е н и е  с х е м ы . О н  
н о с и т  н а з в а н и е :  у с т о й ч и в о с т ь  к а к  о г р а н и ч е н н о с т ь  с т е п е н е й  о п е 
р а т о р а  п е р е х о д а .  У к а ж е м  о г р а н и ч е н и я , к о т о р ы м  д о л ж н а  у д о в л е т 
в о р я т ь  у с т о й ч и в а я  с х е м а  в о б щ е м  с л у ч а е .
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Е с л и  к о н е ч н о - p а й б с т Н а я  с х е м а

L h U h — f h i  

t h U h —  , 

м о ж е т  б ы т ь  с в е д е н а  к ф о р м е

«М -1 =  R-hUk

(т . е . р а с с л а и в а е т с я )  и в ы п о л н я ю т с я  у с л о в и я

1) 1!ыо11 -С k\  П/й II +  &2 jlФй И>

2) |1рЛЦ С  At3 l l f All +

а о п е р а т о р  п е р е х о д а  о г р а н и ч е н  с  л ю б о й  с т е п е н ь ю  п

. ' \ \ R n \ ] < N ,

т о  с х е м а  у с т о й ч и в а . О ч е в и д н о , в 'п р и м е р е  р а с с м а т р и в а л с я  о ч е н ь ,  
п р о с т о й  ч а с т н ы й  с л у ч а й , г д е  =  1:

т а к  к а к  | |« i '+  11| <  ||«& ||. К р о м е  т о г о ,  k\  =  0 , k 2 =  \ , k z —  1, £4 =  0 .
, 3 . В в е д е н н ы е  н а м и  о п р е д е л е н и я  а п п р о к с и м а ц и и  и у с т о й ч и в о с т и  

п о  н о р м а м , п о з в о л я ю т  л е г к о  д о к а з а т ь  в а ж н у ю  д л я  и с с л е д о в а н и я  
к о н е ч н о -р а з н о с т н ы х  с х е м ' т е о р е м у .

Т е о р е м а .  Е с л и  д л я  к о н е ч н о -р а з н о с т н о й  с х е м ы  и м е е т  м е с т о  
а п п р о к с и м а ц и я  п о р я д к а  k :

!! ~  Lft \u\ft \\f ^ ^

II { i n ) h ~  4 l« ]ftIU , ^
h ( 3 .5 0 )

\ \ f u - { f } k \ \ F h < M &h \ \

WJk<Ai4A*
и у с т о й ч и в о с т ь

11М < л \ Ш 1 +  ^ Ш 1,

т о  с х е м а  с х о д и т с я , - т .  e . в ы п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о

II [ u \ h - a h \ \ < K h K

З а м е ч а н и е ;  С л е д у е т  о б р а т и т ь  в н и м а н и е  н а  т о ,  ч т о  п р и  д о 
к а з а т е л ь с т в е  т е о р е м ы ''м ы  б у д е м  п о в т о р я т ь  в о б щ е м  в и д е  в с е  д е й 
с т в и я , к о т о р ы е  п р о и з в о д и л и , д о к а з ы в а я  в §  2 э т о й  г л а в ы  с х о д и 
м о с т ь  к о н е ч н о -р а з н о с т н о й  с х е м ы  д л я  з а д а ч и  Д и р и х л е .
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  О б о з н а ч и м  [и] h —  u h —  v h. Й р и м ей й М  
о п е р а т о р  L h к  с е т о ч н о й  ф у н к ц и и

=  ^ [ « ] л  —

П р и б а в л я я  и о т н и м а я  { L u ) h , п о л у ч и м

Lh'Uh == {Lit} ̂  L fail fa.

. О ц е н и в а я  п о  н о р м е ,  и м е е м

II Efa Dfa || ■< || L h \ii\fa • {Lu}fa  || - |-  || \Lii\fa L hiifa ||

и л й , и с п о л ь з у я  ( 3 .5 0 )  ,

|| L h Vfa || <  M \ h k +  M zh k:

А н а л о г и ч н о  ..
|| lh v H || <  M 2h k +  M J i ^

П о д с т а в л я я  п о л у ч е н н о е  в н е р а в е н с т в о ,  о п р е д е л я ю щ е е  у с т о й ч и 
в о с т ь , и м е е м

II»*11 <  W i  + 'A i s )  N \ h h +  (М 2 +  N J i k =  K h \

и о к о н ч а т е л ь н о

\ \ [ u \ h - u h \ \ < K h K

Э т о  и  д о к а з ы в а е т  с х о д и м о с т ь .

4 . Р а с с м о т р и м  т е п е р ь  д р у г о й  п р и е м  п р о в е р к и  к о н е ч н о - р а з н о с т 
н о й  с х е м ы  н а  у с т о й ч и в о с т ь .  Э т о т  п р и е м  ч а с т о  п р и м е н я е т с я  в з а 
д а ч а х  г е о ф и з и к и . О п и ш е м  с н а ч а л а  к р и т е р и й  К у р с а н т а — -Ф р и д р и х -  
с а — Л е в и :  Э т о т  м е т о д  б у д е м  н а з ы в а т ь  у с л о в н о  м е т о д о м  Ф у р ь е ,  
т а к  к а к  в э т о м  с л у ч а е  р а з н о с т н ы е  у р а в н е н и я  р е ш а ю т  с  п о м о щ ь ю  
р я д о в  Ф у р ь е .

Р а с с м о т р и м ,  н а п р и м е р , у р а в н е н и е

/ '  ,  д и  д и

d t  V д х

а п п р о к с и м а ц и я  кот-Ь р ого  о п и с а н а  в §  3  э т о й  г л а в ы . И с п о л ь з у е м  
п я т и т о ч е ч н у ю  с х е м у

X
Ujk—i ~  ^ (^ j-fi/i Uj—ik) • ( 3 .5 1 )

h

Б у д е м  и с к а т ь  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  в  в и д е  

u jk =  i (г2 =  —  1) . (3.52)
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П одставим  (3.о2) в  (3.51)

Фй+1 —  qpfe =  — 2 i v  Г -  s i n  ( 3 .5 3 )
h

т а к  к а к

gimh (j  +  1 )  _  gimh. ( /  1)  _ _  2 i g imh ____( p imh _

2/

- e ~ ini,i) i = 4 i j mih s i h m H .

У р а в н е н и е  ( 3 .5 3 )  л е г к о  п р е о б р а з о в а т ь :

: rp2 — 2 /6 'c p —  1 =  0 , (3 .5 4 )

С/ =  и —  s i n  m h.  -

ч Р е ш и в  к в а д р а т н о е  у р а в н е н и е  ( 3 ,5 4 ) ,  п о л у ч и м  2 =  — Ш ' ±

±  у  1 —  и 2. _________ ’

Е с л и  U  <  1, т о ,  о б о з н а ч и в  U  =  s i n © ,  ' ] /  1 —  U 2 =  c o s @ ,  
п о л у ч и м  . -

ср 1,2 — ±  c o s  0  —  i s i n O

и л и
— г arc sin i/ J  arc sin U

ф! =  e = e  , (f>2, =  —  e  »

и т о г д а

cpfc =  A <p f  +  — A e l@k +  В  ( —  l ) h e l&k‘

В  с л у ч а е  U  >  1 и  п р и  г =  е  2

=  {Л  [—  £ / +  ] /  +  £ [ —  U  —  У  U 2~ \ f )  е * i k .

О ч е в и д н о , в е л и ч и н а  ( — U — ]/~ U 2 — 1) /г р а с т е т  с  р о с т о м  k
Т

к, с л е д о в а т е л ь н о ,  у с л о в и е м  у с т о й ч и в о с т и  я в л я е т с я  v  — s i n m / i < l
ll

и л и  —  <  V. ч
ll

Т а к о й  ж е  п р и е м  м о ж н о  п р и м е н и т ь  и к  о п и с а н н о й  в §  5  э т о й  
г л а в ы  н е я в н о й  с х е м е  д л я  у р а в н е н и я  т е п л о п р о в о д н о с т и  ( 3 .1 4 )

//2
^j/t+l == u jh Н-------( u j+ l fc+1—  2Ujft+i -f- « j - i f t + i ) .

И щ е м  р е ш е н и е  в в и д е

tiik ^  y he !imh.
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ф /i+ l gimjh — ф й gimj h 

ИЛИ
b ?

ф ' =  1 —  2 —  ф  ( 1 —  c o s  m h ) .

Отсюда

1 + : —  ® ( e ihm +  e ~ ihm —  2)
X

h 2

■ П р ов одя  п р о с т е й ш и е  п р е о б р а з о в а н и я ,  п о л у ч и м  

О т к у д а

1
л . . h 2 . m h
1 + 4 —  s in  —  

х 2

О ч е в и д н о ,  п р и  л ю б ы х  с о о т н о ш е н и я х  м е ж д у  т  и h 2 и м е е т  м е с т о  
у с т о й ч и в о с т ь , т а к  к а к  |® |  <  1 и ф ь н е  р а с т е т  п р и  k  со  .

5 . К р и т е р и й  Н е й м а н а .  О п и ш е м  э т о т  к р и т е р и й  н а  п р и м е р е  
п р о с т е й ш е г о  у р а в н е н и я  ( з а д а ч а  К о ш и )

L ()и Л I> —  =  л и ,  и  Ь = о  =  и й :
d t

П р о с т е й ш а я  д в у х т о ч е ч н а я  с х е м а  и м е е т  в и д

и и+ 1 =  G h щ ,  G h —  1 +  А х  и Uk+ 1 =  Gft +  1 ыо»

г д е  Gh  д о л ж н о  б ы т ь  о г р а н и ч е н о  д л я  у с т о й ч и в о с т и  с х е м ы .

Е с л и  ж е  м ы  ^ р а с с м о т р и м  т р е х т о ч е ч н у ю  с х е м у ,  т о , в в е д я  
м а т р и ц ы

: U h = [ u k )■- С = { 2%\  о )  и ’

п о л у ч и м  U h + i  =  G U h  =  G hU Q . .

К р и т е р и е м  у с т о й ч и в о с т и  в э т о м  с л у ч а е  я в л я е т с я  о г р а н и ч е н 
н о с т ь  м а т р и ц ы  п е р е х о д а  ;по н о р м е

||G fe|| <  ^1 +  < е ВТ  п р и  В  =  c o n s t ,  Т  =  kx.

В  б о л е е  с л о ж н ы х  з а д а ч а х  р а с с м а т р и в а ю т с я  м а т р и ц ы  п е р е х о д а  
д л я  к о э ф ф и ц и е н т о в  Ф у р ь е . В  г е о ф и з и ч е с к о й  л и т е р а т у р е  и с п о л ь 
з у е т с я  н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  у с т о й ч и в о с т и  Н е й м а н а ,  Л а к с а ,  Р и х т -  
м а й е р а ' в в и д е  т р е б о в а н и й , ч т о б ы  м о д у л ь  н а и б о л ь ш е г о  о о б с т в е н -
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й о г о  ч и с л а  м а т р и ц ы  П е р е х о д а  у д о й л ё т в б р я л  у с л о в и ю  |Х |  <  i  +  
+  О (А ^ ). В  с л у ч а е  с и м м е т р и ч н о й  м а т р и ц ы  т р е б о в а н и е  | X | <  1 я в 
л я е т с я  и д о с т а т о ч н ы м  у с л о в и е м  у с т о й ч и в о с т и .

В  з а к л ю ч е н и е  у к а ж е м  н а  с х о д с т в о  к р и т е р и я  у с т о й ч и в о с т и , в в е 
д е н н о м  в и н о с т р а н н о й  л и т е р а т у р е  [1 9 ,  2 7 ] ;  о п и с а н н о г о  в п у н к т е  п я 
т о м , с  к р и т е р и е м  у с т о й ч и в о с т и , в в е д е н н ы м  Г о д у н о в ы м  [6], о п и 
с а н н ы м  в п у н к т е  в т о р о м . О ч е в и д н о , р а з л и ч н ы  т о л ь к о  ф о р м ь !.  
В  г е о ф и з и ч е с к о й  п р а к т и к е  ч а щ е  в с е г о , п р и м е н я ю т  к р и т е р и й  Н е й - ( 
м а н а  д л я  м а т р и ц ы  п е р е х о д а  к о э ф ф и ц и е н т о в  Ф у р ь е , к а к  ф у н к ц и й  
в р е м е н и .

Р а с с м о т р и м  д в а  п р и м е р а  п р и м е н е н и я  э т и х  к р и т е р и е в  в ' з а д а 
ч а х  г е о ф и з и к и .

§ 8. Примеры применения метода сеток в задачах океанологии

З а д а ч а  о  ш т у р м о в ы х  н а г о н а х  ( о п и с а н а  В о л ь ц и н г е -  
р о м  и П я с к о в с к и м  [4 ] ) .

I . Р а с с м о т р и м  с н а ч а л а  п р о с т е й ш у ю  п о с т а н о в к у  з а д а ч и :  л и н е й 
н у ю  о д н о р а з м е р н у ю  д л я  н е в я з к о й  ж и д к о с т и .  В  э т о м  с л у ч а е  м ы  
б у д е м  р е ш а т ь  с л е д у ю щ у ю  с и с т е м у  у р а в н е н и й :

д и  , . д%

d t  д х
х  {х, t),

— - f  — = 0,
d t  д х

( 3 .5 5 )

г д е  х  —  д е к а р т о в а  к о о р д и н а т а  с е ч е н и я , п е р п е н д и к у л я р н о г о  о с н о в 
н о м у  п о т о к у ;  t —  в р е м я ;  \  —  п р е в ы ш е н и е  у р о в н я  н а д  е г о  р а в н о в е с 
н ы м  п о л о ж е н и е м ;  h  +  l  —  г л у б и н а  м о р я ;  х (х ,  ^ — ф у н к ц и я , у ч и 
т ы в а ю щ а я  с и л ы  т р е н и я .

Р а с с м о т р и м  з а д а ч у  К о ш и  с  н а ч а л ь н ы м и  у с л о в и я м и

и  (х, 0) =  ф! ( х ) ,  

I  (х ,  0) =  ф2 ( х ) .
(3 .5 6 )

С и с т е м ы  ( 3 .5 5 ) ,  ( 3 .5 6 )  а п п р о к с и м и р у ю т с я  с  п о м о щ ь ю  ч е т ы р е х 
т о ч е ч н о й  с х е м ы  в в и д е

ЫД+1
Uj+ik  Ч~ Uj—ik 

2
A t

э.1+1 к +  l i - l k  

2
At

+  g h
i i+ ik -

+

2 A x  

Mj—ik

2Ax

— X j h  ,

0.

(3.57)
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А п п р о к с и м а ц и я  Н а ч а л ь н ы х  д а й н ы х  й ё  ,и м ё е?  п б г р ё Ш о с 'г й .  
А п п р о к с и м а ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  и м е е т  п о р я д о к
О ( А х 2 +  A t ) .

Р а с ч е т  п о  с х е м е  ( 3 .5 7 )  а н а л о г и ч е н  р а с ч е т у  п о  я в н о й  с х е м е ,  
о п и с а н н о м у  в §  5  д а н н о й  г л а в ы . О т л и ч и е м  я в л я е т с я  т о ,  ч т о  н а  
к а ж д о м  ш а г е  с л е д у е т  о п р е д е л и т ь  д в е  ф у н к ц и и :  Щк+ \ , ijft+ i • Р а с 
ч ет  и д е т  п о с л о й н о ,  н а ч и н а я  с  п е р в о г о .  З н а ч е н и я  в н у л е в о м  с л о е  
и з в е с т н ы  и з  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й .

„  '  Д t ,
П о к а ж е м ,  ч т о  п р и  в ы п о л н е н и и  у с л о в и я  ------<  g h  к о н е ч н о - р а з -

А х
н о с т н а я  с х е м а  ( 3 .5 7 )  у с т о й ч и в а .  Д л я  п р о с т о т ы  п р о в е р к и  с д е л а е м  
с н а ч а л а  р я д  п р е о б р а з о в а н и й .  В в е д е м  н о в ы е  ф у н к ц и и

Р  =  и + - ф  ( х )  =  ф !(л :)  +
g h  g h

П о д с т а в и в  ( 3 .5 7 )  в ( 3 .5 5 ) ,  ( 3 .5 6 ) ,  п о л у ч и м  

др  д р

- д Г  +  ё Н - д 1  =  т’ 0 )  =  * ( * ) •  ( 3 .5 8 )

Р а з н о с т н а я  с х е м а ,  а п п р о к с и м и р у ю щ а я  г р а н и ч н у ю  з а д а ч у
( 3 .5 8 ) ,  и м е е т  в и д

P j k + l  =  Y  (* _  Д х ^ )  P j + l k  +  \  (* А х )  ^ l ~ lh +  X jh ^ t> (3 .5 9 )

Р а с с м о т р и м  н о р м и р о в а н н о е  п р о с т р а н с т в о  ф у н к ц и й  р м  в в е д я
н о р м у  ф о р м у л о й  -

\ \ph \\ =  m a x \ p j k \.
_ /. к

А н а л о г и ч н о

: ш а х  11 
/■>

i k  I ,

II Фа II =  m a x  I ср, / 1 +  m a x  J - 1  ? 2 , | . 
/  i g h

Е с л и  п о т р е б о в а т ь  в ы п о л н е н и я  у с л о в и я

А х

.то м о ж н о  д о к а з а т ь  у с т о й ч и в о с т ь  п о с т р о е н н о й  р а з н о с т н о й  с х е м ы
( 3 .5 9 ) ,  п о л ь з у я с ь  м е т о д о м ,  и з л о ж е н н ы м  в п р е д ы д у щ е м  п а р а г р а ф е .
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\ р 1 к  + 1 \ < т & х \ р 1 к \ +  М т а х \ ъ / к \,
-  / /, к

Мз формулы ■ (3:5§) при условии (3.60). следует

ИЛИ'
m a x  \ p i k  + x \ <  m a x  \ р , k [ +  Д 1 1| i H \\. 

i  . i

(3.61)

П р и м е н я я  н е р а в е н с т в о  (3 .6 1 )' к о  в с ё м  с л о я м , н а ч и н а я  с k  =  0 
д о  к  =  /и , и с у м м и р у я  п о л у ч е н н ы е  н е р а в е н с т в а ,  и м е е м

1Ы К  II Фа II +  отА^ 1Ы 1 ■> ' •

ч т о  и д о к а з ы в а е т  у с т о й ч и в о с т ь  с х е м ы .
I I .  Р а с с м о т р и м  р а з н о с т н у ю  с х е м у ,  п р е д л о ж е н н у ю  Ф и ш е р о м  

[2 7 ] д л я  и н т е г р и р о в а н и я  л и н е й н о й  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  г и д р о м е х а 
н и к и , к о т о р у ю  п р и н я т о  н а з ы в а т ь  п р и м и т и в н о й . С и с т е м а  о п и с ы в а е т  
н е к о т о р о е  о д н о р а з м е р н о е  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и , н о  с о д е р ж и т  с л а -  

д2р  '
г а е м о е  А

д х 2
, н е  с о о т в е т с т в у ю щ е е  о б ы ч н ы м  ф и з и ч е с к и м  у с л о 

в и я м , в в е д е н н о е  д л я  с и м м е т р и и . 'С и с т е м а  и м е е т  в и д

du . d t i d p
' + Л

d 2u

W  = —  v  я-----d x

1

'O
il

d x 2

C»/7 d p d u
+  Л

d 2p

V  d x ^ (?X dx2 ’

( 3 .6 2 )

г д е  v,  у , А  —  п о с т о я н н ы е .^
С и с т е м е  с о о т в е т с т в у е т  р а з н о с т н а я  с х е м а  (р и с . 14 ) :

и j k + i ■■—  u i k
Д х  2

Uj -  2ft)
1 At_

Д х
( u i + 2k +

r&t

+  ^  , 7 ' w  (u i + 2k +  %  -  2* — 2% .);
(Дх)

P i  ft + J —  P i  k + l
vb. t

2 Д х

+  P i  -  2ft + J  2Pj k + \)

( P i  + 2ft + 1 P i  -  2ft f 1 '
1 J  A t y ,

+

ТД  ̂ , - ' \ I
. Vм/ + ift + i и / -  lft' + i / "г  

Д х

+  ^  + +  ̂ 2ft + i  ~  2Pi k + s)-
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П о г р е ш н о с т ь  а п п р о к с и м а ц и и  и м е е т  п о р я д о к  Л х 2+ Д t. С х е м а  р а с 
с ч и т ы в а е т с я  п о с л о й н о . С н а ч а л а  в ы ч и с л я ю т с я  з н а ч е н и я  Uj в с л о е

з н а ч е н и я  э т и х  ф у н к ц и й . П р и м е н и м  м е т о д  Ф у р ь е  д л я  п р о в е р к и  
у с т о й ч и в о с т и . -

В с я к о е  р е ш е н и е  с и с т е м ы  ( 3 .6 2 )  о п р е д е л я е т с я  в и д о м  н а ч а л ь н ы х  
в о л н , а м п л и т у д а  к о т о р ы х  у м е н ь ш а е т с я .  Д л я  т о г о  ч т о б ы  р е ш е н и е  
р а з н о с т н о й - с х е м ы  б ы л о  у с т о й ч и в о ,  о н о  д о л ж н о  с о с т о я т ь  и з  в о л н ,  
а м п л и т у д а  к о т о р ы х  н е - р а с т е т  с о  в р е м е н е м . Р а с с м о т р и м  о б щ и й  
ч л е н  р я д а  Ф у р ь е

п р е п о л а г а я ,  ч то  р е ш е н и е  п е р и о д и ч е с к о е  и L  —  п е р и о д .  П р и  п е р е 
х о д е  о т  с л о я  к с л о ю , м ы  п о л у ч и м  с в я з ь  м е ж д у  к о э ф ф и ц и е н т а м и  
Ф у р ь е  •

Ч т о б ы  с х е м а  б ы л а  у с т о й ч и в а , м а т р и ц а  G  д о л ж н а  б ы т ь  о г р а 
н и ч е н а  п о  н о р м е  и , с л е д о в а т е л ь н о ,  с о б с т в е н н ы е  ч и с л а  м а т р и ц ы  
н е  д о л ж н ы  п о  м о д у л ю  п р е в о с х о д и т ь  е д и н и ц у .  G — м а т р и ц а  в т о р о г о  
п о р я д к а  и  е е  с о б с т в е н н ы е  ч и с л а  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  н е п о с р е д с т в е н 
н о , н о  в ы р а ж е н и е  д л я  н и х  п о л у ч а е т с я  т а к и м  г р о м о зд к и м -, ч т о  и с 
с л е д о в а н и е  у с т о й ч и в о с т и  в о б щ е м  в и д е  н е  п р о и з в о д и т с я .
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Р а с с м о т р и м  ч а с т н ы е  с л у ч а и .
1. Е с л и  v  =  О, т о  с п о м о щ ь ю  н е п о с р е д с т в е н н ы х  'п р е о б р а з о в а 

н и й  п о л у ч и м

п р и  у с л о в и и

h i  1 a • 21гД^;X = 1  — 4 ---------s m ---------^  <  1
1 ’ ’ 2|  ( Д х )2 L

2 . Е с л и  s i n  ~ j ~  С  1 ( с л у ч а й  д л и н н ы х  в о л н )  и  е с л и

Д£ " Д х  ,

Л ( ^ Г  s i n — « ь

A t  я Д х  • .
s i n  ~ ~

т о

Д х  L

Д t  я Д х  „  ,

’ ’ ■ д Г 81" Т ч< ' ■ 

. . . . . ( f e i V j i i ' i J i ' . i
1 1>а V L  J  \  ( Д х )2 Д х  Д х

Е с л и  д о п о л н и т е л ь н о  п р е н е б р е ч ь  т р е н и е м , т о  | Х, |  > 1  п р и  v > 0  
и  с х е м а  н е у с т о й ч и в а .

fe e  л  и ж е  Л  Ф  0, т . ё . т р е н и е  у ч и т ы в а е т с я , т о  у с л о в и е м  у с т о й ч и 
в о с т и  я в л я е т с я

2 А  >  | v  | т Д£.

Э т о  у с л о в и е ,  к а к  о б ы ч н о  в я в н о й  с х е м е ,  н а к л а д ы в а е т  о г р а н и ч е н и е  
н а  ш а г  п о  в р е м е н и .

З а м е ч а н и е .  П р и  р е ш е н и и  р е а л ь н ы х  з а д а ч  и с с л е д о в а н и е  
у с т о й ч и в о с т и  о к а з ы в а е т с я  б о л е е  с л о ж н ы м . С у щ е с т в у е т  е щ е  о д и н  
к о с в е н н ы й  с п о с о б  п р о в е р к и  у с т о й ч и в о с т и  р а з н о с т н ы х  с х е м . О д н о 
в р е м е н н о  с  о с н о в н ы м и  у р а в н е н и я м и  —  д в и ж е н и я , н е р а з р ы в н о с т и  
и т . д .  р а с с ч и т ы в а е т с я  у р а в н е н и е ,  о п и с ы в а ю щ е е  и з м е н е н и е  п о л н о й  
э н е р г и и  с и с т е м ы . Н е о г р а н и ч е н н о е  в о з р а с т а н и е  э т о й  в е л и ч и н ы  с т е 
ч е н и е м  в р е м е н и  у к а з ы в а е т  н а  н е у с т о й ч и в о с т ь  р а з н о с т н о й  с х е м ы ,  
т а к  к а к  и з м е н е н и е  п о л н о й  э н е р г и и  в о  в с е х  р е а л ь н ы х , з а д а ч а х  
о г р а н и ч е н о .  <
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