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ОТ АВТОРОВ

Предлагаемое учебное пособие представляет собой перерабо
танный вариант «Курса аэрогидромеханики» И. А. Славина 
(изд. ЛКВВИА им. А. Ф. Можайского, Л., 1959).

При написании курса авторы исходили из следующих сообра
жений.'Гидромеханика— специальная дисциплина. Она являет
ся теоретическим фундаментом для изучения динамической 
метеорологии, гидродинамических прогнозов, общей циркуляции 
атмосферы и прочих теоретических дисциплин, входящих в про
грамму обучения по специальности метеорология. Все указанные 
разделы физики атмосферы бурно развивались в последние годы и 
претерпели качественные изменения в связи с появлением ЭВМ, 
позволяющих реализовывать принципиально новые идеи и в корне 
изменившие методику исследования атмосферных процессов. 
В итоге имеет место очевидный сдвиг в сторону точных количе
ственных методов, значительно возрос удельный вес теоретических . 
дисциплин как основы физического понимания факторов, опреде
ляющих состояние атмосферы.

Существующие монографии и курсы по гидромеханике, к сожа
лению, не могут быть рекомендованы в качестве учебников, ибо 
излагаемый в них материал либо узко специализирован и не 
связан с метеорологией, либо по охвату значительно превышает 
программу, в соответствии с которой обучаются будущие метеоро
логи. Рекомендовать, в последнем случае для изучения отдельные 
главы обширных учебникоз не представляется возможным, ибо 
теряется последовательность изложения, а следовательно, и воз
можность понимания.

В то же время, имевшийся до сих пор учебник для гидрометео
рологов «Гидродинамика» Кузнецова Д. С., переизданный в 1951 г., 
по структуре, подбору материала и ориентации общего курса к на
стоящему моменту уже не отвечает предъявляемым требованиям.

Предыдущее издание «Аэрогидромеханики» основывалось на 
опыте чтения лекций, рассчитанных исключительно на специали
стов по метеорологическому обеспечению авиации. В связи с этим, 
общая тенденция изложения была подчинена практическим по
требностям указанной профессии.
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Все эти обстоятельства и вызвали к жизни появление данного 
пособия, где объединены опыт преподавания гидромеханики как 
в ЛКВВИА им. А. Ф. Можайского, так и на метеорологическом 
факультете ЛГМИ. Курс рассчитан на метеорологов, но может быть 
использован гидрологами и океанологами, ибо часть иллюстратив
ных примеров взята и из этих областей, хотя, конечно, в основном 
приведены задачи, связанные с метеорологией. ■ •



Г Л А В А  I

ПРЕДМЕТ И МЕТОД ГИДРОМЕХАНИКИ

§ 1. ОБЛАСТЬ ПРИМЕНЕНИЙ

1. Предмет гидромеханики. Объектом изучения гидромеханики 
являются свойства жидких сред, законы их движения и силовое 
взаимодействие между жидкостью и твердыми телами.

В основу определения понятия . жидкости можно положить ее 
главное свойство, а именно: жидкая среда не оказывает сопро
тивления деформирующим усилиям. Иначе говоря, любая сколь 
угодно малая нагрузка приводит к сколь угодно большим дефор
мациям, если усилие действует достаточно длительное время.

Жидкости делятся на капельные и газообразные. Первые'— 
практически несжимаемы и образуют поверхности уровня в поле 
сил тяжести (например, вода). Вторые изменяют объем при прило
жении незначительных усилий и всегда стремятся заполнить 
любое пространство, к которому имеют доступ (атмосферный 
воздух).

2. Методы гидромеханики. Исследования гидромеханических 
явлений ведутся как теоретическими методами, так и с помощью 
эксперимента. При этом в основе вывода всех дифференциальных 
уравнений лежат фундаментальные физические принципы в виде 
законов сохранения количества и момента количества движения, 
энергии и массы. Основные выводы делаются математическими 
методами. Это относится как к формулировке задач, так и к их ре
шению, при котором используются точные и приближенные методы 
интегрирования исходных дифференциальных уравнений, описыва
ющих ту или иную рассматриваемую модель. При построении мо
дели реального явления в гидромеханике, как и в других естествен
ных науках, идут по следующему пути: из общего комплекса взаи
мосвязанных признаков и событий выделяется главное, наиболее 
существенное для процесса, а все второстепенное из рассмотрения 
исключается. В итоге создается упрощенная схема, именуемая 
моделью, которая описывается соответствующими уравнениями и 
в дальнейшем подвергается количественному анализу. При этом



бчёвидно, что. модель в той или иной степёни отклоняется от дёй- 
етвительного явления. На первых порах она, ради доступности ее 
аналитического изучения, выбирается наиболее простой и лишь 
последующие этапы развития теории вносят в нее всё большие и 
большие приближения к действительности. Поэтому выводы тео
рии, имеющей дело с моделью, должны быть обязательно подверг
нуты Проверке опытом, практикой. Если данные опыта значитель
но отклоняются от выводов теории, то теория либо неверна, либо 
неполна. Если же данные опыта находятся в хорошем согласии 
с выводами теории, то последняя получает возможность самостоя
тельно развиваться и может предсказать новые, еще не известные 
из опыта результаты.

Следует указать, что схематическая модель всегда заключает 
в себе внутренние противоречия, приводящие к тем или иным 
отклонениям характеризуемого моделью развития явления от дей-. 
ствительных процессов. По мере разработки модели эти противо
речия нарастают и в конце концов приводят теорию к явному 
конфликту с действительными формами явления. Когда этот 
конфликт захватывает вопросы, относящиеся к существу изучае
мого, явления доверие к теории падает и возникает необходимость 
перейти к более совершенной модели путем снятия некоторых при
водящих к конфликтам абстракций, дать теории новое качествен
ное оформление.

Эксперимент, эмпирические приемы исследования играют 
в гидромеханике гораздо большую роль, чем в теоретической ме
ханике, например, в механике .твердого тела. Это можно объяснить 
во-первых, большой сложностью и недостаточной изученностью 
многих явлений, протекающих в жидкостях и газах. Второй при
чиной является тот факт, что необычайно быстрое развитие геофи
зических наук и техники вообще ставит много сложных задач, 
которые не всегда могут быть сразу решены дедуктивными мето
дами. Поэтому в ряде случаев в гидромеханике приходится отка-. 
зываться от строгой последовательной физико-математической 
трактовки вопроса, характерной для теоретической механики,'и. 
прибегать к помощи различных эмпирических приемов и так на
зываемых «полуэмпирических» теорий, в построении которых боль
шую -роль играют отдельные опытные факты.

-Эксперимент настолько прочно вошел в научную работу 
в области механики жидкостей и газов, что здесь важное место за
нимает теория подобия и метод размерностей, показывающие, как - 
строить опыт, как проводить измерения и, что особенно важно, 
как обобщать результаты отдельных экспериментов на целые 
классы явлений. - .

3. Область применения результатов. Как и всякая наука, гидро
механика вызвана к жизни человеческой практикой, содержание 
ее отражает потребности этой практики, потребности производства 
и соответственно потребности других отраслей знания. Укажем



основные задачи, которые ставят перёд гидромеханикой некото
рые отрасли науки и 'техники.

а. М е т е о р о л о г и я  нуждается в знании общих законов дви-i 
жения и равновесия газов, не ограниченных каналами и трубами. 
По существу , современная динамическая метеорология представ
ляет собой механику и термодинамику газа, занимающего боль
шое пространство, по площади и в высоту и движущегося со срав
нительно небольшой скоростью (порядка скорости ветра). Поэто
му в законах равновесия и движения жидкостей и газов динами
ческая метеорология находит прочный фундамент для построения 
механической модели атмосферы. Так, статика ' атмосферы бази
руется! на уравнениях гидростатики, кинематика атмосферы — на 
законах кинематики жидкости. Динамика базируется на уравне
ниях движения, требует знания теории турбулентности и законов 
волнового движения. Динамическая метеорология применяет за
коны гидромеханики к атмосфере, учитывая при этом такие фак
торы, как приток солнечной радиации, лучистый и турбулентный 
теплообмен с подстилающей поверхностью, испарение воды, кон-

-денсацию водяного пара в атмосфере и т. п. Современные количе
ственные методы прогноза погоды основаны на решении уравне
ний гидромеханики в сочетании с уравнениями термодинамики 
применительно к атмосферным условиям.

б. Г и д р о т е х н и к а  и г и д р о л о г и я  требуют знания за
конов движения жидкостей в каналах, волновых и турбулентных 
процессов.

в. С а м о л е т о с т р о е н и е .  Самолет в воздухе, во-первых, 
поддерживается силами, действующими со стороны окружающей 
среды, во-вторых, затрачивает определенную мощность для пре
одоления сопротивления среды. Поэтому основная задача, кото
рую ставит самолетостроение перед гидромеханикой, — опреде
лить силы и моменты, действующие со стороны среды на движу
щееся в ней тело.

Кораблестроение, автомобилестроение, производство гидротур
бин, паровых и газовых турбин ставят аналогичную задачу.

§ 2. ФИЗИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА РЕАЛЬНЫХ ЖИДКОСТЕЙ

1. Гипотеза сплошной среды. Реальные твердые тела, жидкости 
и газы имеют дискретную молекулярную структуру, причем сред
нее расстояние между отдельными молекулами значительно 
превышает их собственные размеры. Частииы, составляющие сре
ду, находятся в непрерывном движении, которое складывается из 
теплового хаотического движения и направленного макроскопиче
ского, которое возникает за счет внешних сил (тяжести, градиента 
давления и т. д.). Гидромеханика изучает только макроскопиче
ские движения, отвлекаясь от реального дискретного строения ве
щества. При этом рассматриваемой среде приписывается свойство 
сплошности. Под сплошной понимают некоторую фиктивную среду,



представляющую собой систему материальных точек, заполняю
щих пространство непрерывно, без образования пустот..

Для того, чтобы избавиться от молекулярных эффектов, необ
ходимо провести осреднение'по достаточно большому молекуляр
ному ансамблю, для которого средний вектор скорости тепловых 
движений равнялся бы нулю, и отдельные флуктуации не могли 
бы сказаться на результате осреднения. С другой стороны, объем 
осреднения,должен быть физически бесконечно малым по сравне
нию с масштабом неоднородности поля изучаемой величины. 
В противном случае в пределах рассматриваемого объема будут 
иметь место существенные изменения значений рассматриваемой 
характеристики, и точность получаемых результатов будет сни
жена. По отношению к каждой из конкретных, сред вопрос о за
мене реальной среды сплошной решается экспериментально, и в 
случае отрицательного результата изучение ведется не методами 
гидромеханики, а с помощью кинетической теории газов. Введе
ние гипотезы сплошной среды представляется обстоятельством 
чрезвычайной важности, ибо дает возможность рассматривать все 
характеристики потока как непрерывные функции коорди
нат и времени *. Последнее означает, что при изучении гидромеха
нических явлений в полной мере можно использовать аппарат 
дифференциального и интегрального исчислений, составлять и ре
шать соответствующие дифференциальные,уравнения.

Кроме того, появляется возможность введения ряда макроскб- 
пических характеристик, получаемых как результат осреднения. 
К их описанию мы приступаем ниже-

2. Плотность и давление. Средней плотностью среды в объеме
А Ш  .Ах называется отношение -----, где Ат— масса, заключенная

Дт
в объеме Ат. Плотностью р в данной точке называется предел:

Д т
Р — Игл -г- •

Л т  > 0

Размерность р [р] ** — AfZ>3.
Д/Я.

Будем рассматривать величину отношения -— . Так как реаль-
Дт

ная среда имеет дискретное строение, то плавное уменьшение Дт 
будет сопровождаться скачкообразным изменением " Дяг, соответ
ствующим пересечению поверхности молекулы. Этому соответствует

* Нарушение непрерывности допускается лишь для отдельных, так назы
ваемых, особых точек, линий и поверхностей.

** Размерность в физической литературе обозначается заключением. рассма
триваемой величины в квадратные скобки [ ]. -
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скачкообразное изменение отношения , но пока знаменатель Ат
А Т

Ат
велик, эти скачки являются малыми, а величина —— стремится

к определенному предельному значению. Однако, начиная,с некото-
Ат

рого малого значения объема Ат0, скачкоооразное изменение

становится заметным и кривая принимает вид пилообразной линии 
(пересечение поверхности молекулы сопровождается скачком кри
вой вниз, последующее уменьшение Ат при постоянном Ат вызы
вает рост отношения; затем при пересечении следующей молекулы 
снова происходит скачок вниз и т. д .), причем амплитуда скачков 
по мере уменьшения Ат, очевидно, должна возрастать. При Дт~» О

отношение----- становится либо очень оольшим, если рассматри-
Дт

ваемая точка совпадает с положением какой-либо молекулы, либо 
оказывается равным нулю, если точка оказалась в промежутке 
между молекулами. Таким образом, в дискретной среде р не 
может быть непрерывной функцией координат, а оказывается ве
личиной, скачкообразно меняющейся от точки к точке от нуля до 
очень больших величин. Если же учесть еще постоянное движение 
молекул, которые непрерывно меняют свое положение, то станет 
ясным, что р не может быть и непрерывной функцией времени.

„ АтОднако, если кривую ----- экстраполировать от значения, соот-
Дт

ветствующего Дто, к нулевому объему, полагая формально

Am, dm А та
■ lim
д-м) Ах d x

где Ат0 — масса, заключенная в объеме Дто, то этим мы допустим
Ат

плавное изменение величины ----- , что соответствует переходу отДт '
рассмотрения вещества как дискретной системы материальных 
точек к представлению о сплошной среде.

Из приведенного рассуждения следует, что объем Дто, среднюю 
плотность в котором можно отождествить с плотностью в данной 
точке, должен быть мал по сравнению с масштабом неоднород
ности в распределении массы и в то же время должен быть до
статочно велик по сравнению с расстояниями между молекулами 
и содержать достаточно большое количество молекул. Так, при 
нормальных условиях длина свободного пробега молекул воздуха 
равна^6-10“ 6 см, а в 1 см3 содержится 2,7-1013 молекул. Поэтому 
объем, равный 1 сж3, для большинства задач гидромеханики 
является достаточным, чтобы обеспечить надежные средние значе-



й'ия и статистическое постоянство количества молекул во времени. 
Однако на высоте 120 км длина свободного пробега молекулы воз
духа составляет 30 см и объем в 1 см3 не удовлетворяет требует' 
мому условию.

' Совершенно аналогичные рассуждения можно провести при 
введении понятия гидродинамического давления /?,■ которое пред- 
ставляет собой предел отношения совокупности импульсов ударов 
отдельных молекул AF в единицу времени на рассматриваемую 
площадку AS у т. е.

3. Сжимаемость. Понятие несжимаемой жидкости. Плотность 
жидкостей и газов меняется при изменении температуры и давле
ния, хотя и в разной степени для различных сред. Так, при возра
стании температуры от 4 до 16°С плотность воды убывает на 0,1%, 
а плотность газов — на 4%. При изменении давления от 1 до 
100 атмосфер плотность воды возрастает на 0,5%, а плотность газа 
увеличивается в 100 раз. Изменчивость плотности р в зависимости

I» г*от давления р можно характеризовать производной —  или свя-

сжимаемость Гак, для воды

a « 1 4 5 0  м/сек, тогда как для воздуха при '15°С а — 340 м/сек, 
а в газе фреоне при 0°С а = 1 5 0  м/сек.

Жидкость, в которой плотность при движении остается постоян
ной, называется несжимаемой жидкостью. Это имеет место в том 
случае, когда р сохраняет одно и то же значение во всех точках 
пространства в данный момент времени и в каждой зафиксиро
ванной точке во времени не меняется (хотя можно представить 
себе неоднородную жидкость, в которой плотность меняется во 
времени так, что при движении частиц жидкости их плотность 
будет оставаться постоянной,— случай, который мы будем счи
тать исключенным).

, Возможность замены данной реальной среды моделью несжи
маемой жидкости зависит не от того, мала или велика сжимаемость 
этой среды, а от того, сколь большую роль играет сжимаемость 
в рассматриваемом явлении. Так, в большинстве задач гидромеха
ники капельные жидкости и, прежде всего, воду можно рассматри
вать как несжимаемые. Однако в ряде задач, как, например, при 
10 -
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расчете подводного взрыва или гидравлического, удара, сжимае
мость играет основную роль, и модель несжимаемой жидкости 
является неприменимой. На распределение давления по поверх
ности тела, обтекаемого воздушным потоком, изменение плотности 
при малых скоростях потока (меньше 70 м/сек) оказывает незна
чительное влияние, поэтому воздух в задачах об обтекании с ма
лыми скоростями можно рассматривать как жидкость несжимае
мую. При больших скоростях обтекающего потока и особенно 
при скоростях, приближающихся к скорости звука, сжимаемость 
воздуха существенно меняет картину распределения давления по 
поверхности тела по сравнению с тем, что имело бы место в несжи
маемой жидкости. Поэтому в задачах аэродинамики больших ско- 
ростей замена воздуха моделью несжимаемой жидкости является 
недопустимой.

4. Вязкость реальных жидкостей и газов. Понятие идеальной 
жидкости. Как уже указывалось, любое сколь угодно малое уси
лие, приложенное к частицам реальных жидкостей и газов, вызы
вает смещение частиц друг относительно друга. Однако опыты 
обнаруживают, что сдвигающие усилия, стремящиеся вызвать 
скольжение одного слоя частиц по другому, сопровождаются воз
никновением специальных сил, препятствующих этому. Эти силы 

, прилагаются к каждому слою и направлены противоположно на
правлению относительного смещения этого слоя. На рис. 1.1 слева

Рис. 1.1

показано распределение скоростей в потоке, обтекающем плоскую 
стенку. Возрастание скорости по мере удаления от стенки приво
дит к тому, что вышележащий слой жидкости опережает нижеле
жащий и со стороны последнего на вышележащий слой действует 
сила, препятствующая этому опережению, т. е. направленная про
тивоположно движению. Напротив, нижележащий слой отстает от 
вышележащего, что вызывает возникновение силы, приложенной 
к нижележащему слою и препятствующий этому отставанию, т. е. 
направленной в сторону движения..

Свойство жидкостей и газов оказывать сопротивление сдвига
ющим усилиям называется внутренним трением или вязкостью, 
а соответствующие этому сопротивлению силы называются силами 
вязкости.



Сущность этого процесса заключается в обмене молекулами 
между слоями. При этом из нижнего слоя в верхний в среднем по
ступают молекулы с меньшим количеством движения, а на их 
место — сверху приходят более быстрые. Таким образом именно 
молекулярный обмен количеством движения и обуславливает ряз- 
кое взаимодействие между слоями. Силу вязкости FB следует по
нимать как результат осреднения,, в указанном выше смысле, что 
позволяет ввести е е ' определение в виде предельного отношения..

Д F
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(AF — молекулярный обмен количеством движения за4 единицу 
времени).

Жидкая сплошная среда, в которой силы вязкости отсутствуют, 
т. е. скольжение одного слоя относительно другого не встречает со
противления, называется идеальной жидкостью. Известны 
жидкости со сравнительно малой вязкостью (спирт, воздух й др.) 
и с большой вязкостью (смола, нефть, глицерин и др.), причем 
вязкость меняется с изменением температуры. Но возможность за
мены, реальной среды моделью идеальной жидкости зависит не 
столько от абсолютной величины сил вязкости, сколько от их отно
сительной величины в сравнении с другими, действующими на ча
стицы среды силами, а это, в основном, определяется сущностью 
решаемой задачи. Так, например, в тонком слое жидкости или 
газа, непосредственно прилегающем к поверхности обтекаемого 
потоком твердого тела (пограничном слое), скорость меняется 
очень быстро, возрастая от нуля на поверхности тела" до значений 
порядка скорости ^невозмущенного потока (на внешней границе 
слоя). Скоростй сдвига в этом слое оказываются весьма значи
тельными, поэтому, возникают большие силы вязкости, сравнимые, 
например, с силами инерции. Ввиду этого, исследуя движение 
жидкости в пограничном слое или решая задачи, связанные со 
свойствами этого слоя, мы не можем отвлечься от сил вязкости и 
считать жидкость идеальной. Напротив, вне пограничного слоя 

•скорость движения меняется сравнительно медленно, скорости 
сдвига малы и вместе с ними малы и силы вязкости. Поэтому во 
многих задачах, касающихся движения жидкостей и газов вне по
граничного слоя, силами вязкости пренебрегают и пользуются 
моделью идеальной жидкости.

В большинстве задач гидромеханики предполагается, что ско
рость является непрерывной функцией координат, т. е. меняется 
плавно от одной точки к другой. Но легко видеть, что плавность 
изменения скорости является прямым результатом действия вяз
кости, как фактора, сглаживающего различия в скоростях смеж
ных слоев. Для идеальной жидкости допущение непрерывности 
12



скоростного поля представляется противоречащим самому опреде
лению идеальной жидкости, так как при отсутствии сил вязкости 
здесь должно иметь место беспрепятственное скольжение одного 
слоя по другому, т. е. скачкообразное изменение скорости, В этом 
и заключается внутреннее противоречие понятия идеальной жид
кости. Мы пренебрегаем силами вязкости в уравнениях движения, 
пренебрегаем ими как источниками потерь энергии, но не можем 
пренебречь действием этих сил, как фактора, формирующего не
прерывное скоростное поле.

Жидкость, в которой силами вязкости пренебречь нельзя, назы
вается вязкой жидкостью.

5. Понятие температуры. Теплопроводность жидкостей. По 
своему смыслу температура Т суть понятие статистическое и пред
ставляет собой осредненную кинетическую энергию молекул W.

3 '-Так, для случая двухатомного газа W— —  kT, где k — постоянная

Больцмана. Согласно эмпирическому закону Фурье, поток тепла 
через единичную поверхность в единицу времени q равен взятому 
с обратным знаком произведению градиента температуры на 
коэффициент теплопроводности, т. е.

ч-- 1 ^  
дп ’

: QL-2 Т дТ
дп

— dL~

"'Коэффициент теплопроводности представляет собой поток 
тепла, возникающий при единичном градиенте

! '-т] - - Q L  ' т- 1 0

|Q]— размерность тепла.

В заключение данного параграфа еще раз подчеркнем, что воз- 
возможность замены в большинстве задач реальных сред пред
ставлением о сплошной жидкой среде оправдывается тем, что по
лученные из теоретических расчетов осредиенные характеристики 
жидкости количественно правильно отражают протекающие про
цессы в реальных средах, что подтверждается соответствующими 
измерениями. Однако этот вопрос должен всегда решаться по 
отношению к каждому конкретному изучаемому явлению.

13



Р а з д е л  1 

К И Н Е М А Т И К А  Ж И Д К О СТИ

Как уже упоминалось, кинематика Изучает геометрические 
свойства движения. (При этом используется условие непрерывности 
всех кинематических элементов во времени и пространстве, что 
обеспечивает их дифференцируемость по координатам, и времени. 
К кинематическим элементам мы будем относить все векторные и 
скалярные величины, характеризующие движение среды и ее тер
модинамическое состояние,.

Г Л А В А  11

СПОСОБЫ КИНЕМАТИЧЕСКОГО ОПИСАНИЯ ДВИЖЕНИЯ  
ЖИДКОСТИ

§  1 .  Д В А  М Е Т О Д А  И С С Л Е Д О В А Н И Я  Д В И Ж Е Н И Я  Ж И Д К О С Т И

Существует два метода изучения движения и свойств 
жидкости — Лагранжа и Эйлера. •. •

В первом из них рассматривается изменение *во времени неко
торого свойства /  (это может быть скорость, плотность, давление 
и т. п.) в фиксированной частице, индивидуальность которой может 
быть задана ее координатами х0 ; в начальный момент времени t0, 
так что f= f (x 0i, t)*: Имея,результаты подобных наблюдений для 
различных частиц, можно составить себе полное представление об 
эволюции любой рассматриваемой характеристики. Этот метод 
носит еще наименование субстанционального. Координаты ускоре
ния и скорости частицы в этом случае записываются в виде:

Xi =  Xi (ха /)-,

дх:
dt

(2.1)

* В декартовой системе мы там, где эго удобно, будем использовать тензор
ные обозначения для координат, скоростей и ускорений, так что х  =  А',; у~ х -уч 

г  =  х 3; v x =  у,; Vy =  V£, j ) z v  ?> и т. д. Таким образом f  =  f (xo i , /) эквн: 
валентно записи /  — }  (■% Уо, ?о, ,/). 1

И ' ’ - . ’ ' •



В методе Эйлера рассматриваются не отдельные частицы, а 
пространство, в каждой точке которого прослеживается изменение 
во времени изучаемой характеристики. Естественно, что она будет 
меняться от точки к точке, т. е. является функцией координат. 
Таким образом в данном случае следует записать

f= f (x ut).

Этот подход носит название локального.
В методе Эйлера производные от координат по времени запи-. 

шутся в виде

(л- /■• (2>Г)
at

Оба метода взаимосвязаны. Так, в переменных Лагранжа (2. Г) 
дх-i г /имеет вид: -——1L ==/,• (х,, г) и, интегрируя последние соотношения 
dt

П р и  у с л о в и и ,  ЧТО п р и  t =  tQ, Х  =  Х 0 г, .ПОЛуЧИМ

Л ,■ = Х  ; (Л'п ; , / ) ,

что совпадает с первым из уравнений (2 .1).
Легко понять, что изучение свойств воздушного потока с по- 

■ мощью свободных аэростатов или уравновешенных шаров-пилотов, 
снабженных приборами, которые, перемещаясь вместе с окружаю
щей массой воздуха, фиксируют изменение свойств этой массы, 
соответствует субстанциональному методу. Для получения полной 
картины, движения воздуха необходимо иметь результаты наблю
дений с помощью возможно большего количества аэростатов или 
шаров-пилотов. -

Наблюдение же свойств воздуха с помощью приборов (флюге
ры, анемометры, барометры, термометры и т. п.), закрепленных 
в неподвижной точке на метеостанции, соответствует локальному 
методу. Для получения достаточно полного представления о дви
жении и свойствах воздуха необходимо иметь данные с возможно 

’ большего числа станций. Очевидно, что анализ погодных условий 
с помощью синоптических карт, на которых показаны эти данные, 
г точки зрения гидромеханики представляет собой изучение 
свойств и движения воздуха по методу Эйлера.

При рассмотрении вопросов кинематики мы будем опираться 
на метод Эйлера. Во-первых, он проще, а во-вторых, соответствует 
тому способу описания движения воздуха, который используется 
в службе погоды.

§ 2. ЛОЛЕ СКОРОСТЕЙ

Если каждой точке пространства поставлена в соответствие 
какая-либо векторная или скалярная величина, то мы будем гово-
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рить, что определено векторное или скалярное поле этой характе
ристики. Конкретно, если в каждой точке задан вектор скорости, 
то будем иметь поле скоростей. .

1. Установившиеся и неустановившиеся движения. В общем 
случае движения его скорость, плотность жидкости и другие ха,- 
рактеристики являются функциями не только точки пространства, 
но и времени:

V =  v (х, у, z, t), р =  р (х, у, z, t) и т. п.

Это значит, что в зафиксированной точке пространства, т. е. при 
зафиксированных х, y,.z скорость, плотность и другие характери
стики меняются во времени. Такое движение называется неустано- 
вившимся или нестационарным.

Однако часто встречаются такие движения, при которых харак
теристики движения жидкости являются функциями только точки

пространства, но не зависят от времени: v =  v (х, у, z), р =  р (х, у, г). 
Это значит, что в любой зафиксированной точке пространства ско
рость, плотность и другие величины не меняются во времени. Такие 
движения называются установившимися или стационарными.

Очевидно, что это определение стационарности движения можно

записать в виде или в координатной ф ор м е^ ^ -— 0. Ана-

Ф  плогично ----- = 0  и т. п. ,
dt..

Таким образом, установившемуся движению воздуха соответ
ствует постоянство во времени направления и силы ветра, отме
чаемых на каждой метеостанции рассматриваемого района, хотя 
показания флюгера на разных станциях, вообще говоря, будут 
различны.

Движения воздуха в атмосфере, строго рассуждая, всегда 
являются неустановившимися. Однако, если оценивать скорость 
ветра по его среднему значению за достаточно большой промежу
ток времени (что в сущности и дается метеорологическими прибора-' 
ми для измерения ветра), то в ряде задач с достаточной для практи
ческих целей точностью можно считать скорость ветра в данной 
точке в течение известного периода неизменной во времени. Если 
пренебречь также и изменениями давления, температуры и плот
ности воздуха, то движение в этих случаях можно считать устано
вившимся.

Следует отметить, что понятие установившегося движения 
нельзя отождествлять с понятием равномерного движения, кото
рому соответствует постоянство скорости любой частицы жидкости 
при ее перемещении. Действительно, движение может быть уста
новившимся, т. е. скорость в каждой точке будет постоянной во 
времени, но по мере перехода частицы из одной точки в другую
16



скорость ее будет меняться. Так, если-вода движется по трубе пе
ременного сечения (рис. 2 .1) при постоянной разности давлений на 
концах трубы, то движение является установившимся, хотя части
цы движутся в направлении сужения трубы со все возрастающей 
скоростью.

Одно и то же движение может оказаться установившимся или 
неустановившимся в зависимости от того, в какой системе коорди
нат оно рассматривается.

Рис. 2.1 Рис. 2.2

В справедливости этого проще всего убедиться, на следующем 
примере.

—  »

Тело движется с постоянной скоростью v0 в неподвижной 
жидкой среде (рис. 2.2). Если рассматривать движение в непод
вижной системе координат, связанной с невозмущенной частью 
среды, то в зафиксированной точке пространства скорость во вре
мени будет меняться. Например, если в момент времени U, когда

—̂
тело занимает, положение 1, скорость в точке А равна V\ и направ
лена от тела (частицы жидкости вытесняются приближающимся 
телом), то в момент времени t2, когда тело занимает положение 2 ,
скорость в той же точке А будет равна v2 и будет направлена 
к телу (частицы заполняют пространство, освобождающееся при 
удалении тела). Таким образом, скорость в точке А не остается по
стоянной и движение является неустановившимся.

- Рассмотрим теперь' то же движение в системе координат, свя
занной с движущимся телом (рис. 2.3). Зафиксированной точкой 
в этой системе координат является точка, неподвижная относи-

—>
дельно тела и, следовательно, перемещающаяся со скоростью и0 

относительно невозмущенной жидкости. Если допустить, что в этой 
точке помещен прибор, измеряющий скорость (анемометр, гидро
метрическая, вертушка и т п.), то этот прибор следует представ
лять себе жестко связанным с телом. Легко понять что скорость

отмечаемая таким прибором, например скорость v в в точке В

или скорость vc в точке С, будет оставаться одной и той же как по 
модулю, так и по направлению. И н ь й м Т Г сЗ ю в ^ ^ ^ ^ ^ ^ р ж ен и е,!
2 Зак. 112 ! Г идг.ометео оо логический ин-

! 1 Р ,И ^ П И О Т Е К А



рассматриваемое в системе координат, связанной с движущимся 
телом, является установившимся.

2. Линии тока, траектории. Трубка тока, струя. Пусть задано

поле вектора а (х, у, z). Выберем произвольную точку Аи которой

соответствует вектор ах и отложим в направлении этого вектора 
малый отрезок Л Иг (рис. 2.4). Затем из точки Л2 в направлении

соответствующего этой точке вектора а2, отложим малый отре
зок Л2Л3, затем из точки Л3 отложим малый отрезок А3Д4 в на- 

—̂
правлении вектора а3 и т. д.

В итоге получим ломаную линию Л 1Л2Л3Л4. . .  Предельное 
положение этой ломаной при уменьшении составляющих ее отрез
ков представляет собой кривую, называемую векторной линией 
данного поля. Основное свойство векторной линии вытекает из спо
соба ее построения и заключается в следующем: в каждой точке 
векторной линии вектор поля совпадает по направлению с каса
тельной к этой линии или, иначе, в каждой своей точке векторная 
линия касается векторов поля, т. е. является огибающей векторов.

Проводя векторные линии через различные точки поля, полу
чаем бесконечное множество векторных линий. Запишем диффе
ренциальные уравнения семейства векторных линий. В соответ
ствии с основным свойством векторной линии вектор элементар

ного перемещения вдоль нее dr (dx, dy, dz) является коллинеар- 
— ' —> —>

ным с вектором а \(ах, а„, а?) поля: dr \\ а. Отсюда следует равен
ство:

dx _ dy . _  dz
ах (х, у, г) ау (х, у, z) az (х, у, z) ’

которое равносильно системе двух дифференциальных уравнений:

dy __  ау(х, у, z) dz __ az(x, у, z)
dx ax (x, y, z) ' dx ax (x, y, z)



Решение этих уравнений дает общий интеграл системы в виде 
двух равенств: }х{х, у, г\ =  Си f2 {x, у, z) = С 2, определяющих собой 
семейство векторных линий. Действительно, каждому из равенств 
соответствует семейство поверхностей. Пересечение любых двух 
поверхностей, принадлежащих к разным семействам, дает ту или 
иную векторную линию. \

Линией тока называется векторная линия поля скорости в за-\  
фиксированный момент времени, т. е. линия, касательная в каждой 
точке которой по направлению совпадает с вектором скорости 
в данный момент времени. Система дифференциальных уравнений 
семейства линий тока имеет вид:

dx _  dy _  dz  ̂ ^
ч vx (х, у, Z, t) V,J (X, у, z, t) . vz (3c, y, z, t)

где t нужно рассматривать как зафиксированный параметр.
. Легко видеть, что линии тока не могут пересекаться друг с дру

гом. Действительно, если бы две линии тока , пересекались бы 
в точке А ,  то частица, находящаяся в этой точке, должна была бы 
участвовать в двух движениях (по' касательным к двум линиям 
тока) *. •

Система линий тока дает картину движения жидкости в зафик
сированный момент времени, как бы моментальный фотографиче^ 
ский снимок направлений векторов скорости потока. В случае 
установившегося движения картина линий тока со временем не 
меняется, поскольку не меняется поле скорости. В системе диффе
ренциальных уравнений линий тока и.в интеграле этой системы 
время, очевидно, не фигурирует ( v x, v v, v z от времени не зависят).

В случае неустановившегося движения поле скорости в разные 
моменты времени будет различным и, -следовательно, картина ли
ний тока будет непрерывно меняться во времени. Это же видно и 
из того, что в этом случае время t входит в выражения v x, v y, v z, 
т. е. вид дифференциальных уравнений линий тока и вид интегра
ла их будут параметрически зависеть от времени.

Поле скорости, а значит, и конфигурация линий тока суще
ственным образом зависят от того, в какой системе координат рас-
сматривается движение. В самом деле, пусть v\ — скорость в одной 
системе координат, v2 —  скорость в другой системе, движущейся

—> —> —> ->
относительно первой со скоростью ипер. Тогда o1 =  i/1,ep + 02, 
откуда v2 = v [ + ( —оПер). Таким образом, во второй системе коор
динат векторы скорости получаются из векторов скорости, в пер
вой системе — путем прибавления одного и того же вектора 

—>
(—:упер)> что существенно меняет картину движения.

* В некоторых особых точках может иметь место пересечение бесконечного 
числа линий тока, но при этом понятие направления не имеет смысла и, следо
вательно, скорость равна ±  оо .
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В виде примера рассмотрим линии тока около обтекаемого
—̂

тела, равномерно движущегося со скоростью v0 в покоющейся 
жидкой среде. В неподвижной системе координат линии тока 
имеют вид, показанный на рис. 2.5. Частицы жидкости, находя
щиеся вблизи передней части тела, оттесняются телом вперед и в 
сторону, частицы, находящиеся вблизи тыловой части тела, дви
жутся вслед за телом, заполняя пространство, освобождающееся 
при его перемещении. Такова, будет картина движения частиц 
жидкости, которую увидит неподвижный наблюдатель: Это под
тверждается моментальным снимком (рис. 2 .6), сделанным непо
движным фотоаппаратом, причем конфигурация линий тока здесь 
стала заметной, благодаря мелким алюминиевым стружкам, рас
сыпанным по поверхности жидкости.

Рис, 2.6

Для того, чтобы получить поле скорости в системе координат, 
связанной с движущимся телом в соответствии со сказанным выше 
достаточно к вектору скорости в неподвижной системе координат

—►
прибавить один и тот же вектор (—̂ ’о) (рис. 2.7). При этом части
цы жидкости, которые находились на достаточно большом удале
нии от тела и в неподвижной системе координат были в покое,

теперь приобретают скорость (—и0) ; само же тело получает ско-
—̂  —>

рость Ор+(—ио ) = 0, т. е. представляется неподвижным, что, впро
чем, очевидно из того, что система координат жестко связана с те
лом. В целом получается картина движения, которая имела бь. 
место при обтекании неподвижного тела жидкостью, движущейся 
со скоростью (—у'о), и эту картину движения и будет видеть 
наблюдатель, находящийся на движущемся теле. Фотоснимок,

' —>
произведенный аппаратом, движущимся со скоростью г>о, т. е. не
подвижным относительно тела, подтверждает сказанное (рис. 2 .8).

В отличие от линии тока траектория частицы жидкости пред
ставляет собой линию, проходимую этой частицей при ее движе



нии. Таким образом, если линия тока характеризует направление 
скорости разных частиц в один и тот же момент времени, то траек
тория характеризует направление скорости одной и той же частицы 
в разные моменты времени.

Очевидно, что вектор элементарного перемещения частицы по

—v -> df* -->
ее траектории определяется выражением: dr— v-dt или =v.

Рис. 2.7

Поэтому система дифференциальных уравнений траектории имеет 
вид:

dx
dt

—  vx (х, у, z, t), dy
lit vv (x, y, z, t),

dz
dt

=  vz (x, y, z, t). (2.3)

В этих уравнениях независи
мым переменным является вре
мя t , а координаты х, у,  z  суть 
неизвестные функции времени. 
Решение получается в виде трех 
равенств:

/, (х, у,  z , I) =  С'ь f2 (х, у,  z,  t) =

— Сг, h ( x ,  у,  z, t) = С 3.

Исключая из них I, получаем Рис. 2.8
два уравнения, представляю
щие собой уравнения семейства траектории. Это семейство, 
очевидно, зависит от трех произвольных постоянных.
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В общем случае неустановившегося движения траекторий 
частиц жидкости не совпадают с линиями тока, построенными для 
какого-либо -зафиксированного момента времени. В самом деле, 
пусть частица жидкости в момент времени U находится в точке А 
(рис. 2.9). За малый промежуток времени /2—1\ частица пройдет

—>
малый отрезок AB =  v a  (t2—/ 1) в направлении вектора vА , т. е.
по линии тока для момента времени tX: Если движение было бы 
установившимся, то в течение следующего промежутка времени

частица Двигалась бы в направлении вектора скорости Ь'в в точке 
В в момент tu поскольку за время t2—1\ скорость в точке В 
не может измениться. Таким образом, в случае установив
шегося движения частица все время двигалась бы по линии 
тока. В случае же неустановившегося движения в течение про-, 
межутка времени t2— t\ скорость в точке В, вообще говоря, изме
нится по направлению. Поэтому, придя в точку В, частица в тече
ние последующего малого промежутка времени —t2 будет пере

мещаться в направлении вектора скорости в точке В в момент 
t2 т. е. сойдет с линии тока, построенной для момента времени /ь ,

/  Как видно из этого рассуждения в частном случае установив
шегося движения траектории частиц совпадают с линиями тока, не 
[меняющимися во времени.
' В виде иллюстрации рассмотрим линии тока и траектории в с л у  
чае неустановившегося движения, скорость которого определяете^ 
равенствами: v x =-k ,  v v =  mi, vz =  0 ( кит постоянные). Очевидно, 
что. в- любой зафиксированный момент времени t\ скорость во всех 
точках имеет один и тот же модуль и одинаковое направление
(v0=  Ук2'-\-т2 ti2), а линии тока представляют собой прямые, 
наклонные по отношению к оси Ох под углом ось причем

Рис. 2.9 Рис. 2.10

tr ttt g a i = ---- - (рис. 2.10,а). В последующий момент времени t2 ско-
к
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рость во всех точках имеет другой модуль й другой, направление
—— 1th t \

и2:=у/г2+ т 2/22; .tg Сб2= —j~  ) и наклон линий тока отличен от того,

который имеет место в момент t\ (рис. 2.10, б ) .
Частица, выщедшая в момент времени t\ из точки А, в течение' 

малого промежутка времени будет двигаться в направлении век- 
—> *

тора vu затем в направлении вектора v2 и т. д., т. е. опишет кри
вую,' отличную от линии тока, как в момент tu так и в момент t2.

Нетрудйо найти вид этой кривой. Дифференциальные уравнения 
траектории имеют вид:

что дает уравнения траектории в параметрической форме:

Это значит, что траектории частиц имеют вид парабол с осью, па
раллельной Оу, параллельно смещенных друг относительно друга.

Легко видеть, что скорость частицы в каждый момент времени 
направлена по касательной как к траектории частицы, так и к ли
нии тока, построенной для 
этого момента времени
(рис. 2.11). Имея общую каса- ~
тельную, траектория и . линия n s .
тока являются таким образом, Линия токе
соприкасающимися кривыми, \
однако кривизна этих линий ' Т р а е к т о р и я
в точке соприкосновения р 91
является, вообще говоря, раз
личной.

В заключение введем понятие трубки тока и струи. Для этого 
возьмем замкнутую непересекающую себя кривую, не содержа
щую особых точек, и через каждую ее точку проведем либо ли
нию тока либо траекторию. Образовавшиеся при этом цилиндриче
ские поверхности носят название в первом случае трубки тока, во 
втором — струи. Если площади сечения трубки тока или струи 
настолько малы, что скорость в любой их точке можно считать по
стоянной, то, соответственно, будем иметь элементарную трубку 
тока или .элементарную струю. В силу понятных причин сквозь эти 
поверхности не может быть протечения жидкости, и она движется

и I п 1 ^х — к t —{■“Сь у  -----  ' |■ G^

Откуда



вдоль стенки. При стационарном течении обе поверхности совпа
дают друг с другом.' Тривиальным примером может служить
обычная трубка, стенки которой являются непроницаемыми для 
потока.

3. Плоское движение. Важным частным случаем общего рас
пределения гидродинамических величин является плоское поле.

Назовем,в частности, плоско-парал
лельным, или плоским, такое дви
жение, при котором: 1) во всех точ
ках потока векторы скорости па
раллельны данной плоскости; 2) во 
всех точках, лежащих на одном 
и том же перпендикуляре к этой 
плоскости, векторы скорости равны, 
т. е. во всех плоскостях, параллель
ных данной плоскости, картина 
движения, совершенно одинакова 
(рис. 2.12).

Если ввести декартову систе
му координат, расположив плос
кость хОу в плоскости движе- , 
ния, то первое условие дает, чт£К 

Рис- 2.12 vz— 0, а из второго условия сле
дует, что vx и vv не зависят от z, 

т. е. все производные по 2 равны нулю. Таким образом, в случае 
плоско-параллельного движения

vx-=vx(x, у ) ,  V y  =  Vy(x,  у ) ,  vz=Q. (2.4)

Легко видеть, что если пренебречь скоростью вертикальных 
движений в атмосфере, значительно менее интенсивных, чем гори
зонтальные, то движение воздуха в различных барических систе
мах удовлетворяет первому условию. Второе же условие не выпол
няется, так как скорость ветра с высотой меняется как по модулю, 
так и по направлению, а оси таких барических систем, как цикло
ны и антициклоны, имеют значительный наклон. Таким образом,
движение воздуха в атмосфере, вообще говорящие является
плоско-параллельным. Впрочем, рассматривая явления в достаточ
но тонком слое атмосферы, в~ ряде случаев схематизируют движе
ние, сводя его к плоско-параллельному.

Ясно, что уравнения линий тока и траекторий в этом случае 
упрощаются и принимают соответственно вид:

dx _ dy
v x (x, у,  t) v v {x, у,  t)

(2.5)

d x  . ' dy ' m
v x (x, y,  t) , —7 7 - =  Vy(x, y> t) . (2.6)dt dt



§ 3. ПРИМЕРЫ ПОЛЕЙ СКОРОСТГ-Й

Рассмотрим ряд примеров описания движения по методу 
Эйлера, причем поле скорости будем устанавливать в результате 
схематизации Действительной картины движения.

1. Пространственный источник. Представим себе, что в малень
кий полый шарик, в котором по направлению радиусов просверле
ны отверстия, по тонкой трубке под давлением непрерывно подает
ся несжимаемая жидкость в количестве Q единиц объема в еди
ницу времени (рис. 2.13,а). Упрощая явление, будем полагать, что 
истечение происходит из одной точки и картина движения совер
шенно симметрична относительно этой точки (рис. 2.13,6). Такой 
поток называется пространственным источником, точка А, на ко
торой происходит истечение, называется центром источника, вели
чина Q называется интенсивностью источника.

Из условия симметричности движения, очевидно, что векторы 
скорости направлены по лучам, исходящим от центра. Чтобы 
определить модуль скорости на расстоянии г от центра, окружим 
его воображаемой сферической поверхностью радиуса г. Легко, 
видеть, что через единицу площади этой поверхности за единицу 
времени проходит объем, равный v единиц объема, а через всю 
поверхность 4nr2v единиц. Но через любую поверхность, окружа
ющую центр источника, за единицу времени должен проходить 
один и тот же объем жидкости, равный интенсивности Q источни
ка, так как в.противном случае имело бы место изменение массы 
жидкости, заключенной внутри поверхности, и, в конечном счете, 
изменение плотности, что противоречит условию несжимаемости.

ражения, модуль скорости меняется обратно пропорционально 
квадрату расстояния от центра источника.

Рис. 2.13
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Ноле скорости можно представить в векторной форме, учиты
вая, что скорость коллинеарна с ортом радиуса-вектора:

' Q Ц •
4nf- ■ г 47: г3

Введя декартову прямоугольную систему координат с началом 
в центре Источника, из предыдущего равенства получаей:’

Ох О уг/.,,— -- --- -  — - -
4зх (x2 j r y 2 j r z 2) ' 1 - A n {k 2 j f-y2 j r z 2) ' 3

...... {2J )
. 4n(x2+ y 2+ z2)v'-'

Если имеет место не истечение жидкости .из точки, а, напротив, 
втекание в нее, то такой поток называется пространственным сто
ком. В этом случае скорость просто меняет знак.

Из физических соображений ясно, что скорости, а следователь
но и линии тока направлены радиально. Убедимся, ради примера, 
в этом аналитически. Подставляя (2.7) в уравнение (2.5), получим:

4n(x2-f-y2-j-z2) 3/! dx _ 4л{х2~\-у2-\-г2) dy __
Qx Qy ’ .

4л (хг+-у2+г*)’л dz 
~~ Qz

Сокращая на общий множитель при х, у, z ф 0, будем иметь:
dx _ dy __  dz

~~х ~~ у  ~  г.
или

dy _  У dz __ г
dx х  ' dy у

Интегрируя последние соотношения, приходим к уравнениям се
мейств двух плоскостей, проходящих через начало координат:

*■ ' ' 
у =  Сх, ' z =  C\y.

Прямые, по которым они попарно пересекаются, есть линии 
тока, проходящие через начальную точку, т. е. являющиеся радиу
сами

При x = y = z  — Q имеем особую точку. Здесь пересекается бес
численное множество линий тока. Скорость в этой точке, как сле
дует из (2.7), равна со. Это следствие математической схематиза- 
UHI1, при которой площадь источника. 4кг2 0, а количество по
ступающей из него жидкости Q конечно. Поэтому должна' иметь



неопределенность вида О-'оо, раскрытие которой п может только 
дать О- <» =  Q.

Для определения линий тока подставим (2.7) в (2.6) и после 
сокращений при х— у = г ф  О получим уравнения вида':

dx dy dz
х У

: dt .

Интегрируя их и исключая t, вновь Получим:
у ■■■■- Сх. г =  С\У.

(При вновь имеем особую точку).
Траекторий и линии тока совпали. Это и должно было иметь 

место, ибо рассматриваемое движение стационарно. Поэтому 
можно было бы не решать последнюю задачу, и мы это проделали 
лишь с целью иллюстрации,

2. Плоский источник. Представим себе тонкую прямую трубку, 
в которую под давлением подается несжимаемая жидкость, выте
кающая из трубки через многочисленные отверстия, равномерно 
расположенные на ее поверхности (рис. 2.14 а). Схематизируя

б)
а)

х  
✓ 1
V
✓ '1
V

✓ 1

явление, будем представлять себе в пространстве прямую линию, 
от которой по всем направлениям оттекает несжимаемая 
жидкость, причем все частицы движутся в Плоскостях, перпенди
кулярных к прямой, и картина движения в каждой плоскости 
(рис. 2.14,6) является симметричной относительно точки А пере
сечения плоскости с прямой. Очевидно, что описанное движение 
удовлетворяет обоим условиям плоско-параллельности.

Такой поток мы будем называть плоским источником, точку 
А — центром источника на. рассматриваемой плоскости, объем Q 
жидкости, оттекающей за единицу времени от каждой единицы 
длины прямой, — интенсивностью источника.

Определим поле скорости плоскости источника. Прежде всего 
очевидно, что векторы скорости направлены по лучам, идущим от



центра источника. Чтобы определить модуль скорости на расстоя
нии г от центра, представим себе прямой цилиндр, основание ко
торого представляет собой круг радиуса г, лежащий в плоскости 
движения, а высота равна, единице длины. За единицу времени 

. через боковую поверхность этого цилиндра протекает объем 
жидкости, равный произведению скорости на площадь боковой по
верхности, т. е. 2nrV: В то же время из условия несжимаемости 
жидкости следует, что эта величина равна интенсивности Q источ

ника. Таким образом, 2nrv =  Q и у =  -—2 _ , т. е. Модуль скорости

в случае плоского источника меняется обратно пропорционально 
расстоянию от центра.

Поле скорости можно представить в векторной форме, учиты-
вая, что вектор скорости коллинеарен с радиусом-вектором г точ- 
ки, имеющей начало в центре источника. Тогда

— -JL  2 . — Q ^
V ~  2яг г 2 жг2 Г '

В декартовой системе координат с осями Ох и Оу, лежащими 
в плоскости движения, будем иметь:

_ Q x  , _ Qy
Vx “  2п ( х 2+ У 2) ' ‘Vy ~  2 п (х2+ у 2) ‘

3. Вращение жидкости как твердого тела. Допустим, что 
жидкость находится в' цилиндрическом сосуде, который вращается 
вокруг своей оси с постоянной угловой скоростью ш. Благодаря 
силам вязкости жидкость сама будет приведена в состояние вра
щения и, когда процесс стационируется, она будет покоиться отно
сительно сосуда, вращаясь вместе с ним как твердое тело. Подоб
ное движение жидкости будет, очевидно, плоско-параллельным. 
Скорость частицы жидкости, находящейся на расстоянии г от оси, 
направлена по касательной к окружности радиуса г в ту или дру
гую сторону в зависимости от направления вращения, а по модулю 
равна сог, т. е. растет пропорционально расстоянию от оси 
(рис. 2.15).

Введем декартову систему, координат, направив ось O z  по оси 
вращения. Допустим, что жидкость вращается около оси O z  про
тив часовой стрелки, если смотреть со стороны положительного 
направления оси. Тогда:



В векторной форме и— [соХг]•
4. Безвихревое вращение жидкости. Допустим теперь, что ча

стицы жидкости движутся по круговым траекториям, как и в пре
дыдущем случае, но в отличие от него скорость движения .частиц 
меняется обратно пропорционально расстоянию от оси, т. е. при

С
удалении от оси убывает по закону и== — , где С — величина, по

стоянная для всех точек данного потока- (рис. 2.16). .Такой тип дви
жения мы будем называть безвихревым вращением (смысл терми
на «безвихревое» и причины присвоения его рассматриваемому 
движению будут объяснены ниже).

Движение, подобное описанному, можно осуществить, поме
стив в жидкость весьма длинный (по сравнению с поперечными, 
размерами) цилиндр и заставив его вращаться вокруг оси. Тогда 
частицы жидкости, непосредственно прилегающие ,к поверхности 
цилиндра, вследствие сцепления между ними и поверхностью ци-- 
линдра, будут двигаться со скоростью частиц цилиндра. По мере 
же удаления от оси вращения скорость будет убывать, постепенно 
приближаясь к нулю.

Введем систему декартовых координат, направив ось Ог по оси 
вращения. Тогда с помощью рассуждений, совершенно аналогич
ных тем, которые применялись в предыдущем случае, найдем, что 
при движении против часовой стрелки:

■X

Рис. 2.15 Рис. 2.16



Определим, как дополнительный пример, 
линии тока. Соответствующее уравнение: .

d x  __ d y

для этого случая

и>у СОХ

или
-у dy— x dx.

После интегрирования получим уравнения семейства окружно- 
ностей:

у2-\-х2 — С2.
Уравнения траекторий в силу стационарности процесса имеют 

аналогичный вид. -
5. Изолированный вихрь. Под этим будем понимать такое вра

щательное движение жидкости, при котором вблизи оси вращения 
(оси вихря) жидкость вращается как твердое тело, а, начиная 
с некоторого радиуса имеет место безвихревое вращение. 
Иными словами, при удалении от оси вихря скорость сначала 
растет пропорционально радиусу: v — car, а, начиная с т=Го, убы-

С
вает обратно пропорционально радусу: и =  —  (рис. 2.17). Легко

видеть, что при г= г 0 ооа закона изменения 

давать одну и ту же величину v(rQ), т. е. сог0 =

скорости должны
С , откуда С =  аг02.

Часть жидкости, вращающая
ся как твердое тело (т. е. огра
ниченная цилиндрической поверх
ностью с радиусом основания г0) 
носит название ядра.вихря. Оче
видно, что движение, рассмо
тренное в предыдущем примере, 
можно рассматривать как три
виальный случай изолированно
го вихря, у которого радиус ядра 
равен нулю.

Движение, подобное движению в изолированном вихре, имеет 
место в атмосфере в тайфунах, торнадо, смерчах.

Рис. 2.17

§ 4. ВИХРЬ (РОТОР) СКОРОСТИ

Напомним, что в математическом анализе под ротором Q какой-
либо векторной величины а, подразумевается векторное произве
дение

Q = [ V X a ] , ( 2 .8 )

30



:» :> О *  д ; О
где V  — i -f- к ------- оператор Л амильтона, представ-

„  . .  . .  7* ; "ляющии собой символический вектор с проекциями: V =  | ,

д д \ -*'-?■ ■
(*. !’ * — единичные орты, соответственно, в направле

нии осей х, у, г).
Выражение (2.8), как и любое векторное произведение, можно 

записать через определитель

Q ■ д \ д (Г
дх ду dz
a;v a v a*

Раскрывая его, получим выражение для Q в проекции на оси 
координат

d ау-> -> I д а
dz I

7 ^

■' d ax d a .

dz dx -4- k
> Ida., даЛ

dx - W ) ;  (2'9)
!• Q

Ротор скорости v, согласно данному выше определению, должен 
записаться в виде

Q =  rot v =  [ V X y] (2 . 10)

или в проекциях на оси координат

rot v =  i
' d v2

~W
д ъ
"dz i - )

dv*
>. dz

dv*
dx

rot* V rot,, V

dvy
dx

dvx
~dy

(2,11)

rotz V

В случае плоского движения, параллельного хОу, сохраняется 
лишь одна вертикальная компонента ротора



Обратимся к физической интерпретации ротора скррости. 
С этой целью рассмотрим вначале скорость вращения твердого 
тела вокруг какой-либо точки. Как известно, она равна

1Тг—|(„Хг],
—> ,

где г =  { х, у, z } — радиус-вектор.
В проекции на оси координат: ' '

‘̂ х : = = ( И у ^ - - - - - - - & z U - >  V y = = = ( X ) z X - - - - - - - - -  ( О д ;  V z = = ( i ) x y - - - - - - - С О у  X .

—> . /
Найдем rot D =rot В проекции на ось ж имеем

д vz д vy
l'Otac V =  ——--------- =  Юж +  СОд: =  2 С0Ж.

] —>
Таким образом мы убедились, что— rotx o равна угловой ско

рости вращения частицы жидкости как твердого тела вокруг оси х. 
Рассуждая совершенно аналогичным образом, легко показать, что 
j ■—> ( —>

-g- rot,j v =  (Dy и -^xoizv — (n,, а в общем случае трехмерного дви

жения

Q =  rot о = 2  ш. (2.12)

Следовательно, ротор скорости равен удвоенной угловой ско
рости вращения затвердевшей (фиктивно) жидкой частицы вокруг 
мгновенной оси вращения проходящей через точку, принятую за 
центр.

—>
Векторные линии поля векторов rot и носят название вихревых 

линий. Это значит, что вихревая линия представляет собой такую
—•>

линию, которая в каждой своей точке касается векторов rot v или 

векторов угловой скорости вращения частиц, равных -j- rot о

(рис. 2.18). Элементарные частицы жидкости, расположенные на
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вихревой линии, вращаются вокруг этих векторов. Поэтому вихре
вая линия является огибающей мгновенных осей вращения, т. е. 
играет роль криволинейной оси вращения для расположенных на 
этой линии частиц.

Поверхность, образуемая вихревыми линиями, проходящими 
через каждую точку произвольно проведенной замкнутой линии, 
не пересекающей саму себя и не содержащей особых точек, назы
вается вихревой трубкой.

Уравнение вихревых линий, согласно общему определению 
векторных линий, имеет вид: -

dx dy
1  =  1  г 7Y  r»tt S - у  X9 tvv

или

dx dy dz
<°.v ~~ «V w_- *

—>
В заключение этого пункта остановимся на записи rotz v в на

туральной. системе координат. Последняя зачастую оказывается 
удобной при рассмотрении го
ризонтальных движений в ат- 
мвсфере. Вводится она сле
дующим образом. Начало этой 
системы располагается в рас
сматриваемой точке простран
ства, одна ось (/) направлена 
по горизонтальной линии тока, 
другая ось (п) располагается 
в горизонтальной плоскости по 
нормали к скорости влево от 
направления движения, третья 
ось (z) направлена по верти
кали снизу вверх (рис. 2.19).
Желая записать те или иные 
дифференциальные соотноше
ния в натуральных коорди
натах, можно воспользоваться соответствующими выражениями 
в общей декартовой системе, причем ось Ох отождествить с осью /, 
ось Оу — с осью п, ось O z  — с вертикальной осью.

В случае горизонтального движения имеем выражения проек
ций скорости:

dz

3  З а к .1 1 2

M  =  vx )= v, Vn ( =  Vy) =  0, .Vz =  0.
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dvy
Преобразуем теперь выражение для £>г= ——■(J

всего, имеем (рис. 2.20):

: дюу Avy
- у - =  lirn г ■

О Х  Д  А *  0

д vx 
ду Прежде

г>'Аа ) до.
ИШ 77J '/= 'U —-т-

±1 - > о \ М /  ~д1
kv-

V

I P

Здесь Да это угол поворота вектора скорости против часовой
■ ' .. до.стрелки при .смещении вдоль линии тока на отрезок А/; — — по

ворот вектора, скорости при смещении на единицу длины, т. е. кри
визна k линии тока; R — радиус кривизны; R и k будут величинами

положительными, если вектор скорости поворачивается против ча
совой стрелки, т. е. центр кривизны располагается влево от на
правления движения; k и R будут величинами отрицательными, 
если центр кривизны находится справа от направления движения. 
Далее .

Таким образом,

д vx 
ду

Qz =  kv

<h’
дп

ov 
dti- ’■

или
v

~R
dv
дп ( 2 . 1 3 )

Первый член правой части в обоих последних равенствах обу
словлен кривизной линий тока, а второй — изменением модуля ско- 
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рости по нормали к линии тока. Он положителен, если модуль 
скорости убывает влево от линии тока, и отрицателен при росте 
модуля в этом же направлении.

§ 5. РАЗЛОЖЕНИЕ СКОРОСТИ В ОКРЕСТНОСТИ ТОЧКИ. 
(ПЕРВАЯ ТЕОРЕМА ГЕЛЬМГОЛЬЦА)

ч —>
Скорость v какой-либо точки твердого тела представляет собой'—>

векторную сумму скорости v0 поступательного движения точки, 
выбранной за центр, и скорости вращения вокруг мгновенной оси,

—>■ —̂
проходящей через него, т. е. [соХг]' Таким образом,

о =  Оо+[соХг],

где г — расстояние между центром и рассматриваемой точкой 

( r = U ,  т), £}).
В жидкости к обоим .упомянутым скоростям добавляется еще 

деформационная скорость, возникающая за счет изменяемости 
среды. Ниже мы выведем для нее соответствующие выражения.

—>
Запишем скорость о некоторой точки, находящейся на расстоя- 

нии г от выбранного нами центра движения, в виде суммы скорости 
поступательного движения центра v0 и некоторого приращения 6о, 
т. е. о =  о0+ 6у . И ли в проекциях на оси координат:

VX =  V0X + 6и*, j -
Vy =  Voy,+ 6 vy, (2Д4)
vz =  voz + 6 vz. )

Рассматривая весьма малую окрестность вокруг центральной 
—>

точки (малые г и, соответственно, его проекции rj, £), мы можем, 
разлагая приращения в ряд по £, rj, Z, ограничиться первыми чле
нами, так что (2.14) запишутся в виде:



Из (2.15) следует, что приращение скорости выражается сово
купностью девяти величин, т. е. тензором второго ранга, который 
мы в дальнейшем разбиваем на симметричный и антисимметрич
ный *:

0 vx дщ 
дх ду 
rivy dvy 

ду 

дУц 
дуd)sf

dvjf
dz 

dvy 
dz 
dv, 
dzJ

1
T

dvx
dx

dvr
dx

dv.

dvx dvx 
dx -̂ dy 
dvx dv'v 
dy dy 

dvr dv,
dx dz dy

dvy

dvv 

h ~ ¥  

, dvy 
r dz

dvx
dz

dvy
dz
dv,
dz

dx

dv,
dy
dvz
dz

dx
dv x 
dx

dvx
dy

dvy
dx

dvx
dz

dvt
dx

1
+  у "

dvy
dx

dvx
dy

dvv dvy
dy

dvy
dz

dvz
~dj

dv,
dx

dvx
~dz

dv,
~

dv
dz

dvt
dz

dvz
dz

Введя обозначения:

dvx dvv dv.
Ei dx > 2=  ~dy' ’ . 3 dz 4

dv,

'■ =  4  +

dvy
dz ’ V - -

dvx
_________  j....
dz '

dv,
dx e„ ~

dvy
dx

dv„
4 '  ~фГ

учитывая выражения для компонент ротора скорости, можем
исходный тензор переписать в виде:

£i
1

Y (J3
1

"rf ^ 0 -
1

r o t  V
1
2 - r o t y V

1
£2

1
T bl +  ■

i -»■ 
2-rot.D 0

1
Y rot* v

l
У  62

1 1 "
—■ у  roty-y

1
Tf r°t.v V 0

.(2,16)

* Операции с тензорами и само понятие напоминаются в приложении А .
36



-Подставляя полученное разложение (2.16) в (2.16), пблучйМ' 

1 : 1
Vx =  VxoJr&l i  И--- 2~ V'l "Г. 1) 2■ 1 2

—> 1 - ,
С rOt.,'!/ —  r o t  V ,

1 • 1
■jy =  vy0-{-e2̂1 +  -в?,? + ' 2 

1

■s rot,®

и2 =  у г0-| -—  02t -(- ^ frf'l +  £з^ +  _2 'Ti ro t,.г'

£ rot* tv (2.17)

—
7j- = rot,.

Введя функцию Ф =  -2" (s ii2+ e 2ii2- f 8з 2̂4-01'Ч&+02ЕС+9зЕ,'1) и

имея в виду, что последние два слагаемых в каждом из написан
ных выше выражений, суть компоненты векторного произведения, 
можно соотношения (2.17) представить в более компактном виде:

:У-ХО+ —дГ
дФ

~Ж
дФ

d't]
дФ
дс

+

Г1 ■ -  -Л
rot v x r )

X
_ 1 _ 1
ТГ r o t v x r2 У

'  1 -> »'
75- r o t ‘У Х г 

. ■£- ,,

(2.18)

Или в векторной форме, поскольку — rot^ =  4)

■ /. » дФ , 'дФ -» а Ф

v  =  v n +  1«>Хг] +  I V - g  f  j  “ (2.19)

Мы видим, что в отличие от твердого тела, в разложении ско
рости жидкости имеется в наличии еще один член, появление ко
торого, как мы убедимся, связано с ее деформируемостью. Для 
этого обратимся к физическому смыслу величин, входящих в функ
цию Ф и являющихся компонентами симметричного тензора, ко
торый мы ниже выписываем отдельно.



р ассмотрим вначале величину е г to*
дх . Пусть при к —Х\ х-£я

проекция (рис. 2.21) скорости равна vx, , а при-х==хг vx, . Тогда 
изменейие ее на единице расстояния будет

Vx Vxx

йли в пределе
Д', — X! 

■dV±  —  
д х

Дх

&vy
Пт А*-Дл*>0

Таким образом, ei представляет собой изменение х-ой составля
ющей скорости на единицу расстояния параллельно оси х.

У

их.

Рис. 2.21

Скорость есть путь в единицу времени, поэтому частицы, нахо
дящиеся в начальный момент на х— хи пройдут расстояние vXl, а 
на х = х 2 расстояние'^ за единичный отрезок времени. В итоге, 
поскольку vXs ¥= vXl, элемент жидкости растягивается (сжимает
ся) вдоль х.

Следовательно, величина 11т — поедставляетАд- дх --------—
собой_удлинение (сжатие)..

j.v >о Д-v дх...
элемента на единично.м расстоянии 

igo.'ib ,v в. единицу времени. Аналогичная трактовка имеет место и
(h\, dv.
ду и 83 - —  , где рассмотренный эффект

имеет место соответственно по осям у и z. Таким образом можно 
констатировать, что величины вь ег, &з отражают деформацию рас
тяжения (сжатия*) элемента жидкости. Количественно они равны 
относительному удлинению, происходящему за единицу времени по. 
осям х, у и z.

* В случае сжатия вдоль какой-либо оси соответствующая производная 
имеет, естественно, знак минус. Разумеется, что могут иметь место случаи одно
временного растяжения по одной и сжатия по другой оси.
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дч)у дгох
03=  4- -j—- . В этом случае мы, очевидно, анализируем

процессы, протекающие в плоскости хОу. Физический смысл 0з 
легко усмотреть, исходя из следующих рассуждений.

Представим себе малую частицу жидкости, центр которой сов
падает с заданной точкой А. Выделим в частице два отрезка, па
раллельных осям Ох и Ог//имеющих малую длину Ах и Ау и, деля
щихся точкой А пополам (рис. 2.22). За малый промежуток вре
мени At отрезки, претерпев то или иное изменение своей длины, 
займут новое положение, повернувшись относительно прежнего 
положения против часовой стрелки (если смотреть с конца Оси г) 
на угол Аб 1 и на угол Д62. Этот поворот мы можем представить 
себе как результат двух движений:

Р ассм отри м  д ал ее  какую -либо величину О... например

______________:--------------------------- ------ ----------------~-х

Рис. 2.22

а) «вращения, т. е. поворота обоих отрезков против часовой 
стрелки (если смотреть с конца оси z) на один и тот же угол. Да, 
причем изменения прямого угла, первоначально образованного 
отрезками, не происходит;

б) перекоса прямого- угла в результате поворота отрезков на
встречу друг другу на один и тот же угол Др. Здесь имеется в виду 
угол поворота частей отрезков, идущих в положительном направ
лении осей.
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При этих условиях углы будут удовлетворять следующим соот
ношениям: .

A 6 i  =  Д о с - | - А  ( 3,

Д6 2—Да—Др,
откуда

1
Д а= -у- (Дб 1 —f-Д6 2 ),

■ A p = y ( A $ i — a 8 2 ) ,

Разделив эти равенства на промежуток времени At и перейдя 
к пределу при At-у 0, получаем:

xtor 1 /  flfSj db
dt 2  \ dt  ̂ dt
d$ 1 /  dbx db2

dt ~~ 2 \ dt dt
da

В этих выражениях представляет собой угловую скорость

d'i
вращения отрезков против часовой стрелки, — угловую ско-

dSj d8 2
рость перекоса прямого угла, и — угловую скорость по-

у

1

ворота отрезков против часо
вой стрелки.

С "  Две последние производ-
1-1 , ные можно выразить через

- производные по координатам
от проекций скорости. Для 
этого рассмотрим движения 
отрезка АС, параллельного оси 
Ох, в направлении оси Оу, от
влекшись пока от его переме
щения в направлении осей Ох 
и Оу (рис. 2.23). Точка А —  
центр частицы—перемещается 

— j? в направлении Оу со ско
ростью vy, точка С — со ско-

Риа 2-?3 ростыю V y +  у  Ах.
В результате этого за малый промежуток времени At 

точка А проходит расстояние АА" =  vvAt, точка С — рас-
-Ю



,  dvy, 1 
стояние CC'*= - 1' УП~ Ж
стояний имеет величину

Ах | At. Поэтому разность этих рас-

dv 1
С 'С" =  СС" -  С С '=  V -  • -Гдх 2

угол поворота отрезка в направлении от Ох к Оу равен

С'С" dvy
Д 8 ,а 1 8 451= т _  =  - ж г Л(,

Т Дх

а угловая скорость поворота

До, dvv
At дх

Таким образом угловая скорость поворота отрезка, параллель
ного Ох, в направлении от Ох к Оу определяется производной 
dvv

— . Движение отрезка АС в направлении оси Ох- может при

вести к растяжению или сжатию отрезка, но вклада в поворот 
отрезка около точки А не внесет. Точно так же не вызовет доба
вочного поворота в плоскости хОу и движение отрезка в направле
нии оси Oz (хотя оно и может вызвать поворот в плоскости xOz).

Подобным же образом нетрудно показать, что жидкий отрезок, 
параллельный оси Оу, поворачивается в плоскости хОг/ в направ

ки,:
лении от Оу к Ох с угловой скоростью  ̂ - •

В результате этих рассуждений мы имеем:

dvy _ do2 dvx
dt ~  dx dt dy

Следовательно, получаем

d$ 1 / dvv dvx
dt 2 \ dx ' dy

Таким образом 03 есть величина перекоса прямого угла в ре
зультате поворота отрезков навстречу друг другу с угловой ско
ростью.

1 ( dv., dvx
— L. J____ i.
dx 1 dy
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Аналогичным образом легко показать, что 01 и 02 отражают 
перекосы1 частиц соответственно в плоскостях yOz и xOz.

ГЛАВА III

ПОТОК И ДИВЕРГЕНЦИЯ СКОРОСТИ

§ 1. ФИЗИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ПОТОКА ВЕКТОРА СКОРОСТИ

—̂
1. Поток вектора. Представим себе, что в поле вектора а (х, у, z) 

задана некоторая поверхность о (рис. 3.1). Будем полагать, что 
эта поверхность является ориентированной, т. е. в каждой точке ее 
задано определенное положительное направление нормали (орт

—Г>
нормали п), причем это направление при перемещении вдоль по- 

Л. верхности меняется непрерыв
но. Таким образом, мы пола
гаем, что задана не только 
геометрическая форма поверх
ности но и показаны ее «внеш
няя» (та, куда направлены 
нормали) и «внутренняя» сто
роны. Если поверхность 
является замкнутой, то приня
то направлять нормали изну
три вовне объема, ограничен
ного поверхностью. Разобьем 
поверхность на элементарные 
площадки Aoi и составим 
произведения вида 0 inAoi, 
где ciin — проекция вектора

—>
а{, взятого в произвольной точке площадки Aoi, на нормаль. Про
суммируем все подобные произведения и найдем предел этой сум
мы при условии, что все Асн стремятся к нулю, а число их неогра
ниченно возрастает. Этот предел,

Q — lim У,
До.->0

a  „ d a

(®)

называется потоком вектора а через поверхность а.
По своему смыслу это скалярная величина, численно равная, 

—>
количеству а, проходящему через поверхность а. В частном слу
чае с может быть замкнута. Тогда Q =  (§>ando дает разность между

<3
входящим и выходящим потоками, т. е., в. конечном счете, накопле--

ние (или-наоборот) а в объеме -/стягиваемом поверхностью сг.
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2. Расход жидкости. Поставим себе задачей установить физи
ческий смысл потока вектора скорости через заданную поверх
ность о:

Q—  j vnda.

Для этого представим себе сначала, что поверхность о является 
неподвижной «контрольной» поверхностью, через которую 
жидкость способна свободно протекать. Легко видеть, (рис. 3.2), 
что через площадку da за единицу времени проходит объем

жидкости, заключенный в цилиндре с основанием do и образую-
—>■

щей V. Величина объема равна vnda. В силу этого vndo соответ
ствует общему жидкости, протекающей через do, взятому со зна
ком « + » , если жидкость течет в сторону нормали, и со знаком «—», 
если жидкость течет в противоположном направлении. Интеграл
|  vnda равен разности между объемом жидкости, протекающей

в сторону, куда направлены нормали, и объемом жидкости, проте
кающей в противоположном направлении. Таким образом, поток 
скорости через поверхность представляет собой объемный расход, 
т. е. объем жидкости, протекающей через эту поверхность (счита
ющуюся неподвижной) за единицу времени. Равенство потока 
нулю при наличии движения возможно лишь в том случае, когда 
объем жидкости, протекающей в сторону, куда направлены нор
мали, равен объему жидкости, протекающему «внутрь» поверх
ности.

Поток скорости через замкнутую поверхность Q =  фvnda (нор

мали к которой, как указывалось, направлены вовне) выражает 
собой Ьбщий объем жидкости, вытекающей за пределы простран
ства, ограниченного поверхностью (или, наоборот, остающийся 
в нем), за единицу времени. Очевидно, что в случае несжимаемой

a  v d 5

Рис. 3.2

сг
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жидкости объем жидкости, текущей внутрь йоверхности, Должен 
быть равен объему жидкости вытекающей, так как только при этом 
условии плотность жидкости, заключенной внутри поверхности, 
может оставаться неизменной (объемный расход равен нулю). Не
равенство нулю потока скорости через замкнутую поверхность 
возможно лишь в случае сжимаемой жидкости.

Если вместо vn рассматривать pvn, то величина М —  j* pvndo
а

дает массовый расход т. е. массу, проносимую потоком через по
верхность а за единицу времени. В случае замкнутой поверхности:'

M — .($pvnda, и мы получаем массу, выходящую (входящую) из

объема, также за единичный интервал времени. Ясно, что в слу
чае несжимаемой жидкости накопление массы в объеме т не имеет 
места. ‘

§ 2. ДИВЕРГЕНЦИЯ СКОРОСТИ

1. Физический смысл дивергенции скорости. В курсах матема-

тического анализа* дивергенция вектора а— {ах, ау, az} опреде
ляется как

div а “р
дах ' дау du,
дх г  dy  ̂ dz

или, через посредство оператора Гамильтона, как скалярное про
изведение:

/ — —> —> 
d i v a =( V- a ) . '

Там же выводится формула связи между потоком вектора и его 
дивергенцией (формула Гаусса-Остроградского):

(j) arido—  j div a dx,

где х — объем, ограниченный поверхностью a.
Поэтому для вектора скорости следует записать:

d v t  d v . ,  d v ,
di v„ =  _  +  _  +  (3.1)

* См., например, Смирнов В. И. «Курс высшей математики», т. II. ГИФМЛ. 
М., 1958.
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или

и
div и — ( V -у)

i v nd o =  j d w v d - z .  (3.2)
' j т

Последнее выражение расшифровывается следующим образом: 
объем жидкости, выходящий за единицу времени за пределы т 
(или, наоборот, остающийся в нем) равен объемному интегралу 
от дивергенции скорости. (В случае вытекания дивергенция отри
цательна) .

Отсюда легко перейти к физической интерпретации div v. Для 
этого, воспользовавшись теоремой о среднем, вынесем в (3.2) —>
div v из-под знака интеграла. Тогда

(j) vnd(j~<lw v | dr..

Поскольку (|) vndo равен разности входящих Q2 и выходящих Q i
и

потоков, т. е. Q2—Qi =  AQ, то, считая % малой величиной т — Ат, 
последнее выражение можно переписать в виде

-----A Q
div v —  —г— •

Дт

Переходя к пределу, получим

AQ d Q  
div v =  lim -г— =  —т- •

дт->о Дт d i

Таким образом, дивергенция скорости равна относительному 
изменению объема фиксированной частицы жидкости в единицу 
времени. Или, иначе говоря, она представляет собой разность 
входящих в единичный объем и выходящих из него потоков 
жидкости за единицу времени.

Все сказанное выше может быть перефразировано и по отно
шению к секундной массе ри, для которой выражение для дивер
генции должно иметь вид

->  dpvx d?v v dpvz
divpi>= -5 ------ -----4— 3— •dx dy dz

-> ~>
Физический смысл div pv тот же, что и div v. Просто вместо 

объема в приведенных выше определениях будет фигурировать 
масса.
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2. Запись плоской дивергенции в натуральных координатах.

Дивергенцию двухмерного движения d'ivwi будем называть пло
ской. Для горизонтального движения (параллельно хОу) она за
пишется как . !

d i v  V\  =
dvx
дх + ду

Запишем ее в натуральных координатах, направив, как и ранее, 
ось Ох (/) вдоль горизонтальной линии тока, а ось Оу (п) по

нормали к ней влево от направ
ления движения. Тогда имеем 
(рис. 3.3). '

div vj =
dv
~Ж v дп (3.3)

dvПроизводная---- •, равная при-
д1

ращению модуля скорости при 
смещении вдоль линии тока -на 
единицу длины, называется ди
вергенцией модуля. Она является 
величиной положительной, если 
модуль скорости в направлении 
движения растет, и величиной 

отрицательной, если модуль скорости в направлении движения

убывает. Производная
дп

представляет собой угол поворота

(в радианах) вектора скорости при смещении по нормали к линии
п дЗ - 'тока на единицу длины. Величина v ——. представляет собой часть

дп
дивергенции, обусловленную непараллельностью линий тока, раз
личием их направления; поэтому ее часто называют дивергенцией 
направления. Она является величиной положительной, если

—— >U , т. е. линии тока в направлении движения расходятся, и 
dn

величинои отрицательном, если
дп

< 0 , т. е. линии тока сходятся.

В виде иллюстрации приведем примеры дивергенции модуля и , 
дивергенции направления различных знаков (рис. 3.4). ,
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В общем случае негоризонтального движения дивергенция 
скорости может быть представлена в виде

div v =  +  - 5 4 = div W]+ -^ -v  ^  ,с/х ду dz ds г /п

„  « . . .
где d i v u i =  —̂ --- 1— представляет собой дивергенту» гори-

—̂
зонтальной составляющей v\ скорости, которую мы можем пред
ставить в виде суммы дивергенции модуля и дивергенции направ
ления. Тогда будем иметь

н>. dv - ' dB dv,
div v =  -т г  ■+ V —----- h i " ,  (3.4)dl dn dz

где v — модуль скорости горизонтального движения.

° ) ж > ° -  -  в}й £ 0 ;  v f n ' °

°>Ж < 0  и Ш >0 "  ’>1 Г > 0  и Т)п< 0

Рис. 3.4

3. Определение вертикальной скорости при движении несжи
маемой жидкости. Из физического смысла дивергенции скорости 
ясно, что для несжимаемой жидкости она равна нулю, ибо в этом 
случае не может быть накопления или уменьшения жидкости 
в единичном объеме., (Входит столько же сколько и выходит). 
Таким образом,

v ovr dv.. dv, 
div v =  — -j-— -J- -3— =  0 .dx dy dz

> dvv dvr 
(В случае плоского движения divui =  - ^  +  - ^ - = 0 ) .
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При горизонтальном-движении, пользуясь натуральными коор
динатами, будем иметь •

dv . -д$
+  vdt dn

Из последнего соотношения следует, что в случае плоско-па
раллельного движения несжимаемой жидкости положительная 
дивергенция направления (расхождение линий тока в направле
нии движения) сопровождается отрицательной дивергенцией мо
дуля, т. е. убыванием модуля скорости вдоль линий тока 
(рис. 3.5, о). Напротив, при сближении линий тока в направлении 
движения имеет место возрастание скорости (рис. 3.5,6).

б) а) 6)

—  ^ :____
*  - f i t - - 1 1 1 =_  ----- ► -----

-fc.
'  “ ! 1 1 ~ - I I I -

Рис 3.5 Рис. 3.6

в)

I I I'

Остановимся на вопросе об оценке знака и величины скорости 
вертикальных движений в атмосфере. При грубых оценках воздух 
можно рассматривать как жидкость несжимаемую, т. е. можно
пользоваться равенством divi' =  0.

Если направить ось Oz по вертикали вверх, то поток можно 
представить в форме -

dvz
~dz О,

где div u j— дивергенция горизонтальной составляющей скорости, 
дюх дг\, dv д$

равная либо dx , , либо ,,dv dl v . Таким образом,

dvz
dz div v, .

Это значит, что положительная дивергенция горизонтальной 
составляющей скорости (т. е. вектора скорости ветра на синопти
ческих. картах) сопровождается уменьшением вертикальной со
ставляющей скорости в направлении снизу вверх (рис. 3.6),—
Напротив, отрицательным значениям div Uj соответствует рост 
vz с высотой.
48 '



Полагая начало координат находящимся на земной поверх
ности и интегрируя последнее равенство от нуля до некоторой вы
соты h, имеем

h
vz(h) =  — j  divfli dz,

или

vz(h) =  — h (d iv y ,)cp,Cp ■

где (d ivy )Cp есть среднее значение дивергенции горизонтальной 
составляющей скорости. Так, например, в области повышенного

•—̂
давления в слое трения имеет место d i vUi >0  (рис. 3 .7 ,а), ч,то 
обусловлено действием сил трения. Этому соответствует vz(h) 
т. е. в области повышенного давления имеют место нисходящие 
движения воздуха. Напротив, в области пониженного давления,
где d i v o i < 0  (рис. 3 .7 ,6), vz(h )> 0.

а) 6)

U U  U I J L

t п  т  г г п -г п ф ш  <

Рис. 3.7

Приведем несколько примеров грубой оценки порядка вели
чины vz.

П р и м е р  1. В области антициклона с круговыми изобарами 
радиальная составляющая скорости на расстоянии г = 5 0 0  км от 
центра в среднем равна 1 м/сек до высоты -h— \ км. Оценим сред
нее значение скорости нисходящих движений на высоте 1 км.

Определим divwb для чега достаточно объем воздуха, проте
кающего в единицу времени через боковую поверхность цилиндра 
с радиусом основания г и высотой h, разделить на объем этого 
цилиндра:

2 n r h v r 2 v r
d i v w i  = иг r2 h
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Тогда ‘

dz(h) =  — h 2- r-; t'z (1 km) =  - 1  ООО м 2Knl *!?.6K-=  -0 ,0 0 4  M f c e K .  
г  5 0 0 - 1 0 °  л г

В течение суток это приведет к опусканию слоя воздуха на 
350 м и адиабатическому повышению температуры в нем на 3,5°С, 
что может вызвать полное рассеяние или значительное уменьшение 
облачности.

П р и м е р  2. Линии тока параллельны друг другу, причем ве
личина скорости в направлении движения убывает на 1 м/сек на 
каждые 100 км. В этом случае

dv Ди — 1 м/сек
d" ' v‘= s r  ”  =  100- 10» Ж =  ~ 10~‘ и *~'-

Таким образом, в, этом случае на высоте 1 км имеют место вос
ходящие движения воздуха со скоростью порядка 1 см/сек.

П р и м е р  3. Скорость ветра равна 10 м/сек и вдоль линии тока 
не меняется. Линии тока, расположенные на расстоянии 1 км друг 
от друга, расходятся на 6° (0,1 радиана). В этом случае

др : Д? 0,1
divwib=y —— —г—  — 10 м/сек ■ • =  10-3 сек-1,дп Д п 103 м

vz (1 км) =  — 1 м/сек.

т. е. на высоте 1 км имеют место нисходящие движения воздуха 
со скоростью 1 м/сек.

ГЛАВА IV

ЛОКАЛЬНАЯ, КОНВЕКТИВНАЯ И ИНДИВИДУАЛЬНАЯ  
ПРОИЗВОДНЫЕ

Здесь мы ставим своей задачей установить физический смысл 
и найти выражения производных по времени от плотности, темпе
ратуры, проекций скорости и других скалярных характеристик 
жидкости, для которых введем унифицированное обозначение

/ = /  (х, У, г, t).

§ 1. ГРАДИЕНТ СКАЛЯРНЫХ ВЕЛИЧИН 
*

Предварительно напомним, что эквискалярной поверхностью 
называется поверхность равных значений скалярной величины, 
т. е. /  (х, у, z) =  const. Если построены эквискалярные поверхности, 
соответствующие значениям функции /0, /о+А/, /o+2Af и т. д., т. е. 
такие, у которых переход от одной поверхности к соседней сопро
вождается изменением f на одну и ту же величину Af, то густота 
5 0  : ,



расположения поверхностей характеризует собой быстроту изме
нения /: чем ближе друг к другу лежат поверхности, тем быстрее 
меняется /.

Поместим теперь начало системы координат на какой-либо 
эквискалярной поверхности (рис. 4.1), направив одну ось п к ней 
по нормали. Тогда две другие tx и t2 расположатся в соприкасаю-

df df
щейся плоскости, за счет чего - — 0 (в направленииО Tj О 1'£
этих осей значение /  не меняется).

П

Запишем производную о т /  по любому направлению I в данной 
системе координат:

df df dn, df dt\ df dt2
dl dti dl ~r  dtx dl dt2 dl

В указанной системе координат это эквивалентно равенству
df df л

~ ?Г  =  ~дп cos ('1,
dti л

где ~0 f =  cos (п, /), (4.1)

Максимальное изменение f будет иметь место в том случае,
А

если I совпадает с п. (cos (п, /) =  1).

Величина называется градиентом скалярной величины /.

Это вектор, характеризующий изменение f при смещении на еди
ницу длины в направлении нормали. Как мы только что установи
ли, модуль градиента равен производной функции по направлению 
ее быстрейшего изменения п.
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Найдем теперь проекции градиента' на оси любым образом за
данной прямоугольной системы координат xyz. Для этого укажем, 
что формула (4.1) представляет собой запись проекции градиента 
на любое направление /. Если, в частности, / совпадает с осью 
х '(/■=#), то получим х-ю проекцию градиента:

df df д / df
D x  =  *Г  cos in’ x ) “  ( “ST

Аналогично по осям у и z, соответственно:

( df \ d f  / d f  \  d f
dn / у ду ’ \ dn

Таким образом,

d f
dn

Модуль градиента:

— > 

: I
d f  -  d f  -7> d f  

+  / —----- ,L  kdx dy dz (4.2)

df__
dn dx

d f j
dz '

(4.3)

Отметим, что градиент часто еще обозначается как grad f. Через 
посредство оператора. Гамильтона он может быть записан 
в виде V/. Таким образом

J L
дп ;gradf =  V/.

В качестве примера запишем градиент для случая, когда 
f = v x или /  =  р. Ясно, что:

dp -> 
grad p — i —j— +у

grad vx

dx

-*d v r

dp

dy +
dp

~dz ’
dp
dn

dp
dx

dp dp |
dy ’ dz  j  ’

dx
dvx

- w  +  .
dvx dvx 
dz ’ dn

dvx d<vx dv^ 
dx  ’ dy ’ dz

Аналогично:



> Таким образом, можно констатировать, что градиент векторг!
скорости grad и выражается через посредство совокупности девяти 
величин, т. е. является тензором второго ранга:

d v r d v r d v r

grad v —

д х
dv„

ду
d v v

d z
d v v

d x  d y  d z
d v z d v z d v z
d x  d y  d z

(4.4)

j

Отметим, что скалярное поле при переходе к градиенту поро
ждает векторное, а векторное — тензорное с рангом два.

§ 2. ФИЗИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ЛОК А Л ЬН О Й , КОНВЕКТИВНОЙ 
И ИНДИ ВИДУА ЛЬН О Й  П РОИЗВОДНЫ Х

Как известно, полный дифференциал какой-либо скалярной 
функции f = f  (х , у , z, t) записывается в виде

d f  d f  d f  dv
d f - . d t d t  + d x

d fd x  ■ \ ■ —̂— d y  ■■
dy d z

d z

а полная производная по времени 
d f  d f  d f  d x  

d td t

или l поскольку

+ d x  d t
d x d y
d t  1 ' d t  

d xdt../.- -v .

d f d y  d f

d t  ^  d z
d z

d y d t
* d z  \

"  ?;v . d t  v - j

d f  i o f

± 3 . , d y  ' *' d z  ' ( 4 - 5 )

Рассмотрим смысл каждого из слагаемых в выражении (4.5).
1. Локальная производная. Частная производная по времени 

d f
представляет собой изменение величины f  за единицу вре-Gt

мени при фиксированных координатах, т. е. дает скорость изме
нения свойства в неподвижной точке пространства. В силу этого она 
называется л о к а л ь н о й .  Знак производной характеризует собой воз- 

(  d f  \  / d f  \  
растание или убывание ( - ^ - < 0 1  /  во времени.

Показания приборов на станциях гидрометсети соответствуют 
измерениям локальной производной. Так, напримерГ'если имеются



обработанные наблюдения самописцев давления или температуры
d p  д Т

(рис. 4.2), то для приближенного определения ~ ^ г  или д0'

статочно взять на барограмме или термограмме приращение соот
ветствующей величины за малый промежуток времени A t  и разде

лить это приращение на 
At. Очевидно, что баро
метрическую тенденцию, 
т. е. приращение давления 
на станции за 3 часа мы 
можем рассматривать как 
приближенное значение ло
кальной производной давле
ния, когда за единицу вре
мени принят промежуток 
времени, равный 3 часам. 

В случае установившегося движения, по определению которого, 
характеристики жидкости в любой зафиксированной точке про
странства не претерпевают изменения,

d f
=  0.d t

2. Конвективная производная. Это наименование предопреде
ляется физическим смыслом рассматриваемой производной. Дей-

d f  d f  d f
ствительно, под ней подразумевается сумма +  v y ~ ^  +  v *~dz '

d f
При этом ^  представляет собой приращение f  на единицу длины

d f  '
в направлении оси O x ;  v x равно приращению f  на расстоянии

v x в том же направлении, т. е. приращению, обусловленному сме
щением частицы за единицу времени на расстояние v x в направле-

d f
нии оси О х. Подобно этому v y - ^  выражает собой приращение /,

обусловленное смещением частицы в направлении О у ,  и аналогич-
d f

ное истолкование получает v z Сумма всех трех слагаемых равна

приращению f , обусловленному одновременным смещением в на
правлении каждой координатной оси за единицу времени.

Легко видеть, что конвективную производную можно рассма
тривать как скалярное произведение двух векторов:
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Нетрудно и этому выражению дать физическое истолкование, 
ибо

—> —> —> /\ ■—̂
(t/'grad/) =  M  | grad/j cos ( v ,  grad/) =  \ v \  grad/f,

где g r a d //есть проекция grad/  на направление линии тока. В силу
этого

-> -> d f
(»-grad/) =

d f
причем - щ -  определяет собой приращение f  при смещений на еди-

-> d f
ницу длины по линии тока. Поэтому |г>] представляет собой

—У
приращение /  при смещении по линии тока на отрезок |г>|, т. е. 
приращение, обусловленное перемещением частицы по линии тока 
за единицу времени. Вывод тождественный предыдущему, .. . . 

Конвективная производная обращается в нуль в следующих
случаях:. . .—>

1) когда у= -0, что соответствует отсутствию перемещения ча
стицы;

2) когда grad /— 0, что соответствует условиям, когда во всех 
точках, близких к данной точке, /  имеет одну и ту же величину 
(Фак как производная в данной точке по любому направлению 
равна нулю). При этом изменение положения частицы в простран
стве само по себе не вызывает изменения /;

3) когда u_Lgrad f. Это имеет место в том случае, когда частица 
смещается по эквискалярной поверхности функции /, и в этом слу
чае изменен^ положения частицы не сопровождается изменением 
величины f  в этой частице.

Наконец, отметим, что, если угол между v и grad / острый
~>.А ■ , . - * ■

(cos(n, g r a d /)> 0 ) , то /  вдоль линии тока возрастает, в против
ном случае, наоборот, падает.

3. Индивидуальная производная*, Для выявления ее физиче
ского смысла перепишем (4.5) в виде

и записывать ее в виде: ( и -g r a d /) .

d f  ' d f  (  ; d f  \  d f  ( d f 
—  ~ +  1 vx +  v y +  v z ~ 3 ~ (4.6)

* Она еще носит .название субстанциональной.



Ясно, что изменение свойства /  в точке может вызываться, 
во-первых, тем, что в нее непрерывно поступает жидкость из дру
гих точек. (Это отражает конвективная производная). Так, напри
мер, если в нее пришла частица, находившаяся в момент t — 1 
в другой точке, то она принесла в рассматриваемую значение 
/ = / ,  которое имелось у нее в исходном положении. Во-вторых, за 
время движения свойства в самой частице также меняются за 
счет взаимодействия с окружающей средой. (Так, если происходит 
поглощение тепла, то температура ее повышается). Этот послед
ний фактор, как показывает (4.6), и отражает индивидуальная 
производная. Иначе говоря, она характеризует изменение рассма
триваемой величины в фиксированной частице, которое происхо
дит в процессе ее движения за единицу времени. Указанное изме
нение оценивается по показаниям прибора, связанного с движу
щейся массой.

d f
Итак, согласно (4.5), ^  равна сумме локальной и конвектив

ной производных. В частном случае стационарного движения 
имеет место равенство индивидуальной и конвективной производ
ных, а в тех случаях, когда конвективная обращается в нуль, 
d T  д Т—  При этом изменение положения частицы в пространстве

не вызывает приращения /  в точке.
В заключение заметим, что с учетом модификаций записи кон-

d f
вективной производной величина может быть представлена 

либо в виде (4.5), либо как:
d f  d f  -*

- d r ^ - W + { v - ® aA f) ' <4 J )

или
d f  d f  * .  ->л

~ d f z==~ d r  +  \v \ !gfad/ l  cos (y> grad/). (4.8)

§ 3. ПРИМ ЕРЫ

П р и м е р  1. Определение барометрической тенденции по дан
ным судовых наблюдений.

Выражение для индивидуальной производной оказывается 
справедливым не только применительно к движущейся частице 
данной среды, но и в том случае, когда нужно записать изменение 
во времени характеристики среды в каком-либо объекте, переме
щающемся относительно среды произвольным образом, например

—>
в самолете, на корабле и т. п. В этом случае в формуле (4.7) v 
представляет собой вектор скорости движущегося объекта, а в
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формуле (4,5) фигурируют проекции этого вектора на оси коор
динат. Такое обобщение позволяет применить эти формулы к ре
шению практической задачи, с которой встречаются при анализе 
синоптических материалов. .

Б а р о м е т р и ч е с к о й  т е н д е н ц и е й  н а з ы в а е т с я  изменение атмосфер
ного давления в данном пункте за 3 ч а с ,  т. е. локальная производ
ная давления, при вычислении которой за единицу времени при
нято 3 ч а с .  Задача ставится следующим образом. Известны ско
рость и направление движения корабля, а также распределение 
давления на уровне моря (карта изобар). Зная изменение давле
ния за 3 ч а с ,  показываемое барометром на корабле, определить 
величину барометрической тенденции в пункте, где находится ко
рабль.

Для определения локальной производной воспользуемся равен
ством

др_
d t

d p
d t -(у -grad р ) .

Индивидуальная производная равна приращению давления

за единицу времени, показываемому барометром на корабле.
Конвективная производная определяется следующим выраже

нием: .

( y - g r a d p )  =  ( w - g r a d i / ? ) =  М
др
д п л COS а,

где gradip — горизонтальный градиент давления; а — угол между 
курсом корабля и направлением градиента давления (рис. 4.3).

Скорость корабля обычно 
указывается в узлах. Поскольку 
1 у з е л  = \  м и л я ] ч а с — 1,85 к м / ч а с ,  
то v ( к м / ч а с )  =  1,85 v (у з л о в ) - ,  
д р  А р

~  определяется с помощью

синоптической карты, где вели
чине А р  соответствует разность 
давления на двух соседних изо
барах, равная 5 м б ,  а А п х пред
ставляет собой расстояние между
изобарами в километрах, равное расстоянию на карте в санти
метрах, умноженному на 100.

Рис. 4.3
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(« .g r a d »  =  1,85 в (узлов) co sa  =

v ( у з л о в ) cos a .
—  0 , 0 9 3  --------------г— — г — —  ( мб/час ) ,А п { ( с м )

д р  I м б  \  d p  (  м б  \  v ( у з л о в )
0 , 0 9 3  т — т — г —  cos а

Таким образом,

d t  \  ч а с  I ~ ~  d t  \3  ч а с )  ’ A r i i (cM )
и окончательно

д р  (  м б  \ d p  j м б  \  v ( у з л о в )
0,28 —:----7— :— cos a .dt \  3 ч а с  ! d t  \  3 ч а с  }  ’ А п \ ( с м )

П р и м е р  2. Изобары на синоптической карте представляют 
собой параллельные линии, расположенные в широтном направле
нии на расстоянии 1 с м  друг от друга; давление растет с юга на 
север (рис. 4.4). Корабль в точке А  движется в северо-западном 
направлении со скоростью 30 у з л о в ,  причем барометр на нем пока
зывает рост давления на 2 м б  за 3 часа. Определим величину ба
рометрической тенденции в точке А :

д р  30 (  м б
=  2 — 0,28 cos 45° J 'd t  ’ 1 " \  3  ч а с

Таким образом, действительная величина барометрической
м б

тенденции равна не + 2  5------ , как показывает барометр на ко-
о  ЧС1С

рабле, а —4 ■ . Легко понять, что отличие объясняется тем,
ч а с  что за 3 ч а с  корабль смещается

q в сторону высокого давления на
90 м и л ь  или на 6 3  м и л и  (118/сл) 
по нормали к изобарам. Смеще
ние корабля само по себе приво
дит к росту давления на 6 м б  за
3 ч а с  и этот рост перекрывает 
отрицательную барометрическую 

ДП., тенденцию, т. е. общее падение 
давления в рассматриваемом 
районе. В силу этого барометр 
на корабле показывает величину,

____ разности 6 — 4 =  + 2  м б  за 3  час .
Различие между показаниями 

рис. 4.4 барометра на корабле и истин
ной величиной барометрической 

тенденции, очевидно, оказывается тем большим, чем больше ско-< 
рорость корабля, чем сильнее его курс отклоняется от направле
ния изобар, чем гуще располагаются изобары.
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1. Запись ускорения в декартовых координатах и векторной 
форме. Если последовательно положить / =  vx, f  == vy, f  =  vz, то, 
согласно (4.5), получим, соответственно, производные от проекций 
скорости на оси координат, т. е. проекции ускорения. Они имеют 
вид:

§ 4. УСКОРЕНИЕ

d  v r d v x d  v r d  v,. d v , .
d t d t d x -j- vy d y +  v z d z

d  vy I

+  V.v
d v y

+  vy
dVy

+  Vz
d v y

d t d t d x d y d z
d  v , d v 7

+  v x
d v , d v , d  v.

d t d t dx +  vy d y •+ 1'z d z

(4.9)

В тензорных обозначениях три последние зависимости можно 
записать более компактно, в виде одной формулы:

d v t
d t

d v t >v,
d t 3

(4.9')

Из приведенных формул мы видим, что проекции ускорения, 
а следовательно, и само ускорение, слагается из локального и 
конвективного ускорений. Первое может быть оценено по показа
ниям прибора, способного непрерывно регистрировать скорость и 
неподвижно укрепленного в данной точке пространства. Приме
рами таких приборов могут служить: в метеорологии — анеморум- 
бограф, в гидрологии — гидрометрическая вертушка. Индиви
дуальное изменение скорости, т. е. полное ускорение частицы, легко 
получить через посредство показаний регистратора скорости, не
подвижно скрепленного с движущейся частицей. По разности этих 
величин можно определить и конвективную составляющую.

->  —> —>

Умножая 1-е, 2-е и 3-е уравнения (4.9) соответственно на г, /, k  
и складывая результаты, получим выражение для ускорения 
в векторной форме:

d v
d i

dvr = + (*•*)*>• (4.10)
V

Здесь (o-v)  представляет собой скалярное произведение вектора 
скорости на оператор Гамильтона, т. е.



-»• ->• dv dv dv dv
( f - v ) u = o ,  T7F +  l i j r  rP ‘ ~ST  “  v> HxJ- '

Формула (4.10) еще раз подтверждает, что полное ускорение, 
выражаемое индивидуальной производной от вектора скорости, 
слагается из локального и конвективного. Смысл производных при 
переходе к векторным величинам, естественно, не меняется, так 
что можно констатировать следующее. Ускорение частицы обуслов
лено изменением поля скорости в точке и изменением положения; 
частиц в пространстве. Подчеркнем еще раз, что факт стационар-

(dv  Л
ности 1 ^ —0 / отнюдь не означает равенства нулю ускорения

в целом, ибо сохраняется конвективная составляющая.
2. Запись ускорения плоского движения в натуральных коорди

натах. Касательная к линии тока составляющая ускорения полу
чится, если в равенстве

_  dvx J _dv,_ ■ d v ^  , d v ,
d t  dt r  x dx  ' y ду ~г г dz 

d v x dv
произвести замену: vx— v, > vy =  vn-— v, vz= 0 .  В резуль

тате получим
dv _  dv , m dv

~ d T ~  dt  (4,11)

Это выражение характеризует собой индивидуальное измене- 
dv dv *

ние модуля скорости: -щ-  есть локальная производная, v ^ -----кон

вективная производная представляет собой приращение мо

дуля скорости при смещении вдоль линии тока на единицу длйны, 
dvу — приращение модуля при смещении частицы на расстояние

v, проходимое за единицу времени j. Нормальную составляющую

ускорения найдем, воспользовавшись выражением
d v v dv., d v v dv., d v v

+  V* —ЩГ - f  v? ~лТГ +  Vzd t  ~  dt 1 x d k  1 •' d tf  1 * di

* В соответствии с принятым в физической литературе соглашением, если 
не оговорено противное, будем считать: а) каждый буквенный индекс, записан
ный один раз, принимает значение 1, 2, 3, т. е. г, /=  1, 2, 3; б) по дважды встре
чающемуся индексу подразумевается суммирование от 1 до 3, так что запись

д  V ,  '  з  d v - ,
V) 0 — эквивалентна сумме £  vj
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в котором произведем замену: v x = v, vy =  vn =  0, vz = 0. Зам е
тим, что хотя в начале координат vn =  0, но производные от vn , 
вообще говоря, нулю не равны. Так,

~dvv d v n Avn г; Да _ г; Да v
дх <?/ дг>о Д/ дг>о Д  ̂ /? Да /? ’

где Д а — угол поворота вектора скорости на малом отрезке линии 
ка Д/; R  — радиу<
Таким образом,

тока Д/; R  — радиус кривизны. - - / П ^

dv„ __ d v n , v- ■
s r - ~ d r ^ - R -  (4Л2)

v~
Величина -75- представляет собой конвективную производную от

нормальной составляющей скорости, обусловленную поворотом 
вектора скорости при смещении вдоль линии тока и называемую, 
как известно, центростремительным ускорением.

ГЛАВА К

ЦИРКУЛЯЦИЯ СКОРОСТИ
§ 1. ПОНЯТИЕ И Ф ИЗИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ЦИРКУЛЯЦ ИИ  

СКОРОСТИ

1. Циркуляция вектора скорости. Пусть в поле вектора
а =  [х, у, г]  проведена замкнутая кривая /, не пересекающая саму
себя и не содержащая особых точек. Будем называть ее конту-
ром /, если дополнительно задано направление обхода, т. е. ориен-

->
тация кривой. В каждой точке контура определен вектор а и, еле-

->
довательно, его проекция на /.

Циркуляцией вектора по контуру называется криволинейный
интеграл от проекции вектора на контур, т. е. фацИ. Он считается

I
положительным, если направление интегрирования совпадает 
с ориентацией контура, и отрицательным, если контур ориентиро
ван противоположно. (Напомним, что положительная ориентация 
соответствует случаю, когда внешняя нормаль при обходе остав
ляет контур слева).

Выражение для циркуляции, согласно определению, может 
быть записано в одной из следующих форм:

(j) ( a - d l ) =  (j) a td l =  (j) a x d x  +  a y d y - \ - a zd z .  
i i 1

. Соответственно, циркуляция вектора скорости:



2. Примеры определения Г. Чтобы нагляднее понять смысл Г 
можно представить себе, что с контуром совпадает лента, на ко
торой имеется большое число лопастей (рис. 5.1). Если циркуля
ция скорости положительна, то 
лопасти будут двигаться в на
правлении ориентации контура, 
причем скорость перемещения 
ше Г; если же она отрицательна, 
то лопасти будут двигаться в на
правлении, противоположном 
ориентации контура.

П р и м е р  1. Поток представ
ляет собой вихрь с радиусом 
ядра г0 и угловой скоростью
вращения жидкости в ядре а, причем вращение происходит против 
часовой стрелки (рис. 5 .2).’

Найдем циркуляцию скорости по контуру A B C D A ,  лежащему 
внутри ядра и ограниченному двумя дугами A D  и В С ,  радиусы ко

торых r i C r 2 < . r o ,  и отрезками А В  
и D C  радиусов, угол между ко
торыми равен а .  Направление 
обхода контура полагаем про
тивоположным движению часовой 
стрелки.

ф v,dl ~~ j vtdl + j vtd l +
(Л  B C D  A ) ( A S ) ( B C )

P n c .  5.'.

+  I v td l  +  J 'o1dl-
( C D )  ( D A )

На участках А В  и C D  Vi— 0, 
так как здесь вектор скорости 
перпендикулярен к Пути интегри
рования, на участке В С  vt— a r 2, 
на участке D A  V i =  —а г и посколь
ку в последнем случае скорость 
направлена по касательной в сто
рону, противоположную направле
нию обхода. Таким образом,

V jd l  —  j a r 2d l-  
(A B C D A ) ( ВС)

j" a r \ d l  —  a r 2 B C
( D A )
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Если изменить' ориентацию контура, т. е. производить обход 
в направлении движения часовой стрелки, то циркуляция изменит 
знак, сохранив свою абсолютную величину.

П р и м е р  2. Найдем в том же потоке циркуляцию скорости по 
контуру E F G I E ,  лежащему вне ядра и ограниченному дугами E I  
и F G ,  радиусы которых ./'2 и г4, и отрезками радиусов, угол между 
которыми равен р:

v td l  - =  j v td l  - f  1 v , d l  -f  \
[ E F G I E )  (e 'f ) (EG)  (01)

v td l v td l .

На участках E F  и G l v [ = 0 ,  на участке F G  v t -

( IE)

С
, где С — a r ’l

(см. § 3 гл. II), на участке I E  v t 

Г’ С

С
■. Поэтому

Vfdt ■ d l - с  С  ^  
—  d l  —  —  F G С I E

( E F G I E) (FG) ( IE)

С
■ 0 .

П р и м е р  3. Найдем в том же потоке циркуляцию скорости по 
контуру I, представляющему собой окружность радиуса г5, охва
тывающую ядро и обходимую
в направлении, противополож
ном часовой стрелке:

Г сv , d l  = |  —  d l

У

г-
(i) 

С
Г- 2 л г 5 =  2 п  С  =  2 п а г

J  A В
/

- - 7 •E

/  D С
/  ' .....

П р и м е р  4. Линии тока 
представляют собой прямые, Рис. 5.3
параллельные оси О х  при
чём величина скорости меняется по закону v —  k y  (рис. 5.3).

Найдем циркуляцию скорости по контуру A B C D A ,  где
A B  —  C D — t n ,  A D - ~ B C — n ,  u  ; ;

ф  ч), й / =  j  V j d l -Ь j  v td l +  j  v , d l  - f  j  v td l  —
( A B C D A )  ( A B )  (B C ) ( CD)  ( D A )  ' 1 ■

=  j  k y Ad l - i r  j { — k y o ) d b :  V,;.- v
; (AB) • (CD) V:i

(30



поскольку на участках ВС  и DA ,vr= 0 ,  а на участке CD 
=  —kyD .

Таким образом,

(j) V jd l= k y AA B —kyDC D = k m ( y A — y D) = k m n :
( A B C D A )

Если известно распределение скорости по контуру, то цирку
ляция скорости по этому контуру определяется однозначным 
образом. Однако обратное не имеет места: знание величины цир
куляции по данному контуру не позволяет однозначно судить
о распределении скорости вдоль контура. Так, в последнем при
мере величина циркуляции kmn  будет получаться и в том случае, 
когда на фигурирующее там поле скорости будет наложен общий

-> >  •> 
перенос со скоростью и0. Тогда скорость станет равной а + уо и 

(£ ( v + v 0) d l =  <j) V [d l+  (j) v oldl.—  (f) v td t= k m n ,
( A B C D A )  ( A B C D A )  ( A B C D A )  ( A B C D A )

поскольку циркуляция постоянного вектора v0, как легко видеть, 
равна нулю. На рис. 5.4 показаны различные поля скорости, при 
которых циркуляция скорости по контуру ABCDA  имеет одно и то

-»
ж е значение kmn. Под каждым чертежом указан вектор v0, при
бавление которого к скоростям примера 4 дает показанный на 
чертеже скорости.

в 7 А / А В
L

! /1: о с D С D С
Г L

Щ = 0  V f - V D V 6 = -V a

Рис. 5.4

В частности, из того факта, что циркуляция по данному кон
туру имеет положительный знак, вовсе не следует, что векторы 
скорости во всех точках контура, ориентированы в направлении 
обхода контура или имеют слагающую в этом направлении.

3. Циркуляция в плоском движении. В приведенных выше при
мерах рассматривалась циркуляция скорости в ряде конкретных 
случаев плоско-параллельного движения, причем брались контуры, 
лежащие в плоскости движения. Установим важное для дальней
шего свойство циркуляции, при плоском движении: в случае 
плоско-параллельного движения циркуляция скорости по любому
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контуру равна циркуляции скорости по проекции этого контура на 
плоскость движения.

Для доказательства представим элемент контура в виде вектор
ной суммы:

dl=dl'~\-dl",

где dl' представляет собой составляющую элемента dl, лежащую
—-!>

в плоскости движения, a dl"— составляющую, перпендикулярную

к этой плоскости (рис. 5.5). Тогда ф v d l=  ф vdi' +  ф vdl".(О Гп (0
Второй интеграл правой части равен нулю, так как во всех точ- 

ках контура vJLdl". В первом интеграле v берется в точках кон

тура, в то время как dt' пред- ,
ставляет собой элемент проек
ции I' контура на плоскость 
движения. Но так как в слу
чае плоско-параллельного дви
жения во всех точках прямой, 
перпендикулярной к плоскости 
движения, скорость имеет

-У
одну и ту ж е величину, то v 
представляет собой скорость 
в соответствующих точках 
контура /' и, следовательно:

(j) v d l=  (j) vdl', 
w)(О

или

(j) v Ld l  —  (j) Vi’d l ’,
(l) in

что и нужно было доказать.
Из доказанного положения следует, в частности, что циркуля

ция скорости по любому контуру, лежащему в плоскости, перпен
дикулярной к плоскости движения, будет равна нулю.

§ 2. СВЯЗЬ М ЕЖ Д У Ц И РК У Л ЯЦ И Е Й  СКОРОСТИ И ПОЛЕМ РОТОРА
СКОРОСТИ

1. Физический смысл взаимосвязи завихренности и циркуляции.
Предположим, что в поле вектора скорости v имеется поверх- 
ность 0 , натянутая на некоторый контур /. Если во всех точках 
5 Зак. 112 65



этой поверхности вектор v определен и непрерывен вместе со 
своими частными производными, то справедлива теорема Стокса 
(см. сноску на стр. 44), которую мы перефразируем по отношению

--У

к скорости. Именно: циркуляция скорости по контуру I равна по
току ротора скорости через поверхность, натянутую на этот кон
тур, т. е.

Г =  (j) v td l  - -  ([) rotn v d o .
I С

При этом ориентация нормалей к поверхности связана с ориента
цией контура правилом правого винта.

Или, используя общепринятое обозначение rot v =  Q:

Г =   ̂ Q nd o .  (5.2)
сг

Если взять малые о ~ Д а  и Г ~ Д Г ,  то, воспользовавшись тео
ремой о среднем из (5.2), получим

В пределе

т. е.

Таким образом, мы убеждаемся, что наличие циркуляции по 
бесконечно малому контуру А/->■ 0,; связано с наличием потока 
вихря через площадку Д а -* 0, выражаемого величиной ДГ и Дсг. 
Или, в предельном случае, наличием Q n в рассматриваемой точке.

Для того, чтобы дать физическое истолкование связи между 
циркуляцией и потоком вихря, рассмотрим произвольную поверх
ность сг, ограниченную контуром /. Разобьем эту поверхность на 
малые площадки До, ограниченные элементарными контурами d l ,  
которые мы будем считать ориентированными так же, как и кон
тур I. В этом случае

Г =  j  d l \  (5.4)

где d T  — циркуляция по контуру, ограничивающему площадку d o .
Действительно, как видно из рис. 5.6, линейные интегралы по 

общим участкам соседних контуров будут иметь одинаковую 
абсолютную величину, но противоположные знаки. Поэтому при 
суммировании циркуляции по всем элементарным контурам в ре
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зультате останутся лишь линейные интегралы по участкам, лежа

щим на контуре /, сумма которых дает <§>vtd l= T .
(О

Таким образом можно констатировать, что наличие циркуляции 
обусловлено завихренностью жидкости или, иначе говоря, враще
нием жидкости в каждой точке 

1 ^
с угловой скоростью -g- Q.

Применим формулу (5.2) 
к вычислению циркуляции ско
рости в примерах § 1 этой гла
вы. В примере I ротор скорости 
направлен от чертежа к читате
лю и по модулю равен 2 а .  Беря 
за поверхность а  плоскость кон
тура A B C D A  и учитывая, что 
нормали к поверхности а  по на
правлению будут совпадать 

->
с rot v, получаем

Рис. 5.6

( j )  v td l  =  f  
J

2 a d o = 2  a
(ABCDA)

а П a r\
T

■ ■ a a ( r l - r l ) .

В примере 2 rot v =  0 и (6 v , d l = 0 .
( EF GI E)

В примере ?>Totn v —  0 на части поверхности, не принадлежа
щей к ядру. Поэтому.

vtdl—2a-nrl (5.5)

Легко видеть, что этой же величине будет равна циркуляция по 
любому контуру, охватывающему ядро вихря.

Наконец, в примере 4 ротор скорости направлен в глубь чер
тежа и по модулю равен k. Поэтому

v td l =  j* k d o = k m n .
(о)

(5.6)
( A B C D A )

Как видно, с помощью теоремы Стокса мы пришли к тем же 
результатам, что и при непосредственном вычислении циркуляции 
скорости.

2. Интенсивность вихревой трубки. Прежде всего, определим 
интенсивность вихревой трубки как величину потока вихря, про
ходящего через какое-либо ее сечение и далее выявим ее основное
5* 67



свойство. Для этого рассмотрим объем т, заключенный внутри 
вихревой трубки и ограниченный двумя произвольно выбранными 
основаниями Oi и о2 (см. рис. 5. 7). В соответствии с формулой 
(3.2), можно записать

Qiyidсг - div Qd% (5.7)

(0 = 0 1+ 02+ 03, о з —боковая поверхность). В векторном анализе
доказывается равенство div £2 =  0*. Если подинтегральная функ
ция непрерывна и дифференцируема, что мы предполагаем, то это 
означает равенство нулю правой части (5.7). Таким образом,

Q nd o  =  {).

Или, что эквивалентно:

| Q„afo+ \ 9- nd cr+ \ Qnd o ~  0 .

В этом равенстве перед первым интегралом взят знак минус, 
ибо мы считаем, что поток втекает через о i, т. е. направлен про
тив внешней нормали. Кроме того,

-й »

| Q nd o  =  0, ибо оз есть по

верхность трубки токагв си
лу чего Я„ =  0. Таким обра
зом приходим к равенству:

j" i i nd o  | Q.nd a .  (5.8)

Оно означает, что интен
сивность вихревой трубки 
есть величина постоянная, 

рис. 5.7 Из (5.8) ясно также, что
количество вихревых ли

ний, вошедших через одно сечение, равно количеству вошедших 
через другое. Отсюда следует вывод, что внутри трубки тока 
вихревые линии не могут ни начинаться, ни заканчиваться, ибо 
иначе это привело бы к нарушению равенства. (Но они могут 
замыкаться сами на себя).

* Его легко проверить, раскрывая выражение div Q
да,
дх

после подстановки в него значений проекций ротора (2.11). 
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Поскольку циркуляция по любому контуру, охватывающему

вихревую трубку, согласно формуле Стокса Г =  фг>/£И = j Qnd<y, то,

Следовательно циркуляция по любому контуру, охватываю
щему вихревую трубку, равна одной и той ж е величине. Это 
означает, например, что если в сосуде с небольшим отверстием 
жидкость, в силу каких-либо причин, начала вращаться, то при 
истечении она будет резко закручиваться. (Стенки сосуда можно 
трактовать как вихревую поверхность).

§ 3. УСКОРЕНИЕ Ц И РК У Л ЯЦ И И  (1 ТЕОРЕМА ТОМПСОНА)

Будем называть жидким контуром непрерывный ряд одних и 
тех же частиц жидкости, образующих замкнутую линию, на кото
рой задано направление обхода (ориентация). Во время переме
щения эта линия деформируется, растягивается или укорачивает
ся, но можно показать, что в непрерывном скоростном поле она 
все время остается замкнутой. Приращение тех или иных величин 
при элементарном перемещении вдоль контура, положение кото
рого в некоторый момент зафиксировано, будем обозначать бук
вой б. В соответствии с этим циркуляция скорости по контуру 
в данный момент времени определяется выражением

При движении жидкости циркуляция скорости по данному 
жидкому контуру будет меняться. Это будет происходить как за 
счет изменения каждого элемента бI длины контура, его растя
жения или укорачивания, так и за счет изменения vL, поскольку
меняется модуль вектора v и наклон вектора по отношению к эле
менту контура. Это видно из рис. 5.8, где показано положение 
контура в два последовательных момента времени t\ и t2 . 

Субстанциональная производная

а

учитывая полученный выше результат j Qnd a = const, будем иметь

(5.9)

< W ,dt dt Т
(О

№

(5.10)



f. e. приращейие циркуляций скорости по жидкому контуру при 
перемещении контура за единицу времени, условно называется 
у с к о р е н и е м  ц и р к у л я ц и и .

Наряду с вектором скорости в каждой точке потока в данный 
момент 'времени можно определить вектор ускорения соответствую
щей частицы и тем самым выделить поле ускорения. При этом цир
куляция ускорения по контуру в данный момент времени опреде
лится выражением

Фщ
d t

U.

(1)

Теорема Томпсона. Ускорение циркуляции равно циркуляции 
ускорения.

U +Si

Рис. 5.8 Рис. 5.9

Для доказательства произведем дифференцирование в правой 
части равенства (5.10):

d
d t

V f i l -

( i ) (0

v ,  - -  U .  
1 d t

Первое слагаемое правой части выражает собой вклад в из
менение циркуляции, обусловленный исключительно изменением 
проекции Vi скорости. Второе слагаемое представляет собой часть 
изменения, обусловленную удлинением (в алгебраическом смысле)

эле центов'контура при его перемещении. Производная ^ - б / в ы 

ражает собой величину удлинения отрезка б/ за единицу времени. 
Легко видеть, что это удлинение может произойти лишь в резуль
тате различия касательных составляющих скорости на концах 
элемента (рис. 5.9). За малый отрезок времени A t  начало элемента
70



пройдет в направлений касательной расстояние с ;Л/, конец • •

поскольку интегрирование по замкнутому контуру * в том 
случае, когда под интегралом находится полный дифференциал, 
дает нуль. Поэтому

Для определения поля скорости в общем случае нужно найти 
три скалярные функции координат и времени vx, vy и vz. Однако 
в некоторых случаях движения существует такая скалярная функ
ция, производные которой по координатам равны проекциям ско
рости. В этих случаях Для определения поля скорости достаточно 
найти одну лишь эту функцию, что значительно упрощает задачу. 
Такой функцией в одних случаях служит функция тока, в других— 
потенциал скорости.

§ 1. ФУНКЦИЯ ТОКА для П ЛО СКО -ПА РА ЛЛЕЛЬНО ГО  Д В И Ж Е Н И Я  
НЕСЖИМАЕМОЙ Ж И ДКОСТИ

расстояние v t ~j-------  Ы М, и приращение длины элемента ока-
\ dl /

жется равным ЫЫ. За единицу времени удлинение составит 
dl

величину ^ 1- Ь1. Таким образом, 
dl

И - ы = ~ ^ и  
dt. dl

и

т

что и доказывает теорему. Итак,

(5.11)

ГЛАВА VI

ФУНКЦИЯ ТОКА И ПОТЕНЦИАЛ СКОРОСТИ

1. Понятие и важнейшие свойства функции тока. Рассмотрим 
плоско-параллельное движение. Функцией тока будем называть 
такую скалярную функцию координат и времени, градиент кото-



рои равен по модулю скорости, но повернут относительно вектора 
скорости на 90°, в одном и том же направлении во всех точках 
(рис. 6. 1 ).

Располагая оси Ох и Оу так, чтобы поворот от первой оси ко'
второй происходил бы в том же направлении, что поворот от v 
к grad XF, имеем:

~ v v, g r a d , ,^ --vx.

Иными словами, Чг это такая функция, производные которой 
по координатам удовлетворяют соотношениям:

dW
дх

=  —
дЧ
ду

■V. (6.1)

Отсюда следует, что если xFi есть функция тока, то и T j +  C, 
где С — произвольная постоянная, также будет функцией тока. 
Иначе говоря, функция тока определяется с точностью до аддитив
ной произвольной постоянной.

Если известна функция тока, то равенство (6.1) позволяет без 
труда найти проекции скорости. Обратная задача, т. е. определе-' 
ние функции тока по полю скорости/разрешима не всегда, так как 
функция тока существует не во всех случаях движения. Действи
тельно, для существования функции ЧР, удовлетворяющей усло
виям (6.1 ), необходимо и достаточно, чтобы имело место равен
ство



так как лишь в этом случае смешанные вторые производные

d2W 
ду дх

д Ч
дх ду

, определяемые из (6. 1 ), будут равны. Это значит, что

функция существует в том и только в том случае, когда выпол
няется условие

d v .
+

d v v
=  div »i =  0.д х  ' ду

Иначе говоря, введенная вышеуказанным образом функция тока 
существует лишь в случае плоскопараллельного движения несжи
маемой жидкости. Следует указать, что функции тока, опреде
ляемые, правда, по-иному, могут быть введены также и для пло
скопараллельного движения сжимаемой жидкости и для осесимме
тричного потока.

Важнейшим свойством функции тока является следующее: во 
всех точках линии тока функция тока имеет одну и ту ж е вели
чину. В самом деле, поскольку grad'F-Ly, а вектор v направлен по 
касательной к линии тока, то проекция grad Ч* на направление

dW
линии тока, т. е. производная ----- , равна нулю, и, значит, в на-

д1
правлении линии тока Ч*1 не меняется. Это означает, что эквиска- 
лярные линии функции Ч*-, т. е. линии Чг= const, представляют 
собой линии тока.

Докажем другое свойство функ
ции тока: разность между значе
ниями функции тока в двух точках g
равна объему жидкости, протекаю- 

,щей за единицу времени между 
этими точками, рассчитанному на 
единицу высоты потока.

Действительно, указанный объем 
равен, очевидно, потоку Q скорости 
через цилиндрическую поверхность
0 , опирающуюся на линию А ,  В ,  
которая соединяет обе точки А  и
В ,  причем высота поверхности а  . Рис. 6.2
равна единице.

Q =  j vnd a =  j vndl.
(i) (АВ)

dW
Но из рис. 6.2 видно, что D n ^ g ra d ,'? , т. е. vn =  Поэтому

dl



-  n dvy dvx ( д Ч Г  d 2W \
'" г д х  д у  д х ’ д у 2 )

(PW д Ч '
Если движение безвихревое (Qz==0), то АЧГ= -------j------- = 0 .д х 2 д у 2

Функция тока в этом случае удовлетворяет уравнению Лапласа, 
т. е. является гармонической функцией.

2. Определение функции тока по заданному полю скорости. 
Эта задача сводится к отысканию функции по известным частным 
производным. В интересах последующего изложения напомним 
путь решения подобных задач на следующем конкретном примере 

Найдем функцию F ,  удовлетворяющую следующим условиям:

d F  d F— T - 2 x y » = f u (f - = 3 x 2y 2+ 2 y = j 2 , . (6.2)д х  д у
Функция F  существует не при любых f i и f 2, а лишь в том слу

чае, когда последние функции удовлетворяет условию

ЗА __ dfz
д у д х ’

' ' • • d 2Fгак как только в этом случае смешанные вторые производные-------
д х  д у

d 2F
и ------- будут равны. Легко убедиться в том, что в нашем случаед у д х
это условие выполняется и, значит, функция F  существует.

Для отыскания ее используем сначала первое из условий (6.2). 
Из него получим

F  —  j. 2 х у Ч х = х 2у * + С х( у ) ,
где о величине C i ( y )  можно сказать лишь то, что она не зависит 
от х, но, вообще говоря, может зависеть от у .  Действительно диф
ференцируя последнее равенство по х , тотчас же убеждаемся 
в том, что оно равносильно первому из равенств (6.2).

Для определения функции C i ( y )  используем теперь второе из 
условий (6.2), которое требует, чтобы имело место равенство

[ х 2у 3- \ - С 1( у ) ] = З х 2у 2+ 2 у .
1? г д у

Отсюда находим С х! (у )  = 2 у ,  С х (у )  =  г/2+ С , где С  — произволь
ная постоянная, и окончательно

Учитывая (6.1), легко выразить Qz через Ч*1. А именно,

F = x 2y 3+ :y 2+ C .  Л,
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При отыскании функции тока задача сводится к определению 

функции Ч*-, удовлетворяющей условиям = —v y и — v*•

d ( — v y) d v x
Убедившись в том, что — щ , т. е. жидкость является

несжимаемой, производим определение в указанном выше по
рядке. Приведем примеры отыскания ЧЛ

Q x
а. Плоский источник. Так как в этом случае v x = - 9- — 2 ,

х "~гУ.
Qyv y —  ~~2"' ^2 I т0 Для определения \Р имеем равенства:х  -f- у

dW _ _  Q y  dW Q x
д х  . x 2 +  у г ’ . д у  , х 2 +  у 2

Условие существования Y  при этом выполняется, так как вы
ражения для v x и v y получены с помощью допущения о несжимае
мости жидкости. Используя теперь первое из равенств (6.3), 
находим

w =  -  f  =  - Q агс ^  w  ■J  x  -f- у  у

Для определения С \ ( у )  используем второе из равенств (6.3):

Q x  
х 2 +  >'2

откуда С [ ( у ) —  0, т. е. С \ (у )  = co n st =  C2. Таким образом,

д
д у -Q arc t g ------ \ - С х{у )

У

Чг= — Q  arctg — +const. v (6.4)

Уравнение линий тока плоского источника найдем, приравняв
х

функцию тока постоянной величине. Тогда получим Q arctg-—т

х
+  Сг =  const, что равносильно равенству — = С 3 или у  =  СцХ-
где С4 — произвольная постоянная. Отсюда следует, нто линии 
тока представляют собой лучи, исходящие из начала координат, 
в чем легко убедиться непосредственно.

В случае плоского стока функция тока имеет вид

х
arc tg —  -fcon st .  (6.5)



б. Безвихревое вращение жидкости. В случае вращения против
С у  С хчасовой стрелки мы имеем: vx =  — ----- - — , vy— ------------..По--

Л'2 +  у 2 А'2 4- у '2
этому для определения Т  служат равенства:

dW ___ С х  dW  __ С у
д х  х 2 +  у2 ■ д у  х 2 - j - у 2

Условие существования Ч- выполняется, так как жидкость 
является несжимаемой. С помощью рассуждений, аналогичных 
предыдущим, находим:

Ч/ =  — С  In ( x 2- j-y 2) +const. (6.6)

Уравнение линий тока 4 f= co n st сведется, очевидно, к уравне
нию семейства концентрических окружностей х2+г/2 =  const. (Ре
зультат совпадает с полученным ранее, см. § 3, гл. II).

В случае безвихревого вращения по часовой стрелке будем 
иметь:

¥ = С  In (х2-\-у2) +const. (6.7)

в. Источник+безвихревое вращение по часовой стрелке (мо
дель стационарного антициклона).

В случае сложного движения, складывающегося из двух дви

жений со скоростями v 1 и v 2, для определения 4F имеем уравнения: 

д
V2v > Т — — V\x ~г v'2x ■д х  ■ - д у

Очевидно, что если \Fi и 4*2 — функции тока каждого из дви
жений, то сумма их 4ri + 4 f2 будет удовлетворять написанным 
уравнениям, т. е. будет являться функцией тока сложного движе
ния.

Если сложное движение складывается из движения в плоском 
источнике и безвихревого вращения по часовой стрелке, как это 
можно было бы представить, моделируя движение в антициклоне, 
то функция тока получится путем ■ сложения выражения (6.4) и
(6.7)

Чг=  —Q arctg — -J-C In (х2+ у2) + const. (6.8)

Уравнение линий тока в этом случае имеет вид

—Q arctg  —  +  С In (х2-\-у2) = c o n st .
У
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Л '
Если перейти к полярным координатам, положив — =  ctgcp, 

x2-j-y2 =  r2, то будем иметь

— Q -----? j + С  lnr2==const

откуда

r = k e  2С ' , (6.9)

где k — произвольная постоянная. Легко убедиться в том, что ли
нии, соответствующие этому уравнению, представляют собой лога
рифмические спирали.

Движение в стационарном циклоне можно моделировать как 
сумму движения в стоке и безвихревого вращения против часовой 
стрелки. Путем рассуждений, подобных предыдущим, получим вы
ражение для функции тока в этом случае:

XF =  Q arctg — —С 1п(х2+У 2) +const, (6.10)
. У

а линии тока будут определяться уравнением вида (6.9), т. е. 
будут представлять собой логарифмические спирали.

Таким образом, линии тока в стационарном циклоне и в ста
ционарном антициклоне близки к логарифмическим спиралям.
Определяя функцию тока для сложного движения: плоский
сток+безвихревое движение против часовой стрелки+равномер- 
ный перенос, можно без труда найти линии тока для случая рав
номерно перемещающегося циклона. Аналогичным образом можно 
моделировать движение и определить функцию тока и линии тока 
в ряде других* случаев движения в атмосфере.

§ 2. ПОТЕНЦИАЛ СКОРОСТИ

1. Понятие и важнейшие свойства потенциала скорости.
Потенциалом скорости называется скалярная функция ф, гра

диент которой равен скорости:
—>

grad ф— V. (6.1 1 )

Иными словами, ф — это функция, удовлетворяющая условиям:

* l = „ , (6., 2)
дх ду dz

или условию
dq> =  vxdx-\-vvdy-\-vzdz. (6.13)
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Очевидно, что если некоторая функция <р удовлетворяет равен
ствам (6.11), (6.12) или (6.13), то и функция <p + С , где С  — про
извольная постоянная, будет удовлетворять им. Таким образом, 
потенциал скорости определяется с точностью до аддитивной про
извольной постоянной. '

Эквискалярные поверхности функции ср называются э к в и п о т е н 
ц и а л ь н ы м и  п о в е р х н о с т я м и .

Если потенциал скорости известен, то равенства (6.12) позво
ляют тотчас же найти проекции скорости. Обратная задача, т. е. 
определение ср по известному полю скорости, разрешима не всегда, 
так как потенциал скорости существует лишь при выполнении опре
деленных условий. В самом деле, в математике показывается, что 
для существования функции ф' удовлетворяющей условиям (6.12) 
или условию (6.13), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись 
соотношения:

dvx dvv dvx dv. , dvv dv,
-Д-* =  ~  =  - ^ = - 3 ^  (6 -14)dy dx dz dx  d z d y

(очевидно, что лишь в этом случае смешанные вторые производ
ные от ф не будут зависеть от порядка дифференцирования). 

Равенства (6.14) равносильны условиям

dv., dvY ■> dv.. dv. -> dv, dvv >
j —— -Д—=  rot, г? — 0, —  rotv v —■- 0, ^------------- - r o t v^-=0dx  dy dz dx  y dy v z

или условию

rot v —  0 ;
С  учетом этих равенств, из теоремы Стокса следует, что 

Г =  (j) vt d l = . 0.

■ Таким образом, для существования потенциала скорости необ
ходимо и достаточно, чтобы движение было безвихревым. Отсюда 
вытекает, в частности, что в случае потенциального движения ли
нии тока не могут быть замкнуты. Действительно циркуляция по 
замкнутой линии тока не может быть равна нулю, ибо суммирова
ние проекций скорости идет по всему контуру с одним и тем же 
знаком. С другой стороны, в нашем случае Г =  0. Полученное про
тиворечие и доказывает высказанное выше утверждение.

Укажем важнейшие свойства ф.
а. Эквипотенциальные поверхности и линии тока взаимно 

ортогональны, та^ как в каждой точке поверхности ср =  const век-
->

тор g r a d q >  =  v нормален к поверхности и в то же время совпадает



по направлению с касательной к линии тока. (Очевидно, что в на
правлении движения ф растет). Это же означает, что изолинии <р 
и гР взаимно ортогональны.

б. В случае несжимаемой жидкости потенциал скорости являет
ся гармонической функцией. В самом деле, условие несжимае
мости означает, что проекции скорости удовлетворяют равенству

> dv_ dv,, ov,
div V =  V 1 +  V -  +  - т 1  =  0. д х  д у  d z

Вводя в него выражения v x , v y, v z из. равенства (6.12), полу
чаем

d2w д2<? (?2®
Ю ё  +  ~ду* +  ~д& ~  ° ’ (6Л5^

т. е. потенциал скорости представляет собой решение уравнения 
Лапласа (является функцией гармонической).

Поэтому задачи отыскания поля скорости безвихревого потока 
несжимаемой жидкости сводятся к отысканию решения уравнения 
Лапласа, удовлетворяющего граничным условиям, которыми одна 
задача собственно и отличается от другой.

2. Примеры определения потенциала скорости. Задача об опре
делении потенциала скорости по заданному полю скорости сво
дится к отысканию функции по ее частным производным. В слу
чае плоско-параллельного движения задача решается подобно 
тому, как находится функция тока. Приведем примеры определе
ния ср.

а. Плоский источник. В этом случае движение является безвих
ревым, т. е. потенциал скорости существует и для его определения 
служат уравнения:

dtp Q x  dw Q y
d x  jc 2 - f  у 2 д у  x 2 +  У 2

откуда получаем

(p =  Q l n ( x 2+ t / 2) -j-const. (6.16)

Эквипотенциальные поверхности <р =  const определяются урав
нением x2+ i / 2= c o n s t , т .е. представляют собой семейство соосных 
круговых цилиндров, ось которых совпадает с осью Oz.

В случае плоского стока

Ф =  — Q In (л:2-|-г/2) -j-const. (6.17)
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б. Безвихревое вращение жидкости. Если жидкость вращается 
против часовой стрелки, то для определения <р имеем уравнения:

dtp Су dtp Сх
д х  х 2 +  у2 ’ ду х 2 у 2 

из которых находим 

х
( р = — С  arc tg — 4-const. (6.18)

Эквипотенциальные поверхности определяются уравнением 
y — k x ,  где k  — произвольная постоянная, т. е. представляют собой 
пучок плоскостей, исходящих от оси O z.

В случае вращения по часовой стрелке

Ф = ° j~ C  arctg — -fconst, (6.19)

а эквипотенциальные поверхности также, очевидно, представляют 
собой пучок плоскостей, проходящих через ось O z.

Следует указать, что, используя свойство ортогональности 
линий тока и эквипотенциальных поверхностей, можно в ряде про
стых случаев определить форму и положение последних непосред
ственно, исходя из рассмотрения линий тока и не прибегая к опре
делению ф .  В частности, это можно было бы сделать и в приве
денных выше примерах.
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Р а з д е л  II  

ДИНАМИКА ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ

Г Л А В А  V I I

ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ В ГИДРОМЕХАНИКЕ

Уравнения, которыми оперирует гидромеханика, являются ма
тематическим выражением фундаментальных физических принци
пов, именуемых законами сохранения. Это, в первую очередь, за 
коны сохранения массы, количества движения и энергии. Первый 
из них выражает условия баланса массы рассматриваемого веще
ства и на нем базируется вывод уравнения неразрывности. Закон 
сохранения количества движения дает возможность сформулиро
вать уравнения движения, а закон сохранения энергии — уравне
ние теплопроводности среды.

§ 1. ВЫВОД И АНАЛИЗ УРАВНЕНИЯ НЕРАЗРЫВНОСТИ

Рассмотрим массу, содержащуюся в объеме бт, т. е. рбт. Из 
факта сохранения массы * вытекает, что полное изменение массы 
за единицу времени равно нулю, т. е.

rfpBx
и г  (7-’ >

Дифференицруя (7.1), получим

■ & S,  +  J L J * 1 8,  =  0 . (7.2)
d t  Ъх d t

(Второе слагаемое умножаем и делим на бт). Но величина
1 d b z  ' ^

---------- есть относительное изменение объема за единицу вре-
2т d t
мени, т. е. является дивергенцией скорости. Тогда из (7.2) следует

do
+ р  div и = 0 . ■,—  .3)

* Масса может только переходить из одной формы в другую, но общее ее 
количество остается неизменным.
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Соотношение (7.3) представляет собой уравнение неразрыв
ности, являющееся математическим выражением условия неизмен
ности общей массы. Раскрывая индивидуальную производную, 
формулу (7.3) можно переписать в виде

Последнее соотношение в особенно отчетливой форме под
черкивает тот факт, что изменение плотности за единичное время 
в точке обусловлено лишь разностью потоков массы, втекающих и 
вытекающих из единичного объема за единицу времени, а всевоз
можные ее источники равны нулю.

Рассмотрим частный случай движения, при котором плотность' 
в каждой зафиксированной точке потока не меняется "во времени,

т. е. —  = 0 .  Это имеет место, во-первых, в случае установивше-

гося. движения любой жидкости, во-вторых, в случае любого дви
жения несжимаемой однородной жидкости..

r-Т (ЬПри выполнении условия —  = 0  уравнение неразрывности
d t

приобретает вид

.. . div р о = 0 . (7.6)
Физический смысл этого равенства очевиден: при отсутствии 

локального изменения плотности общая масса жидкости, вытекаю
щей, за пределы неподвижного

р 7 j ной форме, которая отличается
ж ' Л большой наглядностью.

Рассмотрим интеграл <j> рv nd a ,  взятый по замкнутой поверх-
. . ■ ■ ■ .  (“*. . .. . 

ности dr, образованной частью трубки тока й двумя ее произволь
ными сечениями at и 02 (рис. 7.1). Очевидно, что

или

(7.5)

(7.4)

так как на остальной части поверхности v n ~ Q  
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Далее, v n в написанных интегралах представляет собой проек
цию скорости на внешнюю по отношению к поверхности сх нор- 

->
маль п\ в сечении oi нормаль направлена противоположно ско
рости. Если ж е ввести проекции скорости на нормаль п', направ
ленную в сторону движения жидкости, то в сечении о i :vn —  — t v  
а в сечении 0 2 : vn — vn> и

(j) рvndc =  J  pvn> do — j* pvn, do.
0) ("1)

С другой стороны, жа на основании теоремы Остроградского- 
Г аусса

(j) рvndo —  j div pv dt,
(®)

где x — объем, ограниченный поверхностью 0 . Так как при усло-
<?Р ^

вии —— = 0, имеем d iv p y  =  0, то 
dt

ф  ?vnd° —  0 -
и

Отсюда следует

j  pvn. d o —  j  pvn,dcs. (7.7)
M  Ы

Линии тока не могут ни начинаться, ни заканчиваться внутри 
трубки тока, ибо при отсутствии локального изменения плотности 
масса жидкости, протекающая за единицу времени через любое 
поперечное сечение трубки тока, является величиной постоянной 
для данной трубки тока.

Впрочем справедливость этого утверждения, можно понять 
и непосредственно: если бы массы, протекающие через два сече
ния одной и той же трубки тока, были бы различны, то имело бы 
место изменение массы жидкости, заключенной между сечениями. 
Это вызвало бы изменение плотности в соответствующих точках по
тока, что противоречит условию.

Трубку тока, имеющую столь малые поперечные сечения, 
что в точках одного и того же сечения плотность и скорость можно 
считать величинами постоянными, мы будем называть элементар
ной трубкой тока. Для элементарной трубки тока, у которой а 
представляет собой нормальное к линиям тока поперечное сечение,

j” pVn’ d o = p v o  и полученный нами результат принимает вид

poo— const (7 .8) •
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во всех сечениях одной и той же трубки тока. Это условие назы
вают у р а в н е н и е м  н е р а з р ы в н о с т и  д л я  т р у б к и  т о к а .

В случае, когда р =  const, уравнение (7.3) переходит в равен
ство

div v =  0, (7.9)
которое и является самым общим видом уравнения неразрывности 
для несжимаемой жидкости.

В декартовых координатах полученное соотношение имеет вид

d v v d v v d v ,
+  +  о- (7 -10>

В случае плоского движения

d v r дг\,Л I > - 0 .  (7.11)д х  д у  
В натуральных координатах

* .  +  * i t = o .  (712)
d l  д п

Уравнению неразрывности для несжимаемой жидкости можно 
придать форму, весьма удобную для решения практических задач. 
Если ctj и 0 2— два произвольных сечения одной и той же трубки

—>
тока, то из равенства div у — 0 на основании рассуждений, совер
шенно аналогичных приведенным выше следует

j* ^ц' d*3 — |* Vn/ do.
("Л ("г)

Это значит, что в случае несжимаемой жидкости объем ее, про
текающий в единицу времени через любое поперечное сечение труб
ки тока, является величиной, постоянной для данной трубки тока.

В частности, при движении несжимаемой жидкости по трубе 
переменного сечения мы можем писать:

■V,

где уСр, и v CVl — осредненные по соответствующим сечениям зна
чения скорости. Иначе говоря,

т. е. в случае движения идеальной жидкости величина средней 
по сечению скорости меняется обратно пропорционально величине 
площади поперечного сечения трубы.
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Для элементарной трубки тока, у которой сг представляет собой 
поперечное сечение, нормальное к линиям тока, мы получаем

o -cr= con st (7.13)

во всех сечениях одной и той ж е трубки тока, т. е. в случае несжи
маемой жидкости модуль скорости меняется вдоль элементарной 
трубки тока обратно пропорционально сечению трубки. Отсюда 
легко прийти к результату, уж е найденному нами выше: расхож де
ние (сближение) линий тока, т. е. расширение (сужение) трубок 
тока сопровождается соответствующим уменьшением (возраста
нием) модуля скорости.

§ 2. УРАВНЕНИЯ СОХРАНЕНИЯ КОЛИЧЕСТВА ДВ И Ж Е Н И Я .
УРАВНЕНИЯ ДИНАМ ИКИ В Н АПРЯЖ ЕНИЯХ ,

1. Внешние силы. Инерциальные и неинерциальные системы 
координат. Прежде, чем приступить к выводу уравнений, обсудим 
принципиально важный вопрос о системах координат и связанное 
с ним представление о действующих на частицу силах.

Перемещение тел или, шире, масс в пространстве фиксируется 
с помощью определенной системы координат. Они подразделяются 
на инерциальные и неинерциальные. Примером первой является 
галилеева система координат, жестко связанная с квазинеподвиж- 
ными звездами. Известно, что если некоторая координатная систе
ма является галилеевой, то и любая другая, движущаяся по отноше
нию к ней прямолинейно и равномерно суть также галилеева. По 
отношению к ним справедлив принцип инерции Галилея— Ньютона, 
утверждающий, что тело, достаточно удаленное от других тел, со
храняет состояние покоя или равномерного прямолинейного 
движения. В них выполняются все законы Ньютона. Однако 
с практической точки зрения удобно формулировать законы дви
жения не в абсолютных, а относительных системах координат, 
имеющих ускорение по отношению к неподвижным звездам. Это, 
так называемые, неинерциальные системы координат. В них зако
ны Ньютона в своей канонической форме не выполняются. П о
мимо сил, вызываемых действием тел друг на друга, появляются 
дополнительные силовые факторы, связанные с наличием ускоре
ния системы. Это силы инерции, которые должны быть добавлены 
к фактическим. Само абсолютное ускорение слагается, во-первых, 
из относительного, связанного лишь с движением тела или, в слу
чае сплошной среды, частицы, во-вторых, переносного, зависящего 
лишь от переносного движения, и, в-третьих, ускорения, связанного 
с характером и относительного и переносного движений. Послед
нее суть ускорение Кориолиса.

Подчеркнем одно важное следствие. В неинерционных си
стемах координат не может быть изолированных, систем, ибо силы 
инерции всегда являются внешними. Из второго закона Ньютона
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вытекает, что производная по времени от общего количества дви
жения системы равна сумме всех внешних сил, но теперь в их 
число необходимо включить и силы инерции. Только в этом слу
чае возможна его формулировка как закона сохранения. Анало
гично и по отношению к энергии, при расчете которой должна 
быть учтена работа сил инерции-

Пусть система вращается. Этот случай для нас наиболее инте
ресен, ибо атмосферные движения предпочтительно рассматривать 
в системе координат, связанной с земной поверхностью. Тогда 
в уравнениях движения появляются центробежная сила и сила 
Кориолиса. В атмосфере обе они связаны с суточным вращением 
Земли. Как известно, они равны (на единицу массы):

F k =  —  2[соХ&] — 2[иХю],  

где и — угловая скорость вращения системы; г  — расстояние от
—У

рассматриваемой точки пространства до оси вращения: v — отно
сительная скорость.

Таким образом следует иметь в виду, что в случае неинерциаль- 
ной системы координат сумма сил включает в себя соответствую
щие силы инерции, а ускорение является ускорением относитель
ного движения. В инерциальных системах, о которых пока будет 
идти речь, под ускорением понимается ускорение абсолютного дви
жения, а инерциальные силы в рассмотрении не участвуют. И в том 
и другом случае эти действующие на жидкость силы приложены 
со стороны тел, не относящихся к рассматриваемой системе. 
Поэтому их следует интерпретировать как внешние.

2 . Внутренние силы. Тензор напряжений. Помимо внешних, на 
частицу действуют внутренние силы, Последние есть результат мо
лекулярного взаимодействия частицы с окружающей средой, осу
ществляющегося через ее поверхность. Оно сводится к гидродина
мическому давлению и вязким эффектам, механизм которых 
в принципе рассмотрен в вводной части курса. По сути дела это по
верхностные силы К ,  приложенные к элементу объема со стороны 
частиц. Они действуют в каждой точке жидкости и определяют ее 
напряженное состояние. Интенсивность последнего />-», именуемая
напряжением, определяется величиной усилия, приходящегося на 
единичную площадку, т. е. как предел

Д К  d K
/?-> — lim —г— =  —j—

« д»>о Д3 d o .
Существенно, что напряжение в каждой точке зависит не толь

ко от величины и направления приложенных усилий, но и от ориен
тации площадки.
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' Действительно, рассмотрим течение с распределением скоро
стей соответствующим чертежу (рис. 7.2).

На горизонтальную площадку 1 действуют как касательные 
(силы трения), так и нормальные напряжения*, а на площадке 2, 
расположенной перпендикулярно к течению, имеет место лишь 
нормальная составляющая, а силы трения отсутствуют. В любом! 
промежуточном положении, коих может быть бесчисленное мно
жество, происходит перераспределение касательных и нормальных 
напряжений, т. е. характер напряжения меняется. Именно это 
обстоятельство мы имели в виду, записав напряжение в виде/?-*,

где индекс п указывает направление нормали к площадке, т. е. ее 
ориентацию.

При количественном описании напряжений встает вопрос о том, 
как’ избавиться от произвола в ориентации площадки. Очевидно, 
для этого необходимо напряжение /?-> разложить на усилия, прило

женные к площадкам, ориентация которых фиксирована с по
мощью выбранной системы координат. Наиболее простым и есте
ственным представляется случай, когда они совпадают с коорди
натными плоскостями. Тогда (рис. 7.3) р-> разложится на три век-

->  —У

тора /?-х, p-у, p~zt приложенных к элементарным площадкам, сов- 
падающим, соответственно, с плоскостями yOz, xOz, хОу. Ориен
тация последних определяется заданием их внешних нормалей, ко
торыми являются —д —у, —г, что и отмечено индексами у запи-

* Как мы далее убедимся, они слагаются из гидродинамического давления 
и сил сцепления, обусловленных вязкостью и проявляющихся при деформации 
чэстиц жидкости.
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са'нн'Ух выше векторов. Из принципа равенства действия и проти

водействия следует, что р - х =  — Рх, Р - у =  — p v, ~P -z=  — Pz, т. е. 

Р ^ ~ {  Рх> Ру> ~ Р *  } >

Рассмотрим результирующий эффект, оказываемый действием 
этих сил на выделенный на рис. 7.3 объем d x = d x  dy dz. Ясно, что

Z

к площадке с координатой 2 = 0  и площадью d x d y  приложено уси

л и е— pz dxdy.  Далее, поскольку изменение pz на единицу z  выра-

жается производной , то, следовательно, на расстоянии dz  оно 

равно dz. Поэтому на площадку z — dz  действует сила
—> •

—► fjP
pz dx dy-\—̂ r  dx dy dz. Знак последнего выражения ( + )  опреде

ляется тем, что внешняя нормаль к плоскости z = d z  совпадает 
с осью z. В итоге на обе площадки действует сумма:

—̂ —> др др
— pz dxdy -\-pzdxdy-^- d x d y d z=  dxdydz.
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Аналогично по оси у  будем иметь: dxdydz  и, наконец, по х:

др-2-dxdydz.  Таким образом, на выделенный объем действует сила
( / л

дрх L Ф у , дрг
ду т dz ;дх

dxdydz. На единицу объема:

д р х . д р ,  др
div р-> —  Н— з—-  "гдх ду dz

(7.14)

Это и есть разность потоков количества движения, приходящая
ся на единицу объема и выражаемая дивергенцией напряжения.
Заметим, что, если обе части разделить на р, то получим силу, отне-

1
сенную к единице массы, т. е. —  div р■* —  массовая сила.

Каждый из векторов рх, ру, рг может быть разложен по осям 
координат, так что:

Рх =  i  Р хх + j P xy +  k Рх, ,

Ру — i Рух J Руу Н~ ^ Руг >

Pz == i Р zx “t~ j  Ргу Н” & Ргг •

Таким образом напряжение р-> в координатной форме выра

жается совокупностью девяти величин, т. <&... представляет собой 
тензор второго ранга вида

(7.15)
Рхх РуV Pzx

р = Р,у Руу Pzy

р » Рп р »  .

обозначениях

Р  =  (РЛ' (i, j —  1

Следовательно, р-> можно представить в виде

р-» =  пР .
П

(7.16)

(7.17) 
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Первый индекс каждой из компонент тензора указывает пло
щадку, к которой приложена соответствующая величина, 
а второй направление ее действия. Так, например, Руг приложена 
к площадке, перпендикулярной оси у, т. е. xOz, и действует по

—>
оси z. Иначе говоря, это проекция ру на ось 2 . Также, естественно, 
интерпретируются и остальные компоненты. Подчеркнем, что ком
поненты, стоящие на главной диагонали, направлены по нормали 
к соответствующим площадкам.

3. Уравнения движения в напряжениях. Из всего сказанного

выше ясно, что проекция массовой силы —  d iv /г-* на оси коорди

нат оудет иметь вид:

(div/?-> )v

~ ( d i  V P ;) , :

dPx.
d x

I dPyx

d P xy
d x +

dP,УУ

d P r
p \  dx  

В тензорных обозначениях

ду

+
ЭР»
д у +

дРгх
dz

дР,у
d z

д Р  Ul 22
dz

д Р л
d  X ;

(7.18)
h

(7.19)

dv
Таким образом, второй-закон Ньютона р -^ ~  =  Ф, где Ф сумма

всех сил, действующих на. единицу объема, может быть представ
лен в виде

dv
d t =  div P-\-pF, (7.20).

или в проекции на оси координат:
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d v x
d t

d v y
d t

d v z
dt

dPx*
d x

dPyx

dy

d P x,  d P yy
dx

d P Vi

d y

+
d P ,yz -4-

dPzx
d z

dPzy.
dz

dP„

o X.

P r ,

d x  ' d y  

( F =  { X , У, Z  }').

dz ■ p Z ,

(7.21)



В правой части (7.20) явно выделены внешние и внутренние 
силы. В тензорных обозначениях

Поскольку v есть удельное, т. е. отнесенное к единице массы, 
-количество/цвижения, то очевидно, что три последних соотношения 
есть разлшгаые формы записи закона сохранения указанной суб
станции.

1. Кинетическая и потенциальная энергия. Удельная механиче
ская энергия есть сумма кинетической и потенциальной энергии, 
отнесенных к единице массы.

Кинетическая энергия представляет собой работу, которую

Потенциальная энергия есть та работа, которую способна со
вершить система, находящаяся в поле консервативных сил. При 
этом ее отсчет ведется от некоторого условно выбранного состоя
ния, при котором потенциальная энергия считается равной нулю. 
Таким образом, она всегда определяется с точностью до кон
станты *.

Консервативными называются силы, обладающие потенциалом,
—>

так' что для них справедлива запись F —' —grad U  (здесь 
U  — потенциал или, иначе говоря, потенциальная энергия). Ясно, 
что работа, совершаемая ими при движении по какому-либо

замкнутому контуру ф ( F  d l ) =  j, d U  =  0. Типичным примером
I '!

такой силы является сила тяжести g .  Если ось 2 направить по ли
нии ее действия и вверх, а начало координат расположить на зем
ной поверхности, то потенциальная энергия единицы массы может 
быть записана з виде U = g z .  При этом потенциальная энергия 
частиц на уровне земли считается равной нулю.

В отличие от приведенного примера сила Кориолиса действует 
всегда по нормали к вектору скорости, поэтому работы совершать 
не может и, следовательно, потенциальной энергией не обладает.

2. Вывод уравнения. Запишем (7.20) в виде

(7.22)

§ 3. БАЛАНС МЕХАНИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ

может совершить система, обладающая скоростью v.

->
d v  

° —гг

* Однако это не вызывает каких-либо осложнений, ибо всегда нас инте
ресует лишь ее изменение.
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п умножим его скалярно на v. Тогда получим 

d v
v-

д р х -+ \ , ( д р у  -»)  д р ,  г - ,  ,
V I +  I — -  - V  1 +  1 -ч —  • V  I +  р (F ■ V ) .

г
d t )  \ д х  j  ' \ д у  J  : \  dz

Вводя скорость под знак производных, можем получить уравне- 
„ „ v"ние оаланса удельной кинетическои энергии в виде

d i v

или

d

d t  \  

[ рх-

(  v 2

д(рх • ») , д(Ру ■ v) ' d iPz ■ v)

д Т
dx  ,

д х
—-Э*

д  v
ду

d t div (р>- v) —

dv  
2 dz 

—>■ 
dv

dz

+ p ( F  -~v),

d v
p x ' d l j  +  ‘ d y )  +

dv
dz ■ +  p (F  • £J). (7.23)

В (7.23) первый дивергентный член правой части дает молеку
лярный приток кинетической энергии, а два последних выражают 
источники. При этом смысл последнего слагаемого ясен — это ра
бота внешних сил, а к выяснению физического содержания вели
чины

dv
~дх

d.v
ду j

(7.24)

мы обратимся в гл. IX.'
Далее будем полагать, что внешние силы обладают потенциа

лом, так что возможна их запись через удельную потенциальную 
энергию:

—“> •
F =  —grad U.

Мы будем полагать, что внешние силы *, что чаще всего имеет
dUместо, не зависят от времени, т. е.

d U
dt =0. Поэтому.

Р U)>

* Сила Кориолоиса (если система неинерциальна) в общем нестационарна, но 
в баланс механической энергии, как мы уже указывали, она входить не может, 
ибо совершаемая ею работа равна нулю.
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Складывая (7.23) и (7.25) получим уравнение баланса меха
нической энергии в одной из возможных форм записи:

р +  u) = div(Pn-^)-№■  (7 -26)

§ 4. ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ЭНЕРГИИ. УРАВНЕНИЕ БАЛАНСА 
ВНУТРЕННЕЙ ЭНЕРГИИ

Полная удельная энергия системы е  слагается из удельных ки
нетической, потенциальной и внутренней энергии и, т. е.

е  =  - ^ -  v 2+ U + u .

Внутренняя энергия по своему смыслу является кинетической и 
потенциальной энергией молекул.

Изменение полной энергии какой-либо системы может быть свя
зано только с потоком ее через границы, ибо источники и стоки, 
согласно закону сохранения энергии, существовать не могут.

На этом основании

Р ~  —ciiv Те, ' (7.27)

—■>
где ] е — поток энергии, который с учетом (7.26) можно записать 
в виде

~h=

J u — поток энергии, обусловленный теплопроводностью и диффу
зией.

Теперь, вместо (7.27) можно записать

р Ш  ( l T  +  t /+ u  ) = d i v (P/T-®) — div J u ■ <7'28)

Вычитая из (7.27) выражение (7.25), получим уравнение ба
ланса внутренней энергии

р - ^ - ' =  — d iv /H -p £- (7.29)

Внутренняя энергия меняется за счет конвективного и молеку
лярного притоков, а также в силу наличия источника. Последний,
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как мы далее убедимся, отражает изменения энергии за счет сжа
тия (расширения) объема и работы вязких сил, переходящей 
в тепло.

ГЛАВА VIII

УРАВНЕНИЯ ДИНАМИКИ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ 
В ФОРМЕ НАВЬЕ — СТОКСА

§ 1. СВЯЗЬ МЕЖДУ ТЕНЗОРОМ НАПРЯЖЕНИЙ И ТЕНЗОРОМ 
СКОРОСТЕЙ ДЕФОРМАЦИИ

I. Тензор напряжений в покоящейся жидкости. В покоящейся 
жидкости проявление сил вязкости не может иметь места, в силу 
отсутствия движения. Тогда внутренние силы сведутся лишь к ги
дродинамическому давлению *, которое всегда направлено по нор
мали внутрь жидкости, в силу чего его следует всегда брать со

знаком минус (—р ) .  В тензоре напряжений при этом должны 
сохраниться только члены, расположенные на главной диагонали, 
причем Р х х — Руу —  Ргх— — р ■ Мы не случайно написали равенство, 
всех членов, ибо, как мы сейчас покажем, давление не зависит от 
ориентации площадки, на которую оно действует. Для доказа
тельства выделим в жидкости элементарный призматический 
объем O a b c  (рис. 8.1).

* • В дальнейшем, для краткости, будем именовать его просто давлением..
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К основанию призмы a b c  с площадью d S  приложена сила — P~„d~
(я — орт нормали, | /г| = 1 ) .  Спроектировав ее на ось х, получим

—p cos (п, х) d S —  — p d y d z .  Аналогично, в проекции на ось у: 
— p 'd x d z  и на ось z :  —p d x d y .  На единичную площадь во всех слу
чаях будет действовать величина —р. Поскольку выбор площадки 
d S  произволен, то по отношению к любой из них будет правомочен 
сделанный выше вывод. Таким образом, величина давления не за 
висит от ориентации площадки, что и требовалось доказать. Также 
не зависит она и от выбора координатной системы, т, е. является 
скалярной величиной. Следовательно, тензор напряжений в не
подвижной жидкости будет, иметь вид

( -  р _ 0 0 ) / 1 0  0 1
Р .- Л  О - р  0 р ] 0 1 0 г .  (8.1)

( 0 0 - р  j ( 0 0 1 j

где U — единичный тензор.
2 . Формулы связи. В полученных ранее уравнениях динамики 

в напряжениях (7.21) все компоненты тензора напряжений явля
ются неизвестными величинами, и естественно попытаться выра
зить их через другие искомые величины, связь с которыми является 
физически достаточно очевидной, т. е. через проекции скорости. 
Смысл этой взаимосвязи заключается в следующем. "

П режде всего ясно, что напряженное состояние вызывает д е
формированное. Но, с другой стороны, мы знаем, что жидкость не. 
оказывает сопротивления деформациям: так, камень, опущенный 
в воду, может погрузиться на любую глубину. В то же"время, по
ложенный на гибкую, достаточно прочную, чтобы не вызывать ее 
разрушения, мембрану, он опустится лишь на величину ее прогиба 
в месте контакта, и в дальнейшем его вес будет компенсироваться 
напряжениями, возникающими в материале.

Тот же камень, опускаемый с большей или меньшей скоростью, 
вызывает, соответственно, большие или меньшие возмущения 
в жидкости. Это же испытывает на себе прыгун, неудачно входя
щий в воду. Сила встречного удара зависит от предварительно 
набранной им скорости, т. е. от исходной высоты прыжка.

Это обстоятельство приводит нас к необходимости связать тен
зор напряжений с тензором, выражающим деформированное со
стояние жидкости, т :е. тензором скоростей деформации. Он, как 
известно, отражает перекос жидкого элемента и растяжение 
жидких линий. В последнем случае могут измениться размеры 
жидкой частицы, а, следовательно, и ее объем, что характеризует
ся дивергенцией скорости.

В отношении характера этой связи вводится предположение, 
что во-первых, она носит линейный характер, и, во-вторых/ соот
ветствующие коэффициенты не зависят от выбора системы коорди
нат, т. е. являются скалярными величинами.

95

/



Эти гипотезы вполне естественны, так как линейная зависи
мость является наиболее простой и представляет собой расширен
ный вариант экспериментально подтвержденной простейшей фор
мулы Ньютона. (Как известно из курса физики, она устанавливает 
факт пропорциональности между напряжением Ргх и градиентом 

d v y
скорости dz в случае одномерного движения, направленного по

осй х). Второе ограничение эквивалентно условию изотропности 
жидкости, т. е. неизменности ее свойств по различным направле
ниям, что чаще всего и имеет место *.

Общий вид линейной зависимости для тензоров имеет вид
P =  aiT M + a 2U.

Или, если ввести обозначения fli =  2jx и а2 =  %:
P=2\i.TW+%U.

Раскрывая выражения для тензоров (см. формулы (7.15) и 
(2 .20), получим

Ру р  р  • у х  1 Z.

Р  Р Р1 х у  * УУ zy  

р  р  р  
* x z  1 y z  1 ZZ

Т - А

в .

_1_
2

J_
2

е,

2 62 2

1

О

О

0

1 

о

о

0

1

Равенство тензоров эквивалентно равенству элементов, находя
щихся на соответствующих местах. Таким образом, имеем:

w
Р х х - — 2 )АБ1+ Л ,

■■2цв2+Х,
2(хез+Я, 
P v x  —— 1-103, 

;!Л02,
- {X0J.

р
Рг

Р х у  ■— 1 ух  

Р ZX^^P XZ- 
р Z1J- у г -

(8 .2)

Для определения К вводим еще одну гипотезу о том, что сумма 
напряжений, направленных перпендикулярно к соответствующим 
координатным плоскостям, равна утроенному гидродинамическому 
давлению, взятому с обратным знаком, т. е.

Р  х х - \ - Р  у у - \ ~ Р  ■ -3 р.

* Разумеется, справедливость обоих положений должна оправдываться бли
зостью между экспериментально определяемыми и получаемыми при решении 
выведенных уравнений результатами.
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Откуда, учитывая (8.2), имеем

2|х(е1+ег-|-ез) +ЗЯ=

d v r
Вводя значение s,^—  

жение можно переписать в виде

dv„

-3 р.  
d v ,

Отсюда получаем

А

д у  ' 3 d z  

2 ц  div w+3A,= —3р.

2

, последнее выра-

■ jlx div v.

После подстановки полученного значения л в формулы (8.2) 
можно , раскрывая е*, 0гу , окончательно выражения для напряже
ний записать как:

d v r
■ /7 +  2 |Л

Руу-------Р+ 2  ц ■

р-\- 2 (.1

д х
d v y
д у

d v z
~ д Г

2
т div v ,

zr (A div v

ху- у х -

Pz. - P x z  —  I

P z y  —  P y z z = fX

d.Vy 1д х I д у  I
j v x d v z \

d z 1 д х  )
d v z
д у +

d v y \  
d s  j

(8 3)

Из (8.3) мы видим, что.касательные напряжения вызывают пе
рекос жидкого элементя, я нормальные ргп растяжение и связан-
ш5ё~'с атим изменение объема_что и следовало ожидать и на что
указывалось выше.

В идеальной жидкости при |а =  0 все напряжения сводятся лишь 
к нормальному давлению и соответствующий тензор совпадает 
с тензором напряжений в покоящейся среде (8.1).

3. Коэффициент динамической и кинематической вязкости. Ве
личина ji, называется к о э ф ф и ц и е н т о м  д и н а м и ч е с к о й  в я з к о с т и .  Он 
отражает физические свойства жидкости, а именно ее вязкость, 
и численно равен касательному напряжению, имеющему место 
в случае, когда скорость на единичном расстоянии меняется также 
на единицу.
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Поскольку напряжение есть сила, приложенная к единице пло
щади, то размерность компонент тензора напряжений есть M L r 'T -2. 
Размерность составляющих тензора скоростей деформаций Т~1. 
Поэтому [|x ] = M L ~ 1T~1. В системе СГС [\к\— '2 -см~х сек"1. Эта 
единица называется пуазом.

В кинетической теории газов дается вывод закона трения, 
позволяющий теоретическим путем определить величину коэффи
циента вязкости и ее зависимость от параметров состояния. Между 
слоями газа, движущимися с разными скоростями, имеет место 
обмен молекулами вследствие их беспорядочного теплового дви
жения. Воздействие молекул «внешнего» слоя на молекулы «вну
треннего» слоя сводится к тому, что при указанном обмене мо
лекулы, вышедшие из первого слоя, входя В' глубь «внутреннего» 
слоя и обладая отличной от него скоростью упорядоченного дви
жения, изменяют количество движения «внутреннего» слоя. Как 
показывает расчет, проведенный при ряде упрощающих допуще
ний, прирост количества движения «внутреннего» слоя за единицу 
времени, отнесенный к единице площади, определяется выраже
нием

1 , d v
1 Г  9 ~дгГ'

где р — плотность газа; с — средняя скорость движения молекул; 
/ — средняя длина свободного пробега молекул.

1 d vТо, что указанный прирост должен быть пропорционален 1--^,

явствует из того, что последняя величина выражает собой раз
ность скоростей слоя, из которого вышла молекула, и слоя, кото
рому она, пройдя расстояние /, передала свое количество движе
ния. Общая масса молекул, прошедших за единицу времени через 
единичную площадку на границе между слоями, очевидно, пропор
циональна р и с и соответственно пропорционален этим величи
нам прирост количества движения внутреннего слоя. Как известно 
из механики, изменение..за единицу времени количества движе
ния системы равно сумме действующих на нее внешних сил. 
Поэтому приведенный выше прирост количества движения вну
треннего слоя можно рассматривать как результат действия на 
этот слой со стороны внешнего слоя поверхностной силы — силы 
вязкости. Величина этой силы, отнесенная к единице площади,

1 , d v
т. е, касательное напряжение вязкости, как раз равно —  pel . 

Отсюда следует, что

■ К— - g -  1*1. (8.4)
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Средняя скорость с движения молекул однозначно связана 
с температурой газа, возрастая с увеличением Т. Средняя длина I 
свободного пробега молекул обратно пропорциональна числу мо
лекул в единице объема и, значит, обратно пропорциональна 
плотности газа. Из этого .следует, что при неизменной температуре 
коэффициент вязкости не меняется при изменении плотности и, 
следовательно, при изменении давления. Таким образом, коэффи
циент вязкости газа зависит только от температуры, увеличиваясь 
при ее возрастании.

Приведем данные о величине коэффициента вязкости для су
хого воздуха при различных температурах:

7 Т С ]  . . . ' —70 —30 —20 - 1 0  0
.и [г/см-сек] . . .  1,4210-4 1,52-10-4 1,-56-10~* 1,62-10-4 1,68-10-*

10 20 40
1,73-10-* 1,79.; 0"4 1,91-10-4

В большинстве метеорологических задач достаточно точные 
значения дает формула Кузнецова

FW  =  M -0 ,0057. ю-4 т  (Пуазов) (

справедливая для интервала температур от — 100 до 100°С. Таким 
образом, в этих пределах можно считать, что коэффициент вяз
кости воздуха линейно зависит от температуры.

Вязкость смеси двух газов может быть вычислена по формуле

!J-i +  _ _ Ь ___

1 + “ I L  , + ^ l L
b cpj а ъ ,

где (Xi и |Лг — значения коэффициентов вязкости смешиваемых га
зов; ф1 и фг — объемное содержание каждого газа в смеси; а, Ь, с 
и d  — константы, определяемые из опыта.

Приведенная формула может быть использована для вычисле
ния точных значений коэффициента вязкости влажного воздуха. 
Коэффициенты вязкости капельных жидкостей с возрастанием 
температуры убывают. Для иллюстрации приведем значения jx для 
воды при разных температурах:

Т [°С] . . .  0 10 20 40
(X [г/см-сек] . . . 179-10-4 130-10-4 101-10'4 66-I0-*

Подобная зависимость вязкости от температуры объясняется 
следующим. У капельных жидкостей молекулы лишены возмож
ности свободно двигаться по всем направлениям, а лишь 'довер
шают колебания вокруг некоторого среднего положения. Силы вяз
кости в этом случае в основном обусловлены силами сцепления 
между молекулами. При возрастании температуры усиливаются 
колебательные движения молекул. Силы сцепления между ними 
убывают и соответственно убывают силы вязкости и величина |х. 
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Кроме коэффициента вязкости j.i, большое применение в теории 
вязкой жидкости находит так называемый к и н е м а т и ч е с к и й  к о э ф 
ф и ц и е н т  в я з к о с т и  v. Под этим понимают отношение коэффициента 
вязкости жидкости к ее плотности:

Как известно, j,i характеризует собой величину касательного 
напряжения вязкости, создающегося при данном поле скорости. 
Если поставить вопрос о том, какое ускорение может вызвать это 
напряжение, будучи приложенным к одной из граней единичного 
кубика жидкости, то для получения ответа следует р~> разделить
на плотность жидкости. В результате ускорение оказывается рав

ным Таким образом, кинематический коэффициент

вязкости характеризует собой ускорение частиц жидкости,, вызы
ваемое н а п р я ж е н и е м  в я з к о с т и .

v см г/сек  
0,18 \

0,12*4
10 - 5 5  1 0  15 2 0  2 5  3 0  t ° C

Рис. 8.2

Размерность, коэффициента [v] = L 2T ~ ], в системе CFG
с м *
с е к

Приведем значения v для воздуха, взятого при давлении 
760 м м  и при различных температурах: :

Т [°С] . . .  —20 - 1 0  0 10 2 0 ; - 30
v [см^сек] . . . 0,1.13' 0,121 0,130' 0,139 0,149 0,170
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. ; Как. видно: из этих данных, с ростом температуры v возрастает, 
причем .эта закономерность имеет место у всех газов. Напротив, 
с ростом давления v убывает На рис. 8. 2 показана зависимость 
кинематического коэффициента вязкости воздуха от температуры 
и давления, а на рис. 8.3 ;— зависимость v от высоты над уровнем 
моря в условиях Международной стандартной атмосферы.

Из формулы (8.4) имеем следующее выражение для кинемати
ческого коэффициента вязкости:

1 /» = —  а .

Отсюда и следует, что с возрастанием температуры, вызыва
ющем увеличение с, v возрастает, а с возрастанием давления, вы
зывающем уменьшение /, v убывает.

Z , K M

Приведем значения v для воды, взятой при различных темпе
ратурах:

т [°С] . . .  О 10 20 40

V [см?!сек] . . . 0,0180 0,0130 0,0101 0,0066

Сравнение с данными для воздуха обнаруживает, что у воды v 
значительно меньше, чем у воздуха, хотя jx у воды и больше. Это 
связано, очевидно, с тем, что плотность воздуха в несколько сот
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раз Меньше плотности йоды, и кинематический эффект от прило
жения напряжения вязкости в случае воздуха оказывается боль
шим, хотя сами напряжения здесь являются меньшими.

Убывание v с возрастанием температуры объясняется теми же 
причинами, что и соответствующее изменение р,, поскольку влияние 
температуры на плотность жидкости, очевидно, является весьма 
малым в сравнении с ее влиянием на коэффициент вязкости.

§ 2. УРАВНЕНИЕ НАВЬЕ— СТОКСА

Ввиду малой изменчивости jj, в интересующем нас диапазоне 
температур (для большинства метеорологических задач 
—50°Ст- +50°С ), в дальнейшем будем полагать p,=const, что по
зволяет выносить ее из-под знака дифференцирования.

1. Запись составляющих силы — div Р. Подставляя вначале
■ ' р

формулы (8.3) в выражение для проекции силы трения на ось х .  
получим ее запись через компоненты вектора скорости. Так,

д Р хх д  I д  v x 2  - > \  д р
l ” ' , +  2p - 3 J ” T  * 6i' v  )  =  - а г  +

д~ v x 2 д  ■>
+  2 |1 ' 5 F - T  !‘ l S r d i v l ’ '

Тогда

_L дР*х—  1 дР 1 9у 2 v d̂iv̂
р д х  р д х  ' д х 2 3 д х

Далее:
1 д Р у х _ _  _ д _  / d v ^   ̂ _  / д Ч ^  д 2 у у \
р д у  д у  \  д х  'г  д у  j  \  д у 2 д х д у )  

\ д Р 2Х д  / д у г d v x \ _  ( д * у х д 2 у .
( I \ 2 ,Р d z  v d z  \  д х  ^  d z  J  ' \  d z 2 1 д х  d z

Объединяя результаты получим 
1 ( д Р хх д Р ух d P zx\  1 др (d 2v x d2 vx д~ v 2

J \ ~ д Г  +  ^ Г +  dz j  p d x  +  v \  д л : 2 + ' < ? y 2 ' dz2 / ! 

d fd vx dv y dvz\ 2 d -> 1 dp
+  ( “ ^ + 1 7 + " ^ j _ T V  d F  p ~  ~ d x  1

+  vAi;v +  ~  div г» , (8.5)

— оператор Лапласа.
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Проведя аналогичные выкладки, получим

1 ( д Р ху О Р.УУ

дх  

1 i d P xz

д у
дР .

+
д Р гу

yz
д х ду

dz

дР*
dz

1 д р  д  
7  3 7  +  , 4 * ' +  -з  <8 '5')

1 д р  v д  ^
------ 3t- +  vAt'z+-o- - д- diva. (8.5")р 02 3 dz

2. Различные формы представления уравнения Навье — Стокса.
Подставляя (8.5) , (8.5'), (8.5") в (7.21), получим уравнения дина
мики вязкой жидкости в проекции на оси координат. Именно:

dvx dvx dvx dvx
- \ ' V X + V y - z r ------- Ю * - 5-dx dy o zdt

1 dp
P dx +  X +  V/\Ux +

dvv
dt

dvv dvb
+  ^ x  g ^ ^ y ^  +  V..

3 dx 
dv 
dz

-  div v,

1 d p
— ^ -  + y  + vAvy - p dy u

+  T S j  d iv”'
dvz
dT

dvz
dx

dvz dvz
dz

1 dp
P dz +  Z +  v A u z +

+ T dz div v.

(8 .6 )

В тензорных обозначениях:
dvi dv.

dt Vj dX :
1 d p Ô Vi d2 v,
p d x i  d x j d x j  3 d x i d x  '

Умножая уравнения (8.6) соответственно на i ,  /  и k  и склады
вая результаты, получим уравнение движения в векторной форме

— > —> —> 1 —>- — v —*
-j-(й • у ) у =  — —- gradp +  F +  vAw-t- —  grad div и. (8.8)

В итоге имеем запись второго закона Ньютона для жидких —>
~ • d vсред. Сила инерции —̂  равна сумме внешних массовых сил гра-

1 j j 
диента давления —  grad р и вязкости v I A u - f  grad div v

Напомним, что все они отнесены к единице массы.
103



Для случая несжимаемой жидкости (div а = 0) они упрощают
ся и вместо (8.8) будем иметь

- J p + ( o - V ) » =  — у  gradp +  F-f-vAy.  (8.9)

Аналогичным образом перерабатываются (8.6) и (8.7).
В заключение заметим, что наличие вязких членов в уравне

ниях движения обуславливает необратимость процессов, проте
кающих в жидкости при ее движении. Действительно, если мы по
пытаемся вернуть систему в исходное положение, подставив вместо 
t, х, у, z, vx, vy, vz значения — t,,—x, — у, — z, — vx, — vv,.-r vz> то 
получающиеся при этом уравнения не будут тождественны систе
ме (8.6), ибо перед вязкими членами появится знак минус.

ГЛАВА IX 

УРАВНЕНИЕ ПРИТОКА ТЕПЛА

§ 1. ВНУТРЕННЯЯ ЭНЕРГИЯ СОВЕРШЕННОГО ГАЗА

Внутреняя энергия есть функция состояния, которая для слу
чая однокомпонентной среды однозначно определяется двумя тер-

1
модинамическими параметрами, например и = и ( а ,Т ) ,  где а = = -----

удельный объем.
Рассмотрим вид этой функции для совершенного газа. Как 

известно, эта модель предполагает, что молекулы совершенного 
газа имеют сферическую форму и взаимодействие между ними сво
дится к столкновениям, подчиняющимся закону абсолютно упру
гого удара. Определяющим фактором в этом процессе является 
кинетическая энергия молекул и, следовательно, температура. 
Поскольку других энергетических переходов между молекулами 
нет, расстояние между ними а, следовательно, и удельный объем на 
величине внутренней энергии совокупности молекул не отражается.

Ввиду того, что кинетическая, а, следовательно, для рассматри
ваемого случая и внутренняя энергия, зависит только от темпера

туры, то и =  и(Т).  Величина с® =
ди
дТ

называется коэффициентом

объемной теплоемкости или, иначе, изохорной теплоемкостью. 
Кинетическую энергию можно представить себе состоящей из энер
гии поступательного, вращательного и колебательного движений 
молекул, в соответствии с чем и величина cv разлагается на три 
составляющих: cv= c zin -\-cvB -f- cvK. Как показывают эксперименты, 
для газов, близких по своим свойствам к совершенным, из трех 
слагаемых лишь величина, связанная с колебаниями (с„к), зависит
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от температуры, да и то, если Г > 2 0 0 0 ° К. К тому же она мала 
в сравнении с первыми двумя слагаемыми, так что ею, а с ней и 
зависимостью cv от температуры, можно пренебречь, т. е. 
cv —  cvn +  cvB, причем с„ =  const. Поэтому d u = c vd T .

Возьмем интеграл от обеих частей этого уравнения в пределах 
от 7 =  0 до Т  —  Т, чему соответствует и =  0, и = и .  Тогда получим

Теперь ясно, что изменение внутренней энергии эквивалентно 
изменению количества тепла в единице массы и связано с измене
ниями ее температуры.

Атмосфера по своим свойствам, и это подтверждается много
численными экспериментами, является совершенной смесью совер
шенных газов. В силу этого выведенное соотношение (9.1) приме
нимо к ней в полной мере. В дальнейшем мы будем использовать 
именно это выражение для внутренней энергии тем более, что оно 
применимо и ко многим другим средам.

Молекулярный поток внутренней энергии для случая u = c vT  
представляет собой поток тепла, который будет определяться 
эмпирическим уравнением Фурье (о нем говорилось в вводной 
части):

§ 2. ДИССИПАТИВНАЯ ФУНКЦИЯ. УРАВНЕНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
ДЛЯ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ

1. Диссипация в жидкости. Прежде всего, опираясь на выведен
ные в предыдущей главе формулы (8.3), получим явный вид функ
ции Е .  Как установлено (см. 7.24), она представляет собой сумму 
скалярных произведений вида

u = c vT.< (9.1)

дп  '
Приток тепла:

(9.2)

Раскрывая его, получим:
d v v d v v d v z ^  ( d v y d v x



В промежуточных выкладках йдесь использовалось свойство 
взаимности касательных напряжений, выражаемое полученными

■-Рух, Рх Руг- --Рху-выше равенствами: Р х у -
Подставляя в последнее выражение формулы (8.3), после про

стейших преобразований получим

Е =  — р div v .

i dvy 
дх

dvx
ду

ov2
дх

_ Г

£ Y +дх )

d v s
dz

дщ
ду

dv
ду

2 i ( k - V
+ Ы

■5— +
dvy
dz (9 .3 )

Из (9.3) мы убеждаемся в том, что механическая энергия пере
ходит в тепло за счет следующих факторов. Во-первых, под дей

ствием сил давления (член — р  div у) происходит изменение объе

ма, что ведет при его уменьшении (divy-<0) к возрастанию тем

пературы, а при возрастании (div v > 0 )  к ее понижению. Во-вто
рых, из-за наличия сил вязкости, действие которых проявляется 
двояким образом, при изменении объема пр и  растяжении (сжатии) 
жидких линий внутренняя энергия уменьшается (член

— ,u(div v ) 2) : п р и  и зм е н е н и и  птины nmmw и церекосе силы

трения совершают работу, которая полностью переходит в тепло 
(два последних~члена).

Величина

D  = [»• (div v)'1 -f- 2р.
dx

Uvy
dx +

dvx
d y

1 I dvz dvx v 2

+  \ W  +  a i

dvz

,d}J dz
(9.4)

носит название д и с с и п а т и в н о й  ф у н к ц и и .  Еще раз подчеркнем, что 
она представляет собой отнесенную к единице объема и единице 
времени часть кинетической энергии потока, затраченнуго на пре
одоление сил вязкости и переходящую в тепло*.

Очевидно, что в случае несжимаемой жидкости выражения (9.3)

и (9.4) упрощаются за счет того, что уходят члены с div у. Если

'жидкость идеальна ( |л = 0 ), то D = 0, а Е — —pdiv.y. Наконец, 
для идеальной несжимаемой жидкости справедливо D  =  E = 0.

* Здесь вновь имеет место эффект необратимости процессов за счет действия 
сил вязкости, ибо кинетическая энергия переходит в тепло, а обратное не имеет 
места.
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2. Запись уравнений теплопроводности применительно к раз
личным моделям жидких сред. Из всего сказанного выше выте
кает, что уравнение притока тепла для вязкой сжимаемой 
жидкости должно иметь вид (см. (7.29),- (9.1),- (9.2),• (9.3), (9.4)

d r  -> /' д Т
r' Cv~ d i  + ^ divt, =  div ( }'т ) + D .  (9.5)

Для несжимаемой жидкости

где jD1 =  2Jx(812+ 8 22+  e32)+ fx .(0 i2 +  022+  032).
Мы видим, что в этом случае работа давления не оказывает 

влияния на тепловой баланс, ибо изменения объема в данном слу
чае не происходит..

Для идеальной жидкости будем иметь вместо (9.5) и (9.6) соот
ветственно:

d T  (  д Т
? c v - t f f  + p d i v y  =  div у к  ); (9.7)

d T  (  д Т  '
? C V  —  =  d i v  К  —  )• ( 9 -8 )

Для неподвижной среды вместо уравнения (9.5) и (9.6) будем 
иметь

дТ ( д Т \И ,  -5 - =  div (X, (9.9)

В этом случае уравнение теплопроводности жидкости совпадает 
с уравнением теплопроводности твердого тела. Если же при этом 
и =  const, то получаем классическое уравнение теплопровод
ности — уравнение Фурье

дТ ,
=  а 2А Т , (9.10)

>.т
где а 2= ------- коэффициент температуропроводности;

P̂ v



§ 3 ПЕРВОЕ НАЧАЛО ТЕРМОДИНАМИКИ

1. Различные формы представления. По сути дела уравнение
(9.5) представляет собой форму записи 1-го начала термодина
мики. Обозначив

' ( К  'д п  ) + D
можем записать

W +  f “ dlv ' = -ж -- (9'п)

Поскольку из уравнения неразрывности следует, что

1 dpdiv v =  —
р d t

то
р  р  d o  d  (  1 \ da.

_ . div„ =  J = / . - 3 r , (9.12)

где a  — удельный объем.
Подставив этот результат в последнее уравнение и помножив 

обе его части на d t ,  получим первое начало в классической форме 
записи

cvd T - \ - p d a = d Q .  (9,13)

Таким образом, изменение внутренней энергии слагается из ра
боты внешних сил и притока извне.

Как известно, уравнение состояния совершенных газов имеет 
вид (формула Клапейрона)

p = p R T ,  (9.14)

где R  — газовая постоянная.
Уравнение состояния атмосферы имеет такой же вид. 
Воспользовавшись (9.14), уравнение , первого начала можно

модифицировать. Для этого сначала, в соответствии со вторым
равенством соотношения (9.12), перепишем его в виде

рc-odT----- —----- — — d Q .
Р Р

Подставляя р  из (9.14) и деля обе части получаемого выраже
ния на Г, будем иметь

d T  dp  d Q
^v ^   ̂  ̂ /j- • (9.15)
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Прологарифмировав и продифференцировав (9.14), можем.по
лучить ■ ;

d\> d p  d T
п  ~ ~  р  . . . .  Т

Используя последнее равенство, запишем (9.15) в форме 

d l  x d p  ■ d Q
т  - R ~ j  ■■=■— . (9.16)

Величина c p —  c v-\-R  называется и з о б а р н о й  т е п л о е м к о с т ь ю ,  т. е. 
т е п л о е м к о с т ь ю  п р и  п о с т о я н н о м  д а в л е н и и .  с р > с г„ ибо с,- количе
ственно равно затратам тепла на изменение температуры одного 
грамма массы жидкости на один градус при постоянном объеме, 
а с р при постоянном давлении. Но в последнем случае для сохра
нения давления внутри объема жидкость должна расширяться, 
совершая при этом работу на преодоление сил внешнего; давления. 
Поэтому и необходимо для того, чтобы изменить ее температуру на 
один градус затрачивать соответственно большее количество 
энергии.

Подчеркнем еще раз, что все выведенные выше формулы суть 
различные случаи и формы первого начала термодинамики.

2. Политропические процессы. Адиабатический случай. Если 
предположить, что приток тепла к частице пропорционален темпе
ратуре, т. е. d Q  —  cclT, то такие процессы называются п о л и т р о п и -  
ч е с к и м и ,  а величина с — п о л и т р о п и ч е с к о й  т е п л о е м к о с т ь ю .  В этом 
случае вместо (9.15) и (9.16) будем соответственно иметь:

d T  do
( c v - c ) - j r  = Я  — :

d T  d p
[c p -— c ) - y r  —  R —у  .

Интегрируя эти уравнения в пределах от Т 0 до Т, от р0 до р 
и от ро до р ,  получим:

R_

; (9.17)1 _ | 1 Р

Т’о 'V Ро

7  - (
1 р

То \ Р о
(9.18)

Важным частным случаем политропического является адиаба
тический процесс, протекающий в частице без теплообмена со
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внешней средой. Тогда d Q  =  c d T  —  0 , в силу чего с = 0 .  Из (9.17) и
(9.18) сразу следуют две формы записи адиабат:

T ( J _
I P 0

T _ / ' JL
T0 ~  \v Pa

(9.19)

(9.20)

Поделив (9.20) на (9.19), после элементарных-преобразований, 
будем иметь (уравнение Пуассона)

Р_
р*

Ро
Ро

=£ =  const,

где к = ----- .

В итоге получаем уравнение адиабатического процесса в виде
p — k  р*. (9.21)

ГЛАВА X

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ИНТЕГРИРОВАНИЯ УРАВНЕНИЙ 
ГИДРОМЕХАНИКИ. ПРОСТЕЙШИЕ ПРИМЕРЫ

§ 1. ПРОБЛЕМЫ ЗАМЫКАНИЯ

В предыдущих главах выведены уравнения гидромеханики. 
Прежде, че]\1 приступить к обсуждению вопросов, связанных с их 
интегрированием, мы выпишем их здесь с целью подвести итог и 
сконцентрировать внимание на полученных результатах. Итак, 
уравнения движения:

d v x 1 d p 1
d t P d x
d v y 1 d p
d t p d y
d v 2 1 d p
d t P d z

f  A'+vA vx-\~-

-(-У-j- v-Д v y -\-

■ + Z + v A  tvf-

! d x
v d

3 d y
V d

div v,

div v,

div v :

неразрывности:
dp -> 

-3F '.+ P < liv » = 0 ;

( 10.1 :

( 1 0 .2 )
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теплопроводности:

°v " § r + /?d iv  w>=div Ж " ) + D - ( 10-3)

Мы видим, что система незамкнута, ибо для шести неизвестных 
Vx, Щ, v z, р, р ,  Т  имеем пять уравнений. Шестым недостающим 
соотношением является эмпирическое уравнение состояния (иначе 
называемое характеристическим). Оно связывает плотность, давле
ние, температуру и концентрацию тех или иных примесей (напри
мер, водяной пар в атмосфере или соленость в океане), и в общем 
случае записывается как

Т, с и С-2, . . ., ск) •
Такая постановка требует привлечения системы уравнений диф: 

фузии примесей *. Но мы будем рассматривать лишь однокомпо
нентные среды, для которых уравнение состояния записывается 
в более простой форме

Р = f ( p , T ) .  (10.4)

(Частный случай p  =  pRT,  справедливый для совершенных газов, 
уже использовался нами ранее).

В некоторых задачах нет необходимости в решении всей систе
мы в целом. Это связано со спецификой поставленной задачи и вы
бранной в соответствии с этим модели жидкости. Ниже мы разбе
рем основные аспекты этого вопроса.

1. Бароклинная и баротропная жидкость. Жидкость, в которой 
плотность является функцией как давления, так и других величин, 
называется б а р о к л и н н о й .  Уравнение состояния для нее, если она 
является однокомпонентной, имеет вид (10.4). В этом случае при 
решении какой-либо конкретной задачи приходится использовать 
полную систему уравнений (10.1) — (10.4).

Жидкость, в которой плотность зависит лишь от одного давле
ния, носит название б а р о т р о п н о й .  Уравнение состояния для нее 
имеет вид

Р= f ( p ) .  (Ю.5)

Примером может служить выведенное выше уравнение Пуассо
на (9.20), справедливое для адиабатических течений. В этом слу
чае

p = k > p  х ( k \ = const).

* Отдельно уравнения диффузии мы не рассматриваем, ибо отыскание ве
личин с; является более узкой специальной задачей. Разумеется, для ее реше
ния необходимо знать vx , vy , v z , которые могут быть получены из решения 
общей системы.
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Если изменение состояния газа происходит при постоянной 
температуре, то справедлив закон Бойля—Мариотта

■ ; р= k 2p.
Жидкость в этом случае также баротропна.
Отметим одно весьма важное обстоятельство. В баротропной 

жидкости изобарические и изостерические поверхности совпадают. 
Изостерические поверхности — поверхности равного удельного 
объема a = c o n st. Поскольку р= f ( p ) ,  то во всех точках поверх

ности/?=const р также постоянна, а следовательно, и а =  ^  = const.

Легко видеть, что при наличии баротропности для определения 
v x , v y, v 2, р, р  достаточно решить систему (10.1), (10.2), (10.5). Она 
замкнута и без уравнения теплопроводности. Если же нас интере
сует поле температур, то (10.3) можно решать отдельно, опираясь 
на результаты решений системы (10.1), (10.2), (10.5).

2. Несжимаемая жидкость. Тривиальным случаем баротропной 
жидкости является несжимаемая среда, в уравнении состояния ко
торой p — k p m показатель степени равен нулю, т. е. р = £  =  const

Модель несжимаемой жидкости является наиболее важной для 
геофизических проблем, ибо вода, а также воздух, движущийся со 
скоростями порядка скорости ветра ( ~ 1 0  м / с е к ) ,  практически не
сжимаемы. .

Поэтому соответствующие уравнения мы выпишем отдельно, 
тем более, что в дальнейшем мы будем к ним неоднократно 
обращаться. Очевидно, что все уравнения получаются как частный

случай общей системы при р — const и divt» — 0.
Уравнения движения:

Неразрывности:

( 10 .9 )

Т еплопроводвости:
d T  ' !  д Т



Разумеется, в этом случае (10.6)— (10.9) можно решать отдель
но от (10.10). А затем уже эти результаты использовать в готовом 
виде при отыскании поля температуры с помощью (10.10), если 
в этом есть необходимость.

§ 2. УСЛОВИЯ ОДНОЗНАЧНОСТИ

Выписанные системы уравнений в рамках использованной мо
дели справедливы для любых течений жидкости. Это могут быть 
атмосферные движения, перемещение масс воды в океане, течение 
в реках, трубах и т. д. При решении же конкретного вопроса воз
никает необходимость индивидуализировать постановку, т. е. сфор
мулировать задачу таким образом, чтобы при этом была отражена 
ее специфика с точки зрения свойств конкретной жидкости, геоме
трических форм потока, его исходного состояния и условий взаи
модействия с окружающей средой. Это же даст возможность найти 
значения произвольных постоянных и функций, которые войдут 
в решение после интегрирования системы уравнений.

1. Физические свойства. Прежде всего, нам необходимо знать 
среду, с которой мы имеем дело. Это означает, что нам должны 
быть известны физические свойства жидкости: капельная или 
сжимаемая, ее вязкость (f.i, v), теплоемкость, теплопроводность, 
плотность (в случае несжимаемости) и т. п. Если все эти пара
метры меняются в зависимости от тех или иных факторов, то вид и 
характер этой зависимости должен быть известен. Эти данные по
лучаются экспериментально для каждой капельной жидкости или 
газа, а. результаты представляются в виде таблиц или эмпириче
ских формул с указанием диапазона применимости рекомендуемых 
данных. Сюда же примыкает и уравнение состояния.

2 .  Начальные условия. Искомые величины представляют собой 
функции координат и времени. Начальные условия сводятся к тре
бованию, чтобы поля всех искомых гидродинамических величин 
были бы известны в некоторый момент времени t — tQ.

Иными словами, выражения искомых функций должны удовле
творять условиям:
vx (х, у, z, to) = /о  (х, у, Z) , V y  (х, у, z, to) = / i  {х, у, z ) ,  р = р  (х, у, z, to) 
и Т. д.

При установившемся движении элементы потока в любой точке 
его от времени не зависят, т. е. время в выражения искомых вели
чин не входит. Поэтому при установившемся движении начальные 
условия отсутствуют, так как если бы они были заданы, то тече
ние стало бы полностью известным в любой момент времени и 
интегрировать систему не было бы нужды.

3. Граничные условия. Под заданными граничными условиями 
мы понимаем следующее: во-первых, нам известна геометрическая 
конфигурация системы, т. е. форма изучаемого потока; во-вторых, 
на границах потока: все искомые величины принимают определен
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ные значения или удовлетворяют соотношениям, вид которых нам 
известен. В большинстве задач границами потока являются не
подвижные непроницаемые стенки (поверхность неподвижного 
обтекаемого тела, стенки и дно канала и т. п.), подвижные непро
ницаемые стенки (поверхность движущегося в жидкости тела), 
поверхности, отделяющие одну жидкость от другой (например, 
свободная поверхность жидкости, отделяющая данную жидкость 
от другой — воздуха), поверхности разрыва каких-либо элементов 
потока (например, тропопауза или фронтальная поверхность 
в атмосфере), а чаще всего различные комбинации их.

Для случая несжимаемой жидкости граничные условия можно 
подразделить на кинематические и динамические.

Остановимся на кинематических граничных условиях на непод
вижной непроницаемой стенке. Хотя значение скорости на самой 
стенке при современной измерительной аппаратуре определить не 
удается, можно оценить изменение скорости по мере приближения 
к стенке. Большое количество опытов обнаружило, что при таком 
приближении скорость потока непрерывно убывает (хотя на рас
стоянии 0,005 м м  от стенки трубы скорость в ряде опытов еще со
ставляла примерно 40% от максимальной скорости в трубе). 
В гидромеханике принимается достаточно хорошо обоснован
ная гипотеза о том, что скорость вязкой жидкости на неподвижной 
непроницаемой стенке равна нулю. Это условие часто называют 
у с л о в и е м  п р и л и п а н и я .

Представление о том, что жидкость в буквальном смысле слова 
прилипает к стенке, оказывается Не вполне правильным, поскольку 
оно не подходит, к случаю несмачиваемой стенки, около которой 
скорость, однако, распределяется так же, как и около смачивае
мой. Правильнее под прилипанием понимать следующее. Силы 
молекулярного взаимодействия, радиус влияния которых очень 
мал, удерживают на твердой стенке в неподвижном состоянии 
лишь несколько рядов молекул. Движение жидкости поэтому про
исходит не по самой стенке,, а по задержанному ею слою молекул. 
Поскольку размеры молекул 10~6— ICh5 м м ,  то допустимо считать, 
что на расстоянии 10-5 м м  v =  0. Косвенные опыты подтверждают 
применимость подобного допущения в огромном большинстве 
задач.

Если стенка движется, то в точках соприкосновения с ней 
жидкость должна иметь-скорость, равную скорости стенки.

Динамическое граничное условие на неподвижной стенке сво
дится к равенству между величиной напряжения, приложенного 
к стенке, и величиной напряжения, приложенного к жидкости на 
границе со стенкой. Направление векторов указанных напряже
ний, очевидно, противоположно. Динамическое граничное усло
вие на свободной поверхности выражается в виде равенства между 
величиной нормального напряжения в жидкости на свободной по
верхности и величиной давления внешней среды на свободную по- 
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верхность (например, величиной атмосферного давления). 
Направления этих напряжений, разумеется, противоположны.

Если жидкость баротропна, но сжимаема, и нас не интересуют 
вопросы теплообмена, то на границах должно быть известно зна
чение также плотности, а при решении полной задачи еще и тем
пературы. В случае бароклинности при отыскании любой характе
ристики, наряду со скоростью и давлением, задаются одновремен
но и плотность и температура.

Таким образом, если записаны уравнения и заданы вышеозна
ченные ограничительные условия, задача сформулирована пол
ностью. При этом не следует полагать, что всегда используются 
полные уравнения *. В каждом конкретном случае уравнения упро
щаются и подвергаются модификациям, которые приближают м а
тематическую модель к реальному физическому процессу. На этом 
обстоятельстве мы остановимся подробно после того, как дадим 
ряд простейших примеров интегрирования уравнений.

§ 3. ПРИМЕРЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ УРАВНЕНИИ ДИНАМИКИ

В нижеследующих примерах мы будем ставить своей задачей 
отыскание поля скорости при следующих упрощающих предпосыл
ках:

а) течение является плоским и ось х  направлена по линии дви
жения. Таким образом,

vy =  vz — 0, У — О, vx =  vx (t, х, z ) ,  p = p ( t ,  х, z);

б) процесс установившийся так, что

dvx
—  =  0 , vx= v x ( z ,x ) ,  p = p ( x , z ) -

в) жидкость несжимаема и с учетом равенства vu =  vz— 0 урав
нение неразрывности сводится к виду

dv г
* г = ° -

Последнее означает, что vx не может зависеть от х, так что 
vx= v x (z), в силу чего

д,, _  d2Vx , d2vx d2vx d 2vx
Vx~~ dx2 +  dt/2 +  dz2 —  d z2 *

* Следует помнить, что при йыводе самих уравнений использовались гипо
тезы (см. гл. 8 § 1), и поэтому их применимость ограничена пределами спра
ведливости этих аксиом.
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Следовательно, для рассматриваемых случаев уравнения (10.6),
(10.7), (10.8) упрощаются и система принимает вид:

d 2vx . 
d z2 ( 10. 11)

( 10. 12)

(10.13)

Причем

Vx= v x (z), p = p ( x , z ) .

1. Движение жидкости между двумя параллельными пласти
нами. Рассмотрим течение между двумя горизонтальными пласти
нами, отстоящими друг от друга на расстоянии 2h. Начало коор
динат поместим в центре так, чтобы ось 2 была направлена против 
силы тяжести g  (рис. 10.1).

z

/ / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / . / / . / ,

X

Рис. !0.1

Других массовых сил не имеется, так что Z =  0, 2 =  —g. 
Тогда исходные уравнения примут вид:



Ясно, что ~  может зависеть только от х, ибо, интегрируй
(у Л

последнее уравнение, имеем р — —p g z + 0 (x), где 0 ( х ) — произ^ 

вольная функция. Поэтому — Q'(x). В то же время, как мы ви

дели, vx от х  не зависит, а является лишь функцией координаты г. 
В этих условиях первое из написанных равенств может иметь 
место лишь в том случае, когда обе его части тождественно равны 
постоянной, т. е.

1 др 4-------= С = const
fi дх

( С < 0 , так как движение всегда происходит от области более вы
сокого давления в сторону более низкого). Таким образом, полу
чаем

* = - L ^ . C .  (10.14)d z 2 р дх  '

Интегрируя это уравнение, получим

4 ^  °дх~ z 2 + c 'z + c 2 -

Произвольные постоянные легко найти из граничных условий, 
которые сводятся к равенству нулю скоростей на стенках (усло
вие прилипания), так что

■и,1 . =  vr I . =  и.х I г~к х I z=* -Л
С учетом этих обстоятельств, имеем

V ~  ( 7 2— h 2 )х ■ 2[а дх 1 >'

Расход жидкости на единицу ширины по у

„ г , 2 К6 дрQ - -  г? dz  = -----5-------“ 3 (i дх
Средняя скорость

_Q _  К1 др
~  2к ~  T f  ~дх '

2 . Движение жидкости, когда одна из стенок неподвижна, 
а вторая движется со скоростью v0. Д ля простоты будем считать

^  = 0 .  Движение существует за счет того, что жидкость увлекает

ся движущейся пластиной. При этом вместо (10.14) будем иметь
d?v

-----— =  0d z% и
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Граничные условий:
0; °х\г -г)пx\z=r- — h ~  ? х  \z=*h~

Интегрируя последнее уравнение и определяя постоянные с по
мощью граничных условий, получаем

V-.

т. ё. скорость меняется по линейному закону. 
Расход на единицу ширины

л
Q = j  vxd z = v nh.

- f t

Средняя скорость

»ср = J L2h 2 ■

3, Течение по наклонной пластине. Этот пример позволит нам 
проиллюстрировать постановку и использование граничных усло
вий при наличии свободной поверхности.

При указанном выборе системы координат (рис. 10.2)

X  =  g sin a; Z -  — g eos  а.

С целью упрощения примем еще ^  — 0, т. е. будем считать

что движение происходит только под действием силы тяжести.
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Тогда исходная система (tO .ll), (10.12), (10.13) примет ВИД.'

d Avx
—p g s in a = ! .i  - ^ - 2-; (10.15)

—og cos a  — ^  . (10.16)

ГранйчнЫе условия:

*Ы-,-о =  0- (10-17)

Напряжения на свободной 'поверхности, с учетом сделанных 
выше упрощений, принимают вид:

Р » \г.„ =  Рь, (Ю.18)

где ро — давление атмосферы;

Pzx
dvx 

=  * ~dz —  0  ( 1 0 . 1 9 )

z**hz=h
(.Pzy равно нулю тривиальным образом).

Два последних равенства представляют собой динамические 
граничные условия, а первое, естественно, является кинематиче
ским.

Проинтегрировав второе из написанных выше уравнений, полу
чим распределение давления в движущейся массе

р = С  -  - р ц cos a-z.

Поскольку при z = h  р= ро ,  то C =  po-\-pgcos a -h  и окончательно

P = P o+ pg(h  —  2 ) cos a.

В результате интегрирования уравнения (10.15) находим

p g s i n a
Vx ~ --------—----  Z2-f-CiZ-f-C2.

Условия (10.17) и (10.19) дают возможность определить про
извольные постоянные С\ и С2, так что в итоге будем иметь

pg sin a -2 (2/1—г) 
v r = -----

2fA

Расход на единицу ширины потока

3(А
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_ Q __p gsina-/*2
v'p— - h - —  3^ •'

Поскольку движение жидкости происходит без ускорения, то 
работа сил тяжести должна затрачиваться только на преодоление 
трения, т. е., в конечном итоге, переходить в тепло. Убедимся 
в этом. .

Прежде всего, работа, совершаемая над элементом жидкости' 
с объемом 1 • 1 -dz за единицу времени равна

dA == pg vx sin a  • dz.

По всей глубине потока
h

Л Г « (р£ sin a)2-/г3^  — P g 'sm a , vxd z — —^ — -— -------- .
й -*’•

Диссипация з элементарном объеме

d D , ~ n  ( ' ^ A ' d z =  (PgSin ■
1 ‘ \ dz J v-

Во всем потоке (при единичных поперечных и продольных раз
мерах) ~

D  —-Л cLD — (^ s ln “y  f ( h - z ) V z =
1 i  ;«• a 3i*

Как и следовало ожидать, A = D \ .

ГЛАВА XI  

ОСНОВЫ ТЕОРИИ ПОДОБИЯ

§ 1. ПОНЯТИЕ ПОДОБИЯ

При установлении количественных закономерностей, характе
ризующих какой-либо физический процесс, могут быть использова
ны два метода. Первый сводится к экспериментальному исследо
ванию, второй основан на аналитическом решении дифференциаль
ных уравнений, описывающих рассматриваемое явление. Достоин
ство первого в его конкретности, непосредственной реализуемости 
результатов. Однако, с другой стороны, это же является его сла
бым местом, ибо полученные выводы применимы только к данно
му единичному факту и непосредственно не могут быть обобщены 
и распространены на другие сколько-нибудь отличные, пусть даже 
родственные по своему физическому содержанию, явления. 
В отличие от этого методы математической физики характеризуют-
120 . У

Средняя cKopocfb



ся чрезвычайной общностью подхода, ибо выведенные уравнения,' 
базируясь на фундаментальных законах природы, охватывают всю 
совокупность явлений данного класса, но и тем самым обезличи
вают конкретное явление. Например, уравнения гидромеханики 
описывают класс явлений, связанных с любым движением жидкой 
среды, не учитывая ни геометрической конфигурации системы, ни 
условий ее взаимодействия с окружающей средой. Д ля того, чтобы 
выделить интересующий нас процесс из всей совокупности (клас
са), охватываемой соответствующей системой уравнений, необхо
димо однозначно задать условия, определяющие его специфику. 
Сюда, как уже указывалось, относятся:

а) геометрические характеристики системы (размеры, конфи
гурация);

б) параметры, характеризующие ее физические свойства (на
пример, вязкость жидкости, ее теплопроводность и т. д .) ;

в) распределение искомых величин, известных для какого-либо 
момента времени (начальное условие);

г) значения искомых переменных на границе системы, отраж а
ющих ее взаимодействие с окружающей средой.

Эти условия, вкупе с корректно записанными уравнениями, 
вполне достаточны для математической формулировки любой за 
дачи. Этот метод универсален. Но, к сожалению, его практическая 
реализация наталкивается, в большинстве случаев, на непреодо
лимые в настоящее время математические трудности. Это связано 
со сложностью уравнений, а также граничных и начальных усло
вий, обычно включающих в себя большое количество взаимозави
симых величин.’

Естественно поставить вопрос, во-первых, о возможности обоб
щения результатов эксперимента, а, во-вторых, об уменьшении ко
личества фигурирующих в уравнениях величин или теоретическом 
анализе процесса.

Ответ на него дает теория подобия, которая в известной мере 
синтезирует оба метода исследования.

Кроме того, и это очень важно, она позволяет выявить ряд за 
кономерностей физических явлений на основании системы диффе
ренциальных уравнений (с соответствующими условиями одно
значности) не прибегая к их интегрированию. к

Вначале кратко остановимся на ее предпосылках. В основе 
здесь, по сути дела, лежит расширение простейшего понятия гео
метрического подобия. Напомним, что две фигуры геометрически 
подобны, если одна из другой может быть получена умножением

на некоторый постоянный масштабный множитель k, —  (/2 и 1\
‘I

какие-либо размеры рассматриваемых фигур). При этом, есте
ственно, деформации исходного геометрического образа не про- 
исходит. Две точки, которые переводятся при этом одна в другую, 
называются сходственными. Аналогично вводится временное по-
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добйе: kt =  t2lt1. При k t— \ оба рассматриваемых процесса проте
кают синхронно. При наличии подобия систем такие же требова
ния предъявляются по отношению к их физическим параметрам, 
т.. е. в сходственные моменты времени в сходственных точках

........................... - . , V ,должно быть,' например, что к., =  —  (v — кинематическая вяз-
vi

кость), а также всем прочим величинам, определяющим рассматри
ваемые процессы. При этом между масштабными множителями 
может иметь место вполне определенная связь, т. е. Не все они

■ у
являются взаимно независимыми. Например, можно ввести kv==

■ ■ °)

и k.w= ~ ~ ( v ,  w — соответственно скорость и ускорение). С другой

А/ Л;;
стороны, поскольку у =  11т —г— и w  =  am - г г ,  то можно запи-

At->0 О

, V2 .. /Д /2 М Л  , w 2 .. ( Av2 \
са-ть, что К  =  - *■- =  lim -гг • т г  , К , =  — - =  hm — - .I Д/х At., ' w w x д̂ _>о \ &v, At2

Так как, согласно определению, отношение всех длин и времен 
при подобных процессах неизменно, то записанные соотношения 
эквивалентны выражениям:

kv—k r k r ' ,  kw— kv- k r l =  k r k r 2.

Аналогично, пользуясь соответствующими определениями, 

можно получить I р — lim —ттг—, м  — масса,
у  Д©->-0 Д г

V — объем, k.m = т х

=  km-kw =  km- k i - k r 2, (F = m - w )  и т. д.

Можно сказать, что две системы будут подобны:
а) геометрически, если k i = const;
б) кинематически, если ki— const, /fe( =  const (все коэффициенты 

пересчета для кинематических элементов определяются при этом 
через h  и kt на основе соответствующих определений);

в) динамически, если & г=const, =  const, £m= c o n s t  (отноше
ния сил kF такж е выражаются через ki, kt, km с помощью извест
ных определительных уравнений).

Если налицо геометрическое, кинематическое и динамическое 
подобие двух систем, то они называются механически подобными. 
Подчеркнем, что подобные явления могут быть получены из одного 
путем умножения всех величин на соответствующие им масштаб
ные множители. Причем множеству значений k отвечает и мно-



Жестгво, решений, Ё этом смысле подобные- явления образуют 
группу — понятие более узкое, чем класс, но более широкое, чем 
единичное явление.

Между понятиями подобия и размерностей существует тесная 
связь, ибо пересчет всех величин подобных явлений с помощью 
постоянных множителей, по сути дела* эквивалентен изменению 
соответствующих единиц измерения в k раз. К тому же й соответ
ствующие формулы для коэффициентов совершенно тождественны 
соотношениям, связывающим вторичные и первичные размерности 
Так % = k i - k t- ' - + [ v \ : = L T - \

llF — k m -k i-k r2 -> [F] — M LT~2 и т. д.

§ 2. НЕОБХОДИМ Ы Е И ДОСТАТОЧНЫ Е УСЛОВИЯ ПОДОБИЯ

Подобие обусловлено, в первую очередь, физической однотип
ностью рассматриваемых процессов. Поэтому они относятся 
к одному классу и описываются одними и теми же уравнениями. 
Последнее означает, что уравнения должны быть инвариантны 
по отношению к преобразованиям подобия, т. е. не могут менять 
своего вида при умножении всех входящих в них величин на по
стоянные множители. Посмотрим, что это означает на практике.

Запишем уравнения, отвечающие двум подобным процессам 
в виде суммы операторов Ф.; (г— 1, 2 ,. .  . , п\ п — число слагаемых 
в уравнении). т. е.

Ф\1) +  Ф‘21)+  • • + Ф <„1) — 0; (11.1)

ф(2) +  ф(2) + . . ; + ф й = 0 . (H.2)

Имея в виду, что во втором уравнении, на основании свойства 
подобия, произведен пересчет всех величин, перепишем его в виде

С1 Ф(»> +  С2Ф0> +  . . . +  Сп Ф<’> =  0, ( И .3)

где Сг представляет собой комбинации из масштабных коэффи
циентов, построенные по типу формул размерностей в виде степен
ных одночленов*. ,

Заметим, что если бы все -С{= 1 ,  то условие инвариантности 
уравнений выполнялось бы тривиальным образом.

Теперь поделим в (11.3) все С{ на С\ (это не умаляет общности 
рассуждений). Тогда будем иметь

+  Кг Ф<‘> +  Кь Ф(3” +  ■ ■ ■ -f  К п 1 =  0. (11.4)
С

Здесь K i— y r -— некоторые приведенные множители**.

* К ак указывалось выше, при этом каж дая первичная размерность просто 
долж на быть заменена соответствующим коэффициентом.

** Общее число отличных друг от друга приведенных множителей К ; может 
быть меньше числа слагаемых в уравнении, ибо часть из них при этом имеет 
совершенно одинаковый вид.
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Сравнивая (11.1) й (П .4) видим, что первые члены уравнении 
совпадают, а для равенства прочих достаточно положить Ki =  l. 
При этих условиях сформулированные выше требования удо
влетворяются.

С точки зрения общего подобия систем инвариантность уравне
ний дает необходимые, но не достаточные условия, ибо без учета 
начальных и граничных условий, одинаковые системы дадут оди^ 
наковые решения для разных по своему физическому содержанию 
процессов. Поэтому аналогичные требования следует наложить 
также на начальные и граничные условия. Их выполнение даст 
достаточные условия подобия.

Таким образом, можно констатировать, что для подобия двух 
систем нёобходимо и достаточно, чтобы все приведенные множи
тели Ки составленные на основании известных уравнений и задан
ных начальных и граничных условиях были бы тождественно 
равны единице.

П р  и м ер . Для уяснения деталей обратимся к конкретному 
примеру. Рассмотрим подобные преобразования уравнений 
Навье — Стокса для несжимаемой жидкости, взяв лишь одну 
проекцию на ось г  (z — направлено по линии действия силы тя
жести в обратную сторону). Как известно, в этом случае

d v Zi . dv Zl . dvz, d v Zi 1 dpx
~ r bv "~Щ ~ ^  d x t ^  y> д у , T- d z , d zx

■ . l d 2v Zl , d2v Zl d2v Zl\
[ - Щ -  +  - Щ Г  +  - Щ - )  (H-5)

(обозначения общепринятые)-.

d v z, , dvz, , ^ d v Zl t ^ dvz„ _  1 d p 2
dt2 "r V x t  d x 2 +  Vy'- dy, ^  v*' d z2 pg. dz, gi

d2vz, , d2vz% , d2v 2

(индексы 1 и 2 обозначают разные подобные процессы).
Вводя масштабные множители, (11.6) можно переписать

в виде

К  I 3 _  /■,, * V
kt dt\ ki_ 'Xt -

dv Zl dVi
~dyT +  a2;

.V ( d2v*‘
ki 1 dx i

d2v z, \
dz* /'

_ _ V  _ L _ ^ J _ A w g . - J -

kh kr Pi dzi

+  ^ -  +  :r7 c f  I -  ■ ( iw >



Здесь принято для простоты, что kx = k v= k z= k j .  и kVx -- kvv—
fovz •
Поделив все члены уравнения на общий множитель, стоящий 

перед каким-либо оператором (например, на k i j k t ) ,  получим
в (11.7) некоторые приведенные комплексные множители Кг, т. е.

h  dvZi , d v Zi d v z, kp
k t -kv dt\ x' dxx 'Vl d y x z' d z l k,r k l  p, dzi

k - k L k., ( d 2vZl d2v Zl d 2v z>\
~ ~ W 'gi~'k~kL Vl ( " a j f f +  ~djri + ~dz\r ( -/ }

kL kp kL-kg k, *
Здесь Кг =  * ,= -  ̂ 7 ^1 ; =  ~ щ ~ \  A4 -

Должно быть К]— К2 — К з = К 4= 1, т. e.:

kL a kp kL-kg t k.
- - k r k v ~ ^  k% ! ’ k L, k v ~ L ( 1 1 '8)

По смыслу: k L =  - f  , k f —  ~2 , kv - ~ - ,  kp — l T ’ —
h  l \ v\ P i Pi

k —  k,. Г- -A .
Si

Поэтому равенства (11.8) можно представить в виде: 

h  — h ------ -.idem, — V  — — =  idem,
t2v 2 t ^ v x ’ p2v* p1v:,

=  A * ,  = idem . - A "  =  P  =  idem**
vt *? h  v4 h  ?;1

( 11.8' )

Записанные равенства должны выполняться в случае подобия 
явлений в обоих рассматриваемых процессах, т. е. указанные 
комплексы, составленные из некоторых характеристик величин 
явления 1 и 2 должны быть одинаковыми (термин idem — одина
ковый) .

К более подробной расшифровке понятия характерных вели
чин и физического смысла полученных комплексов мы обратимся 
несколько ниже, после введения некоторых дополнительных опре
делений.

* Обратим внимание, что здесь число К; меньше числа операторов, ибо 
часть из них повторяется.

** Если искусственно не менять силу тяжести, то gs—gi, и индексы можно 
опустить.
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Все исследуемые величины, так же как и их производные всех 
порядков, непрерывно меняются во времени и пространстве. Если 
при этом они остаются ограниченными, то возможно ввести поня
тие характерных масштабов, которые выбираются следующим 
образом. Если в математической формулировке задачи фигурируют 
сами искомые величины, то в качестве характерных целесообразно 
использовать их средние значения. Обозначив <  >  знак осред
нения по ансамблю (множеству, реализаций) можем для любой из 
них /  записать < / >  = fo  (fo — масштаб). Для случая производной 
масштаб функции выбираем на основе разности ее максимальных 
(/2) и минимальных (/у) значений

df  <  / 2 "  Л  >  d f 6 _ А/ 0 d f 6
дх, <  x i2 — х а > d x i6 Ах(-„ дх№ ’

где i —  1, 2, 3 ,  4; Х \  =  х; х 2 =  _ у ;  х 3 s s  z; =  t \

индекс б — безразмерный.
При этом масштаб координат и времени (Axi0) определяется

таким образом, чтобы / 6 -~Ч> gg 1.\  dx i6 X

Аналогично для второй производной

=  1  .. / d2f* \  
dxf  Axi0 dx'k ’ Ь  6 \  dxh  /

Хочется подчеркнуть, что размерность соответствующих величин 
переходит к масштабам. Индекс «б» и соответствует тому, что 
означенные им функции и аргументы являются безразмерными.

Наиболее важным выводом ' из приведенных соотношений 
является то, что при указанном выборе масштабов средние зна
чения безразмерных функций и их производных равны единице*.

Сразу оговоримся, что масштаб д л я• какой-либо из величин не 
всегда возможно определить в условиях конкретной задачи. Так, 
например, если рассматривается процесс распространения тепла 
в неограниченном пространстве, то линейного размера задать не 
удается. То же по отношению к масштабу времени в случае апе
риодического процесса. *

Вновь обратимся к примеру, рассмотренному в предыдущем 
параграфе. '

§ 3. ОБЕЗРАЗМЕРИВАНИЕ УРАВНЕНИЙ. КРИТЕРИИ ПОДОБИЯ

* Суть обезразмеривания заключается в том, что мы переходим к новым 
единицам измерения, которые постулируются самой задачей. Так, если харак
терным размером является длина какого-либо тела, мы сопоставлй'ем все "ли
нейные размеры с этой длиной. Она является масштабом измерения для всех 
подобных процессов, т. е. по сути дела, единицей длины. ;
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Пусть для простоты:

< А у{ >  =  C V { >  ~ v 0 ,

< Д p > s = 7 ? Cj < р >  =  р0, < v > = v 0, < g > g 0^  g-,

< A x >  =  < Д г / >  =  < A z >  ==/„, < A / >  =  V

Все величины, включая независимые переменные, можно пред
ставить как произведение характерных масштабов на безразмер
ные, т. е., например, vx =  c A v > v x6 — v0 ■ vxS. g  =■ <  g >  g 6 ~  
=  g o g 6~ g i  x = <  A x >  x 6 —  L - x 6 .

Тогда уравнение (11.5) можно записать в виде

Аналогичный вид примет и уравнение (11.6), где вместо индек
са 1 следует использовать 2.

Индивидуальность какого-либо явления отражается в его мас
штабах, которые в известной степени характеризуют количествен
ную сторону процесса.

В то же время каждый член уравнения отражает вклад тех или 
иных физических эффектов в рассматриваемый процесс. Поэтому 
комбинация характерных величин, стоящая в виде множителя 
перед каждым из слагаемых, дает их некоторую среднюю величи
ну, отражает интенсивность влияния того или иного- фактора на 
всю картину в целом. Поделив все прочие на один из них мы по
лучим набор некоторых безразмерных множителей, ибо размер
ности всех членов уравнения одинаковы. Тем самым мы как бы 
выявляем относительную меру влияния различных физических 
факторов, сравнивая их с единицей. (Последнее следует из того, 
что безразмерный член, с характерным значением которого мы 
ведем сравнение имеет порядок единицы).

Конкретно разделим левую и правую части нашего уравнения
V 2 V 1(̂И ^  ^0’на -j— . Поскольку — дает характерную величину сил инерции, 

то тем самым сравниваем с ней все прочие силы. Будем иметь

Ь г d.vZl6 d v Zl6 d v z о d v Zl5 р 01 Ф 1
7  Г -  - 5 7 -  +  vx , 6 --------  1 ” ~ 1 ”  -  - a —  -
0̂1 »oi

g V;

L

01
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Требование идентичности уравнений при подобии явлений 
должно вести к выполнению равенств типа:

Сравнивая (11.11) с (11.8'). видим, что выражения тождествен
ны, причем (11.11) эквивалентно (11.8). В этом смысле масштаб
ные множители можно трактовать как отношение характерных 
(средних в указанном выше смысле) значений величин. Таким 
образом, например,

Следует подчеркнуть, что из всего вышеизложенного следует 
вывод, что обезразмеренные уравнения при подобии явлений 
должны быть тождественны. То же относится к начальным и гра
ничным условиям.

Полученные безразмерные ..комплексы типа (11.11), состоящие 
из характерных масштабов для случая подобных явлений должны 
быть равны. Это требование подобия и, в этом смысле, они могут 
быть названы критериями подобия. Единичному численному-зна
чению критерия отвечает бесчисленное множество значений вхо
дящих в них величин, т. е. подобные явления образуют группу.

Все сказанное может быть обобщено по отношению к  уравне
ниям любого типа. :

Отметим, что решение безразмерного уравнения с присоедине
нием безразмерных начальных и граничных условий универсально. 
Оно относится ко всей группе подобных явлений, а каждый кон
кретный случай может быть получен из него путем простейшего 
пересчета, т. е. умножением- на соответствующие характерные 
масштабы. Метод чрезвычайно эффективен, ибо, позволяя полу* 
чать универсальные решения, экономит массу сил и времени.

§ 4. ФИЗИЧЕСКИЙ СМЫСЛ КРИ ТЕРИ ЕВ ПОДОБИЯ

Полученные в нашем примере критерии подобия известны как:

02 .,----- =  idem.
®0* 2

(И - ll )

vnL
— R e— критерий Рейнольдса,

v- =  Ей —г критерий Эйлера,

Fr — критерий Фруда,
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■о
(Индексы везде опущены).

Тогда (11.10) может быть переписано в виде

1 d v z6 d v z6 d v z6 d v z 6
:ГI----------h Vrf , --- 4" “л"---- h I'm Ape___ I

d z6 Fr

( 11 . 12)

(Индекс 1 также опущен).

скому смыслу д а ет  отношение сил инерции к силам вязкости  

(разум еется .в оре отношение сил инерции к си-.

лам тяжести; Ей =  ----- отношение статического напора к ди

намическому. ~ ------- --
Поскольку задание соответствующих характерных значений не 

всегда возможно по условиям задачи, то критерии подобия могут 
представлять собой отношение текущих величин к эквивалентной 
им по размерности комбинации из заданных внешних параметров. 
Примером служит: выписанный выше критерий Струхаля, где 
вместо масштаба времени t0 стоит величина Llv0, имеющая размер
ность t. Однако в случае периодического процесса характерным 
значением t0 может служить период, и в этом случае он имеет вид

Кроме критериев подобия в задаче могут появиться критерии 
другого типа, которые мы будем называть параметрическими. Они 
возникают, если для какой-либо величины может быть задано два 
или более характерных значения, и представляют собой отноше-
ние_тсакщ ^.оД н ои м ен ны .х  х а р а к т е р и с т и к . 4 ..... "

Например, если "по условию имеем дело с двумя жидкостями, 
обладающими вязкостями и то появится безразмерная вели
чина V2/V1.

Заметим, что равенство критериев подобия и параметрических 
критериев обеспечивает подобие двух систем, ибо в них находят 
отражение все внешние параметры задачи. Подобие самих явле
ний обуславливается еще равенством безразмерных переменных. 
Последнее означает, что при t б2 — t6 l , в точках х б2 — х б1, у б1 =  
— У6x1 z62 —  имеет место пространственно-временное соответ
ствие. А эквивалентные масштабы дают конкретные условия для 
пересчета координат и времени (х2 -* х х , у 2 -^У х, z 2 ~ * zx , t2 -» t x).
9 зак. иг 129



ГЛАВА XII

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ТЕОРИИ ПОДОБИЯ В ГИДРОМЕХАНИКЕ

§ 1. УПРОЩ ЕНИЕ УРАВНЕНИЙ

Появление критериев подобия в уравнении служит удобным 
аппаратом оценки влияния тех или иных членов на весь процесс 

,в  целом. Если безразмерный множитель перед каким-либо опера- 
/ тором значительно меньше единицы, то вклад соответствующих 

>, / членов пренебрежимо мал, и они могут быть опущены. Это дает 
'- / возможность упростить уравнение, устраняя несущественные 

эффекты и приближая математическую модель к реальному поло
жению вещей. Естественно, что аналитическое или численное ре
шение упрощенных таким образом уравнений значительно менее 
трудоемко.

Зачастую только лишь на этой основе возможно получение 
позитивных результатов при рассмотрении какого-либо процесса, 
общая математическая формулировка которого не позволяет, 
ввиду сложности, получить ни численного, ни тем более аналити
ческого решения.

Рассмотрим варианты упрощений системы уравнений гидро
механики. Для целей большей наглядности будем считать, процес
сы адиабатическими. Впрочем, сама по себе эта модель является 
одной из наиболее важных в силу наличия широкого класса задач, 
которые решаются в адиабатическом приближении.

Выпишем исходную систему:
->

-gf 4- (»■ v) v ~ ---- ~  ё га(1 Р +' g k  +  v Srad d 'v v +  v ! (12.1)

+  p  div » =  0; - (12.2)

p =  k px . (12.3)

Из массовых сил в (12.1) мы учитывали только силу тяжести,

направление которой определяем ортом к.
Д алее действуем аналогично тому, как и в рассмотренном

выше примере, т. е. вводим характерные масштабы и обезразме-
риваем систему. В итоге получаем

1 d v 6 , -*■ ч , к
Sh e i r  +  <,VV‘) grad ,p ( + w  +

1 , ’ -
+  -Щ- Ы  grade div v 6 +  v6 Ди6) . (12.4)
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Теперь легко перейти к той или иной модели. Так, процесс 

можно считать стационарным, если, Sh >  1 С  1 j .  Последнее

не просто означает U -> сю , а соответствует неравенству t0^>— ,
vo

что может осуществиться также при весьма малых L или боль
ших v0. Вопрос о том, что считать малым или большим решается 
применительно к каждому рассматриваемому процессу и конкрет
ные цифры определяются с учетом той степени точности, которая 
задается постановкой задачи.

Аналогично, силой тяжести можно пренебречь, если С  1,

У3
что означает j~^>g, т. е. опять же это результат сопоставления L
трех величин vq ,  L и g .  Мы видим, что влияние силы тяжести па
дает с ростом скорости и уменьшением характерного масштаба.

Вклад вязких членов определяется численным значением мно

жителя Влияние вязкости убывает при увеличении скорости и

масштаба, ибо -  С  1 эквивалентно неравенству v<C &оL.Kg
Критерий Эйлера всегда 0 (1 ) , ибо через силу градиента давле

ния уравновешиваются все прочие силовые факторы, т. е. это по 
своей сути реакция среды на приложенные к ней усилия. Она,

естественно, существует всегда. Таким образом = 0 ( 1 ) ,  или
Ро v o

Po~ P oVo2- (12.5)

Для оценки эффекта сжимаемости обратимся к уравнению не
разрывности (12.2), которое вначале представим в несколько ином 
виде, используя (12.3).

Прологарифмировав и продифференцировав по времени (12.3), 
получим

d p  р d p

d t  t . p  d t

: мы убедимся ; 

роста звука а. Теперь (12.2) можно переписать в виде

Величина —у  — а2 как мы убедимся далее, есть квадрат ско-



Обезразмеривая это уравнение, получим 
рп L dp?*.

i~ Рб uiv vt —  0.

Для большинства апериодических задач для масштаба времени 
можно считать справедливой опенку t0~ L l v 0. Подставляя это 
равенство в последнее уравнение и заменяя ро, согласно (12.5), 
окончательно получаем

Величина М  носит название критерия Маха  и,, как видим, пред
ставляет собой отношение характерной скорости к скорости звука. 
Жидкость можно считать несжимаемой, если 1, т. е. v <^а.
Оценивая численные значения критериев, мы с учетом заданной 
точности, можем прийти к той или иной математической модели. 
При этом малые члены можно из рассмотрения исключить, что 
всегда ведет к существенным упрощениям задачи.

Следует иметь в виду, что иногда простое отбрасывание сла
гаемых может повести к не вполне корректным результатам. Дело 
в том, что, производя оценки членов дифференциальных уравне
ний, мы должны быть уверены, что их порядок во всей исследуе
мой области сохраняется одинаковым ( < f >  = 1 ) ,  т. е. тем самым 
мы полагаем, что и решение является гладким во всех точках. Не
приятностей следует ожидать при наличии в.уравнении сингуляр
ностей, или, если имеются значительные градиенты величии

в какой-либо локализованной зоне (тогда 1). В ча-\  ox i /
стности, это имеет место при наличии резко пульсирующего ха
рактера f.

Иногда, даже в среднем малый член, действующий в течение 
длительного промежутка времени окажет весьма существенное 
влияние на протекание процесса в целом. Поэтому нередко воз
никает необходимость дополнительного учета действия опущен
ных членов. В этих случаях целесообразно использовать метод 
разложения по малому параметру. Суть последнего сводится 
к представлению решений в виде ряда по степеням малого пара
метра а  в виде

Подставляя (12.7) в исходные уравнения, начальные и гранич
ные условия, мы будем получать соответствующие математические 
формулировки задачи, отбирая последовательно члены при а 0, а 1. 
а 2 и т. д. Это дает нам нулевое, первое, второе, и т. д. приближе-
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ййя. Следует иметь в виду, что в некоторых случаях при этом' 
может быть отброшен член с высшей производной, за счет чего 
могут возникнуть особенности. Как правило (но не всегда), они 
устраняются приближениями более высокого порядка.

Ниже мы проиллюстрируем метод малого параметра на при
мере вывода уравнений пограничного слоя.

Теория подобия дает нам возможность выявить и сформулиро
вать физически обоснованный малый параметр. Это одно из важ 
нейших ее достоинств, так как процедура отыскания малого пара
метра вполне унифицируется.

§ 2. ДИ НА М И ЧЕСКИЙ  ПОГРАНИЧНЫ Й СЛОЙ

Динамический пограничный слой возникает на границе раз
дела между жидкостью и твердым телом. Он характеризуется 
сильно выраженным влиянием вязких сил, величина которых со
измерима с, силами инерции. Вне его пределов движущуюся 
жидкость можно рассматривать как идеальную. Эксперименталь
но установлено, что толщина этого слоя по сравнению с горизон
тальной протяженностью процесса весьма мала.

Выведем соответствующие уравнения, используя оба упомяну
тых выше фактора. При этом используем декартову плоскую си
стему координат (х, у ) ,  считая кривизну поверхности обтекания 
величиной пренебрежимо малой. Жидкость полагаем несжимае
мой, движение плоским.

Общие уравнения движения и неразрывности при отсутствии 
сил тяжести имеют вид:

ди ди ди 1 др ( д 2и д2и
dt '+  и дх +  v ду . 'j \ д х 2
dv

+  и
dv dv 1 др ( d 2v d2vi1

дх +  v д ~ =ду р
----- _1_ у
ду 1 \ д х 2

ди dv
= 0,дх ^ ду ~

где vx=  и, и, v — продольная и поперечная компоненты
скорости. ' .

'Введем характерные масштабы: х ~ х 0, у ~ у 0, и ~ и 0, v ~ v a,
+ Х0 *

,  j  Р о  ~  Р И о •

Подставляя их в уравнение и поделив все члены 1-го уравнения
Йп «о Ул _ ttnна — второго — на , а 3-го — на —  , будем иметь: х 0 х 0 х 0



_L * ^ Ц6 I VX0
' x Q u0 dxi y \ u 0 dyl, ’

_ £ о _ ^ б  +  ц ? VJ  +  * № V d v 6_  po x 0 dp6
u0t 0 d t6 6 dx-6 y Qu0 6 dy  б pj>o«0-p0 dye"1"

, v a2t)6 ул-q a2p6
. 1~ х 0и 0 d x §  % e ’

5w6 ay_6 _ _ 0

<?*6 y ou0 d y 6

i. что
УоЩ
JC V

Из уравнения неразрывности ясно, что —1—° = 1 ,  а из условия

равенства порядков сил трения и инерции вытекает, что —~ ~ = 1 .
У омо

✓С иОтсюда, вводя число Рейнольдса Re =  — получим:

Jf„ //.„
У о ’- I Re | Re

Теперь после установления соответствующих масштабов, урав
нения перепишутся в виде:

ди& du 6
+ <5«6

w 6 + иб <3*6
-  —

° Ф б
1 f  dv  6

+ +
f}y6

Re (a r7
u6 <3.v6 "6 dy6

due

дрв , J _  ^ £б  , .
д х & Re dxi d y l  ’ 

др6 . 1 д2у б , 1 d2v
+  n~

dv6
dy б ' Re2 dx? Re d y l '  

■ =  0.<5x6 % 6

Так как O(y0) =  6 , ,  где бд — толщина пограничного слоя, являю
щаяся по условию малой величиной, то можно считать, что

Отсюда следует, что наличие пограничного слоя харак

теризуется большими значениями числа Re. Принимая величину 

-:А =_ за малый параметр, можно формально разложить по нему 

искомые величины, т. е.:

,,‘ = , ’” ’ +  F S r  r i "  +
_1

VRe
134



Нодставляем э?и разложения в нашу систему и приравниваем 
члены с нулевыми степенями при малом параметре. Это дает нам 
нулевые приближения:

диб ди6 ди6   др б д2и
d t6 Ш~6 4  д у ь ~~ дх'с, ~ду

др б

2 ’б

°  ду 

ди6 . dv6
б

д х б ду

Аналогичный результат получается При Re-*0. Возвращаясь 
к размерным переменным, получаем уравнения пограничного слоя 
в виде:

£  +  +  =  +  “ 2-8> 

- ! г  +  | г = а  (12-9>

В таком виде они были впервые опубликованы в 1904 г. 
Л. Прандтлем.

Условие означает, что в пределах пограничного слоя

давление не меняется т. е., точнее, в видучмалой толщины его изме
нение практически несущественно. Поэтому можно считать, что 
оно равно давлению в набегающем потоке, где оно, в свою оче
редь, определяется по уравнению Бернулли (см. ниже) как:

РиЯ Г  ^р = — (и =  и(х, г) считается известным из решения уравнения

для внешней идеальной жидкости, где силами трения можно пре
небречь) .

Таким образом,

ди . ди , ди — ди , д2и , 1П
• Ж  +  “ ^ Г + !’ Ж = “ " З Г  +  ’ 1W '  (,2Л0)

д“ +  * L  =  0 . (12.11)
дх ду 

В случае стационарности:

ди , ди -  du д2и



Метод пограничного слоя весьма эффективен, ибо за счет, 
упрощений уравнения легче поддаются анализу. С другой стороны, 
здесь математическая постановка приводится в соответствие с фи
зическим содержанием.

§ 3. ДИ НА М И ЧЕСКИЙ  ПОГРАНСЛОИ НА ПЛАСТИНЕ

Рассмотрим течение жидкости по горизонтальной полубеско- 
нечной пластине, исходя из Приближений пограничного слоя, т. е. 
рассматривая лишь тонкий непосредственно прилегающий к ней 
слой жидкости. Будем, в целях упрощения, полагать жидкость 
несжимаемой,, движение стационарным, и пусть скорость внешнего 
потока, вне пределов пограничного слоя, является постоянной
u =  const. В этом случае уравнение (12.12) упростится, ибо

и, ^  = 0 ,  а (12.13) останется без изменений, так что имеем си- 

стему:
ди , ди д2и . . .

W = ’ i f ;  ■ <,2 -и >

дч , dv
~ а Г  +  дЦ = 0 - (!215)

Располагая начало координат на передней кромке пластины, 
направим, ось х  по потоку, а ось у  перпендикулярно к пластине. 
Тогда граничные условия примут вид:

и = 0  при у  — 0 и 0 < .л ^ :о о  ]
_  ( 12:16)

и —» и  при у  -> ОО и U  ■— OO^JC-^OO.J

dW
Вводя функцию тока 4я и имея в виду, что и —  ■— , v —  -щ- ,

приходим к одному уравнению относительно 'f ,  которое получается 
заменой и и v через Чг в уравнении (12.14). Оно имеет вид

gxp д2ЦГ дх¥  &хр d3¥  ,10

Граничные условия: 
dW
ди

ду дх ду дх ду2 ду?>

ия:

0 при у =  0 и 0 <  х  <  СО;

дЧ  -—Г- >и при у - > о о  И  —  о э  < X  <

( 12 . 18)

Поскольку XF определяется с точностью до аддитивной постоян
ной, будем считать, что XF = 0  при г /= 0  и — с о <  х  <  о с .
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Ёведя масштабы <*?>=== Wo, <■*>•' ==£<v < г / >  =  #о, обезраз- 
мерим (12.17) и (12.18). Получаем:

dW6 
ду  б

ду б "

д2¥ б
дхбдув

: 0 при г/в

_и у  п

*Х„ д Ч !е_ д^¥_6 =  __________ ,
д хб ду% ^о^ ,, ду% ’

: О И О <  Хб <  СО,

ду6 4L
при у б -> ОО И — го <  А'б <  СО .

(12.170

(12.180

В (12.17') все члены поделены на общий множитель перед ле- 

вой частью — а в (12.18') на -  °- 
х оУ о У о

Полученные в (12.17') и (12.18') безразмерные комплексы 
идентичны приведенным комплексным множителям Ки в которых 
масштабные коэффициенты заменены отношением характерных 
размеров величин. Поэтому из требования подобия вытекает их 
равенство единице. Таким образом,

УХо 
У о П

U у0 1. (12.19)

Имеем два соотношения,связывающие масштабы трех перемен
ных величин хо, г/о, .’Ч'о. Предположив первоначально, что масштаб 
Хо нами задан и равен L, определим уо и ^о.

Д ля удобства изменим первый комплекс, взяв вместо него 
произведение

У-’п
v0 и у 0 

Теперь вместо (12.19) имеем

vL
у*й

vi
Vn и

=  й Уо - ( 1 2 . 1 9 ' )

,В (12.19') величина - t/о входит лишь в один комплекс. ..Откуда

находим г/о =  1/' , а затем из второго 1равенст1ва Ч*о= vtiL.
I и

Безразмерная функция тока должна:быть функцией безразмерных 
координат:

^ б = /(* б ,  У б)., 
или, с учетом полученных выше выражений для масштабов;

у Т f  (Л-, > f j j P j .  -
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Однако, по сути дела, масштаб L нам; по условиям задачи не 
задан. Поэтому он не может фигурировать и в решении. Отсюда 
следует, что все безразмерные комплексы должны объединиться

¥  / х  \ “
в такой комбинации, чтобы исключилось L ; Например, —

] /  VBL \  L I

й у  | / ^  - j -  • Легко видеть, что а  =  р =  — g-.-

Тогда получим

У ^ Т - и  ( у  ] /  - А  ). (1-2.20)

Мы видим, что вместо двух в решении задачи осталась лишь

V
/  и

. Такамобра-зом,рас

смотренный подход привел нас к выбору криволинейной системы 
координат, вид которой продиктован самой задачей. По отноше
нию к ней задача обладает физической симметрией. Замена двух 
переменных одной означает, что при переходе к новой системе 
координат мы вместо уравнений в частных производных, где все 
функции зависят от двух аргументов, должны получить обыкно
венное дифференциальное уравнение.

Легко видеть, что

дг} _  у  . /  дг}   л f  и
дх 2х‘  ̂ V v ’ ду V vx

Поэтому:

d'F _  д [ 1 /~'^тГ , J  _  л -г <?ср(т|) d<$ дц



Подставляя полученные значения производных в уравнение 
(12.17) и производя соответствующие сокращения, убеждаемся ч?о 
оно переходит в обыкновенное дифференциальное уравнение вида

2  А -  +  r f 2 t pd ^ :0. ( 12.21)

Граничные условия (18) перерабатываются следующим обра
зом:

dy
di\

dy
df\

: 0 при т] = 0 ,

-> 1 При Г]
( 12.22)

Результаты численного решения этого уравнения приводятся 
в  специальной литературе*.

§ 4. РА СПРОСТРАНЕНИЕ СТРУЙ

Эти задачи служат хорошей иллюстрацией идей пограничного 
слоя и использования методов теории подобия.

Плоская ламинарная струя. Из бесконечно тонкой щели, рас
положенной по оси z, в направлении оси х  истекает струя с беско
нечно большой скоростью, но конечным импульсом Jо (рис. 12.1),

* См., например, Л. Г. Лойцянский. Ламинарный пограничный слой, М., 
ГИФМ Л, 1962.
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Так как ;t0 — v-Q=hco или 0 (v — скорость, Q — секундный рас
ход), Tto при Q-> 0, w-^co. Это означает, что в случае весьма узкой 
щели,-!скорость велика, а расход мал. Истекающую струю можно' 
трактовать как пограничный слой в окружающей ее большой 
массе жидкости. Последнюю считаем неподвижной,, откуда сле-

ДуеТ - ^ - = 0 .  Тогда в Случае стационарности уравнения движений 

и -неразрывности, как и раНее* примут вид:
ди
дх

ди

ди
оу
д  v

j P u
ду-2 i

д х  д у

(жидкость несжимаема).
Опять вводим функцию тока;

11 ~  - 5 — - v — д у

(12.23)

(12.24)

а у
д х

За нулевую линию тока Чг= 0  примем ось Ох.  Тогда уравнение 
и граничные условия запишутся как:

дЧ? <;"Ч- а'К ,)■ Ч' д?"¥ 
дхд у  д х  д у

д2Ч>' 
д у 2

дФ
ду

д у 2 

:0,

-> 0.

ду
(12.25)

(12,26)

у > -{-0 0

Первое из условий (12.26) следует из симметрии струи, что
d v  „

означает = 0 ,  а второе вытекает из того, что v -> 0 , когда

_у-> +  со . Поставленной задаче отвечает тривиальное решение 
XF = 0 . Однако это противоречит заданию конечного импульса, ко-

dP пторыи при отсутствии внешних с и л - ^ - = и  должен оыть конеч

ным. Выражение для импульса может быть получено из уравнения 
(12.23), которое с учетом (12.24) может быть записано в виде

, . д2и.(р uv) =  (1д  2. д  
(ри ) +  -дх

Интегрируя его от
.: ор

d  с
рu 4 y + [ p u v }

—  ОО

Л 40

ду . v r ~ v  — г ду2 •

со до +  00 J получим 

Г ди
д у



Откуда

j  риЫу —  const= J q,

или
СО

j  t { % ) '  * ■ * '
( 1 2 . 2 7 )

Вводя характерные масштабы х ~ х 0, У~Уо, гР-~Ч/0 и перейдя 
к безразмерным комплексам, можно (12.25) — (12.27) записать как

u 0  д Щ г  е

д у 6 д х6 di б дхь d y l  Ч‘'0у0 d y l

д*Ч?6
ду б 

ду б

=  О,
у (г

(12.28)

(12 29)

( d W j  
j I ду б

dy•У 6 Л) .У о
( 1 2 . 3 0 )

Тогда

Ч' — Ч" Ч'-
1 ------ 1 0  о

Поскольку масштабы х 0, уо, VF0 не заданы, то комбинируя без
размерные переменные и комплексы, придем к зависимости вида



Перейдя к новой переменной, вместо (12.28) — (12.30) получим

4f_
d'f\

d'2f  
+ / W

; 0;

d2f
d-(f 
df_ j
d~t\ ± oo
OG

d f

- 0 ,

di]

(12.31)

(12.32)

(12.33)

Опуская детали интегрирования уравнения *, выпишем лишь 
окончательный результат:

VF== 1,651 ^  

Расход в струе

( о ,275

Q  =  ¥  ( о о )  -  W (— о о ) =  3,302 • •

Скорости;

а =  0,454 \ f J L _
V  г/ VX ch2(0,275л) ’

у =  0,550 1 /  v 
V  рх2

0,550 rt 
ch2 (0,275 г)) -th (0,275 л)

Таким образом, расход возрастает от нулевого значения в щели 
пропорционально х ’л .

Максимальная скорость при ii =  0
3 f  р

Um— 0,454

Приняв за полуширину струи b значение у , при котором 
ы=0,0161 ит, получим

Тогда

DV2 \ И
Ь / х ) ^  10,91 ( -  ) х'/з

Jq

и

ch3№

Решение можно найти в литературе (см. сноску на стр. 139).
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Р а з д е л  III 

ДИНАМИКА ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ

ГЛАВА XIП  

УРАВНЕНИЯ ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ

§ I. ЗА ПИ СЬ УРАВНЕНИЙ В ФОРМЕ ЭЙЛЕРА

Выше мы определили идеальную жидкость как жидкость, ли
шенную трения. Но, во-первых, в реальных средах вязкость всегда 
есть, во-вторых, если для какого-либо случая нами получено реше
ние уравнений с вязкими членами, а затем осуществлен переход 
v —* 0, то полученный в итоге результат не всегда эквивалентен ре
шению уравнений, в которых члены с вязкостью опущены сразу. 
Поэтому более правильно говорить о модели идеальной жидкости, 
справедливой в тех случаях, когда вязкие эффекты малы в срав
нении с прочими силовыми факторами.

Уравнения движения идеальной жидкости можно получить из 
uL

(12.4) при R e = —- —>0 0 . Это означает, что либо велики харак

терные скорости или размеры, либо мала вязкость. Такая трактов
ка физически более полноценна, ибо указывает пределы приме
нимости модели идеальной среды. Так, например, в задачах газо
вой динамики, где мы имеем дело с высокими скоростями, можно 
не учитывать действие сил вязкости, ибо они малы в сравнении 
с силами инерции. Или другой пример, за пределами погранич
ного слоя, рассмотренного нами выше, жидкость также полагают 
идеальной, ибо вклад вязких сил быстро убывает с удалением от 
стенки.

Итак, устремляя Re-»<4'J мы получим систему уравнений ди
намики идеальной жидкости. Перейдя после этого к размерному 
виду, будем иметь:

^  f  дх)* л. »  d v * —  1 дР m y  1
+  W +  г ~ д £ ~ ~ 7

dvy dv„ d v v dvv 1 dp
'~jsl— 1“ "л- - Ь vy "л—  “Н — —- “  —  ^— “hdt x dx y dy 2 dz P dy ’

dt ^  x dx  +  y dy  +  J dz ~  p +

(13.1)
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В векторной форме:

.............  - | + ( ^ > г = - и з , г )

Обратим внимание, что уравнения движения сжимаемой и 
несжимаемой жидкости для случая невязкой жидкости записы
ваются одинаково.

Уравнение неразрывности имеет вид такой же, как и ранее.

- ^ - + p d i v y = 0 .  (13.2)

А в уравнении теплопроводности диссипативная функция просто 
равна нулю, так что оно имеет вид

c’ - W + / , d i v ^ div ('■■ ж ) -  (13-3)

Если сюда присоединить уравнение состояния, то задача будет 
замкнута:

р = f ( p , T ) .  ( 1 3 . 4 )

В отношении замыкания системы можно сказать то же, что и
в случае вязкой жидкости, т. е. для баротропной жидкости урав
нения (13.1), (13.2), (13.4) могут быть разрешены без использова
ния (13.3), а в бароклинной среде следует решать всю систему 
(13.1) — (13.4)..

§ 2. НАЧАЛЬНЫ Е И ГРАНИЧНЫ Е УСЛОВИЯ

Начальные условия, как и ранее, означают, что для исходного 
момента времени t = t 0' заданы поля всех искомых величин как 
функции координат, т: е. vx (x, у, z, t<s)— f\(x, у, z), р(х, у, z, i0) = '  
= f 2(x, у, z) и т. д.

Различают кинематические и динамические граничные условия.
I. Кинематические граничные условия — это условия, опреде

ляющие значения скорости на границах потока.
: Рассмотрим в виде примера кинематическое граничное условие 

на неподвижной непроницаемой стенке. Оно сводится к тому, что 
на стенке нормальная к ней составляющая скорости потока 
должна быть равна нулю, хотя касательная составляющая, вообще 
говоря, нулю не равна.

В самом деле, если бы на стенке нормальная составляющая 
скорости была бы направлена внутрь стенки, то это означало бы, 
что жидкость проходит через стенку, а это противоречит условию 
непроницаемости последней. Если бы нормальная составляющая 
была направлена от стенки, то это вызвало бы образование пусто- 
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ты между жидкостью и стенкой, а это противоречит представлению
о сплошном заполнении жидкостью пространства. Таким образом, 
должно иметь место о„ =  0, т. е. скорость должна быть направлена 
по касательной к стенке.

Эти условия можно выразить в аналитической форме. Если 
f(x , у, z ) =  О представляет собой уравнение поверхности стенки, то
орт п нормали к поверхности имеет проекции:

df df
dx dy

\2
+

df
dz

Условие vn — 0 равносильно равенству ( v - n ) =  0, т. е.

df i df df n 
dx * ~Sy +  * dz

Если границей потока является подвижная непроницаемая 
стенка или свободная поверхность, то, поскольку жидкость не 
может протекать сквозь стенку или свободную поверхность и 
сплошным образом заполняет пространство, нормальная состав
ляющая скорости vn любой частицы жидкости, соприкасающейся 
со стенкой или свободной поверхностью, и нормальная составляю
щая скорости уПст соответствующей точки стенки или поверх
ности должны быть равны:

Vn == Vn сг •

В задачах на обтекание тел жидкостью одним из кинематиче
ских граничных условий служит требование, чтобы на достаточно 
большом удалении от тела (там, где поток не возмущен, строго 
говоря, — в бесконечности) скорость жидкости становилась бы 
равной определенной скорости vQ (скорости невозмущенного по
тока). Это условие обычно записывают так:

lim v (х, у, z) = v Q.
х->оо

2. Динамические граничные условия — это условия, определяю
щие значения давления на границах потока. Исходя из закона
о равенстве действия и противодействия, получаем, что давление, 
оказываемое на жидкость внешней средой или стенкой, и давле
10 Зак. 112 145



ние,' испытываемое частицами жидкости, расположенными на 
стенке или на свободной поверхности, должны быть равны по ве
личине.

Отсюда следует, что на свободной поверхности давление ж ид
кости равно атмосферному давлению.

§ 3. РА ЗЛ И ЧН Ы Е ФОРМЫ ЗАПИСИ УРАВНЕНИЙ ДВ И Ж ЕН И Я

1. Уравнения движения в натуральных координатах. При рас
смотрении плоского движения удобно ' пользоваться за 
писью уравнений движения в натуральных координатах. Исполь
зуя выражения соответственно для касательной и нормальной со
ставляющих ускорения, получаем:

dv dv п  1 dp
df dl p dl

, v\  _  F  1_ dp
dt R  n p dn ’

(13.5)

где F'i и Fn — касательная и нормальная проекции напряжения 
массовой силы.

2. Уравнения движения в форме И. С. Громеко. Преобразуем 
левую часть первого из уравнений движения в форме Эйлера 
(13Л):

д~ох . d t ... , d v x , d v  у
+  v x  +  »v "d t  x dx  1 y dy 1 2 dz

Для этого возьмем тождество

»2 _  V^+VyZ+Vz2
2 ' ~  2

дифференцирование которого дает

d 1 v 2 \ d v r d v „  d v

откуда

дх \ 2 / А' дх 1 v dx 2 dx ’

dox д ( vl Д d v y d v z
v* ~  \ ~ T  ~ Vy  W ~  v* ~ d T

Введя полученное выражение в левую часть первого из урав
нений движения в форме Эйлера, приводим его к виду

dv х d ( v2 \ ( d'i t dv А  . /  d v v dv



Учитывая, что

[ a y b ]  — (avbz— azby) i+  (azbx— axbz) / +  {axby— avbx) k,

мы можем предыдущее выражение записать как 
dv г д , .

l +  [rot уХ ^].х,
X

di 1 дх V 2
и первое из уравнений движения в форме Эйлера приобретает вид

dv х д I' v2 \  _» 1 др
-ЗГ  +  - Ж  ( “ 2 ) +  [ ™ t » X » ] ,= X -  J  (13.6).

Аналогичные преобразования, примененные ко второму и 
третьему уравнениям, дают:

d v y d ( v2 \  _ 1 dp
dt +  S i  { — ) + [ r o t » X f ] , = y -  —  - g p  (13.6')

dvz д ( v2 \  _  _> I dp
i r  +  Tfe ( - 2- ) + [ го' ° х » ] . = г -  —  (13.6")

Эти три уравнения носят название уравнений движения в форме 
Громеко. Их можно представить в виде одного векторного уравне
ния:

-q j  + g ra d  j  +  [rot vy^v] =  ~F — ■. (13.7)

3. Уравнение А. А. Фридмана. Возьмем ротор от обеих частей 
векторного уравнения движения в форме Громеко:

rot - ^ - + r o tg r a d  (^~2~ ) + ro t  [rot иХ ^] = r o t F — rot j .

Преобразуем каждый из членов этого уравнения, для чего вос
пользуемся тождествами векторного анализа, в справедливости 
которых легко убедиться, представив их в координатной форме:'

1ч i да д ->1) rot -37  == rot а  ;
d t d t

2) rot grad ф = 0 ;

3) rot (a'Xb) =  (b- V) a — (a-V)  6 + a  div 6 — 6 div a;

4) rot (<p а) = ф  rot a - f  [grad ф Х а ] ■
Учитывая эти соотношения, получаем следующие выражения:



2) ro t  g r a d  — -  = 0 ;

3) rot (rot w>0] =  (у • A) — (Q ■ A)y-j-Q- div v;

4) rot gTad/?j =  - ~ - [grad p X  grad p] = -p- [g ra d p X

X  grad p ] .
Подставляя эти выражения в наше уравнение и учитывая, что

дй , -  -  d &  
“Ж + ( И ' У ) Й “  d t  ’

получим

У ---- div и =  ro tF +  [g ra d p X g ra d p ], (13.8)

Это соотношение представляет собой одну из форм уравнений 
динамики, весьма удобную для изучения вихревых движений. Оно 
носит название уравнения Фридмана.

^ , Уравнение (13.8) доказывает,. что . изменение вихря в точке
чУ  может происходить за счет:, конвективного переноса (член

(w-V)Q),  деформаций жидкого элемента ( (Q ■ V) v) , изменения

его объема (£2diyy),  а также ввиду действия внешних сил (если

r o t / ^ О )  и наличия фактора бароклинности [grad p X grad  р] j

Очевидно, что в случае баротропной среды, поскольку поверхности 
р =  const и р =  co n st.совпадают, векторное произведение,равно 
нулю.

Если массовые силы имеют потенциал (F =  — grad (J,
-> * 

rot F = —rot grad U = 0 )  и жидкость баротропна, то левая часть 
уравнения (13.8), именуемая гельмгольцианом, равна нулю. Это 
обстоятельство обуславливает удобство исследования движений 
идеальной жидкости в указанной форме записи.

ГЛАВА XIV

ИНТЕГРАЛЫ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ 
ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ

§ 1. УРАВНЕНИЕ БЕРН У Л Л И  В ОБЩ ЕЙ ФОРМЕ

1. Функция давления. Функцией давления  называется величина

Р ( р ) =  ] - “ • ' о 4-1
0
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Очевидно, что она однозначно Определяется в каждой точКе 
пространства лишь в том случае, когда р зависит только от р и не 
является функцией каких-либо других переменных, т. е. когда сре
да представляет собой жидкость баротропную.

Установим физический смысл функции давления. Результиру
ющая поверхностных сил, приложенных к единице объема, равна— 
—gradp , а результирующая поверхностных сил, действующих на
единицу массы, ра вна — р p.ag0Ta сил градиента давления 

при перемещении единицы массы на элементарный отрезок dr равна

+  +  f - v

а при перемещении единицы массы из точки А с давлением р 
в точку В с давлением, равным нулю, определяется выражением

В ( р ~ 0) о р  ■

А.(р)  ' р  0

, Таким образом, .функция давления представляет собой работу.- 
которую должны совершить силы градиента давления, чтобы пе
реместить единицу массы жидкости из данной точки в точку с ну
левым давлением^ или, что то же самое,, работу, которую нужно 
приложить к единице массы, чтобы, преодолевая силы градиента 
давления, переместить ее из точки, где р =  0, в данную точку.

Далее, элементарная работа сил градиента давления, прило
женных к единице массы

dP _  г, Г dP
о

d  ^ * L = - dP{p),

равна, как мы видим, уменьшению' функции давления, т. е. функ
цию давления можно рассматривать как потенциальную энергию 
единицы массы жидкости в поле массовой силы градиента давле
ния.

Наконец, последнее равенство можем представить в виде

- т ( £ * +£
дР . , дР , , дР ,-г— dx-\- ду — г— dz  
дх ду . дг

14')



откуда следует1
1 др __ дР (р) 1 др __ дР (р) J_  др __
р дх дх ’  [j ду ду ’  р ’ dz

дР (р ) 
dz

что равносильно векторному равенству

---- _  —grac] р  (р) >

соответствующему представлению о функции давления как потен-
• grad»циале силы — —--------.р

Подводя итог, можно сказать, что в идеальной баротропной 
жидкости результирующая поверхностных сил, приложенных к еди
нице массы жидкости, имеет потенциал, равный функции давления

о
2. Интегрирование уравнений движения. Дифференциальные 

уравнения движения идеальной жидкости допускают интегрирова
ние лишь при следующих упрощающих условиях:

1) массовая сила имеет потенциал, т. е.

F — —g ra d t/;

2) жидкость баротропна, т. е.

- E i i i  =  g rad P .
Р

При выполнении этих условий уравнение движения в форме 
Громеко приобретает следующий вид:

-df  + g 'rad \ — J +  [rot WX ^] =  —grad U — grad P,

или

dv + [ r o t  t>Xw] =  —grad ( + U + Pdt 1 L J & \ 2

Величина -g -  -\-U-\-P представляет собой сумму кинетическои

энергии единицы массы жидкости, потенциальной энергии ее 
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в иоле массовой силы и потенциальной энергии в поле массовой’
V2

силы градиента давления. Иными словами, —  -\-U-\-P есть удель

ная полная механическая энергия жидкости в данной точке потока.
Интегралы уравнения движения удается получить лишь в не-, 

которых частных случаях движения жидкости. Рассмотрим их.
dv

а) Установившееся движение. В этом случае = 0 ,  и урав

нение двйжения может быть представлено1 в виде

f  U + P  j =?= [t'X i'ot с>].

—>

Спроектируем обе части этого соотношения на направление I, 
касательной к линии тока, т. е. на направление скорости. Проек-

д / \ция левой части равна I - у  +  U + P )  , проекция правой части

равна нулю, так как векторное произведение [ uXrotu]  перпенди
кулярно к I. Таким образом,

■ ж  1 4 + Н - *  ‘
и, значит,

2

__— — const (14.2)
»

вдоль одной и той же линии тока.
Соотношение (14.2) носит название интеграла Бернулли  или 

уравнения Бернулли для установившегося движения идеальной 
жидкости. Оно говорит о том, что^при установившемся движении 
сумма удельной кинетической энергии, удельной потенциальной 
энергии в поле массовой силы и удельной потенциальной энергии 
в поле поверхностных сил имеет одну и ту же величину во всех 
точках одной и той же линии тока. Однако при переходе от одной 
линии тока к другой величина этой суммы в общем случае уста
новившегося движения может меняться.

Учтем теперь, что в случае установившегося движения линия 
тока одновременно является и траекторией частиц жидкости, a v, 
U и Р — это значения соответствующих величин, которые приобре
тает частица, проходя по своей траектории. Поэтому полученный 
выше результат мы можем сформулировать такж е и следующим 
образом: при установившемся движении сумма кинетической энер
гии зафиксированной частицы и ее потенциальной энергии в поле 
массовых и поверхностных сил остается величиной постоянной. 
Легко видеть, что здесь мы имеем выражение закона живых сил 
для установившегося движения идеальной жидкости.

-grad
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Спроектируем далее обе части уравнения на направление каса

тельной к вихревой линии, т. е. на направление rot v. Поскольку

вектор [uXrotu]  перпендикулярен к rot и, то проекция его будет 
равна нулю. Проектирование же левой части уравнения дает нам

V̂
производную от величины по направлению вихревой

линии. Поскольку эта производная оказывается равной нулю, то

~ + U + P = :  const (14.3)

вдоль одной и той же вихревой линии (а не только вдоль линии 
тока).

Интегралы уравнения движения для случая установившегося 
движения можно также получить, исходя из несколько иных по 
форме соображений. Уравнение геометрически интерпретируется

следующим образом: grad +  перпендикулярен как к ли-

' V +U+P)
2 нии тока, так и к вихревой ли

нии (рис. 14.1). Это значит, 
что обе линии лежат на экви- 
скалярной поверхности функ-

V
ции - у  -\-U-\-P, т. е., что эта

~2 +Р  ~ cons? функция при смещении вдоль
Рис 14 j каждой из линий не меняет

своей величины.

б) Безвихревое движение. В этом случае rotw =  0 и w =  gradcp, 
где ф — потенциал скорости. Поэтому

dv д , , <3ср
~ М ^ 1 н  g^d<p =  grad ж .

При этих условиях уравнение движения приобретает вид 

£r a a - f l f - = —grad +

ИЛИ

grad ^  +  г / + Р + - ^ - ) =  0.

Это значит, что производная по любому направлению от вели-2̂ л

чины стоящей в скобках, равна нулю, т. е. что -
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имеет одно и то же значение по всех точках потока. Однако, по
скольку производная от этой величины по времени, вообще-говоря, 
не равна нулю, то рассматриваемая величина является функцией 
времени

J ^ - + U + P + ^  =  C(t).  (14.4)

Это соотношение называют интегралом Лагранжа или интегра
лом Коши.

•V
dvв) Установившееся безвихревое двио/сение. При этом ^ - = 0  и

rot v  —  0 и уравнение движения приобретает вид 

grad J ^ L + U + P  J = 0 .

Очевидно, что теперь проектирование левой части на любое
'У2

направление дает нуль, т. е. производная от функции —  -\-U-\-P 

по любому направлению равна нулю, и, значит,
V

~0 -\-U+P =  const ч (14.5)

во всех точках потока.
Это соотношение называют интегралом Эйлера; мы убудем на

зывать его также уравнением Бернулли для установившегося 
безвихревого движения. Отличие смысла уравнения Бернулли 
в рассматриваемом случае от его смысла в общем случае устано
вившегося движения заключается в том, что теперь удельная пол
ная механическая энергия остается постоянной не только вдоль , , 
одной и той же линии тока, но и при переходе от одной линии тока \ J  
к другой.

Уравнение Бернулли для установившегося безвихревого дви
жения нетрудно получить также и из интеграла Л агранжа для 
безвихревого движения, если учесть, что в случае установившегося-

движения = 0 ,  а величины v, U и Р не зависят от времени, .

поэтому С (t) — С.
г) Установившееся винтовое двио/сение. Винтовым движением 

называется такое, при котором частицы жидкости движутся вдоль 
траекторий, одновременно вращаясь вокруг них. Это значит, что

->
вектор скорости и1 вектор со угловой скорости вращения частиц 
в каждой точке потока коллинеарны, поэтому

[rot = 2  [соХу] = 0 .
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б  случае ус1ано'в;йв1й:егооя: винтовбго движения уравнение дви
жения принимает вид

но всех fo4Kax потока ( как и в случае установившегося безвихре
вого движ ения).

3. Зависимость между изменением скорости и изменениями 
плотности и сечения трубки тока. Рассмотрим случай установив
шегося движения идеальной жидкости, причем будем полагать, что 
частицы движутся только под действием разностей давления, т. е., 
что слагающей массовой силы вдоль линии тока по сравнению со 
слагающей результирующей поверхностных сил можно пренебречь.

^  д UТак как F —  —grad U,. то последнее условие означает, что -щ- = 0 ,

т. е. £ / = const вдоль линии тока, причем это оказывается допусти
мым в большом ряде задач гидромеханики. Таким образом, при 
выполнении указанного условия мы вправе пользоваться уравне
нием Бернулли в виде

Последнее уравнение позволяет сделать ряд важных выводов 
об изменении характеристик потока при изменении скорости вдоль 
линии тока в общем случае сжимаемой жидкости.

а) Изменение плотности. Если частицы жидкости движутся 
только под действием разностей давления, то возрастание скорости 
в направлении движения возможно лишь в том случае когда дав
ление в этом направлении убывает. Это означает, что при переме
щении частиц они должны расширяться, т. е. возрастание скорости 
вдоль линии тока сопровождается уменьшением плотности 
жидкости. Напротив, уменьшение скорости, т. е. затормаживание 
частиц, должно сопровождаться их сжатием и соответственно воз
растанием плотности жидкости.

Найдем количественные выражения этой закономерности. З а 
пишем уравнение в дифференциальной форме, для чего возьмем 
дифференциал вдоль линии тока от обеих частей уравнения (14.7)

т. е.

^  -f- i/4- Р —  const (1'4 6)

р
(14.7)
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Вводя сюда выражение dp=a?dp,  получаемое из формулы
1 / dpа —  \ /  для скорости звука, находим

— ----- vd v- (14.8)
Р  ал х '

Из последнего равенства тотчас же следует, что относительное' 
изменение плотности оказывается тем большим, чем больше ейо- 
рость движения. Это значит что данная жидкость может с изве
стной точностью рассматриваться как несжимаемая, если движе
ния, происходящие в ней, являются достаточно медленными, и в 
ней должна учитываться сжимаемость, если скорости движения 
велики.

Найдем приближенное выражение относительного изменения 
плотности, полагая, что скорость меняется от нуля до некоторого 
значения v\, а плотность — от р0 до рь и считая, что скорость звука 
при этом остается постоянной. Для этого проинтегрируем уравне
ние (14.8) в соответствующих пределах:

Pj V,

= ----L Г vdv:
Р а J

Ро о

Используя теорему о среднем в интегральном исчислении и 
интегрируя правую часть равенства, находим

Р х — Р о _____  » ?

или

где, как и ранее,

РсР 2а2 ’

Др _  М2 
Рср 2 ’

m = - - Vа
В виде примера установим диапазон скоростей, в пределах ко

торого относительное изменение плотности будет менее 1%. П ола
гая в равенстве левую часть равной 0,01, находим М2= 0 ,02 , чему 
в условиях стандартной атмосферы у поверхности земли соответ
ствует о = 4 9  м/сек. В подавляющем большинстве случаев ско
рость ветра у земли не достигает этой величины и изменения плот
ности, оказываются меньшими 1%. Однако, если скорость меняется 
от нуля до величины порядка скорости звука, то относительное 
изменение плотности будет иметь порядка 10%.

Таким, образом, применяя уравнение Бернулли, в задачах ме
теорологии, где имеют дело со сравнительно малыми скоростями 
движения воздуха, последний в большинстве случаев можно счи-. 
тать жидкостью несжимаемой. Напротив, в задачах газовой дина
мики, рассматривающей движение газов с большими скоростями,
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когда изменения плотности, велики, сжимаемость играет суще
ственную роль и пренебрегать ею нельзя.

Представим теперь равенство (14.8) в виде
dp dv / , лп\I . . : - _  м 2 -  14.9)

. р V

Это равенство гласит, что изменение плотности по знаку про
тивоположно изменению скорости; при дозвуковых скоростях 
( М < 1 )  относительное изменение плотности меньше относитель
ного изменения скорости и во всех случаях сопровождается уве
личением объема движущихся масс жидкости («разбуханием» по
тока), но в дозвуковых потоках относительный прирост объема 
(выраженный, скажем в процентах) меньше, чем относительный 
прирост скорости, тогда как в сверхзвуковых ( М > 1 )  он оказывает
ся большим.

б) Изменение сечения трубки тока. Изменение сечения трубки 
тока вдоль ее длины тесно связано с изменениями скорости движе
ния и плотности жидкости. Эта связь определяется уравнением не
разрывности для трубки тока

p-vS  —  const,

которое путем логарифмирования и последующего дифференциро
вания мы представим в дифференциальной форме:

dp dv. , dS- ■ ■ -r- -------7-

TT dp:Ho относительное изменение плотности — связано с относи-
d v  ^тельным изменением скорости —-формулой (14.9), с помощью ко-
V

торой получаем

-£ ^ -  =  (М2— 1) (14.10)

Последнее равенство устанавливает в самой общей форме 
связь между относительным изменением скорости и изменением се
чения. трубки тока.

Если жидкость несжимаема, то скорость звука в ней бесконеч-
V

но велика и М = — =  0. Равенство (14.10) дает в этом случае

dv

т. е. относительное изменение сечения трубки тока противо
положно по знаку относительному изменению скорости, но равно 
ему по абсолютной величине (рис. 14.2);. Например, возрастание 
скорости на 50% должно сопровождаться уменьшением на 50% 
сечения трубки тока...
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Если жидкость является сжимаемой, а скорости дозвуковыми, 
то М < 1 ,  а величина М2 — 1 будет отрицательной и по абсолют

ной величине 'меньше единицы. Это зна
чит, что относительное изменение сечения 
трубки тока, по знаку противоположно 
относительному изменению скорости, 
но меньше его по абсолютной величине. 
Таким образом, при возрастании ско
рости трубка-тока должна суживаться 
в меньшей степени, чем в случае не
сжимаемой жидкости (рис. 14.2,6). 
Нетрудно качественно уяснить причины 
этого. Возрастание скорости в данном 
случае сопровождается некоторым уве
личением объема движущихся масс 
жидкости и, чтобы пропустить их, се
чения трубки должны убывать медлен
нее, чем в том случае, когда объем не 
меняется.

Наконец, при сверхзвуковых скоро
стях, когда М > 1 ,  величина М2— 1 ока
зывается положительной. Поэтому отно
сительное изменение сечения трубки то- 
ка имеет здесь тот же знак, что и отно
сительное изменение скорости. В част
ности, возрастание скорости сверхзвуко
вого потока должно сопровождаться уже 

не сужением, как в предыдущих случаях, а расширением трубки 
тока (рис. 14.2,в). Это, очевидно, связано с тем, что возра
стание скорости здесь сопровождается большим относительным 
возрастанием объема движущихся 
масс жидкости и для обеспечения 
их перемещения необходимо, чтобы 
сечение трубки тока соответственно 
увеличивалось.

Из сказанного следует, что для 
получения сверхзвуковых скоростей 
при истечении газа из резервуара, 
где давление значительно превы
шает наружное, необходимо, чтобы 
выводная труба (сопло) имела рмс. н.З
форму насадка, вначале суживаю
щегося для того, чтобы увеличить скорость от нуля внутри резер
вуара до звуковой в наиболее узком сечении, затем расширяю
щегося чтобы обеспечить дальнейшее нарастание скорости сверх 
скорости звука (рис. 14.3). Подобная, форма придается выход
ному соплу реактивного двигателя, когда необходимо получить 
сверхзвуковую скорость истечения продуктов сгорания.

ш
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1. Различные формы уравнения. Примем следующие условия:
а) единственной массовой силой является сила тяжести;
б) жидкость несжимаемая.
Эти условия можно считать выполняющимися в большом ряде 

технических задач. В частности, в гидравлике, где в основном рас
сматриваются вопросы расчета различных трубопроводов, кана
лов, насадков, по которым движется капельная жидкость, а так
же в аэродинамике малых скоростей, где исследуется движение 
газа со скоростями, меньшими 100— 150 м/сек, сжимаемостью 
жидкости или газа в большинстве случаев можно пренебречь.

Из первого условия следует
U = £ 2 -)-const,

из второго

§ 2. УРАВНЕНИЕ БЕРНУЛЛИ ДЛЯ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ

о
При этом уравнение Бернулли для установившегося движения 

приобретает следующий вид:

+ £ z +  -£ -= =  const (14.11)

вдоль одной и той же линии тока, причем каждое слагаемое здесь 
представляет собой определенный вид механической энергии, отне
сенной к единице массы.

В аэродинамике уравнение Бернулли обычно используется 
в несколько иной форме, которая получается умножением урав
нения (14.11) На р:

.^___j_pg2_|_p_const. (14.12)

В этом уравнении слагаемые представляют собой различные
Р?;2виды энергии, отнесенные к единице ооъема: -------- кинетическую

энергию, p g z — потенциальную энергию в поле силы' тяжести, 
р — потенциальную энергию единицы объема в поле поверхностных 
сил, равную давлению.

Все члены уравнения имеют размерность давления. При этом

~  называют динамическим давлением  или скоростным напором,

pgz — весовым давлением, а р — статическим давлением. Следует 
Подчеркнуть условность этих Названий. Действительным давле
нием в физическом смысле этого слова является лишь статическое. 
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Итак, при установившемся движении идеальной несжимаемой 
жидкости сумма динамического, весового и статического давлений 
имеет постоянное значение во всех точках одной и той же линии 
тока; при установившемся безвихревом движении эта сумма 
остается постоянной во всех точках потока.

Уравнение Бернулли определяет собой связь между тремя пе
ременными величинами: скоростью движения жидкости, высотой 
над некоторым уровнем, принятым за начало отсчетами давлением. 
Рассмотрим вид этой связи в некоторых частных случаях дви
жения.

а) Жидкость покоится или движется с постоянной вдоль линии  

тока скоростью. При этом —  const и уравнениие может быть 

представлено в виде
Pgz+P = const,

где постоянная в правой части равна, очевидно, давлению ро на 
уровне г — О, т. е. на том уровне, от которого отсчитывается высота. 
Иначе говоря,

p =  po—pgz,
что соответствует известному закону распределения давления 
в покоющейся несжимаемой жидкости.

б) Давление вдоль линии тока остается неизменным. Это имеет 
место, например, на свободной поверхности движущейся жидкости; 
во всех точках такой поверхности р можно считать одним и тем 
же и равным атмосферному давлению.

При р =  const уравнение принимает вид

- у -  + g z = c o n s t .

Из этого соотношения следует, что в рассматриваемых усло
виях скорость и высота меняются противоположным образом.

П р и м е р .  При движении жидкости в открытом канале пере
менной ширины скорость потока меняется, очевидно, обратно про
порционально сечению канала. На свободной поверхности 
жидкости в сжатом сечении, где скорость велика, уровень 
жидкости оказывается меньшим, чем в других сечениях, где ско
рость меньше.

в) Движение горизонтальное. При этом 2 = c o n s t  и уравнение 
дает

— (-/) =  const. (14.13)

Это значит, что вдоль линии тока скорость и давление меняются 
в противоположных направлениях: возрастание скорости сопро
вождается уменьшением давления, уменьшение скорости — ростом 
давления.
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В задачах аэродинамики уравнение (14.13) является наиболее 
употребительной формой уравнения Бернулли, применяемой во 
всех случаях установившегося движения (разумеется, когда газ 
можно считать несжимаемой жидкостью). Дело в том, что здесь 
изменение рgz  вдоль линии тока обычно оказывается весьма м а

лым в сравнении с изменениями ~  и р. Например, при обтекании

крыла самолета скорость потока вблизи поверхности крыла ме
няется от нуля до величин порядка 104 см/сек. Поэтому изменение
QV* имеет порядок 105— 10s г/см- сек2 ( р ~ 1 0 -3 г/см3). В то же вре

мя г вдоль линии тока меняется на величину порядка одного или 
нескольких метров, т. е. изменение pgz имеет порядок 
102—4 О3 г/см-сек2. Изменение р, в соответствии с уравнением

0V2
(14.13), должно иметь тот же порядок, что и изменение--^-. Это

позволяет в большинстве задач о движении газов считать рgz  ве
личиной постоянной вдоль линии тока и пользоваться уравнением 
Бернулли в форме (14.13).

Однако в большинстве задач динамики атмосферы, в которых 
рассматривается движение воздуха со сравнительно малыми ско
ростями при значительном изменении высот, изменения всех сла
гаемых уравнений (14.12) оказываются величинами одного поряд
ка и ни одно из них, вообще говоря, постоянным считать нельзя.

В гидравлике уравнение Бернулли чаще всего используется 
в форме получающейся путем деления уравнения (14.12) на pg:

2~gJrZ~̂[— — consV

где -f =  p g — вес единицы объема жидкости.
Очевидно, что слагаемые в этом уравнении представляют собой 

различные виды механической энергии, отнесенные к единице веса.
„ р

При этом 2 называют геометрическом высотой, величину— , рав

ную высоте столба жидкости, создающего своим весом давление
V2р, — пьезометрической высотой, величину — , равную высоте, на

которую поднялась бы в пустоте материальная точка, брошенная 
вертикально вверх со скоростью v, — скоростной высотой, Таким 
образом, при установившемся движении несжимаемой жидкости 
сумма геометрической, пьезометрической и скоростной высот 
остается неизменной вдоль линии тока.

2. Распределение давления вдоль трубки тока. Будем рассма
тривать установившееся движение, при котором изменение весо
вого давления вдоль линии тока настолько мало по сравнению
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с изменением скоростного напора и статического давления, что 
можно им пренебречь и считать pgz  величиной постоянной. Как 
уже указывалось это допустимо при горизонтальном движении ка
пельной жидкости и в большинстве случаев движения газа, При 
этих условиях мы имеем

рн2
— 2— |- р = const, ■ (14.14)

т. е. сумма скоростного напора и статического давления, называе
мая полным давлением, имеет одно и то же значение во всех точ
ках одной и той же линии тока. Очевидно, что полное давление 
равно величине статического давления в тех точках, где v = 0 ,  т. е., 
где жидкость покоится.

Выделим некоторую линию тока и представим себе окружаю
щую ее элементарную трубку тока. Из уравнения неразрывности 
следует, что скорость вдоль линии тока меняется обратно пропор
ционально площади сечения трубки тока. Ввиду этого уравне
ние (14.14) приводит к следующему выводу: сужение трубки тока 
сопровождается уменьшением давления, расширение — возраста
нием давления.

Приведем примеры, иллюстрирующие это важное положение.
Рассмотрим распределение давления вдоль трубы переменного 

сечения (рис. 14.4), полагая, что жидкость поступает в трубу из

D
■Б

Г
lib

Рис. 14.4

обширного резервуара, где давление превышает атмосферное, 
а скорость жидкости можно считать равной нулю. Давление опре
деляется по высоте поднятия жидкости в открытых трубках, при
соединенных к различным сечениям трубы.

Выделив горизонтальную трубку тока ABCD, запишем урав
нение (14.14) в следующем виде:

p v %  , Р v h  , , p v ' b  ,

~2 f~ Ра — ~2 h p s  — ~2~ ~ЬР с — ~~2~ +  P d — Pk •
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Сужение трубы сопровождается возрастанием скорости, т, е.

VA <  VB <  ,

поэтому
Ра >  Рв >  рс  >  Pd ■

Допустим, что в сечении с давление убывает до величины атмо
сферного давления, тогда уровень жидкости в трубке, измеряющей 
давление будет равен нулю. В этом случае в еще более узком се
чении D установится давление, меньшее атмосферного. При нали
чии отверстий в этой части трубы жидкость не только не будет вы
ливаться, но, напротив, наружный воздух будет засасываться 
в трубу, а в измерительной трубке, соединенной с открытым сосу
дом с жидкостью, последняя поднимается на некоторую высоту.

При возрастании скорости давление может понизиться настоль
ко, что станет меньше упругости насыщения при температуре 
жидкости. При этом, как известно, начинается кипение, в жидкости

Если скорость воздуха у входа v0, давление ро, а в суженном 
сечении трубки соответственно v\ и ри то, очевидно,

Такое же разрежение в сечении 5] будет иметь место, если 
трубка перемещается со скоростью о0 относительно неподвижного 
воздуха, будучи, например, установлена на самолете. Подобное 
устройство находит себе применение в авиации для создания раз
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возникают полости, наполненные паром, что 
сопровождается характерным шумом, тре
ском и вибрациями. Описанное явление носит

Vi __ название кавитации. Оно имеет место не 
только при течении жидкости в трубе с мест- 
ным сжатием но и везде, где в жидкости воз- 

— никает пониженное давление, близкое к упру
гости насыщения, например, при обтекании 
лопастей гребных судов в гидравлических 
турбинах и т. п.

Рис. 14.5

Другим примером может служить обра
зование разрежения в суженном сечении S, 
цилиндрической трубки (трубки Вентури), 
в широкое сечение So которой поступает сна
ружи атмосферный воздух (рис., 14.5).

2 +  Pi-

Но

(14.15)



режения в камере гигроскопических приборов, а также в жиклере 
карбюратора мотора.

Формула (14.15) может быть применена для определения ско
рости Vo, если измерена разность давлений р0—pi. В этом случае 
мы имеем

) _  1
V  Po — Pi

Этот принцип используется для определения скорости возду! 
ных потоков в аэродинамических трубах, для определения скорости 
движения капельных жидкостей в трубопроводах и т. п.

уЗ. Распределение давления в вихре. Представим себе в несжи
маемой идеальной жидкости вертикальный вихрь с радиусом ядра 
го и угловой скоростью вращения в ядре а. Как мы уже знаем, вне

х сядра скорость меняется обратно пропорционально радиусу: и— — ,

где С — аг02, причем движение является безвихревым. Внутри ядра 
скорость меняется по линейному закону: v =  ar, при этом движе
ние является вихревым.

Распределение давления по горизонтальному сечению вихря 
вне его ядра найдем, применив уравнение Бернулли для безвихре
вого движения несжимаемой жидкости. Это уравнение в нашем

pv2
случае сводится к утверждению, что сумма ~ — \-р имеет одно и

то же значение во всех точках безвихревой части сечения и это 
значение равно, очевидно, величине р0 давления в точках, гдеи =  0, 
т. е. на бесконечно большом удалении от оси вихря. Поскольку по 
мере приближения из бесконечности к границам ядра скорость 
возрастает, то давление должно соответственно убывать. Закон 
изменения давления находим, введя в уравнение

рг?2
+ р — Ро

П ТЛвыражение скорости £>= ~ 2 • ^  результате этого получим

оо? г* 1
Р = Р о - ^ ~ г ,  (14.16)

т. е. при приближении из бесконечности к границам ядра давле

ние убывает от р0 до р \ — ро — , причем по мере приближе

ния к ядру быстрота убывания все возрастает.
Распределение давления внутри ядра, т. е. вихревой части по

тока, не может быть полностью определено с помощью уравнения 
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Бернулли, так как оно в этом случае утверждает постоянство сум- 
pv2

мы -~2~ ~ Р  лишь вдоль линии тока. Это значит лишь то, что дав

ление остается постоянным во всех точках окружности с центром 
на оси вихря, т. е. распределяется по сечению ядра симметрично 
относительно.его оси'.

Чтобы найти закон распределения давления внутри ядра, вос
пользуемся уравнением движения в проекциях на нормаль к ли
нии тока. В условиях установившегося горизонтального движения 
в поле силы тяжести оно принимает вид

V1   1 др
R  р д п '

т  п дР д р .Так как в нашем случае R = r ,  (напомним, что нор

маль ориентируется к центру кривизны), то для движения в ядре 
имеем

др р v*
д г

или, поскольку v — ar,

op „ -J— =  pa-г. 
or

Нетрудно понять физический смысл последнего уравнения. 
Оно утверждает, что при приближении к оси давление падает, 
причем перепад давления на единицу длины вдоль радиуса урав
новешивает центробежную силы, приложенную к единичному 
объему.

Интегрируя полученное уравнение в пределах от г до г0, полу
чаем

„ . Р«* Р«* „2
P1 р - 2 -  ̂о 2 ■

откуда находим

Р = Р 1 ~ - ^ -  г’ Г\  (14.17)

Как мы видим, давление внутри ядра меняется по параболиче
скому закону, убывая от значения pi на границах ядра до значе-

ния pi— на оси вихря.
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На рис. 14.6 покааан график распределения давления по сече
нию вихря, построенный по формулам (14.16) и (14.17). Из него 
видно, что в центральной части вихря развивается значительное 
«подсасывание» (пониженное давление). В результате этого вся
кое тело, находящееся в поле вихря, 
испытывает подсасывающую силу, 
направленную к оси вихря и обус
ловленную тем, что к части поверх
ности тела, обращенной к оси вихря, 
приложены давления, меньшие, 
чем к противоположной части. П од
сасывающим действием объясняет
ся затягивание в центральную 
часть смерча песка, воды и прочих 
попадающихся на его пути пред
метов. Как видно из графика, гра 
диенты давления и соответственно 
подсасывающее действие вихря 
оказываются особенно значитель
ными лишь в сравнительно узкой 
центральной его части. Этим объя
сняются резкие границы области 
разрушений, производимых смер
чем на его пути.

Рис. 14,6

§ 3. УРАВНЕНИЕ БЕ РН У Л Л И  Д Л Я  СЖИМАЕМОЙ Ж И ДКОСТИ

В этом параграфе будет рассмотрено уравнение Бернулли при
менительно к движению сжимаемой жидкости в поле силы тя 
жести.- При этом мы будем полагать условия движения таковыми, 
что можно изменением потенциала массовой силы t/= g z + .c o n s t 
пренебречь и пользоваться уравнением Бернулли в виде

■+р —  const. (14.18)

Кроме того, будем считать, что процессы сжатия и расширения 
частиц газа при их движении являются адиабатическими, т. е. про
текающими без отдачи тепла или притока тепла от других частиц. 
Это обусловливает определенное выражение для работы сил дав
ления и соответствующий вид функции давления Р.

Ниже обратимся к различным формам представления рассма
триваемого уравнения.

а) П е р в а я  ф о р м а .  По определению функции давления она 
в случае адиабатически движущегося идеального газа представ
ляет собой ту работу, которую произвели бы силы давления при 
адиабатическом перемещении единицы массы газа из точки, где



давление равйо нулю к, значат, равна нулю температура (послеД-

еюда зависимость р от р , в случае адиабатического процесса в

с помощью уравнения состояния p =  pRT получаем выражение

Итак, потенциальная энергия единицы массы в поле сил давле
ния в случае адиабатически движущегося идеального газа равна 
его удельному теплосодержанию в данной точке.

В соответствии с этим уравнение (14.18) принимает вид

Это значит, что при установившемся адиабатическом движении 
идеального газа сумма удельной кинетической энергии и удель
ного теплосодержания имеет одно и то же значение во всех точках 
данной линии тока (а в случае установившегося безвихревого дви
жения — во всех точках потока). Так как при установившемся 
движении линии тока одновременно являются и траекториями 
частиц жидкости, то тот лее результат можно сформулировать 
в несколько иной форме: при установившемся адиабатическом 
движении газа сумма кинетической энергии данной частицы и ее 
теплосодержания во время движения остается неизменной, воз
можен лишь переход кинетической энергии в теплосодержание и 
обратно.

нее следует из уравнения адиабаты -=г
* /О

р

Исходя из выражения функции давления Р — и подставляя

идеальном газе р — k\p р . Тогда

К  ( С р - О
(14.19)

, откуда

Р — СрТ. (14.20)

~ - \ - с рТ = const. (14.21)
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Из уравнения (14.21). следует, что возрастание скорости не
избежно сопровождается уменьшением температуры, а уменьшение 
скорости — ростом температуры. Это легко понять, исходя из сле
дующих элементарных соображений. Возрастание скорости части
цы в условиях, когда учитывается лишь действие поверхностных 
сил, означает, что частица перемещается в сторону меньшего 
давления. Это сопровождается расширением частицы, что при 
условий адиабатичности процесса приводит к уменьшению темпе
ратуры. Напротив, затормаживание частицы возможно лишь при 
росте давления вдоль ее траектории, что приводит к адиабатиче
скому сжатию частицы и возрастанию температуры.

б) В т о р а я  ф о р м а .  Введем в формулу (14.20) выражение

температуры из уравнения состояния газа: 7 ' = - — . Тогда
р  К

п ср Р ср Р пР —  - —------= -------------- . Разделив числитель и знаменатель правой
R  Р cp — cv Р

части на с„ и воспользовавшись обозначением — — = х ,  находим

(14,22)•/. — 1 . р

Для воздуха сР =  0,24 кал/г-град, cv =  0,17 кал/г-град ,
У.

— - = 3 ,5 , поэтому
К ” I

/> =  3,5 (14.23)

Выражение (14.23) свидетельствует о том, что потенциальная 
энергия единицы массы в поле сил давления оказывается в случае 
адиабатически движущегося газа большей, чем в случае 
несжимаемой жидкости. Нетрудно \ качественно объяснить этот 
факт. При перемещении единицы массы газа из точки с давле
нием р в точку с нулевым давлением перемещаемая масса испыты
вает расширение. Поэтому равнодействующая сил давления, при
ложенных к ней (—g ra d р -а ) ,  будет возрастать, а общая работа 
сил давления окажется большей, чем в том случае, когда объем не 
меняется, т. е. жидкость является несжимаемой.

Теперь уравнение (14.18) мы можем представить в виде

~ — I— — — -2— =  const. (14.24)
2  1 7 .  —  1  р

В частности, для воздуха 
*>

—  +  3,5 '— ■= const. (14.25)

167



в) Т р е т ь я  ф о р м а .  Введем в формулу (14.20) cp= R - \-c v. 
Тогда P — RT-\-cvT или

Р = (14.26)

Первое слагаемое правой части представляет собой ту величи
ну функции давления, которая имела бы место, если бы жидкость 
была бы несжимаемой. Второе слагаемое есть внутренняя энергия 
единицы массы газа, выраженная в единицах механической энер
гии.

К выражению (14,26) можно придти и другим путем, позволя
ющим понять физическую природу выражения. Функцию давле
ния Р мы можем представить себе как величину внешней работы, 
которую нужно совершить, чтобы, преодолевая сопротивление сил 
градиента давления, адиабатическим путем переместить единицу 
массы газа из точки с нулевым давлением в точку с давлением р 
ъф ,  ^тобы эта масса приняла здесь присущие данной точке значе
ния давления, температуры и плотности. Из закона сохранения 
энергии следует, что при условии адиабатичности процесса работа 
перемещения не будет зависеть от конкретного способа, которым 
будет осуществлен процесс. Представим себе вначале единицу 
массы газа в точке, где давление и температура равны нулю. Про
изведем адиабатическое сжатие этой массы до тех пор, пока тем
пература ее не станет равной Т, давление р, а плотность р, 
для этого потребуется работа, как раз равная внутренней энергии 
массы в конечном состоянии: cvT\ после этого, заключив нашу ча
стицу в жесткую теплоизолирующую оболочку, переместим ее 
в точку с давлением р, после чего оболочку удалим. Работа по
требная для такого перемещения, будет как раз равна соответ

ствующему значению Р в случае несжимаемой жидкости, т. е. -у-.

В конечном счете общая работа окажется равной сумме, стоящей 
в правой части формулы (14.26).

С учетом последнего выражения для Р уравнение (14.18) при
обретает вид

В динамике атмосферы выводится аналогичное соотношение, 
в котором, однако, изменением потенциала массовой силы (силы 
тяжести) не пренебрегают, в силу чего оно имеет вид

---- [- -£—'^-cvT =  const. (14.27)

P
(14.28)

Это соотношение иногда называют уравнением Б е р н у л л и -  
Бьеркнеса.
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Константа в правой части уравнения Бернулли в любой из рас
смотренных выше форм может быть выражена различным обра
зом.

Во-первых, ее можно приравнять потенциальной энергии еди
ницы массы газа в поле поверхностных сил в тех точках линии 
тока, где кинетическая энергия равна нулю, т. е. удельному тепло
содержанию в тех точках, где жидкость неподвижна. В этих точ
ках удельное теплосодержание и соответственно температура газа 
достигают своего максимального значения. Таким образом, пра
вую часть уравнения Бернулли можно представить в виде cv Tu

у. р к .
или в виде — г — где значком «к» отмечены значения парамет- х—1 рК *
ров в точках с нулевой скоростью.

Во-вторых, правая часть уравнения может быть приравнена 
кинетической энергии единицы массы газа в точках, где обращает
ся в нуль потенциальная энергия ее в поле поверхностных сил, 
т. е. равны нулю теплосодержание, температура и давление газа. 
Очевидно, что в этих точках достигают своего максимального 
(вдоль линии тока) значения кинетическая энергия и скорость по: 
тока. В соответствии со сказанным правая часть уравнения

п̂ред
Бернулли может быть представлена как —^—•

Рассмотрим температуру торможения. Представим себе, что 
установившийся равномерный поток идеального газа встречает на 
своем пути препятствие в виде твердого тела. По мере приближе
ния к телу будет происходить уменьшение скорости по
тока, и поскольку действием массовых сил пренебрегаем, 
то затормаживание частиц может быть обеспечено лишь соответ
ствующим распределением давления, ростом его в направлении 
движения. Возрастание давления сопровождается адиабатическим 
сжатием движущихся частиц, в результате .чего происходит увели
чение плотности и температуры газа, причем изменения р и Т свя
заны друг с другом уравнениями адиабатического процесса.

Поставим себе задачей определить значение температуры Т к 
газа в критических точках тела, где имеет место полное заторма
живание потока. Выделим для этого линию тока, проходящую 
у критической точки, и запишем уравнение Бернулли для двух 
точек этой линии тока: для точки, расположенной в невозмущен
ной части потока, г Де v — vo, Т — Тп и для критической точки, 
где о =  0, Т = Т К:

— 1-С рТ 0—  СрТк ,

или

~ ^ ~ ~ ср {Т к— Т0). (14.29)
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Физический смысл последнего равенства очевиден: прй затор
маживании частиц газа их кинетическая энергия переходит в по
тенциальную энергию в поле сил давления, т. е. в теплосодержа
ние. Из (14.29) находим

Тк — 7м-г
1

2 ср Ч - (14.30)

Величина 1 г :;2- г- \Т  Называется дйнамйческиМ добавком

к температуре. Найдем выражение АТ для воздуха: 

АТ(°С) « 5 - 10~8 [и0(см/сек) ] 2 ‘ v0 (м/сек) ' 2
_к ' vQ (м /с е к ) '

‘>000
— о

100

или

АГ(°С) =  3.8- 10“5[о0 (кж/час) ]2. (14.31)

Так, для v0— 100 км/час Д Г=0,4°С;

» vo—  500 км/час А Т =9,5°С ;

» vq =  1 ООО км/час А Т =38°С .

Для скорости порядка скорости советских искусственных спут
ников Земли (28 ООО км/час) АТ « 3 0  000°С.

Как видно из формулы (14.30), динамический добавок к темпе
ратуре не зависит от плотности воздуха, т. е. при данной скорости 
полета АТ будет одним и тем же на любой высоте. Нетрудно 
найти элементарное объяснение этого кажущегося вначале стран
ным факта. Если, например, плотность воздуха на высоте в п раз 
меньше приземной плотности, то и кинетическая энергия данного 
объема воздуха будет в га раз меньшей, и таково же будет отноше
ние между количествами тепла, выделяющимися при торможении. 
Но на высоте выделившееся тепло идет на нагревание массы в п 
раз меньшей, чем у земли, поэтому температурный эффект про
цесса будет здесь таким же, как и в призедлном воздухе.

В аэродинамике часто пользуются выражением температуры 
торможения, получающимся из формулы (14.30) в результате вве
дения е  нее величины скорости звука, в невозмущенном воздуш
ном потоке а=У%Ю'о—  2000 '\jTo‘.

Т к =  Т0 1 + J- V*
2 ср Т  % 2-0,24 а*

4 106

= Г0 (1-j-0,2 М2).
17Q



ГЛАВА MV

ТЕОРЕМЫ ОБ ИЗМЕНЕНИИ ЦИРКУЛЯЦИИ

Положения, рассматриваемые в этой главе,- имеют особо важ 
ное значение для понимания вопросов динамики атмосферы. Дей^ 
ствительно, циклоны, антициклоны, фронтальные зоны, бризовай 
и муссонная циркуляции, различные типы местных ветров — все' 
это представляет собой те или иные формы вихревых движений 
воздуха. При вихревом движении ротор скорости, вообще говоря, 
не равен нулю и, значит, не равна нулю циркуляция скорости по 
тому или иному контуру. Условия возникновения и развития вихре
вых движений будем исследовать, оценивая изменения этой цирку
ляции во времени.

§ 1. ТЕОРЕМА О ЦИРКУЛЯЦИИ ДЛЯ АБСОЛЮТНОГО ДВИЖЕНИЯ

Рассмотрим в некоторый зафиксированный момент времени 
->

поле скорости иа абсолютного движения, т. е. движения, рассма
триваемого в системе координат, не вращающейся вместе с Землей 
вокруг ее оси. Как доказывалось ранее (гл. V, § 3), приращение 
циркуляции Га этой скорости за единицу времени определяется 
циркуляцией вектора ускорения в данный момент времени. Но вы
ражение ускорения, как следует из уравнения движения, при на
личии только потенциальных сил, имеет вид 

>
, A l±  =  —grad U -------grad р,

где U — g z — потенциал массовых сил.
Поэтому

=  ф  й/= “  ф  grad, <5/ — ф  ~  grad, р  Ы.
(h (/.) d)

Поскольку ft

ф  grad, и  6 / =  ф  - дд иг  8 1 =  ф  б и = О,
(V.) <о (/.)

то

^ Р ^ ~ ф  ~ Г  £ r a d ^ 6/ - П 5 Л )
d)

Это равенство выражает собой теорему о циркуляции для 
абсолютного движения.

171



Полученный результат можно представить в различных фор-

. Выражение ( 1 5 . 2 )  позволяет представить теорему о циркуля
ции во второй, особенно наглядной форме. Представим себе, что 
в пространстве, занимаемом жидкостью, определены изобариче
ские поверхности, соответствующие значениям давления, различа
ющимся на единицу, т. е. поверхности р= ро,  Р = Р о + 1 , Р = р о + 2 , 
Р — Р о + 3  и т. д., а также определены изостерические поверхности, 
построенные аналогичным образом, т. е. поверхности а  —  а о ,  

а  =  а о + 1 ,  а = а о + 2 ,  а  =  ао+ 3  и т. д. В общем случае бароклин- 
ной жидкости изобарические и изостерические поверхности, как 
мы уже знаем, не параллельны друг другу, а пересекаются. По
верхность, образованная двумя соседними изобарическими и пе
ресекающими их двумя соседними изостерическими поверхно
стями, представляет собой трубку, называемую изобаро-изостери- 
ческим соленоидом (рис. 1 5 . 1 )

Допустим вначале, что контур L  составлен из кривых, леж а
щих на двух изобарических поверхностях р= Ро  и р — ро+т  и на 
двух изостерических поверхностях а  и а = а о + я  (рис. 15.2). 
Будем полагать, что контур ориентирован в направлении кратчай
шего поворота от grad а  к —grad р. Необходимо помнить, что 
здесь речь идет о градиентах в математическом смысле, т. е. о век
торах, направленных в сторону роста соответствующей величины. 
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мах. Простейшая из них получится, если учесть, что — — а,о
др

где а  — удельный объем, и gradt р 8 t = ~ 8 l — 8р. Тогда

ГЧ
(15.2)

а= с

р * р о +!
Рис. 15.1



Поэтому — grad р, очевидно, направлен по нормали к изобариче
ской поверхности в сторону падения давления. В таком случае

а б  р — — - ( j ) a S / ? = — J  а б  р —  J *  а д  р —  | а б  р — J  а 8  р .

(L) (A B C D A ) (А В ) (ВС) (CD) (DA)

Ha участках ВС  и DA  р =  const и, значит, 6р =  0, на участке 
АВ а = а 0, на участке CD а = а 0+ п.  Поэтому в результате инте
грирования получаем

а 6 /? =  — а а[(р0+ т ) — р0] — (а0+ п )  [Ро— (ра- \-т \]= т п .

(/-)

Но произведение тп, очевидно, представляет собой положи
тельную величину, равную числу изобаро-изостерических соленои
дов, охватываемых контуром.

В общем случае контур L можно представлять себе состоящим \  
из элементов, расположенных на различных изобарических и изо- \  
стерических поверхностях (рис. 15.3). Ориентируя контур указан
ным выше образом и разбив его на меньшие контуры, подобные 
только рассмотренному, легко видеть, что интеграл — ^ аб р будет

i/.i
равен сумме интегралов по малым контурам и, значит, будет опре
деляться общим числом N  единичных соленоидов, охватываемых

контуром L, т. е. = N .

При изменении ориентации контура, т. е. при обходе контура 
в направлении от —grad р к grad а , результат интегрирования



будет иметь ту же величину N., но окажется величиной отрица
тельной, т. е. мы будем иметь

*  Общий итог сводится к следующему: ускорение циркуляции для 
абсолютного движения равно числу единичных изобаро-изостери- 
ческих соленоидов, охватываемых контуром, взятому со знаком 
плюс, если контур ориентирован в направлении кратчайшего пово
рота от grad а  к —grad р, и со знаком минус, если контур ориенти
рован противоположным образом. Кратко это будем записывать

(15.3)

В самом общем случае, когда в разных частях пространства, 
где находится контур, направление кратчайшего поворота от 
grad а  к —grad р является неодинаковым, следует контур разбить 
на меньшие контуры, каждый из которых охватывает простран
ство, где указанный поворот происходит в одном направлении

i  CI XV

d  Г а 
d t + N .

Рис. 15.3

(рис. 15.3). Ускорение ц и р к у л я ц и и  в  э т о м  случае равно алгебраи
ческой сумме чисел соленоидов в каждом контуре, взятых с соот

ветствующим знаком.
Третью форму теоремы о циркуляции получим, применив к пра

вой части равенства (15.1) теорему Стокса:



но

поэтому
d r

d t
= J - ^ r  [g ra d p X g ra d p ]„бет. (15.5)
н

Интеграл, стоящий в правой части (15.5), является положи
тельным в том случае, когда нормали к поверхности составляют 
острый угол с векторным произведением

—  [ g r a dpXgr a dp ] 1g rad ---- X grad  р

=  [grad а Х  (—grad р)] .

Учитывая' ориентацию этого векторного произведения и усло
вие о направлении нормалей, принимаемое в теореме Стокса, при 
ходим к выводу, что положительная величина ускорения циркуля
ции имеет место лишь в том случае, когда контур ориентирован 
в направлении кратчайшего поворота от grad а  к —grad р. Тем 
самым мы приходим к результату, полученному выше путем непо
средственного интегрирования.

Подводя итог рассмотрению теоремы о циркуляции для абсо
лютного движения, мы можем записать теорему в следующем 
виде:

' d l \

где
dt =  В, (15.6)

В =  — (j) ссб р =  ± А '=  [grad pX grad  р] „ do.

   и)___   ___it)-—-
Если жидкая среда является баротропной, то В =  0. Это сле

дует из того, что в баротропной жидкости а —  ^  и

§  a S ', =  j > ^ T § !SP= 0‘
(.L) <£) (£)

где 6Р — дифференциал функции давления, взятый в направлении 
контура. Тот же результат получим, учитывая, что в баротропной 
среде изобарические и изостерические поверхности не пересекают
ся и, значит, число соленоидов, охватываемых контуром, всегда 
равно нулю. Наконец, к тому же выводу мы придем, исходя из 
того, что векторы grad р и grad p в каждой точке баротропной cpei- 
ды лежат на одной прямой и их векторное произведение обращает
ся в нуль. Таким образом, в идеальной баротропной жидкости,
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если массовые силы имеют потенциал, то ускорение циркуляции 
для абсолютного движения всегда равно нулю, т. е. циркуляция 
абсолютной скорости по жидкому контуру при перемещении кон
тура остается постоянной.

Отсюда тотчас же следует, что В не равно нулю лишь в случае 
бароклинной среды, т. е. ускорение циркуляции абсолютного дви
жения целиком определяется бароклинностью жидкости, отсут
ствием потенциала у массовых сил, а также вязкостью жидкости.

§ 2. ТЕОРЕМА О Ц И РК У Л ЯЦ И И  Д Л Я  ОТНОСИТЕЛЬНОГО Д В И Ж ЕН И Я

1. Циркуляция скорости относительного движения. Представим 
себе, что жидкая среда, под которой можно понимать либо воду 
океанов, либо атмосферу, является неподвижной по отношению 
к поверхности Земли, т. е.вращается вокруг земной оси как твер-

->
дое тело с угловой скоростью вращения Земли со. Скорость такого

движения обозначим v 1.
Допустим теперь, что жидкая среда движется относительно

->
земной поверхности, причем скорость v этого движения есть, оче- 
видно, та скорость, которую в случае воздуха измеряют приборы 
на метеорологической станции и которая наносится на синоптиче
ские карты.

Скорость va «абсолютного» движения, т. е. движения относи
тельно системы координат, связанной с земной осью, но не вра-

щающейся около этой оси, будет складываться из скорости v отно-

сительного движения и скорости v 1 переноса системы координат:

ua =  y-f-o!. (15.7)

Зафиксируем поля скоростей va> v , v l в некоторый момент вре
мени и определим для этого момента времени циркуляцию по з а 
данному контуру L скоростей каждого из указанных движений. 
Введя обозначения <6 vaidl—  Г а., j>vidl=T, ф vLld l = T \  имеем 

■(£) (£) (£)

Га =  Г+Г>. (15.8)

Установим величину Г', т. е. циркуляцию скорости при враще-

нии жидкости как твердого тела с угловой скоростью со. При этом 
будем полагать, что ориентация контура соответствует направле

нию вращения жидкости, т. е., если смотреть со стороны вектора со, 
то направление обхода будет представляться происходящим про
тивоположно часовой стрелке. Представим себе вначале, что кон-
170



тур L является плоским и располагается в плоскости вращений. 
Тогда и1 =  сог (г — расстояние от оси вращения) =  ©г cos ос,.

•> -ц».
где а — угол между Vх и dl (рис. 15.4). Следовательно,

г
Г!=  (р  юг ccs adl- 

(i)

= 2 со cos a dl.

<£)
Учитывая ориентацию контура, легко понять, что dl cos а  — 

это площадь элементарного сектора, взятая со знаком «—» при 

обходе его внутренней части. В таком случае интеграл cos a  dl

равен площади S, ограниченной контуром L. и
Г!— 2 со S.

(L)

(15.9)

- В общем случае, когда контур не лежит в плоскости вращения 
и не является плоским, для определения Г1 воспользуемся положе
нием, установленным ранее (см. гл. V, § 1). Как там показано, Г1 
равно циркуляции скорости по проекции L1 контура L на плоскость 
вращения. Но циркуляция скорости по контуру L 1 равна 2 (о 5 !, 
где S 1 площадь, охватываемая контуром L.

LO

Таким образом, циркуляция скорости влечения по контуру, 
ориентированному соответственно направлению вращения Земли, 
определяется выражением

Г1 =  2 со SK (15.10)

где S 1 — площадь, охватываемая проекцией контура L на пло
скость экватора (рис. 15.5).
12 Зак. ш  177



Таким образом,
Г а - Г + Г 1,

где Г1 — циркуляция переносной скорости по рассматриваемому 
контуру.

2 .  В ы в о д  т е о р е м ы .  Если контур ориентирован в направлении 
вращения. Земли, т. е. направление обхода, если' смотреть со сто
роны Северного полюса, представляется противоположным движе
нию часовой стрелки (циклоническая ориентация), то Г1 является 
величиной положительной, равной 2coS/. Если же контур ориенти
рован противоположным образом (антициклонически); то Г1 пред
ставляет собой величину отрицательную, равную — 2со5'. Итак,

Га =  Г± 2  со SK (15.12)

Вводя выражение (15.12) в равенство (15.6), имеем
d

П о э т о м у

r a =  r + 2 o S 1. (1 5 .1 1 )

откуда

dt (Г ± 2  со S 1) =В ,

dV dS' , , г ю \
~ d T ~ B ± 2 a  ~ Ж '  (15лз)

где знак плюс, соответствует антициклонической ориентации кон
тура, знак минус — циклонической. Это равенство и выражает 
собой теорему о циркуляции для относительного движения. Мы 
видим, что ускорение циркуляции в этом случае складывается из 
двух частей. Величина В представляет собой ускорение циркуля-

dS'ции, обусловленное бароклинностью среды. Величина ± 2  ю —щ-

есть ускорение циркуляции, обусловленное переносным движением, 
т. е. тем фактом, что система координат, относительно которой рас
сматривается движение, вращается вместе с Землей, и появляю
щаяся сила Кориолиса, в силу своей неконсервативности, обуслов
ливает ускорение циркуляции, т. е.

...$  [" х “ ]<"
1 - 1

3 .  У с к о р е н и е  ц и р к у л я ц и и ,  о б у с л о в л е н н о е  б а р о к л и н н о с т ь ю  

ж и д к о с т и .  Допустим, что ускорение циркуляции, обусловленное
dS1 .

переносным движением, равно нулю, что имеет место при

т. е. в том случае, когда площадь проекции контура на плоскость 
экватора остается постоянной. Подобное допущение оправдано,
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в частности, при таком выборе контура, когда векторы скорости 
во всех точках контура направлены по касательным и не дают Сла
гающих, способных изменить площадь охватываемую контуром. 

При сделанном допущении имеем

т. е. ускорение циркуляции относительного движения целиком 
определяется бароклинностью среды.

Приведем примеры возникновения ускорения циркуляции, 
обусловленного бароклинностью, причем-будем пользоваться тео
ремой в виде

т. е. изменение циркуляции будем связывать с наличием изобаро- 
изостерических соленоидов, охватываемых контуром.

П р и м е р  1. Бризовая циркуляция. [Бризами называются 
местные ветры, возникающие в прибрежных районах больших во
доемов, например морей, озер и т. п., н объясняемые различиями 
в нагревании воздуха, над сушей и над водой} Рассмотрим возник
новение дневного бриза характеризующегося тем, что вблизи по
верхности воды и суши ветер дует от воды к суше, а, начиная с не
которой высоты, — в противоположном направлении.

Допустим, что первоначально воздух находится в покое относи
тельно земной поверхности. Это возможно лишь в том случае, 
когда отсутствуют изменения давления по горизонтали, т. е. изо
барические поверхности горизонтальны. При переходе от изобари
ческой поверхности р к близкой изобарической поверхности p-\-dp 
давление всюду изменится на одну и ту же величину dp=  —рgdz. 
Поскольку во всех точках изобарической поверхности gdz имеет

изобарической поверхности и, значит, изостерические поверхности 
не пересекаются с изобарическими. В этом случае изобаро-изосте- 
рические соленоиды не образуются, и ускорение циркуляции по 
любому жидкому контуру равно нулю.

Однако вскоре после восхода солнца вследствие различия 
в нагревании поверхности суши и воды воздух над сушей стано
вится теплее, чем над водой. Так как с высотой плотность воздуха 
убывает, а, значит, удельный объем растет, то прогревание воздуха 
и соответствующий рост а сопровождается опусканием изостери- 
ческих поверхностей, которое над сушей будет большим, чем над 
водой. В результате этого изостерические поверхности оказывают
ся наклоненными от воды к суше, так как над сушей возросший 
удельный объем равен теперь удельному объему более холодного 
1 2 *  1 7 9

аб р— ± N  = J-p- [gradpX gradp]nda,

одну и ту же величину, то и р— - dp
не должно меняться вдоль



воздуха над водой на большой высоте. В то же время в более 
теплом и, значит, менее плотном воздухе для изменения давления 
на величину dp нужно пройти по вертикали большее расстояние, 
чем в менее холодном. Поэтому изобарические поверхности над 
сушей оказываются на большем расстоянии друг от друга, чем 
над водой. Таким образом, различие в нагревании воздуха приво
дит к пересечению в прибрежной зоне изостерических поверхно
стей и к образованию здесь изобаро-изостерических соленоидов 
(рис. 15.6).

Выделим вертикальный жидкий контур L, расположенный 
частично над водой и частично над сушей и охватывающий обра
зовавшиеся соленоиды. Если считать его* ориентированным в на
правлении кратчайшего поворота от gradcc к —grad р, то, как 
утверждает теорема о циркуляции, ускорение циркуляции ока
жется величиной положительной. Поэтому циркуляция скорости, 
прежде равная нулю, с образованием соленоидов будет возрастать, 
т. е. станет величиной положительной, и появятся слагающие ско
рости ветра в направлении ориентации контура.

Собственно говоря, большего теорема о. циркуляции дать не 
может. В частности, она не позволяет предугадать распределение 
скорости вдоль контура. Однако последнее получится на основании 
простых физических соображений. Вследствие рассмотренного на
клона изобарических поверхностей на высотах создается падение 
давления по горизонтали, направленное от суши к воде. В резуль
тате воздух будет перетекать в этом направлении, масса его в вер
тикальном столбе над сушей уменьшится, а над водой возрастет 
и соответственно этому изменится величина атмосферного давле
ния у подстилающей поверхности. Таким образом, изобарические 
поверхности над сушей должны будут несколько опуститься, а над 
водой приподняться, и картина примет вид, показанный на 
рис. 15.6. Под влиянием горизонтальных разностей давления 
в нижних слоях атмосферы, прилегающих к подстилающей по
верхности, возникает движение, направленное от воды к суше, 
тогда как, начиная с некоторого уровня, ветер дует в противопо
ложном направлении.
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Если не учитывать внутреннее трение и трение о подстилаю
щую поверхность, то распределение скорости ветра по вертикали 
в соответствии с наклоном изобарических поверхностей должно 
иметь вид, показанный в правой части рис. 15.6. Легко видеть, что 
при этом циркуляция по любому контуру, охватывающему соле
ноиды, например по контурам L\, L2, L3, оказывается положитель
ной, хотя циркуляционное движение воздуха вдоль контура не 
имеет места. Это позволяет подчеркнуть тот факт, что знак цирку
ляции и ее величина не дают еще указаний о распределении ско
рости вдоль контура.

В течение большей части дня воздух над сушей оказывается 
более теплым, чем над водой, и, значит, соленоиды не исчезают. 
Поэтому ускорение циркуляции все время остается положитель
ным и, казалось бы, циркуляция скорости должна в течение дня 
непрерывно возрастать и вместе с этим должна возрастать интен
сивность дневного бриза. В действительности дело обстоит иначе. 
Вместе с возрастанием скорости ветра возрастает действие трения, 
как известно, не учитываемого теоремой о циркуляции. Трение 
вначале неспособно полностью компенсировать действие соленои
дов, и от восхода солнца до полудня интенсивность бризовой цир
куляции действительно возрастает. Однако в послеполуденные 
часы действие трения становится настолько значительным, что 
эффект бароклииности полностью компенсируется и интенсивность 
бриза перестает возрастать. К вечеру различия в температуре воз
духа сглаживаются. Число соленоидов убывает и интенсивность 
бриза ослабевает.

Вечером и ночью воздух над водой оказывается более теплым, 
чем над сушей. Как легко получить из соображений, аналогичных 
приведенным выше, воздушные потоки изменят свое направление, 
т. е. ветер в нижних слоях будет дуть от суши к воде, а в верхних 
слоях — от воды к суше.

Подобные же рассуждения применимы и для объяснения раз
личных типов циркуляции, обусловленных местными различиями 
в нагревании воздуха, например муссонной циркуляции, горно
долинных ветров и др. На рис. 15.7 схематически показана систе
ма соленоидов, вызывающих возникновение и развитие циркуля
ции при процессах конвекции в атмосфере, определяемых термиче
ской неоднородностью воздушной массы.

П р и м е р  2. Циркуляция во фронтальной зоне. Как известно, 
фронтальной зоной называется переходная зона между двумя воз
душными массами, характеризующаяся резким изменением метео
рологических элементов в горизонтальном направлении. Фронталь
ную зону представляют в виде узкой полосы, наклонной в сторону 
холодного воздуха. На определенном уровне в теплом воздухе 
удельный объем является большим, чем на том же уровне в хо
лодном воздухе, где то же значение а имеет место на большей вы
соте. Поэтому при переходе из теплой воздушной массы в холод
ную изостерические поверхности резко изгибаются вверх. Изобари-
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чёскйе Поверхности -также Испытывают излом, но в сравйенйй 
с изменением изостерических поверхностей, он оказывается незна
чительным и его можно во внимание, не принимать.

В результате всего сказанного во фронтальной зоне наблю
дается концентрация изобаро-изостерических соленоидов

(рис. 15.8), обусловленная сближением термически разнородных 
воздушных масс, т. е. кинематическими факторами. Беря контур, 
охватывающий соленоиды фронтальной зоны, и ориентируя его 
в направлении кратчайшего поворота от grad а  к —gradp, видим,

уже зона, тем больше число соленоидов будет концентрироваться 
в ней и тем интенсивнее будет циркуляция.

Заметим, что и здесь нельзя утверждать, что воздух в- теплой 
массе будет обязательно совершать восходящие движения. Поло
жительная циркуляция по контуру будет иметь место при различ- 
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Рис. 15.7

Рис. 15.8

что в контуре должна будет 
возникнуть положительная 
циркуляция в направлении 
ориентации контура. Интен
сивность циркуляции будет 
возрастать до тех пор, пока 
ускоряющее действие соленои
дов не будет компенсировано 
тормозящим действием вну
треннего трения, возрастаю
щего вместе с.ростом скорости. 
Очевидно, что чем резче фрон
тальная зона, т. е. чем больше 
контрасты температуры и чем



НЫХ распределениях скорости, получающихся наложением той или' 
иной общей скорости переноса вдоль фронтальной зоны,

П р и м е р  3. Циркуляция, обусловленная различиями в соле
ности морской воды. Под влиянием возрастания давления плот
ность морской воды с глубиной растет, а удельный объем соответ
ственно убывает. Таким же образом меняются р и а с возраста
нием солености воды. Поэтому в воде с большим содержанием 
соли данное значение а будет наблюдаться На меньшей глубине, 
чем в менее соленой воде, а изостерические поверхности подни
маются в сторону возрастания солености. Изобарические поверх
ности можно приближенно считать горизонтальными. Таким 
образом, мы имеем здесь пересечение изобарических и изостериче- 
ских поверхностей и образование соленоидов (рис. 15.9). Беря

✓Г

I  ^  1 ^  \
-gradp

— d r* '"

'  gradetN^ -------^

Меньшая Большая
соленость соленость

Рис. 15.9

жидкий контур L, ориентированный в направлении поворота от . 
grad а  к —grad р, имеем, .что ускорение циркуляции по такому- 
контуру должно быть величиной положительной, что обусловит 
возникновение положительной циркуляции. Этому соответствует 
наличие донного течения более соленой воды в сторону уменьше
ния солености и поверхностное течение менее соленой воды 
в противоположном направлении. Примерами могут служить тече
ния в проливах, соединяющих Средиземное море, где вода особенно 
богата солями, с Черным морем и с Атлантикой, где в воде 
имеется меньше соли. Донное течение соленой воды из Средизем
ного моря в Черное через Босфор и Дарданеллы и противополож
ное течение менее соленой воды поверху были обнаружены адми
ралом С. О. Макаровым.

Бароклинность жидкой среды порождает в последней движе
ние, которое направлено так, чтобы ликвидировать различия плот
ности вдоль изобарических поверхностей. Действительно, во всех 
рассмотренных случаях в нижних слоях более плотная среда 
движется в сторону менее плотной, вытесняя, последнюю вверх, 
а в верхних слоях имеет место движение в противоположном на-
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правлении. Это должно было бы привести к выравниванию плот
ности вдоль изобаро-изостерических соленоидов и вызванного ими 
ускорения циркуляции. Затормаживающее действие трения, созда
вая отрицательное ускорение циркуляции, сделало бы циркуляцию 
равной нулю. Поэтому для поддержания движения необходимо, 
чтобы в среде непрерывно поддерживались различия в плотности 
и давлении, обусловливающие образование соленоидов, например, 
чтобы более холодный и плотный воздух, переместившись на 
место теплого и менее плотного, прогревался бы здесь и его плот
ность бы уменьшалась.

4. Ускорение циркуляции, обусловленное переносным движе
нием. Допустим, что в равенстве (15.13) бароклинный член В по

dS'сравнению с членом + 2со - настолько мал, что им можно пре

небречь. Это имеет место во многих случаях и, в частности, в тех, 
когда контур является горизонтальным и взят в достаточно одно
родной воздушной массе, так что число соленоидов, охватываемых 
им, невелико. При сделанном допущении изменение циркуляции 
целиком определяется изменением циркуляции скорости перенос
ного движения (т. е. величины ±2toS'), а теорема о циркуляции 
приобретает вид

dV dSr
-d T  =  ± 2 * - z r -  (15Л4)

Напомним, что плюс здесь соответствует антициклонической, 
а минус — циклонической ориентации контура.

Из равенства (15.14) следует . вывод: увеличение площади
проекции контура на экваториальную плоскость вызывает разви
тие антициклонической циркуляции по контуру, уменьшение пло
щ ади— развитие циклонической циркуляции. В самом деле, в слу-

dv dSl
чае антициклонической ориентации контура -щ = 2  со ^  , ибо

c,dS' n dTпри возрастании 5 и, значит, О, т. е. будет развивать

ся циркуляция в направлении ориентации контура. При убывании
dS’ dTS' < 0 ,  поэтому ^ < 0  и будет развиваться циркуляция в на

правлении, противоположном ориентации контура, т. е. циклониче
ская.

Каковы же процессы, которые могут вызвать изменение вели
чины S'. Считая для простоты контур плоским, имеем S' =  S'C0s а, 
где S — площадь контура, а а — угол между плоскостью контура 
и плоскостью экватора. В этом случае, процессы, изменяющие S ' , 
можно отнести х одному из двух типов:

1) процессы, вызывающие изменение угла наклона контура по 
отношению к плоскости экватора;
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2 ) процессы, вызывающие изменение площади контура.
Для того, чтобы сделать более ясной и наглядной физическую 

природу рассматриваемого явления, обратимся к модели его, пред
ставленной на рис. 15.10. На диске, вращающемся против часовой 
стрелки и представляющем собой аналог экваториального круга, на 
двух стойках установлена трубка ABCD с жидкостью—аналог 
жидкого контура. Путем поворо
та плоскости трубки или растя
жения (сжатия) трубки мы полу
чаем возможность менять пло
щадь проекции ее на плоскость 
диска.

Допустим, что угол наклона 
плоскости контура по отношению 
к диску уменьшается и соответ
ственно возрастает его проекция.
Тем самым мы обращаемся 
к рассмотрению процессов типа 1.
Один участок АВ трубки, уда
ляясь при этом от оси вращения, 
приобретает большую линейную 
скорость, тогда как частицы 
жидкости в этом участке, сохра
няя прежнюю скорость, должны 
будут отставать от стенок трубки, 
т. е. двигаться в направлении от 
В и А. Напротив, противополож
ный участок CD, приближаясь 
к оси, приобретает меньшую 
скорость вращения и частицы 
жидкости будут з^есь опережать ' 
стенки трубки, т. е. двигаться от 
D и С. В результате этого в труб
ке установится движение по ча
совой стрелке, т. е. антициклони- 
ческая циркуляция. Легко видеть, 
что чем быстрее будет меняться
S ' тем сильнее будет расти интенсивность этой циркуляции, т. е. 

dV
тем больше будет ^  . Увеличение наклона плоскости трубки па

отношению к диску, т. е. уменьшение проекции контура, Должно 
вызывать возникновение циклонической циркуляции.

П р и м е р  1. Широтный эффект. В виде иллюстрации рас
смотрим следующее явление. Допустим, что имеет место смеще
ние антициклона с юга на север (в северном полушарии). Пред
ставим себе горизонтальный жидкий контур, совпадающий с одной 
из изобар, которые охватывают центр повышенного давления. При
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смещении к северу, проекция Контура на плоскость экватора воз
растает (рис. 15.11) и, значит, в контуре будет развиваться допол
нительная антициклоническая циркуляция. Легко понять, что это 
связано с тем, что северная часть контура смещается в сторону 
меньших линейных скоростей вращения Земли быстрее, чем 
южная, и возникающее в первой части инерционное движение воз
духа по часовой стрелке будет ийтенсивнее,- чем инерционное дви  ̂
жение в южной части контура, стремящееся перемещать воздух 
против часовой стрелки.

В результате этого антициклоническая циркуляция при движе
нии к северу будет усиливаться, циклоническая же — ослабевать. 
Напротив, при движении с севера на юг (в северном полушарии) 
уменьшение S ' будет сопровождаться возникновением циклониче
ской циркуляции. В результате этого циклоны должны усиливать
ся, антициклоны — ослабевать.

Рассмотренное здесь изменение интенсивности циркуляции, 
обусловленное меридиональным движением, т. е. изменением ши
роты, часто называют широтным эффектом.

Допустим теперь, что в рассматриваемой модели наклон пло
скости трубки не меняется, но площадь S ' возрастает, за счет рас
тяжения участков АВ и ВС и смещения участка АВ от центра, 
участка ВС  — к центру. Тем самым мы, очевидно, моделируем про
цессы типа 2. Легко видеть, что и в этом случае линейная скорость 
вращения участков АВ и CD трубки будет меняться так же, как и 
при увеличении наклона трубки, и в последней возникает антици
клоническая циркуляция.

Пусть увеличение S ' происходит за счет растяжения участков 
АВ и CD трубки при смещении ВС в направлении вращения диска, 
a AD — в противоположном направлении. Очевидно, что вслед
ствие возрастания скорости вращения участка ВС  центростреми
тельное ускорение, приложенное к его стенкам, возрастет и воз
никает отставание частиц жидкости, т. е. инерционное движение 
в направлении от D к В. Смещение AD в направлении, противопо
ложном направлению вращения диска, сопровождается уменьше
нием центростремительного ускорения и инерционным движением 
жидкости в направлении от А к D. Таким образом, и эти деформа
ции трубки ABCD приводят к возникновению антициклонической 
циркуляции в жидкости. Подобные же рассуждения позволяют 
понять, почему при уменьшении S' в трубке возникает циклониче
ская циркуляция.

П р и м е р  2. Циркуляция в областях высокого и низкого давле
ния. Возникновение области высокого давления сопровождается 
у земли оттоком воздуха от центра области к периферии с более 
низким давлением (рис. 15.12). Представим себе жидкий контур, 
охватывающий центр области. Движение частиц от центра будет 
сопровождаться возрастанием площади, охватываемой контуром. 
Поэтому в контуре возникает антициклоническая циркуляция, т. е. 
появится слагающая скорости, направленная по часовой стрелке. 
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6  ббласти HHSkofo Давл'еййй у земли иМеет Siecfo ДвиЖеййё 
воздуха к центру области, которое сопровождается сжатием 
жидкого контура, охватывающего центр области. Поэтому в кон
туре возникает циклоническая циркуляция,, т. е. движение против' 
часовой стрелки.

о!

Рис. 15.1! Рис. 15.12

П р и м е р  3. Пассатная циркуляция. Известно, что в субтропи
ческих широтах располагается полоса высокого давления с наивыс
шим давлением на широтах 30—40°. В южной части этой полосы 
у земли имеет место отток воздуха к более низкому давлению 
в экваториальной зоне. Если представить себе жидкий контур 
в виде окружности, охватывающей земной шар по параллели, то 
движение воздуха к экватору будет сопровождаться возрастанием 
площади, охватываемой конту
ром, и развитием в нем антици- 

■клонической циркуляции. Иными 
словами, в контуре возникнут со
ставляющие скорости, направлен
ные по часовой стрелке (если 
смотреть с севера), благодаря 
чему потоки приобретут направ
ление с северо-востока на юго- 
запад (рис. 15.13). Легко видеть, 
что в появлении слагающей, про
тивоположной направлению вра
щения Земли, отражается инерционное движение (отставание) 
частиц воздуха при смещении контура в область с большими зна
чениями линейной скорости вращения.

П р и м е р  4. Изменение циркуляции при перетекании воздуха 
через горный хребет. Представим себе, что воздушный поток 
встречает на своем пути препятствие в виде длинного горного

187

Рис. 15.13



хребта, расположенного перпендикулярно направлению потока 
(рис.. 15.14, а). Возмущающее действие препятствия уменьшается 
по мере поднятия над хребтом, и на некоторой высоте линии тока 
практически деформированы не будут. Поэтому можно предста
вить себе, что в нижних слоях воздух входит в постепенно суживаю
щуюся горизонтальную щель, что, очевидно, вызывает возрастание 
горизонтальной составляющей скорости потока при движении 
воздуха от подножья хребта к его вершине. Представим себе теперь

в потоке горизонтальный 
жидкий контур (рис. 15.14,6). 
При движении по на
ветренной стороне хребта пе
редняя часть контура уско
ряется, происходит возраста
ние площади, охватываемой 
контуром, и соответственно 
возникновение антициклониче
ской циркуляции. За хребтом 
скорость потока убывает, по
этому после перехода контура 
через гребень площадь конту
ра убывает, чему соответствует 
возникновение в контуре ци
клонической циркуляции, ком
пенсирующей образовавшую
ся прежде антициклоническую 
циркуляцию. С этими явле

ниями можно связать тот факт, что циклоны на наветренной сто
роне хребта ослабевают, а за хребтом имеет место их возрожде
ние или новообразование.

Г Л А В А  X V I  .

ВОЛНЫ

§ I. ВОЛНОВОЙ ПРОЦЕСС

Волновые движения по своей природе являются колебательны
ми процессами. Их характерной особенностью является периодич
ность, т. е. общая картина движения точно или приблизительно 
повторяется через некоторый интервал времени, называемый пе
риодом. Их полностью определяет, помимо периода, закон, по ко
торому происходит движение, а также амплитуда. Под последней 
понимается величина наибольшего отклонения от положения рав
новесия.

Волны в жидкости условно могут быть подразделены на три 
типа, каждый из которых в чистом виде может существовать при 
выполнении некоторых: вполне определенных условий. Это про- 
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дольные, вертикально-поперечные и • горизонтально-поперечные 
волны. Первые имеют место, если колебания частиц происходят 
в направлении, параллельном фронту движения волны. Вторые ха
рактеризуются тем, что частицы двигаются в вертикальной пло
скости, а сама волна распространяется горизонтально. Третий тип 
волн возникает в атмосфере или океане при движениях большого 
масштаба, причем траектории частиц направлены меридионально, 
в то время как сама волна перемещается в широтном направлении

Указанная условная классификация находится в соответствии 
с причинами, порождающими волновые движения в жидкости. Так, 
продольные волны возникают в связи с импульсом давле^йя^ кото
рый, благодаря упругим свойствам среды, распространяется в виде 
сферической волны. При этом система волн состоит из чередую
щихся волн сжатия и разряжения. Это тип внутренней акустиче
ской волны.

Второй тип соответствует гравитационным волнам, которые мо
гут иметь место на поверхности раздела двух сред с различными 
свойствами. Если граница возмущена, то в дальнейшем она начи
нает колебаться около своего положения равновесия под действием 
сил тяжести и инерции, пока демпфирующие силы трения не при
ведут к затуханию колебаний.

Наконец, последний тип называется волнами Россби. Их появ
ление связано с действием отклоняющей силы вращения Земли. 
Они достигают порядка 10 000 км и имеют скорость не более 
50 м/сек. Как уже упоминалось, они движутся вдоль параллелей.

Фактически в жидкой массе одновременно существуют все ука
занные выше типы волн. Поэтому, в общем, волновой процесс 
должен определяться всеми теми факторами, которые определяют 
каждый из них в отдельности.

Надо отметить, что, как правило, в реально протекающих про
цессах волновые колебания, имеющие различные амплитуды и пе
риоды, накладываются на основное движение. При этом иногда ма
лые в начале амплитуды волновых возмущений возрастают с те
чением времени, что приводит к образованию различного типа 
вихрей, которые существенно искажают первоначальные поля 
гидродинамических элементов. В некоторых случаях вызываемые 
этим эффекты малозначительны в плане решения общей задачи. 
Но сам факт существования усложняет картину и, естественно, 
затрудняет теоретический анализ рассматриваемого конкретного 
явления. Кроме того, степень влияния различных типов волн ока
зывается соответственно большей или меньшей, а иногда и прене
брежимо малой. Все это приводит к необходимости выделения этих 
волн с целью упрощения общего анализа. Эта процедура широко 
распространена в соответствующих теоретических исследованиях и 
носит название фильтрации волн.

Однако в любом случае прежде всего необходимо выяснить 
основные факторы, которые определяют свойства типов волн. Если 
же при анализе какого-либо процесса выявляется необходимость
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их фильтрации, то в соответствии с конкретно намечаемой целью 
намечаются и пути фильтрации.

Ниже мы обращаемся к методике исследования волновых дви
жений и выявлению физического механизма, соответствующего 
каждому из указанных типов.

§ 2. МЕТОД МАЛЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ. ПАРАМЕТРЫ ВОЛН

Обычно волновые возмущения характеризуются весьма малой 
амплитудой, так что их исследование целесообразно вести мето
дом малых возмущений,, которые накладываются на основное дви
жение. При этом все характеристики движения могут быть пред
ставлены в виде суммы:

Здесь величины со знаком тильда ( ~ )  относятся к среднему дви
жению, а отмеченные штрихом соответствуют малым возмуще
ниям. При этом:

Подставляя (16.1) в уравнения движения (13.1) будем иметь

Прежде всего, преобразуем член с давлением в правой части. 
Для этого учтем, что

=  1—x-\-x2jr . .., где мы ограничились линейным приближением). 
Поэтому

vi= v i+ v i', р =  р+р', p =  p-fp', Т =  Т+Т'. (16.1)

v « 1, 4 - « 1 ,
Р

 ̂ « 1 ,  « О - (16.2)

О+
1

О
1

(Здесь использовано, разложение в ряд функции вида у-——
•1 X,



Подставим последнее выражение в полученное выше уравнение 
и опустим члены второго порядка малости, представляющие собой 
произведение малых величин. Тогда будем иметь

1 д рdv, - dv,-
1

dv' , . dv, 
dxj

■ +  ij dv\
dt 1 dXj dt dXj

— 1

0

dp'
dx, - +  ^ -

dp
dx, <§̂ 33 •

Р д х ,

Уравнения для основного движения запишутся как обычно 

d v ,  -  O r ,  1 9/7 .
---- ----- b V, ---- — = ------------ ------- РОе.. .

d t  d x ,  р д х

Вычитая это уравнение из предыдущего, получим уравнение для 
возмущений в виде

; iSL +  ,; «  = ¥ _  +  j L  l L ,
d t  d X j  d X j  p d x ,  p 2 d x ,

Если характеристики основного движения нам известны, то 
(16.3) представляет собой линейные уравнения относительно не
известных v/, р' р'. Мы добились этого отбрасыванием нелинейных 
членов второго порядка малости. Такого рода процедура носит 
название линеаризации, а сами уравнения являются линеаризиро
ванными по отношению к исходным.

Аналогичным образом можно получить линеаризированные 
уравнения неразрывности (13.2) и притока тепла (13.3), которые 
соответственно принимают вид:

£  + V b  +  » £ = 0 ;  ( | 6 .4)
dt дх, дх, 

dV  , , дТ ~ дГ ( dp' . , др , др'
-  +  V)  ~ЕГ~Г~ +  » / - 5 П Г - . -  - 3 7 -  +  v i  - £ г + Уd t  г  '  d x J ^  j  d X j  ~ \  d t  ~  ’ d X j  r ' j  d X j

д , дГ
дх, dXj (16.5)

Поскольку волновые возмущения являются периодическими 
как по времени, так и в пространстве, то естественно искать их ре
шение в виде периодических функций, например синусоиды. Тогда 
следует записать:

vi —  voi sin (k< x-i — °t), .
p ' = p QSin ( к , Х , - ^ ) .  '

P ^ P o S i n  ( k ^ i  —  o t ) ,

T —  r osin (ktx, — ot).

Напомним, что =  .
i = l  /
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В (16.6) величины, отмеченные индексом «О», представляют 
собой амплитуду соответствующей характеристики.

Из условия периодичности вытекает, что:

° =  (16-7) 

где Г — период, т. е. время повторения одинаковых состояний, а 
)н — расстояние по различным осям между одинаково расположен
ными на профиле волны точками, например между двумя, наибо
лее удаленными от оси х точками А и В (рис. 16.1), лежащими на 
соседних гребнях (точка С лежит на подошве волны) *.

Z

Рис. 16.1

/  3 2^Общая длина волны Я —  £  Xf, с =  — —- круговая частота,

кг именуются волновыми числами. Общий аргумент kiXi — at на
зывается фазой. Форма волнового возмущения какого-либо эле
мента в (16.6) может быть получена приравниванием ее постоян
ной. Например, для давления, если обозначить р' =f(x\, х2, х3, t)

p0sm (kjXi — ot)=f(x j, x2, x3, t )=  const. (16.8).

(Скорость перемещения волны называется фазовой скоростью. 
Следует подчеркнуть, что это не скорость движения частиц 
жидкости, а именно скорость перемещения формы поверхности. 
Наглядным примером является скорость распространения коле
баний (бегущая волна) вдоль упругой нити, один конец которой 
колеблется по гармоническому закону.

* Ясно, что таким образом мы задаем только форму поверхности, а вели
чины йг.о , а также амплитуды нам неизвестны.



Составляющие фазовой скорости с* легко найти через посред
ство соотношения

df d f dxx d f dx3 d f dx2 

+  ~aZ ------------ ----------------V  ------------ +  ' ~ a Z -------------------------- 7T7~ —dt dx} dt dx2 dt ' dx-, dt

получаемого дифференцированием (16.8) по времени. Поскольку
dx-t .

Ci==~dt С̂ ТЬ пРоизводные от координат профиля по времени, то

они находятся как результат дифференцирования неявной функ
ции нескольких переменных, т. е.

dX; dfjdt
dt dfidxt

С учетом равенства (16.8) будем иметь

dx, а л.С Г

или

dt k, Т

/ I  - Г  V t  V  =  4 - .  (16.9)
i = 1 I

Формула (16.9) утверждает, что фазовая скорость равна отно
шению длины волны к периоду. Отметим,, что в силу специфики за
дач часто существует зависимость ст= 0  (ku кц, ks), именуемая 
дисперсионным уравнением.

До сих пор мы рассматривали одиночную волну. Однако факти
чески этот случай является исключительным, ибо в реальных усло
виях наблюдается обычно система волн, отличающихся друг от 
друга всеми своими параметрами. По отношению к ним спра
ведлив принцип суперпозиции, т. е. наложения друг на друга.

Любую периодическую функцию можно разложить в ряд 
Фурье, представляющий собой сумму бесконечного числа гармо
ник с различными амплитудами и частотами, и изучать процесс 
с этих позиций. Разумеется, практически рассматривается конеч
ное число членов этого ряда, исходя при этом из заданной точ
ности. Так или иначе, практически мы, как правило, имеем дело 
с совокупностью волн, так называемым волновым пакетом. Тогда 
для любой функции / в (16.6) следует записать

ОО

/ =  Е  /от sin (kimx— amt). (16.10)
т= 1

Установим фазовую скорость группы волн, иначе именуемую 
групповой скоростью. ,
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Вначале рассмотрим две волны, имеющие одинаковую ампли
туду и близкие по своим значениям величины волновых чисел &г-, 
ki и частот с, а', т. е.:

/] — fo sin (kiXi — at) ,

/ 2= /о sin  (ki'Xi —  a't).

Суммарный эффект

f = / i + f 2= 2 /0 cos X; ^  s i n X

ki 4~ ki ̂  о “Ь a'X ------ --------  t
2 ‘  2 

силу близости ki и ki, а также о и o' множитель

F = 2  f0 cos (— t j (16.11)

слабо меняется и его можно рассматривать как переменную 
амплитуду, значения которой меняются в пределах от 0 до 2 f0 на

I t  / k i  -----k i  т.

длине ~9~ у  -----2Г ~ ~ Т 7 — W  вдоль кажД°и оси-
Общая скорость перемещения обоих волн может быть охарак

теризована как скорость точки с каким-либо постоянным значе
нием F (х\, х2, Х з ,  t ) = =  const. Отсюда, как и ранее, находим компо
ненты фазовой скорости .

d,Xi dF/dt Oi —  о/
n  d t  d F J d x i  k i  —  k i '

Если же имеем непрерывную последовательность волн, то 
групповая скорость должна определяться как предел

crj —— lim —  (16.12)п Щ  dk;

Очевидно, что групповая скорость отлична от фазовой скорости 
отдельной волны.

В заключение заметим, что в математическом плане удобнее 
работать с экспонентами, а не с синусами или косинусами. Поэто
му форму волны часто задают в виде

СО
/ — J] f o m ' [i(k\mX\-\-k2mx4Jr 11Ът,Хъ O r a  t) ] • (16.13)

(Напомним, что согласно формуле Эйлера, e{v— cos y-\-i sin г/, т. е. 
вещественная часть дает косинусоидальную волну, мнимая — си
нусоидальную, г — комплексная единица). ,



На этом мы заканчиваем определение параметров, с помощью 
которых ведется описание волновых процессов и приступаем к рас
смотрению наиболее распространенных форм волнового движения.

§ 3. АКУСТИЧЕСКИЕ ВОЛНЫ

Упругие волны с диапазоном частот 20-^20-103 герц, которые 
воспринимаются человеческим ухом, называются акустическими 
или звуковыми волнами. Существенно, что последовательные скач
ки сжатия и разрежения, представляющие собой звуковую волну, 
происходят настолько быстро, что обмен теплом между областью 
волновых движений и средой происходить не успевает, и процесс 
протекает адиабатически. Таким образом, уравнение притока тепла 
имеет вид (9.21):

p = k 9'  ( х =  - ^ - ) -  <16Л4)

Кроме того, силой тяжести в данном случае можно пренебречь, 
что, как мы убедимся далее, связано с большими числами Фруда,

1
характерными для этого процесса. Таким образом -рг- С  1.

Если источник звуковых колебаний находится в покоящейся 
среде, то

=  #  =  № 15>2 '-'•Л-j С/Л 2

а если игнорировать силу тяжести:

др __ др
дх3 дх3

=  0• (16.15')

В этом случае (16.3) и 16.4) упрощаются и соответственно при
нимают вид:

- 2S U  - U f l ;  (Ш.16,
dt р дх,

до' ~ dv\
- w + ; * - w r = ° -  <1бл7>

/  dv- 3 r)v<
I Напомним, что - а ‘ —  у  
\  дх, дх,

Поскольку адиабатическое течение соответствует случаю баро- 
тропной жидкости, то можно записать

др __ dp др
дх, dp д х ,'
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Логарифмируя и дифференцируя выражение (16.14), в свою 
очередь получим

dp __ •/. dp

Откуда

Поэтому

Р Р

dp   у-р
dp р ‘

др  ___ у-p др

(16.18)

dxi р дх-ь

Подставив сюда разложение (16.1) с учетом (16.15) и (16.15'), 
будем иметь

дР '  ~ ' - С р + Р ' )  d p [ _ _  х J P '

Опуская в последнем произведении величины второго и третьего 
порядка малости, приходим к зависимости

9Р' _  У-Р д Р' __ а 2 9  р!
<?•*/ р дх[

Здесь введено обозначение а2 =  Из (16.18) ясно, что ~  всегда
Р ■ Р

положительно, ибо с увеличением давления плотность также воз-
dp

растает и наоборот, так что - ^ - > 0. Это обстоятельство и отмече

но тем, что величина а взята в квадрате.
Таким образом, в итоге уравнения (16.16) можно представить 

в виде
dvt __ а1 др'
dt р dxL

(16.19)

Если продифференцировать каждое из уравнений (16.19) по я,- 
и сложить результаты, то получим

дЧ\ d̂ v'i d2vi а2 (д2 р' ду ду
+  ------------ Г  ------  = = ----------~  Т Г " Г  +  “ Г Г  +  ■dt дх j д tdx2 дЬдхг р \дх‘ дх\ дх\ J

В свою очередь, дифференцируя (16.17) по t, получаем зави
симость

дЧ\ х д% v'% , d2 v'z _ 1 d2p'
dt dxl 1 dt dxt ^  dt dxz p dt2
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Сравнивая оба последних выражения, мы видим, что их левые 
части, а следовательно, и правые равны. Это дает возможность 
получить одно волновое уравнение, где в качестве неизвестной 
фигурирует только р', т. е.

дУ
= а 2До/ (Лр̂  — лапласиан). (16.20)

Наиболее часто встречающаяся звуковая волна является сфе
рически симметричной, так что в рассмотрение следует принять

<32г/ 2 да'только одну координату г. При этом (см. Б. 26) +  —— ■—

и уравнение (16.20) примет вид

dt2 \ дг* 1 г дг

Решение этого уравнения будем искать в виде

(16.21)

СО А
?' —  Ц — ~  ехР [i{kmr — omt)} (16.22)

(Am= const).

В данном случае амплитуда обратно пропорциональна радиусу, 
ибо, помещая источник в начало координат, мы там должны иметь 
особенность первого порядка.

Выполнив все дифференцирования (16.22) по t и г и подставив 
результаты в (16.21), получим

оо А
Y, ---- е х Р [l{kmr —  Omt)] (<3да —  km О2) =  0 .

т = 1
Последнее выражение может обратиться в нуль, если только

°m =  km а2. (16.23)

С учетом (16.7) последнее равенство можно преобразовать и 
представить в виде

X.та-* —
* гп

Из (16.9) следует, что фазовая скорость всех волновых гармо
ник равна постоянной величине

С т = ± а .  (16.24)

Таким образом а представляет собой скорость распространения 
малых возмущений в сжимаемой жидкости и называется скоростью 
звука.
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Общее решение уравнения (16.21) получим если в (16.22) Под
ставим (16.23) и (16.24). Оно имеет вид

Р '=  У! {exp [ikm(r — а^)]+ехр \ikm(r-\-at)\ }.
/я = I Г .

Или, используя формулы Эйлера и отбирая члены с вещественной 
частью,

СО Л
р'=  ^  —ш. [cos km(r — at) 4-cos km(r-\-at) ].

m -  1 Г

Аналогичные выражения, естественно, получаются и для других 
характеристик, отличаясь друг от друга лишь величиной постоян- 
ной Ат. Таким образом волны распространяются в противополож
ных направлениях со скоростью а.

Введенное нами понятие скорости звука относится к невозму

щенной среде, так что а— у  При наличии общего движения
* Р ___

под ней следует понимать величину ах —  j / Это,  так назы

ваемая, местная скорость звука, представляющая собой скорость 
распространения колебания относительно среды в какой-либо 
точке. Из (16.18) следует, что скорость звука повышается с умень
шением упругости, ибо при этом одному и тому же изменению 
плотности соответствуют большие изменения давления. Так, ско
рость звука в воде больше скорости звука в воздухе. В пределе, 
если среда абсолютно жесткая, а-> со.

С учетом уравнения состояния p=RpT  скорость звука в газе 
можно представить в виде

а = Щ  (16.25)

Мы видим, что она зависит лишь от физических констант газа 
и его температуры в °К- Для воздуха, в частности, х = 1 ,4 ;  
R— 287 м2■ сек-2■ град- 1 и a s s  20,1 УТ м-сек~1. С повышением 
температуры скорость звука возрастает. Поскольку в' атмосфере 
в большинстве случаев температура с высотой уменьшается, то 
скорость звука в нижних слоях выше, чем в верхних. Поэтому зву
ковые лучи, идущие от наземного источника, искривляются 
с высотой.

Наконец, оценим влияние силы тяжести на распространение 
звука. Для воздуха при 0°С а— 332 м/сек. Считая а характерной

2 ка
скоростью, а длину волны л =  —— характерным линеиным разме

ром, можем число Фруда представить в виде F r =  Д аже
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при а = 2 0  сек-"1, чему соответствуетМинимальное значение Fr, оНб 

равно — 100 и, следовательно, 1. Таким образом пренебреже

ние влиянием гравитации вполне оправдано.

§ 4. ГРАВИТАЦИОННЫ Е ВОЛНЫ

Этот тип волн существует на границе двух масс с различными 
свойствами, Например вода — воздух или воздух — воздух. В по
следнем случае может иметь место различие по скорости, плот
ности, температуре или по совокупности всех этих характеристик. 
Обращаясь к конкретному анализу рассматриваемого типа будем 
исходить из некоторых упрощающих предпосылок, которые, 
с одной стороны, позволяют выявить характерные особенности 
этих волн, а с другой — дают возможность избежать математи
ческих осложнений.

Во-первых, будем полагать, что волна перемещается вдоль оси 
х и является плоской, т. е. ее характеристики не зависят от у. Из
этого вытекает, что у2= ц 2/' = 0  и, кроме того, все производные 

д
х— = 0 . Во-вторых, считаем жидкость несжимаемой, т. еОХ 2
р =  р =  const, р/= 0 .  Последнее условие означает, что в получаю
щихся при этом упрощенных уравнениях не находят отражения 
акустические эффекты, ибо звук может распространяться только 
в сжимаемой среде. Тем самым мы отфильтровываем звуковые 
волны и рассматриваем интересующий нас процесс в чистом виде, 
без включения не интересующих нас в данный момент звуковых 
колебаний.

В результате этих предположений уравнения (16.3) и (16.4) 
упрощаются и принимают соответственно вид:

(16.26)
dv‘x
dt +  V'x

dvx
dx + » ,  + » ,

dv’x
dx +  'vz

dv’x
dz

1
p

dp’ 
dx '

dv‘z
dt - f  V'x

dvz
dx

dv'z
dx - \~ vz

dv‘z
dz ~

1
p

dP ’ 
dz 5

ду'х dv'y
• 0 . (16.28)дх ' ду

Рассмотрим теперь волны на границе раздела двух несжимае
мых жидкостей, ограниченных снизу твердой стенкой, а сверху 
свободной поверхностью. При этом будем считать, что два потока
с плотностями pi=-pi и р2— р2* движутся друг над другом, причем

* Индекс 1 относится к верхнему потоку, а 2 к нижнему.
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скорости невозмущенных течении постоянны и направлены вдоль 
оси х, так что имеем. Mi =  const, u2= con st. (Здесь обозначено

при г =  1). Поместим начало координат на границе раздела 
невозмущенных течений и направим ось 2 вверх. Тогда координата 
нижней твердой границы будет z =  —h2, а верхней, имеющей сво
бодную поверхность, z— hx (h\ и /г2 — толщины обоих потоков). 
Если ввести еще обозначение v3 =  w, то, согласно (16.26)-—(16.28), 
оба возмущенных течения будут соответственно описываться систе
мами уравнений:

ди\ да\ 1 др[
dt дх P i дх

dw'i
dt + й 1

dw’i
дх

1

P i

др[
dz

dui dw\ п
дх " ~ Г  •дг ~  ’

ди2
I-ti2

ди2 1 др2

dt дх Р2 дх

d w r2
dt Л-щ

dw2
дх

1

Рг
др2

дг

(16.29)

(16.30)

(16.31) 

(16.29') 

(16.30')

dui +  « = 0  (18.з г )
дх дг

Сформулируем вначале кинематические граничные условия. 
Если координату поверхности раздела обозначить z— £ (х, t). то, 
учитывая что в невозмущенном состоянии поверхность горизон
тальна, будем иметь 1— 0. Тогда для возмущенной поверхности 
следует записать

z’ =  l'(X,t).

Вертикальные скорости на этой границе будут равны:

dz' __ дС' ~ dU / 1соо\
Wl 1 г- ° =  ~  ~ Ж  + и* ~дГ' (16-32)

дИ - дг'
^2 |z=0 =  —gjr +  Щ (16.33)

На. твердой стенке
wh I 2= -  л, ~  0 .  (1 6 .3 4 )
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Динамические граничные условия можно получить из следую
щих соображений. Прежде всего очевидно, что давление на гра
нице обоих потоков не может терпеть разрыва, так что

I P i  (х, Z, t) + р /  (х, Z, t) = р 2 ( X , Z, t) + р 2'  (х, Z, t) | г=С' •

Разлагая это равенство в ряд и пользуясь малостью получим

Н а свободной поверхности *

| pi (х, о, t) +p i' (х, о, t) + dz
г> +  М .

г=о ' дг

■-Р2 (X, О, t) + р 2' (X, о, Г) + С' +  Мг~0 dZ

z  — 0

и
2  =  0 z—0

Поскольку для невозмущенного движения выполняется равен
ство pi (х, о, t) = р 2 (х, о, t) и, кроме того, справедливы уравнения

др, др2 
гидростатики =  — gpj , =  —gp2, то, опуская еще члены

второго . порядка малости, мы можем искомое условие записать 
в виде

I Pi'—p2 = §((pi—Р2) С712—0 . (16.36)
Для свободной поверхности легко получить аналогичное соот

ношение
I Р\ = —ffpiC/U=a, . (16.37)

Решая системы (16.29) — (16.31), искомые функции будем 
искать в виде

f '— f{z) exp [i(kx— at)], (16.38)
а уравнение поверхностей запишем:

£ = а е х р  [i(kx— of)] ,  £, =  ai exp [i(Ax—of)], (16.39)

где а и й |  — амплитуды.
Существенно отметить, что в данном случае периодического 

решения по г уже не может быть, ибо по этой оси имеются 
в наличии непериодические граничные условия. Подставляя выра
жения типа (16.38) для всех искомых величин в уравнения и гра

* В невозмущенном состоянии уравнение этой поверхности

z — £1 =  const.

** Строго говоря, следует писать р(х,  С, t ) =  0 и т. д., но ввиду малости С, 
можно полагать p ( x ,o , t )  и т. п.
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ничные условия, после простейших преобразований соответственно 
получим*:

Pj (а kUj) Uj — kpj ;

dpi
? j ( a - k U j ) W j = l  r - f c -

ik и/
dw:

J : 0 ;

(16.40)

(16.41)

(16.42)
1 dz 

(7 =  1,2 )

Wi(0) —  — ia (о—кщ); (16.43)

uy2(0) =  —ia(a—ku2) ; (16.44)

w2 ( -h 2) =  0; (16.45)

®i(Ai) =  —ia(o— kul); -(16.46)

Pi (0) — y02(0) =gra(pi—p2) ; (16.47)
P {hi) — — gaxp} . (16.48)

Систему (16.40) — (16.42) легко свести к одному уравнению. Для 
этого умножим (16.40) на ik и, продифференцировав,(16.41) по 2
сложим результаты. Тогда, с учетом (16.42), получим

d2pj

Общее решение уравнения (16.49) имеет вид

/ > , = < ? > / *  + с р > е-* ‘ ;

Из (16.40) и (16.41) получаем

k  , £ > ] '  e * z  + С (2) е  ' Лг (
“г р;. (о —  Ы , )

Wt ik
р, (о —  kUj)

(С(1) e!tz — Cm е~кг).

(16.49)

(16.50)

(16.51)

(16.52)

Условия (16.43) — (16.46) дают возможность найти все постоян
ные из (16.52), которые соответственно равны:

WD„Pi  ^ ) 2 /  ai exp kh\—ai 
1 “  & V 2 sh/&,

Г (2) —  P i ( g — ^ » i ) 2 Qi exp khj— ai ш
1 k 2 sh kht ’

(16.53)

* При этом все величины, обозначенные по типу Ui—Ui(z),  естественно, не 
эквивалентны исходным, входящим в уравнения (16.3).
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/41). 
°2  ‘

а р2 (а—ku2 ) 2 exp kh2

2 k sh kh2

r {2) _  _  ад p2(c—ku2)2 exp (—kh2)
2 2 k sh kh2

(16.53 ')

Условия (16.47) и (16.48) позволяют связать величины а, 
а\, а, k.

Таким образом, искомые величины имеют вид:

. pj =  pj exp [i (kx—at) J, 
tij =  tij exp [г (kx—at) ],

W j  —  W j Q . x y [ i ( k x — e r f ) ] ,

где pj, Hj, Wj выражаются через посредство соотношений 
(16.50) — (16.53). Воспользовавшись формулой Эйлера, выделим 
вещественную часть. Тогда окончательно получим:

p'j =  pj cos ( kx—at) ,  

и) — Uj cos (kx—at), 
w’j—  — Wj sin (kx— at). 

(w- =  iWj)

(16.54)

Если вместо свободной поверхности на верхней границе имеется 
твердая стенка, то а\=0. Поэтому условие (16.48) будет отсут
ствовать, а вместо (16.46) будем иметь

w(h\) = 0 . (16.46')

В этом случае общий вид решения не изменится и лишь 
в (16.53) следует положить а.\ =  0.

Если длина волны значительно меньше толщины верхнего по-

-<^h], т. е. khi > l ,  то можно полагать kh\~*oo. Тогдатока К- k
решение еще более упрощается. При этом условие (16.46') вообще 
отсутствует, а из (16.53) при « 1 = 0  и khx ->со получаем:

a pi (а—ku\)‘ (16.55)

Проанализируем этот случай более детально. Условие (16.47) 
позволяет нам связать величины а и k. Подставляя в него р\, р2 

из (16.50), а также значения постоянных из (16.53') и (16.55),
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после простейших преобразований, получим дисперсионное урав
нение вида

__k(au{-{-u2 cX\\kh2)
a + c tn  kh2

+ -a)kg(l-
a + c th  kh2

a k2 (Uj—u2 ) 2 cth kh2 

(a+ cth  kh2 ) 2
(16.56)

где введено обозначение a = - Li-.
?2

Если в (16.56) под корнем будет отрицательная величина, то 
такой волновой процесс существовать не может. Это случай не
устойчивости основного движения, когда амплитуды волн растут 
неограниченно.

Обратимся к частным случаям. Вначале предположим, что глу
бина нижнего потока значительно больше длины волны (М г > 1). 
Выражение для а получим при этом из (16.56), устремляя kh2->
В итоге, поскольку lim cth kh2= \,  будем иметь

klu > оо

k  (сх U\-\-U$) 
а-\-1

kg (I— a) ak2 (ui— u2) 2

I + a ( l + a ) ‘
(16.57)

Случай малой глубины kh2<̂ l получим из (16.56), разлагая 
cth kh2 в ряд и ограничиваясь линейным приближением, так что 
cth kh-2 =  \-\-kh2. В результате приходим к зависимости

k(a « 1М 2+М2)
2 М 2+ 1

gk2hz( 1—a ) a kzh2 (ui— u2) ‘
ex kh2- \- 1 ( a t t 2+ l ) 2

(16.58)

Если плотность верхней жидкости значительно меньше плот
ности нижней, то а ~ 0 .  Например, для случая воздух — вода

а^7Тд’ П0ЭТ0МУ’ полагая а ~ 0 ,  из (16.57) и (16.58) получим наи
более простые соотношения:

o2 =ku 2±~fkg\

0 3 = ku2dzk~\/gh2.
Соответствующие фазовые скорости:

k

Со = -U2±~jgh2.

(16.59)

(16.60)

(16.61)

(16.62)

Из (16.61) мы видим, что скорость движения волны, возникаю
щей на поверхности глубокой воды, зависит от ее длины, причем 
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более длинные распространяются быстрее. Поэтому в случае 
группы волн: они будут накладываться друг на друга и профиль 
волны будет все время меняться. Групповая скорость, как следует 
из (16.59), при этом равна ■'

Таким образом, она, при отсутствии среднего движения, со
ставляет половину фазовой скорости одиночной волны.

Формула (16.62) показывает, что на мелкой воде скорость дви
жения волн не зависит от их длины. Все они перемещаются с оди
наковой скоростью, вследствие чего профиль волны сохраняется 
неизменным.

В заключение заметим, что траектории движения частиц1 или 
линии тока легко получить обычным путем, используя уравнения
(2.2), (2-3) и формулы (16.54). Мы не будем решать конкретно 
этой задачи, ибо процедура сама по себе проста, но займет весьма 
много места, что методически представляется нам неоправданным.

Длинные волны наблюдаются в атмосфере, причем, как уже 
упоминалось, их возникновение обусловлено отклоняющим дей- 
ствиеим вращения Земли, т. е. силой Кориолиса. При этом сами 
волны движутся вдоль параллелей, а колебания частиц происходят 
в меридиональном направлении.

При анализе этого процесса будем пользоваться системой коор
динат, у которой ось Ох направлена с запада на восток, Оу на се
вер и Oz перпендикулярно земной поверхности. Тогда, пренебре
гая сферичностью Земли, можем считать, что волновые движения
происходят в плоскости параллельной хОу (v3 = v 3'= V 2 — 0), 
причем сами волны движутся вдоль Ох. Будем далее полагать, что 
основное движение невозмущенной атмосферы носит чисто зональ
ный характер, т. е. имеет только х-ю составляющую скорости, ко
торую к тому же будем считать постоянной и —  const. Атмосферу
считаем несжимаемой, т. е. p =  p =  const. Тогда уравнения для 
волновых возмущений будут иметь вид:

■(16.63)

§ 5. ДЛИННЫЕ ВОЛНЫ

д и '  -  д и '  ____  1 д р '  ( , ,

dt U д х  [1 д х  ' Л '
(16.64)

(16.65)'

ди' , dv'
"я—  ~!-----я---дх ду (16.66)

(Здесь введено обозначение vy=  и', v2 '= v ).
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Появление вторых слагаемых в правой части (16.64) и
(16.65) обусловлено наличием силы Кориолиса, ибо в данном 
случае рассматривается движение относительно земной поверх
ности. Как известно,

~Fk =  — 2 [соХ^] =  — 2 [г(соу vz— az vy) ~fj (od2 vx— ых vz) +
—̂

+  k ( < i ) x V y — Wi / У ж ) ] -

При vz=0, что соответствует рассматриваемому случаю, мы 
в наших обозначениях, имеем: Fhx=  2 coz v, Fky =  —2©z m. Перейдя
к отклонениям и учитывая, что и =  0, мы получаем в правой части 
обоих уравнений члены lv' и —lu', где введено обозначение / — 2 wz. 
Поскольку ю2 есть проекция угловой скорости вращения Земли на 
перпендикуляр к земной поверхности, то нетрудно убедиться в том, 
что / = 2 (о sin ф, где ср — широта рассматриваемой точки.

Вместо (16.64) и (16.65) можно исследовать одно уравнение, 
которое мы получим, предварительно введя функцию тока

( v' = — . Тогда (16.64) и (16.65) перепишутся в виде'

^  \ д. * J L  /' dW \ _ 1
dt \ 5у j И Зл у ду j р дх дх ’

5 /  \  - j)_ I \ _  _  1 _■ 9W'
<5̂  ̂ 5л: / <9л"  ̂ cbc / о ду ду

Продифференцировав первое из этих уравнений по у, а второе 
по х и вычитая результаты, получим искомое уравнение для 
функции Чг/ в виде

ад «Г - суДУ' , , 3W .
— 5 Г -  + И  - 5 -------- Ь  / ■ — 5 ~  = 0 -  ( l b . 67).dt \ дх J дх

Здесь
А1Г/ №  , d2W' , di.ДЧ< ~ ------- -4----------- • г= = ------дх1 ду2 ’ rfy '

(Заметим, ч т о - ^ = 0 .  что обусловлено выбором координатной

системы).
Решение (16.67) ищем в виде

XF' =  Ч*' (у) ехр [г (kx — at) ].
Подставляя это значение Ч1-' в уравнение (16.67), получаем 

соотношение
d 4 f /  k f

1 1 -  k2 j W =  0 .
d y 2 ‘ \k t i -
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Или, поскольку с -
а

~k~’

cm
d f

f
и

-  k % 'F  =  0 . (16.68)

В качестве граничных условий по у примем, что v' имеет макси

мум при у— 0 и обращается в нуль при у =  ± ^ ,  где d — попереч

ный размер волны. Тогда будем иметь v ' 

dW

d2W'
у=0 дхду — 0  и

дх
: 0. Отсюда следует, что

±  г

dW
dy :0 , V!;

у = 0
= 0 .

v -  ± d
(16.69)

Общее решение (16.40), как известно, имеет вид 
XF =  Ci cos ау+С 2 sin ay,

где

V ¥
и — С

■ kz

Из первого условия (16.69) следует, что С2 — 0. Тогда
vF = .C 2cos ау.

Второе условие дает
а п ad
0 = C i c o s — —  .

Поскольку С2ф 0  ( в  этом случае xF = 0 ) , t o  отсюда должно сле-
ctd п o.d mzдовать: cos —г~ —  0, что может быть только при —  =  Полагая 4 4 2

п—  1, получим равенство
Ait’1

~зг-
2л

Или учитывая, что , из последнего соотношения легко

получить формулу
л2/

и — С—
4 * 2 ( 1 + d 2

(16.70)
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В случае отсутствия ограничений по у а-^со> 0 и из

(16.70) получаем формулу Россби для скорости распространения 
длинных волн в атмосфере

X2/
с==:и----- 4^ г  • (16.71)

Из (16.71) видно, что фазовая скорость зависит от длины вол- 
~ X2/

ны. Если и,>-т-g, то волны движутся с запада на восток, а при 
4тс"'

~ **/и <  -T—5B противоположном направлении. При с =  0 волна назы- 
4'ГС"'

вается стационарной и ее длина равна

\f~~u/ .= 2  я | /  - у -  (16.72)

Существенно, что величина с зависит от широты местности, ибо
с dl n d 2ш d sin.® n
f —  _ _ = = 2ш - J -  Sin Ф — —■n -------- ------- ! =  2c»COScp
J dy dy ‘ R d®

(R — радиус Земли, dy =  Rd(p).
Тогда (16.71) может быть записана в виде

~ 2о>X2 cos ® ■ ■ ■ .с =  и -----------  2 . (16.73)

В общем случае решение уравнения (16.67) следует искать 
в виде ряда

00
¥ '  =  S Wm(y) exp [t- (kmx -o mt)].

rti — 1

Групповую скорость можно при этом получить с помощью фор
мулы (16.71), которая может быть представлена в виде

/

Отсюда:

сг —  -г ? -—  иЛ т~г ■ (16.74)dk 4тг2

Сравнивая (16.74) с (16.71), мы видим, что с г> ы > с .
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Р а з д е л  I V  

ТУРБУЛЕНТНОСТЬ

Г Л А В А  X VI I

О Б Щ И Е  П О Л О Ж Е Н И Я

Все рассмотренные ранее гидромеханические задачи относятся 
к классу ламинарных течений. Их отличительная черта — плавный 
характер изменения всех гидромеханических величин, который 
четко обусловлен либо пространственно-временным ходом гранич
ных условий, либо изменением внешних сил. Однако большин
ство встречающихся как в технике, так и в периоде течений, носит 
преимущественно турбулентный характер. В отличие от ламинар
ных, Турбулентные движения характеризуются неупорядоченным, 
случайным характером 'изменения во времени и пространстве всех 
элементов потока: скорости, давления, плотности, температуры и 
концентрации примесей. При развитом турбулентном режиме пе
ренос любых субстраций в потоке осуществляется через посред
ство хаотических движений отдельных масс жидкости, так назы
ваемых турбулентных молей. Естественно, что интенсивность 
обмена, в сравнении с ламинарными потоками, намного выше, ибо 
в последнем случае этот процесс реализуется за счет движений 
отдельных молекул. Из сказанного ясно, что (сановная особенность 
турбулентного режима — случайный пульсирующий характер всех 
гидродинамических полей, сопровождающийся интенсивным пе- 
ремешиваниему

Попытки дать точное математическое описание движения 
отдельно взятых турбулентных молей обречены на неудачу, как 
за счет хаотичности их движений, так и ввиду их громадного числа 
и многообразия. В формальном отношении здесь наблюдается 
известная аналогия с флуктуационным молекулярным движением, 
где также имеет место перемещение большого числа частиц. При 
этом исключается возможность нахождения траектории каждой из 
них в отдельности, и вопрос всегда ставится лишь об определении 
статистических средних. Подчеркам и принципиальную разницу, 
наблюдаемую в обоих механизмах|_Хурбулентные моли, взаимодей
ствуя с окружающей жидкостью, непрерывно деформируются, из
меняя свою кинетическую энергию, как за счет внешних поступле
ний, так и за счет диссипации в тепло. В то же время кинетическая
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энергия молекулярных ансамблей меняется только за счет внеш
них факторов, а диссипация не имеет места.

Изучение турбулентных течений жидкости несомненно сложнее, 
чем исследование ламинарных, имеющих хорошо разработанный 
теоретический аппарат и фундаментальные экспериментальные 
обоснования. В то же время турбулентный характер движения 
является наиболее распространенным как в природе, так и в тех
нике. Это предопределяет интенсивность исследований, которые ве
дутся в направлении накопления эмпирических данных и поисков 
путей создания достаточно корректной физической теории турбу
лентности.

§ 1. ВОЗНИКНОВЕНИЕ ТУРБУЛЕНТНОСТИ

Вопрос о переходе ламинарного движения в турбулентное весь
ма сложен и к настоящему моменту в целом недостаточно ясен. 
Мы не будем останавливаться на нем детально, а лишь коснемся 
некоторых принципиальных моментов, концентрируя внимание, 
в основном, на физическом содержании процесса.

-критерием смены режимов течения может служить число Рей

нольдса Re— —  . Оно, как известно, представляет собой отноше

ние характерных значений сил инерции и*вязкости. Первые спо
собствуют порождению контрастов и неоднородностей в потоке, 
а вторые, наоборот, их сглаживанию. Соотношение обоих эффектов 
и дает возможность, в. большей мере качественно, судить о сте
пени турбулизации течения.

Для различных потоков существует свое критическое значение 
числа рейнольдса Re, выше которого начинается процесс турбули
зации. Можно условно выделить две основные причины смены ре
жима течения:' а) гидродинамическую неустойчивость, б) конечные 
возмущения.

В целом вопрос о гидродинамической неустойчивости сводится 
к рассмотрению поведения, в потоке наложенных на него бесконеч
но малых возмущений. Если они со временем затухают — движе
ние устойчиво. Может быть, однако, что амплитуда хотя бы одного 
из них возрастает неограниченно. При этом, имеющийся вначале 
почти чисто периодический режим нарушается, возникают нерегу
лярные пульсации. Вслед за этим появляются турбулентные пятна, 
которые смещаются вниз по Течению, сливаются c. другими, пока 
турбулентный режим не захватывает всего потока. Именно этот 
процесс и носит название потери гидродинамической устойчи
вости

Отметим, что на предел устойчивости влияют самые разно
образные факторы — как-то градиент давления, центробежные си-

* Формально исследование потери устойчивости ведется методом малых ко
лебаний, предполагающим линеаризацию рассматриваемых уравнений.
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лы, расслоение плотности, условия теплопередачи в жидкости и 
теплообмен ее с границами, сжимаемость среды, а также шерохо
ватость стенок.

Вторая из упомянутых причин возникновения турбулентности

кающих в поток извне или возникающих в нем самом из-за нали
чия различных сопротивлений (v — средняя скорость потока,
(v'i) 2—-осредненные сренеквадратичные величины пульсаций, соот
ветственно по осям Xi при г =  1, 2 , 3).

Ясно, что турбулизация потока при отсутствии конечных воз
мущений происходит при больших значениях Re. Поэтому по
следняя величина может служить той мерой, за пределами которой 
ноток заведомо будет неустойчив*.

Поскольку все величины в турбулентном потоке испытывают не
регулярные хаотические изменения, количественное описание всех 
процессов возможно лишь при переходе к осредненным характе
ристикам. При этом целесообразно, как в свое время предложил 
еще О. Рейнольдс, представлять интересующие нас гидродинами
ческие величины в виде %=% +%'. Здесь %, %, %' соответственно 
мгновенные, осредненные и пульсационные значения величины % 
(% — унифицированное обозначение vh р, р, Т).

Однако здесь встает вопрос о смысле получаемых средних и, 
следовательно, о принципах самого осреднения.

Вообще говоря, поля всех гидродинамических элементов в тур
булентном потоке являются случайными. Это означает, что в слу
чае постановки ряда экспериментов при совершенно идентичных 
внешних условиях каждая реализация будет осуществляться с не
которой степенью вероятности. (Для сравнения вспомним, что в 
ламинарном потоке при неоднократном воспроизведении одного и 
того же опыта результаты будут тождественны). Таким образом 
в турбулентном потоке средним будет являться среднее по мно
жеству реализаций, образующих статистический ансамбль. Иными 
словами, под средним значением следует понимать предел, к кото
рому стремится та или иная пульсирующая величина, если внеш
ние условия, соответствующие каждому ‘ отдельному случаю, 
остаются неизменными: Однако на практике его определение

* Последнее еще не означает, что поток сразу турбулизируется, ибо неустойчи
вость может означать, что данное ламинарное течение существовать не может, 
но может перейти в другое уже устойчивое ламинарное течение. Но это всегда 
начало правильного периодического режима.

i

связана с интенсивностью возмущений J — прони-

§ 2. МЕТОДЫ ОСРЕДНЕНИЯ

14* 21,1
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весьма затруднительно. Поэтому приходится прибегать к помощи 
эргодической теоремы. Она утверждает, что при определенных 
условиях возможна замена средних по множеству средними повре
мени или пространству. В частности,, если процесс стационарен, то

x(t) —  cfo; =  const совпадает со средним по мно

жеству. В общем случае поля гидродинамических элементов не 
являются эргодцческими, ибо в большинстве случаев зави
сят от времени. Поэтому указанная замена средних слу
жит лишь приближением к реальной ситуации. При 
этом вместо Г-» оо мы выбираем некоторый конечный интервал 
осреднения, исходя из следующих соображений. Во-первых, 
должно выполняться неравенство Г2<  Т, где Г2 характерный пе
риод турбулентных пульсаций. Во-вторых, период колебаний осред- 
ненного поля Тг должен значительно превосходить Т (7  ̂ >  Т), т. е. 
в течение времени Т течение можно считать квазистационарным.

При конечном периоде осреднения выражение для средних по 
времени величин будет иметь вид

Понимая Т в указанном выше смысле * и используя (17.1), 
легко убедиться в справедливости следующих соотношений:

Предпоследнее соотношение показывает, что средние значения 
мгновенных пульсаций равны нулю.

* Из условия квазистационарности движения по отношению ко времени Т > 
в частности, вытекает %—%.
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X {хХ! х2 , х а, t +  z) dx. (17.1)

С =  С, если С =  const;

(17.2)

Х' =  %—%=%—% =7,—1 = 0 ,



(17.3)

§ 3. УРАВНЕНИЯ Г И Д Р0Т Е 1»М #Д И Н А М И К И  ТУРБУЛЕНТНЫХ
ТЕЧЕНИЙ

Используя полученные в предыдущем параграфе соотношения 
(Г" :"), проведем процедуру осреднения по отношению к выведен- 
'Ы' выше уравнениям ламинарного движения. Прежде всего, 
■\> вставим все гидродинамические величины в виде суммы сред
ня и пульсационной составляющих, т. е.:

Vj =  V j  +  V'j ,

Р =  Р + Р ' ,  

р = р + р ',

Т=Т+Т'.
Рассмотрим вначале уравнение неразрывности, которое с уче

том (17.3) можно записать

до д о ' д ------- д

- £  +  - * ■ — я *  (^ .4 )

Осредняя (17.4) и пренебрегая пульсациями плотности (р'г== О, 
р = р) , получим

до д? Vj *

d t д X j
(17.5)

Уравнение (17.5) легко преобразовать к виду
do dv.

=  (17-6)
Таким образом, если пренебречь пульсациями плотности, то 

уравнение неразрывности после осреднения своего вида не меняет.
Аналогичным образом можно провести осреднение уравнения 

движения. Используя уравнение неразрывности, предварительно 
перепишем его в виде

dov- dpviv. др дП ь. х
~ д Г   ̂ dxj =  ~  ~dx[ ~  'Jx J  ~  pgBm ‘ (17’7)

Подставляя (17.3) в последнее уравнение и проводя осредне
ние, получим

dpv; до1 V[ д — — --------- ------------------------
~dt~ +  ~~Ш Г  =  ~  (р v ‘ V/ 4  vi  р /  ! +  р v ':i v 'i +  Vi +

* Здесь и далее в окончательных уравнениях знак осреднения над членами, 
не содержащими пульсационных величин, опущен.
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dvi dv-
Отметим, что поскольку И/у-■= р. ( ■ Ч— g r̂~ j. то

_  __ / dv dv, \ ( dv\ dv', \ I dv, dv, \
и,- +  п;7 = - ,  Ц  ^ ) +  ,  ( щ  +  W i ) « ,  [ щ  +  ^ ) .

Таким образом, если пренебречь пульсациями коэффициента 
динамической вязкости, то пульсационная составляющая тензора

п
вязких напряжении при осреднении уходит, т. е. - — О.

Это также связано с линейным характером связи тензора вязких 
напряжений и тензора скоростей деформаций. При р'— 0, р =  р 
уравнение (17.8) существенно упрощается и принимает вид

dpv, dpv.v,  др д _
~ Ж  +  ~~дх} +  Щ  ( +  ^  ^  • (17-9)

Используя уравнение неразрывности, уравнение (17.9) можно 
еще представить как . ■

dv, — dv ,  1 dp  1 <9 =  . / i t
-dt +  ^ ~  7  Ш~ +  т  ( v +  Zi/) ~  g B3 ■ ( }

В (17.9), (17.9') введено обозначение r1y =  —pv’t г?). Послед- 
ияя величина носит название тензора турбулентных напряжений 
или, иначе, тензора напряжений Рейнольдса. По внешнему виду 
записи можно сделать вывод, что его действие идентично влиянию 
вязких сил, что в полной мере соответствует и физическому содер
жанию процесса, ибо он отражает перенос количества движения 
путем турбулентного перемешивания-, и возникает при осреднении 
в силу нелинеиности членов, отражающих конвективный перенос.
Существенно, что П,у. <§; , так как интенсивность турбулентного
переноса почти всегда на несколько порядков выше молекуляр
ного. Исключением является лишь весьма тонкий слой жидкости, 
непосредственно прилегающий к твердым границам.

Опуская малое, по сравнение с х , слагаемое П;/., мы мОжем 
окончательно записать осредненные уравнения движения в виде;

dv, dv, 3 dp 1 дх,,
+  * # т к г  =  -  -  4 r  +  A . ’- (17.10)di 1 1 dxj p дхг ‘ о dxj

214



Наконец, осрсдняя обычным порядком уравнение .теплопро
водности, мы приходим к соотношению

(дрТ dpvjf\  др~Т д

+  Г Ч *  +  С '1 т  p V  +  р ' т ‘  +

dp dp'
+  р v'jT>+ р 'v ’jT')) +  - r T +

dt dt '

Если пренебречь пульсациями плотности и давления,, то полу
чим соответствующее уравнение в виде

d T  д п  - T t ^ n  , dp- щ  iJv +  cFf°I T ) +  - 3 1 .

Член с молекулярной теплопроводностью (Jу) может быть 
опущен, так как, также как и в случае переноса количества дви
жения рcpVj V  >  Тогда уравнение тепла упрощается и при
нимает ввдГ 'х

г , [ I L -  4-  Л 1 - )  ~  ~ р~  =  д Р ’ П 7  1 П
pi> \ dt г ' дх- ) df дх.

Здесь Р.,- = — pCpVj Т; — турбулентный поток-тепла в проекции 
на /-Ю ось.

Итак мы видим, что осреднение уравнений гидротёрмодина- 
мики повлекло появление новых неизвестных: шести в тензоре тур
булентных напряжений (вместо девяти, ибо, как легко видеть., тен
зор симметричен) и трех в уравнении теплопроводности. Для за
мыкания системы уравнений приходится привлекать дополнитель
ные гипотезы.

§ 4. ПРОБЛЕМА ЗАМЫКАНИЯ

Проблемы замыкания сводятся к отысканию новых соотноше
ний, которые бы позволяли уравнять число уравнений и неизвест
ных. При этом привлекаются как теоретические соображения, так 
и экспериментальные данные. На этой основе создаются так назы
ваемые полуэмпирические теории, с помощью которых формули
руются недостающие связи. Именно с такой ситуацией мы сталки-

* Поскольку, согласно закону Фурье, поток тепла через единичную площад-

Тт
ку в единицу времени ранен Ут =  — /.т (Хт — коэффициент теплопровод-

/ - ?  д . дТ  д W 7 д дТ 
нос™). ™ /div J r ^ - Щ  АТ - щ  -  щ  Ат Щ  =  h- - Щ ,  Т. е. в силу

/
линейнс^о представления потока div ./т =  0.
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ваемся в теории турбулентности. При этом система, состоящая из 
трех уравнений движения, уравнений неразрывности, притока 
тепла и состояния *, связывает девять неизвестных компонент 
турбулентных потоков количества движения и тепла, а также ве
личины Vi, v2, vz, р, р, Т. Вопрос ставится таким образом, чтобы 
%ij , Pi выразить через прочие неизвестные.

Наиболее естественно, по аналогии с молекулярными потоками, 
предположить наличие линейной связи между тензором турбулент
ных напряжений т ,7 и тензором осредненных скоростей деформа
ций vц . При этом .в простейшем случае коэффициент пропорцио
нальности будем считать скалярной величиной, хотя, разумеется, 
линейная связь тензора 2-го ранга осуществляется с помощью 
тензора 4-го ранга (см. приложение А). Тогда можем записать

где К  — коэффициент турбулентности.
Заметим, что в данном случае аналогия с ламинарным пото

ком чисто внешняя. Это понятно, ибо в последнем случае в каче
стве коэффициента пропорциональности мы имеем р, — величину, 
отражающую физические свойства жидкости, ее вязкость, а введя 
величину К, мы просто выражаем неизвестные величины через но
вую неизвестную. Причем она существенно зависит от структуры 
турбулентного потока, масштабов течения и т. д., а в конечном 
итоге, является функцией координат.

Определим коэффициент С в написанном выше выражении. 
Для этого просуммируем элементы, стоящие на главных диагона
лях обоих тензоров (17.12). Тогда получим

(17.12)

Откуда

С = ~ -  (6+  /Сdiv о ) .

И, следовательно,
dvt

(Ь +  К  div v) by .
->

] * ___
Здесь b —  -jr- V v \v ' j— удельная кинетическая энергия турбулент-
.....  2 fd\
ных пульсаций.

* Если пренебречь, как и выше, пульсациями плотности, то вид уравнения 
р = р RT  при осреднении не меняется.
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Обычно, в целях простоты, полагают

( dvl dvj
(17 .13)

т. е. считают С— 0.
Это еще более огрубляет схему, тем более, что и принципиаль

но это не может быть верным, так как, например, в случае несжи
маемой жидкости, суммируя в (17.13) элементы главной диаго
нали, слева вновь получим 2 Ь, а справа нуль; ибо d i v y = 0 .

Все вышесказанное в полной мере применимо и к членам v\T', 
так что можно записать

Во многих работах считают а т = 1 ,  т. е. /Ст==/С, хотя это спра
ведливо далеко не всегда. Последнее объясняется тем, что при 
наличии градиента температуры механизмы переноса тепла и ко
личества движения в турбулентных потоках не идентичны, ибо 
тепло не является пассивной субстанцией. Поэтому, если, на
пример, в атмосфере температура с высотой падает, то архимедовы 
силы помогают перемешиванию, увеличивая его интенсивность, а 
при обратной ситуации, наоборот, затрудняют.

После всего сказанного можно турбулентные уравнения нераз
рывности, движения, тепла и состояния записать в виде:

(17.14)

где

К
К  ■

(17.15)

( 1 7 . 1 6 )

дТ дТ
—  4 - V,

( 1 7 . 1 7 )

p =  pRT. (17.18);
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ГЛАВА XVlll

ПОЛУЭМПИРИЧЕСКИЕ ТЕОРИИ ТУРБУЛЕНТНОСТИ. 
ТУРБУЛЕНТНЫЙ ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ НА ПЛАСТИНЕ

Обратимся к выяснению физического смысла коэффициента 
турбулентности. Для этого, прежде всего, введем одно из цен
тральных понятий теории турбулентности — путь смешения. Под 
ним, по аналогии с длиной свободного пробега молекул, пони
мают путь, проходимый турбулентным молем с момента зарожде
ния до момента его полного исчезновения. При этом предполагает
ся, что на всем пути индивидуальность моля сохраняется, и лишь 
в конце он полностью и мгновенно смешивается с окружающей 
средой. Разумеется, на самом деле моль взаимодействует 
с остальной жидкостью, теряя массу и затрачивая часть своей 
энергии на преодоление вязких сил. Таким образом, аналогия 
с молекулярными процессами здесь чисто внешняя и подобная 
параллель оправдывается в основном лишь простотой представле
ния.

Установим теперь, исходя из данной концепции, выражение для 
коэффициента турбулентности какой-либо субстанции а. Для этого 
выделим в жидкости на уровне г горизонтальную площадку еди
ничной площади, и рассмотрим количество а, проносимое через нее 
в единицу времени. Соответствующий ноток, естественно, равен 
apvz =  mza где гп — масса. Осредцяя эту величину, получим

Следовательно, полный поток слагается из осредненного и 
пульсационного, вызванного турбулентностью.

Если z-\-l„ уровень зарождения молей, то можно записать

Разлагая левую часть последнего равенства в ряд и ограничи
ваясь первым членом, находим, что

Знак минус в (18.2) появляется за счет того, что для молей, 
движущихся вниз, v'z и, следовательно, т / < 0, а 1а> 0 и, наобо
рот, при перемещении вверх 1а< 0, / п / > 0 .
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ctpv?— amz - f  а'т/.

а (z-\-la) — ci (2) -\-а'.

(18.1)

Поэтому
----  ии

а'т/=  —!ат/ (18.2)



Множитель, стоящий перед градиентом осредненной характе
ристики, называется коэффициентом турбулентного обмена, а вели-

/ / 7 2  ^

чина К - = ———'есть коэффициент турбулентности. Значит,

а'т/ da , „— — Ка —~—  ■ (18.3)
р dz

Если речь идет о переносе количества движения в потоке не
сжимаемой жидкости, движущейся со скоростью vx, то

К—
и

dvr *
-Vx'vz' =  К dz

Аналогично для потока тепла К ^ -Ц Т ',
dT dT

T W t =  -  - г -  = — =4 Кdz т dz
Таким образом, мы видим, что коэффициент турбулентности по 

своему физическому смыслу есть интенсивность турбулентного 
обмена. Однако опять же вопрос о его количественном определе
нии остается открытым, ибо без дополнительных предположений 
мы не можем найти длину пути смешения /.

Наиболее простой путь в этом направлении был предложен 
Л. Прандтлем, который впервые ввел понятие пути смещения. Он 
предположил, что для пограничного слоя справедливо условие 
пропорциональности l~z, где z — расстояние от стенки. Основа
нием для этого послужило то, что наличие твердой стенки, сквозь 
которую моли проникать не могут, является естественным ограни
чением и для величины I. Следовательно, в этом случае

/ = k z , ( 1 8 . 4 )

где х — экспериментальная константа.
Более физически обоснованной является гипотеза Т. Кармана, 

в основу которой заложен факт зависимости интенсивности турбу
лентности, а следовательно, и пути смешения от характера распре
деления скорости в потоке. В этом случае ищется зависимость

~ / dv d? *и \
\ ~dz’ dz**' ' ' ' -^сли ограничиться 1-й и 2-ой производны-

/ dvx d2vx \
ми, то будем иметь t=f  I "d& / ' Последнее означает, что

"'Ясно, что эта формула и предшествующие ей рассуждения о пути смеше
ния, могут быть легко обобщены и на случай трехмерного движения.
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характер турбулентности определяется градиентом скорости я кри
визной ее профиля, от которых зависит возможность и степень 
вихреобразований в потоке. Анализ размерностей приводит нас 
к простой формуле

/=%

dvx
dz

dz*

где x —т эмпирическая константа.
Ее можно переписать несколько иначе:

d v ,

dz
dvxV 'd /

dz I dz
Если скорость потока не параллельна оси х, то последнее вы

ражение легко обобщается и на этот случай, приобретая вид

«Ч-
dz +

dvy
dz

d
ds

' jdvx 
dz

/ £ V 2'
V dz

(18.5)

Формулы (18.4) или (18.5) в принципе позволяют замкнуть за
дачу, ибо, с учетом (18.1), сможем для коэффициента турбулент
ности записать выражение:

К - -
1т' Г2

dvx
dz

da
dz (18.6)

Здесь принято la =  l-
Однако обе рассмотренные схемы являются с физической точки 

зрения весьма грубыми и, кроме того, справедливы только для слу
чая нейтральной стратификации. Расширить сферу их применения 
и уточнить можно с помощью уравнения баланса турбулентной 
энергии, которое в данном кратком очерке мы рассматривать не 
будем.

§ 2. ТУРБУЛЕНТНОЕ ТЕЧЕНИЕ ПО ПОВЕРХНОСТИ ГЛАДКОЙ
ПЛАСТИНЫ

Для иллюстрации применения идей теории пути смещения и 
выявления отличий между ламинарными и турбулентными тече
ниями, обратимся к простейшему, но принципиально важному 
примеру.; А именно,-рассмотрим', движение несжимаемой жидкости 
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вблизи поверхности плоской гладкой стенки бесконечной протя
женности.

При этом будем предполагать отсутствие внешних сил 
и считаем, что движение происходит без ускорения. Последнее 
означает, что если ось х направить вдоль осредненной скорости vx, 
то vy = 0  и все производные по х от осредненных величин равны 

<dvx др
нулю 0 j- Поскольку речь будет идти о движении

в области, находящейся вблизи стенки, то в задаче справедливы 
приближения пограничного слоя. Это означает, что изменение на
пряжений по у значительно превосходит изменение их по х. Поэто
му логично оставить только производные от напряжений по у и не 
учитывать производных по х. В такой постановке уравнения лами
нарного движения вырождаются и лишь из первого следует ра
венство

d-v 

‘‘ - # = 0 -

Интегрируя это соотношение, получим
~Ох =  С у - \ - С \ .

Таким образом, имеем линейный профиль скорости. Постоян
ные интегрирования легко определить, зная, что vx\y=o = 0, и по-

dv ,.
лагая известной величину напряжений на стенке то=|д.

Используя эти условия, будем иметь
dy \>=0

у • (18.7)(А

В случае турбулентного движения вся система уравнений в на
шем случае сводится к равенству

д v'x v\,
0 .ду

Интегрирование этого равенства дает

-Vx Vy —  Co.

При у-*0 а следовательно, vx’vv'-*§. Поэтому С2 должно
быть равно то, т. е. в самом тонком, непосредственно прилегающем 
к стенке слое, движение должно быть ламинарным (ламинарный 
подслой). При удалении от нее турбулентная вязкость начинает 
доминировать и влиянием молекулярного трения можно прене
бречь. Поэтому

— р E>../D,/ =  T0= C O n s t .
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С учетом (18.6) последнее равенство может быть переписано
в виде

о
р

или, с использованием гипотезы Прандтля относительно пути сме
шения l— ку, приходим к уравнению

Сравнивая (18.7) и (18.8), мы убеждаемся в том, что в турбу
лентном потоке имеет место совершенно другое распределение ско
ростей, чем в ламинарном*. При.этом, как и следовало ожидать, 
профиль скорости при наличии турбулентности внизу изменяется 
значительно быстрее, что связано с большей интенсивностью обме
на количеством движения.

В заключение заметим, что постоянную С3 следует определять 
мз условия сопряжения турбулентного слоя с ламинарным под
слоем, ибо логарифмический профиль не может быть проэкстрапо- 
лирован вплоть до самой стенки.

Г

После интегрирования получим

(18.8)

* Разумеется, этот вывод справедлив не только по отношению к данной за
даче, но носит общий характер. :
2 2 2  ■ .



ПРИЛОЖЕНИЕ А

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕНЗОРНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ

Объекты различной физической природы требуют при матема
тическом описании различного числа компонент. Так скалярные 
величины типа температуры, плотности, давления могут быть пол
ностью охарактеризованы только своими численными значениями. 
Другие являются векторами (перемещение, скорость, ускорение, 
сила, момент силы и т. д.). Для их определения надо указать не 
только численное значение величины, но и ее направление в про
странстве. Однозначно заданы они могут быть совокупностью трех 
величин, например проекциями на оси какой-либо координатной 
системы. Примерами более сложных объектов являются тензор 
напряжений и тензор скоростей деформаций в жидкости, требую
щие для своего описания девяти компонент. Свойства анизотроп
ных тел определяются совокупностью 81 величины и т. д.

Удобно с целью унификации назвать скалярные величины тен
зором нулевого ранга (3° — одна компонента), векторные — тензо
ром первого ранга (З1 — три компоненты), тензор второго ранга 
требует З2 величин, четвертого — З4 и т. д. Таким образом, прихо
дим к понятию тензора re-го ранга, имеющего Зта компонент, и 
будем с этих позиций рассматривать операции над конкретными 
физическими объектами.

Примером возникновения понятия тензоров может служить на
пряженное состояние в жидкости. Напряжение есть сила внутрен
него взаимодействия частиц жидкости, отнесенная к единице пло
щади. Ее векторное описание в принципе невозможно, ибо помимо 
величины и направления в пространстве должна быть также 
известна ориентация площадки, к которой она приложена. Чтобы 
избавиться от последнего ограничения, напряжение в точке сле
дует выразить через три величины, приложенные к площадкам 
строго фиксированным в пространстве. В качестве последних 
удобно выбрать координатные поверхности или плоскости в случае 
декартовых координат. Тогда сила, приложенная к каждой из этих 
поверхностей, является уже вектором и может быть задана тремя 
компонентами, а всего их, естественно, будет девять (см. гл. VII).
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Напряжение, как мы видели, записывается в виде матри
цы (Рц):

-> f -^12 Р .З  ]
р + = п Р = п  р 2] р 22 p 23 I (АЛ)

-^31 -^ 3 2  Р 33  '

Отметим, что для тензоров вообще удобна матричная запись. 
При этом скалярная величина запишется просто (а).

Если а— (аи сг, йз) — вектор, то будем иметь матрицу-столбец

«2 

' <*з
Для тензора второго ранга (air- ) (i, /  =  .1, 2, 3) матрица имеет 

вид

а 11 # 1 2  й  13 1

«21 а22 #23 ' (А.2)
а 31 0-32 Щ з  '

Суммой (разностью) тензоров является тензор, компоненты ко
торого представляют собой сумму (разность) компонент слагае
мых. Для тензора второго ранга, например, имеем

cij —  aijArb ij.

Ясно, что складывать (вычитать) можно лишь тензора одного 
ранга и в результате получаем тензор того же ранга. По сути дела 
речь идет о сложении или вычитании двух аналогичного вида 
матриц.

Умножение тензора на скалярную величину а сводится к умно
жению на нее всех его компонент, т. е. а (а ;7) =  ( аау ).

Внешним произведением тензоров называется новый тензор, 
ранг которого равен сумме рангов сомножителей. Его компоненты 
представляют собой всевозможные комбинации произведений ком
понент сомножителей. Пример произведения тензоров первого

—У —?*■ —
ранга дает диада v v (v — скорость)

1 I" Vi'Oi VjV2 V\V-A 1

2̂ f “  | y2wl V2V2 2̂̂ 3 I . (A.3)
V., J ( V-.Vi V3V2 U3U3 j

В итоге получаем тензор второго ранга. Аналогично при умно
жении тензоров второго ранга a{j , bfim получаем тензор четвертого
ранга &ijkm
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Существует тензор, называемый единичным, при умножении на 
который каждый тензор 2-го ранга переходит сам в себя. Он 
обозначается U, а его компоненты б /у- 
и б.7 =  0, если i ф j.

причем б ;/- = 1, если i= j

Таким образом,

Легко удостовериться, что

aU- a„-\i

(А.4)

1 0

0 1

f  « и «12 «13
1  f

«12 « 13

0 1
0

) “ 21 «22 «23 «2 2 «23

0 0 1 J ' «31 «32 «33 ) 1 «31 «32 «33

Тензор может быть симметричным или антисимметричным по 
паре индексов, если при их взаимной перестановке его компоненты 
или не меняются (симметричный) или изменяют свой знак на про
тивоположной (антисимметричный).

Поэтому, если S i}- симметричный тензор, то

% | •

Легко убедиться, что это эквивалентно равенству компонент, 
расположенных симметрично относительно главной диагонали, так 
что справедливо следующее:

(А.5)

Следовательно, у симметричного тензора имеется лишь шесть не
зависимых компонент.

Для антисимметричного тензора А у должно выполняться усло

S u •S12 5 i3 1 1г s „ ■S)2 13

^21 ^2 2 S 23 н S i? ^22 ^23

•$31 ■̂ 32 S 33 -
1 1- S 13 ^23 5 зз

вие А,у — V
Ясно, что все диагональные элементы антисимметричного тен

зора равны нулю, при i==j имеем А ц =  — Аи , т. е. величина равна 
себе самой с обратным знаком, что означает Ац =  0. Матрица для 
антисимметричного, тензора имеет вид

0 А12 А13 |
—Ап 0 ^53 ( ‘ (А.6)
~ А п- 0 ]

В этом случае имеется три независимых компоненты. 
15 Зак. 112 225



Любой тензор. второго ранга а,у может быть разложен на 
сумму симметричного и антисимметричного тензоров, т. е.

Сц =  (с и -т Cji) +  ( с и ~  сг ^  (А -7 )

Обозначая Sy —  (с,7 +  с,-;) и Аи =  (с/у -- cji) , видим, что

Sy =  Sy7 и Аи= - А л .
Все рассмотренные операции над тензорами отражают конкрет 

иые свойства величин, с которыми приходится сталкиваться в раз
личных областях физики и, в частности, гидромеханике.

226



ПРИЛОЖЕНИЕ Б

ЗЛПИСЬ УРАВНЕНИЙ ГИДРОМЕХАНИКИ 
В КРИВОЛИНЕЙНЫХ КООРДИНАТАХ

§ 1. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ КООРДИНАТЫ

При аналитическом описании физических явлений, как пра
вило, используется координатный метод. Выбор системы коорди
нат носит, в известной мере, субъективный характер. Поэтому есте 
ственно поставить вопрос, во-первых о математической формули
ровке какой-либо физической задачи, выраженной в самой общей 
инвариантной форме, независящей от системы координат; и, 
во-вторых, о переходе от обобщенной записи к конкретной 
с использованием той координатной сетки, которая наиболее целе
сообразна при решении поставленного вопроса.

Ниже мы приведем основные сведения, касающиеся методов 
записи уравнений в инвариантной форме и способов их преобразо
вания при переходе от одной координатной системы к другой. При 
этом основное внимание будет уделяться наиболее употребитель
ным в практике ортогональным системам координат.

Наиболее часто используются декартовы косоугольные или 
прямоугольные координаты (х , у ,  z ) = X \ ,  х 2, х 3) ,  Однако, наряду 
с ними, широко применяются криволинейные координаты qu q2, Яз *. 
Они однозначно связаны с декартовыми, т. е.

<7i =  <?i (х и  х 2, Хз) ; 4 2 = 4 2  { X i , x 2 - x 3)-  q 3= q 3 ( х и х 2, х 3)

и обратно

{ q i ,  <72, </з); x 2 = x 2 { q \ , q % q z)-, х 3= х 3 { q u q2, qs) .

dqt
Естественно, это предполагает: что якобиан det 

от нуля и от бесконечности.
дхк отличен

* Переход к криволинейным координатам производится с целью упроще
ния рассматриваемой задачи, ибо за счет их удачного выбора можно, например, 
упростить уравнения или уменьшить число аргументов. Так при наличии осевой 
симметрии целесообразно ввести цилиндрические координаты. Направляя ось z  
по оси симметрии, получаем двумерную задачу, так как рассматриваемое явле
ние не зависит от угла поворота.
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Условие qi —  const определяет координатную поверхность. 
Ясно, что координатные поверхности, соответствующие одной и той 
же координате, не пересекаются между собой. Наоборот поверх
ности, отвечающие g,: =  const и <7 . =  const, пересекаясь образуют
координатную линию <7̂  — const. Каждая точка пространства фик
сируется как результат пересечения трех координатных поверх
ностей или двух координатных линий. В качестве примера ука
жем, что в цилиндрической системе координат (R, ф, г) коорди
натными поверхностями являются:

R =  const — круговой цилиндр,
Ф — const —̂ полуплоскость,
г — const — плоскость перпендикулярная оси z, а координатные 

линии:
R =  const, ф =  const — прямая,
Ф =  const, 2 — const — прямая, 
i? =  const, 2 = const — окружность.

Радиус-вектор любой точки пространства в декартовой прямо
угольной системе координат может быть представлен как

r— X\ii-\-Xzii-\-x 3/3 =  X{ii, (Б.1)
->•

где i —  орты.
Расстояние между двумя бесконечно близкими точками соот

ветственно запишется в виде

dr=dXi-U. (Б.2)

Перейдя к ортогональной криволинейной системе координат Ц\,
->

q2, <7з, мы можем рассматривать dr как диагональ элементарного 
криволинейного параллелепипеда, образованного координатными 
поверхностями.

Если ds . (/== 1, 2, 3) есть длины ребер (рис. Б. 1), то

d.s\B\ =  dsj * £ j , (Б. о)
•

где еj орты рассматриваемой системы координат.
Величины dSj можно записать через координаты dq j , введя 

коэффициенты пропорциональности называемые параметрами 
Ламе. Тогда

dsj —  Hj-dqj. (Б.4)

Теперь вместо (Б. 3) будем иметь выражение

d r — Hj dqj - e j .  ( Б .5 )
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Дифференцируя (Б. 5) по каждой из координат, получим

дг и  -*
dqj J >

Возведем в квадрат обе части последнего равенства. Это равно
сильно скалярному умножению левой и правой частей уравнения 
на себя, т. е.

а м ) = н ; •<*?>•
Или, поскольку ej— орты, то (еу- еу) =  | е} j 2== 1 •

Поэтому

дг дг
~Wj'~9gj

=  Н) (Б.6)

В свою очередь, продифференцировав (Б. 1), приходим к соот
ношению



\d4j dqj! ~ £ x \ dq} Г  V '

(Б. 6), Hi
1J

Подставляя (Б. 7) в (Б. 6), находим
3 ' дх,
м  \ dqj ; 

или

» > = у  Щ  + , Б ' 8 >

Элемент поверхности йог с учетом (Б. 4) можно записать в виде.

doi=dSjdSh= Hj-Hhdqjdqk (Б.9)
где i, j, k образуют циклическую перестановку чисел I, 2 , 3. 

Элемент объема dx:
dx=dsl-ds2-ds3= H lH2H3dqidq2dq3. (Б. 10)

§ 2. ЗАПИСЬ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 
В ОРТОГОНАЛЬНЫХ КООРДИНАТАХ

Рассмотрим теперь некоторые дифференциальные операторы 
в ортогональных криволинейных координатах.

1. Градиент скалярной величины. Согласно определению гра
диента скалярной величины <р его проекции на координатные ли
нии

д<в \ дч 1 да /с <, \
a t ) , ,=  -S7  =  тг, ■ Ж -  (БМ)

2 . Дивергенция потока. По своему физическому смыслу дивер
генция — это разность потоков свойства а, переносимого
жидкостью, втекающих в единичный объем и вытекающих из него 
за единицу времени. Рассмотрим элементарный объем dx 
(рис. Б. 1) Через площадку dO)=ds2ds3 втекает — avxds2ds3, а вы

текает aV]ds2dsz+ ^ ~ ^ ^ ~ —-  dqv (Знак минус в первом потоке

появляется за счет того, что он направлен против внешней нор-
. d(avlds2ds3) d(aviH2Hs)

мали). Их сумма— ------  или> с учетом (Б. 4 ) , ----- — ----- X

y^dq\dq2dq3. Аналогично, для площадок dsxds3 и ds\ds2, соответ

ственно: д (а^ Я 1Я?)-  dq\dq2dq3 и dqxdq2dq3. Общая
и Яъ  ̂V8



Сумма, отнесенная к объему (Б. 10), дает нам дивергенцию'
1

di v a v = H^ Hz
' д (а у ]Н 2Н а) d(av2HlH 3)

dqi dq2

d{av3H 1H 2)
d q z (Б.12)

3. Оператор Лапласа скалярной функции ср. На основании фор
мулы векторного анализа A<p =  divgrad(p, учитывая (Б.11) и (Б.12) 
можно записать, что

А ф = div
1 д<? 1 С*ср

X
д 5ср

dq,

d q l Н г d q % Н г d q b

д 1Н ХН % дер 
dq2 \ Нг dq2Нх dqx

д__ (И,Н2 д«>
д q ? Hs д ,

X

. (Б.13)

1 ду
Здесь роль avi играют компоненты градиента -щ- -д~̂ -

—> —̂
4. Вихрь (ротор) скорости (Qssrota) .  На основании формулы 

Стокса (j) vsds—  J’j rotnvdo, используя теорему о среднем, можно
s  . .  а

записать, что Йп-ст=ф vsds. Для элементарной координатной по-
З'

верхности (рис. Б. 2) da$ последнее соотношение

можно переписать в виде
4

□зЙОз Vm.dsm.
т = I

Знак осреднения опущен, ибо в пределе мы имеем точное равен
ство.

При указанном на рисунке направлении обхода и скорости это 
равенство можно, развернуть и представить в виде

Q.3da3 — vSi ,rfs,

U  7  2

-vSids2+  1 vSt ds2+ a qr

m



Имея а виду, Что dsi= Hidqi н da-: =  Н ,Hkdqjdqh, получаем

Q3
1

\ и 2

d(v2H 2) ___ djVjН {) 
dq1 dq2

Аналогично могут быть получены Qi и £2г, так что, обобщая, можно 
записать

1

HjHk
д (vkHk) d(vjHj)'

(Б.14)д q}. д qk

где i, j, k образуют циклическую перестановку чисел 1, 2 , 3.
5. Оператор Лапласа для вектора скорости. Для отыскания его 

выражения следует воспользоваться известной формулой вектор- 
—̂  ̂  ̂

ного анализа Au =  drad div v — rot rot v. Выведенных выше соотно-
шений вполне достаточно для того, чтобы найти проекции А а на 
оси координат. Опуская элементарные, но весьма длинные выклад
ки сразу запишем

Aw. г J _  д 
//,. dq]

Н '—  I J L
dgj

1 д
Я]Я2Я 3 „7“ , д qn

Н\Н2Н$ vm

Я ,Я 2Я з

д

Hk [ д ^
г г - о  5—  —  aH iHj \dqi v ' dqj ‘

dHj ( d
u~Cr~ л— — я— К  Hk)HiHk \dqk ' dqt k

(Б.15)

6. Конвективная производная скорости. В векторном анализе 
выводится формула

(и-А) у =  grad -у-b(QXa),
или в координатной форме 

dv. д
ds, •j +

(а)

(б)

Поскольку скалярное произведение (v -v )=v 2 должно быть 
неизменно в любой системе координат, то, например, при г= 1  
можно записать

д / v1 \ 1 д / v] v\ 4-v\
ds, [ y ) =~TiI d ^ l  "2  “  

l1 (v dVl +  V dV* JLV 9VS '
777 I ' a»T +  l‘H 7 T +  ‘ aqx

Соответственно при i =  1 два последних слагаемых 
нии (б) будут Q2V3—Q3y2- •
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Раскрывая Q2 и Q3 на Основании (Б. 14), получим
д г\ г?3 д ( v<f д Я ,

2̂ 3 Р̂.̂ 2:— t-f я ,, t-7 л „ Ь‘Ня dq?i Иг д qx Я ХЯ 3 д q3 
д H ?i v2 д v2 ) юг dvv v\ д Н-> , vxv̂  д Н х: _ = г ;

Н гН % д Hl d'q, Я 3 <9<72 Я.. д а1 НХН„ д q2 '

Складывая последнее выражение с (в)’, будем! иметь
dvx _  vx 9г>х , », dvx vb dvl v{02 д Hx .

Va lfq~a ~~ ТГХ d~q̂  ~r  1T2 dq.2 ~FT% d qs H l Я 2 9 q2

3 Hx v\ д Я 2 _  9 Я 3.
Я гЯ 3 d ? 3 Я ,Я 2 d<?, Я аЯ 3

Аналогично могут быть получены формулы для i = 2, 3. 
В общем виде выражение для конвективной производной можно 
представить как

Va d v i _  Л  Л J .  V  Vk°l — *
д Я , kh  H k 9 q k H ,  Д  H k d q k

Л  v  v% d H k
Hi fttr, и >г 9 Qi '

2 . 'ттг -т>тг- <БЛ6>

7. Конвективная производная для скалярной функции ф. Как
известно она может быть записана в виде скалярного произве- 

,дения

■(7.grad Ф) =  А .  (Б.17)

§ 3. у р а в н е н и я ' в ОРТОГОНАЛЬНЫХ КООРДИНАТАХ

Теперь мы можем приступить к выводу сформулированных 
выше законов сохранения в любых ортогональных координатах.

1. Уравнения неразрывности. Полагая >в (Б. 12) а == р, мы
можем сразу записать

др 1

Или с учетом (Б. 17)

d(pvxH2Hs) d{pv2HxHz)
dqi dq2

d(pv3HxH2)

+

d q  з

= 0 . (Б.18)

i L - L  V - М »  • 4- ___ v  3 ( н 'н *н ^  \ _ n  m
dt ' ^  H k [  * d q J  +  H t H t H s  &  d q k { — J T k ) ~ 0" <ЬЛ8 >
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2. Уравнения движения. Учитывая формулы (Б. 11), (Б. 15), 
(Б. 16), мы вместо (8.7) должны записать уравнение вида

Р
'dv,

dt
3  3  ■ _ 5 г ?  _______

*-! Н1 д qk 1 Я , Ик д qk Я г &  Нк д Ч\

1
Я г dq; ‘ 3 ‘ Я,; 5?,

1 з
Я .Я .Я 3 т =

Н\H2HzVm \

^  f g
dq.НгН2Н з

Я , / (?
7Г7Г ( ^ У

а Vj д

H , H j \ d q A J '
д

я „

0 ?,

д Ц;

К Я а) ) | К р^. (Б.19)

3. Уравнение теплопроводности. Оно может быть получено на 
основе формул (Б. 13), (Б. 17), где ф =  Т. Формулу для диссипа
тивной функции дадим без предварительного вывода, который 
в принципе прост, но слишком громоздок. Тогда вместо (9.11) 
получим

дР , * Vj_ сф 
dt Ь  Я г dqtj

дТ , vL . дТ 
с„ р 1 - ^  +  2  77

X
£

хт * з / Н \ Н 2Н% dT  
Я ;2

5 /  Я ,Я 2Я 3о г \ 1 2 , 1 8

.2 1 
3  ̂Н\Н\Н\ X

Я хя ,

Hi

д Я

/=1 А=1 

3
. (Б.20)

Уравнения для случая общих неортогональных систем координат могут 
быть представлены в следующем виде: 

неразрывности

'=1
, у  vk _гх_ . _JL_ у

dt i ^ A  д qk J V G  £ л d qk

количества движения



теплопроводности 

дТ
СрР

V —  
V a j±X dq‘

dt + S >/ = 1
3

V g H s'
/ - I

s _dT 
dq‘

, d T

J/L  +  V
^  Й  dql J

d ql

x  2  E  ^m=I л = 1
irfi „kn

( V / i  O / n  T  V m  V a )  - 3

/ = 1 k=l 
1 3

г -  У  — г (vl V  G) 
VG t l  ?>q' K V ’

Все они составлены для случая контравариантных компонент. Здесь 
G — фундаментальный определитель метрического тензора [| gik [|; g lk — кон
травариантные компоненты метрического тензора; уг г/* — ковариантная про
изводная контравариантного вектора. Остальные- обозначения сохранены.

§ 4. Ц И Л И Н Д РИ Ч Е С К И Е  И СФЕРИЧЕСКИЕ КООРДИНАТЫ

Теперь обратимся к наиболее употребительным цилиндриче
ским и сферическим координатам и запишем их с помощью урав
нений (Б. 18'), (Б. 19) и (Б. 20) *.

1. Цилиндрические координаты. q { =  г, q 2= < $ ,  <7з = 2; Wj =  v T, 
v 2= v 9, v s = v z (рис. Б. 3).

При этом декартовы координаты связаны с цилиндрическими 
формулами: JCi=rcos<p, *2= /‘sirup, x3= z  (xi— x, х2=у, x3— z).

По формулам (Б. 8) легко найти, что Н\ =  \, H2=r, Н3—  1. 
Подставляя эти значения Hi в (Б. 18), (Б. 19), (Б. 20) соответ
ственно будем иметь:

* При этом мы не будем расписывать вязкие члены, ибо в принципе про
цедура ясна, а сама запись занимает слишком много места.
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уравнени е неразры вности’

уравнения динамики в проекции на оси координат
dvr
~dt

1 5  -4.
dr '

»'<p
r

dvr
dtp

dvr 
+  dz

V%
r ~~

- _ X  ЁЕ-Л _/?
P  dr 1 '

(Б.22)

dv<?
~W +  vr dr '

Vip 

r
dv„ , dv,0 . 
3— 4- v, 1 -j— 9® z dz 1

Ьг _
r

_  J _  4- F
pr df ' 9' (Б.22')

dvz
dt - +  vr-

dvz
dr

1
1 r

dvz
a.

d v z  _  
dz

_ J _ 3 P  + / ? •
. P  dz ' z’

(Б.22")

уравнение теплопроводности
(дТ дТ vv дТ дТ\ (др др vv др 

ср ? \ д 1  +  v'd F  +  ~F~ ~dZ^~v* d i  J -  [~dt+ V r dr~ +  ~F  Щ  +  

др \  {д*т 1 д2Т д2 Т 1 дТ\
+  V* ~дг \~д? +  Т 5" ftp" +  +  Т  дг)' (Б>23)

2. Сферические координаты. Рассмотрим сферическую систему
координат на земле, направив ось г по радиусу Земли, 0 — угол до
полнения к широте, X—-долгота (рис. Б . 4). В этом случае qi=r,
<72= 0, Цз— К vi =  vr, v2=va, v3— vi. При данном выборе коорди
нат ю х = 0 ,  ибо угловая скорость вращения Земли перпендикуляр
на широтным кругам.
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Из рисунка ясно, что x=rsm  6 cos А,, г /= г  sin GsinA, z = r  cosd. 
По формуле (Б. 8) находим, что Я  1 =  1, H2=r, Hz— г sin 0. 

Тогда уравнения (Б. 18'), (Б. 19) и (Б. 20) соответственно за
пишутся в виде:

9р , до , Vb др vi ф  ( dv \ дщ 1  -у ___  _U —__ —L— -U ------ --------- — 4 - 0 -----L ~ l~ --- ------  — -Ц
dt ' r dr r 90 r sin 0 9A  ̂ dr ' r 50

, 1 +  | =  0; (Б.24)
r sin 6 d\ r 1 r

d vr ., dvr } vo d vr vk d vr vj -j- vi
dt ~тХ>г dr ' r 90 1 rs in0 9/. r

=  — T - | -  +  ^ .  №-26)

d v 6 ^  дщ_ дур v i d v 6 ■ vr ve

dt 1 ^  dr r 50 1 r sin 0 dl , r

r  pr 90 .

дух 9 fx  щ__ d vi ] vx dvx vr vi vh v>. c tg  6 _
dt dr r 96 ^ r s i n O  dl- r r

_  1 dp
pr sin 0 dl +  F\  — 2ш (i>9cos 0 -j- rrsin б); (Б.25")

дТ dT . ve dT vi dT N 
*">» P I I - . ЯЙ hp I dt ' r dr r <90 r sin 0 d~k

+  v d p . J L  | dP \  / ? ! !  , _ L ¥ I ,
[dt ^  r dr ^  r 90 rsin 9 9),'/ ‘T U r 2 ; r2 90’

, ,1 9 2 Г  , 2 9 Г  ctg0 dT \
г д а ^ т т  i f +  ~ w j- . ■ (B-26)

§ 5. ТУРБУЛЕНТНЫЕ УРАВНЕНИЯ В КРИВОЛИНЕЙНЫХ 
ОРТОГОНАЛЬНЫХ КООРДИНАТАХ

К ранее выведенным уравнениям (Б. 19) и (Б. 20) нам необхо
димо подключить члены отражающие турбулентные потоки коли
чества-движения и тепла *. Поэтому прежде всего остановимся на 
выводе выражений для тензора скоростей деформаций, где ско
рости понимаются как осредненные. Для этого рассмотрим инва
риант 6 s2 (8 s — элемент дуги в пространстве).

; . Последние члены, .отражающие эффекты молекулярной вязкости, мы 
опускаем в виду их малости в сравнении с эффектом турбулентного переноса.
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В любых ортогональных координатах

Щ  bq].
;=i

Продифференцировав последнее соотношение по времени, 
получим

d osos

Поскольку V i 

равенства:

dt
гj . dt(ji
H  ~di aq' + H i  5<7i ~ d F

dsi 
dt :H,

dq,

dHj_
dt

d о qf 
dt

dt 

dH;
д Ян

djh
dt

-  d4t

то справедлины следующие 

, дН,з

ft=i

:i d

H t

Учитывая последние выражения, будем иметь

8s d Is 
dt H b У к ч + ю т г г М * ‘ « ‘ \

Или, ввиду того что б Si =  Hibqu получим

d  b s  £  £  Г Ч  i _ f j ±  J  1 Vl
Ну дbs dt

3 3
V

г-i k=\
У v  \тттт ir1' ^  л~ A  [Я , Я* 5 qk

. (Б.27)

В прямоугольных декартовых ' координатах Н{ =  \, поэтому 
$Si =  8Xi, и, как легко видеть,

м и - 1 ?  +dt dxt дх* дх,.

+ ( & + £ ) • * ■ * * + ( £

дх2 д хг
dVo
дх-> &Х2 SXg •

Сравнивая последнее выражение с (2.13), мы убеждаемся, что 
множителями при элементарных площадках Sxi-6xy- являются со
ставляющие тензора скоростей деформаций. Естественно, что это 
же имеет место и в любых других системах координат, т. е. можно 
записать

d b t  3 3
[= i

(Б.28)
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Из (Б. 28) и (Б. 27), опуская элементарные промежуточные 
выкладки, находим

г>, \ __ 1 dv t
dqk ддг Щ  J Нг dqx

v2 dH% дН,
Н,Н2 дд2 ^  Н ХНЪ dq, !

(Б.29)

23 '
Н2 д / v2 \  Нъ д

T q % \Т Т 2 )  +  Ж  W7h  \  Н ,

dv„ д Н, v,

1 d v 2 
Н 3 d q s

д Н ,
Н., dq2 Н2Н3 д qs Н? Нъ dq2 ( Б . 3 0 )

Все прочие выражения получаются из предыдущих циклической 
перестановкой чисел. 1, 2, 3. Для случая цилиндрических коорди
нат из (Б. 29) и (Б. 30) следуют следующие выражения для со
ставляющих тензора турбулентных напряжений {17.13):

= 2Afp 

= 2 /Ср 

:2 Кр 

-К?

dvT
~ д Г ’

1 д V,

г дср 
dv,

•L д.

дг ’

1 dvr ' дщ 
г 9® дг

( dv  dv  '
Kr \ ~at + SF

W’<Pг ■ ■Кр _L l l z . -4- '
r dtp dz

(Б.31)

Для сферических координат:

Ч г = г , <72 =  6i ?з =  '-, ^1 =  1, н 2= г ,  Нз— r-sinQ, 

vi , ? j= .0 e ,  vz v,.
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Дивергенция тензора турбулентных напряжений может быть 
записана как *

, 1 ' Л д (H iH 2H3Hk _
H\H2H3Hh ^  d q t [ Hi Hk

I 3 т.. д H
 (M 3 )

Таким образом, правая часть уравнения (Б. 19) изменится 
за счет того, что вместо членов с молекулярным трением, входя
щих в уравнения с множителем ц, мы должны писать соотноше
ния (Б. 33). Соответственно дивергенция тензора в цилиндриче
ских координатах имеет вид

(V х ) — —  V ■—  \  - - -  V - Ji (Б 34)^  r i r lk S  dq., [  H.t « ) Hk X, Я, dqk ' ( }

в сферических —

_ \__ 1 d I r‘l H h sin I
(.V/^fe) <i rr  f,I к r2 f-j^ sin o ^  g q. ^

'4 1 .  №  < Б М )

Добавляя к правой части ( Б . 19), (Б. 22), (Б. 25) турбулент
ные члены соответственно (Б.33), (Б. 34), (Б. 35) и опуская моле
кулярные, мы получим уравнения движения турбулентного по
тока.

* Детальный вывод мы опускаем ввиду его громоздкости и отсылаем чита
теля к литературе, указанной в конце приложения Б.
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Что касается уравнения неразрывности, то его вид (Б. 18) 
в случае пренебрежения пульсациями плотности при осреднении 
не меняется. При этом под скоростью и плотностью следует пони
мать их осредненные величины-

В уравнении теплопроводности дивергенцию турбулентного по
тока тепла в ортогональных координатах, согласно ,Б. 12), можно 
записать в виде

-»■ 1 Л  a i h ^ h 9h z дтх
div Я =  -  j j -тг-й У - — г 1 «г К  -д—  . (Б.36)

Я ,Я 2Я 3 ~  д Qi \ Hi д q.t I

Для цилиндрических координат 
-> 1 3 ■ д /  г дТ \  1 д /' . 3 7 '

d l v P = _ _ g _  w  [ r a,KW j

( Б - 3 7 )

/  '
Для сферических координат

I___ «  д 7  г2 sin 6 и  д'Г \
г* sin  0 d  q . [ H f  ®т d q ^ j ~~

. = - 4 - 4 -  ( ^ “т К - т г )  - T - i - й  - Ж  ( sin  S ■ ат Л' ^  dr \ T dr r2sin 6 36 \  1 39

5 4 П -  (Б.38)r 2 sin2 fi d\ \ * dk

В (Б. 20), (Б. 23), (Б. 26) также прибавляем к правой части 
соответственно выражения (Б. 36) либо (Б. 37) или (Б.38) и, 
опуская молекулярный поток тепла и члены с диссипацией, полу
чаем турбулентные уравнения притока тепла.
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