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ЧИСЛЕННАЯ МОДЕЛЬ ОБЩЕЙ ЦИРКУЛЯЦИИ 
АТМОСФЕРЫ НА ПОЛУШАРИИ

ВВЕДЕНИЕ

Ч и с л е н н ы е  э к с п е р и м е н т ы ,  о с н о в а н н ы е  н а  ф и з и ч е с к и х  з а к о н о м е р ­
н о с т я х  а т м о с ф е р н ы х  д в и ж е н и й  и  п р о ц е с с о в  т е п л о -  и  в л а г о о б м е н а ,  
п р и о б р е л и  в а ж н о е  з н а ч е н и е  д л я  р а з р а б о т к и  ч и с л е н н ы х  м е т о д о в  
п р о г н о з а  п о г о д ы  и  и з у ч е н и я  г е н е з и с а  к л и м а т а  и  о б щ е й  ц и р к у л я ц и и .  
И м е ю щ и е с я  в  э т о й  о б л а с т и  д о с т и ж е н и я  ( с м .  [1, 2 ] ) ,  б е з у с л о в н о ,  з а ­
с л у ж и в а ю т  т о г о ,  ч т о б ы  з а н я т ь  з а м е т н о е  м е с т о  в  т е о р и и  п р о г н о з а  и  
о б щ е й  ц и р к у л я ц и и  а т м о с ф е р ы .

О д н а к о  в  у к а з а н н ы х  р а б о т а х  и м е е т с я  с у щ е с т в е н н ы й  н е д о с т а т о к ,  
з а к л ю ч а ю щ и й с я  в  т о м ,  ч т о  п р и  в ы ч и с л е н и и  р а д и а ц и о н н ы х  п р и т о к о в  
т е п л а  и с п о л ь з у ю т с я  к л и м а т о л о г и ч е с к и е  з н а ч е н и я  в л а ж н о с т и  и  о б ­
л а ч н о с т и .  В с л е д с т в и е  э т о г о  д и н а м и ч е с к и е  х а р а к т е р и с т и к и  и  п р и т о к и  
т е п л а  н е  н а х о д я т с я  в  д о л ж н о м  с о о т в е т с т в и и .

В  д а н н о й  с т а т ь е  и з л а г а е т с я  с х е м а  о б щ е й  ц и р к у л я ц и и  а т м о с ф е р ы ,  
к о т о р а я  п о  с в о е м у  ф и з и ч е с к о м у  с о д е р ж а н и ю  о т л и ч а е т с я  о т  п р е д ы ­
д у щ и х  и с с л е д о в а н и й  д а н н о й  п р о б л е м ы  т е м ,  ч т о  о б л а ч н о с т ь  и  в л а ж ­
н о с т ь  н е  з а д а ю т с я ,  а  о п р е д е л я ю т с я  в  п р о ц е с с е  и н т е г р и р о в а н и я  с о о т ­
в е т с т в у ю щ и х  у р а в н е н и й .  О д н а к о  т е м п е р а т у р а  о к е а н а  с ч и т а е т с я  
и з в е с т н о й  п о  к л и м а т о л о г и ч е с к и м  д а н н ы м .  О т к а з  о т  з а д а н и я  э т о й  
т е м п е р а т у р ы  п о т р е б о в а л  б ы  в к л ю ч е н и я  в  м о д е л ь  с и с т е м ы  у р а в н е ­
н и й ,  о п и с ы в а ю щ и х  з а к о н о м е р н о с т и  о к е а н и ч е с к о й  ц и р к у л я ц и и .  
П о  р я д у  п р и ч и н  в  н а с т о я щ е е  в р е м я  р а с с м о т р е н и е  т а к о й  п о л н о й  з а ­
д а ч и  п р е д с т а в л я е т с я  е щ е  п р е ж д е в р е м е н н ы м .

В  д а н н о й  р а б о т е  и з у ч а е т с я  о б щ а я  ц и р к у л я ц и я  в  с е в е р н о м  п о л у ­
ш а р и и  д л я  х о л о д н о г о  в р е м е н и  г о д а .  Б л а г о д а р я  э т о м у  м о ж н о  п р е ­
н е б р е ч ь  и с п а р е н и е м  с  с у ш и ,  ч т о  с у щ е с т в е н н о  о б л е г ч а е т  р е ш е н и е  
з а д а ч и .

В  с т а т ь е  и с п о л ь з у ю т с я  с л е д у ю щ и е  о с н о в н ы е  о б о з н а ч е н и я :  -
А — п о т о к  д л и н н о в о л н о в о й  р а д и а ц и и ,  н а п р а в л е н н ы й  в н и з ,  
а —  с р е д н и й  р а д и у с  З е м л и ,
В  —  п о т о к  д л и н н о в о л н о в о й  р а д и а ц и и ,  н а п р а в л е н н ы й  в в е р х ,  
С —  б а л л  о б л а ч н о с т и ,
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Ср —  у д е л ь н а я  т е п л о е м к о с т ь  в о з д у х а  п р и  п о с т о я н н о м  д а в ­
л е н и и ,

Cv —  у д е л ь н а я  т е п л о е м к о с т ь  в о з д у х а  п р и  п о с т о я н н о м  о б ъ ­
е м е ,

а —  и з л у ч а т е л ь н а я  с п о с о б н о с т ь  п о д с т и л а ю щ е й  п о в е р х н о ­
с т и ,

F  —  р а д и а ц и о н н ы й  б а л а н с ,  
f -— о т н о с и т е л ь н а я  в л а ж н о с т ь ,  

g  —  у с к о р е н и е  с и л ы  т я ж е с т и ,
Н  —  в ы с о т а  а - п о в е р х н о с т и ,

Hs —  в ы с о т а  р е л ь е ф а ,
L  —  с к р ы т а я  т е п л о т а  к о н д е н с а ц и и ,

Z = 2 f i c o s 0  —  п а р а м е т р  К о р и о л и с а ,  
р  —  д а в л е н и е ,

ps —  д а в л е н и е  у  п о в е р х н о с т и  З е м л и ,
П т  —  т у р б у л е н т н ы й  в е р т и к а л ь н ы й  п о т о к  т е п л а ,
П д  —  т у р б у л е н т н ы й  в е р т и к а л ь н ы й  п о т о к  в л а г и ,

Q  —  п о т о к  с у м м а р н о й  р а д и а ц и и ,  
q —  у д е л ь н а я  в л а ж н о с т ь ,

—  г а з о в а я  п о с т о я н н а я  в о з д у х а ,  
г  —  а л ь б е д о  п о д с т и л а ю щ е й  п о в е р х н о с т и ,

S  —  п о т о к  п р я м о й  с о л н е ч н о й  р а д и а ц и и ,
Т  —  т е м п е р а т у р а  в о з д у х а ,

Ts —  т е м п е р а т у р а  з е м н о й  п о в е р х н о с т и ,  
t —  в р е м я ,

и — ■ с о с т а в л я ю щ а я  с к о р о с т и  в е т р а  в д о л ь  ш и р о т н о г о  к р у г а  
с  п о л о ж и т е л ь н ы м  н а п р а в л е н и е м  к  в о с т о к у ,

V-— с о с т а в л я ю щ а я  с к о р о с т и  в е т р а  в д о л ь  м е р и д и а н а  с  п о ­
л о ж и т е л ь н ы м  н а п р а в л е н и е м  к  ю г у ,

1  — д о л г о т а  м е с т а ,
V —  к о э ф ф и ц и е н т  г о р и з о н т а л ь н о г о  м а к р о т у р б у л е н т н о г о  

п е р е м е ш и в а н и я ,  
р  —  п л о т н о с т ь  в о з д у х а ,

ра = ------- —  к о о р д и н а т а  п о  в е р т и к а л и ,
p s

%х —  с о с т а в л я ю щ а я  н а п р я ж е н и я  т р е н и я  в д о л ь  ш и р о т н о г о  
. к р у г а ,

Те —  с о с т а в л я ю щ а я  н а п р я ж е н и я  т р е н и я  в д о л ь  м е р и д и а н а ,  
9 —  ̂д о п о л н е н и е  д о  ш и р о т ы  м е с т а ,

Q  —  у г л о в а я  с к о р о с т ь  в р а щ е н и я  З е м л и ,

с о = - ^  —  и з о б а р и ч е с к а я  в е р т и к а л ь н а я  с к о р о с т ь ,  

d o

о ) = - ^ - — обобщ енная вертикальная скорость в ст-системе коор­

динат.

к =
Ср



§ 1. О С Н О В Н Ы Е  У Р А В Н Е Н И Я  И  Г Р А Н И Ч Н Ы Е  У С Л О В И Я  З А Д А Ч И  

И  М Е Т О Д  Е Е  Р Е Ш Е Н И Я

1. С и с т е м а  у р а в н е н и й

Р а с с м а т р и в а е т с я  с и с т е м а  у р а в н е н и й  т е р м о г и д р о д и н а м и к и ,  о п и ­
с ы в а ю щ и х  п е р е н о с  к о л и ч е с т в а  д в и ж е н и я ,  т е п л а  и  в л а г и  в  а т м о ­
с ф е р е .  И с п о л ь з у е т с я  с ф е р и ч е с к а я  с и с т е м а  к о о р д и н а т ,  в  к а ч е с т в е  
н е з а в и с и м о й  п е р е м е н н о й  п о  в е р т и к а л и  в з я т о  о т н о ш е н и е  д а в л е н и я  р 
к  е г о  з н а ч е н и ю  у  п о в е р х н о с т и  з е м л и  ps ( т а к  н а з ы в а е м а я  а - с и с т е м а  
к о о р д и н а т  [ 3 ] ) .  С и с т е м а  у р а в н е н и й  в к л ю ч а е т :

1 ) у р а в н е н и я  д в и ж е н и я

ди
dt

и ди
а sin 6 д \  

S  дН

V ди . — ди , UV ctg 0

а sin 6 

dv  , и

д \

dv

dps
р^а sin 0 д \ Ps да

dt а sin е дк 

g  д Н

V ди , ~ ^ д и  ц2 ctg 0 ,со ------------ -------- ltt =

а  (?0

а дд

dps
PsU 50

да

г д е

V" = а2 + ^ t g e 4 -  +

Ps да 

1 д2

(1 . 1)

(1 .2 )

502 Sin2 0 д\2
2 ) у р а в н е н и е  п р и т о к а  т е п л а

дГ
dt

л ______ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
' а sin 0 д\

=  v V 2 r - b

дТ  , V дТ дт
Н---------- -I- СО

PsCp da

3 )  у р а в н е н и е  п е р е н о с а  в о д я н о г о  п а р а  

дд . и дд

да
X — 1 Т U) 

■л Ps9

dt а  sin 0 д \ +  ■а  50
g  5Пд 
Ps да

(1.3)

( 1 .4 )

4 )  у р а в н е н и е  г и д р о с т а т и ч н о с т и  д в и ж е н и я ,  п р о и н т е г р и р о в а н н о е  
п о  в е р т и к а л и  о т  о  д о  1 ,

1

Я  =  Я , +  ^ j ‘ - f (1 .5 )

5 )  у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и

dPs I 1 Г д I d {Psv sin 0)
/ 7  c i n  f l  'a sin 0 dX 50

d{Ps<^)
-•da \



И н т е г р и р у я  л е в у ю  ч а с т ь  э т о г о  у р а в н е н и я  п о  в с е й  т о л щ е  а т м о с ф е р ы  

и  и с п о л ь з у я  г р а н и ч н о е  у с л о в и е  ю = 0  п р и  а = 0  и  с т = 1 , п о л у ч и м

dps
dt

г д е  д л я  к р а т к о с т и  о б о з н а ч е н о

1D-- а sin I
<^(;?5wsin6)

д \ «36

(1 .6 )

( 1 . 7 )

Н а к о н е ц ,  и н т е г р и р у я  у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  п о  в е р т и к а л и  
о т  О д о  ст и  и с п о л ь з у я  и з в е с т н о е  с о о т н о ш е н и е

Ш =  /7 ,'(В - dps
dt

п о л у ч и м
о 1

Ps s' , Ps i

I =  —  J  Dd\-\-a Ц dPs I 
a sin 0 d\

D di,

V d p s

(1 .8 )

( 1 . 9 )

Т а к и м  о б р а з о м ,  с ч и т а я ,  ч т о  с о с т а в л я ю щ и е  н а п р я ж е н и я  т р е н и я ,  
п о т о к и  т е п л а  и  в л а г и ,  в х о д я щ и е  в  п р а в ы е  ч а с т и  и с х о д н ы х  у р а в н е ­
н и й ,  я в л я ю т с я  ф у н к ц и я м и  и с к о м ы х  в е л и ч и н ,  а  т а к ж е  р я д а  з а д а н н ы х  
« в н е ш н и х »  п а р а м е т р о в  з а д а ч и ,  п о л у ч и м  з а м к н у т у ю  с и с т е м у  в о с ь м и  
у р а в н е н и й ,  ( 1 .1 )  —  ( 1 . 9 ) ,  д л я  о п р е д е л е н и я  в о с ь м и  н е и з в е с т н ы х  в е л и ­

ч и н :  и, V, T, q, Ps, Н, 05 и  со. О т м е т и м ,  ч т о  в  у р а в н е н и я х  п е р е н о с а  в о ­
д я н о г о  п а р а  и  п р и т о к а  т е п л а  н е  у ч т е н ы  с т о к и  в о д я н о г о  п а р а  в с л е д ­
с т в и е  к о н д е н с а ц и и  и  в ы д е л е н и е  с к р ы т о й  т е п л о т ы  п р и  ф а з о в ы х  
п е р е х о д а х  в о д ы .  Э т и  п р о ц е с с ы  м о д е л и р у ю т с я  в  с х е м е  с  п о м о щ ь ю  
с п е ц и а л ь н о й  п р о ц е д у р ы ,  р а с с м о т р е н н о й  в  §  5.

2. Граничные условия

Н а  в е р х н е й  г р а н и ц е  а т м о с ф е р ы  п р и  а = 0 :

а )  ш =  0 , - ( 1 . 1 0 )

б) А =  0, ( 1 . 1 1 )

Н а  у р о в н е  п о д с т и л а ю щ е й  п о в е р х н о с т и  п р и  0 = 1 :

а )  «  =  1 ) =  со =  0 , ■ ( 1 . 1 2 )

б )  д л я  о к е а н а  з а д а е т с я  т е м п е р а т у р а  е г о  п о в е р х н о с т и

T s - T , ( X , %  (1 .1 3 )



в )  д л я  с у ш и  и с п о л ь з у е т с я  у р а в н е н и е  т е п л о в о г о  б а л а н с а  д л я  п о д ­
с т и л а ю щ е й  п о в е р х н о с т и  I р '

Ц , +  Ш , +  ^  =  0.  ̂ Л ' (1.14)

П р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о  п о т о к и  м а с с ы ,  т е п л а  и  в л а г и  н а  э к в а т о р е
л

о б р а щ а ю т с я  в  н у л ь ,  т .  е .  п р и  9 =  —

■” - 0 .  ^ = 0 .  (1 -1 5 )

В с е  ф у н к ц и и  с ч и т а ю т с я  п е р и о д и ч е с к и м и  п о  Я,.

3 .  И н т е г р и р о в а н и е  у р а в н е н и й  м о д е л и

Р е ш е н и е  с и с т е м ы  ( 1 .1 )  —  ( 1 .9 )  о с у щ е с т в л я е т с я  с  п о м о щ ь ю  м е ­
т о д а  р а с щ е п л е н и я .  Э т о т  м е т о д  б ы л  в п е р в ы е  и с п о л ь з о в а н  д л я  и н т е ­
г р и р о в а н и я  у р а в н е н и й  д и н а м и к и  а т м о с ф е р ы  Г .  И .  М а р ч у к о м  и  п о ­
к а з а л  с в о ю  э ф ф е к т и в н о с т ь  п р и  р е ш е н и и  з а д а ч и  к р а т к о с р о ч н о г о  п р о ­
г н о з а  п о г о д ы  4 ] .  В  с о о т в е т с т в и и  с  и д е е й  э т о г о  м е т о д а  р е ш е н и е  
с и с т е м ы  у р а в н е н и й  о б щ е й  ц и р к у л я ц и и  а т м о с ф е р ы  н а  к а ж д о м  ш а г е  
п о  в р е м е н и  о с у щ е с т в л я е т с я  в  н е с к о л ь к о  э т а п о в .  П р и  э т о м  п р и н и ­
м а е т с я  с л е д у ю щ а я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  д е й с т в и й .  Н а  п е р в о м  э т а п е  
п р о и з в о д и т с я  р а с ч е т  и з м е н е н и й  м е т е о р о л о г и ч е с к и х  э л е м е н т о в ,  о б у ­
с л о в л е н н ы х  р а д и а ц и о н н ы м  п р и т о к о м  т е п л а ,  в е р т и к а л ь н ы м  т у р б у ­
л е н т н ы м  о б м е н о м  и  в з а и м о д е й с т в и е м  а т м о с ф е р ы  с  п о д с т и л а ю щ е й  
п о в е р х н о с т ь ю .  П о л у ч е н н ы е  з н а ч е н и я  и с п о л ь з у ю т с я  в  к а ч е с т в е  н а ­
ч а л ь н ы х  д а н н ы х  д л я  р е ш е н и я  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  а д в е к ц и и ,  о п и с ы ­
в а ю щ и х  п е р е н о с  м е т е о р о л о г и ч е с к и х  э л е м е н т о в  в д о л ь  т р а е к т о р и и  
д в и ж е н и я  с  у ч е т о м  г о р и з о н т а л ь н о г о  м а к р о м а с ш т а б н о г о  п е р е м е ш и ­
в а н и я .  Д а л е е  п р о и з в о д и т с я  д и н а м и ч е с к о е  с о г л а с о в а н и е  п о л у ч е н н ы х  
п о л е й  п у т е м  р е ш е н и я  з а д а ч и  а д а п т а ц и и .  Н а к о н е ц ,  н а  п о с л е д н е м  
э т а п е  п р о и з в о д и т с я  о п р е д е л е н и е  о б л а ч н о с т и  и  к о р р е к ц и я  п о л у ч е н ­
н ы х  п о л е й  т е м п е р а т у р ы  и  в л а ж н о с т и  с  у ч е т о м  в ы д е л и в ш е й с я  т е п ­
л о т ы  к о н д е н с а ц и и  и  п р о ц е с с о в  к о н в е к ц и и .

4 .  В ы б о р  с е т к и

. В с е  п е р е м е н н ы е  в е л и ч и н ы  о п р е д е л я ю т с я  в  у з л а х  ш и р о т н о - д о л ­
г о т н о й  с е т к и  с  ш а г о м  АА, п о  ш и р о т е  и  с  ш а г о м  АО п о  д о л г о т е .  ;■

П р и  р е а л и з а ц и и  д а н н о й  м о д е л и  п р и н и м а е т с я  А Я = А 0 = = 5 ° ,  т а к  
ч т о  в с е г о  н а  п о л у ш а р и и  н а  о д н о м  у р о в н е  р а с п о л а г а е т с я  1 2 9 7  у з л о в ,  
в к л ю ч а я  п о л ю с .  Р а с с м а т р и в а е т с я  с е м ь  у р о в н е й ,  с о о т в е т с т в у ю щ и х  
з н а ч е н и я м  0 , р а в н ы м  0 ,2 ;  0 ,3 ;  0 ,5 ;  0 , 7 ;  0 , 8 5 ;  0 , 9 9  и  1 ,00 .  К о о р д и н а т ы  
к а ж д о г о  у з л а  о п р е д е л я ю т с я  и н д е к с о м  i, к о т о р ы й  о т с ч и т ы в а е т с я  
в д о л ь  ш и р о т ы  к  в о с т о к у  о т  г р и н в и ч с к о г о  м е р и д и а н а ,  и н д е к с о м  г, 
к о т о р ы й  о т с ч и т ы в а е т с я  в д о л ь  м е р и д и а н а  п о  н а п р а в л е н и ю  к  ю г у ,  
и  и н д е к с о м  k, о т с ч и т ы в а е м ы м  п о  в е р т и к а л и  о т  в е р х н е й  г р а н и ц ы



а т м о с ф е р ы .  П р и  э т о м  ш а г  п о  в е р т и к а л и  я в л я е т с я  п е р е м е н н о й  в е л и ­
ч и н о й ,  з а в и с я п д е й  о т  о. П р о г н о з  о с у щ е с т в л я е т с я  с  ш а г о м  п о  в р е м е н и  
At, и н д е к с  п о п р е д е л я е т  к о л и ч е с т в о  т а к и х  ш а г о в .  Д л я  с е т о ч н о г о  з н а ­
ч е н и я  ф у н к ц и и  в в о д и т с я  о б ы ч н о е  о б о з н а ч е н и е

г д е  t =  0 , 1 , . . . , / ; /  =  0 , 1 , 1 , 2 , . . . , /С.
П е р е м е н н ы й  ш а г  п о  в е р т и к а л и  А стй, р а в е н

=  ( 1 - 1 6 )

В  д а л ь н е й ш е м  в  т е х  с л у ч а я х ,  к о г д а  э т о  н е  в ы з о в е т  н е п р а в и л ь ­
н о г о  т о л к о в а н и я  ф о р м у л ы ,  к а к о й - л и б о  и з  и н д е к с о в  м о ж е т  б ы т ь  
о п у щ е н .

§ 2. ПРИТОКИ ЛУЧИСТОЙ ЭНЕРГИИ

О с н о в н о е  о б с т о я т е л ь с т в о ,  к о т о р о е  с л е д у е т  и м е т ь  в  в и д у  п р и  р а з ­
р а б о т к е  м е т о д а  р а с ч е т а  р а д и а ц и о н н ы х  п р и т о к о в  т е п л а  д л я  п р и м е н е ­
н и я  в  ч и с л е н н ы х  с х е м а х  о б щ е й  ц и р к у л я ц и и  а т м о с ф е р ы  и  д о л г о с р о ч ­
н о г о  п р о г н о з а  п о г о д ы ,  с о с т о и т  в  т о м ,  ч т о  г и д р о д и н а м и ч е с к и е  с х е м ы  
д а ю т  о г р а н и ч е н н у ю  и н ф о р м а ц и ю  о  с о с т о я н и и  а т м о с ф е р ы .  Э т о  с в я ­
з а н о  к а к  с  п р и м е н я е м ы м  о б ы ч н о  м а л ы м  в е р т и к а л ь н ы м  р а з р е ш е ­
н и е м  а т м о с ф е р ы ,  т а к  и  с  т е м ,  ч т о  н е к о т о р ы е  п а р а м е т р ы ,  о т  к о т о р ы х  
з а в и с и т  в е л и ч и н а  п р и т о к а  р а д и а ц и и ,  н е  м о г у т  б ы т ь  п о л у ч е н ы  и з  
г и д р о д и н а м и ч е с к о й  с х е м ы .  К  н и м  о т н о с я т с я ,  в  ч а с т н о с т и ,  х а р а к т е ­
р и с т и к и  р а с с е и в а ю щ и х  с в о й с т в  а т м о с ф е р ы ,  а л ь б е д о  п о д с т и л а ю щ е й  
п о в е р х н о с т и  и  о б л а к о в .  О с о б о е  з н а ч е н и е  в  р а с ч е т а х  п р и т о к о в  р а д и а ­
ц и и  и м е е т  о б л а ч н о с т ь .  И с п о л ь з у е м ы й  с е й ч а с  в о  м н о г и х  и с с л е д о в а ­
н и я х  с п о с о б  у ч е т а  о б л а ч н о с т и  [5, 6 ] т р е б у е т  с в е д е н и й  о  с т е п е н и  
п о к р ы т о с т и  н е б о с в о д а ,  в ы р а ж е н н о й  в  б а л л а х  о б л а ч н о с т и .  Э т а  х а р а к ­
т е р и с т и к а  в  н а с т о я щ е е  в р е м я  м о ж е т  б ы т ь  п о л у ч е н а  т о л ь к о  п р и б л и ­
ж е н н о ,  н а п р и м е р ,  п у т е м  п р и в л е ч е н и я  с т а т и с т и ч е с к и х  с в я з е й  м е ж д у  
б а л л а м и  о б л а ч н о с т и ,  п о л у ч е н н ы м и  и з  н а б л ю д е н и й ,  и  в е л и ч и н а м и  
в л а ж н о с т и  и л и  в е р т и к а л ь н о й  с к о р о с т и ,  к о т о р ы е  р а с с ч и т ы в а ю т с я  
в  ч и с л е н н о й  с х е м е  [7, 8 ].

Т а к и м  о б р а з о м ,  о к а з ы в а е т с я ,  ч т о  в  р а с ч е т  п р и т о к о в  р а д и а ц и и  
в х о д я т  п а р а м е т р ы ,  и з в е с т н ы е  т о л ь к о  п р и б л и ж е н н о .  В  с в я з и  с  э т и м  
в о з н и к а ю т  в о п р о с ы ,  с в я з а н н ы е  с  т о ч н о с т ь ю  р а с ч е т о в .  П е р в ы й  —  к а ­
к у ю  о ш и б к у  в н о с и т  н е д о с т а т о к  и н ф о р м а ц и и  в  в е л и ч и н у  п о т о к о в  и 
п р и т о к о в  р а д и а ц и и ?  В т о р о й - — к а к а я  т о ч н о с т ь  т р е б у е т с я  в  з а д а н и и  
о с н о в н ы х  п а р а м е т р о в ,  е с л и  и з в е с т н ы  т р е б о в а н и я  к  т о ч н о с т и  р а с ч е т а  
п о т о к о в  и  п р и т о к о в  р а д и а ц и и ?

С л е д у е т  о т м е т и т ь ,  ч т о  н е о б х о д и м а я  т о ч н о с т ь  р а с ч е т а  п р и т о к о в  
р а д и а ц и и  з а в и с и т  о т  ч у в с т в и т е л ь н о с т и  в с е й  г и д р о д и н а м и ч е с к о й  
с х е м ы  к  к о л е б а н и я м  в  п р и т о к а х  э н е р г и и .

О т в е т  н а  в т о р о й  в о п р о с  м о ж е т  б ы т ь  д а н  т о л ь к о  п о с л е  п р о в е д е ­
н и я  ч и с л е н н ы х  э к с п е р и м е н т о в  н а  о с н о в е  г и д р о д и н а м и ч е с к о й  м о ­
д е л и ,  в к л ю ч а ю щ е й  р а д и а ц и о н н ы е  п р и т о к и  т е п л а .  .



П е р в ы й  и з  п е р е ч и с л е н н ы х  в о п р о с о в  м о ж е т  б ы т ь  и з у ч е н  н е з а в и ­
с и м о  о т  г и д р о д и н а м и ч е с к о й  с х е м ы  в  в и д е  н е к о т о р ы х  ч а с т н ы х  э к с п е ­
р и м е н т о в .

1. Потоки коротковолновой радиации

Ш и р о к о  и з в е с т н а  и  и с п о л ь з у е т с я  с х е м а  р а с ч е т а  п о т о к о в  р а д и а ­
ц и и ,  п р е д л о ж е н н а я  М а н а б е  и  С т р и к л е р о м .  Э т а  с х е м а ,  о д н а к о ,  с т р а ­
д а е т  с у щ е с т в е н н ы м  н е д о с т а т к о м ,  к о т о р ы й  с о с т о и т  в  н е у ч е т е  т р а н с ­
ф о р м а ц и и  п о л я  и з л у ч е н и я  з а  с ч е т  п о г л о щ е н и я  а э р о з о л е м  и  э ф ф е к т а  
м н о г о к р а т н о г о  р а с с е я н и я  к о р о т к о в о л н о в о й  р а д и а ц и и .

1. Д л я  п о с т р о е н и я  с х е м ы  р а с ч е т а  п о т о к о в  к о р о т к о в о л н о в о й  р а ­
д и а ц и и  в  с т а т ь е  [9] п р е д л а г а е т с я  и с п о л ь з о в а т ь  р а б о т ы  К. С .  Ш и ф -  
р и н а ,  И .  Н .  М и н и н а ,  О .  А .  А в а с т е ,  Н .  П .  П я т о в с к о й  [1 0 ,  11, 12], у ч и ­
т ы в а ю щ и е  в л и я н и е  м н о г о к р а т н о г о  р а с с е я н и я .

Р а с с м о т р и м  у ч а с т о к  с п е к т р а  0 , 2 9 — 0 , 7 2  м к м .  Д л я  б о л е е  п о л н о г о  
у ч е т а  д е й с т в у ю щ и х  в  а т м о с ф е р е  ф а к т о р о в  в в е д е м  в  с х е м у  р а с ч е т а  
п о т о к о в  с у м м а р н о й  и  п р я м о й  р а д и а ц и и  п о г л о щ е н и е  о з о н о м .

Д л я  р а с ч е т а  п о т о к о в  с у м м а р н о й  р а д и а ц и и  н а  у р о в е н ь  2  в  и н ­
т е р в а л е  0 , 2 9 — 0 , 7 2  м к м  и с п о л ь з у е т с я  ф о р м у л а

Q . = ° l  л .  (2 .1 )
0,29

З д е с ь  Jadl —  и н т е н с и в н о с т ь  с о л н е ч н о й  р а д и а ц и и ,  п р и х о д я щ е й  н а  
в е р х н ю ю  г р а н и ц у  а т м о с ф е р ы  в  д а н н о м  у ч а с т к е  с п е к т р а ;  В*  (Я) —  
ф у н к ц и я ,  п р е о б р а з у ю щ а я  п о т о к  / о  в  о с в е щ е н н о с т ь  н а  у р о в н е  z  с  у ч е ­
т о м  м н о г о к р а т н о г о  р а с с е я н и я  [2 ],

В * ( \ )  = ----------- 2/?  ̂ W  cos i------------
4 +  ( 3 - х , ) ( 1 - 0

где
3 3 -T“ sec/

=  1 +  — COS г + (1 —- ^ c o s /) е . (2.3)2

П а р а м е т р  х а р а к т е р и з у е т  в ы т я н у т о с т ь  и н д и к а т р и с ы  р а с с е я н и я :

Xj =  j  X ( f ) s i n  Y c o s  7  r f f .

г д е  у  — у г о л  р а с с е я н и я ,  % —  и н д и к а т р и с а  р а с с е я н и я ,  г  —  а л ь б е д о  
п о д с т и л а ю щ е й  п о в е р х н о с т и .

О п т и ч е с к а я  т о л щ и н а  а т м о с ф е р ы  в ы ч и с л я е т с я  п о  ф о р м у л е

''г =  р W  е  +  'to, а W  ^ > ( 2 .4 )

г д е  То, р —  р е л е е в с к а я  с п е к т р а л ь н а я  о п т и ч е с к а я  т о л щ и н а ,  То, а  —  а э ­
р о з о л ь н а я  с п е к т р а л ь н а я  о п т и ч е с к а я  т о л щ и н а ,  а = 0 , 1 2 5  1 / к м ,  6 =  
=  0 , 8 9 8  1/ к м  [10].



в  ф о р м у л е  (2 .1) k %— л о г а р и ф м и ч е с к и й  к о э ф ф и ц и е н т  п о г л о щ е ­
н и я  о з о н а  п о  В и г р у  [1 3 ] ,  Иг —  о б щ е е  с о д е р ж а н и е  о з о н а  о т  в е р х н е й  
г р а н и ц ы  а т м о с ф е р ы  д о  д а н н о г о  у р о в н я  z  п о  Э л т е р м а н у  ( м о д е л ь  
1 9 6 4 )  [1 4 ] ,  i  —  з е н и т н ы й  у г о л  с о л н ц а .

П о т о к  п р я м о й  с о л н е ч н о й  р а д и а ц и и  S  н а  г о р и з о н т а л ь н у ю  п о в е р х ­
н о с т ь  с  у ч е т о м  о д н о к р а т н о г о  р а с с е я н и я  и  п о г л о щ е н и я  о з о н о м  в  с п е к ­
т р а л ь н о м  и н т е р в а л е  0 , 2 9 — ^0,72 м к м  р а с с ч и т ы в а е т с я  п о  ф о р м у л е

5 ,  =  f  / о  (X) c o s  ^  J  dk. ( 2 . 5 )
0,29

П о т о к и  с у м м а р н о й  и  п р я м о й  р а д и а ц и и  н а  у р о в н е  2  в  с п е к т р а л ь ­
н о м  и н т е р в а л е  0 , 7 2 — 5 ,0  м к м  р а с с ч и т б ш а ю т с я  п о  ф о р м у л а м ;

5,0

Q , f  Л  W  5 *  (X) т т (Х с о .)  а\, (2 .6 )
0,72

5,0

5 .  =  f  / о  W  COS Т  ( Х н . о )  т  {Хсо:} dl. ( 2 . 7 )
0,72

Ф у н к ц и я  п р о п у с к а н и я  Т  (X), в х о д я щ а я  в  в ы р а ж е н и я  ( 2 .6 )  и  ( 2 . 7 ) ,  
в ы ч и с л я е т с я  п о  п р и б л и ж е н н о й  ф о р м у л е  [ 1 0 ]

К о э ф ф и ц и е н т ы  а и Ь д л я  р а з л и ч н ы х  у ч а с т к о в  с п е к т р а  д л я  Н г О  и  
С О г  п р и в е д е н ы  в  р а б о т е  К- С .  Ш и ф р и н а  и  О .  А .  А в а с т е  [10].  Р а с ч е т  
в з в е ш е н н ы х  п о г л о щ а ю щ и х  м а с с  Xk п р о и з в о д и т с я  п о  ф о р м у л е

X ,^ V W ,s e c iip - \ - ir  ( 2 . 9 )

г д е
о о  ^ Y / ’

(2 .1 0 )

с о

W ^ , =  ! p „ d z ;  (2 . 1 1 )

ОО

p „ ( p + / y ‘ d z ;  (2.12)

п —  к о э ф ф и ц и е н т ,  у ч и т ы в а ю щ и й  в л и я н и е  п е р е м е н н о с т и  д а в л е н и я  н а  
в е л и ч и н у  п о г л о щ а ю щ е й  м а с с ы  ( л = 0 , 3  д л я  Н г О  и  л = 0 , 4  д л я  С О г ) ;  
Рп — п л о т н о с т ь  п о г л о щ а ю щ е г о  в е щ е с т в а ;  —  с о д е р ж а н и е  п о г л о ­

щ а ю щ е г о  в е щ е с т в а  в  с т о л б е  в о з д у х а  о т  в е р х н е й  г р а н и ц ы  а т м о с ф е р ы  
д о  у р о в н я  Zk.
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Т а к и м  о б р а з о м ,  с  п о м о щ ь ю  в ы р а ж е н и й  ( 2 .9 )  и  ( 2 .1 0 )  р а с с ч и т ы ­
в а ю т с я  в з в е ш е н н ы е  п о г л о щ а ю щ и е  м а с с ы  в о д я н о г о  п а р а .

Д л я  р а с ч е т а  п о г л о щ а ю щ и х  м а с с  С О 2  и с п о л ь з у ю т с я  ф о р м у л ы ,  
п р и в е д е н н ы е  в  р а б о т е  [ 1 0 ].

2 .  Д л я  в ы ч и с л е н и я  э ф ф е к т и в н ы х  п о т о к о в  к о р о т к о в о л н о в о й  р а ­
д и а ц и и  н а  р а з л и ч н ы х  у р о в н я х  в  а т м о с ф е р е  н е о б х о д и м о  з н а т ь  в е л и ­
ч и н у  п о т о к а  о т р а ж е н н о й  р а д и а ц и и .

Я р к о с т ь  о т р а ж е н н о г о  п о т о к а  в ы ч и с л я е т с я  п о  ф о р м у л е

Хг

В(Ь, 1) =  ±  j  Уо{1)г{ЦВЦ1)ТЛ^, ( 2 . 1 3 )

Д л я  п о т о к а  о т р а ж е н н о й  р а д и а ц и и  и м е е м

2itu/2

/ ^ ( г )  =  I  j  В{Ь, ср, i )G o s& s in & f lf& c ?® ,  ( 2 . 1 4 )

г д е  'б' —  у г о л  в и з и р о в а н и я ,  ф  — а з и м у т ,  T i  — ф у н к ц и я ,  о п и с ы в а ю щ а я  
о с л а б л е н и е  р а д и а ц и и  в  а т м о с ф е р е .

В  с п е к т р а л ь н о м  и н т е р в а л е  0 , 2 9 — 0 , 7 2  м к м  б е з  у ч е т а  з а в и с и м о с т и  
о т  а з и м у т а  ф у н к ц и я  Т± п р е д с т а в л я е т с я  в  в и д е

^  ' +  {п +  W )  sec Ц  ̂ ( 2 . 1 5 )

В  с п е к т р а л ь н о м  и н т е р в а л е  0 , 7 2 —т 5 ,0  м к м  и с п о л ь з о в а л о с ь  с л е д у ю ­
щ е е  в ы р а ж е н и е  д л я  T i:

Т,{Ь , i,  X ) ^ e - " ^ = ‘= V [ ; s : H , o ( & ,  i,  Х ) ] г [ Х е д ( & ,  / ,  X)]. ( 2 . 1 6 )

В  в ы р а ж е н и и  ( 2 .1 5 )  у ч т е н о  о д н о к р а т н о е  р а с с е я н и е  о т р а ж е н н о г о  
п о д  у г л о м  #  л у ч а ,  п о г л о щ е н и е  п а д а ю щ е г о  и  о т р а ж е н н о г о  л у ч а  в о ­
д я н ы м  п а р о м  и  у г л е к и с л ы м  г а з о м .

П о г л о щ а ю щ и е  м а с с ы  и  р а с с ч и т ы в а ю т с я  д л я  в с е г о

п у т и ,  п р о й д е н н о г о  л у ч о м  о т  в е р х н е й  г р а н и ц ы  а т м о с ф е р ы  д о  у р о в н я  
Zh п о  ф о р м у л е

X ' ^ -= X rii)  +  Xf{b), ( 2 . 1 7 )

г д е  —  п о г л о щ а ю щ а я  м а с с а  н а  п у т и  л у ч а  о т  в е р х н е й  г р а н и ц ы  а т ­

м о с ф е р ы  д о  о т р а ж а ю щ е й  п о в е р х н о с т и  /, Z *  —  п о г л о щ а ю щ а я  м а с с а

н а  п у т и  о т р а ж е н н о г о  л у ч а  о т  о т р а ж а ю щ е й  п о в е р х н о с т и  I  д о  
у р о в н я  Zk.

Н а  р и с .  1 п р е д с т а в л е н а  с и с т е м а  и с п о л ь з о в а н н ы х  о б о з н а ч е н и й  и
т р а е к т о р и я  л у ч а  д о  у р о в н я  Zh. Ф у н к ц и я  Т  {X ')  в ы ч и с л я е т с я  п о  ф о р ­
м у л е  ( 2 . 8 ) .  О п т и ч е с к а я  т о л щ и н а  т*  р а с с ч и т ы в а е т с я  п о  ф о р м у л е

т /  =  т Г - т Г  - ; ( 2 .1 8 )
с  у ч е т о м  в ы р а ж е н и я  ( 2 . 4 ) .

П



В ы п о л н и м  в  ( 2 .1 4 )  ч и с л е н н о е  и н т е г р и р о в а н и е  п о  ■&. П р и  э т о м ,  
с л е д у я  р а б о т е  [7],  р а з о б ь е м  и н т е р в а л  и н т е г р и р о в а н и я  н а  ч е т ы р е  ч а ­
с т и :  О— 3 0 ,  3 0 — 5 0 ,  5 0 — 7 0 ,  7 0 — 9 0 ° .  Т о г д а ,  е с л и  п р е н е б р е ч ь  з а в и с и ­
м о с т ь ю  я р к о с т и  о т  а з и м у т а ,  п о л у ч и м

( ЗО” 50°

.6 ( 2 0 ° ,  / ) j  c o s & s i n & f l f &  +  . S ( 4 0 ° ,  г) j c o s & ,  s i n & d &  +
30°

70° 90°

+  5 ( 6 0 ° ,  i) j  c o s & s i n & ^ / &  +  5 ( 8 0 ° ,  / )  f  c o s  & s i n  ft . ( 2 . 1 9 )
50° 70° J

В  р е з у л ь т а т е  п о с л е  в ы ч и с л е н и я  и н т е г р а л о в  д л я  п о т о к а  о т р а ж е н ­
н о й  р а д и а ц и и  п о л у ч и м  с л е д у ю щ е е  в ы р а ж е н и е :

R  =  2tz{B(20°, / ) 0 , 0 6 7 0 +  5  ( 4 0 ° ,  / ) 0 Д 1 1 5  +

+  5 ( 6 0 ° ,  г ) 0 , 1 5 0 0 +  5 ( 8 0 ° ,  / ) 0 , 1 7 1 0 } .  ( 2 . 2 0 )

А л ь б е д о  о т р а ж е н н о й  п о в е р х н о с т и  п р и м е м  н е з а в и с я щ и м  о т  X. 
В  э т о м  с л у ч а е  я р к о с т ь  о т р а ж е н н о г о  п о д  у г л о м  #  л у ч а  в ы ч и с л я е т с я  
п у т е м  ч и с л е н н о г о  и н т е г р и р о в а н и я  п о  с п е к т р у .

Д л я  ' 0 ' = 2 0 °

В  ( 2 0 ° ,  / )  =  —  { /о  ( 0 , 7 2 )  ^XB* ( 0 , 7 2 )  ( 2 0 ° ,  i,  0 , 7 2 )  +

+ / о ( 0 , 7 6 ) Д Х 5 * ( 0 , 7 6 ) Г , ( 2 0 ° ,  / ,  0 , 7 6 )  +  . . .  

+ / о  ( 4 , 5 ) ( 4 , 5 ) 7 1 ( 2 0 ° ,  i,  4 , 5 ) } . (2 .2 1 )

А н а л о г и ч н ы м  о б р а з о м  з а п и с ы в а ю т с я  в ы р а ж е н и я  д л я  В  ( 4 0 ° ,  Х)\ 
В  ( 6 0 ° ,  Я );  Б  ( 8 0 ° , Л ) .

3 .  Д л я  п р о в е р к и  к а ч е с т в а  п р е д л а г а е м о й  с х е м ы  р а с ч е т а  п о т о к о в  
к о р о т к о в о л н о в о й  р а д и а ц и и  п о  п р е д л о ж е н и ю  К -  Я .  К о н д р а т ь е в а  б ы л  
и с п о л ь з о в а н  м а т е р и а л  а э р о с т а т н ы х  н а б л ю д е н и й ,  п р о в е д е н н ы х  с о ­
т р у д н и к а м и  к а ф е д р ы  ф и з и к и  а т м о с ф е р ы  Л Г У .  В  к а ч е с т в е  и с х о д н о г о  
м а т е р и а л а  и с п о л ь з о в а л и с ь  д а н н ы е  ч е т ы р е х  п о л е т о в .  Н а б л ю д е н и я  
п р о и з в о д и л и с ь  в  с л о е  о т  з е м н о й  п о в е р х н о с т и  д о  в ы с о т ы  3 0  к м .  В  т р е х
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к .  с .  Ш и ф р и н ы м  [ И ]  д л я  р а з л и ч н ы х  у с л о в и й  п о д с т и л а ю щ е й  п о ­
в е р х н о с т и ,  и  в ы б р а л и  н з  н и х  т е ,  к о т о р ы е  с о о т в е т с т в у ю т  н а и б о л е е  
б л и з к и м  к  и с п о л ь з о в а н н ы м  в  н а ш и х  р а с ч е т а х  з н а ч е н и я м  а л ь б е д о  
п о д с т и л а ю щ е й  п о в е р х н о с т и .  П о с к о л ь к у  я р к о с т ь  д ы м к и  з н а ч и т е л ь н о  
з а в и с и т  о т  а л ь б е д о ,  т о  э т а  с о с т а в н а я  ч а с т ь  о т р а ж е н н о г о  п о т о к а ,  в з я ­
т а я  п р и б л и ж е н н о ,  м о ж е т  в н о с и т ь  о ш и б к и  в  з н а ч е н и е  R.

П о  п о л у ч е н н ы м  з н а ч е н и я м  с у м м а р н о й  и  о т р а ж е н н о й  р а д и а ц и и  
р а с с ч и т а н  к о р о т к о в о л н о в ы й  б а л а н с  F i= R  —  Q в  б е з о б л а ч н ы х  у с л о ­
в и я х ,  п р и в е д е н н ы й  в  т а б л .  1. Д л я  с р а в н е н и я  п р и в е д е н  к о р о т к о в о л н о ­
в ы й  б а л а н с  п о  д а н н ы м  н а б л ю д е н и й .

П р е д с т а в л я е т  т а к ж е  и н т е р е с  п р о в е с т и  с о п о с т а в л е н и е  в е л и ч и н  
п р и т о к а  р а д и а ц и и  к  с л о ю .

в )2 км О) б) г)

Рис. 5. Приток радиации к единичным условиям.
а — 1964 г., 6 —n/VII 1964 г.. в —23/Х 1964 г., г — 21/Х 1

1 —  и зм еренны е, 2 —  рассчитанны е.
Г-:

Т а б л и ц а  1
Изм е ре нны е  и  рассчитанные ве л и ч и н ы  ко р о т ко во лн о во й  рад иации

2 2 /V II  1964 1 1 /V II 1967 2 3 /Х  19б4 2 1 /Х  1965

Z  км

рассч ^  1 изм ^1 рассч ^  1 изм ^  1 рассч *̂ 1 изм ^  1 рассч • 1̂ изм

0 - 0 ,3 1 5 5 - 0 ,2 8 3 0 - 0 ,3 9 2 0 - 0 ,3 5 7 - 0 ,1 8 5 0 - 0 ,1 8 5 0 - 0 ,5 3 4 7 - 0 ,5 7 1 0
2 200 —0,5830 —0 ,5 9 1 0
2 500 - 0 ,4 7 3 2 -*-0,4560
2 600 - 0 ,3 8 2 8 - 0 ,4 2 0 0
4 0 0 0 - 0 ,2 7 0 7 - 0 ,2 6 1 0 - 0 ,6 0 7 3 - 0 ,6 0 9 0
5 0 0 0 - 0 ,4 7 7 0 - 0 ,4 8 6 0 —0,5437 - 0 ,5 2 9 0
8 400 - 0 ,3 2 9 3 - 0 ,3 5 2 0 —0,6278 - 0 ,6 4 8 0
8 600 - 0 ,6 2 7 3 - 0 ,6 0 2 0

10 000 - 0 ,5 3 5 6 - 0 ,5 6 3 0 - 0 ,6 5 4 2 - 0 ,6 3 0 0 - 0 ,3 3 9 6 - 0 ,3 7 8 0 - 0 ,6 2 8 8 - 0 ,6 3 7 0

Н а  р и с .  5  п р е д с т а в л е н ы  г р а ф и к и  п р и т о к а  AFiIAz, г д е  А / " !  в ы ч и с ­
л я л о с ь  к а к  р а з н о с т ь  з н а ч е н и й  к о р о т к о в о л н о в о г о  б а л а н с а  н а  д в у х  
у р о в н я х .  З н а ч е н и е  AFi/Az о т н е с е н о  к  с е р е д и н е  с л о я .
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О т р и ц а т е л ь н ы е  з н а ч е н и я  п р и т о к а  ф и з и ч е с к о г о  с м ы с л а  н е  и м е ю т .  
О н и  п о л у ч е н ы  в  р е з у л ь т а т е  н е с и н х р о н н о с т и  н а б л ю д е н и й  н а  р а з н ы х  
у р о в н я х ,  с в я з а н н о й  с и з м е н е н и е м  в ы с о т ы  с о л н ц а . .

Д л я  к о л и ч е с т в е н н ы х  о ц е н о к  р а с х о ж д е н и й  в  п о т о к а х  и  п р и т о к а х  
б ы л и  в ы ч и с л е н ы  о т н о ш е н и я  5 р а о с ч /5 и зм  и  С р а о о ч /Р и з м  ( т а б л .  2 ) и  о т ­
н о ш е н и я  / ^ 1  рассч / ^ 1  йзм, изм ( т а б л .  3 )  .

Т а б л и ц а  2  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  р а с х о ж д е н и я  в е л и ч и н  п о т о к о в  н а х о ­
д я т с я  в  п р е д е л а х  0 — 2 0 % .  В  о д н о й  т о ч к е  р а с х о ж д е н и е  с о с т а в л я е т  
2 8 % .  Н а и б о л ь ш и е  р а з л и ч и я  п р и х о д я т с я  н а  н и ж н и е  с л о и  а т м о с ф е р ы ,  
д о  2 — 2 , 5  к м .  Э т о  о б с т о я т е л ь с т в о  ч а с т и ч н о  м о ж н о  о б ъ я с н и т ь ,  о ч е ­
в и д н о ,  о т с у т с т в и е м  в  р а с ч е т н о й  с х е м е  у ч е т а  п о г л о щ е н и я  р а д и а ц и и  
а э р о з о л е м .

Х о т я  в о п р о с  о  п о г л о щ е н и и  а э р о з о л е м  в  н а с т о я щ е е  в р е м я  е щ е  н е  
и с с л е д о в а н  в  д о с т а т о ч н о й  м е р е ,  о т д е л ь н ы е  к о с в е н н ы е  у к а з а н и я  н а  
в л и я н и е  э т о г о  ф а к т о р а  и м е ю т с я  [16]. О д н а к о  э т о т  в о п р о с  н у ж д а е т с я  
в  т щ а т е л ь н о м  и с с л е д о в а н и и .

И з  т а б л .  3  с л е д у е т ,  ч т о  р а с х о ж д е н и я  в  в е л и ч и н а х  п р и т о к а  м о г у т  
б ы т ь  д о в о л ь н о  з н а ч и т е л ь н ы .  О д н а к о  а н а л и з  п о к а з а л ,  ч т о  б о л ь ш и е  
о ш и б к и  н а б л ю д а ю т с я  в  с л у ч а я х  м а л о й  в е л и ч и н ы  р а д и а ц и о н н ы х  
п р и т о к о в  т е п л а .

Т а к и м  о б р а з о м ,  р е з у л ь т а т ы  с о п о с т а в л е н и я  п о к а з ы в а ю т ,  ч т о  р а с ­
с м о т р е н н а я  с х е м а  р а с ч е т а  п о т о к о в  S, Q я R  к о р о т к о в о л н о в о й  р а д и а ­
ц и и  м о ж е т  б ы т ь  п р и м е н е н а  к а к  д л я  р а с ч е т о в  п о  д а н н ы м  н а б л ю д е ­
н и й  в  о т д е л ь н ы х  к о н к р е т н ы х  с л у ч а я х ,  т а к  и  в  м о д е л и  о б щ е й  ц и р к у ­
л я ц и и  а т м о с ф е р ы .

4 .  П р и в е д е н н ы е  в ы ш е  ф о р м у л ы  б ы л и  и с п о л ь з о в а н ы  д л я  в ы я с н е ­
н и я  в л и я н и я  а л ь б е д о  п о д с т и л а ю щ е й  п о в е р х н о с т и ,  и н д и к а т р и с ы  р а с ­
с е я н и я ,  о с р е д н е н и я  з е н и т н о г о  у г л а  и  о г р а н и ч е н н о с т и  с в е д е н и й
о  в л а ж н о с т и  н а  в е л и ч и н у  п о т о к а  и  п р и т о к а  р а д и а ц и и  в  с п е к т р а л ь ­
н о м  и н т е р в а л е  0 , 7 — 5  м к м .

В  ч и с л е н н о м  э к с п е р и м е н т е  с  в а р и а ц и я м и  а л ь б е д о  з е м н о й  п о в е р х ­
н о с т и  р а с с м о т р е н ы  в е л и ч и н ы  п о т о к а  и  п р и т о к а  р а д и а ц и и  п р и  ч е т ы -  . 
р е х  з н а ч е н и я х  а л ь б е д о ;  0 , 1 6 ;  0 , 2 5 ;  0 ,6 ;  0 ,8 .

В  т а б л .  4  п р е д с т а в л е н ы  п о т о к и  с у м м а р н о й  и  о т р а ж е н н о й  р а д и а ­
ц и и ,  э ф ф е к т и в н ы й  п о т о к  F i  н а  д а н н о м  у р о в н е  2 , п р и т о к  к  с л о ю  AFi, 
о т н о ш е н и е  п р и т о к о в  п р и  р а з н ы х  з н а ч е н и я х  а л ь б е д о .  И з  р а с с м о т р е ­
н и я  т а б л и ц ы  с л е д у е т ,  ч т о  в л и я н и е  а л ь б е д о  п о д с т и л а ю щ е й  п о в е р х н о ­
с т и  н а  в е л и ч и н у  п р и т о к а  р а д и а ц и и  к  о т д е л ь н ы м  с л о я м  а т м о с ф е р ы  
н е в е л и к о .  В  о с н о в н о м  в л и я н и е  а л ь б е д о  п р о я в л я е т с я  в  н и ж н и х  с л о я х  
а т м о с ф е р ы .  П р и м е р ы  в  т а б л и ц е ,  о т н о с я щ и е с я  к  о т д е л ь н ы м  р е а л ь ­
н ы м  с л у ч а я м  р а с п р е д е л е н и я  - в о д я н о г о  п а р а ,  п о к а з ы в а ю т ,  ч т о  и з м е ­
н е н и е  а л ь б е д о  о т  з н а ч е н и я  0 , 1 6  д о  0 , 8  п р и в о д и т  к  р а з л и ч и ю  в  п р и ­
т о к а х  к  н и ж н е м у  с л о ю  а т м о с ф е р ы  в с е г о  в  2 5 % .  О т с ю д а  с л е д у е т ,  ч т о  
т р е б о в а н и я  к  т о ч н о с т и  з а д а н и я  а л ь б е д о  п р и  в ы ч и с л е н и и  п р и т о к а  р а ­
д и а ц и и  н е  д о л ж н ы  б ы т ь  в ы с о к и м и .  Н а п р и м е р ,  в ы б о р  а л ь б е д о  р а в ­
н ы м  0 , 2 5  в м е с т о  0 , 1 6  п р е д с т а в л я е т с я  д о п у с т и м ы м ,  т а к  ж е  к а к  з а ­
м е н а  в е л и ч и н  а л ь б е д о  0 , 6  и  0 , 8  и х  с р е д н и м  з н а ч е н и е м ,  р а в ­
н ы м  0 ,7  [29].
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N СО O ' с о O ' СО О с о O '

0 0 , 8 7 0 , 9 4 2 0 0 1 , 0 0 1 , 0 5 0 1 , 2 4 1 , 0 8

1 , 0 0 , 9 7 1 , 0 0 1 , 0 1 , 3 1 , 1 4 0 , 9 5 1 , 3 1 , 2 8 1 , 0 6
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2,6 0,9114 2,50 1,0377 4,0 1,0371 2,2 0,9865
0,974 0,965 0,6482 1,350

5.0 0,9198 5,00 1,0278 8,4 0,9355 4,0 0,997
1,143 1,14 0,3969 0,525

10,0 0,9513 8,60 1,0420 10,0 0,8984 8,4 0,9688
0,960 -0 ,0 9 0 9

10,00 1,0384 10,0 0,9871
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Д р у г а я  п р а к т и ч е с к и  в а ж н а я  с т о р о н а  м е т о д и к и  р а с ч е т а  п о т о к о в  
с о с т о и т  в  н е о б х о д и м о с т и  о ц е н о к  п о г р е ш н о с т е й ,  к о т о р ы е  в ы з в а н ы  
о г р а н и ч е н н о с т ь ю  и с х о д н ы х  д а н н ы х  о  в л а ж н о с т и ,  и с п о л ь з у е м ы х  д л я  
р а с ч е т а  п о г л о щ а ю щ и х  м а с с .  С  э т о й  ц е л ь ю  и з  3 2  и м е в ш и х с я  в  р а с ­
п о р я ж е н и и  з н а ч е н и й ;  к о т о р ы е  о п и с ы в а л и  п р о ф и л ь  в л а ж н о с т и  в  р а с ­
с м а т р и в а е м о м  с л о е ,  б ы л и  в ы б р а н ы  ш е с т ь  з н а ч е н и й .  О с т а л ь н ы е  
2 6  з н а ч е н и й ,  к о т о р ы е  и с п о л ь з о в а л и с ь  в  р а с ч е т е  п о т о к о в ,  б ы л и  п о л у ­
ч е н ы  п у т е м  и н т е р п о л я ц и и .

Т а к и м  о б р а з о м ,  р а с ч е т ы  п о т о к о в  р а д и а ц и и  п р о в о д и л и с ь  в  д в у х  
в а р и а н т а х .  П е р в ы й  в а р и а н т  —  п о г л о щ е н и е  м а с с ы  р а с с ч и т ы в а л о с ь  
п о  3 2  з н а ч е н и я м  в л а ж н о с т и ,  в з я т ы м  и з  д а н н ы х  н а б л ю д е н и й .  В т о р о й  
в а р и а н т  —  п о г л о щ а ю щ и е  м а с с ы  р а с с ч и т ы в а л и с ь  с  и с п о л ь з о в а н и е м  
и н т е р п о л и р о в а н н ы х  з н а ч е н и й .

Д л я  и н т е р п о л я ц и и  б ы л а  п р и м е н е н а  э к с п о н е н ц и а л ь н а я  з а в и с и ­
м о с т ь  в л а ж н о с т и  о т  о, гце о—р1ро —  л и н е й н а я  з а в и с и м о с т ь  д а в ­
л е н и я  о т  в ы с о т ы .

П о л у ч е н н ы е  з н а ч е н и я  п о т о к о в  п р е д с т а в л е н ы  в  т а б л .  5. С р а в н е ­
н и е  э т и х  в е л и ч и н  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  и с п о л ь з о в а н и е  и н т е р п о л и р о в а н ­
н ы х  з н а ч е н и й  в л а ж н о с т и  и  д а в л е н и я  п р и в о д и т  к  р а с х о ж д е н и я м  в  в е ­
л и ч и н е  п о т о к о в  п р я м о й  и  с у м м а р н о й  р а д и а ц и и  и  в  в е л и ч и н е  п р и т о ­
к о в ,  н е  п р е в о с х о д я щ и м  н е с к о л ь к и х  п р о ц е н т о в .  Т а б л и ц а  5  с о д е р ж и т  
р е з у л ь т а т ы  р а с ч е т о в  д л я  д в у х  р е а л ь н ы х  с л у ч а е в  п р и  д о с т а т о ч н о  
г л а д к о м  п р о ф и л е  в л а ж н о с т и .  В  р е а л ь н ы х  у с л о в и я х  о с о б е н н о с т и  
в  р а с п р е д е л е н и и  в л а ж н о с т и  о б ы ч н о  и м е ю т  м е с т о  в  с л у ч а е  п о я в л е ­
н и я  о б л а ч н о с т и ,  о д н а к о  п р и  э т о м  п о г л о щ а ю щ и е  м а с с ы  д о л ж н ы  б ы т ь  
р а с с ч и т а н ы  о т д е л ь н о  д л я  н а д о б л а ч н о г о  и  п о д о б л а ч н о г о  с л о е в .

Т а б л и ц а  5

S S 02W а. О- Си
лК

,
л " f- S 1 « о, (Uл ч Ё 1

, =в
Оч ^ S 1 1 « 

а S i0)ш
О) Sн сг35 R к Я" Су S

t  ^£ СС “  1
S-н ^

S S S =г <1) 5- н ^
X 'S S !=г

оа. я со § (U о ■ ® о м ч О) о ^ § «  ч <а о
Е 5  
^ о • со <1> оU С ю к о 1=: VO с о  1=; ю и о  к \о е

0 0 ,2886 0 ,2864 0,3451 0 ,3426 0 ,1664 0 ,1653 0 ,2124 0 ,2110
1 ,6 0 ,3717 0 ,3702 0,3911 0 ,3896 0,2323 0 ,2316 0,2527 0 ,2520
2 ,6 0 ,3882 0 ,3959 0 ,4089 0 ,4067 0,2750 0,2705 0,2847 0 ,2800
3 ,5 0,4221 0,4107 0,4191 0 ,4177 0,2976 0,2932 0 ,3038 0 ,2 9 9 3
5 ,0 0 ,4264 0,4258 0,4307 0,4301 0 ,3238 0,3223 0 ,3279 0 ,3264
7 ,0 0 ,4336 0 ,4343 0 ,4365 0 ,4372 0,3511 0,3491 0 ,3539 0,3519

16 ,0 0 ,4256 0 ,4270 0 ,4266 0,4279 0,4321 0 ,4334 0 ,4330 0 ,4344
2 0 ,0 0 ,4202 0,4197 0 ,4206 0,4202 0,4822 0,4809 0,4828 0,4815

Д л я  в ы я с н е н и я  в л и я н и я  ф о р м ы  и н д и к а т р и с ы  р а с с е я н и я  б ы л и  
в ы п о л н е н ы  р а с ч е т ы  п р и  з н а ч е н и я х  п а р а м е т р а  р а в н ы х  0 ,6 , 1 , 2  и  
2 ,0 .  Р е з у л ь т а т ы  п о к а з а л и ,  ч т о  п р и  э т о м  р а с х о ж д е н и я  в  в е л и ч и н е  
с у м м а р н о й  р а д и а ц и и  с о с т а в л я ю т  5'— 8 % .
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В ы в о д ы ,  п о л у ч е н н ы е  в  с т а т ь е , ,  п о з в о л я ю т  в к л ю ч а т ь  в  р а с ч е т ы  
п р и т о к а  к о р о т к о в о л н о в о й  р а д и а ц и и  п р и б л и ж е н н ы е  з н а ч е н и я  а л ь ­
б е д о  п о д с т и л а ю щ е й  п о в е р х н о с т и  и  п о л ь з о в а т ь с я  н е б о л ь ш и м  ч и с л о м  
у р о в н е й  п о  в е р т и к а л и  в  р а с ч е т а х  п о т о к о в  и  п р и т о к о в  р а д и а ц и и .

2 . П о т о к и  д л и н н о в о л н о в о й  р а д и а ц и и

Р а с ч е т  п о т о к о в  д л и н н о в о л н о в о й  р а д и а ц и и  п р о и з в о д и т с я  п о  и з в е ­
с т н ы м  ф о р м у л а м  [6 , 17].

Д л я  п о т о к о в  н а  у р о в н е  z ,  н а п р а в л е н н ы х  с в е р х у  в н и з ,  в  б е з о б л а ч ­
н ы х  у с л о в и я х  и с п о л ь з у е т с я  в ы р а ж е н и е

Е( М)

А Г  =  ^ [ Г ( т ) ] +  f  D ( u -  m )d B ir(u )].  ( 2 .2 2 ) 
я'(т)

Д л я  п о т о к о в ,  н а п р а в л е н н ы х  с н и з у  в в е р х ,

Е ( т )

г д е

В1 =  Е [ Т ( т ) \ -  J 0 ( т - и ) с 1 В [ Т { и ) ] - { -
О

Е( М)

+  J D (u-{-m )d B[T(u )], ( 2 . 2 3 )
о

Z

m =  jp^dz, ( 2 . 2 4 )

00

( 2 . 2 5 )

D —  ф у н к ц и я  п р о п у с к а н и я ,  f  — и з л у ч е н и е  а б с о л ю т н о  ч е р н о г о  т е л а ,  
т  —  м а с с а  п о г л о щ а ю щ е г о  в е щ е с т в а  о т  п о в е р х н о с т и  з е м л и  д о  у р о ­
в н я  2 , М —  с о д е р ж а н и е  п о г л о щ а ю щ е г о  в е щ е с т в а  в о  « с е й  т о л щ е  а т ­
м о с ф е р ы ,  Рп —  п л о т н о с т ь  п о г л о щ а ю щ е г о  в е щ е с т в а .

В  к а ч е с т в е  ф у н к ц и и  п р о п у с к а н и я  и с п о л ь з у е т с я  п р е д л о ж е н н а я  
Ф .  Н .  Ш е х т е р  и н т е г р а л ь н а я  ф у н к ц и я ,  у ч и т ы в а ю щ а я  з а в и с и м о с т ь  
п о г л о щ е н и я  о т  к о л и ч е с т в а  в о д я н о г о  п а р а ,  у г л е к и с л о г о  г а з а  и  о з о н а .

У т о ч н е н н ы й  в а р и а н т  ф у н к ц и и  п р о п у с к а н и я  Ш е х т е р  [1 8 ]  и м е е т  
в и д

^ ( Н з О ,  С О г ,  0 з) =  ^ ( Н 2 0 , С 0 2 ) - А ( 0 з), ( 2 . 2 6 )

г д е  D ( Н г О ,  С О г )  —  ф у н к ц и я  п р о п у с к а н и я  д л я  в о д я н о г о  п а р а  и  у г л е ­
к и с л о г о  г а з а  о д н о в р е м е н н о ,  Л  ( О з ) — ф у н к ц и я  п о г л о щ е н и я  д л я  
о з о н а .  ‘

В ы р а ж е н и е  д л я  D ( H g O ,  С О г )  п о с т р о е н о  т а к ,  ч т о  в х о д н ы м  п а р а ­
м е т р о м  я в л я е т с я  т о л ь к о  м а с с а  в о д я н о г о  п а р а ,  а  в л и я н и е  С О г  п р и
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э т о м  у ч и т ы в а е т с я  а в т о м а т и ч е с к и  н а  о с н о в а н и и  ф у н к ц и о н а л ь н о й  
с в я з и  м е ж д у  м а с с а м и  Н 2 О  и  С О 2 :

D ( H 2 0 ,  C 0 2 )  =  D ( \ F )  =  D * ( V F ) - a d , ( 2 .2 7 )
г д е

=  +  ( 2 . 2 8 )

W —  э ф ф е к т и в н а я  п о г л о щ а ю щ а я  м а с с а  в о д я н о г о  п а р а ,  о п р е д е л я е ­
м а я  с  п о м о щ ь ю  в ы р а ж е н и я

Z

r = - ^ j p „ V 7 f l f z .  ( 2 . 2 9 )
У ро

Значения п о п р а в к и  AD с л е д у ю щ и е :

W .................  0,0001 0,0003 0,001 0,003 0,01 0 ,03 0 ,1  0 ,3  1 3
100Д£>. . . 7 ,4  8 ,2  8 ,5  8 ,9  9 ,2  7 ,4  5 ,2  2 ,2  0 ,2  0

В ы ч и с л е н и е  э ф ф е к т и в н ы х  п о г л о щ а ю щ и х  м а с с  п р о и з в о д и т с я  п о  
ф о р м у л а м ,  п о л у ч е н н ы м  Р .  Л .  К а г а н о м  [1 9 ]  и з  ( 2 .2 9 )  с  и с п о л ь з о в а ­
н и е м  у р а в н е н и я  с о с т о я н и я  и  у р а в н е н и я  с т а т и к и  и  п р и с п о с о б л е н н ы м  
д л я  р а с ч е т а  п о  д а н н ы м  о б  у п р у г о с т и  в о д я н о г о  п а р а  и  д а в л е н и и  н а  
р а з л и ч н ы х  у р о в н я х :

i - i
W i=  2  ( 2 . 3 0 )

/= 1

Д Г ,  =  0 , 0 1  ( 2 . 3 1 )
I  V Р] у Pj + i

п р и  г =  2 ,  3 ,  4 ,  . . . ; / = 1 ,  2 ,  3 ,  . . .
З д е с ь  i  —  ч и с л о  у р о в н е й ,  у ч и т ы в а е м ы х  п р и  р а с ч е т е  п о г л о щ а ю щ и х  
м а с с .

Ф у н к ц и я  п о г л о щ е н и я  д л я  о з о н а  п р е д с т а в л е н а  с л е д у ю щ и м и  д а н ­
н ы м и :

triQ̂  . . . . 0,01 0,033 0 ,06  ̂0 ,1  0 ,2  0 ,4  0 ,6
ЮОЛ( Оз ) .  0 , 4  0, 9  1, 6 2, 3 3 , 3  4, 1 4, 4

В ы ч и с л е н и е  и н т е г р а л о в ,  в х о д я щ и х  в  ( 2 .2 2 )  и  ( 2 . 2 3 ) ,  п о  ф о р м у л е  
С и м п с о н а  п о з в о л я е т  п о л у ч и т ь  п р и б л и ж е н н ы е  в ы р а ж е н и я  д л я  п о т о ­
к о в  ( с м .  [6 ] ) .  Э ф ф е к т и в н ы е  п о т о к и  д л и н н о в о л н о в о й  р а д и а ц и и  Fz  н а  
к а ж д о м  у р о в н е  в ы ч и с л я ю т с я  в  в и д е  F z = B  —  А.

3. Расчет потоков в облачных условиях
И с п о л ь з у е м а я  с х е м а  у ч е т а  о б л а ч н о с т и  [5, 6 ] с о с т о и т  в  с л е д у ю ­

щ е м :  п о т о к  н а  у р о в н е  г  в ы ч и с л я е т с я  к а к  с у м м а  п о т о к о в ,  о т н о с я ­
щ и х с я  к  о б л а ч н о й  и  б е з о б л а ч н о й  ч а с т я м  н е б о с в о д а  и  в з я т ы х  с  с о о т ­
в е т с т в у ю щ и м и  в е с а м и .
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П р и  т р е х с л о й н о й  о б л а ч н о с т и  в  п о т о к  н а  у р о в н е  г  в х о д я т  п о т о к и  
о т  -всех  о б л а ч н ы х  с л о е в  в  с о о т в е т с т в и и  с о  с х е м о й ,  п р е д с т а в л е н н о й  
в  к а ч е с т в е  п р и м е р а  н а  р и с .  6 .

В  о б щ е м  с л у ч а е  п о т о к  с в е р х у  н а  у р о в н е  z  в ы ч и с л я е т с я  к а к  
с у м м а :

F t  == ( л г  +  q r )  f  1 -  i  С , )  +  Ш  +  Ql O с ,  +
\  / =1  )

( 2 . 3 2 )

Рис. 6. Схема направлений потоков радиации в облачных усло­
виях.

П о т о к и ,  н а п р а в л е н н ы е  с н и з у  в в е р х ,  в ы ч и с л я ю т с я  п о  ф о р м у л е  

F t  =  { В 1  +  R I )  1 -  2  +

( 2 . 3 3 )

С м ы с л  в х о д я щ и х  в  в ы р а ж е н и я  ( 2 .3 2 )  и  ( 2 .3 3 )  в е л и ч и н  п р е д с т а в ­
л е н  н и ж е :  —  п о т о к и  д л и н н о в о л н о в о й  р а д и а ц и и  о т  н и ж ­

н е й  г р а н и ц ы  о б л а к о в  н и ж н е г о ,  с р е д н е г о  и  в е р х н е г о  я р у с о в  с о о т в е т ­
с т в е н н о ;  —  п о т о к и  д л и н н о в о л н о в о й  р а д и а ц и и ,  д о с т и ­

г а ю щ и е  у р о в н я  Z, о т  в е р х н е й  г р а н и ц ы  о б л а к о в  н и ж н е г о ,  с р е д н е г о  и  
в е р х н е г о  я р у с о в  с о о т в е т с т в е н н о ;  Q*',  Q 4  Q*® —  п о т о к и  к о р о т к о в о л ­
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н о в о й  р а д и а ц и и ,  п р о п у щ е н н о й  о б л а к а м и  н и ж н е г о ,  с р е д н е г о  и  в е р х ­
н е г о  я р у с о в ;  R S  R ’̂  ̂—  п о т о к и  к о р о т к о в о л н о в о й  р а д и а ц и и ,  о т ­

р а ж е н н о й  о т  в е р х н е й  г р а н и ц ы  о б л а к о в  н н л < н е г о ,  с р е д н е г о  и  в е р х -

н е г о  я р у с о в  с о о т в е т с т в е н н о ,  и  д о с т и г ш и е  у р о в н я  z; Сг —  б а л л

о б л а ч н о с т и ,  'ВИДИМОЙ с н и з у  с  д а н н о г о  у р о в н я  г ;  С{ —  б а л л  о б л а ч н о ­
с т и ,  в и д и м о й  с в е р х у  с  д а н н о г о  у р о в н я  2 .

Д л я  п е р е с ч е т а  р е а л ь н о й  о б л а ч н о с т и  Ci в  в и д и м у ю  с н и з у  и л и  
с в е р х у  п р и  i — l  д л я  о б л а к о в  н и ж н е г о  я р у с а ,  п р и  i= 2  д л я  о б л а к о в  
с р е д н е г о  я р у с а  и  п р и  t = 3  д л я  о б л а к о в  в е р х н е г о  я р у с а  и с п о л ь з у ­
ю т с я  с л е д у ю щ и е  с о о т н о ш е н и я :

1 - С

= ( 2. 34)
1 -  (С з -Ь Сз)

Cj = С,

1 - ( С 2  +  Сз)  ’

5;

1 - с ,

Сд — : С 3 . ( 2 . 3 5 )

Е с л и  о д и н  и з  т р е х  о б л а ч н ы х  с л о е в  о т с у т с т в у е т ,  т о  в  ф о р м у л а х
( 2 .3 2 )  —  ( 2 .3 5 )  с о о т в е т с т в у ю щ е е  з н а ч е н и е  С ,  п о л а г а е т с я  р а в н ы м  
н у л ю  и  ф о р м у л ы  а в т о м а т и ч е с к и  п е р е х о д я т  в  с о о т в е т с т в у ю щ и е  д а н ­
н о м у  ч а с т н о м у  с л у ч а ю .

Э ф ф е к т и в н ы й  п о т о к  в  о б л а ч н ы х  у с л о в и я х  в ы ч и с л я е м  к а к

4. Вычисление радиационных притоков тепла

Д л я  п о л у ч е н и я  р а с ч е т н о й  ф о р м у л ы  п р и т о к о в  п о  д а н н ы м  н а  о г ­
р а н и ч е н н о м  ч и с л е  у р о в н е й  п р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о  э ф ф е к т и в н ы й  п о т о к  
Fi, м о ж е т  б ы т ь  п р е д с т а в л е н  к в а д р а т и ч н о й  ф у н к ц и е й  в е р т и к а л ь н о й  
к о о р д и н а т ы  в  в и д е :

/?^ =  a  +  * ( a - a J  +  c ( a - a J 2 .

24



Н а й д е м  в ы р а ж е н и я  к о э ф ф и ц и е н т о в  а, Ь, с ч е р е з  з н а ч е н и я  п о т о ­
к о в  н а  у р о в н я х  fe — 1 , й ,  1 - Е с л и  в в е с т и  о б о з н а ч е н и я

т о  п о л у ч и м

pq ip +  q)

Т а к  к а к  = Ь ,  т о
V до

дГ
да p ip  +  q) q{p +  q) pq

Р а д и а ц и о н н ы й  п р и т о к  т е п л а  Ф  в ы р а ж а е т с я  ч е р е з  п р о и з в о д н у ю
дР .

с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

Ф =  —CpPs <5а

Р а с ч е т  п р и т о к о в  п р о и з в о д и т с я  п о  с л е д у ю щ и м  и с х о д н ы м  д а н н ы м :
1 ) р а с п р е д е л е н и ю  в л а ж н о с т и ,
2 ) р а с п р е д е л е н и ю  д а в л е н и я ,
3 )  а л ь б е д о  п о д с т и л а ю щ е й  п о в е р х н о с т и  и  о б л а к о в ,
4 )  п о г л о щ а ю щ и м  с в о й с т в а м  о б л а к о в .

§  3. И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Е  У Р А В Н Е Н И Й  М О Д Е Л И

1. Учет силы трения, притоков тепла и влаги

И з м е н е н и я  с к о р о с т и  в е т р а ,  т е м п е р а т у р ы  и  в л а ж н о с т и ,  о б у с л о в ­
л е н н ы е  в е р т и к а л ь н о й  т у р б у л е н т н о й  д и ф ф у з и е й  и  л у ч и с т ы м  п р и т о ­
к о м  т е п л а ,  о п и с ы в а ю т с я  в  д а н н о й  с х е м е  с л е д у ю щ и м и  у р а в н е н и я м и :

дТ
dt

да g
dt Ps da ’

dv g
dt Ps da ’

_____g _
CpPs

d
da ( П .  +  П

dq g
d t ~ Ps да

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

П р и м е м ,  ч т о  в ы с о т а  п л а н е т а р н о г о  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  с о в п а д а е т  
с  у р о в н е м  (Т/г_2 , а  в н у т р и  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  р а с п о л о ж е н ы  д в а
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р а с ч е т н ы х  у р о в н я  \  Ok-i и  аь, в н е  э т о г о  с л о я  с и л а  т р е н и я  и  т у р б у ­
л е н т н ы е  п р и т о к и  т е п л а  р а в н ы  н у л ю .  С л е д о в а т е л ь н о ,

д( “  dt dt 

дТи g  I dF
dt PsCp \  da

=  Ф ( а , ) .  ( 3 .6 )
k

В о з ь м е м  e  к а ч е с т в е  в е р т и к а л ь н о й  к о о р д и н а т ы  в м е с т о  а  г е о м е т ­
р и ч е с к у ю  в ы с о т у  Z  и  з а п и ш е м  о с н о в н ы е  у р а в н е н и я  д л я  п о г р а н и ч ­
н о г о  с л о я  в  в и д е

да '  1 dz
dt р dz

dv  - 1 dz
dt p dz

( 3 .1 0

( 3 . 2 ' )

+  ( 3 . 3 ' )

4̂ —  1 - ^ 1 .  C3 4 П
dt ~  p d z -  ^

П у с т ь  6  о з н а ч а е т  в ы с о т у  п о г р а н и ч н о г о  с л о я ,  h  —  в ы с о т у  п р и з е м ­
н о г о  с л о я ,  Я  —  в ы с о т у  у р о в н я  fffe-i, Zo —  ш е р о х о в а т о с т ь  п о д с т и л а ю -  
ш е й  п о в е р х н о с т и .  В н у т р и  п р и з е м н о г о  с л о я  (zo ^  z ^  h)

=  О-  ̂ -(П -1-F) =  0

О т с ю д а  с л е д у е т ,  что '

n ^ ( Z o ) - } - F i Z o )  =  I L , m - } - F { h y ,

^х(го) =  ^х(Л); '̂ е(2о) =  ''в(А). (3.7)

;  В в е д е м  в  р а с с м о т р е н и е  м а с ш т а б ы  с к о р о с т и  в е т р а  и ,̂ т е м п е р а ­
т у р ы  и  у д е л ь н о й  в л а ж н о с т и  п о  ф о р м у л а м :

T(zo)/p =  tt f , U^izo)  =  ~ C p p b a ^ T ^ ,  

I f . g { Z o ) ^ - b p u ^ q ^ ,

г д е  & — п о с т о я н н а я  К а р м а н а .
С ф о р м у л и р у е м  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я .  -
а )  Н а  в е р х н е й  г р а н и ц е  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  (т .  е.  п р и  z = 6 )

х ,  =  те =  0 ;  П ,  =  П ^  =  0 ;  - ^  =  ^  =  0 .  ( 3 . 8 )

* Уровень Oh совпадает с поверхностью земли.
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Т о г д а ,  с о г л а с н о  ( 3 .5 )  и  ( 3 . 6 ) ,  д л я  э т о й  г р а н и ц ы

да __ dv р. дд р.
~di

^ = Ф ( 8 ).  . ( 3 . 9 )

б )  Н а  в е р х н е й  г р а н и ц е  п р и з е м н о г о  с л о я  (т .  е.  п р и  z = h )  г р а н и ч ­
н ы е  у с л о в и я  д л я  с у ш и  и  о к е а н а  с ф о р м у л и р у е м  о т д е л ь н о .

Д л я  с у ш и .  С о г л а с н о  [1],  д л я  з и м н и х  у с л о в и й  м о ж н о  п р и н я т ь ,  ч т о  
и с п а р е н и е  и  п о т о к  т е п л а  в  п о ч в у  р а в н ы  н у л ю .  С л е д о в а т е л ь н о ,

^ *  =  0 .  ( 3 . 1 0 )

Н о  т о г д а  у р а в н е н и е  т е п л о в о г о  б а л а н с а  д л я  п о в е р х н о с т и  с у ш и  з а п и ­
ш е т с я  в  в и д е

( n ,  +  F ) ,= ,„  =  0 .

Э т о  у р а в н е н и е ,  с о г л а с н о  ( 3 . 7 ) ,  м о ж н о  п е р е п и с а т ь  в  и н о м  в и д е :

Cppku^T^-=F. ( 3 . 1 1 )

Д л я  о к е а н а .  Б у д е м  с ч и т а т ь  и з в е с т н ы м и ,  с о г л а с н о  к л и м а т и ч е ­
с к и м  д а н н ы м ,  т е м п е р а т у р у  п о в е р х н о с т и  о к е а н а  T s ~ T  (го)  и  н а с ы ­
щ а ю щ е е  з н а ч е н и е  у д е л ь н о й  в л а ж н о с т и  =  (зо )] .

П р о и н т е г р и р у е м  у р а в н е н и я  ( З . Г )  —  ( 3 . 4 ' )  п о  2  в  п р е д е л а х  о т  h 
д о , 6 . Т о г д а ,  п р и н я в  в о  в н и м а н и е  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  ( 3 . 8 ) ,  п о л у ч и м

■ ^ = -и 1с о ц а ,  ( 3 .1 " )

^ = - « J s i n a ,  ( 3 . 2 ' 0

[ F  (A) - F { b ) l  ( 3 . 3 " )

- ^  =  -ka^q^. ■ ( 3 .4 " )

З д е с ь  а  — у г о л  м е ж д у  н а п р а в л е н и я м и  в е к т о р а  н а п р я ж е н и я  т р е н и я  
в б л и з и  п о д с т и л а ю щ е й  п о в е р х н о с т и  и  к а с а т е л ь н о й  к  к р у г у  ш и р о т ы ,  
а  т а к ж е  в в е д е н о  о б о з н а ч е н и е

а ■

x { t t , 'v ,T ,q )  =  lx d z .
h
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А п п р о к с и м и р у я  'I п о л и н о м о м  ч е т в е р т о й  с т е п е н и  п о  г, у д о в л е т в о ­
р я ю щ и м  в с е м  г р а н и ч н ы м  у с л о в и я м  ( 3 . 8 ) ,  п о л у ч и м

X =  <2ix ( Я )  +  а̂ 1 {h) - f  « зх  (S), ( 3 . 1 2 )

г д е
i — /I \з
> - н

а̂  =  {Ь — h) \ с 1 -
i — h

Ь ~ Н

i — h
20 ( H - h )  •

Е с л и  ( Я  —  / i )  ^  б , т о  с  д о с т а т о ч н о й  т о ч н о с т ь ю  и м е е м

a j  =  ( 8 - A ) ( c - 0 , 1 5 ) ,

— /г)(0,25 -  с),

«3 =  0 , 1 5 ( 8  -  Л).

Т е п е р ь ,  п р и н я в  в о  в н и м а н и е  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  ( 3 .9 )  и  в ы р а ж е ­
н и я  ( 3 .1 1 )  и  ( 3 . 1 2 ) ,  м о ж н о  с и с т е м у  у р а в н е н и й  ( 3 . 1 " )  —  ( 3 . 4 " )  з а п и ­
с а т ь  о т д е л ь н о  д л я  с у ш и  и  о к е а н а  в  с л е д у ю щ е м  в и д е :

Д л я  с у ш и

dt

д

dt

Д л я  о к е а н а

[ a , a ( / / ) - j - a 2 « ( ^ ) ]  =  — « fc o s o c ,  

[a{v{H)-\-a 2 v{h)\ = —ul s,\T\a, 

[a {T{H )  +  а ^ Т т  =  -  -  а з Ф  ( 8 ).
Cpp

[a ,M  ( Я )  +  щи {h)\ =  c o s  a ,

d
dt [a{v {H)  -(-  a2 'v {h)\ =  —û  s i n  a ,

( 3 . 1 3 )

( 3 . 1 4 )

( 3 . 1 5 )

( 3 .1 6 )

( 3 . 1 7 )

 ̂ \а{Г  ( Я )  Ч -  а ,Т  (Л)] =  -Ы ^ Т ^  -  4 т  W  W  ~  « з ®  (8).dt

dt

Ср?

[«1?  (Я >  +  а 2 ? (А )] =  .

( 3 .1 8 )

( 3 . 1 9 )
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Т а к  к а к  в н у т р и  п р и з е м н о г о  с л о я  н а п р а в л е н и е  с к о р о с т и  в е т р а  
с л а б о  и з м е н я е т с я  и  с о в п а д а е т  с  н а п р а в л е н и е м  в е к т о р а  н а п р я ж е н и я  
т р е н и я ,  т о  м о ж н о  п р и н я т ь ,  ч т о

г д е

с о з а  =  и ( Я ) / 1/ ( Я ) ,  

81па =  г ) ( Я ) / 1 / ( Я ) ,

1/2 =  и2 +  'у2.

( 3 . 2 0 )

С и с т е м а  у р а в н е н и й  ( 3 . 1 3 ) — - ( 3 .1 5 )  с о д е р ж и т  с е м ь  н е и з в е с т н ы х ,  
а  с и с т е м а  ( 3 .1 6 )  —  ( 3 .1 9 )  — о д и н н а д ц а т ь  н е и з в е с т н ы х .  Д л я  з а м ы к а ­
н и я  э т и х  с и с т е м  в о с п о л ь з у е м с я  и з в е с т н ы м и  в ы р а ж е н и я м и  д л я  п р о ­
ф и л е й  с к о р о с т и  в е т р а ,  т е м п е р а т у р ы  и  в л а ж н о с т и  [2 1 ]:

u { h )  =  ^ [ f m ) - f { Z o \ L ) \ z o s a ,

Т  {h) -  Т  (го) =  Г ,  [ /  W L)  -  /  (ZolL)], 

q{h)  - q { Z o )  =  q^ [ f { h \ L ) - f { Z o \ L ) \  ( 3 . 2 1 )

( з д е с ь  L  —  м а с ш т а б  д л и н ы ,

________
*2(Р7-* +  0 .61^ Ы  ’

а  р = ^ / Г  —  п а р а м е т р  п л а в у ч е с т и )  и  ч е т ы р ь м я  э м п и р и ч е с к и м и  с о о т ­
н о ш е н и я м и ,  п о л у ч е н н ы м и  в  р а б о т е  [2 2 ]:

а )  д л я  о к е а н а  и  с у ш и

b U i f T -

б )  д л я  с у ш и

« ,  =  К ( 8 ) Ж ( р )

в )  д л я  о к е а н а

(^i),

0 , 0 8 9  -  0 , 0 0 3 5 6  In
1 /(8 )

IZq

и *  =  0 , 0 3 0 \ / ( 8 ) М ( [ х ) ,

-bu^q, =  1 0 - 2 1 / (S) [ ^  (го)  -  q ( 8 )]  7 V ( p ) .

i З д е с ь

([,)  =  [ 0 , 2 7 4 - f 0 , 0 1 6 7 [ j ,
1/3

.. ....0 г  (го )- r  ( 8 ) - 8 . 4

' P' I V  {b)

(8 .2 2 ) -

( 3 . 2 3 )

( 3 . 2 4 )

( 3 . 2 5 )

( 3 . 2 6 )

( 3 . 2 7 )

( 3 . 2 8 )  
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п р и в е д е н н ы е  в ы ш е  э м п и р и ч е с к и е  с о о т н о ш е н и я  ( 3 .2 2 )  —  ( 3 .2 5 )  н е  
с п р а в е д л и в ы  д л я  н и з к и х  ш и р о т .  В о п р о с  о  з а к о н о м е р н о с т я х  п о г р а ­
н и ч н о г о  с л о я  в б л и з и  э к в а т о р а  т р е б у е т  е щ е  к а к  т е о р е т и ч е с к и х ,  т а к  и  
э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  и с с л е д о в а н и й .

2. Интегрирование уравнений адвекции

С и с т е м у  у р а в н е н и й  а д в е к ц и и  в ь ш и ш е м  в  с л е д у ю щ е м  в и д е :

J _____ ' L _
~  а sin е

ди
~дГ

ди
дХ

V ди
~ а ' ~ д Г

I — ди
4 -  Ы )  - т ; - - - - - - :I да

1

dv
Ж

дЧ

+

Sln2 0 

и dv , V
+  - т -

1

а  sin 6 д \

д2 дв2

ди
дв

I — dv

( 3 . 2 9 )

1 d2v
д 2  S i n 2  6  dk2

1 , d2v
а2 аб2 ( 3 . 3 0 )

d r
dt

dt

+
и dT

a sin 6 dl
V dT -  dT 
a (36 “  d a

1 d^T

1 d^T

a2 Й02

I и dq
' a sin 0 dk

V  d q  —  d q

a  (̂ 6 da

^2sin2 0

1

+

( 3 . 3 1 )

1 d2q
. 2 - ^ e 2 j -  (3 -3 2 )

в  п р а в о й  ч а с т и  э т и х  у р а в н е н и й  о п у щ е н ы  м а л ы е  ч л е н ы  в и д а
c t g B  д и  .

-------п о с к о л ь к у  д а ж е  д л я  п о л я р н ы х  о б л а с т е й  э т и  с л а г а е м ы е
( 7 0

н а  д в а  п о р я д к а  м е н ь ш е  о с т а л ь н ы х  ч л е н о в .
Э т а  с и с т е м а  в  с в о ю  о ч е р е д ь  р а с щ е п л я е т с я  н а  т р и  п о с л е д о в а ­

т е л ь н о  р е ш а е м ы е  з а д а ч и .  С н а ч а л а  о с у щ е с т в л я е т с я  п е р е н о с  в е л и ч и н
и,  V, Т  я  q в д о л ь  к р у г а  ш и р о т ы ,  з а т е м  в д о л ь  м е р и д и а н а  и ,  н а к о н е ц ,  
в д о л ь  в е р т и к а л и .  Д л я  к р а т к о с т и  з а п и с и  в в е д е м  т а к  н а з ы в а е м у ю  
с т а н д а р т н у ю  с и с т е м у  к о о р д и н а т  п о  с о о т н о ш е н и я м

d x ^ a s i n B d l ,  

dy = =  add
и  в е к т о р - ф у н к ц и ю

Ф  =

и

V

Т
Я

( 3 . 3 3 )

(3 .3 4 )
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Т о г д а  с и с т е м а  ( 3 . 2 6 )  — ( 3 . 2 9 )  п р и м е т  в и д
^2ф д2фI С/'*' . U'^ и^Ч' , /о  0Г \

" W  “лТ!"  Н • ( 3 . 3 5 )

Э т о  в е к т о р н о е  у р а в н е н и е  т а к ж е  р е ш а е т с я  м е т о д о м  р а с щ е п л е н и я .  
О н о  р а з б и в а е т с я  н а  д в а  у р а в н е н и я  т а к и м  о б р а з о м ,  ч т о б ы  в  к а ж д о м  
и з  н и х  п р и с у т с т в о в а л и  п р о и з в о д н ы е  л и ш ь  п о  о д н о й  п р о с т р а н с т в е н ­
н о й  п е р е м е н н о й .  С н а ч а л а  р е ш а е т с я  у р а в н е н и е

5Ф , дФ 52Ф осч
dt дх  дх^

н а  п р о м е ж у т к е  в р е м е н и  tn ^  t ^  tn +  At, а  з а т е м ,  п р и н и м а я  з а  н а ­
ч а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  ф у н к ц и ю  Ф , п о л у ч е н н у ю  в  р е з у л ь т а т е  р е ш е ­
н и я  ( 3 .3 6 )  д л я  м о м е н т а  in +  А^, р е ш а е м  у р а в н е н и е

дФ , <5Ф (92Ф
=  (3 -3 7 )dt ~  ау “ ' ду^

н а  э т о м  ж е  п р о м е ж у т к е  п о  в р е м е н и .  П о с к о л ь к у  а л г о р и т м  р е ш е н и я  
э т и х  у р а в н е н и й  о д и н а к о в ,  о г р а н и ч и м с я  р а с с м о т р е н и е м  ( 3 . 3 6 ) .

В  с х е м а х  ч и с л е н н о г о  м о д е л и р о в а н и я  о б щ е й  ц и р к у л я ц и и  а т м о ­
с ф е р ы  и  о к е а н а  Л и с а  [ 2 3 ]  и  К р о у л и  [ 2 4 ]  б ы л и  п р е д л о ж е н ы  я в н ы е  
к о н е ч н о - р а з н о с т н ы е  с х е м ы  в т о р о г о  п о р я д к а  т о ч н о с т и  п о  п р о с т р а н ­
с т в е н н ы м  к о о р д и н а т а м  д л я  о д н о г о  с к а л я р н о г о  к в а з д а и н е й н о г о  у р а в ­
н е н и я ,  в х о д я щ е г о  в  ( 3 . 3 5 ) ,  и  п о к а з а н о ,  ч т о  э т и  с х е м ы  у с л о в н о  у с т о й ­
ч и в ы .  О д н а к о  п р и  и н т е г р и р о в а н и и  н а  д л и т е л ь н ы й  с р о к  о н и  д а ю т  
з н а ч и т е л ь н ы е  о ш и б к и  в  ф а з е .  В  д а л ь н е й ш е м  Ф р о м м о м  [ 2 5 ]  и  К р о ­
у л и  [2 6 ]  б ы л и  р а з р а б о т а н ы  б о л е е  с л о ж н ы е  р а з н о с т н ы е  с х е м ы ,  п о з ­
в о л я ю щ и е  у м е н ь ш и т ь  о ш и б к и  е  а м п л и т у д е  и  ф а з е  ч и с л е н н о г о  р е ш е ­
н и я  з а  с ч е т  п о в ы ш е н и я  п о р я д к а  а п п р о к с и м а ц и и  п р о с т р а н с т в е н н ы х  
п р о и з в о д н ы х .

В  о т л и ч и е  о т  у к а з а н н ы х  р а б о т ,  б у д е м  р а с с м а т р и в а т ь  н е  о д н о  
у р а в н е н и е ,  а  с и с т е м у  у р а в н е н и й  ( 3 . 3 6 )  и  н а х о д и т ь  и х  с о в м е с т н о е  
р е ш е н и е .  В  р а б о т е  [2 7 ]  н а й д е н о  т о ч н о е  р е ш е н и е  с и с т е м ы  ( 3 .3 6 )  в  и н ­
т е г р а л ь н о й  ф о р м е ,  и с п о л ь з у я  к о т о р о е  м о ж н о  п о с т р о и т ь  р а з л и ч н ы е  
к о н е ч н о - р а з н о с т н ы е  с х е м ы .

В в е д е м  н о в у ю  с к а л я р н у ю  ф у н к ц и ю  ф  и  в е к т о р - ф у н к ц и ю  W с о ­
г л а с н о  н е л и н е й н ы м  с о о т н о ш е н и я м

'Г =  Ф.ср. (3.38)

Н е т р у д н о  п о к а з а т ь  ( с м .  [ 2 7 ] ) ,  ч т о  ф  и  ^  у д о в л е т в о р я ю т  у р а в н е н и ю
d W  d W  „

т е п л о п р о в о д н о с т и ,  н а п р и м е р  — -------v—̂ ^ = Q .  Р а с с м а т р и в а я  р е ­

ш е н и е  э т о г о  у р а - в н е н и я  н а  н е о г р а н и ч е н н о й  п р я м о й  в  п р о м е ж у т к е  
в р е м е н и  t n ^ t  ^ tn  +  п р и  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и я х  
д л я  ф

ср« =  е х р
о

( 3 . 3 9 )
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=  Ф "  • ср” ,

в ы т е к а ю щ и х  и з  ( 3 . 3 8 ) ,  п о л у ч и м  д л я  х = 0

и д л я

■пП+1 : L = -  j  ср”<1ГМ л/

lJ -n + 1 ^

е2

2 У-!1чМ  j  

О т с ю д а ,  н а  о с н о в а н и и  ( 3 . 3 8 ) ,  п о л у ч и м

<F"exp 4v Af

d t

( 3 . 4 0 )

(3.41)

( 3 . 4 2 )

Ф« _ ф« tf" ехр

ф '' +  1 _ ф «  =  .
4м М di

j  cf"exp|^—

( 3 . 4 3 )

di

З д е с ь  Ф о  — з н а ч е н и е  ф у н к ц и и  Ф  в  н а ч а л е  к о о р д и н а т .
И з  ( 3 .4 3 )  м о ж н о  п о л у ч и т ь  р е ш е н и е  в  у з л а х  р а с с м а т р и в а е м о й  

с е т к и .  П о м е с т и м  н а ч а л о  к о о р д и н а т  в  у з е л  с е т к и  i  и  п р и м е м ,  ч т о  п р и  
в ы ч и с л е н и и  ф у н к ц и и  ф  п о  ( 3 .3 9 )  и м е е т  м е с т о  л и н е й н а я  з а в и с и ­
м о с т ь  и от х:

и - = с ^ Ь х .
В в е д е м  о б о з н а ч е н и е

, о о

л =  J  ^ V e x p ( -  - 4 ^ ^ ^

—  о о

Б е р я  э т о т  р ш т е г р а л  п о  ч а с т я м ,  п о л у ч и м

d b

о о

A  =  2 v A / ( ^ - 1 ) / , _ . 2 - 2 v A^ j

З а м е н я я  н а  о с н о в а н и и  ( 3 .3 8 )
(Зф”

а? е х р  

1

i2
4v h-t

( 3 .4 4 )

( 3 . 4 5 )

db ( 3 . 4 6 )

н а
д% 2 v

( 3 .4 4 )  и  ( 3 . 4 5 ) ,  п р и д е м  к  с л е д у ю щ е м у  р е к у р р е н т н о м у  с о о т н о ш е н и ю :  

(1 +  & Д ^ ) Л =  - c A / ^ _ i  +  2 v A ^ ( A -  1 ) ^ . 2 -  ( 3 . 4 7 )

О т с ю д а  ^

7 , = = - ^ ,

Л = - Р ( Р ^  +  Зт),

Л  =  Г  +  б р 2т  +  З т 2  и  т .  д . (3 .4Ь )
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З д е с ь

л = Jk
J,V -

с и
+ . b A t  ’

Ъ  М 
\ + . Ь М  ' .

Е с л и  т е п е р ь  п р е д с т а в и т ь  ф у н к ц и ю  Ф " в  в и д е  о т р е з к а  р я д а  Т е й ­
л о р а  в  о к р е с т н о с т и  л : = 0 ;

N
Ф " _  Ф " =  2

дх>̂  Ii ’

ТО, п о д с т а в л я я  э т о  в ы р а ж е н и е  в  ( 3 . 4 3 )  и  и с п о л ь з у я  ( 3 . 4 5 ) ,  п о л у ч и м
N  _

Jb

k—1 дх^
( 3 .4 9 )

И з  ф о р м у л ы  ( 3 .4 9 )  м о ж н о  п о л у ч и т ь ,  к а к  ч а с т н ы й  - с л у ч а й ,  р я д  
и з в е с т н ы х  а п п р о к с и м а ц и й .  Р а с с м о т р и м  н е с к о л ь к о  т а к и х  с х е м .

1 ) c = U j ,  й = 0 ,  Л ^ =  1. В  э т о м  с л у ч а е ,  с о г л а с н о  ( 3 . 4 9 ) ,

и л и

а ( ф " - ф " _ 1) п р и  м ? > 0ф” + 1 _ф« =
а ( Ф ^ 1 - Ф П  п р и  и К О  

иЧМ
а —

Дх

( 3 . 5 0 )

( 3 . 5 1 )

( 3 . 5 2 )

П о л у ч е н н а я  с х е м а  я в л я е т с я  а л ь т е р н а т и в н о й  с х е м о й  п е р в о г о  п о ­
р я д к а  а п п р о к с и м а ц и и .

2 )  c = u V ' ,  6 = 0 ,  N — 2.  Т о г д а

ф ” +  ’ _ ф ” =  _ й ? д ^
дх 2 V

а2ф \и 
дх2 ( 3 . 5 3 )

и л и ,  з а м е н я я  п р о и з в о д н ы е  о т  Ф™ п о  ф о р м у л е  ц е н т р а л ь н ы х  р а з н о ­
с т е й  и  в в о д я  о б о з н а ч е н и е

( 3 . 5 4 )

п о л у ч а е м

ф Г  ' -  Ф " = -  4 -  (Ф ?+1 -  Ф ? _ 1 ) +

«2
+  +  (Ф ”+ 1 - 2 Ф ?  +  Ф ? _ 0 .

3 Зак. 324

(3 .5 5 )
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Э т а  ф о р м у л а  б ы л а  п о л у ч е н а  и н ы м  п у т е м  в  р а б о т е  Л и с а  [2 3 ]  д л я  
с л у ч а я  v  =  0 .

3 )  с — и"̂ ., & =  0, Л ^ = 4 .  В  э т о м  с л у ч а е ,  а п п р о к с и м и р у я  п р о и з ­

в о д н ы е  с  ч е т в е р т ы м  п о р я д к о м  т о ч н о с т и  [2 8 ] ,  п о л у ч и м

ф ” + » _ ф ?  =  _ - ^ [ 8 ( Ф ? + 1 - Ф ? _ 0 - ( Ф " + 2 - Ф ? ^ 2 ) ]  -  

-  ^  («2 + 2 г )  [З О Ф ?  1 6  ( Ф ? + ,  - f  Ф " _ 0  +  ( ф ? + 2  +  Ф ? - 2 ); -

-  ^  (а® +  б а г )  [ - 2  ( Ф " + 1  -  Ф " _ 0  +  Ф -  +  2  -  Ф ? - 2 ] +  

г,>, 1 2 а 2 г + 1 2 г ' ) 1 б Ф ” - 4 ( Ф " + , + Ф ^ , ) . +

+  ( Ф ” + 2  +  Ф ? - 2 )] ■ ‘ ( 3 . 5 6 )

Э т а  с х е м а  д л я  с л у ч а я  _v =  0  п р и в е д е н а  в  р а б о т е  К р о у л и  [2 6 ] .

( Он
j i  > c  =  w” . П о л а г а я

в ф о р м у л е  ( 3 .4 9 )  N = 2 ,  п о л у ч и м

Ф Г   ̂ -  ф " =  -  —  (ФГ+1 -  Ф ”__1.)Ч-

+  ( 4 -  +  г ) ( Ф " + 1 - 2 Ф "  +  Ф " _ 0 , ( 3 . 5 7 )

Дх 1 + “ г + Г л/
2Дх

К а к  н е т р у д н о  п о к а з а т ь ,  э т а  с х е м а  у д о в л е т в о р я е т  з а к о н у  с о х р а н е н и я  
п е р в о г о  м о м е н т а  д л я  у р а в н е н и й  д в и ж е н и я .
:  О т м е т и м ,  ч т о  с  п о м о щ ь ю - ( 3 .4 9 )  м о г у т  б ы т ь  п о л у ч е н ы  с х е м ы ,  

о б л а д а ю щ и е  с в о й с т в о м  с о х р а н е н и я  т а К ж е  и  в т о р ы х  м о м е н т о в  д л я  
у р а в н е н и й  д в и ж е н и я .  Т а к  н а п р и м е р ,  р а с с м а т р и в а я  у р а в н е н и е

dt

1
и  п о л а г а я  в  ( 3 .4 9 )  с =  —  (Мг+1 + м ,  +  u . j_ i )  и  6  =  0,  п о л у ч и м  с х е м у

О
А р а к а в а  [3 3 ] ,  у д о в л е т в о р я ю щ у ю  у с л о в и я м  с о х р а н е н и я  с р е д н е г о  з н а ­
ч е н и я  U и  н а  з а д а н н о м  о т р е з к е  п р и  с о о т в е т с т в у ю щ и х  г р а н и ч н ы х  
у с л о в и я х .

Р а с с м о т р и м  т е п е р ь  у р а в н е н и е  д л я  в е р т и к а л ь н о й  а д в е к ц и и

< 9 Ф  - д Ф
dt ~  “  5а • (3 .58>
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В о з ь м е м  (O B м о м е н т  t=nb.t, т о г д а  м о ж н о  п о л у ч и т ь  ф о р м у л у ,  ана-^ 
л о г и ч н у ю  ( 3 . 5 5 ) ,

г д е

^ ° k + l = ° k + l ~  °к- 
Д л я  р а в н о м е р н о й  с е т к и  ( A f f f t = A a f t + i  =  Afffe-i)  п о л у ч а е м  ф о р -

'f t  А /
(Ofe

м у л у  ( 3 . 5 5 ) ,  в  к о т о р о й  с л е д у е т  п о л о ж и т ь  v  =  0  и  — •

3. Решение системы уравнений адаптации
Н а  э т о м  э т а п е  р е ш а е т с я  з а д а ч а  д и н а м и ч е с к о г о  с о г л а с о в а н и я  м е ­

т е о р о л о г и ч е с к и х  п о л е й .  Р а с с м а т р и в а е т с я  с л е д у ю щ а я  с и с т е м а  у р а в ­
н е н и й :

do- \ 1„ . _________ё  dH____ RbT dpg j - Q . .

d t  ^ s i„ e  dX /7^asln0 d \  ’

^  (3 .6 0 )d t  a  (56 P s a  6̂

1
( 3 . 6 1 )

ff
1

Dd% =  Q, ( 3 . 6 2 )dt • J

дТ  X 1 Т а
d t % Psc

=  0 .  ( 3 . 6 3 )

З д е с ь  и  д а л е е

^ =  P  +  ̂ , c o s 6 . ( 3 . 6 4 )

К  э т о й  с и с т е м е  н у ж н о  п р и с о е д и н и т ь  е щ е  с о о т н о ш е н и е  ( 1 .9 )  д л я  

о п р е д е л е н и я  в е л и ч и н ы  со.
П р е о б р а з у е м  п е р в ы е  д в а  у р а в н е н и я  с и с т е м ы .  О б о з н а ч и в  д л я  

к р а т к о с т и

f  —  ^  I : П  65>
а sin 0 ах ^  р^а sin 6 ЙХ ’

f  __  g  д Н  , R ^T  dps  /Я fifil
а аб р,а ао ’ {б.ЬЬ)
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п о л у ч и м .

ди
~ д Г

dv

Е с л и  в в е с т и  к о м п л е к с н у ю  с к о р о с т ь

(3 .6 7 )

чю =  и ^  i v

и  к о м п л е к с н у ю  ф у н к ц и ю

т о  с и с т е м у  ( 3 .6 7 )  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  в и д е  о д н о г о  у р а в н е н и я :

i lw = - - F .  ( 3 . 6 8 )

Р е ш е н и е  э т о г о  у р а в н е н и я  и м е е т  в и д

‘п+1
пА- 1W = w ( 3 . 6 9 )

В ы н о с я  и з  п о д  з н а к а  и н т е г р а л а  с р е д н е е  з н а ч е н и е  F  н а  о т р е з к е  
(in, tn+i), к о т о р о е  м ы  о б о з н а ч и м  ч е р е з  F*, п о л у ч и м

W
iF*

( 3 . 7 0 )

Р а с к р ы в а я  в е щ е с т в е н н у ю  и  м н и м у ю  ч а с т и  в ы р а ж е н и я  ( 3 . 7 0 ) ,  п р и -  
д е м ; к  с л е д у ю щ и м  р а в е н с т в а м :

и « + 1 =  c o s  S —  “О" s i n  е —
1 /и s i n  S —  / j ,  (1 —  c o s  s)J ,

■0«+i =  s i n s г)” с о з  в — [/ J(  (1 —  GOS e ) -)-  / ^ s i n e ] ,  ( 3 . 7 1 )  

З д е с ь ................. . .

е =  / Д / .  ( 3 . 7 2 )

В е л и ч и н ы  ps и  Г ,  в х о д я щ и е  в  [.* и  / *  , р а с с ч и т ы в а ю т с я  д л я  м о м е н т а  

+  А ^ /2  п о  я в н о й  с х е м е .  Т а к и м  о б р а з о м  о п р е д е л я ю т с я

1

Л* =  Л” - 4 - , [ ( 3 . 7 3 )
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2 ■/- Ps

П о  н а й д е н н ы м  з н а ч е н и я м  Т*  о п р е д е л я е т с я

1
т*
£ ( 3 . 7 5 )

Д а л е е  р * ,  Я *  и  Г *  п о д с т а в л я ю т с я  в  ( 3 . 6 5 )  и  ( 3 . 6 6 ) ,  з а т е м  п о  п о ­

л у ч е н н ы м  з н а ч е н и я м  f *  и  / *  и  п о л ю  с к о р о с т е й  в  м о м е н т  в р е м е н и

н а х о д я т с я ,  с о г л а с н о  ( 3 . 7 1 ) ,  с о с т а в л я ю щ и е  с к о р о с т и  и  
Д а л е е  о п р е д е л я е т с я  s i n  0  п о  ф о р м у л е

М
1

 ̂ Уз _ а sin 6
о L д\ db ( 3 . 7 6 ) ,

г д е

М * = ^ ( М « + 1  +  И«),

■о* =  i  (г)" + ' ' "̂)-

П о  з н а ч е н и я м  и  и з  ( 1 .9 )  п о л у ч и м  Т е м  с а м ы м

з а в е р ш а е т с я  о п р е д е л е н и е  п о л я  с к о р о с т и  и  п р и з е м н о г о  д а в л е н и я  н а  
р а с с м а т р и в а е м о м  ш а г е  п о  в р е м е н и .  О с т а е т с я  о п р е д е л и т ь  д и н а м и ­
ч е с к и  с о г л а с о в а н н о е  П о л е  т е м п е р а т у р ы  в  м о м е н т  tn+i- О н о  р а с с ч и ­
т ы в а е т с я  п о  с л е д у ю щ е й  ф о р м у л е :

+  ( 3 J 7 ) ,

4. Конечно-разностная аппроксимация производных

П р и  в ы ч и с л е н и и  п р о и з в о д н ы х  п о  п р о с т р а н с т в е н н ы м  к о о р д и н а ­
т а м  в в о д и т с я  п о с т о я н н ы й  ш а г  п о  д о л г о т е

A y  =  a A 6 « s 5 5 5  к м  ( 3 . 7 8 )

и  п е р е м е н н ы й  ш а г  п о  ш и р о т е

l^Xj =  X jasm bj М.. ( 3 . 7 9 )

З д е с ь  — ц е л о ч и с л е н н а я  ф у н к ц и я ,  к о т о р а я  п р и н и м а е т  с л е д у ю щ и е
з н а ч е н и я :  . . .

х̂  =  1 2 ,  Х2  =  6 , х̂  =  4 ,  Х 4  =  3 ,  х̂  =  . . .  =  х  ̂=  2 ,

л:9 = . . . = л г 1 8 = 1 .  ( 3 . 8 0 )
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Т а к и м  о б р а з о м ,  м и н и м а л ь н о е  з н а ч е н и е  ш а г а  Дл:^ р а в н о  3 9 0  к м ,  
м а к с и м а л ь н о е — 7 0 8  к м .  П р о и з в о д н ы е  п о  г о р и з о н т а л и  в ы ч и с л я ю т с я  
с  п о м о щ ь ю  ц е н т р а л ь н ы х  р а з н о с т е й ;

d f  \  Л ,  j +i, k fi, i-\, k

адЬ }i j  „ 2 Ay

d f f'l+Xj, J, k f  l —  Xj, j, k

l . i . k  ■ 2ДХ;a Sin 0 d \

' В е л и ч и н а  D а п п р о к с и м и р у е т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м ;

1 I ^Ps' )̂i +  x p j , k - { P s ' ^ ) l - x p j . k

{Ps^)i. j +  u  k + 1  -  { Р . Л ,  1 .  f t  ® ; - 1

( 3 . 8 1 )

Ay sin 0y ( 3 . 8 2 )

И н т е г р а л ы ,  в х о д я щ и е  в  р а с ч е т н ы е  ф о р м у л ы ,  в ы ч и с л я ю т с я  п о  с п о ­
с о б у  т р а п е ц и й .

П е р е й д е м  т е п е р ь  к  о п р е д е л е н и ю  и с к о м ы х  ф у н к ц и й  в  п о л ю с е ,  к о ­
т о р ы й  я в л я е т с я  о с о б о й  т о ч к о й  р а с с м а т р и в а е м ы х  у р а в н е н и й .  П о л а ­
г а я ,  ч т о  в е р т и к а л ь н а я  с о с т а в л я ю щ а я  в и х р я  с к о р о с т и  и  д и в е р г е н ц и я  
с к о р о с т и  в  п о л ю с е  о г р а н и ч е н ы  [3 0 ] ,  п о л у ч и м ,  ч т о  п р и  0 = 0

и  =  « ( з ,  i ; ) c o s X — '1)(а, ^) s i nX,  '

V =  u{a, О  SinX - f -И(а, ^ ) c o s X .  ( 3 . 8 3 )

З д е с ь  и я V о п р е д е л я ю т с я  п о  з н а ч е н и я м  ф у н к ц и й  и  и  и с о о т в е т с т ­
в е н н о  н а  б л и ж а й ш е м  к  п о л ю с у  к р у г е  щ,и р о т ы ,  г д е  э т и  ф у н к ц и и  
р а с с ч и т ы в а ю т с я  в  п р о ц е с с е  п р о г н о з а !  Д л я  у д о б с т в а  р а с ч е т о в  ш и ­
р о т а  0 = 0  т р а к т у е т с я  к а к  г р а н и ц а  о б л а с т и ,  с о д е р ж а щ а я  7 2  у з л а .  
С о с т а в л я ю щ и е  в е к т о р а  с к о р о с т и  о п р е д е л я ю т с я  в  э т и х  у з л а х  
п о  ф о р м у л а м  ( 3 . 8 3 ) ,  б л а г о д а р я  ч е м у  с р е д н е е  з н а ч е н и е  п о т о к а  
м а с с ы  в н у т р ь  о б л а с т и  н а  э т о й  г р а н и ц е  р а в н о  н у л ю .  Л ю б а я  с к а л я р ­
н а я  в е л и ч и н а  о п р е д е л я е т с я  в  п о л ю с е  т а к ж е  п о  е е  з н а ч е н и я м  н а  с о ­
с е д н е м  к р у г е  ш и р о т ы  и в о  в с е х  у з л а х  г р а н и ц ы  0 = 0  п р и н и м а е т  
о д н о  и  т о  ж е  з н а ч е н и е .

§  4. У Ч Е Т  К О Н В Е К Ц И И  И  Т Е П Л О Т Ы  К О Н Д Е Н С А Ц И И .

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  П А Р А М Е Т Р О В  О Б Л А Ч Н О С Т И

В  д а н н о м  п а р а г р а ф е  р а с с м а т р и в а е т с я  м е т о д  о п р е д е л е н и я  к о л и ­
ч е с т в а  о б л а ч н о с т и  ( в  б а л л а х )  и  е е  г р а н и ц ,  а  т а к ж е  м е т о д  к о р р е к ­
ц и и  т е м п е р а т у р ы  Т  и  в л а ж н о с т и  q з а  с ч е т  п р о ц е с с о в  к о н д е н с а ц и и  и  
к о н в е к ц и и .  . . :

38



1 . п р о г н о з  о б л а ч н о с т и

П р о г н о з и р у е т с я  о б л а ч н о с т ь  т р е х  я р у с о в .  П р и  э т о м ;  п р и н и м а е т с я ,  
ч т о  о б л а ч н о с т ь  в е р х н е г о  я р у с а  р а с п о л а г а е т с я  в  с л о е  5 0 0 — 3 0 0  м б ,  
о б л а ч н о с т ь  с р е д н е г о  я р у с а  — в  с л о е  8 5 0 — 5 0 0  м б ,  о б л а ч н о с т ь  н и ж ­
н е г о  я р у с а —‘ В с л о е  9 9 0 — 8 5 0  м б .  О б о з н а ч и м  б а л л  о б л а ч н о с т и  в е р х ­
н е г о  я р у с а  С в ,  с р е д н е г о  —  С с  и  н и ж н е г о  —  Сн. Б а л л  о б л а ч н о с т и  к а ж ­
д о г о  я р у с а  о п р е д е л я е т с я  п о  з н а ч е н и я м  с р е д н е й  о т н о с и т е л ь н о й  в л а ж -

н о с т и  в  с о о т в е т с т в у ю щ е м  с л о е  f i ,  / 2  и  / з  н а  о с н о в е  э м п и р и ч е с к о г о  
г р а ф и к а  С м а г о р и н с к о г о  ( с м .  [ 3 1 ] ) ,  у с т а н а в л и в а ю щ е г о  с л е д у ю щ у ю  
с в я з ь  у к а з а н н ы х  в е л и ч и н :  ‘

0  п р и  7 , ^  0 , 6 0

3 , 2 5 / i  -  1 , 9 5  п р и  0 , 6 0  <  ? 1  <  0 , 9 0

п р и  0 , 9 0  < 7 i  

п р и  / 2  <  0,35,-

п р и  0 , 3 5  < / 2  ^  0 , 8 5 ,  

п р и  0 , 8 5  < / 2  

п р и  / з $ ^ 0 , 2 5

1 , 7 2 / з  -  0 , 4 3  п р и  0 , 2 5  <  / 3  0 , 8 3

1 п р и  0 , 8 3  <  7 з

1

0

2 / 2  -  0 , 7

1 

О

( 4 .1 )

Н а з о в е м  з н а ч е н и я  / i  =  0 ,9 0 ,  / 2 = 0 , 8 5 ,  / з = 0 , 8 3  к р и т и ч е с к и м и  и 
о б о з н а ч и м  и х  ч е р е з  /iK p, /гк р , /зкр - С р е д н и е  з н а ч е н и я  о т н о с и т е л ь н о й  
в л а ж н о с т и  в  с л о е  о п р е д е л я ю т с я  ч е р е з  п р о г н о с т и ч е с к и е  з н а ч е н и я  о т ­
н о с и т е л ь н о й  в л а ж н о с т и  п о  ф о р м у л а м :  ^

7 , = 4 - ( /2 + ^ 3 ) .

/ 2  =  -2 " '(“т“ / з  +  / 4  + - у ' / з )  ’ ■

7 з =  4 - ( / 5  +  /б)- ( 4 .2 )

З д е с ь  fk я в л я ю т с я  и з в е с т н ы м и  ф у н к ц и я м и  qk, Тк- : : :

/ .  =  ■ '
(^ .)

г д е (Th) о п р е д е л я е т с я  п о  ф о р м у л е  М а г н у с а

^тах ( Y  \  3 ,8  р уп  f 1 71[ J к) е х р |  1 , / 1  7 - ^ _ з 8-
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П е р е х о д я  к  о п р е д е л е н и ю  г р а н и ц  о б л а ч н о с т и ,  з а м е т и м ,  ч т о  в е р ­
т и к а л ь н о е  р а з р е ш е н и е ,  п р и н я т о е  в  д а н н о й  м о д е л и ,  н е д о с т а т о ч н о  д л я  
т о г о ,  ч т о б ы  п о л у ч и т ь  с  д о с т а т о ч н ы м  п р и б л и ж е н и е м  р е а л ь н ы е  з н а ч е ­
н и я  т о л щ и н ы  о б л а к о в .  П о э т о м у  в в о д я т с я  п р о м е ж у т о ч н ы е  у р о в н и

°й +  1/2 = = - ^ ( 3 / г  + +  fe =  2 ,  3 ,  . . к  — 2,

д л я  к о т о р ы х  Т, q и f н а х о д я т с я  п у т е м  л и н е й н о й  и н т е р п о л я ц и и .
П р и н и м а е т с я  с л е д у ю щ а я  с х е м а  о п р е д е л е н и я  г р а н и ц  о б л а ч н о с т и .  

Е с л и  в  р е з у л ь т а т е  р а с ч е т о в  п о  ф о р м у л а м  ( 4 . 1 ) ,  ( 4 .2 )  о к а ж е т с я ,  ч т о  
и м е е т  м е с т о  о б л а ч н о с т ь  к а к о г о - л и б о  я р у с а ,  т о

а )  в  с л у ч а е  с п л о ш н о й  о б л а ч н о с т и  ( С  =  1) о н а  р а с п о л а г а е т с я  н а  
в с е х  п о с л е д о в а т е л ь н о  р а с п о л о ж е н н ы х  у р о в н я х  ( о с н о в н ы х  и  п р о м е -

Рис. 7. Возможное распределение облачности по вертикали в ос­
новном слое.

ж у т о ч н ы х ) , с о о т в е т с т в у ю щ и х  д а н н о м у  я р у с у ,  д л я  к о т о р ы х  f >  /к р  
н а ч и н а я  с  у р о в н я  с м а к с и м а л ь н ы м  / ;

б )  в  с л у ч а е  н е с п л о ш н о й  о б л а ч н о с т и  ( С < 1 ) ,  о б л а ч н о с т ь  п р и п и ­
с ы в а е т с я  т о л ь к о  т о м у  у р о в н ю ,  г д е  f м а к с и м а л ь н о .

О т  к а ж д о г о  т а к и м  о б р а з о м  о п р е д е л е н н о г о  у р о в н я  о б л а ч н о с т ь  
р а с п р о с т р а н я е т с я  в в е р х  и  в н и з  н а  V 4  т о л щ и н ы  о с н о в н о г о  с л о я ,  т .  е .  
с л о я ,  з а к л ю ч е н н о г о  м е ж д у  д в у м я  с о с е д н и м и  о с н о в н ы м и  0 - у р о в н я м и .  
Н а  р и с .  7  п р е д с т а в л е н ы  в о з м о ж н ы е  в а р и а н т ы  р а с п о л о ж е н и я  о б л а ч ­
н о с т и .  О с н о в н ы е  у р о в н и ,  м е ж д у  к о т о р ы м и  р а с п о л а г а е т с я  о б л а ч ­
н о с т ь ,  п р о в е д е н ы  ж и р н ы м и  л и н и я м и .  Т о н к и е  л и н и и  о б о з н а ч а ю т  г р а ­
н и ц ы  о б л а ч н о с т и .  О б л а с т ь ,  з а н я т а я  о б л а ч н о с т ь ю ,  з а ш т р и х о в а н а ,  
п р и ч е м  о б л а ч н о с т ь  р а з н ы х  я р у с о в  в  п р е д е л а х  о д н о г о  о с н о в н о г о  с л о я  
о б о з н а ч а е т с я  ш т р и х о в к о й  р а з н о г о  н а к л о н а .

П р и  р е а л и з а ц и и  э т о й  с х е м ы  в с е  у р о в н и  п е р е б и р а ю т с я  с в е р х у  в н и з  
( о т  02 д о  Ok- i ) -  Е с л и  н а  д а н н о м  у р о в н е  о т м е ч а е т с я  о б л а ч н о с т ь  о п р е ­

д е л е н н о г о  я р у с а ,  т о  э т о т  у р о в е н ь  у ж е  н е  р а с с м а т р и в а е т с я  п р и  р а с ­
п р е д е л е н и и  о б л а ч н о с т и  н и ж е л е ж а щ е г о  я р у с а ,  ч т о  и с к л ю ч а е т  в о з ­
м о ж н о с т ь  н а л и ч и я  н а  у р о в н я х  о б л а ч н о с т и  д в у х  я р у с о в  с р а з у .
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П о с т р о е н н а я  с х е м а  п р о г н о з а  о б л а ч н о с т и  д о п о л н я е т с я  с л е д у ю ­
щ и м и  у с л о в и я м и :

О 12
а )  в  с л у ч а е  С  — —̂  о б л а ч н о с т ь  н а  у р о в н е  k о т с у т с т в у е т ;

б )  н а  у р о в н е  К, —  1 о б л а ч н о с т ь  о т с у т с т в у е т  в с е г д а .

2 .  У ч е т  к о н д е н с а ц и и  и к о н в е к ц и и

В  н а с т о я щ е й  с х е м е  п р о ц е с с ы  к о н д е н с а ц и и  и  к о н в е к ц и и  у ч и т ы ­
в а ю т с я  р а з д е л ь н о ,  в  д в а  э т а п а .  Н а  п е р в о м  э т а п е  о с у щ е с т в л я е т с я  
к о р р е к ц и я  п о л е й  т е м п е р а т у р ы  и  в л а ж н о с т и ,  о б у с л о в л е н н а я  т о л ь к о  
к о н д е н с а ц и е й  в  о б л а ч н ы х  с л о я х ,  н а  в т о р о м  э т а п е  —  к о р р е к ц и я ,  о б у ­
с л о в л е н н а я  к о н в е к ц и е й ,  п р и ч е м  п р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о  у д е л ь н а я  в л а ж ­
н о с т ь  в  о б л а к е  в  т е ч е н и е  в с е г о  п р о ц е с с а  к о н в е к ц и и  о с т а е т с я  н а с ы ­
щ а ю щ е й .

У ч е т  к о н д е н с а ц и и .  Р а с с м а т р и в а е т с я  к о н д е н с а ц и я  в  с л о я х  о б ­
л а ч н о с т и ,  л е ж а щ и х  н а  о с н о в н ы х  а - у р о в н я х .  Е с л и  з н а ч е н и е  о т н о с и ­
т е л ь н о й  в л а ж н о с т и  н а  у р о в н е  аи, с о д е р ж а щ е м  о б л а ч н о с т ь  |.1 - т о г о  
я р у с а ,  п р е в ы ш а е т  /^кр ,  т о  п р о и с х о д и т  в ы д е л е н и е  т е п л а  к о н д е н с а ц и и ,  
в с л е д с т в и е  ч е г о  т е м п е р а т у р а  и  в л а ж н о с т ь  qu в о з д у х а  и з м е н я ­
ю т с я .  Й х  н о в ы е  з н а ч е н и я ,  Г *  , q*  , р а с с ч и т ы в а ю т с я  п о  ф о р м у л а м :

й = / „ ,  I Ч Г ( Т . )  + К ( П  - т , ) ] .  ( 4 . 3 )

г д е

— ш — - ^ =  — •

Ф о р м у л а  ( 4 .3 )  п о л у ч а е т с я  и з  у с л о в и я  к о н д е н с а ц и и

^ :  =  Д к р 9 Г ( ^ . ) -  ( 4 .5 )

Е с л и  р а з л о ж и т ь  q'^^^ijk) в  р я д  п о  с т е п е н я м  Т*  —  Th и  о г р а н и ­

ч и т ь с я  д в у м я  п е р в ы м и  ч л е н а м и  р а з л о ж е н и я ,  ч т о  в  д а н н о м  с л у ч а е  
о б е с п е ч и в а е т  д о с т а т о ч н у ю  т о ч н о с т ь ,  т о  п о л у ч и м  ф о р м у л у  ( 4 . 3 ) .

Ф о р м у л а  ( 4 .4 )  п о л у ч е н а  в  с о о т в е т с т в и и  с  п р е д п о л о ж е н и е м  С м а ­
г о р и н с к о г о  о  т о м ,  ч т о  п р о ц е с с  к о н д е н с а ц и и  п р о и с х о д и т  н а с т о л ь к о  
б ы с т р о ,  ч т о  и м е е т  м е с т о  т о л ь к о  л о к а л ь н о е  и з м е н е н и е  т е м п е р а т у р ы .  
Т о г д а  у р а в н е н и е  э н е р г и и  м о ж е т  б ы т ь  з а п и с а н о  в  в и д е

C p ^ ^ t= - - L C A g * -q ) .  ( 4 . 6 )

З а м е н я я  п р и р а щ е н и е  т е м п е р а т у р ы  ч е р е з  Г *  —  Г а ,  п о л у ч а е м  ф о р ­

м у л у  ( 4 . 4 ) .
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в  о т л и ч и е  о т  с у щ е с т в у ю щ и х  с х е м  у ч е т а  т е п л а  к о н д е н с а ц и и ,  з д е с ь  
п р е д у с м а т р и в а е т с я ,  ч т о  к о н д е н с а ц и я  м о ж е т  п р о и с х о д и т ь  и  п р и  н е -  
с п л о ш н о й  о б л а ч н о с т и .

У ч е т  к о н в е к ц и и .  К о р р е к ц и я  т е м п е р а т у р ы  и  в л а ж н о с т и  д л я  у ч е т а  
к о н в е к ц и и  п р о и з в о д и т с я  в  т о м  с л у ч а е ,  е с л и  в  н а с ы щ е н н о м  в о з д у х е  
в е р т и к а л ь н ы й  г р а д и е н т  т е м п е р а т у р ы  п р е в ы ш а е т  в л а ж н о а д и а б а т и  
ч е с к и й  'Y’*^ а  в  н е н а с ы щ е н н о м  в о з д у х е  —  с у х о а д и а б а т и ч е с к и й  у®'’ 
В  к а ж д о м  о с н о в н о м  с л о е  з н а ч е н и я  и  р а с с ч и т а н н ы е  в  0 -с и  
с т е м е ,  п о л а г а ю т с я  п о с т о я н н ы м и  п о  в е р т и к а л и  в  п р е д е л а х  э т о г о  с л о я  
З н а ч е н и я  т е м п е р а т у р ы ,  в х о д я щ и е  в  в ы р а ж е н и я  д л я  и  б е  
р у т с я  к а к  с р е д н и е  п о  с о о т в е т с т в у ю щ е м у  о с н о в н о м у  с л о ю .

Д л я  т о г о  ч т о б ы  в л и я н и е  л ю б о г о  к о н в е к т и в н о г о  п р о ц е с с а  м о ж н о  
б ы л о  в с я к и й  р а з  в ы р а з и т ь  ч е р е з  и з м е н е н и я  т е м п е р а т у р ы  и  в л а ж н о ­
с т и  н а  о с н о в н ы х  у р о в н я х  ( т а к  к а к  т о л ь к о  э т и  з н а ч е н и я  Т  я q м о г у т  
б ы т ь  у ч т е н ы  в  д р у г и х  ч а с т я х  с х е м ы ) ,  п р и н и м а е т с я ,  ч т о , в  к а ж д о м  
о с н о в н о м  с л о е  т е м п е р а т у р а  и з м е н я е т с я  п р о п о р ц и о н а л ь н о  в о б ­
л а к е  и  п р о п о р ц и о н а л ь н о  в н е  о б л а к а .  В  э т о м  с л у ч а е , -  е с л и  к о н ­
в е к ц и я  п р о и с х о д и т ,  т о  о н а  ц е л и к о м  о х в а т ы в а е т  о с н о в н о й  с л о й  и л и  
н е с к о л ь к о  т а к и х  с л о е в .  О б о з н а ч и м  ч е р е з  С\, Cz и  Сз б а л л  о б л а ч н о ­
с т и ,  з а н и м а ю щ е й  в е р х н ю ю ,  с р е д н ю ю  и л и  н и ж н ю ю  ч а с т и  о с н о в н о г о  
с л о я  с о о т в е т с т в е н н о .  Т о г д а  у с л о в и е  о т с у т с т в и я  к о н в е к ц и и . м о ж е т  
б ы т ь  з а п и с а н о  т а к :

- Q  +  т Г С ,  ( 4 .7 )

г д е

С  = ( C l - f - 2 С з - f  Сз).

В  с л у ч а е  н е в ы п о л н е н и я  у с л о в и я  ( 4 .7 )  п р о и с х о д и т  к о н в е к ц и я ,  
в  р е з у л ь т а т е  к о т о р о й  з н а ч е н и я  т е м п е р а т у р ы  Т  и  в л а ж н о с т и  q н а  о с ­
н о в н ы х  у р о в н я х  и з м е н я ю т с я .  Е с л и  к о н в е к ц и я  о х в а т ы в а е т  т  о с н о в ­
н ы х  с л о е в ,  т о  н о в ы е  з н а ч е н и я  т е м п е р а т у р ы  Т*  н а  с о о т в е т с т в у ю щ и х  
о с н о в н ы х  у р о в н я х  м о г у т  б ы т ь  о п р е д е л е н ы  и з  с и с т е м ы  у р а в н е н и й :

+  = Т Г ( 1 - С , ) - Ь т Г С ,  i  =  k ,  k ^ m - \ ,  ( 4 .8 )

т  — 1 т — \

/ =  ft / =  ft

Ф о р м у л а  ( 4 .9 )  п о л у ч е н а  в  п р е д п о л о ж е н и и ,  ч т о  к о н в е к ц и я  п р о и с ­
х о д и т  б е з  к о н д е н с а ц и и .  В  э т о м  с л у ч а е  в ы п о л н я е т с я  у с л о в и е  [32 ]

\ Т - Т * )  do =  0. ( 4 . 1 0 )

“ft
П р и б л и ж е н н о  в ы ч и с л я я  э т о т  и н т е г р а л  п о  ф о р м у л е  т р а п е ц и й ,  п о л у ­
ч а е м  ф о р м у л у  ( 4 . 9 ) .
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А. С. ДУБОВ,  Л.  Р. ОРЛЕНКО

ОБ УЧЕТЕ ПРОЦЕССОВ В ПОГРАНИЧНОМ СЛОЕ 
ПРИ ЧИСЛЕННОМ МОДЕЛИРОВАНИИ 
ОБЩЕЙ ЦИРКУЛЯЦИИ АТМОСФЕРЫ

1. О п ы т  р а б о т ы  п о  ч и с л е н н ы м  м е т о д а м  к р а т к о с р о ч н о г о  п р о г н о з а  
п о г о д ы  п о к а з а л ,  ч т о  п р и т о к и  и п о т е р и  э н е р г и и  в  а т м о с ф е р е  в  р е з у л ь ­
т а т е  в з а и м о д е й с т в и я  с  п о д с т и л а ю щ е й  п о в е р х н о с т ь ю  и г р а ю т  о п р е д е ­
л е н н у ю  р о л ь  в  и з м е н е н и и  п о л е й  м е т е о э л е м е н т о в  з а  в р е м е н н ы е  и н ­
т е р в а л ы  п о р я д к а  1 — 2  с у т о к ,  н о  о т н ю д ь  н е  я в л я ю т с я  о с н о в н ы м и ,  
о п р е д е л я ю щ и м и  ф а к т о р а м и .  Т а к ,  в  р а м к а х  с у т о ч н о г о  п р о г н о з а  
у ч е т  д и с с и п а ц и и  к и н е т и ч е с к о й  э н е р г и и  з а  с ч е т  т у р б у л е н т н о г о  т р е н и я  
в  н и л < н е м  к и л о м е т р о в о м  с л о е  у л у ч ш а е т  о п р а в д ы в а е м о с т ь  п р о г н о з а  
н а з е м н о г о  п о л я  д а в л е н и я  н а  7 — 8 %  [1].  У ч е т  р а д и а ц и о н н ы х  и  т у р б у ­
л е н т н ы х  п р и т о к о в  т е п л а ,  с о г л а с н о  и с с л е д о в а н и я м  М .  Е .  Ш в е ц а ,  
Б .  Е .  Ш н е е р о в а  и  Л .  Ф .  К о л о с к о в о й  [2],  у л у ч ш а е т  о п р а в д ы в а е м о с т ь  
п р о г н о з а  г е о п о т е н ц и а л а  в  с р е д н е й  т р о п о с ф е р е  н а  2 — 3 % -  С л е д у е т  
з а м е т и т ь ,  ч т о  э т и  ц и ф р ы  х а р а к т е р и з у ю т  у в е л и ч е н и е  о п р а в д ы в а е м о ­
с т и  т е х  х о р о ш о  о т р а б о т а н н ы х  с х е м ,  о т н о с и т е л ь н а я  о ш и б к а  к о т о р ы х  
в  р а м к а х  а д и а б а т и ч е с к и х  и  н е д и с с и п а т и в н ы х  м о д е л е й  с о с т а в л я е т  
0 , 7 — 0 ,8 .  П р и м е н и т е л ь н о  к  с х е м а м  с  о т н о с и т е л ь н о й  о ш и б к о й  б о л ь ш е  
е д и н и ц ы  у ч е т  п е р е ч и с л е н н ы х  в ы ш е  ф а к т о р о в  м о ж е т  д а т ь  б о л ь ш е е  
у л у ч ш е н и е  о п р а в д ы в а е м о с т и  [3].

Т а к и м  о б р а з о м ,  п р и  к р а т к о с р о ч н о м  п р о г н о з е  п о г о д ы  н у ж н о  б ы л о  
п р е ж д е  в с е г о  н а у ч и т ь с я  п р е д с к а з ы в а т ь  п е р е м е щ е н и я  в о з д у ш н ы х  
м а с с  с  н е и з м е н н ы м и  с в о й с т в а м и ,  т .  е.  б е з  у ч е т а  т р а н с ф о р м а ц и и .  
Е с т е с т в е н н о ,  ч т о  и  в  р а м к а х  с у т о ч н ы х  п р о г н о з о в  н е о б х о д и м о  у м е т ь  
п р е д с к а з ы в а т ь  т а к ж е  р е з к и е  п е р е с т р о й к и  п о л е й ,  с в я з а н н ы е  с  в о з ­
н и к н о в е н и е м  н о в ы х  б а р и ч е с к и х  о б р а з о в а н и й .  Н о  п р и ч и н а  п о д о б н ы х  
р е з к и х  п е р е с т р о е к  е щ е  о к о н ч а т е л ь н о  н е  в ы я с н е н а ,  в  ч а с т н о с т и ,  п о ­
д о б н ы е  п р о ц е с с ы  ч а с т о  с в я з ы в а ю т  с  п о т е р е й  у с т о й ч и в о с т и  д в и ж е ­
н и я .  О б м е н  э н е р г и е й  в  т а к и х  у с л о в и я х  (т .  е.  п р и  п о т е р е  у с т о й ч и в о ­
с т и  д в и л < е н и я )  с о в с е м  н е  и з у ч е н .

И н а ч е  о б с т о и т  д е л о  с  д о л г о с р о ч н ы м  п р о г н о з о м  и л и  т е о р и е й  к л и ­
м а т а .  Д л я  д л и т е л ь н ы х  п р о ц е с с о в  у ж е  н е л ь з я  в  к а ч е с т в е  о с н о в н о г о

45



п р и б л и ж е н и я  и з у ч а т ь  п е р е м е щ е н и я  м е т е о р о л о г и ч е с к и х  о б ъ е к т о в  
с  н е и з м е н н ы м и  с в о й с т в а м и .  Т р а н с ф о р м а ц и я  э т и х  с в о й с т в  п о д  в л и я ­
н и е м  п р и т о к о в  и  с т о к о в  э н е р г и и  я в л я е т с я  в  э т о м  с л у ч а е  о с н о в н ы м  
с о д е р ж а н и е м  з а д а ч и .  И з в е с т н ы ,  н а п р и м е р ,  р а б о т ы ,  а в т о р ы  к о т о р ы х  
п р и  п о с т р о е н и и  с х е м  п р о г н о з а  н а  с р о к  б о л ь ш е  м е с я ц а  в о о б щ е  о т к а ­
з ы в а л и с ь  о т  р а с с м о т р е н и я  а д в е к ц и й  т е м п е р а т у р ы  и  в и х р я  с к о р о ­
с т и ,  о г р а н и ч и в а я с ь  а н а л и з о м  т о л ь к о  э н е р г е т и ч е с к и х  с о о т н о ш е ­
н и й  [4].

Т а к и м  о б р а з о м ,  и з у ч е н и е  с п е ц и ф и к и  п р о ц е с с о в  в  с л о я х  а т м о ­
с ф е р ы ,  г д е  н а и б о л е е  и н т е н с и в н о  п р о и с х о д и т  о б м е н  э н е р г и е й ,  д е ­
л а е т с я  о д н и м  и з  у з л о в ы х  в о п р о с о в  п о с т р о е н и я  т е о р и и  к л и м а т а .  
К  ч и с л у  т а к и х  с л о е в  в  п е р в у ю  о ч е р е д ь  о т н о с и т с я  п о г р а н и ч н ы й  с л о й ,  
в  к о т о р о м  н а и б о л е е  и н т е н с и в н о  п р о я в л я е т с я  в з а и м о д е й с т в и е  а т м о ­
с ф е р ы  с  п о д с т и л а ю щ е й  п о в е р х н о с т ь ю .

С п о с о б ы  у ч е т а  п р о ц е с с о в  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е  а т м о с ф е р ы  п р и  
ч и с л е н н о м  м о д е л и р о в а н и и  о б щ е й  ц и р к у л я ц и и  о б с у ж д а л и с ь  д о  с и х  
п о р  г л а в н ы м  о б р а з о м  в  д в у х  р а б о т а х .  П е р в а я  —  э т о  и з в е с т н ы е  и с ­
с л е д о в а н и я ,  п р о в о д и м ы е  п о д  р у к о в о д с т в о м  Д ж .  С м а г о р и н с к о г о  
( н а п р и м е р ,  [5 ,  6 ])  и  в т о р а я  —  д о к л а д  А .  С .  М о н и н а  и  С .  С .  З и л и т и н -  

к е в и ч а  н а  с и м п о з и у м е  н о  ч и с л е н н ы м  п р о г н о з а м  п о г о д ы  в Т о к и о  
в  1 9 6 8  г .  [7] .  В  р а б о т а х  С м а г о р и н с к о г о  р а с с м а т р и в а л а с ь  д о в о л ь н о  
г р у б а я  м о д е л ь  о б м е н а  т е п л о м ,  в л а г о й  и  к о л и ч е с т в о м  д в и ж е н и я  в  п о ­
г р а н и ч н о м  с л о е  а т м о с ф е р ы ,  н о  в с е , р а с ч е т ы  б ы л и  д о в е д е н ы  д о  к о н ­
к р е т н ы х  р е з у л ь т а т о в — п о с т р о е н и я  г л о б а л ь н ы х  к а р т  р а с п р е д е л е н и я  
о с р е д н е н н ы х  з н а ч е н и й  о с н о в н ы х  м е т е о э л е м е н т о в  и  к о м п о н е н т  э н е р ­
г е т и ч е с к о г о  б а л а н с а  а т м о с ф е р ы .

В  д о к л а д е  М о н и н а  и  З и л и т и н к е в и ч а  п р а к т и ч е с к и  д е л а е т с я  з а ­
я в к а  н а  т о ,  к а к  м о ж н о  б о л е е  д е т а л ь н о ,  б о л е е  т о ч н о  о п и с а т ь  з а к о н о ­
м е р н о с т и  п о г р а н и ч н о г о  с л о я ,  н о  н и к а к и х  к о н к р е т н ы х  р а с ч е т о в  н е  
б ы л о  п р о в е д е н о .  •

В  м о д е л и  С м а г о р и н с к о г о  п о т о к и  к о л и ч е с т в а  д в и ж е н и я  ( т ) ,  т е п л а  
( Я о )  и  в л а г и  ( ^ о )  н а  у р о в н е  п о д с т и л а ю щ е й  п о в е р х н о с т и  з а д а в а ­
л и с ь  в  в и д е

r = - H h ) C o m V { h ) \ N { h ) ,  (1 )

H , = . p { h ) C p C „ { h ) \ W { h ) \ { T , - ^ y  (2 )

E , =  p{h)C:,{h)\\{h)\\r,(To)-r{h)], ' (3 )

г д е  р  —  п л о т н о с т ь  в о з д у х а ;  h —  в ы с о т а  п р и з е м н о г о  с л о я  в о з д у х а ,  с о ­
о т в е т с т в у ю щ а я  в е р т и к а л ь н о й  к о о р д и н а т е  в  и з о б а р и ч е с к о й  с и с т е м е  
к о о р д и н а т  g ( A ) = 0 , 9 9 1 ;  V  —  в е к т о р  г о р и з о н т а л ь н о й  с к о р о с т и  в е т р а ;  
Ср —  у д е л ь н а я  т е п л о е м к о с т ь  в о з д у х а  п р и  п о с т о я н н о м  д а в л е н и и ;  
Св —  к о э ф ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е н и я ,  р а в н ы й  о т н о ш е н и ю  v\ IV^(h)
( t)^  —  д и н а м и ч е с к а я  с к о р о с т ь ) ;  То и  Т  {h) —  т е м п е р а т у р а  п о д с т и -

„ , ^  T{h)
л а ю щ е й  п о в е р х н о с т и  и  н а  в ы с о т е  h с о о т в е т с т в е н н о ;  Г о --------------
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с о о т в е т с т в у е т , р а з н о с т и  п о т е н ц и а л ь н ы х  т е м п е р а т у р  н а  у п о м я н у т ы х  
в ы ш е  у р о в н я х ;  Гз ( Г о ) — н а с ы щ а ю щ е е  з н а ч е н и е  о т н о ш е н и я  с м е с и '  
п р и  т е м п е р а т у р е  Го; г (h) — з н а ч е н и е  о т н о ш е н и я  с м е с и  н а  у р о в н е  h.

К о э ф ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е н и я  Сд р а с с ч и т ы в а е т с я  п о  ф о р м у л е ,  с о ­
о т в е т с т в у ю щ е й  л о г а р и ф м и ч е с к о м у  п р о ф и л ю  в е т р а ,

С Г) ---
In •

л  ^0 ;

г д е  X —  п о с т о я н н а я  К а р м а н а ,  Zo —  ш е р о х о в а т о с т ь  п о д с т и л а ю щ е й  
п о в е р х н о с т и .

Т р е б у е м ы й  д л я  р а с ч е т о в  п о т о к о в  к о л и ч е с т в а  д в и ж е н и я ,  т е п л а  и  
в л а г и  н а  в ы с о т а х  к о э ф ф и ц и е н т  т у р б у л е н т н о г о  о б м е н а  k н а х о д и т с я  
с о г л а с н о  с х е м е  Р о с с б и — М о н т г о м е р и :

k  =  'e
d V
dz

X ( г  +  Zq) п р и  z ^ h

п р и  A < 2 < y V

(4)

(5)

0 п р и  N

З д е с ь  N о з н а ч а е т  в ы с о т у  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  а т м о с ф е р ы  {N =2,5  к м ) ;  
h — - в ы с о т а  п р и з е м н о г о  с л о я  ( / г = 7 5  м ) ,  ^  — п у т ь  с м е ш е н и я .

В  д о к л а д е  А .  С .  М о н и н а  и  С .  С .  З и л и т и н к е в и ч а  п р е д л а г а е т с я  б о ­
л е е  к о р р е к т н ы й  у ч е т  п р о ц е с с о в - т у р б у л е н т н о г о  п е р е н о с а  в  п р и з е м н о м  
с л о е .  П р е д п о л а г а я  а т м о с ф е р у  о д н о р о д н о й  п о  г о р и з о н т а л и ,  а  п р о и с ­
х о д я щ и е  п р о ц е с с ы  с т а ц и о н а р н ы м и ,  а в т о р ы  з а п и с ы в а ю т  з а к о н ы  с о ­
п р о т и в л е н и я  и  о б м е н а  в  с о о т в е т с т в и и  с  т е о р и е й  п о д о б и я  Д л я  т у р б у ­
л е н т н о г о  р е ж и м а  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е  в р а щ а ю щ е й с я  с т р а т и ф и ц и р о - -  
в а н н о й  ж и д к о с т и  в  в и д е

I n  R o - В . +

s i n a  =  — - ^ ^ ^ s i g n / ,

(6 )

(7 )

In

In Ro

- C

- D

(8)  

(9)

’ В модели Смагоринского предполагалось, что поверхность земли повсюду 
является полностью увлажненной.
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г д е  R o  =  F ^ / / 2 o — ч и с л о  Р о с с б и ;  1/ g  —  г е о с т р о ф и ч е с к и й  в е т е р ;  /  —  п а ­
р а м е т р  К о р и о л и с а ;  а —  у г о л  п о в о р о т а  в е т р а  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е ;  
6 #  и  6q —  п е р е п а д ы  п о т е н ц и а л ь н о й  т е м п е р а т у р ы  и  в л а ж н о с т и  с о ­
о т в е т с т в е н н о  м е ж д у  в е р х н е й  г р а н и ц е й  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  и  у р о в н е м

Но Ео
ш е р о х о в а т о с т и ;  Г *  = -------------------- и  а *  — ----------------------м а с ш т а б ы  т е м п е -

хсрро^  %pv^
р а т у р ы  и  в л а ж н о с т и  с о о т в е т с т в е н н о ;  А, В, С, D —  б е з р а з м е р н ы е

у н и в е р с а л ь н ы е  ф у н к ц и и  о т  п а р а м е т р а  с т р а т и ф и к а ц и и  —
Т

(§■ — у с к о р е н и е  с и л ы  т я ж е с т и ,  Т  —  с р е д н я я  а б с о л ю т н а я  т е м п е р а т у р а  
с л о я ) .  Э т и  ф у н к ц и и  н а х о д и л и с ь  п у т е м  о б р а б о т к и  э к с п е р и м е н т а л ь ­
н ы х  д а н н ы х  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .  П о  д а н н ы м  г р а д и е н т н ы х  н а б л ю ­
д е н и й  с  п о м о щ ь ю  м е т о д и к и ,  и з л о ж е н н о й  в  р а б о т е  [9],  о п р е д е л я л и с ь  
з н а ч е н и я  д и н а м и ч е с к о й  с к о р о с т и  и  т у р б у л е н т н ы х  п о т о к о в  т е п л а  и 
в л а г и  н а  у р о в н е  п о д с т и л а ю щ е й  п о в е р х н о с т и .  П о  д а н н ы м  с и н х р о н н ы х  
а э р о л о г и ч е с к и х  н а б л ю д е н и й  о п р е д е л я л с я  г р а д и е н т н ы й  в е т е р  и  п е ­
р е п а д ы  т е м п е р а т у р ы  и  в л а ж н о с т и  в о  в с е й  т о л щ е  п о г р а н и ч н о г о  с л о я .  
С о п о с т а в л е н и е м  п о л у ч е н н ы х  з н а ч е н и й  б ы л и  н а й д е н ы  и с к о м ы е  ф у н к ­
ц и и  А, В, С, D.

П о л ь з у я с ь  з н а ч е н и я м и  п о л у ч е н н ы х  ф у н к ц и й  и  с о о т н о ш е н и я м и  
( 6 ) —  ( 9 ) ,  м о ж н о  в ы р а з и т ь  у г о л  п о в о р о т а  а, г е о с т р о ф и ч е с к и й  к о э ф ­

ф и ц и е н т  т р е н и я  v l̂vgH п л а н е т а р н ы е  ч и с л а  С т е н т о н а  (— Ho/cppVg8‘&) 
и  Д а л ь т о н а  (— Eo/pVg8q) ч е р е з  ф у н к ц и и ,  з а в и с я щ и е  т о л ь к о  о т  
ч и с л а  R o  и  в н е ш н е г о  п а р а м е т р а  с т р а т и ф и к а ц и и

В  н а с т о я щ е й  р а б о т е  о п и с а н и е  п р о ц е с с о в  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е  д л я  
ч и с л е н н о г о  м о д е л и р о в а н и я  о б щ е й  ц и р к у л я ц и и  б у д е т ,  в о о б щ е  г о ­
в о р я ,  б л и ж е  к  р а б о т е  А .  С .  М о н и н а  и  С .  С .  З и л и т и н к е в и ч а ,  ч е м  
к  п о д х о д у  Д ж .  С м а г о р и н с к о г о .  М ы  т а к ж е  о г р а н и ч и м с я  и н т е г р а л ь ­
н ы м и  х а р а к т е р и с т и к а м и  п о г р а н и ч н о г о  с л о я ,  н е  в д а в а я с ь  в  е г о  в н у т ­
р е н н ю ю  с т р у к т у р у .  З а д а н и е  п р о ф и л я  к о э ф ф и ц и е н т а  о б м е н а  п о  Р о с ­
с б и — М о н т г о м е р и  в о  в с е й  т о л щ е  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  ( к а к  э т о  д е л а е т  
С м а г о р и н с к и й )  —  ф и к т и в н а я  д е т а л и з а ц и я ,  л и ш ь  к а ч е с т в е н н о  с о о т ­
в е т с т в у ю щ а я  с т р у к т у р е  р е а л ь н о  с у щ е с т в у ю щ е г о  э к м а н о в с к о г о  п о д ­
с л о я .  М ы  в  д а л ь н е й ш е м  б у д е м  п р и н и м а т ь ,  ч т о  в с е  т у р б у л е н т н ы е  п о ­
т о к и  н а  в е р х н е й  г р а н и ц е  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  (1 — 1,5  к м )  р а в н ы  н у л ю  
и  з а д а ч а  б у д е т  з а к л ю ч а т ь с я  в  н а х о ж д е н и и  п о т о к о в  н а  п о д с т и л а ю ­
щ е й  п о в е р х н о с т и  п о  р а з н о с т я м  з н а ч е н и й  с о о т в е т с т в у ю щ и х  м е т е о э л е ­
м е н т о в  н а  г р а н и ц а х  п о г р а н и ч н о г о  с л о я ,  п о  з н а ч е н и я м  г е о с т р о ф и ­
ч е с к о г о  в е т р а  и  с т р а т и ф и к а ц и и  в с е й  т о л щ и  п о г р а н и ч н о г о  с л о я .  П о ­
д о б н ы й  п о д х о д  п о з в о л я е т  н а х о д и т ь  с о о т в е т с т в у ю щ и е  п р и т о к и  т о й  
и л и  и н о й  с у б с т а н ц и и  т о л ь к о  в о  в с е м  п о г р а н и ч н о м  с л о е ,  к о т о р ы е  
м о г у т  б ы т ь  о т н е с е н ы  к  н е к о т о р о м у  у с л о в н о м у  у р о в н ю  в н у т р и  
э т о г о  с л о я .



К а к  у ж е  о т м е ч а л о с ь  в ы ш е ,  д л я  р а с ч е т о в  т у р б у л е н т н ы х  п о т о к о в  
р а з л и ч н ы х  с у б с т а н ц и й  н а  у р о в н е  п о д с т и л а ю щ е й  п о в е р х н о с т и  п о  
п е р е п а д а м  т е м п е р а т у р ы ,  в л а ж н о с т и  и  с к о р о с т и  в е т р а  н а  г р а н и ц а х  
п о г р а н и ч н о г о  с л о я  н е о б х о д и м о  з н а т ь  н е к о т о р ы е  э м п и р и ч е с к и е  ф у н к ­
ц и и .  П р и м е р ы  т а к о г о  р о д а  ф у н к ц и й  п р и в е д е н ы  в  р а б о т е  [7].  Д л я  
с т а ц и о н а р н о й  и  о д н о р о д н о й  а т м о с ф е р ы  э т и  ф у н к ц и и  д о л ж н ы  б ы т ь  
у н и в е р с а л ь н ы ,  и  п о э т о м у  и х ,  в о о б щ е  г о в о р я ,  д о с т а т о ч н о  о п р е д е л и т ь  
р а з  и  н а в с е г д а  х о т я  б ы  п о  н а б л ю д е н и я м  в  к а к о м - н и б у д ь  о д н о м  
п у н к т е  ( ч т о  и  с д е л а н о  в  р а б о т е  [ 8 ] п о  д а н н ы м ,  п о л у ч е н н ы м  
в  О ’Н е й л е )  . Н о  р е а л ь н а я  а т м о с ф е р а  о т л и ч а е т с я  о т  р а с с м а т р и в а е м о й  
м о д е л и ,  в с л е д с т в и е  ч е г о  ц е л е с о о б р а з н о  б ы л о ,  в о - п е р в ы х ,  и с п о л ь з о ­
в а т ь  д а н н ы е  н а б л ю д е н и й  в  р а з л и ч н ы х  к л и м а т и ч е с к и х  у с л о в и я х ,  ч т о  
м ы  в  н а с т о я щ е й  р а б о т е ,  п р и м е н и т е л ь н о  к  п о т о к у  т е п л а ,  и  д е л а е м ,  н е  
з а д а в а я с ь  а п р и о р н о  т о й  и л и  и н о й  с х е м о й .

В о - в т о р ы х ,  м е т о д и к а  р а с ч е т а  п о т о к о в  т е п л а  и  к о л и ч е с т в а  д в и ­
ж е н и я  [9],  и с п о л ь з о в а н н а я  в  р а б о т е  [8 ], о с н о в а н а  н а  с о п о с т а в л е н и и  
с  д а н н ы м и  п р я м ы х  м е т о д о в  и з м е р е н и й .  Э т и  м е т о д ы ,  о б л а д а ю щ и е  н е ­
с о м н е н н о й  п е р с п е к т и в н о с т ь ю ,  в  н а с т о я щ е е  в р е м я  е щ е  н е д о с т а т о ч н о  
о т р а б о т а н ы ,  и  п о э т о м у  п р е д с т а в л я л о  и н т е р е с  п о л у ч и т ь  и с к о м ы е  э к с ­
п е р и м е н т а л ь н ы е  ф у н к ц и и  с  п р и в л е ч е н и е м  д а н н ы х  о  п о т о к а х  т е п л а ,  
п о л у ч е н н ы х  м е т о д о м  т е п л о в о г о  б а л а н с а .

Н а к о н е ц ,  т р е т ь е  о т л и ч и е  о т  р а б о т ы  [7] з а к л ю ч а е т с я  в  о т б р а с ы ­
в а н и и  н е с у щ е с т в е н н ы х  э ф ф е к т о в ,  т а к и х  к а к ,  н а п р и м е р ,  в л и я н и е  
с т р а т и ф и к а ц и и  в л а ж н о с т и  н а  т у р б у л е н т н ы й  о б м е н  н а д  с у ш е й  и  и з ­
в е с т н о е  о г р у б л е н и е  р а с ч е т о в  д л я  у с л о в и й  о к е а н а .

2 .  В  к а ч е с т в е  с в я з и  т у р б у л е н т н о г о  п о т о к а  т е п л а  н а  у р о в н е  п о д ­
с т и л а ю щ е й  п о в е р х н о с т и  Я о  с о  с т р а т и ф и к а ц и е й  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  
м ы  в о с п о л ь з у е м с я  р и с .  1, в з я т ы м  и з  р а б о т ы  [10].  П о  о с и  у з д е с ь  о т ­
л о ж е н  б е з р а з м е р н ы й  п о т о к  т е п л а

( 11)
Т рср  ̂ ’

л о  о с и  X —  б е з р а з м е р н ы й  п а р а м е т р  с т р а т и ф и к а ц и и  п о г р а н и ч н о г о  
с л о я

ц,—  g  (1 2 )
' " - Т  V , l   ̂ ’

( з д е с ь  y j j - —  в е р т и к а л ь н ы й  г р а д и е н т  т е м п е р а т у р ы  н а  в е р х н е й  г р а ­
н и ц е  п о г р а н и ч н о г о  с л о я ,  б л и з к и й  к  6 ° / к м ;  N —  в ы с о т а  п о г р а н и ч н о г о  
с л о я ) .

Н е о б х о д и м ы е  д л я  р а с ч е т о в  з н а ч е н и я  Я о  о п р е д е л я л и с ь  п о  г р а д и -  
■ е н т н ы м  н а б л ю д е н и я м  и  с о п о с т а в л я л и с ь  с  д а н н ы м и  т е п л о б а л а н с о -  
в ы х  н а б л ю д е н и й .  П р и  д а л ь н е й ш е й  о б р а б о т к е  и с п о л ь з о в а л и с ь  т о л ь к о  
т е  д а н н ы е ,  д л я  к о т о р ы х  о б а  м е т о д а  д а в а л и  о д и н а к о в ы е  ( в  п р е д е л а х  
. д о п у с т и м ы х  п о г р е ш н о с т е й )  р е з у л ь т а т ы .  З н а ч е н и я  г е о с т р о ф и ч е с к о г о  
в е т р а ,  п е р е п а д а  т е м п е р а т у р ,  в ы с о т ы  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  и  т е м п е р а ­
т у р н о г о  г р а д и е н т а  н а  э т о м  у р о в н е  б р а л и с ь  п о  д а н н ы м  с и н х р о н н ы х  
а э р о л о г и ч е с к и х  н а б л ю д е н и й .  П р и  п о д б о р е  м а т е р и а л а  с т р е м и л и с ь
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в ы б и р а т ь  у с л о в и я ,  б л и з к и е  к  с т а ц и о н а р н ы м  ( п о с л е п о л у д е н н ы е  и  
п о л у н о ч н ы е  с р о к и )  и  о д н о р о д н ы м  ( о т с у т с т в и е  р е з к и х  г о р и з о н т а л ь ­
н ы х  т е м п е р а т у р н ы х  г р а д и е н т о в ) .

Н а  р и с .  1 н а н е с е н ы  д а н н ы е ,  с о о т в е т с т в у ю щ и е  ш и р о к о м у  д и а п а ­
з о н у  к л и м а т и ч е с к и х  у с л о в и й  ( с е в е р о - з а п а д  Е Т С  —  В о е й к о в о ;  з о н а  
п у с т ы н и  —  П а х т а - А р а л ,  М а х т а л ы ) .

Р а с п о л а г а я  э к с п е р и м е н т а л ь н о  у с т а н о в л е н н о й  с в я з ь ю  y  =  f ( n )  
( р и с .  1 ) ,  м о ж н о  п о л у ч и т ь  з а в и с и м о с т ь  ч и с е л  С т е н т о н а  и  Д а л ь т о н а  
о т  у с т о й ч и в о с т и  ( п р и  у с л о в и и ,  ч т о  и с п а р е н и е  н е  л и м и т и р у е т с я  з а п а ­
с а м и  в л а г и  в  п о ч в е ) .  И с х о д я  и з  о д и н а к о в о с т и  м е х а н и з м о в  т у р б у ­
л е н т н ы х  п е р е н о с о в  т е п л а  и  в л а г и ,  м о ж н о  з а п и с а т ь

Ял
Cp?Vgb 

~  '[n N ,  8 ,7  =  ^ 0  -  ^ д . .

( 1 3 )

Рис. 1. Связь безразмерного потока тепла с безразмерным параметром 
стратификации по данным в разных климатических зонах.

1 — П ахта-А рал , 2 — М ахталы , 3 —  Ж овтневое, 4 — Воейково.

^ 0В ы р а ж а я ---------
Срр

( 1 2 ) ,  п о л у ч и м

ч е р е з  у с  п о м о щ ь ю  ( 1 1 ) и  6 #  ч е р е з  с  п о м о щ ь ю

::о_____ Яп (14)

Д л я  у д о б с т в а  д а л ь н е й ш и х  р а с ч е т о в  п о  м о д е л и р о в а н и ю  о б щ е й  
ц и р к у л я ц и и  [1 8 ]  ц е л е с о о б р а з н о  а п п р о к с и м и р о в а т ь  э м п и р и ч е с к у ю  
к р и в у ю  а н а л и т и ч е с к о й  ф у н к ц и е й .  Р а с ч е т ы ,  в ы п о л н е н н ы е  Г .  X .  Ц е й -  
т и н ы м ,  п о к а з а л и ,  ч т о  у д о б н о й  ф о р м о й  а п п р о к с и м а ц и и  я в л я е т с я  в ы ­
р а ж е н и е

у  .  1 0 ^  =  f x  [ 0 , 2 7 4  +  0 , 0 1 6 7 1 .
1/3 '

( 1 5 )
В  т а б л .  1 п р и в о д я т с я  з н а ч е н и я  ф у н к ц и и  у в  р а с с м а т р и в а е ­

м о м  д и а п а з о н е  и з м е н е н и я  а р г у м е н т а  п о  д а н н ы м ,  с н я т ы м  с  э м п и ­
р и ч е с к о г о  г р а ф и к а ,  и  р а с с ч и т а н н ы е  п о  ф о р м у л е  ( 1 5 ) .  С р е д н е е
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Т а б л и ц а  I

Уэкст • 102 

Урассч ■ 10  ̂
Ду »/о

(Л • 1 0 -3

- 1 -0 ,7 5

-11,4
-13 ,0

13

-11,2 
^12,0 

7

-0 ,5 0

-10,0
-10,0

О

-0 ,2 5 0,25

-7 ,1
-6 ,1

17

О

О

О

36,0
34
6

0,50

82,5
77

7

1.5

195
190

3

323
330

2

2,0

470
580

6

2 ,5

625.
615

2

расхождение по 11 точкам, равномерно располол<енным в интервале 
рассматриваемых изменений р,, составляет 6%, что не выходит 
за  рамки точности предлагаемой схемы.

Из теории подобия следует, что числа Стентона и Дальтона, по­
мимо зависимости от устойчивости, о которой только что шла речь, 
должны, вообш,е говоря, еще зависеть от числа Россби (Ro=V'g//zo). 
Приведенные выше расчеты проводились в диапазоне чисел Россби 
10®— 10®. Сравнительно малый разброс точек на рис. 1 свидетельст­
вует о том, что в рассматриваемом диапазоне чисел Россби их влия­
нием на расчеты потоков тепла и влаги можно пренебречь. Физиче­
ски это представляется вполне оправданным, поскольку число 
Россби определяет главным образом геострофический коэффици­
ент трения Vi^JVg и мало влияет на числа Стентона и Дальтона.

Отметим также, что изменчивость чисел Россби обусловлена 
в первую очередь изменчивостью шероховатости," а поскольку в за ­
дачах моделирования общей циркуляции в настоящее время все 
расчеты ведутся для некой средней, постоянной для всей суши ше­
роховатости, то диапазон изменения числа Россби при различных 
значениях задаваемой шероховатости оказывается сравнительно 
невелик и зависимостью от него чисел Стентона и Дальтона можно 
пренебречь. ...............

Окончательно расчетные 'В ы раж ения для определения потоков 
тепла и влаги с использованием аналитического представления 
функции можно записать в виде

//о==с„р8& . 10-2 . у 0,274 +  0,0167
1/3'

. 10-21/, 0,274 +  0,0167
g  69 \1/з-]2

V d (16)

Вертикальный градиент температуры в свободной атмосфере 
входящий в выражение (13) для б-О-, может быть определен по зна­
чениям температур на поверхностях 700 и 850 мб:

Т 850 — Т 700
I n '-

^  '  8-50
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Приближенно значение этого градиента может быть принято рав­
ным 6 град/км.

Перейдем теперь к геострофическому коэффициенту трения и 
углу поворота ветра в пограничном слое. Эмпирические данные по 
связи v j V g  с Ro при нейтральной стратификации по данным раз­
личных авторов приведены на рис. 2. В этом случае эмпирически 
определяемые функции Л и В, содержащиеся в 'выражении (6), вы­
рождаются в константы, которые могут быть рассчитаны по методу 
наименьших квадратов по точкам, изображенным на рис. 2. Для

Рис. 2. Зависимость коэффициента сопротивления от числа 
Россби в условиях нейтральной стратификации по данным 

различных авторов,
1—4 —по данным Блэкедара [13], 5 —по данным Сафроновой [14],

6 — рассчитанные по данным работы Курпаковой и Орленко [15].

удобства дальнейших расчетов упростим соотношение (6). Из тео­
ретических работ по профилям ветра в пограничном слое следует,, 
что величина А не превосходит нескольких единиц. Тогда, исполь-

зуя малость А  по сравнению с членом ^ в рассматриваемом

диапазоне значений геострофического коэффициента трения, перепи­
шем (6) в виде

In Ro К. ■ В 2х Vе

Значения А я В оказались равными 2,2 и 0,218 соответственно.. 
Данные С. С. Зилитинкевича и Д. В. Чаликова [8] соответствуют-
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величинам Л =  10,0 и В =7,84:. Различие полученных значений яв­
ляется следствием того, что в рассматриваемом диапазоне вели­
чин Ro и Vi^/Vg постоянные А я В (при их значениях порядка не­
скольких единиц) практически не сказываются на характере связи 
между числом Россби и геострофическим коэффициентом трения. 
Если положить А =  В = 0 ,  то кривая, соответствующая зависимости
(6), и в этом случае будет также близка к семейству эксперимен­
тальных точек.

Д ля упрощения машинных расчетов мы стилизуем связь v^JG 
с In Ro в виде линейной зависимости. Естественно, подобная стили­
зация будет справедлива только в данном диапазоне чисел Ro:

= 0 , 0 8 9 - 0 , 0 0 8 2  I g R o .
1ц =  о

(17)

Рис. 3. Отношение коэффициентов сопротивления страти­
фицированной и нейтральной атмосферы по данным Сафро­

новой [14].

Д ля термически стратифицированной атмосферы представим за ­
висимость геострофического коэффициента трения от числа Россби 
и параметра стратификации следующим образом:

=  ® i ( R o )  • ® 2 (i^) ( 1 8 )

при условии, что Фг (0) =  1.
Д ля определения отношения геострофических коэффициентов 

трения стратифицированной и нейтральной атмосферы, т. е. функ­
ции Фг(И')> были использованы данные М. М. Сафроновой [14 для 
R o=10^ (рис. 3).

Параметр стратификации в работе [14] определялся по данным
о температуре на высоте 2 м, а не по температуре подстилающей по­
верхности, которая содержится в формуле (12). Пересчет пара­
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метра стратификации производился на основании результатов ра­
боты [15].

В диапазоне изменений |j, от —500 до - f  1500 искомая зависи­
мость может быть в свою очередь представлена в аналитическом 
виде:

[ 1 + 0 , 8 0 ( | л  • 1 0 - з ) - ' 0 , 2 9 ( [ л  - 1 0 - 3 ) 2  +

+  0 ,077(^-10-3)3]. (19)

'Средняя относительная ошибка такого представления по 11 равно­
мерно расположенным точкам в указанном диапазоне изменений д̂. 
составляет меньше 1 % •

Рис. 4. Зависимость угла 
между реальным ветром 
вблизи земной поверхно!- 
сти и геострофическим от 
числа Россби при разных . 
стратификациях по дан­

ным работы [14].
/) д=-200; 2) д = -30, 3) ц=0; 4, 5) по данным работы [15] при 1.1=20 и 210 соответ- ственно.

Заменяя |х=0 согласно (17), окончательно получаем

= ( 0 , 0 8 9  -  0 , 0 0 8 2  l g R o ) [  l  + 0 , 8 0 (р. • I Q - ^ ) -

-0 ,2 9 ([1  • 10-3)2 +  0,077р.з]. (20).
Теперь остается рассмотреть зависимость угла отклонения 

между направлениями реального и геострофического ветра вблизи 
земной поверхности. К сожалению, эта характеристика изучена еще 
крайне мало. Мы ограничимся приведением рис. 4, на котором изо- 
-бражены зависимости интересующего нас'угла отклонения от чисел 
Россби при различных стратификациях пограничного слоя атмо­
сферы по данным работы 14]. Как видно из этого рисунка, при ус­
тойчивой стратификации углы отклонения, могут быть очень велики. 
При неустойчивой стратификации (на рисунке эти данные отсутст- 
■вуют) кривая зависимости близка к нейтральным условиям.

3. Выражения для коэффициента сопротивления, чисел Стентона 
и, Дальтона над океаническими поверхностями изменяются только 
за счет того явления, что шероховатость, входящая в число Рос­
сби, не будет теперь уже внешним параметром. Обусловленная

-54



характером волнения, она в этом случае сама будет определяться 
внешними факторами. Из теории подобия следует, что безразмерная 
шероховатость является функцией аналога числа Рейнольдса

=  о®*/g'v (v — коэффициент молекулярной вязкости). Обычно
используется асимптотическое представление этой функции, вы­
рождающееся при больших значениях Re,o в константу. Следуя 
Чарноку [11], запишем

Zo =  m ^ .  (21)

Постоянная т, согласно измерениям С. А. Китайгородского и 
Ю. А. Волкова [12], может быть принята равной 0,035. Тогда в уме­
ренных широтах (/=7̂ 0) геострофический коэффициент трения для 
океанических районов делается функцией другого безразмерного 
параметра, gImlVg. Теоретические оценки [16, 17] показывают, что 
эта зависимость очень слабая и практически может не учитываться! 
Согласно работе [17], значение v.^/Vg равно 0,028. Тогда, полагая, 
что влияние термической стратификации над океаном аналогично ее 
влиянию над материком, получим следующее расчетное выражение;

- ^ = ^ 0 ,0 2 8  [1 + 0 ,80([х  ■ 10-3) _  o,29(:ĵ  • lO-^)^]. (22)

В силу' того, что диапазон изменения параметра устойчивости 
над океаном много меньше, чем над сушей, при записи формулы 
(22) пренебрегаем кубическим членом с р,.

Как показали результаты обработки наблюдений на НИС 
«А. И. Воейков», зависимость планетарных чисел Стентона и Д аль­
тона от стратификации для условий океана остается такой же, ка­
кая была получена для суши. Таким образом, расчеты потоков те­
пла и влаги могут проводиться по формулам (16).
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л . p. РАКИПОВА

ВЛИЯНИЕ ЛЕДОВИТОСТИ НА ОСНОВНЫЕ ПАРАМЕТРЫ
АТМОСФЕРЫ

Теория зонального распределения температуры [7] позволяет 
оценить влияние изменений характеристик подстилающей поверхно­
сти на тепловой режим атмосферы. Такой характеристикой яв­
ляется, в частности, размер полярной шапки льда.

Тепловой режим атмосферы для средних климатических усло­
вий, а также для условий полного отсутствия льда в полярных ши­
ротах рассмотрен в [8]. Здесь будут изложены результаты решения 
задачи для различных положений средней зональной границы льда 
фл (в градусах широты), характеризующих увеличение ледовитости 
северного полушария по сравнению с современными условиями.

Перемещение границы льда сказывается прежде всего на зональ­
ных величинах альбедо подстилающей поверхности а и планетар­
ного альбедо подстилающей поверхности Г'".

Если принять для льда, покрытого снегом, а = 0 ,85 , а для снега 
на суше а = 0 ,7 0 , то для величин а и Г '" , соответствующих различ­
ным положениям фл, получим распределения, приведенные в табл. I:
данному значению фл соответствуют все а и 
широты 'фл и более северных широт.

полученные для

Т а б л и ц а  1 

Распределение величин а и Т'" для различных фл

9л а

Холодное полу­
годие Теплое полугодие

Г'" Г Г"' Г

0 0 ,82 0,25 0,56 0,25 . 0 ,56
30 0,78 0 ,24 0,54 0,24 0,53
50 0,77 0,18 0,58 0,20 0,56
70 0 ,76 0,15 0,61 0 ,18 0,58
90 0,85 0,19 0,62
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в  табл. 1 приведены также планетарные величины альбедо Г для 
системы Земля—атмосфера (методику расчета V "  и Г см. в [8]).

С изменением а и Г изменяются величины солнечной радиации, 
поглощенной земной поверхностью и системой Земля—атмосфера. 
Эти изменения можно оценить с помощью данных табл. 1.

Что касается средних зональных значений потоков тепла V от 
подстилающей поверхности к более глубоким слоям, то распреде­
ления V, соответствующие различным фл, можно получить из усло­
вий, что для ледяной поверхности поток V равен 2,8 ккал • см^полу- 
годие [5], а для суши, покрытой снегом, он так мал, что им можно 
пренебречь..Затем предполагается, что испарение на всех широтах

севернее фл равно нулю, а полу­
годовые зональные суммы осад­
ков равны их современным значе­
ниям в полярных широтах. Кроме 
того, принимается, что средняя 
степень облачности остается та­
кой же, как и при современных 
климатических условиях. Это же 
относится к величинам всех вход­
ных параметров задачи (в том чис­
ле и перечисленных) южнее фл- 
Ошибки в распределении потоков 
тепла, связанные с этим предполо­
жением, уменьшаются по мере 
смешения границы фл к югу и при 
фд =  0 будут наименьшими, а по­
этому минимальными должны быть 
и ошибки в определении теплового

Рис. 1. Зависимость альбедо подсти-
лающей поверхности а северного по­

лушария от фл.

Зная распределения а для

режима для этого предельного слу­
чая. Согласно [1], изменение балла 
облачности мало влияет на вели­
чины зональных температур, 

различных фл, можно рассчитать
средние значения альбедо подстилающей поверхности а для север­
ного полушария, соответствующие различным условиям оледенения. 
Зависимость а от фл представлена на рис. 1.

Основные параметры атмосферы северного полушария — сред­
няя температура у земной поверхности t, температура на экваторе
(4) и полюсе (^п) для теплого и холодного полугодий — представ­
лены на рис. 2 как  функции а.

Параметры атмосферы для двух полугодий, соответствующие 
одному и тому же режиму оледенения, можно получить из предпо­
ложения, что при данном режиме оледенения положения фд одина­
ковы для обоих полугодий.

Представление об изменении среднего индекса зональной
циркуляции атмосферы а  составим, приняв, что а  изменяется
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приблизительно пропорционально изменению контраста температур 
экватор—полюс ДГ. При современных условиях оледенения для теп-

—  ■—  •—  СС
лого полугодия а = 3 6 ,  для холодного а  =  6 0 ;  1 а = — 10з,  где а  и ю—

угловые скорости вращения атмосферы и земли соответственно.
Приведенные здесь расчеты выполнены в предположении, что 

количество водяного пара в атмосфере М не изменяется при увели­
чении оледенения. Очевидно, более близким к действительности 
было бы предположение о том, что М  уменьшается. С помощью ре­
зультатов работы [7] можно приблизительно оценить эффект умень*
шения М  на температуру атмосферы t для теплого полугодия (при 
условии, что относительная влажность с увеличением ледовитости
не изменяется): для различных фл понижение t равно 8—9°. Пред­
ставление об отепляющем эффекте уменьшения испарения (а также 
V для теплого полугодия), введенном в данные расчеты, можно со­
ставить, сравнив полученные результаты с характеристиками влия­
ния а яа t при неизменных фазовых притоках тепла [7]. В пере­
счете на параметры настоящей задачи эти характеристики дают за ­
висимость t от а, изображенную на рис. 3.

В полном соответствии с качественными представлениями полу­
ченные результаты показывают, что смещение к югу границы оледе­
нения весьма существенно сказывается на среднем тепловом ре­
жиме атмосферы. Д аж е при смещении фл на 1° широты к югу отно­
сительно современного значения приводит к понижению средней
годовой температуры t приблизительно на 1°. Д ля холодного полу­
годия изменения основных параметров атмосферы больше, чем для 
теплого. Температуры на экваторе для обоих полугодий в пределах 
ошибок расчетов (3—5°) получились одинаковыми. Этот результат 
понятен: если при современном режиме выполняется это условие, то 
тем более оно должно выполняться при смещении 'фл к югу для 
обоих полугодий.

При ф л = 0  средняя годовая температура воздуха у поверхности
земли —20° С. Формула, использованная в [2] для оценки этой 
характеристики, дает такой же результат, если положить as =  0,30 
(0,20 — планетарное альбедо подстилающей поверхности, 0,10 — 
планетарное альбедо атмосферы).

Следует отметить уменьшение контраста температур экватор— 
полюс для теплого полугодия с увеличением оледенения, связанное, 
очевидно, с выравниванием величин поглощенной радиации по мере 
смещения фл к экватору. В связи с этим интенсивность зональ­
ной циркуляции будет уменьшаться для теплого полугодия, а ус­
тойчивость циркуляции будет возрастать. Для холодного полуго­
дия индекс циркуляции увеличивается почти линейно с уменьше­
нием широты фл и неустойчивость циркуляции возрастает. На 
широтах фл температуры изменяются в пределах —6, — 12° С, что
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удовлетворительно согласуется с температурой атмосферы на сред­
ней границе ледяной шапки, соответствуюш,ей современным клима­
тическим условиям.

В статье не рассматривается вопрос о причинах развития оледе­
нения Земли, здесь даны только некоторые количественные оценки 
следствий оледенения. Правда, при этом оказалось, что при опуска­
нии границы оледенения до некоторой широты (до 20° с. ш.) начи­
нается его самопроизвольное, без воздействия внешних причин, рас­
пространение к экватору.

Гипотез о причинах изменений климата как в историческую 
эпоху, так и в геологическом прошлом известно довольно много. 
Ошибочность некоторых из них уже доказана (например, гипотезы 
Симпсона). А те, которые в какой-то степени согласуются с полу­
ченными фактическими данными об изменениях климата, нужда­
ются в дальнейшем, существенном теоретическом и эксперименталь­
ном обосновании.

Ограничимся только несколькими замечаниями,относительно не­
которых гипотез. Гипотеза о влиянии на климат запыления атмо­
сферы продуктами вулканических извержений, вероятно, может 
быть дополнена предположением о таком же воздействии на климат 
пылевого вещества, попадавшего в верхние слои атмосферы при- 
етолкновении с Землей крупных метеоритов и астероидов. По мне­
нию академика В. Г. Фесенкова, весьма вероятно, что земная по­
верхность аналогично поверхности Луны и М арса в геологическом 
прошлом часто испытывала удары метеоритов и астероидов, при ко­
торых породы из кратеров и расплавленное вещество метеоритов, 
значительно уменьшали прозрачность атмосферы. О существенно­
сти подобных процессов в прошлом говорит большое число морфо­
логических структур, открытых на земной поверхности в последнее 
время благодаря фотографированию с самолетов и искусственных 
спутников. Уже в 1966 г. было открыто МО таких структур. В. Г. Фе- 
сенков предполагает, что влияние продуктов метеоритных взрывов 
на климат могло быть по крайней мере не меньше, чем влияние вул­
канической пыли (количественные характеристики последнего при- 
йедены в [9]).

Имеются экспериментальные и теоретические доказательства 
того, что частые метеоритные удары влияли и на вулканическую ак­
тивность. Вполне вероятно, что повышенной метеоритной активности 
в прошлом соответствовала повышенная метеорная активность. 
По этой причине Земля чащ е попадала в облака космической пыли, 
что также уменьшало количество приходящей к Земле солнечной 
радиации. Затем, вероятно, «вулканическую» гипотезу можно свя­
зать с гипотезой о воздействии на климат солнечной активности. Та­
кое предположение оправдывается тем, что в геотектонической дея­
тельности намечаются связи как с 11-летними, так и с 80—90-лет­
ними циклами солнечной активности [И]; максимальные значения 
энергии землетрясений приходятся на годы максимумов и миниму­
мов И-летних циклов солнечной активности (со сдвигом 1 год).
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в  эти же годы произошли все катастрофические землетрясения 
с магнитудой более 8, например, лиссабонское 1755 г., китайское 
1920 г., аляскинское 1964 г. Извержение Кракатао пришлось на год 
максимума солнечной активности, а извержение Катмай — на год. 
минимума.

В [11] отмечены звенья причинно-следственной связи солнечной 
активности с геотектоникой: изменения солнечной активности — из­
менения угловой скорости вращения Земли — деформации в лито­
сф ере— усиления геотектонической активности. Физические меха­
низмы связи между отдельными звеньями этой цепи пока только> 
намечаются. Например, о влиянии солнечной активности на угло­
вую скорость Земли писали многие авторы. Пока наиболее вероят­
ным представляется механизм передачи такого влияния через ат­
мосферную циркуляцию, причем последняя влияет не только на 
среднюю угловую скорость вращения Земли, но и на взаимные сме­
щения отдельных блоков земной коры [6] (вследствие чего в лито­
сфере, очевидно, могут возникать деформации).

Много интересных вопросов возникает также в связи с возмож­
ной зависимостью величины солнечной постоянной от степени сол­
нечной активности [4]. Прежде всего, вероятно, здесь речь может 
идти об изменениях величины метеорологической солнечной посто­
янной, которые связаны с изменениями потока солнечной радиации 
на пути от верхней границы атмосферы до того уровня, где нахо­
дится измеряющий радиацию прибор. Величина «астрофизической» 
солнечной постоянной, как показывают современные эксперимен­
тальные измерения на спутниках, от солнечной активности практи­
чески не зависит. На ее величину могут влиять только облака кос­
мической пыли, периодически и спарадически появляющиеся в меж­
планетном пространстве между Солнцем и Землей [3]. В верхних 
слоях атмосферы на величину солнечной радиации могут оказывать 
достаточное влияние, по-видимому, только озон и водяной пар (по 
последним ракетным измерениям его концентрация в мезосфере на 
три порядка больше принимавшихся ранее теоретических значений). 
Следующий вопрос состоит в том, может ли солнечная активность 
вызывать изменения концентраций этих компонент атмосферы. 
Относительно водяного пара пока ничего не известно, так же как не 
известны причины его столь высокой концентрации в верхних слоях. 
Что касается озона, то в работах [10] и [12] показано влияние на 
его концентрацию сильных хромосферных вспышек со сдвигом вО' 
времени от 1 часа до 3—4 дней. Причем изменения концентрации 
озона таковы, что могли бы вызвать колебания величины солнечной 
постоянной на 1—2% - Правда, химические процессы, приводящие 
при этом к изменениям концентрации озона, пока не ясны.

В работе [9] оценивается влияние вариаций величины солнечной 
постоянной (в зависимости от солнечной активности) на средний 
термический режим, тропосферы. С этими изменениями должны 
быть связаны изменения условий конденсации и испарения,
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а следовательно, горизонтальных полей температуры и общей цир­
куляции атмосферы.

Следует заметить, что если вариации солнечной постоянной свя­
заны с изменениями потока солнечной радиации в верхних слоях, 
то это такж е может создавать горизонтальную неоднородность тер­
мических полей.

Количественно оценить все эти эффекты можно будет с помо­
щью численных экспериментов на гидродинамических моделях цир­
куляции, в которых все основные звенья тепло- и влагооборота, 
с учетом обратных связей, будут описаны количественно достаточно 
корректно.

Таким образом, намечается несколько путей влияния солнечной 
активности на общую циркуляцию и климат тропосферы — непо­
средственный и опосредованные, через динамическое взаимодей­
ствие верхних и нижних слоев атмосферы [7] и влияние вулканиче­
ской деятельности.
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к. в. ПЯТЫГИНА,Т. с. ФИЛИППОВА

о  с в я з и  КЛИМАТОЛОГИЧЕСКИХ ЗНАЧЕНИЙ 
ВЕРТИКАЛЬНОЙ СКОРОСТИ, КОЛИЧЕСТВА ОСАДКОВ 

И ВЛАЖНОСТИ ВОЗДУХА

1. В работе [3] дано распределение вертикальных скоростей над 
северным полушарием для поверхности 850 мб. Вертикальная ско­
рость находилась из осредненного по времени уравнения вихря 
скорости с учетом рельефа местности [1, 2, 3]. Значения вертикаль­
ной скорости рассчитывались для узлов регулярной сетки по сред­
немноголетним значениям давления и температуры. Данные о дав­
лении и температуре взяты из атласа карт, являющегося приложе­
нием к монографии Р. Ф. Сохриной, О. Н. Челпановой, В. Я. Шаровой
[7]. Основным периодом осреднения данных является период 
1881— 1935 гг. Поэтому вычисленные нами климатологические зна­
чения вертикальной скорости можно рассматривать как нормы вер­
тикальной скорости. Эти нормы получены для всех 12 месяцев года.

При анализе распределения вертикальных скоростей были вычи­
слены также коэффициенты множественной корреляции осадков 
с вертикальной скоростью и наземной относительной влажностью. 
Значения относительной влажности снимались с карт, представлен­
ных в работе [8], а значения месячных сумм осадков — с карт, пред­
ставленных в том ж е атласе, что и карты давления и темпера­
туры [7].

Коэффициенты множественной корреляции между указанными 
величинами вычислены по широтным кругам для января и июля. 
Расчет их проведен для двух вариантов. В первом варианте в расчет 
включены районы с горными массивами, во втором варианте они 
исключены.

Полученные коэффициенты множественной корреляции пока­
зали, что в июле корреляционная связь осадков с вертикальной ско­
ростью и наземной относительной влажностью в среднем выше, чем 
в январе. При этом корреляционная связь осадков с вертикальной 
скоростью и относительной влажностью для января в среднем выше 
в случае варианта без исключения районов с горными массивами,
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для июля — наоборот. Так, для варианта с горными массивами ко­
эффициенты корреляции для широтных кругов в среднем равны 0,63 
и 0,65 соответственно для января и июля, а для варианта с исключе­
нием районов с горными массивами они равны 0,54 для января и
0,72 для июля.

2. В работах О. А. Дроздова [4, 5] показано, что связь осадков 
с относительной влажностью по наземным данным из-за недостаточ­
ной их репрезентативности по сравнению с относительной влажно­
стью на высотах менее четкая. Это установлено при использовании 
ежедневных данных об осадках и влажности воздуха. Затем полу­
ченные результаты были осреднены по времени. Сравнение относи­
тельной влажности и количества осадков в работе [4] произведено 
отдельно для высот 1,5 и 3,0 км по семи станциям юга ЕТС в ап­
реле—октябре 1946— 1948 гг. По полученным графикам была вы­
числена вероятность выпадения осадков при различных градациях 
относительной влажности. Между вероятностью выпадения осадков и 
относительной влажностью установлена полуэмпирическая связь, 
причем для высоты 1,5 км эта связь оказалась более тесной. Зави­
симость осадков от относительной влажности при этом установлена 
без учета вертикальных движений воздуха.

Представляло интерес найти коэффициенты множественной кор­
реляции и при использовании средних многолетних значений отно­
сительной влажности на высотах. В качестве последних нами бра­
лись значения относительной влажности на уровне 850 мб.

В табл. 1 и 2 приложения представлены коэффициенты множе­
ственной корреляции количества осадков с вертикальной скоростью 
и относительной влажностью для наземного уровня и уровня 850 мб 
соответственно для широтных кругов, отстоящих друг от друга на 5°.

Пользуясь этими таблицами, выпишем коэффициенты корреля­
ции, полученные осреднением их для рассматриваемых широтных 
кругов, в виде табл. 1.

Т аб л и ц а  1

Вариант расчета

с горами без гор

I VII I VII

^«“"■наз 0,63 0,65 0 ,54 0,72

ôterrg-Q 0,61 0 ,73 0,58 0,73

В таблице через Ro обозначен коэффициент множественной
корреляции между осадками (о), вертикальной скоростью (ш) и 
наземной относительной влажностью (Гназ), а через Rowr,so — коэф-
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фицйент корреляции между..теми’же элементами,-только вместо на­
земной влажности входит относительная влажность на уровне 
850 мб (г85о).

Из этой таблицы видно, что при замене наземной относительной 
влажности высотной коэффициент множественной корреляции для 
варианта с горными массивами для января в среднем почти не изме­
нился, а для июля повысился на 0,08. Д ля варианта с исключением 
районов с горными массивами имеем обратную картину. При этом 
получилось, что в январе оптимальным оказался вариант с сохра­
нением районов с горными массивами, а в июле оба варианта дали 
совершенно одинаковые коэффициенты .корреляции (Rownr  ̂ = 0 ,7 3 ). 
Повышение в июле^ коэффициента корреляции Rowr>,o ■ по сравнению 
с Rowr указывает на то, что в горных условиях летом относитель-

Н й З  / I  ,

ная влажность на уровне 850 мб по сравнению с наземной влажно­
стью, очевидно, является более репрезентативной.

В данной работе коэффициенты множественной корреляции 
осадков с вертикальной скоростью и относительной влажностью на 
уровне 850 мб были вычислены также для апреля и октября, т. е. 
для срединных месяцев остальных сезонов..

Пользуясь табл. 2 приложения, вьшишем значения Roicrs,„, осред­
ненные по восьми широтным кругам, в виде табл. 2. Из таблицы 
видно, что для января коэффициенты множественной корреляции 
Rownm оказались ниже, чем для остальных трех месяцев. Очевидно,
здесь некоторую роль сыграло то, что в зимний период под влия­
нием ветра происходит выдувание снега из осадкомеров, в резуль­
тате чего точность данных об осадках снижается.

Т а б л и ц а 2

Яо 8̂50

Вариант расчета

с горами без ;гор

I ‘ ' IV ' vn X' I IV VII X

0,61 0,72 0,73 0,74 0,58 0,77 0,73 0,74

3. О. А. Дроздовым в работах [4, 5] получена полуэмпирическая 
формула зависимости количества осадков от влажности воздуха. 
В этой формуле количество осадков прямо пропорционально произ­
ведению влагосодержания атмосферы и некоторой функции, пред­
ставляющей эмпирическую зависимость количества осадков от отно­
сительной влажности. Коэффициент пропорциональности определяет 
интенсивность циркуляции (интенсивность вертикальных дви­
жений).

Указанная полуэмпирическая формула отражает тот факт, что 
количество осадков зависит как от относительной влажности, так и
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от влагосодержания атмосферы. В работе [5] влагосодержание ат­
мосферы в первом приближении было заменено абсолютной влаж ­
ностью воздуха у земли. При этом было показано, что вероятность 
осадков в основном определяется относительной влажностью воз­
духа, а интенсивность осадков — наземной абсолютной влажностью. 
Но интенсивность осадков в некоторой степени определяется и от­
носительной влажностью воздуха. Так, при очень высоких и очень 
низких значениях относительной влажности интенсивность осадков 
обычно небольшая, а при влажности 75—55% — наибольшая.

Поэтому представляло интерес получить коэффициенты множе­
ственной корреляции осадков с вертикальной скоростью и абсолют­
ной влажностью воздуха и для средних многолетних значений этих 
элементов. В наших расчетах значения абсолютной влажности были 
заменены значениями удельной влажности.

В табл. 3 приложения приведены результаты расчетов множест­
венной корреляции с использованием наземной удельной влажно­
сти (Rowe ), а в табл. 4 приложения — с использованием удельной ̂ н эз
влажности на уровне 850 мб (Rowe,b̂  )•

Пользуясь этими таблицами, выпишем здесь коэффициенты кор­
реляции, полученные осреднением их для восьми широтных кругов 
(60—25° с. ш .), в виде табл. 3.

Т а б л и ц а  3

Вариант расчета

С горами без гор

1 IV VII X I IV. VII X

Л’огийназ 0 ,73 0,59 0,49 0,66 0,66 0,68 0,66 0 ,66

RowegSQ 0,70 0,53 0,48 0,64 0,68 0,70 0,67 0 ,64

Таблица показывает, что зависимость осадков от удельной влажно­
сти также оказалась довольно сушественной. При этом наибольшие 
значения коэффициентов множественной корреляции для варианта 
без исключения районов с горными массивами получились в январе, 
наименьшие — в июле. Д ля варианта с исключением районов с гор­
ными массивами коэффициенты множественной Корреляции слабо 
меняются от одного месяца к другому, а такж е при замене назем­
ной удельной влажности влажностью на уровне 850 мб.

Таким образом, если замена наземной относительной влажности 
высотной в среднем привела к увеличению коэффициентов множест­
венной корреляции осадков с вертикальной скоростью и влаж ­
ностью, то такая замена при использовании удельной влажности не
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дала увеличения коэффициентов корреляции. Этот результат яв­
ляется вполне естественным, так как удельная влажность у земли 
в большей степени характеризует влагосодержание атмосферы.

Сравним теперь средние коэффициенты множественной корреля­
ции, приведенные в табл. 1— 3. Д ля удобства сопоставления вьши­
шем их для варианта с горными массивами в виде Табл. 4.

Т а б л и ц а  4

Rowr

Я
наз 

ои)Г 850
oweназ

IV

0 , 6 3

0 ,6 1

0 , 7 3

0 , 7 0

0 , 7 2

0 , 5 9

0 ,5 3

VI I

0 , 6 5

0 ,7 3

0 , 4 9

0 ,4 8

0 , 7 4

0,66

0 , 6 4

Эта таблица показывает, что и климатологические значения осад­
ков определяются не только вертикальными движениями, но и отно­
сительной влажностью на уровне 850 мб, а также удельной влаж­
ностью воздуха на уровне земли. При этом связь с удельной влаж­
ностью в зимний период оказалась более тесной по сравнению 
с другими сезонами. Этот результат совпадает с результатом, полу­
ченным О. А. Дроздовым и А. С. Григорьевой [5, 6] для более ко­
ротких периодов осреднения (1951— 1953 гг.).

И з  сопоставления коэффициентов корреляции : и Rowe^^^
можно сделать заключение, что в зимний период количество осад­
ков в большей степени определяется их интенсивностью, а весной, 
летом и осенью — их вероятностью. И з этого, конечно, не следует, 
что зимой интенсивность осадков. больше, чем в другие сезоны. 
За счет большего количества осадков летом как их вероятность, так 
и их интенсивность в среднем обычно больше, чем зимой. Заключе­
ние, сделанное нами, означает только, что в зимний период измен­
чивость повторяемости осадков в среднем меньше, чем изменчи­
вость их интенсивности, а в остальные сезоны — наоборот.

При использовании относительной влажности у земли, как ука­
зано в работах [1, 3], исключение северных широт 75— 65° дало уве­
личение коэффициентов множественной корреляции. То  же самое 
получилось и в настоящей работе при корреляции осадков с верти­
кальной скоростью и относительной влажностью на уровне 850 мб.

Но для удельной влажности сохранение северных широт, наобо­
рот, привело к увеличению значений коэффициентов множественной 
корреляции. Это относится как к наземному уровню, так и к уровню . 
850 мб для января, апреля, октября. Исключение представляет 
июль (см. табл. 3 и 4 приложения). Очевидно, это связано с тем,
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что, как показал анализ табл. 4, зимой, когда наблюдаются более 
низкие температуры, количество осадков в большей степени опреде­
ляется их интенсивностью. Достаточно низкие температуры в север­
ных широтах имеют место и в переходные сезоны года (апрель, ок­
тябрь). Поэтому в более северных широтах количество осадков в ос­
новном определяется их интенсивностью во все сезоны, кроме 
летнего периода. Летом количество осадков в северных широтах 
определяется как их интенсивностью, так и их вероятностью.
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П Р И Л О Ж Е Н И Е

Т а б л и ц а  1

Коэффициенты множественной корреляции осадков с вертикальной скоростью 
и наземной относительной влажностью

с. ш.

Вариант расчета

с горами

I VII

без гор

I VII

60 

55 

50 

, 45 

40 =

35

30

25

Среднее

О ,.40 . 

0,65  

0,66 '■ 
0 .6 0 .  

0,73  

0,64  

0,78  

0 ,55  

0 ,63

0,26  

0,48  

0 ,76  

о; 71 

0,72  

0,74  

0,79  

0,71  

0,65

0,28

0,68
0 ,74

0,57

0,47

0 ,64

0,61

0,35

0,54

0,51

0,71

0,87

0,67

0 ,76

0 ,83

0 ,84

0,53

0,72

Т а б л и ц а  2
Коэффициенты множественной корреляции осадков с вертикальной скоростью 

и относительной влажностью на уровне 850 мб

<р° с. ш.

Вариант расчета

с горами без гор

I IV V il X I IV VII X

,60. 0,31 0,56 0,48 0,43 0,44 0,68 0 ,54 0,51

55 ■ 0,44 0,56 0,55 0,74 0 ,64 0,64 0,61 0 ,84

50 0,62 0 ,74 0,85 0,82 0,72 0 ,74 0,88 0,89

, ... 0,60 0,81 0,75 0,81 0,55 0,84 0,79 0 ,74

40 0,66 0,89 0,83 0,84 0,46 0,90 0 ,74 0 ,80

35 0,69 0,76 0,83 0,82 0,45 0,85 0 ,84 0,78

30 ^ 0,85 0,72 0,80 0,74 0,72 0 ,84 О., 83 0,77

25 0 ,73 0 ,76 0,7о 0 , j j 0,70 0,68 0,60 0,63

Среднее 0,61 0,72 0,73 0,'?4 0,58 0,77. 0,73 0 ,74
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Т а б л и ц а  3

Коэффициенты множественной корреляции осадков с вертикальной скоростью 
и наземной удельной влажностью

с. ш.

Вариант расчета

с горами

IV VII

без гор

IV VII

75
70
65
60
55
50
45
40
35
30
25

Среднее 
для  ̂= 7 5  -г- 25°

Среднее 
для (р =  60 н- 25°

0,92
0,91
0,86
0,74
0,78
0,82
0 ,74
0,69
0,71
0 ,75
0,62
0,78

0 ,73

0,87
0,77
0,62
0,71
0,67
0,54
0,60
0,69
0,55
0,51
0,48
0,64

0,59

0,68
0,63
0,36
0,11
0,35
0,40
0,26
0 ,45
0,70
0,78
0,77
0,51

0,49

0,94
0,77
0,71
0,48
0 ,74
0,62
0,64
0 ,69
0,69
0,66
0,73
0,70

0,66

0,93
0,94
0,93
0,88
0,80
0,82
0,63
0,61
0,46
0,58
0,50
0 ,74

0,66

0,92
0,90
0,88
0,73
0,74
0,65
0,52
0,70
0,76
0,83
0,52
0 ,74

0,68

0,61
0,40
0,18
0,46
0,57
0,74
0,63
0,44
0,80
0,86
0,81
0,59

0,66

0 ,95
0,79
0 ,73
0,69
0,76
0 ,70
0,50
0,59
0,72
0,67
0,68
0,71

0,66

Т а,б л иГц а 4

Коэффициенты множественной корреляции осадков с вертикальной скоростью 
и удельной влажностью на уровне 850 мб ,

Вариант расчета

I f ° с. ш. ' с горами без гор

1 I IV VII X I IV VII X, .

' 75 0 ,94 0,90 0,40 0 ,84 0,96 0,95 0 ,50 0 ,90
70 0,81 0,80 0,41 0,81 0 ,84 0,89 0,22 ' 0 ,82

: 65 0 ,83 0,58 0,39 0 ,75 0,82 0 ,74 0,33 0 ,74
1 60 0,67 0,63 0,26 0,48 0,82 0,59 0,42 0 ,63
i -5 5 0,67 0,57 0,17 0,71 0,71 0,61 0 ,63 0 ,74
1 50 0,79 0,53 0,29 0 ,56 0,80 0,65 0,64 0 ,70

45 0,67 0,42 0,27 0,56 0,57 0,49 0,48 Ю,35
40 0,67 0,46 0,40 0,71 0,68 0,68 0 ,53 0 ,54

: 35 0,74 0 ,24 0,77 0,69 0,65 0 ,85 0,83 0 ,74
30 0,78 0 ,64 0,81 0.68 0,78 0 ,93 0 ,90 0,71
25 0,57 0,76 0,83 0,72 0,40 0,79 0,90 0,68

Среднее 
для <р =  75 -ч- 25°

0,74 0,59 0,45 0,68 0,73 0,74 0,58 0 ,69

Среднее 
для tf =  60 -н 25°

0,70 0,53 0,48 0,64 0,68 0.70 0,67 0,64



л. с. ГАНДИН, Р. Л. КАГАН,
В. П. МЕЛЕШКО, Л. в. РУХОВЕЦ

УПРОЩЕННАЯ МОДЕЛЬ 
ДЛЯ ЧИСЛЕННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ 

ПО ТЕРМИЧЕСКОМУ РЕЖИМУ АТМОСФЕРЫ

§ 1. В В Е Д Е Н И Е

За последние годы получило интенсивное развитие новое напра­
вление в динамической метеорологии, которое принято называть 
численными экспериментами по общей циркуляции атмосферы. Эти 
эксперименты состоят, по существу, в интегрировании на весьма 
длительные сроки уравнений динамики атмосферы при задании не­
которого искусственного начального состояния и при учете неадиа­
батических факторов. В процессе интегрирования поля метеороло­
гических элементов стремятся к некоторым установившимся в сред-- 
нем распределениям с отклонениями от средних, напоминающими 
нестационарные крупномасштабные возмущения. Таким образом, 
выполнение указанных численных экспериментов представляет со­
бой, по существу, решение задач теории климата и общей циркуля­
ции методом установления.

Применение метода установления является существенно более 
трудоемкой процедурой, нежели построение теории климата и об­
щей циркуляции на основе стационарной модели. Вместе с тем ме­
тод установления- обладает рядом принципиальных преимуществ. 
Во-первых, уравнения стационарной теории климата и общей цир­
куляции нельзя получить простым отбрасыванием производных по 
времени в уравнениях динамики атмосферы.' В силу нелинейности 
этих уравнений при построении такой теории приходится учитывать 
крупномасштабный турбулентный обмен. Параметры этого обмена 
являются, строго говоря, функциями координат и определение та ­
ких функций заведомо не проще, чем нахождение распределений 
измеряемых метеор>ологических ;параметров.: При решении же за ­
дачи методом установления применяются уравнения, описывающие 
«мгновенные» состояния, и указанная трудность не; является столь

-72



ограничительной. Во-вторых, при использовании метода установле­
ния удается получать не только средние состояния, но и отклонения 
от этих средних. При этом каждое отдельно взятое «мгновенное» 
поле интереса не представляет. Однако статистические характери­
стики указанных отклонений, описывающие осредненные свойства 
отклонений и взаимодействие их со средним движением, представ- 
:Ляют собой важные характеристики крупномасштабных атмосфер­
ных процессов и могут быть, по крайней мере в принципе, получены 
при использовании метода установления.

Указанными преимуществами численных экспериментов по об­
щей циркуляции атмосферы и объясняется тот факт, что они разви­
ваются весьма интенсивно, несмотря на чрезвычайную трудоемкость 
вычислений и обусловленные ею колоссальные затраты времени на 
электронных вычислительных машинах [14, 16, 11, 12, 8, 13].

Обсуждая современное состояние рассматриваемой проблемы, 
необходимо наряду с признанием значительных успехов отметить 
следующее.

При современном состоянии вопроса построение конкретной мо­
дели связано с весьма значительным произволом. Этот произвол 
проявляется не только в выборе конкретных значений тех или иных 
констант или функций, описывающих, скажем, распределение при­
месей, поглощающих и излучающих радиацию, или, например, в ре­
шении таких формальных моментов, как выбор горизонтального и 
вертикального разрешения сеточной области. В гораздо большей 
степени указанный произвол проявляется при количественном опи­
сании основных факторов, формирующих общую циркуляцию атмо­
сферы. Например, в модели Смагоринского [16] применен способ 
учета конвективного теплообмена путем «запрещения» вертикаль­
ных температурных градиентов, превышающих заданное значение, 
а в модели Лиса [9] использован совсем иной, параметрический спо­
соб описания конвекции, также трудно поддающийся непосредст­
венному обоснованию. Модель Смагоринского отличается от всех 
других моделей, между прочим, и способом учета горизонтального 
турбулентного перемешивания, которое описывается с помощью не­
линейных членов, включающих деформацию вектора горизонталь­
ной скорости, причем преимущества такого способа не ясны. Можно 
было бы привести множество других примеров подобного рода.

При таком обилии «степеней свободы» при построении моделей 
общей циркуляции можно опасаться, что успешные результаты экс­
периментов являются следствием более или менее произвольного 
решения ряда вопросов конструирования модели, а при других, 
столь же обоснованных построениях 'модели эксперимента при­
вели бы к неудаче. Не является абсурдным и противоположное 
представление, что результаты экспериментов малочувствительны 
к варьированию модели и этим объясняется их успешность. Во вся­
ком случае приходится признать, что весь этот вопрос, являющийся, 
по существу, вопросом о механизме влияния различных факторов 
на общую циркуляцию атмосферы, остается невыясненным в свете
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существующих моделей общей циркуляции и выполненных с их по­
мощью численных экспериментов.

Между тем задача выявления механизма формирования метео­
рологического режима является не менее, а более важной, нежели 
задача получения результатов, близких к действительн0;сти: Только 
выявив механизм влияния каждого из факторов и их взаимодейст­
вия,;- можно рассчитывать построить модель, адекватную реальным 
процессам планетарного масштаба, а не такую модель, в которой 
наряду с весьма грубым учетом некоторых из определяющих ф ак­
торов с преувеличенной сложностью и громоздкостью учитываются 
Другие, менее важные.

Исследование механизма воздействия различных факторов на 
метеорологический режим весьма трудно проводить с помощью де­
тализированных, громоздких моделей, поскольку при этом интере­
сующие нас эффекты могут затушевываться из-за влияния Других 
факторов. Кроме того, такие исследования неизбежно должны вклю­
чать значительное количество численных экспериментов, выполнить 
которые на основе детализированных моделей весьма трудно вслед­
ствие очень больших затрат машинного времени. Поэтому при та­
кого рода исследованиях целесообразно, по крайней мере на первой 
стадии, пользоваться весьма простыми физическими моделями, ус­
ложняя и обобщая их постепенно по мере развития исследований. 
Существенно, что такой путь позволяет более тщательно изучать 
различные аспекты математической реализации моделей, играющие, 
как известно (см., например, [3]), весьма важную роль.

Помимо сказанного, эксперименты с простыми моделями имеют 
й непосредственное значение. Некоторые аспекты метеорологиче­
ского режима, в особенности относящиеся к распределению темпе- 
|затуры, заведомо могут быть объяснены с помощью сравнительно 
простых моделей. На это указывают удовлетворительные резуль­
тат^, _ полученные в этом отношении при полном пренебрежении 
циркуляцией атмосферы или при параметрическом описании ее 
влияния.

Кроме того, применение упрощенных моделей представляется 
неизбежным при исследовании метеорологических режимов отда­
ленного прошлого нашей планеты и при изучении возможных изме­
нений климата в результате изменения тех или иных внешних ф ак­
торов. Д ля рассмотрения этих вопросов мы не имеем столь деталь­
ной информации о значениях параметров и функций, влияющих на 
метеорологический режим, какая имеется по данным наблюдений, 
характеризующих нынешние условия. Предположение о неизменно­
сти таких параметров и функций является тем менее обоснованным, 
чем более детализированная модель привлекается для исследова­
ния. Поэтому для объяснения климатов прошлого и будущего заве­
домо необходимо пользоваться простыми моделями. То же отно­
сится в еще большей мере к изучению режимов атмосфер других 
планет. ... . 1
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По всем этим причинам в качестве одного из направлений .чис­
ленных экспериментов, развиваемых в Главной геофизической об­
серватории, были приняты эксперименты с упрощенными моделями. 
В качестве первой такой модели была принята тёрмотротаая квази- 
геострофическая неадиабатическая модель.

В адиабатическом варианте термотропная негеострофическая 
модель была предложена Томпсоном и Гейтсом [18]. Несколько 
раньше частные варианты такой модели были построены Иди [6], 
Элиассеном [7], Сойером и Бушби [17] и рядом других исследова­
телей. Неадиабатическая термотропная квазигеострофическая мо­
дель была рассмотрена М. Е. Швецом и Б. Е. Шнееровым [4] 
в связи с вопросами учета неадиабатических факторов при числен­
ном прогнозе. Использованная нами модель является лишь немно­
гим более полной, чем приведенная в работе [4], причем дополни­
тельно учтены главным образом факторы, существенные для числен­
ных экспериментов по формированию метеорологического режима. 
Эта модель изложена в следующем параграфе.

§ 2. ТЕРМОТРОПНАЯ КВАЗИГЕОСТРОФИЧЕСКАЯ 
НЕАДИАБАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Обозначим через

d t ~  dt дх  ^  " ду

индивидуальную производную при горизонтальном движении. Тогда 
при обычных предположениях можно записать уравнение вихря 
в виде

(2)

а уравнение притока тепла в виде
D T  P-rrfl (О , g  d ( P  +  A ) I \ h '\ i2 'r  ('Q’v

Здесь  ̂— время; x и у  — горизонтальные координаты; — -

- Pi
вертикальная координата;,р — давление, pi — стандартное значение

, . й х  dy  d t ..
давления на уровне моря; и — —— , v = ——  и co=.— ------соста-

dt  dt  dt ‘
' dv ди „

вляющие скорости; У = — — относительный вихрь; I — па­

раметр Кориолиса; Ср — теплоемкость воздуха при постоянном 
давлении; g  — ускорение силы тяжести; L  — скрытая теплота кон­
денсации; 7? — газовая постоянная для воздуха; Я — вертикальный
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турбулентный.поток.тепла; Л — суммарный лучистый вертикальный 
поток тепла (так называемый радиационный баланс с обратным 
знаком), Р и Л положительны при направлении вверх; s — масса 
воды, конденсирующейся в единице массы воздуха за единицу вре­
мени; k и k '  — коэффициенты макротурбулентной вязкости и тем-

д д
пературопроводности; +  ------ двумерный оператор Га­

мильтона, i и i — единичные векторы вдоль осей х н у ;

■2 W (T a -T )
. gl2

есть параметр статической устойчивости; Т — температура; уа и у — 
сухоадиабатический и фактический вертикальные температурные 
градиенты.

Введем обозначение
1 ’ .

( ) ^ С  =  (  ) ,  ( 4 )
б

согласно которому черта .сверху означает результат осреднения по 
вертикальному столбу единичного поперечного сечения. Применяя 
операцию (4) к уравнению (2) и учитывая, что (о = 0  при ^ = 0 , по­
лучим

=  +  (5).

Здесь и в дальнейшем индекс 1 соответствует значению переменной 
на нижней границе атмосферы (при ^ = 1 ) ,  а индекс О-— значению 
переменной на верхней границе (при ^ = 0 ) .

Применяя далее операцию (4) к уравнению (3), считая пара­
метр т  постоянным по высоте и учитывая, что Р о = 0 , получим

Ж  =  - Т  ( х )  +  ^  -  ^0 +  Lr) +  ^ 'V T , (6)
Pi^p

где

Pi

представляет собой количество влаги, конденсирующееся за еди­
ницу времени в вертикальном столбе единичного сечения.

Заметим, что алгебраическая сумма потоков тепла

Ж =  Л  +  +  (7)

входящая в правую часть уравнения (6), может быть записана 
в другом виде, если исключить сумму Pi-\- Ai  с помощью условия 
теплового баланса на подстилающей поверхности

+  +  n  +  =
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где П — поток тепла в почву, а Е — скорость испарения. Тогда по­
лучим

М =  -Л о  -  П 4- Z (г -  Е),  (8)

или, если записать Ло в виде

Лд =  Л (1

где А  — уходящее длинноволновое излучение; S — поток коротко­
волновой радиации, приходящий на верхнюю границу атмосферы; 
ао — альбедо системы Земля—атмосфера, то

Ж =  (1 -  < Х о ) 5 - А - П + / . ( г - Я ) . (9)

Чтобы исключить из (6), проинтегрируем уравнение (2) от О

до Учитывая, что coo=0, получим

/со =  j  
6

Отсюда

I СО

\ т о о
D(Q +  /)

d t d'q Л

или после несложных преобразований

D{Q + l)
d t

Комбинируя (10) с (5) , можно получить 

/ СО

\Т у
где

х (С )= 1 + 1 п С , 

причем, согласно (12) и (4),

Х =  0-
Подставляя (11) и (7) в (6), получим

/2,„2

Р\Ср

(10)

(П )

(12)

(13)

Р Т  I 1т2  ̂ D {Q  +  l)  ^  gM  
d t R  d t

Itrfik

(14)
Введем теперь предположения о квазистатичности

С. йФ
7’ =  - R  ас ’ (1 5 )
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где Ф =  ̂ 2 — геопотенциал, 2 — высота, квазигеострофичности

1 (?Ф
ду v  =  - I дх Q = ~  V^Ф

и термотропности

да

Из (17) и (15) следует, что 

дФ дФ дТ
да да

где

При этом, согласно (17), (18) и (19),

7 = 1 ,

F  =  Q,

di\

(17)

(18)

(19)

(20) 

(21) 

(22)

(1 6 )

Укажем два простейших с формальной точки зрения задания вида 
функции/(?;).

а) / ( t ) = l .  В этом с л у ч а ^ / '( р  =  1+1п^, так что F  (^) совпа­
дает с х ( 0  (12). При этом Т{х, у, t) описывает поля температуры 
на всех уровнях, а Ф (х, у, t) описывает поле геопотенциала поверх­

ности 1 =  —  « 0 ,3 6 8  (е — основание натуральных логарифмов), так
е

как на этом уровне функция F обращается в нуль.
б) —  В этом случае F (1) =  21— 1 и функции Т {х, у, t) и

Ф (л:, у, t) описывают поля температуры и геопотенциала поверхно­
сти t  =  '42-

С помощью соотношений (16) — (21) и (13) нетрудно получить 
следующие равенства:

D  (Q + 1) 1
d t

дФ
dt f  у ( ф ,  4 - у 2 Ф 4 - / ) - ь

- j - c R u l r ,

DT
dt

дТ
dt Т),
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V 2 S =

XV 29 = A  V2 ^  V 2 r ) ,

DiQ + l)
X dt

R
al

дТ
dt +  /  Ф, - f  V 2 r  +

где использовано обычное обозначение для якобиана 

/(А, В)-.

(23)

(24)дх ду ду дх  ’

а также введены обозначения для безразмерных констант модели

а- =  ; 6 =  F2x; c =  F \
Рг

(25)

Численные значения этих коэффициентов зависят только от за ­
дания функции f{Q ,  причем вариация вида этой функции может 
приводить к существенному изменению значений а, & и с. В частно- 
ности, для двух приведенных случаев:

а) / ( 0 = 1 ,  а = 1 ,  й =  - 2 ,  с =  1;

б) /(С)==2С, а  =  2, & = - " =  Х -

Величина w связана с обычной вертикальной скоростью ш =
dz

I T
соотношением

(26)

Применяя формулу (26) к уровню ^ = 1  и используя (16), получим

1 g 
~  Ж  dt ~  RT '

или, на основании (18) и (22),

1
О),

'' (?Ф
R T \ .d t R

дТ
dt RT (27)

Вертикальная скорость wi на уровне ^ = 1  может быть обуслов­
лена влиянием турбулентной вязкости в пограничном слое атмо­
сферы, учет которого заменяется соотношением на нижней границе
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атмосферы, а такл^е орографией. При обычных, наиболее простых 
предположениях

=  (28) 

причем влияние турбулентной вязкости описывается формулой

W, —  у  2/3 '' "1.У2Ф,. (29)

где h  — коэффициент турбулентной вязкости в пограничном слое, 
а влияние орографии — формулой

( 3 0 )

где h — высота рельефа.
Подставляя (29) и (30) в (28) и пользуясь соотношениями (18) 

и (22), получим

( 3 1 )

Разумеется, в рамках рассматриваемой модели возможен и бо­
лее детальный учет вязкости и орографии.

Используя соотношения (23), (27) и (3), преобразуем уравне­
ния (5) и (14) к виду

ЭФ
dt

/2
RT

дФ
\ Ж 4 - у ^ Ф + /  \ ^dt

- c J  Ф'

<ЗФ'

^ у 2 ф '] + ^ / у 2 ( - ^  У2Ф Ig
RT / ( Ф - Ф ' ,  /г) +

а дФ'

+  / - # - V ^ ( ® -  ф О

ЭФ' 'l

21

аП I ЭФ

(32)

dt тгез I [̂ т \ dt dt j

i - у2ф +  / ) + ^ У ( ф ,  Ф ' ) ^ а Ь /

=  —/(ф , 4-

I alg
' RT  

тд е  обозначено

/ ( ф - Ф ' ,  /г) + V 4 ® - ® ' ) ] .  ( 3 3 )

Ф’ =  RT.  (34)

Если суммарный приток тепла М  является заданной функцией
координат и времени или заданным образом связан с искомыми
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функциями Ф и Ф ', то уравнения (32) и (33) образуют систему двух 
уравнений с этими двумя искомыми функциями. По отношению

d W  дФ'
к локальным производным и  ̂ система (32) — (33) яв-

типа. Из нее
dt

ляется системой четвертого порядка эллиптического 
могут быть получены уравнения типа Гельмгольца для двух линей­
ных комбинаций указанных производных, о чем подробнее сказано 
ниже.

§ 3. ИНЕРЦИОННЫЕ ИНВАРИАНТЫ МОДЕЛИ

При ряде упрощаюших предположений и в частности при пре­
небрежении неадиабатическими факторами можно показать, что су­
ществуют некоторые осредненные по горизонтальной области (S) 
интегрирования системы (32) — (33) величины, которые не меняются 
с течением времени. Будем называть такие величины инерционными 
инвариантами модели. Эти инерционные инварианты можно рас­
сматривать как обобщение известных инерционных инвариантов 
баротропной модели (см., например, [5]), простейшими из которых 
являются средний по области (5) вихрь, средняя кинетическая энер­
гия и средний квадрат абсолютного вихря.

Примем следующие упрощающие предположения.
а) Параметр Кориолиса I считается переменным только в каче­

стве переносного вихря, т. е. в виде слагаемого под знаком яко­
биана в правых частях уравнений (32) и (33). Во всех остальных 
случаях он заменяется постоянным, например, средним по области
(S) значением I (черта снизу здесь и далее означает осреднение по
области (S ), т. е.

 ̂ ) =  (35)
*(S)

где S — площадь области (5 )) . При указанном предположении си­
стему (32) — (33) можно записать в виде

 ̂ ^ М = _ / ( 6 ,  у 2 ф + / ) -dt dt

, (36)

дх
dt

а дх 
rtfi dt

d'h
Ж

dx
dt =  - / ( ф ,  ^ Ч ) -

ak agRM

СрПгЧр̂

m2
а/

Т Г

(37>
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где введены обозначения

, Ф Ф' R T  : ,0 0 4
Ф = — ;  ̂ ^

Ll =  - § - ;  Я  =  ̂ .  (39)

б) Значения Ф и Ф ', а следовательно, и значения г|з и т на кон­
туре (Г) области (S) являются константами, т. е. не меняются ни 
вдоль этого контура, ни со временем. Простоты ради будем отсчи­
тывать и т от этих граничных значений, т. е. положим

1 ^ 1 ( 1 ) =  "^1(1) =  О. ( 4 0 )

в) Притоки тепла, диссипативные силы и влияние орографии от­
сутствуют. Тогда система (36) — (37) принимает вид

 ̂ -  ^ ^  =  - У ( ф ,  у 2 ф  +  / ) - с У ( . ,  v ^ ^ ) ;  ( 4 1 )di l i  \ dt dt■о \ /

dx a dz I a

4-‘<t +  l ) + ~ J { < l ,  <) +  aW(t, V4). (42)

Рассмотрим сначала частный случай рассматриваемой модели, 
который будем называть моделью Л, а именно, пренебрежем в ле­
вой части уравнений малыми членами, описывающими влияние 
слсимаемости и содержащими множитель l/L^. Инерционные урав­
нения модели А  получим, пренебрегая вторым членом левой части
уравнения (41) и третьим членом левой части уравнения (42):

у 2 ф + / ) - ^ / ( - с ,  V2.); (43)

V 4 ) - / ( x ,  V ^ ^ + / )  +

+  +  V^x). (44)

Вывод инерционных инвариантов базируется на двух известных 
фактах, а именно:

1) Если Л I (Г) =  0 (или В I (Г)=0), то

/ ( Л ,  B )  =  A J { A ,  B )  =  B J { A ,  B )  =  Q. ( 4 5 )
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Действительно, согласно формуле Грина—Остроградского,

[ { P d x - ^ Q d y ) ,
(S) ( Г )

у ( л .  г ) - 4 | у
(S)

дА дВ

(S)
дх А дВ

ду

дх ду

Аду
дВ
дх d x  dy -

i
A d B  =  0.

Остальные равенства (45) сводятся к данному, так как, например,

2) Если А1(Г) =  0, то

A v ^B =  — v A  ■ VB. (46)

Формула (46) является следствием так называемой обобщенной 
формулы Грина

j  =  -  j  j  vA  • v B d x d y +  j A - ^ r f r .
(S) (S)

Осредним теперь уравнение (43) по области (5 ). Получим на ос­
новании (40) и (45)

^ ^ = 0 .  (47)

так  что величина
/,==у2ф (48)

является инерционным инвариантом модели А. Согласно (38) и 
(16), / i  представляет собой осредненный по области (S) вихрь 

среднего геострофического ветра, пропорциональный циркуляции 
этого ветра по контуру (Г) . Вместе с тем легко убедиться на осно­
вании (18) и (21), что величина h  равна геострофическому вихрю, 
осредненному по всему рассматриваемому объему.

Аналогичным образом, осредняя уравнение (14), получим вто­
рой линейный инвариант модели А

(49)

который представляет собой осредненные значения «усиленного 
вихря» термического ветра.
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Умножим далее уравнение (43) на г]; и затем применим опера­
цию (35). Учитывая (40), (45) и (46), получим выражение

У ^ х ) . ( 5 0 )

Аналогично, умножив уравнение (44) на ст, получим после 
осреднения формулу

d с
dt 2 ( V t)2 =  ст/(ф , V^x). (51)

Складывая (50) и (51) и замечая, что в силу (40)

ф /(х, у 2х)+  т/(ф , у Ч ) = У(фх, у 2х)=  о,

получим

dt =  0. (52)

Равенство (52) показывает, что модель А допускает квадратич­
ный инерционный инвариант

/ з = 4 м + - 1 - ^ -

имеющий смысл энергии модели. Именно,

ас (53)

(54)

представляет собой, как видно из формул (18), (25) и (38), осред- 
ненную кинетическую энергию, причем

(55)

есть кинетическая энергия среднего геострофического ветра, а

(56)

— кинетическая энергия термического ветра. Наконец, величина

(57)2т2.'-

представляет собой, с точностью до начала отсчета, внутреннюю 
энергию. С учетом равенств (54) — (57) формула (53) для инвари­
анта /з может быть переписана в виде

(58)
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Покажем, что модель А  допускает еще один квадратичный инер­
ционный инвариант. С этой целью умножим (43) на +  I и при­
меним операцию (35):

d
У Ч  (59) ._ dt

а уравнение (44) умножим на сЧЧ  и тоже применим операцию (35):

-  Ж  -It  =  +  /) +

+  ^ V 4 Z ( ^  (60>

Поскольку, в силу (40),

ot

то формула (46) дает

=  0,
(Г)

Учитывая это и выражая последний член в формуле (60) с по­
мощью соотношения (50), перепишем эту формулу в виде

dt

Наконец, складывая (59) и (61) и принимая во внимание, что,, 
в силу (40),

(у2ф +  /)У('С, у2т) +  у2т/(т , у2ф +  / )= У { т , у 2 х (у 2 ф ^ /)} := 0 ,

получим искомьш инвариант

Д  =  (у2ф-Ь/)2 +  с(у2т)2 +  ^  (у.)2 _  « (Уф)2, (62).

который, используя обозначения

M  =  ( _ v l+ 5 ! ,

N , ^ c { V ^ f , (63).

N  =  N ^  +  N , ,  (64>

(55) и (56), можно переписать также в виде

/ 4  =  i V  +  ^  ( ^ к .  -  ф) =  ̂  -  ̂ к ф ) .  ( 65 ) -

При этом формулы (18), (25) и (38), (63), (64) и (65) показывают,,
что N  представляет собой осредненный квадрат абсолютного вихря,.,
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состоящий из квадрата абсолютного вихря среднего геострофиче­
ского ветра и квадрата вихря термического ветра Л̂т-,

Рассмотрим теперь тот же вопрос об инерционных инвариантах 
лрименительно к модели Б, отличающейся от модели А частичным

1
З'четом сжимаемости, а именно, удержанием сл агаем о го -----—— ~

:в уравнении (41) при пренебрежении другими слагаемыми в (41) и 
(42), описывающими влияние сжимаемости. Рассуждая аналогично 

предыдущему, нетрудно показать, что модель Б также . допускает 
дв,а линейных и два квадратичных инварианта, а именно:

A =  (66)

(67)

4  =  - к̂4' + -̂ КХ + ,  (68)

/ ,  =  7Уф +  7 У , + - ^ ( Я , . - £ ' , ф ) + ( 6 9 )
О

где

т

лредставляет с точностью до начала отсчета потенциальную энер­
гию, и

/ а , \2
■ ■ (71)

В отличие от упрощенных моделей Л и £ , будем называть мо­
дель, описываемую, в инерционном варианте, уравнениями (41) и 
(42), моделью В. Линейные инерционные инварианты этой модели 
имеют следующий вид:

A = V 2 ^ - - ^ ( ^ - x ) ,  (72)
-̂0

(73)

я  содержат каждый обе искомые функции ij: и т. Применяя, однако, 
.линейное преобразование

cpi =  t-fA i-c,

f2 =   ̂ ~  (7 4 )
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нетрудно из h  и h  получить инварианты, содержащие каждый лишь 
одну из функций ф! или <р2‘-

7 i= v 2 c p ,-----^ c p i ,

/ 2=  V 2 t 2 - - ^ ? 2 -  (75)

При этом константы hi, /12, A,i и Х2 связаны с параметрами модели- 
соотношениями

ahl =  2̂ =
Xj =  1 (J, —  V, Х2 —  1 +  ( 7 6 )

где обозначено

Заметим, что это же преобразование позволяет перейти от си­
стемы уравнений (36)— (37) к совокупности двух уравнений, каж ­
дая из которых содержит производную по времени лишь от одной, 
из функций -ф1 или ф2 и является уравнением Гельмгольца по от­
ношению к этой производной.

Энергетический инвариант в модели В получается в случае вы­
полнения равенства

=  1 (78)
и имеет вид

/ з  =  4  W  -Ь  - f  ( -1 ^  +  ^  (Ф -  ^  f  • ( 7 9 )zLq

Что касается второго квадратичного инерционного инварианта, 
то для модели В  такой инвариант получить не удается.

Наличие инерционных инвариантов и знание их имеют сущест­
венное значение при интегрировании уравнений модели на долгие 
сроки. Применяя соответствующую конечно-разностную запись яко­
бианов, можно, как показал Аракава [5], обеспечить выполнение 
равенств (45) не только в дифференциальной, но и в разностной 
форме. Тогда в инерционном варианте указанные инварианты будут 
иметь место и для разностной схемы численного интегрирования: 
уравнений модели с точностью до ошибок интегрирования по вре­
мени и ошибок округления.

Поведение численных моделей с этой точки зрения можно изу­
чать, проводя численные эксперименты в инерционном варианте и: 
прослеживая за изменением инвариантов.

Кроме сказанного, представляет определенный интерес изучить 
изменения инерционных инвариантов под влиянием каждого из не­
инерционных факторов. В силу того, что последние входят в уравне­
ния модели линейно, результат воздействия нескольких факторов;
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л а  инвариант получится простым суммированием влияний каждого 
фактора.

Обозначая неинерционные члены в правых частях уравнений
(36) и (37) соответственно через и Qt и производя преобразова- 

лия, аналогичные предыдущим, нетрудно получить следующие урав­
нения;

dl2
dt

dl.
dt

dh
dt

=  - ^ Q 4 , - f x Q , ,

(80)

(81)

(82)

(83)

:верные во всех случаях, если только соответствующий инерционныи 
гинвариант существует.

Исходя из соотношений (80) — (83), рассмотрим влияние неко- 
-торых из неинерционных факторов, учтенных в уравнениях (36) и
(37), на инерционные инварианты. Основным из этих факторов яв- 

■ляется приток тепла М. В этом случае

Q^ =  0; Q , =  - agR
СртЧр̂

М = ~ Щ

;:и равенство (80) дает
dl
dt-  =  о.

(84)

(85)

•т. е. h  не меняется под влиянием притока тепла. В модели Л, со­
гласно (48), инвариант h  представляет собой циркуляцию

• среднего геострофического ветра по контуру (Г). Поэтому равен­
ство (85) означает, что модель А  не применима для численных экс- 
:периментов с начальным состоянием покоя, например над полуша­
рием. Действительно, в этом случае в начальный момент V ^  =  О и,
следовательно, V^ijj будет оставаться равным нулю все время. Сле-

„довательно, с моделью А можно проводить численные эксперименты 
с учетом притока тепла, лишь отправляясь от начальной ситуации 
с реальным значением например, задавая в качестве началь­
ного распределения г}; поле норм или какое-либо фактическое поле.

Иначе обстоит дело с моделью В. Д ля этой модели h  опреде- 
. ляется формулой (72), которую, вводя линейный масштаб поля xfi 
-соотношением

4 -
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можно переписать в виде
1 /_L. +

Ll ^  4
ф.

При нулевом начальном условии, согласно (85), 7 i=:0 и потому" 
получаем

■̂-0 +  ^ ф
так что под влиянием притока тепла одновременно с генерацией т 
будет генерироваться пропорциональное т и имеющее тот же знак 
значение ijj.

Это рассуждение показывает, насколько существен достаточна 
полный учет сжимаемости в численных экспериментах, по крайней 
мере в рамках квазигеострофической или квазисоленоидальной мо­
дели, несмотря на то, что соответствующие слагаемые в уравнениях 
модели сравнительно малы.

Пусть приток тепла определяется выражением

М  =  М о - о л ,  (88)

где Мо и а  — заданные функции координат.. Член —ат в формуле 
(88) описывает «отрицательную обратную связь» между притоком 
тепла и температурой, т. е. увеличение оттока тепла с ростом тем­
пературы (главным образом путем увеличения уходящего излуче­
ния). Подставляя (88) в (84), получим на основании соотношений 
( 8 1 ) - (8 3 ) :

d/2
dt =  —р(УИо — ат), (89)

- ^  =  с Р ( ^ „ - ^ ) ,  (90)

- 4 ^  =  g^(VMo • у т -  Уат • ?т). (91)

Если в начальный момент задается изотермия, то в начальный 
момент т = 0 ,  и поэтому последний член в , (89) пропадает.

Применительно к моделям Л и Б можно, вводя аналогично (86). 
линейный масштаб поля т:

(92)

переписать формулу (49) для h  в виде
а , _1 \

+  (9 3 )
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(Учет дополнительного члена в h  для модели В, согласно формуле 
(73), не изменил бы существенно это рассуждение.) Поэтому в на­
чальный момент

' (94)
dt ai\  +  ^

так что происходит генерация т того же знака, что и Мо, и пропор­
ционального Мо по величине. В дальнейшем рост 1т| замедляется и
процесс стремится к установлению, которое, однако, наступает при 
слишком больших значениях | х | , а именно таких, при которых при­
ток тепла полностью уравновешивается обратной связью.

Рассмотрим поэтому влияние макротурбулентного теплообмена, 
для которого имеем

Q . =  0; =  (95)

и потому формулы (80) — (83) дают:

dh =  0, (96)

(97)

dt
dh  __ . ak
dt m2
dh  __ ack
dt nfl
dh  __ ack'

(v^)^ V. (98)

(V'2t)2. (99)dt trfi

Выражения (98) и (99) показывают, что влияние макрообмена 
приводит к уменьшению квадратичных инвариантов, что вполне ес­
тественно.

Согласно (89) и (97), изменение инварианта h  при совместном 
действии притока тепла и макротурбулентного теплообмена равно

(100)

Вводя Lx соотношением (92) и полагая для простоты а  не зави­
сящим от координат, получим из соотношения (100) для условий

у с т а н о в л е н и я ^ = 0 ^  формулу

' ak' + уИо, (101)

показывающую, что при заданном |Мо| величина |т |  уменьшается
с ростом коэффициента макротурбулентной температуропроводно­
сти k'.
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Рассмотрим еще влияние орографии, которое в уравнениях (36) 
и (37) описывается членами

д ф = - - ^ / ( ф - х ,  /г);

=  (102)

Подставляя (102) в (80) и (81), получим, согласно (45), что
dl,

а подстановка в (82) дает

^  =  _  I
d t н

(103)

ф/(т, /г) +  аст/(ф, /г)1 . (104)

П равая часть (104) обращается тождественно в нуль лишь при. 
дополнительном условии

а с = \ ,

уже встречавшемся выше, (78). Это условие не следует непосредст­
венно из формулировки модели. В частности, из двух рассмотрен­
ных на стр. 79 простейших случаев задания «профильной» функции 
/ (С) условие (78) выполняется в случае (а) и не выполняется 
в случае (б ). Поскольку, с другой стороны, трудно сомневаться 
в./том, что влияние орографии, учитываемое в предположении иде­
альности обтекания, не должно сказываться на суммарной энергии, 
отсюда следует, что способы описания профилей, при которых вы­
полняется условие (78), заслуживают предпочтения.

Аналогичным образом может быть исследовано влияние других 
неинерционных факторов, учитываемых в рассматриваемой модели, 
на ее инерционные инварианты.

§ 4. СХЕМА ЧИСЛЕННОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ

1. Описание сетки. Территория, для которой производится чис­
ленное интегрирование, и покрывающая ее конечно-разностная 
сетка выбираются, как правило, не только с учетом особенностей 
рассматриваемой модели, но и исходя из возможностей ЭВЦМ, на 
которой должна быть реализована модель.

Выбор рассматриваемой ниже сетки определялся, во-первых, 
тем, что для квазигеострофической модели приэкваториальная об­
ласть должна быть исключена, во-вторых,-— возможностями ЭВЦМ 
М-220, с помощью которой производились все численные экспери­
менты с различными вариантами модели, изложенной в § 2.

На карте стереографической полярной проекции с главным мас­
штабом по широте 60° рассматривается квадратная сетка, образую­
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щ ая восьмиугольник (рис. 1). Если дополнить сетку, фиктивными 
узлами (изображенными на рис. 1 в виде кружков), то получим 
квадрат, содержащий 27 x 2 7  =  729 узлов, из которых 112 узлов фик­
тивные. Таким образом, сетка содержит 617 узлов. При масштабе 
карты 1 ; 30 ООО ООО угловые точки восьмиугольника располагаются 
на широте 15°. Расстояние между узлами у полюса составляет при­
мерно 700 км, на широте 60° — около 640 км, на широте 15° — около 
440 км.

Рис. 1. Сетка, используемая в численных экспериментах.

Уравнения (36), (37) для выбранной картографической проек­
ции примут вид:

v 2 4 1 _  dt
1 ( Эф 

dt
дх \
dt

г7 2  dx а дх а
dt rrfin̂  dt lW

dx
dt dt —/(({), —
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- / ( - S  /г2у2ф-|-/) 4 - i ) - y a b J { i ,  ft2v2't) +  ^V 2(tt2v2 't)-

Л )+  у  A  у 2( ф _ . )

(106)
Здесь n — параметр увеличения картографической проекции, кото­
рый для рассматриваемой проекции связан с широтой 'ф следуюш;им 
соотношением:

1,8659
1 -|- sin <

i ' ' ' .
2. Аппроксимация пространственных производных. Вопрос ап- 

! проксимации пространственных производных в случае нелинейной
1 системы, предназначенной для интегрирования на длительные 

сроки, имеет большое значение. Как известно, в нелинейных уравне­
ниях при аппроксимации пространственных производных конеч­
ными разностями ошибки, связанные с невозможностью представле­
ния на сетке волн, длины которых меньше шага сетки, приводят 
к искажению длинноволновых компонент. Эти ошибки, кроме иска­
жения амплитуд и фаз компонент, представимых на сетке, при не­
которых условиях могут приводить и к так называемой «нелинейной 
неустойчивости». Аракава [5], однако, показал, что при определен­
ной аппроксимации пространственных производных (якобианов) 
можно избавиться от нелинейной неустойчивости, хотя искажение 
амплитуд и фаз представимых на сетке компонент остается. Аракава 
рассмотрел случай баротропного уравнения вихря для двумерного 
потока несжимаемой жидкости:

= / ( С ,  И  (107)dt
где г|з — функция тока,

Если на границе L области S, для которой производится интегри­
рование, \l3=const, то из (107) вытекают следующие три закона со­
хранения:

у2ф =  const, (108)

(V(Jj)2 =  const, (109)

(у2ф)2 =  const. (110)

Величина (108) есть линейный инвариант, выражающий закон со­
хранения среднего вихря, (109) и (110) представляют собой квад­
ратичные инварианты, выражающие законы сохранения соответст­
венно средней кинетической энергии и среднего квадрата вихря. 
Аракава показал, что если в (107) пространственные производные 
аппроксимировать конечными разностями определенным образом,
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а именно, представить якобиан /  по следующей схеме (имеющей 
второй порядок аппроксимации):

J  3 - i ^ ' ^ i  + u ~ j + i ~ + ] + г)У\

X (Q + 1, j - \ ~ U ,  j)  — (Ф;-ь j  - 1 +  Ь ,  ] - 1  — Ф;-ь j +  \ ~~ '\'i, J + i )  X 

X (Q, j  +  Q-ь  у) “Ь (Ф( + ь /• +  Ф/ + 1, у+1 — Фг-ь /• ~  Фг-Ь7 + 1) X 

X (С,, ;• + , +  С;, ,•) -  (ф, + ь +  ф; + ь ; ,ь ;-1 -  Фг-ь /) X

X ^ 1, ;-l) +  (Фг + ь ] — Ф/, J +  l) ' ( ч  +  и j +1 +*̂ Ь у) —

. -  (Ф/; 1 -  Ф/ -  Ь /) (С/,. ;• +  С,- Ь ;•-.) +  ('I'i. у +1 ~  Ф/- Ь ;) X

X (С,-ь ; + 1 +г:ь у) -  (Фг + ь у -  Фь y-l) • (Q. у + W + b ;_i), (111)

(где d — шаг сетки),
то для получившегося дифференциально-разностного уравнения бу­
дут справедливы перечисленные выше три закона сохранения, что 
не только исключает возможность возникновения нелинейной неус­
тойчивости, но и исключает ошибку в описании среднего масштаба 
движения, хотя спектральное распределение энергии может отли­
чаться от того, которое соответствует дифференциальному уравне­
нию (107). Схема (111) не гарантирует точности в описании ампли­
туды и фазы отдельной волны.

Кроме того, практическое интегрирование уравнения (107) тре­
бует конечно-разностной аппроксимации также и производной по 
времени, что в свою очередь может приводить к нарушению инвари­
антности указанных средних характеристик.

Наконец, если исследуемое движение жидкости описывается не 
уравнением (107), а уравнением более общего вида или системой 
уравнений, то, вообще говоря, нельзя утверждать, что аппроксима­
ция якобианов по схеме Аракава исключает возможность возникно­
вения нелинейной неустойчивости. Действительно, даже если для 
рассматриваемой модели движения можно получить законы сохра­
нения квадратичных величин в дифференциальной форме (что, во­
обще говоря, не всегда имеет место), то это еще не означает, что и 
в разностном виде эти законы будут иметь место.

Так, например, для вывода сохраняемости величин (53) и (62) 
в дифференциальной форме используется очевидное тождество

A J ( B ,  C ) - \ - B J ( A ,  C )  =  J ( A B ,  С) ,

которое для разностной аппроксимации якобианов по Аракава (как 
впрочем и для ряда других аппроксимаций) не выполняется.

В настоящей работе при проведении основных расчетов аппрок­
симация якобианов производилась по схеме Аракава (111). Обеспе­
чивает ли эта аппроксимация вместе с принятой аппроксимацией 
производной по времени сохранение интегральных инвариантов для 
различных модификаций модели, описанной в § 2, проверялось 
эмпирически, путем интегрирования на длительные сроки

94



инерционных схем. Изложению результатов этих экспериментов 
посвящена работа [1].

Схема аппроксимации якобианов (111) применима лишь для 
внутренних точек области. Д ля точек границы, если для них выпол­
няется условие ij5 =  const, Аракава предложил схему аппроксимации 
якобианов, которая в случае, например, границы / =  0 имеет вид

Qi, о =  щ г  [('I'/, о +  Фг + ьо — Фм “  Фг + ы) ’ о +  *̂г + 1, о) ~

~  (Ф/-ЬО+ Фг,0 ~  Ф;-Ы “  I'b l) ■ (Q- 1,0 +  о) +  (Фг + ЬО +  Ф( + Ы

- - ьо -  -  ы) • (Сь о +  W,,) +  ('}'.+ Ьо -  Ф/. i)(Сь о +  Q +U  ,) +

+  (Ф ,м -ф /-ьо )(С ^ -ы  +  С,-,о)] , (112)
(для внутренних точек области / >  0). Эта схема принята в настоя­
щей работе.

Аппроксимация лапласианов производилась по обычной пятито­
чечной схеме

=  -^2“ ( / i+u  j Л- f i ,  ;•+1 +  / г -  ь j +  f i - \ ,  j - 1 ~  4 /ь  j). (113)

В начальный момент определялись значения лапласианов не только 
во внутренних, но и в граничных точках (путем экстраполяции). 
G вычислении лапласианов в точках границы в последующие мо­
менты времени будет идти речь ниже. Отметим лишь, что значение 
лапласианов на границе во все моменты времени необходимы не 
только для расчетов по формулам (112), (111), но и для расчета 
членов, описывающих макрообмен.

3. Схема интегрирования по времени. В работе Д. Лилли [10] 
установлено, что метод Адамса—Бэшфорта обладает определен­
ными преимуществами перед другими известными явными мето­
дами. Это же обстоятельство было отмечено в работе Н. В. Исаева 
и М. С. Фукса-Рабиновича [2],

В настоящей работе метод Адамса—Бэшфорта применялся во 
всех основных экспериментах, при этом на первом шаге использо­
вался метод Эйлера. Схема интегрирования такова.
• По значениям функций и в момент времени k определяются 

правые части уравнений (105) и (106). Д алее уравнения интегриру-

ются для определения значений и — — во всех внутренних

точках, при этом на границе принимается, что г]; и т есть константы, 
не зависящие ни от пространственных координат, ни от времени. 
Интегрирование уравнений (105) и (106) производится с помощью

_ ^  _  (ЗгЬ'* дх^
ускоренного метода Лимбмана. По значениям — , — — и 

d^h+i g^k+i dt dt
— — за два последовательных момента времени опреде­
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ляются величины т;'‘+2 с применением метода Адамса—Бэш- 
форда:

dt
(5х* (114)

В начальный момент времени для этой цели используется метод Эй­
лера:

г1 —  -гО .

dt
dzo
Ot М.

(115)

Как уже отмечалось выше, для расчетов по рассматриваемой 
схеме необходимо на каждом шаге по времени получать значения 
лапласианов в граничных точках. В некоторых схемах это требова- 
ние заменяют другим. Так, например, в ряде схем численного про­
гноза принимается условие постоянства искомых функций в двух 
рядах граничных точек. В работе Филлипса [14] на границе прини­
мается условие равенства нулю лапласиана от функции тока. В на­
стоящей работе в основных расчетах значения лапласианов на гра­
нице рассчитывались путем интегрирования уравнений (105) и 
(106) по времени относительно и У Ч. При этом члены в левых

„ (Зг|) ат
частях уравнении, содержащие и равны нулю, так как ф

(J L (J i
и X — константы на границе. Кроме того, члены, описывающие мак­
рообмен, в граничных точках принимались равными нулю. Д ля  ин­
тегрирования по времени уравнений относительно и V 4  на гра­
нице также использовался метод Адамса—Бэшфорта (на первом 
шаге — метод Э йлера):

(116)

/^2— значения в момент времени k правых частей урав-; 
нений (105) и (106) соответственно.
где и
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p. л . КАГАН, К. Я. ВИННИКОВ

о  ЗАДАНИИ ПРИТОКОВ ТЕПЛА 
ПРИ ЧИСЛЕННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТАХ 

С ПОМОЩЬЮ ТЕРМОТРОПНОЙ МОДЕЛИ

Данная статья содержит описание климатологических данных по 
суммарному притоку тепла к атмосфере, использованных в работе 
[I]. для проведения численных экспериментов по интегрированию 
на долгий срок уравнений термотропной модели атмосферной цир­
куляции. Анализ этих данных необходим для понимания резуль­
татов численных экспериментов с упомянутой моделью и представ­
ляет также известный самостоятельный интерес.

Интегрирование уравнений динамики атмосферы на долгий срок 
требует учета неадиабатичности атмосферных процессов, т. е. учета 
притоков и стоков тепла в атмосфере. Это обстоятельство учиты­
вается путем введения соответствующих членов в уравнениях мо­
дели. В частности, в описанной в статье [1] термотропной модели 
предусмотрен учет радиационного и конденсационного притоков 
тепла в атмосферу, а также обмена тепла между атмосферой и под­
стилающей поверхностью. Суммарный приток тепла к вертикальной 
колонне воздуха единичного поперечного сечения, представляющий, 
с точностью до изменения теплосодержания колонны, количество 
тепла, перераспределяемое горизонтальными движениями в атмо­
сфере, может быть рассчитан по формуле

Ж =  ( 1 - r ) 5 - A - n  +  Z ( r - J ? ) ,  (1)

где 5  — поток солнечной радиации, поступающей на границу атмо­
сферы; Г — альбедо системы Земля—атмосфера; Л — уходящее 
длинноволновое излучение; П — поток тепла в почву; L — скрытое 
тепло конденсации; г -— количество сконденсировавшейся влаги, ко­
торое может приближенно отождествляться с количеством выпав­
ших осадков; Е  — испарение с подстилающей поверхности. Впредь 
для краткости величину М  будем называть «притоком тепла».

Строгий учет влияния притоков тепла при моделировании терми­
ческого режима атмосферы требовал бы производить расчеты их
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заново для каждого временного шага с учетом изменившихся полей 
температуры, давления и других метеорологических элементов. Та­
кая постановка задачи делала бы термотропную схему незамкнутой, 
так как потребовалось бы описание временного хода ряда других 
параметров. Впрочем, в настояш,ее время задачи в такой постановке 
очень трудно реализовать и в многопараметрических схемах, по­
скольку методика расчета притоков тепла к атмосфере для корот­
ких периодов времени еще в достаточной мере не разработана.

Рис. 1 .  Приток тепла к атмосфере без учета влагооборота М с  ккал/см%ес.
Январь.

Лучше обстоит дело с методикой расчета потоков тепла 'за сра­
внительно большие периоды времени (месяц и более). Такая мето­
дика, представляющая собой видоизмененную методику расчета 
климатологических значений составляющих теплового баланса [2], 
в настоящее время разработана в ГГО. Однако корректное включе­
ние и этой методики потребовало бы усложнения термотропной мо­
дели путем включения в нее уравнений, описывающих влагооборот 
в атмосфере, лучистые притоки тепла и т. д., что на данном этапе 
представляется преждевременным. Естественно, что авторами [I] 
было решено начать численные эксперименты по термическому ре­
жиму путем использования климатологических средних значений, 
притоков тепла к атмосфере.
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Расчет карт средних притоков тепла для северного полушария 
был впервые осуществлен Т. Г. Берлянд [3]. В указанной работе 
были построены карты средних многолетних месячных (за март, 
июнь, сентябрь и декабрь) величин атмосферной адвекции, которая, 
по существу, совпадает с интегральными притоками тепла ко всей 
толще атмосферы. За последнее время в связи с работами, выпол­
ненными при составлении карт «Атласа теплового баланса земного 
шара» [4], появилась возможность использовать матёриалы этого

Рис. 2, Приток тепла к атмосфере без учета влагооборота Мс ккал/см^ мес.
Июль.

Атласа для построения карт притоков тепла, в которых учитывались 
бы многочисленные данные наблюдений, выполненных со времени 
опубликования работы [3]. В результате специально выполненных 
расчетов были получены карты средних многолетних значений при­
токов тепла к атмосфере для северного полушария за январь и 
июль. Благодаря любезному содействию сотрудников сектора теп­
лового баланса отдела физической климатологии и сектора анома­
лий отдела динамической метеорологии ГГО удалось воспользо­
ваться авторскими экземплярами карт, которые содержат сущест­
венно большую информацию, чем карты, опубликованные в Атласе.

В упомянутых картах отсутствовали данные о составляющих 
теплового баланса для горных и полярных районов. В связи с тем

100



что на данном этапе влияние орографии в уравнениях динамики 
атмосферы не учитывается, было сочтено возможным определить 
составляющие теплового баланса в горных районах путем ориенти­
ровочных численных оценок и интерполяции с окружающих равнин­
ных территорий. Оказалось такж е возможным приближенно оце­
нить составляющие теплового баланса в полярных районах.

На рис. 1—4 приводятся рассчитанные таким образом карты 
притоков тепла к атмосфере для января и июля. На рис. 1 и 2 при­

водятся притоки тепла, рассчитанные без учета процессов фазового 
перехода по формуле

М , =  (1 - Г ) 5 - Л - П . (2)

Эти притоки тепла могут быть использованы при численных опытах 
по выявлению особенностей циркуляции, которая установилась бы 
при отсутствии влагооборота в атмосфере.

На рис. 3 ^ 4  представлено распределение полного притока 
тепла, включающего и конденсационные притоки. Расчеты при этом 
выполнялись по формуле (1) или по формуле

(3)
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при  рассмотрении рис. 1—2 обращает на себя внимание резкое 
различие, между притоками тепла над континентами и океанами. 
Д ля января притоки тепла в атмосферу над океаном положительны 
за счет большой теплоотдачи океана. Над континентами же при­
токи тепла отрицательны. Обратное соотношение имеет место 
в июле. В результате наибольшие градиенты притоков тепла имеют 
место не в меридиональном, а в зональном направлении. Это обстоя­
тельство лишний раз подчеркивает большую роль океана как акку­

мулятора энергии, обеспечивающего сТок излишков тепла, возни­
кающих в результате радиационных притоков тепла в течение теп­
лого времени года, и поступление энергии в атмосферу в холодное 
время года. Тем самым резко уменьшается обмен между полуша­
риями, что является физической основой для самой возможности 
изолированного исследования процессов циркуляции атмосферы 
в одном полушарии.

Включение влагообмена приводит к существенному изменению 
пространственного распределения притоков тепла. Это изменение 
оказывается различным в разные сезоны. Как известно, в умерен­
ных широтах на континентах количество осадков превышает испа­
рение, а на океанах, наоборот, осадков выпадает меньше, 'чем
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испаряется влаги. Поэтому учет конденсационных притоков приво­
дит к дополнительному положительному притоку над континентом 
и к отрицательному притоку над океаном.

В связи с этим на январской карте (рис. 3) происходит сглажи­
вание экстремумов и уменьшение градиентов поля притоков по сра­
внению с полем притоков, рассчитанным без учета влагообмена 
(рис. 1). В июле карта, рассчитанная с учетом влагообмена (рис.4), 
наоборот, является более пестрой. Экстремумы поля притоков уси­
ливаются. Н ад континентами значения притоков тепла возрастают 
повсеместно. Особенно резкое возрастание имеет место в муссонных 
областях Юго-Восточной Азии, над которыми притоки тепла к ат­
мосфере в июле почти целиком определяются высвобождением 
скрытого тепла конденсации.

Задание постоянных во времени притоков тепла очень удобно 
с точки зрения программной реализации модели, однако с физиче­
ской точки зрения является неоправданным, особенно если пара­
метры модели сильно меняются в процессе расчетов. Так обстоит 
дело в тех случаях, когда в качестве исходных данных для числен­
ных опытов берутся не реальные метеорологические поля, а напри­
мер, постоянное по полушарию поле температуры. Таким полям 
должны были бы соответствовать не климатологические, а некото­
рые другие значения притоков тепла. Изменение поля температуры 
оказывает влияние на все составляющие теплового баланса атмо­
сферы. Однако наибольшее влияние оно оказывает на уходящее 
длинноволновое излучение. Повышение температуры за счет нали­
чия притоков тепла приводит к увеличению уходящего излучения, 
которое компенсирует положительные притоки тепла. Такая ж е ком­
пенсация имеет место и при охлаждении атмосферы. Наличие таких 
обратных связей в реальной атмосфере и обеспечивает установление 
стационарного в среднем термического режима атмосферы. При от­
сутствии учета их в модели можно опасаться, что вследствие того, 
что за отдельные месяцы средний приток тепла для всего полуша­
рия не равен нулю, стационарный режим может установиться на не­
реальном уровне или даже совсем не установиться.

Чтобы избежать этого, представлялось необходимым на некото­
ром этапе ввести схематически такую обратную связь путем зада­
ния зависимости уходящего длинноволнового излучения от темпера­
туры атмосферы. Д ля этой цели была использована предложенная 
М. И. Будыко [5] эмпирическая формула, связывающая уходящее 
излучение системы Земля—атмосфера с температурой и облачно­
стью. Эта формула имеет вид

Л =  ( 1 4 ,0 -3 ,0 r t ) - f  (0 ,1 4 -0 ,1 0 /г)^ , (4)

где t — температура воздуха на уровне поверхности земли в граду­
сах Цельсия, а п — количество облачности в долях единицы. Ухо­
дящее длинноволновое излучение получается в ккал/см^месяц.

Поскольку в данной схеме используется средняя температура 
столба атмосферы, которая отождествляется с температурой на

103



уровне 500 мб, при расчетах использовались данные о связи средней 
многолетней температуры воздуха на уровне 500 мб и на уровне по­
верхности земли. Эта связь записана в виде

t — 5̂00 ( 5 )

где А зависит от широты и характера подстилающей поверхности 
(океан или континент).

В табл. 1 приводятся использовавшиеся в расчетах средние зо­
нальные значения А, полученные на основе данных о вертикальных 
градиентах температуры, которые приведены в монографии 
И. В. Ханевской [6].

Т а б л и ц а  I

Средняя разность (°С) между температурой воздуха у поверхности земли
и на уровне 500 мб

Месяц
Широта

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Океаны I
VII

32.4
32.4

31,8
32,3

34.2
3 1 ,4

31,6
31.9

31.5
28.6

31,4
25,7

27.2
26.5

27.1
23.9

15.0
22,5

9 ,0
20,8

Континенты I
VII

32.4
32.4

32.4
34.5

31,4
36,2

29.2
36.3

30.7
35.8

19,2
31.9

17,2
30.8

8 ,6
26,4

8,8
23,5 —

Подстановка (5) в (4) дает выражение, приближенно описываю­
щее зависимость уходящего излучения от температуры воздуха на 
среднем уровне. Удобно представить его в виде

где
А = А ^ - В { Т , - Т ) ,

А *  =  ( 0 , 1 4  -  0 , 10/г)  ( Г ,  +  Д ) -  2 4  (1 -  « ) ,  

5  =  0 , 1 4 - 0 , 1 0 / г ,

(6)

( 7 )

(8)

Гг — температура на среднем уровне на границе рассматриваемой 
области.

Параметр А* имеет смысл уходящего излучения в данном пун­
кте, которое имело бы место при температуре, равной граничной. 
Параметр В  характеризует интенсивность обратной связи.

Представляя уходящее излучение в форме (6), можно получить

где
М' =  М* +  В { Т , - Т ) ,  

M * ^ { \ ~ V ) S  - А *  +  Е)

( 9 )

(1 0 )
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имеет схмысл притока тепла, который имел бы место в данной точке 
при температуре, равной граничной.

На рис. 5 и 6 приводятся поля коэффициента обратной связи В 
для января и июля соответственно. Как следует из (8) , эти поля 
определяются конфигурацией средних полей количества облачности 
на северном полушарии. Поля М* сравнительно мало отличаются 
от соответствующих полей М, приведенных на рис. 1—4. Основное 
отличие сводится к некоторому уменьшению притоков тепла в уме-

Рис. 5. Коэффициент обратной связи В -10“̂  ккал/см^ град • мес. Январь.

ренных широтах. Это объясняется тем, что поля М* рассчитываются 
в предположении повышенной по сравнению с фактической темпе­
ратуры, следовательно, и повышенного уходящего излучения. Не­
большое превышение величин М* над М  отмечается в некоторых 
гропических районах, что также связано с выравниванием поля 
температуры.

В заключение заметим, что переход в формуле (4) от темпера­
туры на среднем уровне к наземной температуре мог производиться 
и другим способом. Как указал М. И. Будыко, должна иметь место 
тесная корреляционная связь между этими температурами. Д ля вы­
явления этой связи были использованы данные средних месячных 
температур за январь и июль на высоте 500 мб и у поверхности
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Рис. 7. Зависимость между средней месячной температурой (” С) на 
высоте 500 мб и у поверхности земли.



земли примерно 150 аэрологических станций, сравнительно равно­
мерно расположенных на северном полушарии. Как видно из рис. 7, 
несмотря на то, что рассматриваются вместе данные различных ши­
ротных зон и за различные сезоны, связь между температурами на 
разных уровнях проявляется вполне четко. Соответствующую зави­
симость, которую можно аппроксимировать формулой

/500 = - 2 6 , 9 +  0 ,647^+  0,00752^1 (5')

можно использовать вместо формулы (5).
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л. с. ГАНДИН, Б. М. ИЛЬИН, 
ВТ П. МЕЛЕШКО, Л. В. РУХОВЕЦ

ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ ИНЕРЦ ИОННОЙ МОДЕЛИ 
НА Д Л И ТЕЛ Ь Н Ы Е СРОКИ

§ 1. ВВЕДЕНИЕ

Решение задач численного моделирования климатического ре­
жима атмосферы методом установления связано с интегрированием 
системы нелинейных дифференциальных уравнений в частных про­
изводных с большим числом шагов по времени. Хотя к настоящему 
времени опубликовано большое количество работ, посвященных от­
дельным аспектам этой проблемы (см., например, [2]), однако мно­
гие вопросы математического характера пока исследованы недоста­
точно, что связано с трудностями их теоретического решения. Для 
получения теоретических выводов часто вместо исходной системы 
дифференциальных уравнений рассматриваются сравнительно про­
стые «модельные» уравнения, для которых в отдельных случаях 
удается построить даже точные решения, при этом иногда уравне­
ния линеаризуются, начальные поля задаются в виде отдельных 
гармоник и т. д.

Такой путь упрощений весьма полезен, так как он позволяет по­
лучить выводы о достоинствах и недостатках тех или иных методов, 
различного рода оценки и т. д. Однако при этом всегда остается от­
крытым вопрос о возможностях перенесения полученных выводов и 
оценок на случай более сложных нелинейных систем, для которых 
получение теоретических оценок невозможно. В этих условиях важ ­
ное значение приобретают эксперименты, связанные с исследова­
нием поведения конечно-разностных решений, полученных с помо­
щью тех или иных численных схем при интегрировании на длитель­
ные сроки. При этом для того чтобы иметь возможность проследить 
за поведением этих решений в «чистом» виде, желательно 
отказаться от учета возмущающих сил, которые могут исказить вы­
воды о свойствах схем. Так, например, учет физических диссипатив­
ных факторов не всегда позволяет судить 6 степени устойчивости са­
мой вычислительной схемы и т. д.
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Второе важное обстоятельство, говорящее в пользу эксперимен­
тов с инерционными моделями, состоит также в том, что для по­
следних в ряде случаев удается получить интегральные следствия, 
в частности интегральные инварианты, которые могут быть весьма 
полезными не только при формулировании разностных схем, но и 
для прослеживания за поведением решений конечно-разностных 
уравнений. Получение же интегральных инвариантов в случае не­
инерционных схем возможно, по-видимому, лишь для слишком уп­
рощенных моделей.

Широко известны интегральные инварианты баротропного урав­
нения вихря для двумерного потока несжимаемой жидкости (см., 
например, [3]). Д ля атмосферных движений аналогичные инвари­
анты могут быть получены в предположении о постоянстве пара­
метра Кориолиса, если он входит в качестве коэффициента, и пере­
менности его в выражении для абсолютного вихря (т. е. при учете 
р-эффекта). В этом случае уравнение вихря имеет вид

dt (1)

(обозначения те же, что и в  [1]).
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Предполагая, что ij;==const на границе Г области (S),  получаем 
следующие три простейших интегральных инварианта:

=  c o n s t ,  ( 2 )

(3)

(4)

( у ф ) 2  =  c o n s t .

+ Л ^ = =  c o n s t ,

Рис. 2. Поле температуры поверхности 500 мб за 03 часа 27 января 
1965 г. (начальное поле).

где
L_) =  ^ f f (  ) d x d y .  

"(S)
Интегральные инварианты для некоторых инерционных вариан­

тов термотропной модели при тех же ограничениях, налагаемых на 
изменение параметра Кориолиса, приведены в работе [1].

В настоящей работе рассматриваются некоторые результаты экс­
периментов по интегрированию баротропной и термотропной инер­
ционных моделей. Схема расчета изложена в работе [1].

В качестве начальных полей были выбраны поля геопотенциала 
и температуры поверхности 500 мб за 0,3 часа 27 января 1965 г. Эти 
поля приводятся на рис. 1 и 2.
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а) Аракава [3] показал, что если в (1) пространственные произ­
водные в якобиане заменить определенным образом конечными раз­
ностями, сохранив производную по времени в дифференциальной 
форме, то для такого дифференциально-р.азностного уравнения 
можно получить законы сохранения (2) — (4). Однако практическое 
интегрирование уравнения (1) связано с конечно-разностной ап­
проксимацией производной по времени, что может, вообще говоря, 
приводить к несохранению величин (2) — (4). Чтобы выяснить,, как 
различные способы аппроксимации производных влияют на сохра­
няемость величин (2)-— (4), были проведены эксперименты по ин­
тегрированию уравнения (1) с применением четырех различных яв­
ных методов аппроксимаций; (]•) по времени. Были рассмотрены:

1) метод Эйлера

+ (5)

§ 2. ЭКСПЕРИМЕНТЫ С БАРОТРОПНОЙ ИНЕРЦИОННОЙ МОДЕЛЬЮ

2) метод центральных разностей

L о J__dt
3) метод Мацуно

(7)

dt
4) метод Адамса—Бэщфорта (А. Б.)

1) _  ф(.) +  д ^ _  ^  J i i p L  д^. (8)

Что касается линейного интегрального инварианта V ^ ,  то аппрок­
симация производной по времени как с помощью метода (А .Б .), 
так и с помощью большинства других известных явных и неявных 
методов, не отражается на сохраняемости У ^ .  Действительно, по­
кажем это, например, для метода (А .Б .). Беря операцию У^ от (8), 
получаем

Или, используя (1),

(9 )
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Осредним (9) по области ( S ) . При условии tfi= const на границе об­
ласти /  (г);, +  /) =  0. Тогда имеем

+ (10)

Равенство (10) показывает, что аппроксимация производной по 
времени не нарушает инвариантности линейной характеристики 
V 2o|5. Что касается квадратичных инвариантов, то аналогичное свой­
ство для них доказать не удается. Поэтому остается проверить экс­
периментально, как различные способы аппроксимации производ­
ной по времени отражаются на сохраняемости квадратичных инте­
гральных инвариантов (3) и (4).

Аппроксимация якобиана производилась по схеме Аракава [3]. 
Кроме того, якобиан рассчитывался также в граничных точках с ис­
пользованием схемы Аракава (см. [1]). По этим значениям якоби­
ана производилось вычисление лапласиана в граничных точках 
во все моменты времени. Подробно эта процедура описана в ра­
боте [1]. Аналогичная процедура вычисления на границе про­
изводилась и при применении трех других методов интегрирования 
по времени.

При интегрировании использовалась восьмиугольная сетка, по­
крывающая северное полушарие вплоть до широты 15°. Параметры 
сетки приведены в работе [1]. Изменение шага сетки с широтой учи­
тывалось путем введения в уравнение масштабного множителя п .̂ 
Расчеты производились на 50 суток с шагом 0,5 часа.

На рис. 3 приводятся графики изменений квадратичных инвари­
антов и N-ф — средних по площади кинетической энергии и квад­
рата абсолютного вихря соответственно (отнесенных к их началь­
ным значениям и N^.  Как видно из этого рисунка, метод (А. Б.)
дает удовлетворительное сохранение квадратичных инвариантов; за 
50 суток средняя кинетическая энергия увеличивается на 1,2%, уве­
личение среднего квадрата абсолютного вихря не превосходит 1,4%. 
Значительно больший рост квадратичных инвариантов дают метод 
центральных разностей и в особенности методы Эйлера и Мацуно.

На рис. 4 приведена карта ATsoo за 50-е сутки, полученная с при­
менением метода (А. Б .). В качестве начального, как уже отмеча­
лось выше, используется поле ATsoo за 27 января 1965 г., приведен­
ное на рис. 1. Поле, представленное на рис. 4, имеет более зональ­
ную структуру по сравнению с начальным полем, однако градиенты 
поля и экстремальные значения близки к реальным. Приводимые 
результаты показывают, что схема, основанная на аппроксимациях 
по времени по методу Адамса—Бэшфорта и якобиана по схеме Ара­
кава (схема А. Б. А.), в применении к баротропной модели не при­
водит к заметной вычислительной неустойчивости. Она недиссипа­
тивна, хорошо сохраняет интегральные инварианты.

б) Как уже указывалось выше, в процессе интегрирования по 
времени производилось вычисление лапласиана в граничных точках.
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Был проведен эксперимент, в котором эта процедура была исклю­
чена и значения на границе не менялись со временем. На рис. 3

а 12 16 20 2if 28 32 36 А-0 сутки

Рис. 3. Изменения энергетического (а) и вихревого (б) квад­
ратичных инвариантов баротропной модели при интегрировав 

НИИ с помощью разных методов.
t  — А д ам са—Б эш ф орта, 2 — ц ен тральны х разностей, 3 —  Э йлера, 4 —
М ацуно, 5 — А дам са—Б эш ф орта при условии З у ’’ ф/5<=0 на границе.

(кривые 5) представлены значения квадратичных инвариантов, по­
лученных при интегрировании по схеме (А. Б. А.) в этом экспери­
менте.
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Эти результаты показывают, что при неизменных во времени 
значениях лапласиана на границе рост среднего квадрата вихря про­
исходит медленнее, чем в схеме, где значения V4|) на границе изме­
няются со временем. Однако первый квадратичный инвариант 
(средняя кинетическая энергия) сохраняется в последней схеме 
лучше. На рис. 5 представлено поле АТаоо на 50-е сутки, полученное 
по схеме (А. Б. А .), с постоянными во времени значениями на гра­
нице. Сравнение рисунков показывает, что в общем поля довольно 
близки друг к другу, хотя некоторые различия имеют место.

Рис. 4. Поле ATsoo на 50-е сутки, рассчитанное с помощью метода 
Адамса—Бэшфорта.

в) Некоторые отклонения интегральных квадратичных инвари­
антов от постоянного значения, которые имеют место в схеме 
(А. Б. А .), вызваны рядом причин. Остановимся на двух из них: 
1) погрешности аппроксимации производной по времени; 2) по­
грешности численного решения уравнения Пуассона.

Погрешности аппроксимации производной по времени, если ме­
тод фиксирован, зависят от величины шага по времени. В табл. 1 
приведены 12-часовые изменения квадратичных инвариантов при ин­
тегрировании на трое суток в зависимости от величины шага инте­
грирования М .  Из этой таблицы следует, что уменьшение шага
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интегрирования от 1 до 0,5 часа приводит к существенному умень­
шению изменений квадратичных инвариантов. Дальнейшее дробле­
ние шага дает в этом смысле меньший эффект и вряд ли целесооб­
разно с практической точки зрения, так как связано с увеличением 
времени счета почти в два раза при уменьшении в два раза шага по 
времени. Более того, в расчетах на установление, где требуется вы­
полнить интегрирование на срок более 100 суток, шаг по времени 
принимался равным 1 часу, чтобы сократить время счета. '

г) Очевидно, что на получаемое решение и значения квадратич-^ 
ных инвариантов оказывает влияние точность решения уравнения 
Пуассона, которое нужно решать на каждом шаге по времени для 

„ (3i|5получения значении по значениям •— Дл я  решения урав­

нения Пуассона применяется ускоренный метод Либмана. Точность 
решения определяется заданной величиной допустимой невязки г. 
В изложенных выше экспериментах допустимая невязка е полага­
лась равной величине, которая в пересчете на изменение геопотен­
циала составляет 0,001 дам/час.
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Т а б л и ц а  1

12-часовые изменения квадратичных инвариантов баротропной модели 
в зависимости от величины шага интегрирования по времени

Время интег­
рирования, 

часы 
{t -Н 12 час.)

(t +  12 час.) -  Кф (t) 

(0)

At =  0,5 Д̂  =  0,25 Лг-=  0,125

24
36
48
60
72

Среднее

1,7
3,0
4.2 
6,5
8.3

10-4
10-4
10-4
10-4
10-4

4,7 . 10-4

1,9
2,7
3.4 
5,0
4.5

10-4
10-4
10-4
10-4
10-4

2,0
2,4
2.7 
3,9
3.7

10-4
10-4
10-4
10-4
10-4

3,5 • 10-4 3,0 . 10-4

1.7
2.0
2.4
3̂ ,5
3,2

10-4
10-4
10-4
10-4
10-4

2,6 • 10-4

Время интег­
рирования 

часы 
(t +  12 час.)

Л?ф ( ^ +  12 час.) -Л ^ф  (О 
ЛГф (0)

Дг' =  0,5 М =0,2Ъ Д  ̂=  0,125

24
36
48
60
72

Среднее

0,6
1,2
2.0
4.0
4,2

10-5
10-5
10-5
10-5
10-5

0,6
1.0
1,2
1,3
1,9

10-5
10-5
10-5
10-5
10-5

0,6
0,7
0.9
1.6
1,2

10-5
10-5
10-5
10-5
10-5

2,4 . 10-5 1.2 • 10-5 1.0 . 10-5

0.0
0.5
0.6
1.3
0.8

10-5
10-5
10-5
10-5
10-5

0 .7  .10-5

В табл. 2 представлена зависимость 12-часовых изменений квад­
ратичных инвариантов от величины допустимой невязки. Кроме 
того, в этой таблице приводится среднее число итераций на одном 
дааге по времени (Д^ = '/2  часа). Из приводимых в этой таблице 
результатов следует, что увеличение е от величины 0,001 до 
0,002 дам/час незначительно уменьшает число итераций, но су­
щественно увеличивает рост квадратичных инвариантов. С дру­
гой стороны, уменьшение s до величин, меньших 0,001 дам/час, хотя 
и приводит к уменьшению изменений квадратичных инвариантов, но 
одновременно приводит к росту числа итераций, что затрудняет 
практическую реализацию задачи на машинах среднего быстродей­
ствия при интегрировании на сроки порядка 100 суток. Поэтому 
в таких экспериментах величина е для изменений геопотенциала 
принималась равной 0,001 дам/час.
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Т а б л и ц а  2
12-часовые изменения квадратичных инвариантов баротропной модели 

в зависимости от величины е

Время интег­
рирования,

(i  +  12 час.) -  (t)

^ф(О)
часы 

(г‘+  12 час.) е = 0 ,0 0 2 s =  0,001 8 =  0,0005 е = 0 .0 0 0 1 е = 0 ,00001

24 3,7 ■ 10-4 1,9 • 10-4 1,0 ■ 10-4 0 ,2  • 10-4 0,0 . 10-4
36 4,8 • 10-4 2,7 • 10-4 1,5 ■ 10-4 0.5 • 10-4 0,1 • 10-4
48 5,7 ■ 10-4 3,4 • 10-4 2,1 ■ 10-4 0,8 • 10-4 0,2 • 10-4
60 8,2 • 10-4 5,0 • 10-4 3,1 • 10-4 1, 1-  10-4 0 ,3  • 10-4
72 7,7 ■ 10-4 4 ,5  ■ 10-4 2,8 • 10-4 1,1 . 10-4 0 , 4 .  10-4

Среднее 6,0  . 10-4 3,5 • 10-4 2.1 ■ 10-4 0,7 . 10-4 0,2 . 10-4

Среднее число 
итерации на 
одном шаге

11 16 23 42 83

Время интег­
рирования, 

часы 
{t +  12 час.)

ТУф {t -f 12 час.) -  N ^ { t )
Л^4,(0)

е = 0 ,0 0 2 е = 0,001 е =  0,0005 е =  0,0001 £ =  0,00001

24 1,4 ■ 10-S 0,6 10-5 0,4  • 10-5 0,1 • 10-5 0,0 . 10-5
36 1, 1 .  10-5 0,9 10-5 0 ,6  ■ 10-5 0,2 • 10-5 0,0 • 10-5
48 1,7 • 10-S 1,2 10-5 0,9 • 10-5 0,5 • 10-5 0,2 • 10-5
60 3,3 • 10-5 2,3 10-5 1,7 . 10-5 0,9 • 10-5 0 ,3  • 10-5
72 2,7 ■ 10-5 1,9 10-5 1.4 • 10-5 0 ,9  • 10-5 0 , 5 . 10-5

Среднее 2.0 • 10-5 1,4 • 10-5 1,0 • 10-5 0.5 • 10-5 0 ,2  • 10-5

§ 3. ЭКСПЕРИМЕНТ 
С ТЕРМОТРОПНОЙ ИНЕРЦИОННОЙ МОДЕЛЬЮ

В настоящей работе рассматривался инерционный вариант тер­
мотропной модели, описываемой следующей системой уравнений 
(см. [1]);

(П )у2ф +  / ) -С У (х ,

дх а дх
dt m2" dt

а

у 2 .|;+ /)  +

+  - ^  •>'■('}', )̂ +  а6У(х, v t̂). (12)
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Как показано в работе [1], система (И ), (12) (в случае т=:
=  const, ij; =  const на границе) обладает четырьмя интегральными
инвариантами:

=  const, (13)

=  const, (14)

к = 4 г

m2 _'

ас(Уф)2+С(Ут)2 + =  const, (15)

7 V =  (y^ t +  /)  ̂+  c(v2T)2 +  - ^ ( v . ) 2 - - ^ ( V ^ ) 2  =  const, (16)

причем (13) и (14) — линейные инварианты, а (15) и (16) — квад­
ратичные.

Аналогично тому, как это было показано в § 2 для баротропной 
модели, легко показать, что и в случае термотропной инерционной 
модели аппроксимация производной по времени по методу Адам­
са —Бэшфорта не приводит к нарушению линейного инварианта 
(13). Этот вывод легко может быть получен и для другого линей­

ного инварианта (14). Действительно, используем метод Адамса— 
Бэшфорта для т:

4 л , ( . 7)

Отсюда

у2'с(® + 1 )= 2 "  dt 2 "  : dt

Исключая------—— и -------——  с помощью (12) и осредняя по об­
ласти ( S ) , получим

(18)

Осредним (17) П0л5:

, и  +  4  д ; _  J -  д< j j p , , (19)

Используем (19) для исключения из (18) производных по времени. 
Окончательно получаем

У т̂:( +̂1) — xW . (20)

Таким образом, если схема аппроксимации пространственных 
производных такова, что средние значения якобианов по области
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(5) равны нулю (схема Аракава, в частности, удовлетворяет этому 
условию), то при аппроксимации производных по времени с помо­
щью метода Адамса— Бэшфорта (а также с помощью ряда других 
методов) законы сохранения линейных величин (13) и (14) имеют 
место и в конечно-разностной форме.

По-другому обстоит дело с квадратичными инвариантами. В ба- 
ротропном случае схема Аракава гарантирует сохранение квадра­
тичных инвариантов, схема аппроксимации по времени этого не га-

I' _ 1̂ 0
(Д 2) и ^  ^  (5, 4) термотропной модели.

К
/  — вихревой инвари ан т при Д (=1 час, 2 — вихревой инвари ан т при 
Д<=0,5 часа, 3 — энергетический и нвариант при ш аге интегрирования 

Д^=1 час, 4  — энергетический инвари ан т при А^=0,5 часа.

рантирует. В случае термотропной модели как схема Аракава, так 
и метод Адамса— Бэшфорта не гарантируют сохранения квадратич­
ных инвариантов для соответствующих дифференциально-разност- 
ных уравнений. (Кроме того, на несохраняемость квадратичных и 
линейных инвариантов могут оказывать влияние погрешности реше­
ния двух эллиптических уравнений на каждом шаге по времени, 
а также ошибки округления.)

Для того чтобы выяснить, как ведут себя квадратичные инвари­
анты термотропной модели при интегрировании на длительные 
сроки, уравнения (11) и (12) были проинтегрированы на-срок

119



145 суток с применением схемы (А. Б. А .), Были выполнены два экс­
перимента: оди н— с шагом А ^=1 час, другой — с шагом А / =  
= 0 ,5  часа. Время, необходимое для просчета одного шага на ма­
шине М-220 (с быстродействием 20—25 тыс. операций в секунду), 
составляет 20—30 секунд.

На рис. 6 представлены изменения во времени квадратичных ин­
вариантов термотропной модели, полученные в указанных экспери­
ментах (по оси ординат—-логарифмическая шкала). Как видно 
из этого рисунка, при интегрировании на 145 суток с шагом А / =  
=  1 час рост вихревого (N) и энергетического {К) инвариантов не 
превосходит 10 и 7%  соответственно по отношению к их начальным 
значениям. При шаге А 1 = ^ 2  часа рост энергетического инварианта 
уменьшается почти в 3 раза. Что касается вихревого инварианта, то 
его величина не превосходит 101 % по отношению к начальному зна­
чению и после 40— 50 суток практически постоянна во времени. 
К сожалению, переход, от шага А ^ =1 час к шагу А ^ =  7г. часа свя­
зан с увеличением времени счета почти в два раза, что затрудняет 
расчеты на длительные сроки на машинах среднего быстродей­
ствия.
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л. с. ГАНДИН, Б. М. ИЛЬИН, Р. Л. КАГАН, 
К. М. ЛУГИНА, л. в. РУХОВЕЦ

О ВЛИЯНИИ СЖИМАЕМОСТИ АТМОСФЕРЫ 
НА ЭВОЛЮЦИЮ ПЛАНЕТАРНЫХ ВОЛН

Одним из важнейших требований, предъявляемых к системам 
уравнений, используемых при моделировании атмосферной цирку­
ляции, является требование возможно более правильного описания 
эволюции планетарных волн в атмосфере. Как известно со времени 
работы Россби [5], использование баротропной модели без учета 
сжимаемости атмосферы приводит к различному направлению пере­
мещения волн разной длины. Если волны в поле давления, соответ­
ствующие возмущениям синоптического масштаба (длина волны до  
5000 км), перемещаются в восточном направлении, то волны пла­
нетарные, длина которых более 5000 км, при расчетах по баротроп­
ной модели перемещаются в западном направлении. Это западное 
смещение планетарных волн не наблюдается в реальной атмосфере. 
Поэтому при решении задачи численного прогноза погоды делались 
попытки такого видоизменения модели, которая по возможности 
подавляла бы обратное движение планетарных волн. Одним из- 
направлений таких работ являлись попытки учесть сжимаемость, 
атмосферы. При этом оказывается, что уравнение Пуассона в квази- 
геострофических схемах заменяется уравнением Гельмгольца, функ­
ции влияния для которых являются более реалистичными (см. [3]),. 
а скорость возвратного движения планетарных волн существенно' 
уменьшается.

Сжимаемость атмосферы характеризуется горизонтальным мас­
штабом L. При сделанных в [1] предположениях он определяется 
по формуле

(1>

где Т — абсолютная температура воздуха, R  — газовая постоянная,. 
/ — параметр Кориолиса, черта снизу означает осреднение по при­
нятой в [1] области интегрирования.

Случай, когда сжимаемость атмосферы совсем не учитывается,, 
соответствует заданию L =  oo. Подстановка в (1) характерных
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Рис. 1. Поле изменений геопотенциала за час (10“  ̂ дам) на 20-е сутки 
после начала расчетов. Баротропная модель. 

а) L=a>,  б) 1=1300 км , в) Х-=1200 км.

значений входящих в нее величин дает значения L  в диапазоне 
1800—2500 км, в зависимости от выбора этих значений и от способа 
осреднения. Некоторые авторы предпочитают не находить масштаб L  
на основании формулы (1), а подбирать его эмпирически, исходя из

ш

Рис. 2. Угловая скорость 
смещения ш град/сутки 
первой гармоники поля 
I геопотенциала при расчё­
тах по баротропной мо­

дели на t суток.
/  — ДЛЯ ш иротного круга 
40® с. ш ., 2 — д л я  ш иротного 

круга  70® с. ш.
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требования наибольшего соответстаия результатов интегрирования 
уравнений движения реальным атмосферным движениям. Исследо­
вание такого рода производилось, например, Д ж . Крессменом [4], 
который получил наилучшие результаты при значениях параметров 
схемы, соответствующих L — 1400 км.

Однако выполнявшиеся исследования относились в первую оче­
редь к задаче краткосрочного прогноза погоды и систематическое 
исследование влияния сжимаемости атмосферы при интегрировании 
нелинейной системы уравнений на долгие сроки не производилось. 
В связи с этим нами выполнены некоторые оценки применительно 
к описанной в [1] баротронной модели. Для этой цели были выпол­
нены расчеты по этой модели на срок до 50 суток.

Уже в исходном поле геопотенциала, которое использовалось 
при расчетах, несмотря на его сравнительную пестроту (см. рис. 1 
в [2]), обнаруживается следующая закономерность. При общем зо­
нальном распределении изолиний имеется четко выраженная асим­
метрия поля, которая свидетельствует о наличии планетарной волны 
вдоль кругов широт с волновым числом 1. Кроме того, имеет место 
хорошо выраженный вторичный минимум, свидетельствующий о на­
личии волн, дважды укладывающихся вдоль широтного круга. Н а­
личие этих двух, волн является наиболее характерной чертой исход­
ного поля давления. Еще более отчетливо эта особенность выяв­
ляется при рассмотрении полей геопотенциала, полученных путем 
интегрирования на долгий срок, в результате которого мелкомас­
штабные особенности поля существенно сглаживаются.

Особенно удобно для изучения эволюции поля давления рас­
сматривать поля изменений геопотенциала. Характерной особенно­
стью этих полей при расчете с заданием L =  oo является четкое де­
ление полушария на две области, в одной из которых преобладает 
рост геопотенциала, а в другой — падение его. Это показывает, что 
и в поле изменений геопотенциала первая гармоника является пре­
обладающей. В качестве примера на рис. 1 а приводится поле изме­
нений геопотенциала за I час, полученное на 20-е сутки после на­
чала интегрирования. Рассмотрение полей изменений за различные 
сроки показывает, что они смещаются в направлении с востока на 
запад, причем угловая скорость этого смещения составляет около 
60—70° в сутки.

Более детальный анализ при визуальном рассмотрении полей 
оказывается затруднительным, поэтому были использованы некото­
рые количественные оценки, полученные методом гармонического 
анализа поля геопотенциала вдоль кругов широт. Анализ выпол­
нялся с помощью составленной А. А. Кобяковой программы для д е­
вяти широтных кругов от 30 до 70° с. ш.

В табл. 1 приводятся средние значения амплитуд различных гар­
моник, полученных в процессе численного интегрирования уравне­
ний баротропной модели. Эти амплитуды вычислены путем осредне­
ния по широтным зонам с учетом длины широтного круга.
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Изменение со временем средних амплитуд (А дам) волн различного масштаба 
в поле геопотенциала при расчетах по баротропной модели L= оо

Т а б л и ц а  1

Волновое
число

t суток

10 20 25 3J 35 45 50

10,4
10,9
4,3
3.8 
3,5
4.8

13,0
9.1
3.5
6.2 
2,3
3.5

14,0
8,6
6,2
3.8 
3,6
1.8

11,6
12,5
7.5
3.1
2.1 
1.7

14,9
10,3
4,1
7,4
2,0
4,3

16,3
7.4
8.5 
4,7 
3,2 
2.1

15.9
4.8 
7.3 
5,1 
2,6
2.9

15,3
9.1
6.2 
6,4
3,1
2,9

12,1
12,6
4.5
4.5
5.3
1.4

Данные табл. 1 подтверждают, что первые две гармоники в поле 
давления являются преобладающими, следовательно, правильное 
описание их эволюции имеет решающее значение при моделирова­
нии атмосферных движений.

Наряду с амплитудами при гармоническом анализе вычисляется 
и фазовый угол гармоник для различных широтных кругов. И зме­
нения фазы во времени дают представление о скорости перемеще­
ния волн различной длины.

Рассмотрение изменения фазы гармоник показывает, что неко­
торое время после начала интегрирования скорость смещения ме­
няется довольно нерегулярно и лишь через некоторое время уста­
навливается сравнительно равномерный ход. Это хорошо видно из 
рис. 2, на котором представлена зависимость от времени угловой 
скорости перемещения первой гармоники поля геопотенциала для 
широтных кругов 40 и 70° с. ш. При расчетах фаза отсчитывалась 
от Гринвичского меридиана в направлении с запада на восток. 
Из рис. 2 видно, что сравнительно постоянная скорость смещения 
первой гармоники (около 60° в сутки в западном направлении) ус­
танавливается примерно на 15-е сутки. Аналогично обстоит дело и 
со скоростью перемещения других гармоник в различных широтных 
зонах.

Заметим, что путем рассмотрения данных гармонического ана­
лиза вдоль отдельных широтных кругов удается получить правиль­
ное представление лишь для тех гармоник и широтных кругов, для 
которых амплитуда достаточно велика. В тех случаях, когда ампли­
туда относительно мала, результаты расчета дают совершенно не­
репрезентативные скорости перемещения волн как по модулю, так и 
по направлению. Это, по-видимому, связано с шумами, возникаю­
щими при интегрировании и при переинтерполяции с квадратной 
сетки на широтно-долготную. Поэтому рассмотрение смещения по 
ф азе вдоль отдельных широтных кругов имеет смысл лишь для пер­
вых гармоник, и то не во всех случаях.
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Рис. 3. Поле изменеиий геопотенциала за час (10“® дам)
а) L =  со, б) L=2500 км .



на 20-е сутки после начала расчетов. Термотропная модель, 
в) L=1800 км , г)  L=1200 км.



Однако указанная выше тенденция к постепенному установле­
нию скорости смешения планетарных волн прослеживается и по 
данным табл. 2, в которой приводятся осредненные по всем кругам 
широт угловые скорости за периоды с 10 по 12-е и с 20 по 22-е 
сутки с момента начала интегрирования для различных значений 
масштаба L.

Т а б л и ц а 2
Средняя угловая скорость (град/сутки) смещения планетарных волн в поле 

геопотенциала для различных значений волнового числа К

К

L км

с 10 по 12-е сутки

2500 1800 1200

с 20 по 22-е сутки

1800 1200

-32
- 9
15

-11
10

-32
-30

7
8 
9 
8

-2 0
- 1 8
- 1

2
- 4
47

-14
-13
-17
Л1

9
16

-71
-20
-46
-11
53
20

- 3 3
- 8

- 3 4
- 8

16
32

- 1 9
—13
- 1 4

37
45
35

Из табл. 2 видно, что учет сжимаемости атмосферы оказывает 
значительное влияние на скорость перемещения планетарных волн. 
Оно сводится к существенному уменьшению скорости обратного 
движения первых трех гармоник. Так, скорость смешения первой 
гармоники уменьшается при изменении масштаба от L =  oo до Ь =  
=  1200 более чем в два раза для интервала времени с 10 по 
12-е сутки и в три раза для интервала времени с 20 по 22-е сутки.

, Более сложно обстоит дело для второй и третьей гармоник. Однако 
в целом эффект учета сжимаемости оказывается таким же. Напра­
вление смещения четвертой гармоники оказывается сравнительно 
неустойчивым и при введении сжимаемости меняется с западного 
на восточное. Направление смещения пятой и шестой гармоник ос­
тается восточным и скорость его изменяется сравнительно мало.

Из приведенных в табл. 2 данных следует, что роль первых гар­
моник в эволюции поля геопотенциала на полушарии при учете 
сжимаемости сильно уменьшается. Это обстоятельство хорошо про­
слеживается и при визуальном рассмотрении полей изменения гео­
потенциала, Так, например, из рис. 1, на котором, кроме изменений 
геопотенциала на 20-е сутки для значений масштаба L =  oo, приве­
дены также поля изменений для L = 1 8 0 0  (рис. 1 б) и L =  1200 км 
(рис. 1 в) .  Видно, что при введении сжимаемости области роста и 
падения геопотенциала, которые ранее четко делили полушарие на 
две части, становятся более мелкомасштабными и при L =  1200 км 
приближаются по своим размерам к реальным областям роста и па­
дения геопотенциала.

Исходя из вышеуказанного можно полагать, что использо­
вание при расчетах значения масштаба L = l2 0 0  км существенно
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приблизит модель к реальной атмосфере. Дальнейшее уменьшение 
масштаба L вряд ли целесообразно, поскольку, согласно формуле
(1), он будет соответствовать чрезмерно высоким значениям I. З а ­
метим, что выбор L =  1200 км хорошо согласуется с данными 
Д ж . Крессмена [4].

Приведенные выше результаты относились к баротропной модели 
атмосферы. Представляло интерес оценить также, какое влияние 
оказывает учет сжимаемости атмосферы при расчетах по термо­
тропной модели.

К сожалению, к настоящему времени данными гармонического 
анализа результатов расчетов по этой модели мы не располагаем, 
поэтому можно сделать лишь некоторые предварительные выводы, 
основанные на визуальном рассмотрении полей изменений геопотен­
циала. Заметим, что здесь, как и для баротропной модели, речь идет
о расчетах для инерционного варианта модели, без учета неадиаба­
тических и диссипативных факторов.

На рис. 3 представлены поля изменений геопотенциала на 20-е 
сутки для различных значений масштаба L. Обращает на себя вни­
мание, что при 1  =  00 (рис. 3 а ), в отличие от баротропной схемы, 
на полушарии выделяются'по две области роста и падения геопо­
тенциала, т. е. отмечается преобладание второй гармоники. При 
учете сжимаемости области роста и падения геопотенциала, как и 
в баротропном случае, становятся гораздо более мелкомасШт-аб‘; 
ными. Визуальный анализ смещений полей изменений геопотен­
циала от срока к сроку дает ориентировочную оценку угловой ско­
рости 607сутки для L =  oo и 367сутки для L =  2500. Для меньших 
значений масштаба L  из-за большой пестроты поля и трудности 
идентификации отдельных областей оценить смещение по фазе не 
удается. Однако хорошее соответствие уж е имеющихся результатов 
с результатами по баротропной модели дает основание надеяться, 
что и для термотропной модели выбор масштаба L =  1200 км приве­
дет к удовлетворительному согласованию с реальной атмосферой.
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л. с. ГАНДИН, Б. М. ИЛЬИН, Р. Л. КАГАН, 
А. А. КОБЯКОВА, К. М. ЛУГИНА, Л. В. РУХОВЕЦ

НЕКОТОРЫЕ ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ 
ПО ФОРМИРОВАНИЮ ТЕРМИЧЕСКОГО РЕЖИМА 

АТМОСФЕРЫ

В работе [3] была описана упрощенная модель, предназначен­
ная для проведения численных экспериментов по термическому ре­
жиму атмосферы. Эта модель может быть использована для различ­
ного рода исследований, в том числе для расчетов эволюции полей 
ПО реальным начальным данным о полях давления и температуры. 
Такие расчеты особенно важны для выяснения возможностей про­
гностического применения модели. С точки зрения формирования 
термического режима атмосферы, однако, наибольший интерес 
представляет изучение эволюции при задании начальных условий, 
существенно отличающихся от фактических. В качестве одного из 
таких начальных условий естественно было принять задание на­
чального поля температуры постоянным на всем северном полу­
шарии.

В настоящей статье излагаются постановка и предварительные 
результаты некоторых численных экспериментов, выполненных с по­
мощью упомянутой упрощенной модели  ̂ при таком задании поля 
температуры.

§ 1. УСТАНОВЛЕНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНЙЯ ТЕМПЕРАТУРЫ 
ПРИ НЕИЗМЕННОМ ПО ВРЕМЕНИ ПОЛЕ СРЕДНЕГО ВЕТРА

Наряду с заданием начального поля температуры при проведе­
нии численных экспериментов необходимо задание начального поля 
скоростей (функции тока ^ ). На первый взгляд, при зада;нии посто­
янного начального поля температуры можно было бы задать и по­
стоянное на полушарии значение функции тока, т. е. исходить из со­
стояния покоя. Однако, как было показано в [3], в рамках

' Поскольку описание модели, ее особенности, относящиеся к ней обозначе­
ния и термины подробно изложены в работе [3], публикующейся в настоящем 
сборнике, мы, как гравило, будем пользоваться ими без особых пояснений.
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рассматриваемой физической модели, если пренебречь эффектом 
сжимаемости, неправомерно производить интегрирование, отправ­
ляясь от состояния покоя. Действительно, поскольку в этом случае 
средний по области вихрь геострофического ветра остается неиз- 

I менным, а в начальном состоянии покоя равен нулю, то он будет 
оставаться равным нулю все время, что совершенно не соответствует 
реальным условиямв атмосфере, характеризующимся наличием четко 

: выраженного циркумполярного вихря. Поэтому, используя модель 
без учета сжимаемости (модель А) или модель с частичным учетом 
сжимаемости (модель Б) для численных экспериментов по устано­
влению поля температуры, необходимо задавать начальное поле 

 ̂ среднего геопотенциала, близкое к фактическому или по крайней 
мере характеризующееся близким к фактическому значению сред­
него вихря.

I Наиболее простой вариант таких экспериментов можно полу- 
I чить, если считать 'поле ч|з неизменным по времени и совпадающим,
I скажем, с полем норм этой функции. Тогда задача сводится к ин­

тегрированию уравнения для функции тока термического ветра 
= ' R T / l  { Т — ̂абсолютная температура, — газовая постоянная, I —■ 
параметр Кориолиса). Это уравнение в данном случае имеет вид

=  v ' t  +  0  +

■Cpin̂ lpl

Здесь в правой части, помимо инерционных членов, учтены слагае­
мые, описывающие влияние притока тепла и макротурбулентной 
теплопроводности.

Разумеется, такая модель имеет весьма малое физическое со­
держание, лишь немного превышающее содержание-моделей терми­
ческого режима, в которых наличием средней атмосферной цирку­
ляции пренебрегается полностью. Тем не менее вычисления с такой 
моделью были целесообразны преж де всего именно для того, чтобы 
выяснить, какие черты реального процесса теряются при переходе 
к ней, т. е. при пренебрежении влиянием изменений температуры на 
поле движения. Кроме того, в опытах с этой моделью проще всего 
выяснить, каковы значения коэффициента макротурбулентной тем­
пературопроводности k ' , отвечающие той или иной степени детали­
зации обратного влияния температуры на приток тепла и, в част­
ности, полному пренебрежению таким влиянием. Можно думать, что 
полученные таким путем оценки k'  будут применимы и для экспери­
ментов с более полными моделями, поскольку величина k'  должна 
главным образом зависеть от учета указанных обратных связей и 
в меньшей степени — от других особенностей модели.
- По указанным причинам была выполнена небольшая серия чис­

ленных экспериментов по интегрированию уравнения (1) при за-
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Крепленном поле Ф, совпадающем с полем норм геопотенциала
поверхности 500 мб для января. Поле Г отождествлялось с темпера­
турой поверхности 500 мб, причем в качестве начального поля зада­
валась константа Г = —8°С, равная средней ло границе области ве­
личине нормы температуры для января. В процессе интегрирования 
указанное значение принималось сохраняющимся на границе. При­
ток тепла принимался равным норме для января согласно «сухой» 
модели с учетом обратного влияния температуры на уходящее из­

лучение. Поля норм при- 
'тока тепла и коэффициен­
та обратной связи приве­
дены на рис. 5 и 9 в [1]. 
Эксперименты описыва­
емой серии отличались 
друг от друга лишь значе­
нием коэффициента k', ко­
торое в пределах каждого 
эксперимента принима­
лось постоянным в про­
странстве и во времени. 
Интегрирование произво­
дилось с шагом М =  \ час 
при допуске сходимости 
е =  0,0017час. Машинное 

^вpeмя, затраченное на эти 
эксперименты, было срав­
нительно невелико вслед­
ствие того, Ч.ТО интегриро­
валось лишь уравнение 
(1), для которого итера­
ции ускоренного метода 
Либмана сходятся весьма 
быстро.

На рис. I приведены графики временного хода некоторых харак­
теристик процесса установления для эксперимента с k ' =  2,ЪХ 
X 10® м^/сек. Как видно из этих графиков, процесс установления но­
сит монотонный характер. В частности, разность АГ температур 
на границе и в точке минимума температуры (кривая 7 ) монотонно 
стремится к предельному значению, равному примерно 35°. Более 
того, монотонность изменений имеет место практически во всех точ­
ках поля. Это видно из сопоставления графиков средних по области

интегрирования модулей часовых изменений температуры |6Г 1

-200-

-tso

-100-

-  5 0 -i

ЮОЬ сутки

Рис. I. Изменение во времени некоторых 
характеристик процесса установления для 

эксперимента с к ' = 2,Ъ ■ 10® м^сек.
1) АГ° с, 2) град/час, 3) ^  град/час,

4) 6 /з 1/сек.“ 10 суток.

Рис. 2. Рассчитанное поле температуры поверхности 500 мб через 140 суток (а) 
и фактическое поле норм температуры для января (б).
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(кривая 2) и средних изменений с учетом знака — бГ (кривая 5).
Начиная уж е с момента ^ = 2 0  суток эти кривые фактически совпа­
дают.

Рассмотрение упомянутых кривых показывает также, что про­
цесс установления происходит сравнительно медленно, практически 
прекращаясь лишь через 150 суток. Этот факт можно проиллюстри­
ровать также кривой 4  на рис. 1, дающей ход изменений полной 
энергии 81.3 за каждые 10 суток. Эти изменения сначала растут, до­
стигают максимума при ^ = 2 2  суток и лишь затем убывают, стре­
мясь к нулю.

Основной вывод, который следует из рассмотрения рис. 1, со­
стоит в том, что, отказываясь от учета влияния температуры на поле 
скоростей, мы тем самым лишаемся возможности воспроизвести ав­
токолебательный характер атмосферных процессов. Этот вывод сле­
дует как из монотонности процесса установления, так и из того 
факта, что предельное состояние является практически стационар­
ным, а не представляет собой колебания около некоторого среднего 
поля.

На рис. 2 приведено установившееся поле температуры, точнее, 
поле для момента ^ = 140  суток (а) и фактическое поле норм тем­
пературы на поверхности 500 мб для января, несколько измененное 
путем принятия постоянного значения — 8° вдоль границы (б) . Сра­
внение этих полей показывает прежде всего, что минимальные зна­
чения для обоих распределений совпадают. Это совпадение яв­
ляется, впрочем, лишь следствием выбора соответствующего значе­
ния коэффициента^'. О степени зависимости результатов расчета 
от этого коэффициента можно судить на основании рис. 3, аналогич­
ного рис. 1,, но построенного по данным эксперимента с =  
=  5- lO'’ м /̂Сек. Сопоставление этих двух рисунков показывает, что 
процесс в обоих случаях протекает аналогично, но при =  
~ 5 -  10® м^/сек. установление достигается существенно позже и ха­
рактеризуется значительно большими контрастами температуры.

Таким образом, эксперименты показывают, что в данной модели 
целесообразно задавать коэффициент макротурбулентной темпера­
туропроводности /г' равным примерно 2,5- 10® м^/сек. Это значение, 
разумеется, существенно больше, чем то, которое должно характе­
ризовать влияние процессов с масштабами, меньшими шага сетки.

Действительно, если в формулу Ричардсона—Обухова
_4_ ,

 ̂=  • (2)

выражающую зависимость коэффициента турбулентного обмена ^ 
(в см^сек.) от масштаба 4  (в см) (см., например, [15]), подставить 
1^= 600  км, то получим приблизительно А = 5  • 10® м^/сек., а значение 
А =  2,5-10® м7сек. соответствует, согласно формуле (2)'., масштабу 

около 2000 км. Разумеется, возможность применения формулы (2)
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к процессам весьма больших масштабов сомнительна, однако, если 
иметь в виду лишь ориентировочные оценки, то можно думать, что 
приведенные цифры правильно отражают существо дела.

Из сказанного следует, что макротурбулентный теплообмен при 
значении =2,5-10®  м^/сек. описывает в рассматриваемой модели 
не столько влияние дискретности сетки, сколько действие обратных 
связей температуры и притока тепла, которые не учтены явным об­
разом в модели. Иначе говоря, результаты эксперимента заста­
вляют полагать, что механизм обратной связи путем влияния тем­
пературы на уходящее излучение, который учтен в модели с по­
мощью эмпирических' соотно-
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шений, является, при таком 
его учете, недостаточно силь­
ным по сравнению со связями, 
существующими в действитель­
ности.

Возвращаясь к рассмотре­
нию рис. 2, можно видеть, что 
вычисленное поле температуры 
оказалось весьма близким к ре­
альному полю норм. В частно­
сти, зллипсообразная форма 
изотерм вблизи полюса воспро­
изведена вполне успешно: и в 
действительном и в вычислен­
ном поле большая ось этого се­
мейства изотерм направлена 
приблизительно вдоль мериди­
ана на 70° 3. д..— 110° в. д. Пра­
вильно отражены также области 
сгущения изотерм в средних ши­
ротах в районах меридианов 
130° в. д. и 60° 3. д., а также 
сравнительно слабо выявляю­
щаяся в обоих полях ложбина с 
осью вдоль меридиана 20° в. д.

Вместе с тем обнаруживается одно систематическое расхожде­
ние между рассчитанным и фактическим полями, состоящее в том, 
что в тропических широтах вычисленные градиенты температуры 
меньше фактических. В результате все изотермы в умеренных широ­
тах оказались в рассчитанном поле смещ ённы№ -по направлению 
к полюсу по отношению к фактическим. Этот эффект хорошо виден 
на рис. 4, где приведено поле разностей между вычисленными и 
фактическими значениями норм температуры.

Можно думать, что указанное расхождение обусловлено приня-; 
тием одинакового для всей области интегрирования значения fe'. 
В действительности циклоническая деятельность в низких широтах 
развита существенно слабее, чем в умеренных и высоких.

Рис. 3. Изменение во времени неко­
торых характеристик процесса уста­
новления для эксперимента с 

= 5-1O^mVc0k.
Уел. обозн. см. рис. 1.,

/г'=
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Исходя из этого факта было бы естественно принять для тропи­
ческой зоны меньшие значения чем для умеренных и высоких 
широт. Понятно, что в этом случае получились бы большие значе-

Рис. 4. Поле разностей рассчитанных значений температуры и норм для
января.

ния градиентов температуры в низких широтах. Однако, поскольку 
данная модель имеет в целом ограниченное значение, мы таких экс­
периментов не производили.

§ 2. ИНТЕГРИРОВАНИЕ МОДЕЛИ С УЧЕТОМ 
СЖИМАЕМОСТИ АТМОСФЕРЫ ПРИ НАЧАЛЬНОМ УСЛОВИИ 

ПОКОЯ И ИЗОТЕРМИИ

Традиционным путем проведения численных экспериментов с мо­
делями общей циркуляции атмосферы является интегрирование ура­
внений таких моделей при начальных условиях, описывающих по­
стоянство температуры в пространстве и равенство скоростей нулю. 
Этот путь был предложен в работе Филлипса [8], положившей на­
чало данному направлению, и использовался также в эксперимен­
тах Минтца—Аракава [7], Лиса [6], Смагоринского [9] и других. 

В действительности такой путь, представляющий собой
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своеобразное «численное моделирование сотворения мира» отнюдь 
не должен являться непременным атрибутом численных экспери­
ментов с моделями общей, циркуляции. С одной стороны, этот под­
ход не является достаточным, так как по самому смыслу постановки 
экспериментов их результаты не должны существенно меняться при 
каком угодно изменении начальных полей, и для того чтобы прове­
рить, в какой мере выполняется это свойство, целесообразно 
проводить эксперименты при различном задании начальных полей. 
С другой- стороны, применение указанного подхода сопряжено 
с весьма большими затратами машинного времени, поскольку на­
чальный период времени, в течение которого происходит установле­
ние реального «фона» рассчитываемых полей, имеет порядок вели­
чины сотни суток. С этой точки зрения удобнее задавать начальные 
распределения, более близкие к фактическим полям, чем состояние 
изотермии и покоя.

Несмотря на приведенные соображения, было целесообразно 
выполнить хотя бы один эксперимент, отправляясь от состояния изо­
термии и покоя, чтобы выяснить, каким образом в рамках рассмат­
риваемой модели происходит установление фона и, в частности, сра­
внить этот процесс с установлением поля температуры при закреп­
ленном поле движения, описанным в предыдущем параграфе.

Как уже указывалось, для того чтобы рассчитывать на разумные 
результаты, начиная интегрирование от состояния покоя, необхо­
димо достаточно полным образом учесть влияние сжимаемости ат­
мосферы. Рассмотрим с этой точки зрения уравнения (36) и (37), 
приведенные в работе [3], в которых пренебрежем влиянием при­
земного трения и орографии;

т2 dz
' ~дГ ТГ Г л  W

дх а дх

=  —У(ф, И -/) — с/(т:,

(3)
1 “  дх \ г / I - ^ 0  \

' dt I r f i ^ ' ^ ^ i d t  ^■̂0 \ /

- / ( . ,  v2^ +  /) +  ^ / ( 1 > ,  .)  +  а й / ( . ,

ak' agRM

Легко видеть, что для обеспечения корректной постановки за­
дачи при начальном состоянии покоя реш-ающую роль играет сохра­

нение слагаемого ® левой части уравнения (3). Действи-
0

тельно, благодаря учету этого слагаемого изменения фона темпе­
ратуры, обусловленные влиянием притока тепла М,  вызывают из­
менения фона геопотенциала и тем самым формирование среднего
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зонального переноса. В то же время учет слагаемых, описывающих
влияние сл<имаемости, в уравнении (4) имеет меньшее значение,

а дх а  дх
поскольку член -— ——— мал по сравнению с ч л е н о м -------L \ d t  m2 dt
этого уравнения, имеющим ту ж е структуру. Поэтому в данном экс­
перименте влияние сжимаемости учитывалось полностью в уравне­
нии (3)., а в уравнении (4) этим влиянием пренебрегалось, так что 
оно использовалось в виде

dz
dt

СрГпПр,

т. е. отличалось лишь учетом макротурбулентной вязкости (член 
ЙУЧ) от уравнения (1), использованного в предыдущем экспери­
менте.

В соответствии с результатами экспериментов, изложенными 
в работе [4], параметр Lo был принят равным 1200 км, а на основа­
нии результатов экспериментов с закрепленным полем геопотен­
циала (см. § 1) коэффициент макротурбулентной температуропро­
водности k'  был положен равным 2,5 • 10® м^сек.

Введя достаточно полный учет сжимаемости, оказывается воз- 
мол^ным включить также эффект макротурбулентной вязкости. Учет 
этого эффекта целесообразен для описания влияния движений, мас­
штаб которых меньше шага использованной регулярной сетки. В ре­
зультате небольшой серии численных экспериментов, выполненных 
с фактическими начальными данными, было найдено, что разу1мным 
значением кинематического коэффициента макротурбулентной вяз­
кости k является величина 2- 10̂  м^сек., примерно на порядок мень­
шая использованного значения коэффициента макротурбулентной 
температуропроводности Такое различие значений этих коэффи­
циентов обусловлено разной ролью, которую играет включение про­
цессов макротурбулентной вязкости и теплопроводности в рассмат­
риваемую модель. Эффект макротурбулентного теплообмена заме­
няет главным образом учет реально существующих обратных связей 
между термическим полем и распределением притока тепла. В то 
ж е время учетом макротурбулентной вязкости имитируется лишь ин­
тегральное влияние движений, масштаб которых мал по сравнению 
с шагом сетки, на крупномасштабные движения. Последнее под­
тверждается тем обстоятельством, что, согласно формуле (2), зна­
чение коэффициента k = 2 -1 0 ^  м^/сек. соответствует масштабу 1̂ , 
составляющему около 300 км, т. е-. равному примерно половине 
шага использованной сетки.

Заметим в связи со сказанным, что в экспериментах по общей 
циркуляции выбор коэффициентов макрообмена является далеко 
не столь безобидным делом, каким выбор этих коэффициентов или
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параметров процедуры сглаживания представляется при численном 
краткосрочном прогнозе. Варьирование этих коэффициентов приво­
дит не только к изменению степени пестроты рассматриваемых по­
лей, но и к изменению средних зональных градиентов. В принципе 
последний эффект имеет место также и в численном прогнозе, но он 
не проявляется сколько-нибудь заметным образом из-за малости 
интервала времени, для которого производится прогноз. При выпол­
нении ж е экспериментов по интегрированию уравнений на долгие 
сроки степень произвола при выборе коэффициентов макрообмена 
оказывается сравнительно невелика: уменьшение соответствую­
щего коэффициента приводит к формированию чрезмерно пестрых 
полей, в то время как увеличение его влечет за собой слишком ма­
лые значения зональных градиентов.

Процедура интегрирования системы уравнений (3) , (5) состояла 
в том, что поле производной dxjdt,  определяемое путем решения 
уравнения (5), подставлялось в уравнение (3), из которого затем 
находилась производная d^^jdt. По техническим причинам было 
удобнее подставлять в (3) величину dxjdt,  найденную не на том же, 
а на предыдущем шаге по времени, так ж е как и члены правой ча­
сти этого уравнения. Рассмотрение результатов эксперимента пока­
зало, что этот прием не привел к сколько-нибудь заметным иска­
жениям решения, за исключением, практически, лишь самого пер­
вого шага по времени.

Уравнения описанной модели были проинтегрированы на срок 
до 140 суток. Время этого счета на машине М-220 составило около 
30 часов, включая детальный расчет и выдачу характеристик вы­
числяемых полей через каждые 5 суток. Этот расчет производился 
по двум программам. Одна из этих программ осуществляла вы­

дачу на широкую печать полей геопотенциала Ф и температуры Т 
и полей их часовых изменений бФ и б Г. По другой программе про­
изводился расчет значений геопотенциала и температуры в узлах 
широтно-долготной сетки с шагом 5° по меридиану и 10° по кругам 
широты. Этот расчет осуществлялся путем так называемой квази- 
оптимальной интерполяции [2].

На основании полученных значений вычислялись средние по 
кругам широт величины геопотенциала, температуры, зональной и 
меридиональной составляющих геострофического ветра и кинетиче­
ской энергии зональной и меридиональной компонент ветра. Кроме 
того, вычислялись средние по всей области интегрирования значе­
ния перечисленных характеристик, а также амплитуды и фазы их 
первых гармоник вдоль широтных кругов.

На рис. 5 приведены графики изменения средних, максимальных 
и минимальных значений температуры (а) и геопотенциала (б) 
в процессе интегрирования. Из этих графиков видно, что в течение 
первых 80 суток указанные характеристики изменяются монотонно, 
а затем начинает проявляться колебание их с постепенно возра­
стающей с течением времени амплитудой. Максимальные значения
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Гтах И Фтах некоторое время остаются постоянными и равными 
значениям на границе, и лишь через несколько десятков суток 
вблизи границы появляются области максимумов температуры и 
геопотенциала, превышающих граничные значения. Интересно от­
метить, что если среднее значение геопотенциала Ф в процессе ин­

тегрирования приближается к значению Ф, соответствующему ре­
альному полю норм, и затем колеблется вблизи этого значения, то 
средняя по области интегрирования величина температуры Т все

Т Х
Фдам

S60-

IZOtcymm

Рис. 5. Изменения со временем средних, максимальных и минимальных значений' 
температуры (а) и геопотенциала (б).

/ — среднее по результатам  расч ета , 2 — среднее в поле норм, 3 — максим ум по результатам  
расчета, 4 — минимум по результатам  расчета, 5 — максим ум в поле норм; 5 — минимум 
в поле норм, 7 — х ар ак тер н ая  величина м аксим ум а д л я  ф актических полей, « — характерн ая  

величина минимума д л я  ф актических полей.

время превосходит норму, причем минимальное отличие составляет 
около 2°. Естественное объяснение этого факта состоит в том, что 
влияние изменений температуры на изменения геопотенциала, учи­
тываемое в данной модели, позволяет описать перенос тепла воз­
мущениями наиболее крупного масштаба в явном виде, а не как 
макротурбулентный теплообмен. Это означает, что применительно 
к данной модели следовало бы пользоваться несколько меньшим 
значением коэффициента k ' , чем 2,5- 10® м^сек., принятым на осно­
вании предыдущих экспериментов (см. § 1). Количественно, впро­
чем, этот эффект сравнительно невелик: как показал специальный 
эксперимент с фактическими начальными данными, уменьшение ве­
личины k'  вдвое по сравнению с использованным значением яв­
ляется, по-видимому, чрезмерным.
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Из рис. 5 следует также, что с течением времени контрасты: 
в поле Ф достигают чрезмерно больших значений: максимальные- 
по полю значения Фтах оказываются большими, а минимальные

Фтш — меньшими не только соответствующих экстремумов поля: 
норм, но и хз[рактерных экстремальных значений фактических по­
лей. По-видимому, имеет место некоторое «разбалтывание» реше­
ния, т. е. постепенное увеличение степени пестроты рассчитываемых 
полей. Об этом молено судить такл<е по кривым средних по полю-
часовых изменений геопотенциала бФ и температуры б Г и средних:

Л г

38 г
Ю

-6

-14

-22

-30

30

22

П

-10

-30

-SO

-70

О 20 40 60 80 to o t сутки
Рис. 6. Графики часовых изменений геопотенциала и температуры.
i  — среднее по области изменение тем пературы  бТ град /час, 2 — среднее по 
области изменение геопотенциала АФ д  м/час, 3 — средний м одуль изменения 
геопотенциала |ДФ | д м /ч а с , 4 — средний модуль изменения тем пературы

le r l  град/час.

модулей этих изменений 16Ф1 и 1 6>Т 1, приведенным на рис. 6_ 

Примерно на 90-е сутки бФ и б Г, бывшие до этого отрицательными,, 
переходят через нулевое значение и далее колеблятся около этих 

I значений, причем амплитуда колебаний бФ существенно возрастает  
со временем. Можно видеть также, что в течение всего процесса, 
имеет место значительная положительная корреляция между бФ и:

1 дх
б Г, наличие которой естественно приписать учету члена 

в уравнении вихря (3). .

141



Что касается средних модулей изменений | бФ | и | бГ  | , то в те­
чение первых 55 суток они почти монотонно убывают, что вполне 
■естественно и отражает постепенно замедляющееся формирование 
«фона» геопотенциала и температуры. Однако затем имеет место 
рост указанных величин, который существенно усиливается начи­
ная приблизительно с г“= 8 5  суток.

Причины указанного поведения модели пока не ясны. Можно 
зидеть, однако, что рост изменений связан с усилием ультрадлин- 
ных волн и прежде всего волн с номером 1. Этот эффект наиболее
четко проявляется в полях бТ и бФ (особенно во втором из них), 
которые не подвергались гармоническому анализу, но выдавались 
.для визуального рассмотрения. Некоторое представление об ука- 
.занном эффекте можно получить также из рис. 7, на котором при­
ведены графики изменения амплитуд волн с номерами 7 и 2 в поле 
теопотенциала.

На рис. 8 приведены изменения средних по области зональных 
скоростей геострофического и термического ветра, ы и Ыт- Показаны
также значения этих скоростей, соответствующие полю норм и фак- 
'тическим полям. Заметим, что для фактических полей эти значения 
меньше, чем для полей норм, поскольку последние обладают боль­
шей степенью зональности. Как видно из рис. 8, изменения ц и Ut

происходят аналогичным образом; Изменяясь от нуля в сторону 
положительных значений, соответствующих среднему западно-во- 
•сточному периоду, эти величины остаются меньшими фактических 
.значений приблизительно до /= 3 0 ^ -4 0  суток, затем переходят че­
рез эти значения и продолжают расти вплоть до ^ = 8 5  суток, после 
чего убывают, достигая значений, заметно меньших по сравнению 
с этими характеристиками для фактических полей. Эти низкие зна­
чения и я Ut являются косвенным признаком чрезмерной пестроты
рассчитываемых полей.

Средние значения меридиональных составляющих геострофиче- 
'ского и термического ветра, v и Dt, пренебрежимо малы по сравне-

;нию с U и Ыт, а также по сравнению со средними квадратическими
:меридиональными скоростями и поэтому здесь не рассматриваются.

Графики изменения кинетической энергии зональной и меридио- 
-нальной составляющих геострофического ветра представлены на 
рис. 9. Приведена также кривая кинетической энергии среднего зо ­
нального ветра и^/2, так что разность ординат u^j2 и «72  предста­
вляет собой кинетическую энергию зональных возмущений. Как 
видно из приведенных кривых, в течение первых 30 суток энергия 
возмущений как зональных, так и меридиональных мала по сравне- 
;нию с энергией зонального переноса. К тому моменту, когда энер­
гия зональной составляющей достигает значений, соответствующих 
;полю норм (при /~ 4 5  суток), энергия возмущений составляет около
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20% полной кинетической энергии геострофического ветра. Д алее  
зональная энергия продолжает возрастать и достигает значений, ха­
рактерных для фактических ситуаций, после чего колеблется около 
значения, очень хорошо соответствующего характерной величине 
и^/2 для реальных полей.

Начиная примерно с / = 9 0  суток происходит резкий рост как ме­
ридиональной энергии, так и энергии зональных возмущений, при­
чем последний имеет место не за счет роста общей зональной энёр- 

м^/сек^

Рис. 9. Изменение со временем компонент кине­
тической энергии геострофического ветра.

1 — ^ 1 2  по результатам  расчета, 2 — ^ / 2  по результатам  
расчета. 3 — u' ĵ2 в поле норм, 4 — u^j2 д л я  фактических 
полей, 5 — v^l2 по результатам  расчета, 6 — v' 1̂2 д л я  ф ак ­
тических полей, 7 — и^'^12 — по результатам  расчета,

8 —_^./2 в поле норм.

гни, а за счет убывания энергии среднего переноса. Особенно 
сильно возрастает меридиональная энергия. Максимальное ее зна­
чение (при /= 1 0 5  суток) втрое превосходит характерные для ре­
альных полей значения и даж е оказывается в этот момент не­
сколько превышающим величину зональной энергии. Д алее v ‘̂/2
убывает, что, по-видимому, является началом колебательного про­
цесса изменений около некоторого среднего значения, существенно 
превосходящего наблюдаемые величины этой энергии.

Таким образом, можно сделать вывод, что упомянутое выше 
«разбалтывание» решения характеризуется прежде всего завышен­
ными значениями энергии меридиональных движений.
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Укажем, что изменения кинетической энергии термического ветра 
происходят совершенно иным образом, нежели изменения энергии 
среднего геострофического ветра. Именно, почти все время полная 
энергия термического ветра, лишь незначительно превышает энер- 

! ГИЮ среднего зонального термического ветра. Лишь к самому концу 
интервала интегрирования энергия возмушений поля термического 

:ветра сравнивается по порядку величины с энергией зонального 
термического ветра.

Рис. 10. Рассчитанное поле температуры для ^=135 суток.

К сожалению, на данном этапе мы не могли из-за технических 
ограничений производить осреднение рассчитываемых полей также 
и по времени и имеем данные, относящиеся только к дискретным 
моментам времени. В качестве примера на рис. 10 приведено поле 
температуры, рассчитанное к моменту ^= 135 . Сопоставление его 
с полем, приведенным на рис. 2 а, показывает, что при учете взаи­
модействия изменений температуры и геопотенциала вычисляемые 
поля обнаруживают сходство не с полем норм, а с фактически на­
блюдаемыми полями в атмосфере.

Общий вывод, который следует из анализа результатов данного 
эксперимента, состоит в том, что использованная модель являете^ 
одной из наиболее простых, если не самой простой моделью, в рам­
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ках которой удается, начиная с интегрирования от состояния покоя 
и изотермии, получить поля, сходные с фактическими как по ин­
тегральным характеристикам, так и по «мгновенным» распределе­
ниям. Вместе с тем имеют место некоторые систематические откло­
нения характеристик рассчитанных полей от фактических. Причины 
этих отклонений и пути их преодоления подлежат дальнейшему ис­
следованию. Понятно, что выполнить такие исследования легче,, 
оперируя с упрощенными моделями, чем при помощи детализиро­
ванных и громоздких моделей атмосферы.
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в. А. ЕФИМОВ

ИНВАРИАНТНО-ГРУППОВОЙ МЕТОД
В КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ ПЛАНЕТАРНОЙ ДИНАМИКИ

АТМОСФЕРЫ

В последние годы можно отметить возросшее внимание к так 
называемому локальному направлению решения дифференциаль­
ных уравнений динамики атмосферы, основанному на использова­
нии инвариантно-групповых свойств уравнений гидромеханики 
[1— 3]. Эти методы дают возможность находить ряд инвариантных 
решений для некоторых упрощенных нелинейных моделей динамики 
атмосферы. Подобные решения имеют интерес при анализе струк­
туры решения, но не могут быть использованы в математических 
экспериментах по динамике атмосферы, где необходимо решать 
конкретные краевые задачи, учитывая большой спектр движений 
разного масштаба. Поэтому естественно попытаться распростра­
нить преимущества инвариантно-группового метода на краевые за ­
дачи, т. е. рассмотреть групповые свойства дифференциальных 
уравнений применительно к решениям, определенным в области 
с заданными граничными условиями.

•Рассмотрим группу Ли, заданную системой уравнений

x ' ^ = f { x \  . . . ,  х ' \  а)  (i =  l ,  . . . ,  д), (1)

где а — параметр преобразования координат л;* в х ' \  Функции f' 
удовлетворяют следующей системе дифференциальных уравнений 
[10, 11]:

=  Л .  .. . . Л )  ( / = 1 ,  . . . ,  я)

н начальным условиям
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где x =  (л;\ Д  . . X"), называется инфинитезимальным оператором 
группы (1).

Функция F {х) будет инвариантом группы (1), если она удовле­
творяет уравнению .

F (F (x ))  =  0 (3)
или

О ператор

(2)

l / ' W f r - O -

Уравнение (3) и м еет /г— 1 функционально-независимых решений 

/=' =  У'"(х) (/re==l, 2,

и общее решение имеет вид

Р{х) =  ̂ {Л{х):Л{х), . . . .  / - ( X ) ) .

Многообразие, заданное уравнением F {х) =  {), есть, инвариантное 
многообразие группы (1).

Введем новые координаты, являющиеся функциями от х и (х) и 
ди'^

производными • • •’ k — l, I). Тогда группаи л
■может быть задана следующими уравнениями:

x ' ^ = f ^ { x ,  и, а),

=  а,  а),  

p'<‘ =  h] { x ,  u,  р ,  а).  (4)

Инфинитезимальным оператором группы (4) будет следующий опе­
ратор [И]:

=  П  +  (5)

где

d f
да а = 0 ’ да

,k dhf
а=й’ да а = 0 ■

Группа (4) называется продолжением группы (1) на производные 
первого порядка. Оператор (5) есть продолженный оператор
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группы (1). функции ф* могут быть определены по следующей фор­
муле: .

I p j  - £ г +  2

/

дx̂
д’-̂ '

; = 1 V
Р1

Аналогично можно построить продолжение группы (4) на произ­
водные второго порядка [ 11].

Функции Fi  (х) и р 2 {х) ,  удовлетворяющие соответствующим 
уравнениям F t (^ ' i (x ) )= 0  или Y2 {F2 { x ) ) = 0, есть инварианты про­
долженной группы (1) на производные первого и второго порядка 
соответственно. Уравнения ^ ' i (x )= 0  или F z { x ) = Q  задают диффе­
ренциальные инвариантные многообразия группы (1). Отсюда 
можно заключить, что система дифференциальных уравнений допу­
скает группу, если дифференциальное многообразие, задаваемое 
указанной системой, является дифференциальным инвариантным 
многообразием допускаемой группы. Если ввести понятие Т (х) пре­
образования на допускаемой системой дифференциальных уравне­
ний группе, то уравнения указанной системы остаются неизмен­
ными под действием преобразования Т {х).

Задав систему дифференциальных уравнений в следующем 
виде:

- Ж ’ - S - ) = o  =

находим инфинитезимальный оператор Yz, допускаемый этой систе­
мой уравнений с помощью равенств [11]

V2 ( Zd  =  0 ( i = : ,  п). (7)

Уравнения (7) являются определяющими уравнениями для допу­
скаемого системой (6) инфинитезимального оператора Кг.

Изложенные понятия для однопараметрической группы можно 
распространить на группы, зависящие от двух-трех параметров. 
Рассмотрим основную группу механики, так называемую группу 
Галилея—Ньютона [9]. В эту группу входят четыре подгруппы:

а) трехпараметрическая подгруппа пространственных перено­
сов (частный случай группы движений трехмерного пространства)

x ' i = x i - \ ~  ai (г =  1. 2, 3);

б) однопараметрическая подгруппа переносов отсчета времени

в) группа вращений трехмерного пространства
3

x'i =  2  ;
k =  l
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г) трехпараметрическая подгруппа преобразований к осям, дви­
жущимся поступательно с постоянной скоростью,

x'i =  Xi +  Uit.
Законы движения Ньютона инвариантны относительно указанных 
преобразований координат.

Таким образом, имеем заданными четыре группы Ли, которые 
допускаются системой уравнений планетарной динамики атмо­
сферы. В отличие от рассмотренных ранее свойств однопараметри­
ческой группы Ли, группы движений и вращений трехмерного про­
странства и группа преобразований к осям — трехпараметрические, 
что усложняет методику определения инфинитезимального опера­
тора этих групп.

Но построив тем или иным способом инфинитезимальные опе-̂  
раторы этих групп, хотя бы в пространстве, не продолженном на 
производные, из уравнения (3) можно получить решения, инвари­
антные относительно этих групп. Но для решения краевых задач  
следует искать не общее решение уравнения (3), а свести задачу 
к поиску собственных функций этого уравнения, которые обладают 
свойством инвариантности относительно преобразований упомяну­
тых групп. Имея набор найденных таким образом собственных 
функций, можно решать краевую задачу прямым методом поиска 
решения в виде ряда по этим функциям, используя при этом пре­
имущества инвариантного метода решения.

Построение инфинитезимальных операторов для групп движе­
ний и вращений трехмерного пространства облегчается наличием 
теории представлений этих групп. Для группы движений разрабо­
тан функционально-аналитический аппарат теории представлений 
для случая движений евклидовой плоскости [5]:

х '  —  X  cos а — у sin а - f  а,
у ' =  л: sin а -j-у cos а - ] - (8)

Это трехпараметрическая группа с параметрами а, а и 6. Положив 
а = 0 ,  получаем группу переносов на плоскости:

х '  - X  — Ci,

У' =  У ^ Ь .  (9)

В дальнейшем удобно применить другие параметры. Вводя по­
лярную систему координат, положим а =  г cos ф, 6 =  г81П'ф. Тогда 
для движения g { a ,  Ь) в качестве параметров примем г и 'ф, т. е. 
g  (а, b ) — g  (г, ф.) (О ^  г <С оо, О ^  ф <; я ) . Инфинитезимальные 
операторы группы (8) будут [5]:

И  =  4-
1 дг ' г d<f

И 2 = - е ~
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Оператор Н\Н2 есть оператор Лапласа в полярной системе коорди­
нат. Пусть /„ — собственные функции оператора Я 1Я 2 с собствен­
ным значением —i?2),T. е.

(10)

Собственные функции оператора Лапласа известны:

f n  =  { - i r J n { R r ) e ^ ”\  (И )

где Jn (Rr)  — функция Бесселя. Тогда, как доказано в [5],

Ff J n  =  iR f n  +  r> (12)

H,fn = iRfn-i. (13)
Собственные функции оператора Я 1Я 2 являются матричными эле­
ментами представления Г л(ё’) группы движения (8). Ввиду того, 
что в группе Галилея—Ньютона подгруппа пространственных пе­
реносов (9) не является аналогом группы движений, так как а = 0 ,  
то полностью эффекта инвариантного метода решения в виде рядов 
по функциям (11) наблюдаться не должно, хотя реализация пря­
мых методов решения по системе координатных функций (11) су­
щественно облегчается, потому что выполняются соотношения (10), 
(12), (13). Введя в уравнения движения и неразрывности новые 
неизвестные, К = Or +  г'Уф и U = V r  — Шф, где Vr, «ф — компоненты 
скорости в полярной системе координат, получим уравнения, в ко­
торых подстановка рядов по функциям (И ) приводит к возможно­
сти реализовать процесс разделения переменных, подобный широко 
известному методу решения нелинейных уравнений динамики атмо­
сферы в виде рядов по сферическим функциям, изложенному в [12, 
13], но для цилиндрической системы координат на базисе функций 
Бесселя. Однопараметрическая подгруппа переносов отсчета вре­
мени не допускает построения на ней инвариантных многообразий 
ввиду того, что уравнение (3) при п = \  не имеет решений, кроме 
тривиального. Особый интерес представляет группа вращений, ко­
торая полностью является подгруппой группы Галилея— Ньютона. 
В теории представлений группы вращений разработан функцио­
нально-аналитический аппарат для матричных элементов представ­
ления и найденьгинфинитезимальные операторы [4]:
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Образовав оператор L'^=L^^ + 1^ + L \ ,  получаем уравнение, ко­
торому удовлетворяют элементы матрицы представления группы 
вращений

+ c t g e 1
0̂2. ае

дЩ

дЮ
Sln2 6 1 .̂̂ 2

+  / ( / + 1 ) ^  =  0.

• — 2 cos 6 ■ д 2 /У

д-fi d'f2 +

(14)

Здесь ф1, 0, -ф2 — углы Эйлера, являющиеся параметрами группы 
вращений. Собственными функциями уравнения (14) будут обоб­
щенные сферические функции

t L  (cpi, 0, <?2) =  (cos 6) .

Для того чтобы решить краевую задачу инвариантно-групповым 
методом, необходимо записать уравнения системы так, чтобы ком­
бинации членов уравнений составляли инфинитезимальные опера­
торы выбранной группы преобразований при заданной параметри­
зации в группе. Для этого введем новые неизвестные

V  =  v , - ^ i v ^ ;  и  =  v ,  — iv^

для уравнений, записанных в цилиндрической системе координат, и

V  =  ~v , f  — i v ;̂ U  =  Va — iv^

для уравнений, записанных в сферической системе координат. Отно­
сительно новых неизвестных уравнения гидродинамики запишутся 
в следующем виде:

а) цилиндрическая система координат
dV
d t ‘Ir

dV
(?6

v =

V
/-2

dt

LJ I дЮ -2i dU

dvz . у  Lj / \ \ и   ̂ , dv,  1~dT “1“  “  2  i'̂ z) ^  1 (“̂ г) +  - 5 7 - = -----f

u
/-2

dp
dz

d'h,.

= 0.

(15)

(16)

(17)

(18)
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Здесь Hi, Hz — инфинитезимальные операторы группы движений 
плоскости.

б) сферическая система координат

dt

dV
dt

dU
dt

d^vr , I J _ /
^  r dr ^  a-2 r2dr2

UV __ _  1 dp 
r p dr

dV
dr +  ■

i
2r - VL,

\ d'̂ V
- +

2 dV
■ dr2 r dr

f
dU
дг +  -

i
2Г VL,

p''

+  ^ L A V )

?r

+  V

dVr

дЮ 2 dU 1 2i

dr

(19)

(20)

(21)

(22)

Здесь Lj  ( / = 1 ,  2, . . . ,  9) — ̂ инфинитезимальные операторы группы 
вращений:

sin e dtf b j c t g e i . . . )  U = \ ,  2,  . . . ,  6),

д е +  sin2 0 ae

(7 =  7, 8, 9); ;
1 при y = l ;  4 f — 1 при у =  7

— 1 при J =  2\ 3 1 при y =  8
0 при у =  5; 6 [ о  при у =  9

' 1 при у =  7; 8 
,0  при у = -9

Подстановка рядов по функциям fn =  {— i)'^e™'fJn{Rr)e'^'^^ 
в уравнения (15) — (18) в силу указанных выше причин не приве­
дет к разделению переменных, но ввиду того, что комбинации про­
изводных в системе (15) — (18) составляют инфинитезимальные опе­
раторы группы движений евклидовой плоскости, функции не из­
меняются при подстановке в уравнения, и определяющая система 
относительно коэффициентов рядов может быть выписана после
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проведения интегрирования по области, решения подобно методу 
в работе [13]. Решение уравнений динамики атмосферы в виде ря­
дов по обобщенным сферическим функциям приводит к эффекту 
разделения переменных во всех членах уравнений, что дает возмож­
ность эффективно решать задачи нелинейной динамики атмосферы 
в поле силы Кориолиса. Методы решения, основанные на указанном 
принципе, опубликованы в ряде работ автора [6—8].

Для четвертой подгруппы группы Галилея— Ньютона, т. е. 
группы преобразований к осям, движущимся поступательно с по­
стоянной скоростью, нет разработанного аппарата теории предста­
влений, что затрудняет ее применение для решения уравнений 
в спектральной форме.

ЛИТЕРАТУРА

1. К а т к о в  В. Л. Один класс точных решений уравнения прогноза геопо­
тенциала. Изв. АН СССР, Физика атмосферы и океана, т. 1, № 10, 1965.

2. Ф а л ь к о в и ч А. И. Инвариантно-групповые решения гидродинамиче­
ской модели циркуляции атмосферы для экваториальной области. Изв. АН СССР, 
Физика атмосферы и океана, т. 4, № 6, 1968.

3. Р о к о т я н  В. Е. Некоторые инвариантно-групповые решения уравнений 
динамики атмосферы. Изв. АН СССР, Физика атмосферы и океана, т. 4, 
№ 3, 1968.

4. Г е л ь ф а н д  И. М., М и н л о с Р. А., Ш а п и р о  3. Я. Представления 
группы вращений и группы Лоренца, их применения. Физматгиз, 1965.

5. В и л е н к и н  И. Я. Специальные функции и теория представлений групп. 
Физматгиз, 1965.

6. Е ф и м о в В. А. Решение нелинейных уравнений динамики атмосферы 
на сфере. Метеорология и гидрология, № 5, 1968.

7. Е ф и м о в В. А. Спектральная форма уравнений динамики атмосферы 
для системы обобщенных сферических функций. Метеорология и гидрология, 
№ 8, 1969.

8. Е ф и м о в  В. А. Решение гидродинамических задач на сфере методом 
разделения переменных. Тр. ГГО, вып. 197, 1968.

9. Б и р  к г о ф  Г. Гидродинамика. ИЛ, М., 1963.
ЛО. Ч е б о т а р_е в Н. Г. Теория групп Ли. Гостехиздат, 1940.
И. 0-:в с я н'н и к о в Л. В. Лекции по теории групповых свойств дифферен­

циальных уравнений. Новосибирск, 1966.
12. K u b o t a  S. Surface spherical harmonic representation of the system of 

equation for analysis. Papers in Meteorology and Geophysics, vol. 10, No. 3, 4, 
Tokyo, Japan, 1960.

13. S i l b e r m a n  J. Planetary waves in the atmosphere. J. Meteor., vol. .11, 
No. 1, 1954.



в. А. ЕФИМОВ

К ЧИСЛЕННОМУ МОДЕЛИРОВАНИЮ 
ДИНАМИЧЕСКОГО РЕЖИМА АТМОСФЕРЫ 

В ВЫСОКИХ ШИРОТАХ ЮЖНОГО ПОЛУШАРИЯ

Особенностью математического моделирования динамики атмо­
сферы над Антарктикой является существенное влияние нелиней­
ного взаимодействия волновых возмущений. Для большей части 
года, когда полностью отсутствует приток радиации в коротковол­
новой области спектра и поверхность моря и суши покрыта равно­
мерным ледяным покровом, атмосфера над Антарктикой подверга­
ется равномерному выхолаживанию. Такая особенность радиацион­
ных полей не может оказать существенное влияние на циклогенез, 
и поэтому основной перенос энергии между волновыми возмущени­
ями разных волновых чисел будет происходить за счет энергетиче­
ского нелинейного взаимодействия и за счет орографических влия­
ний. Следовательно, уравнения модели динамики атмосферы над 
Антарктикой должны детально учитывать нелинейные эффекты и 
эффект орографического влияния. Кроме того, необходимо учесть 
влияние стоковых ветров, которые существенны в районе пооережья 
и переносят большие массы воздуха нисходящими движениями 
с материка к океану.

Одной из основных трудностей математического моделирования 
динамикй атмосферы в полярных районах является наличие полюса, 
который в уравнениях, записанных в сферической системе коорди­
нат, является особой точкой. Полюс очень важен в общей циркуля­
ционной схеме в районе Антарктики, так как над ним проходят ме­
ридиональные траектории циклонов, пересекающих континент и вы­
ходящих из районов морей Уэдделла и Росса. Применение же 
прямоугольной системы координат с центром в полюсе искажает 
значения неизвестных на границах области в районах более низких 
широт ввиду неучета сферичности Земли й приводит к необходимо­
сти ставить краевые условия гораздо ближе к полюсу, а не в рай­
оне экватора, как это обычно делается в математических моделях 
циркуляции атмосферы на полушарии. Исключение из рассмотре­

15S



ния хорошо освещенных районов низких широт было бы неоправ­
данным. (Особенно важно детально учесть влияние Кордильер.)

Ввиду относительно малого влияния таких факторов, как неод­
нородность подстилающей поверхности южнее 55° ю. ш., нелиней­
ное взаимодействие и орографические влияния будут основными 
действующими факторами. Учет длинноволнового излучения важен 
лишь при прогнозе на долгие сроки. Учет коротковолновой радиа­
ции важен в летнюю часть года и в первом приближении может 
быть учтен с помощью известных формул для случая безоблачного 
неба.

С достаточной точностью можно описать движение атмосферы 
над Антарктикой в рамках обобщенной баротропной модели при 
условии учета вертикальных движений в нижних слоях атмосферы. 
Уравнения динамики атмосферы для эквивалентно-баротропного 
уровня имеют вид:

I ^ 9  I '^9 ‘̂ 1  ®
dt "Г аА дд ' аА  sin в аА

-2сосо8бг;, =  - 4 - 4 г  +  ^ 9 ;  (1)

I I I I
dt ' aA  (?e ^  aA  sin 6 <9̂  a A

2 (й COS =  — a s i n B +

I Po р  дФ ±  dv, 1
P q P q dt ^  дв ^  asm% d<̂ ' a ’

(3)

где ve, 1)ф — проекции скорости на оси сферической системы коорди­
нат; 9 — дополнение широты; ф — долгота; Ws — аналог вертикаль­
ной скорости, обусловленной рельефом и стоковыми ветрами; Ф — 
геопотенциал; со—-угловая скорость вращения Земли; ро и Ро — 
плотность и давление воздуха на уровне моря; а — радиус земного 
шара; А  и В — постоянные [2]; Ne, — члены, характеризующие 
влияние макротурбулентного перемешивания.

Учет турбулентного перемешивания необходим, так как в урав­
нениях фигурируют члены, содержащие вертикальные скорости, 
возникающие из-за влияния орографии и стоковых ветров, которые 
увеличивают кинетическую энергию, и для сохранения баланса пол­
ной энергии необходимо учесть крупномасштабную вязкость, кото­
рая ответственна за сток кинетической энергии.

Члены iVe и могуТ быть найдены в явном виде из уравнений 
Рейнольдса, полученных осреднением уравнений динамики атмо­
сферы в сферической системе координат. При этом возникают ос­
ложнения в связи с тем, что масштабы по горизонтальной и верти­
кальной координате существенно разные, и поэтому турбулентный-
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обмен по вертикали и горизонтали характеризуется турбулентными 
вихрями существенно разного масштаба. Заметим, что при выводе 
уравнений Рейнольдса для задач планетарной динамики атмо­
сферы эффектом сжимаемости газа можно пренебречь. Тогда силы 
трения можно представить в виде

J_ ди̂
дг дв +

1
г sin 6 df

4 - —  VgVr +
v \  Ctg 0

Cfg I

(4)

N . I J____I
dr ‘ r db ' rsir

dv.v,„ dv,„
sin 6

+  —  vlv'r +

+

■Ctg 9,

- c t g e - f

(5)

где штрихами обозначены пульсации скорости. Трактуя турбулент­
ность как вихревую вязкость, компоненты тензора турбулентных 
напряжений представим подобно вязким напряжениям:

VtfVr —  k

1 dVr
г ' Ж ~

1 dVr
' \r  sin 6 d f 

1

'2 dr

+  К
dv^
dr

+

■Уе'Оср == k

r dr 

1
Ч  /■ sin 0 df

_ J ____^
rsinO d f +

V .  c t g  0

c tg  I

de

Здесь ki  — коэффициент турбулентного'перемешивания по горизон­
тали, ki — коэффициент турбулентного перемешивания по верти­
кали.

В отличие от компонент тензора вязких напряжений, компо­

ненты тензора турбулентных напряжений и 'у '  и у ' и м е ю т  два
разных коэффициента вихревой вязкости k± и h .  Различие между 
ki и h  существенно ввиду отличия горизонтального и вертикаль­
ного масштабов осреднения в задачах планетарной динамики. П од­
ставляя значения компонент тензора турбулентных напряжений 
в соотношения (4) — (5) и учтя, что эффектом сжимаемости при
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выводе уравнений Рейнольдса можно пренебречь, т. е. что div V = 0 ,  
получим:

dv  ̂ \  . , / ] 1 d'̂ v,,
1 \  о ----  k n дг2

I c t g  е  ду^
' Г2

i ctg 6
■т ?2 56”  +

Г дг
2 cos 6 

-  л2 Sin2 {

2 dv.

■kx

dv

г

2

дг
dVf

г2 sin 0 d f

[ r2 d62 I

2 dVr

1_______ ^
л2 Sln2 e df2

9̂
r (96

+r2 Й02

2 cos 0 dv̂

r2  sin2 0 У 

Г2 Sln2 0 (?'f 2

r2 Sin2 6 <?̂P r2 Sin2 I

(6)

(7)

Записав соотношения (6) — (7) в изобарической системе координат 
и проведя преобразования членов для эквивалентно-баротропного 
уровня, получим окончательные выражения:

/Й2„^
дв2

1 d2v.
sln2 0 df2

d2v„

+  ctg0’- 2 cos 6 du, 
sin2 6 d<p

Vr,
Sin2 6

«2
1

d62

2 COS 0

d v̂„
Sin2 0 df2

dv„
sin2 0 df Sin2 I

(8)

(9)

Для эквивалентно-баротропного уровня эффектом турбулентного 
перемешивания по вертикали можно пренебречь, так как этот эф ­
фект важен в пограничном слое атмосферы и на высоте 500 мб 
(приблизительная высота эквивалентно-баротропного уровня) мал 
по сравнению с крупномасштабной вязкостью.

Для решения уравнений (1) — (3) удобно применить метод спек­
тральных разложений на базисе обобш,енных сферических функций 
[2—4]. Как показано в работах [2, 3], применение аппарата обоб­
щенных сферических функций позволяет достаточно полно учесть 
эффекты нелинейного взаимодействия волновых возмущений и де­
тально описать влияние макротурбулентного перемешивания, так 
как подстановка указанных функций в соотношении (8) — (9) при-, 
водит к разделению переменных. Кроме того, решение на базисе 
обобщенных сферических функций в районе полюса учитывает осо­
бую точку в уравнениях движения, как и другие спектральные 
методы решения, основанные на применении рядов по сферическим 
функциям (cos 0), где P ™ (cos0)— присоединенные поли­
номы Лежандра [7]. Но система обобщенных сферических функции 
отличается от присоединенных полиномов Лежандра тем свойст­
вом, что большой набор этих функций не равен нулю в точке по­
люса, а всё полиномы Лежандра обращаются в нуль в точке
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полюса, за исключением Р®=1.  Поэтому при разложении функции
в ряд по присоединенным полиномам Лежандра ее значение в точке 
полюса равно значению коэффициента при Р®. Обобщенные сфе­
рические, функции не обращаются в нуль в точке полюса для целого 
ряда индексов, так как

Р к - т ,  (cos l80°) =  ( - l ) ' .  (10)

Эти свойства функций позволяют непосредственно находить эле­
менты движения атмосферы в самой точке полюса, так как коэффи­
циенты при функциях (10) зависят от времени. Следуя [2, 3], ищем 
решение уравнений (1) — (3) в виде рядов по обобщенным сфериче­
ским функциям :

оо I
ф =  2  2  ® b « (0 7 ’L (6, ср), (П )

1 =  0 п = - 1  .
со I

i v ,  =  2  21  «w  Tin (9, <?), (12)
1=1 П= ~l
оо I

^  (13)
г=1n= —I

В рядах (11) — (13) функции Т[_^, не равны нулю в по­
люсе, и значения коэффициентов как функ­
ций времени позволяют определить элементы движения в полюсе. 
Для решения уравнений (1);— (3) в спектральной форме необходимо 

также задать в виде ряда по 7’')̂ :
, OD I

=  2  2  ®'b«7'L(9, т)- (14)
1 = 0 п = — 1

Используя методику, изложенную в [2, 3], получим следующую  
систему уравнений относительно неизвестных коэффициентов рядов
( 1 1 ) - ( 1 3 ) :

Vi ,n =  Xi,n +  iyi,n\

^  I, Ри ^̂ 1, п\
причем

=  +  (15)
со ft со Оdx.и п

dt k = l S ~ ~ k q = \  j=:~q

/ ( 9 +  2) ( 9 - 1 )  , _
2aA ‘̂ к . зУ п,} )^
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+  c { k ,  q,  I;  1 , ,  0 , Vk, sV,, j)

+  203
l l { l  + 1) V l ,

, Y ( l  +  n ) { l - n )  ( / + 1 )  ( / - 1 )  „ I 
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da и  n
dt

'У- ^

2  2  2  2k = l —k q=\  j = ~ q
c{ k,  q,  h  1, 0, l ) ( - i y l—k~ q

X

+

+  2(0 / ( / + 1 )
 ̂ I Y { l  +  n ) { l - n ) { l ^ \ ) { l - \ )  ^

^Ья"Г {21— 1)1 ^ l - \ , n '

Y { l  +  n +  \ ) { l - n + \ ) { l ^ 2 ) l
( / +  l ) ( 2 /  +  3) Г и  n —

-Pô  - B ____
Po dt

P o g

Яп 5 Z.n PoS" „
dt

Здесь с (/г, q, I; i, j, t +  /) — коэффициенты Клебша— Гордана [8],

IО при 5 +  У=7^«; l < C \ k - - q \ ;  l y k - j - q
_с{к,  q,  l\ s, у, s +  У) при s 4 - y  =  «; | ^ — +  ^

Ввиду того, что решается одноуровенная задача, задание крае­
вых условий по вертикали не требуется. На экваторе задается 
краевое условие равенства нулю потока массы воздуха.

Необходимо определить начальные условия для системы урав­
нений (15) — (20). Начальные значения для рг,„ и п ,„ можно полу­
чить как результат разложения в ряд по начального поля Ф на
поверхности 500 мб по формулам [4, 8]:

2тс тс

Pi

Гип==

О о

( - 1 Г Ч 2 / +  1) g .
4" 0̂

/2  db d %,

/ j  =  ф (6, ср) cos /гсрЯол (cos 9) sin 9; 

/2  =  ® (6, tp)sin«cpPo« (cos9)sin9,• 

l при я О 
.2  при 11=^0

11 Зак. 324

(21)

(22)
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Р\пп (cos 6 ) =  Г

X  i/=гаах(т, п)

- т - п  гр/" (/ — т)! {I — п)\ -( 1 +  COS 0
{I +  т)\ {I +  п)\ 1 — cos

{1 +  y ) ! ( - i y  l -  cos6 V

X

(23)

Рис. 1. Среднемесячная карта АТ500 за июнь 1957, 1958 гг. [1]. .

Каждый член ряда определяется двумя коэффициентами, pi, п и 
Г;, п- Разложенное начальное поле может быть рассчитано по сле­
дующей формуле:

2  2   ̂ iPi. п +  iri, „) (cos ntp - f  i sin ftcp) Non (cos 6)jU/ = 0 w= —
(24)

где

Ввиду того, что интегралы в (21) — (22) берутся по всей поверх­
ности сферы, значения функции Ф (9, ф) в северном полушарии
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удобно задать постоянной величиной. При расчетах вместо функ­
ции Ф500 рассматривалось поле отклонений

Фмо =  Ф5оо- 5 8 0 0 .  (25)

Д ля всего северного полушария принималось =  Такое зада- 
лие Ф' отвечает краевым условиям скольжения, соответствуюшим

заданию «стенки» на экваторе. Поэтому кубатуры в формулах
(21) — (22) могут быть рассчитаны только по южному полушарию. 
Затем в формуле (24) полагаем роо=р'ц +  5800. Интегралы (21) —
(22) считались по формуле Симпсона для сетки точек через 10° по 
кругу широты и через 5° по меридиану. Функции (23) при этом не­
обходимо хранить в памяти машины для ускорения расчетов. 
На рис. 1 и 2. представлен один из примеров реального и разложен­
ного полей.
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Разложения в ряд начальных полей проводились до / = 9 ,  т. е. 
учитывалось 100 членов ряда. Такое количество членов ряда доста­
точно, чтобы детально описать начальное поле. Решение ищется 
в виде ряда с учетом возмущений с волновым числом 9. Более мел­
кие волновые возмущения учитывать нет необходимости. Но при 
этом надо иметь в виду, что за счет нелинейного взаимодействия 
будет утечка энергии от волновых возмущений с малыми волно-

Рис. 3. Модули величин коэффициентов спектра при фиксированных значе­
ниях волнового числа I.

I — май, 2 — июнь, 3 — июль'.

выми числами в сторону волновых возмущений с большими волно­
выми числами. Эта утечка энергии может рассматриваться как 
энергия диссипации, которая дополнительно с турбулентной вихре­
вой вязкостью приводит к стоку энергии. Чтобы компенсировать 
этот сток энергии, полагаем существующим постоянно устойчивый 
западный перенос в районе широт 45—60° ю. ш., что соответствует 
реальным условиям [1]. Учет в модели устойчивого западного пе­
реноса достигается фиксацией определенных коэффициентов раз­
ложения полей неизвестных в ряды (11) — (13). Движения волно­
вых возмущений во внутренних районах Антарктики южнее 60° ю. ш. 
и в районе 40—90° з. д., где сказывается существенное влияние
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Южно-Американского материка, без ограничения по широте, описы­
вается как возмущения, наложенные на западный перенос, который 
может быть задан двумя-тремя фиксированными коэффициентами.

На рис. 3 представлено распределение величин коэффициентов 
спектра для волновых возмущений по кругу широты при фиксиро­
ванных значениях волнового числа I. Из рис. 3 видно, что в основ­
ном преобладают возмущения с п = 0  и в мае возрастает роль вол­
нового возмущения с га=2. Причем такая закономерность просле­
живается для всех приведенных волновых возмущений по меридиану, 
т. е. для I, равного 4, 5, 6. Для волновых возмущений с /< 4  про­
слеживается та ж е закономерность. Для I, равного 8, 9, указанной 
закономерности не наблюдается, так как эти волновые возмущения

Рис. 4. Модули величин коэффициентов спектра для раз­
ных волновых чисел.

/ — май, 2 — и ю н ь ,  3 — и ю л ь .

В СИЛЬНОЙ степени зависят от конкретной ситуации в данный момент 
времени.

На рис. 4 представлено распределение величин коэффициентов 
спектра для разных волновых чисел t при фиксированном п. Из ана­
лиза рис. 3 и 4 можно заключить, что волновые возмущения 
с |п |  = '0  и \ п \ —  \ наиболее устойчивы во времени. Погодные про­
цессы будут характеризоваться волновыми возмущениями начиная 
с п — 2 и больше. Для п — 2 это хорошо видно на рис. 3, где в мае 
резко выражен максимум коэффициента рг,2 для всех возмущений 
по меридиану. Большие значения рг, о объясняются устойчивым за ­
падным переносом, который описывается гармониками с п = 0 .

В связи с вышесказанным можно заключить, что при гидроди­
намическом прогнозе в высоких широтах южного полушария пого­
дообразующие процессы будут характеризоваться возмущениями 
с волновым числом I п I >  2 и / >  3. Поэтому основной задачей чис­
ленного моделирования динамики атмосферы над Антарктикой яв­
ляется изучение движения различных волновых возмущений на 
фоне основного состояния, которое определяется по указанной ме­
тодике из средних месячных карт абсолютной топографии.
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Для интегрирования системы уравнений (15) — (20) необходимо 
задание начальных значений коэффициентов xi, yi, п, 2;, п, «г, и, ко­
торые характеризуют поле ветра. Получение этих коэффициентов 
из разложений в ряды по Т\^ и реальных полей ветра затруд­
нительно из-за трудности определения Уе и Иф. Поэтому ветер в на­
чальном поле можно считать геострофическим, и тогда коэффици­
енты могут быть найдены из решения следующей системы ли­

нейных уравнений с трехдиагональной матрицей [3]:

—2u)/ (0) п'  (0) У И  +  п')\ {1 - п ' ) \ ( 1 + \ ) \  ( / - 1 ) !  ,

, , (̂0) /  Ц-^п'  +  \ ) { 1 - п '  +  \ ) ( l  +  2)l
п- V 1^1. п' -------  ----  --------- ' --------- ф 1%' , (26)

( /  +  1 )  ( 2 /  +  3 )

где — коэффициенты разложения начального поля Ф в ряд

п ' = — п, — . . . ,  О, 1, . . . ,  п — \, п. Матрица системы (25) трех­
диагональная по индексу I. Исходя из этого для определения коэф­
фициентов систему (26) можно разбить на 2п +  1 подсистем

с трехдиагональной матрицей, Элементы матрицы системы (25) и 
столбца свободных членов — комплексные числа, что приводит к не­
обходимости отделить мнимую и вещественную части при решении. 
Имея коэффициенты , коэффициенты можно определить

из уравнения неразрывности для соленоидального потока
т/(0) ■ тАО)
V 1 , п  =  — U l ^ . n  ■

Для интегрирования системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений (15) — (20) можно приме\1ить любой из численных мето­
дов. Для прогноза до двух-трех суток достаточно применить метод 
Эйлера [9, 10]. Для более длительных сроков можно применить 
иной метод, например метод Хойна [6].

При интегрировании систем (15) — (20) на ЭВМ необходимо 
хранить в памяти заранее просчитанные значения следующих ко­
эффициентов:

« ;  с ( к .  q,  / ;  - 1 ,  2 .

С(к. е. 1-. 1, 0. D - t i g p i ,

где коэффициенты Клебша— Гордана просчитываются по формуле

^(/„ j , k , j  +  k) =
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X  2  ( - i / ' + " 7 ' x
j  =  max ( ; + ft, Zl —у

+  ■s)! (^2 +  S — у)!_______________
( / - s ) ! ( S - y - f t ) ! ( S - / i  +  /2 )!(/l+ /2  +  ^+ 1)! ■

Изложенная методика решения уравнений планетарной дина­
мики применительно к моделированию динамического режима атмо­
сферы в высоких широтах южного полушария позволяет поставить 
ряд численных экспериментов для изучения движения барических 
образований в районе Антарктики. В этих экспериментах особо 
важной деталью является изучение эффектов нелинейного взаимо­
действия волновых возмуш,ений. Но совпадения результатов числен­
ного прогноза с реальностью можно добиться лишь путем многочис­
ленных экспериментов по выделению стационарных волновых 
возмущений на общем фоне начального поля геопотенциала, на ко­
торых, как на заданном фоне, будут развиваться погодообразующие 
процессы, в частности процессы цикло- и антициклогенеза; сущест­
венным является также совместное исследование влияния на дина­
мику орографии и нелинейных эффектов. Движение атмосферы над 
Антарктикой можно рассматривать в каком-то роде как изолиро­
ванную систему автоколебаний данной части атмосферы, импульс­
ной силой в которой будут возмущения в западном переносе север­
нее 60° ю. ш., что позволит изучить нелинейные автоколебания атмо­
сферы в этом районе с достаточной близостью к природной реаль­
ности.
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л. к. ЕФИМОВА

ОБ УТОЧНЕНИИ ОДНОЙ ЧИСЛЕННОЙ СХЕМЫ 
ЦИРКУЛЯЦИИ В МЕЗОСФЕРЕ

Численные эксперименты по циркуляции в высоких слоях атмо­
сферы представляют большой интерес с точки зрения интерпрета­
ции довольно обширной информации об этих слоях, полученной 
в последнее время в связи с использованием ракет и искусственных 
спутников земли. Работы в этом направлении необходимы для фи­
зического обоснования основных закономерностей циркуляции и 
термического режима атмосферы.

Среди немногочисленных исследований, посвященных данной 
проблеме, следует отметить статью Лиови,-[7], в которой представ­
лена теоретическая схема основных особенностей общей циркуля­
ции атмосферы на высотах порядка 40—80 км. Несколько моделей, 
предложенных в [7], дали возможность получить меридионально­
вертикальные разрезы зональной, меридиональной и вертикальной 
составляющих скорости ветра и температуры для северного и ю ж ­
ного полушарий.

В данной работе схема Лиови развивается с целью приспособле­
ния ее для различного рода численных экспериментов по циркуля­
ции верхней атмосферы и, в частности, |для расчетов моделей с более 
сложным, чем в [7], пространственным распределением притоков 
тепла. I

Лиови исходил из следующей системы уравнений, записанной 
в изобарическо-сферической системе координат:

Du.
Dt

ог. I “ • 1 (̂ Ф
2 2  +  •-----------------  м  s m  ср = ---------^

' а  c o s  tp /  ”  а  d f

- - 5 - r = o ,

168



1  ̂ Г д(•o c o scp )+  w )  =  0,-------------  —3 \ v̂ wo т  / п ->а COS ср  ̂ т /  I

D  д V д — д и \  I Р \

-  -  -  I D n \  ~  ~
кальная координата; и, v,  — зональная, меридио­

нальная, вертикальная скорости ветра, температура и геопотенциал 
соответственно, осредненные по долготе; Q — угловая скорость вра- 

' щения Земли; а — радиус земного шара; R  — газовая постоянная 
I для сухого воздуха; Ср — удельная теплоемкость при постоянном 

давлении для сухого воздуха; члены и С описывают турбулентный 
I перенос количества двилсения и тепла соответственно; q-n — радиа­

ционный приток тепла на единицу массы; Н  — высота однородной 
атмосферы;'ф — широта; t — время.

I В [7] система (1) путем целого ряда преобразований (переход
I к безразмерным переменным, разложение переменных по степеням

I параметра е, w =  Ui8+ . . . ;  t) =  yi8+ . Ш= Ш18+ . T — Tie- \- . . . \
q = = q is ,  где G =  va a x \q \= R {4 Q ^ a ^ a c p ) ~ ^ - r a s L x \q ^ \— безразмерная 
амплитуда внешнего радиационного нагревания qi, введением ана­
лога функции тока фг и т. д.) сводится к решению линейного урав­
нения

I Y2 I AY2 i dZ2 dZ ] Л У2 дУ ’

где Р — число Прандтля, Rs — параметр статической устойчивости, 
определяемый по следующей формуле:

R ,  =  ( A Q W o r  ( - ^  +

(здесь g  — ускорение силы тяжести). При выводе уравнения (2)
Y  \вводились следующие обозначения: ш =  е, v = — \ — ф г) е-

иУ ' f
уравнение (2) записано в безразмерных переменных, определяе­
мых следующим образом: _

Z  =  / / ” T̂C, F  =  sintp, w  =  {Ho)-'^w,

и  —  (2Qa) “  * (cot ср) и, =  (аа) ~^ (cot ср) v,  
q =  (4Q^a^ocJ- iRqi .

В [7] решение уравнения (2) ищется в виде ряда

2  ^ « (П Ф .(^ ) . (3)
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Тогда, если приток тепла q задать в форме
6о.

тп— о
и если функции г\т (F) удовлетворяют уравнению

^  ^  ("5̂
а у 2  ( 1  —  У 2 )  1т  ’

где — собственные числа, то относительно может быть по­
лучено обыкновенное дифференциальное уравнение вида

(6)

которое решается при следующих краевых условиях:

(})„ =  0 при Z  =  0; при Z -> o o .

Для определения собственных функций т)т(К) и собственных чи­
сел введем подстановку

=  (7)

в результате получим уравнение

(К2 - 1 )  ^  +  4Г +  (2 -  L l V ^ )  =  0. (8)

В работе [7] приведены без вывода лишь значения двух собст­
венных чисел и собственных функций. В настоящей работе стави­
лась задача рассчитать набор собственных функций Цт и их произ­
водных для более полного представления притока тепла q в форме
(4). Заметим, что в рассматриваемой первой модели Лиови не со­
ставил схему расчета коэффициентов ряда (4), а лишь аппроксими­
ровал приток q первым членом ряда (4), причем коэффициент по­
добран им таким образом, чтобы получаемые максимальные значе­
ния q на полюсах соответствовали исходным. Представление ж е q 
в виде ряда (4) дает возможность более точно передать конфигу­
рацию поля q.

Уравнение (8) напоминает уравнение Гегенбауэра

-  1 ) - ^ ^  +  4у ^  +  Зя) г ;  =  О,

где — полиномы Гегенбауэра. Поэтому будем искать собствен­
ные функции уравнения (8) в виде ряда по Полиномам Гегенбауэра

ОО

(4)

(9 )
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Воспользуемся реккурентной формулой для полиномов Гегенбауэра

(л 4 -1 ) (w +  3)
Y Y n

( n + l ) ( n  +  2) J.’ I
(2n +  3)(2n +  5) « + 2-1- (2n +  3) (2И +  5) +

n { n  +  2) 'P' I (ra +  2 ) ( n + l )  
(2л +  3 )(2л  +  1)^  (2n +  3) (2« +  1)

Тогда, заменив член согласно этой формуле, получим рек-
курентную формулу для коэффициентов ряда (9) ;

(2 4 - +  3/г) —

(л +  1) (3 +  «) (2л +  1) +  л (2 +  л) (2л +  5)

_ г 2 п ( п - 1)
-  1) ( 2 л + 1) ^«-2(2л-

( 2 л + 1 ) ( 2 л  +  3 ) (2 л  +  5)

_ г2 (л +  3) (л  4- 4) __
( 2 л +  5) (2 л +  7) “ «+2

а„ —

(10)

Для нахождения коэффициентов а„ необходимо найти собствен­
ные числа и собственные векторы a = { a i ,  аг, а„} линейной
алгебраической системы (10) с трехдиагональной матрицей. Реше­
ние такой системы проводится по методу непрерывных дробей [2]. 

Введем обозначения:
, ( л — 1) л ( 2 л -1-5) (2 л -Ь 7)

( 4 л 2 - 1) (л +  3) (л-1-4)

С„ = (2 +  4 - Зп) — L

X

2 ( л + 1 ) ( л  +  3)(2л +  1 ) - Ь л ( л  +  2)(2л +  5)
(2л +  1) (2л + 3 )  (2л 

(2л 4- 5) (2л +  7)

■5) X

(л -Ь 3) (л +  4)

Тогда систему (10) запишем следующим образом:

М « - 2 - ^ А  +  а„+2==0
или

где

Nn (11)

N /г + 2 ■ -‘и + 2

Уравнение (11) примет вид

N n -
~  ^п+2

(12)

Таким образом, уравнение (И ) свели к непрерывной дроби.
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Сходимость непрерывной дроби (12) легко проверяется. В ре­
зультате получаем следующие формулы для определения Л/' с чет­
ными и нечетными индексами:

N , = b2

С2 —• bi

Ci-
« 6 -

(13)

С з - -

Л + 1
С __  N

(14)
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Уравнения Со — Л/'2=0 и Ci — N s = 0  являются определяющими 
уравнениями, для собственных чисел [2] для четных и нечетных
т  соответственно. Коэффициенты а„ находятся следующим обра­
зом:

2̂
До =  N 2 при a Q = \ ,

тогда U2= N 2, затем a J a z = N i ,  отсюда a i = N 2Ni, a e = N 2NiNe и т. д. 
Д ля нечетных п  получим аналогично ai =  l, a s = N s ,  а5=МзЫь, a-i =  

Непрерывные дроби (13), (14) быстро сходящиеся и 
расчет легко выполним.

Для расчета собственных чисел и собственных векторов, функ­
ций т]т и их производных ПО изложенной выше схеме была соста­
влена программа на ЭВМ «Урал-4». В табл. 1 приводятся значе­
ния 34 собственных чисел и приведены первые 10 векторов
а =  {ai,  02, . . . ,  йп)  для четных и нечетных индексов.

Функции Цт для т = 1 -= -3 4  были рассчитаны по (7),  где Fm(Y)  
■берется в виде ряда (9), причем коэффициенты ряда определялись 
по изложенной выше схеме. На рис. 1 представлены r]m{Y) для т =  
=  1н-5. По имеющимся Цт (Y)  рассчитаны функции dr[rnldY 
(рис. 2).

Собственные числа L„

т 1.т2 т Lm.2
0 1 2 3

0 8,127 17 822,235 0,134433 0,156820 -0,418645 -0,927486
1 12,543 18 963,480 0,008015 0,011131 -0,263330 -0,478151
2 35,420 19 1012,244 0,000263 0,000457 -0,052235 -0,095077
3 44,732 20 1168,293 0,000005 0,000012 —0,006562 -0 ,010914
4 82,384 21 1221,991 0,000000 0,000000 -0,000397 -0,000835
5 96,619 22 1392,843 -0,000019 -0,000046
6, 149,061 23 1451,476 -0,000000 -0,000001
7 168,225 24 1637,131 -0 ,000000
8 235,464 25 1700,698
9 259,559 26 1901.163

10 341,597 27 1939,664
11 370,626 28 2185,277
12 467,464 ' 29 2258,655
13 501,427 30 2495,682
14 613,067 31 2573,111
15 651,963 32 2868,652
16 778,405 33 2946,602
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Теперь надо получить формулы для коэффициентов ряда (4). 
Д ля разложения таблично заданного притока тепла q в ряд (4) 
в [7] 1 выбран следующий вид Sm\ Z)

с. , гу\ , . ( т + 1 )  T i Z
S A Z )  =  b ^ s m  •

С учетом вида Sm (Z) формула (4) будет иметь вид

Я-
( m + \ ) ' s z Z  di}„

т = 0 ( Z 2 - Z 1 ) d Y  •
(4')

Теперь остается найти выражение для коэффициентов ряда (4 ').
Коэффициенты Ьт определяются из условия минимума следую­

щего квадратичного функционала:
Z2 1 г °°

2  кJ - i i m = 0
. (ct+ 1 ) t;Z 

'mSin 2-2- Z l  d Y d Y d Z .

‘ Как было отмечено выше, Лиови в первой рассматриваемой модели только 
предложил искать q в виде ряда по dr\mldY. Приток тепла q он аппроксими­
ровал посредством только одной гармоники:

? =  Soo-|]^sin. TtZ Zl <  Z <  Z 2 .

и собственные векторы
Таб лиц а  1

4 5 6 7 8 9 10

—0.512526 -1,154386 -0,544199 -1.237650 -0,558559 1,277184 -0 ,566256
0,102932 0,491375 0,253493 0,940206 0.326243 1,170801 0,366391
0,295843 0,728125 0,108566 0.082206 -0.038237 -0,450817 -0,133931
0,120549 0,277597 -0,236651 -0,754445 -0,210587 —0^559289 -0.117588
0,025451 0,058570 -0 ,180744 -0,505013 0.118241 0,520423 0.207587
0,003466 0,008212 -0,062385 -0,168554 0.203997 0,675630 0,013125
О.ОООЗЗб 0,000835 -0.013541 —0.036562 0.108469 0,337541 -0 .176793
0,000024 0,000065 -0.002085 -0.005730 0,034263 0,104481 -0 .147745
0,000001 0,000004 -0.000243 —0,000688 0,007557 0,023035 -0 ,065244
0,000000 0,000000 -0 .000022 -0,000065 0,001257 0,003877 -0.019501

-^0.000001 -0.000005 0,000165 0,000520 -0.004347
-0 .000000 -0 .000000 0,000017 0.000057 -0.000762

0,000001 0,000005 -0 ,000108
0.000000 0,000000 -0 .000013

-0,000001
-0,000000
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Условие минимума функционала / имеет вид
Zj 1

dJ
дЬ,„

Zi I ОО
2] —1

Обозначим

Л o f f  „in (k+l)%z {m+\)nZ dq„ dq̂  riYri’̂
—  J Sin- ^2_Zi Z2 - Z 1 - d Y ~ d Y ^ ^ ^ ^ '

Z \ — \

^m =  2 ]  j  ^s in

(15)

Z, -1
Тогда система (15) запишется в виде

/  ^  \ i  Я х \

где

A I1A 12 . . • ^Im
^21^22 . . • ^2m

Ат\Ащ2 • • • ^тт.

^km '=  1® Д

Значения Атт рассчитываются, таким образом, по следующей фор­
муле;

1
A ^ , =  2 ( Z 2 - Z , )

—1

* { d -Чш V

1
d Y\  /

dY.

Следовательно, для искомых коэффициентов &т окончательно по­
лучаем выражение

2 f Г q { Y ,  Z )  sin d Y  dZ
п 7  1 “̂ 2  —  ZI  d Y

.... ................._ -------------------- . (16)
/■ d-r̂ m

d Y d Y

Программа расчета коэффициентов разложения bm по полученной 
формуле (16) была реализована на Э ВМ  М-220. Произведенный 
расчет коэффициентов Ьт показал, что ряд (4) довольно быстро 
сходится.
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в  качестве первых результатов на рис. За приведено разложе­
ние поля притока тепла [7] посредством десяти коэффициентов Ьт- 
Для сравнения приведено поле q, полученное с использованием од­
ного члена ряда (рис. 36), а также исходное поле [7] (рис. Зв). 
Как видно из рис. За, полученное в результате разложения поле q 
в целом хорошо согласуется с исходным (рис. Зв), так величины 
макси1мума нагревания (охлаждения), конфигурация изолиний на­
ходятся в соответствии. Ограничиться одним членом ряда без спе­
циального подбора коэффициента, как видно из рис. 36, не пред­
ставляется возможным (максимумы нагревания занижены, конфи­
гурация изолиний передана весьма неточно). В  дальнейшем полу­
ченные в работе формулы для коэффициентов Ьт предполагается 
использовать для разложения полей q с более сложным простран­
ственным распределением, а также расширить область задания q по 
вертикали с тем, чтобы подойти к задаче, состоящей в следующем. 
Кроме притоков тепла, связанных с поглощением и излучением ра­
диации озоном и углекислым газом и определяющих радиационный 
температурный фон мезосферы, необходимо рассмотреть химиче­
ский приток тепла, связанный с рекомбинацией атомарного кисло­
рода [1, 6]. Задача эта поставлена Л . Р. Ракиповой. Включение 
этого притока позволит определить некоторые особенности термиче­
ского режима мезосферы, а также возмущения циркуляции и темпе­
ратуры в ней, вызываемые солнечной активностью. Это в свою оче­
редь даст возможность продолжить исследования, идеи которых за­
ложены в работах [4, 5, 8].
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