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м. и. ЮДИН

к ОПРЕДЕЛЕНИЮ СРЕДНЕГО ДВИЖЕНИЯ В ЗАДАЧАХ 
ДОЛГОСРОЧНОГО ПРОГНОЗА И ТЕОРИИ КЛИМАТА

1. П ри  исследован и и  круп н ом асш табн ы х  атм осф ерны х проц ес
сов, к а к  и при всяком  исследован ии  в области  гидроди н ам и ки  р е 
альн ы х турбулен тн ы х движ ени й , н евозм ож н о  обойти п ри н ц и п и аль
ны е вопросы  о том , к а к  н аи более  ц елесообразн о  р азд ел я ть  д в и ж е 
ние н а  средн ее и ф луктуац и он н ое и каки м и  способам и до лж н ы  быть 
описаны  сум м арн ы е эф ф екты , св язан н ы е с влияни ем  ф луктуац ион- 
ного д ви ж ен и я  на среднее. С оврем енное состоян ие статистической 
теории турбулентности  не п о зво л яет  однозначно  ответить на этот 
вопрос. Н е  приходится у д и вл яться  поэтом у, что в ги дроди н ам и че
ских м оделях , п редн азн ачен н ы х  д л я  и сследован и я  одних и тех  ж е  
явлений, вво д ятся  сам ы е р азли чн ы е определен ия среднего д в и 
ж ен и я .

Т ак , р я д  гидроди нам ических  м оделей общ ей ци ркуляции  атм о 
сф еры  р азв и в ается  в сторону все. больш ей д етал и зац и и  среднего 
д ви ж ен и я , что д о сти гается  путем  ум еньш ения ш ага  сетки к а к  в- го
ризон тальн ы х, т а к  и в верти кальн ом  н ап р авл ен и ях . Э та тенден ция 
хорош о ви дн а в обзоре, представлен н ом  Д ёёсом  [1].

С другой  стороны , у вели чи вается  число работ, в которы х непо
средственно рассчи ты ваем ы м и  средним и величинам и  явл яю тся  з н а 
чения м етеоэлем ентов, прои нтегри рованны е по всем у кругу  ш ироты . 
О тклонени я от средних зон альн ы х  значений , вклю чая  волны  п л ан е 
тар н ы х  м асш табов , рассм атр и ваю тся  при этом  к а к  элем енты  ф лук- 
туацион ного  д ви ж ен и я . Д л я  описания вли ян и я  ф луктуац и й  на ср ед 
нее д ви ж ен и е либо исп ользую тся идеи полуэм пирической  теории 
м акротурбулен тн ости , либо в рассм отрен и е вво д ятся  статистиче
ские м ом енты  второго  п о р яд ка  [2, 3] и др.

Во м ногих отнош ениях п ри влекательн ой  яв л яется  идея м одели 
атм осф ерны х движ ени й , пригодной д л я  целей  долгосрочного  п ро
гн оза  погоды  и в п ределе (при осреднении р езу л ьтато в  дли тельн ого  
и н тегри рован и я уравнени й  м одели  по врем ени) прави льн о  описы 
ваю щ ей  основны е кли м ати чески е закон ом ерности . Р а зр а б о т к а  т а 
кой м одели  ведется  Е. Н . Б ли новой  [4, 5] и др. М ного общ его и м е
ется  в м оделях  общ ей ци ркуляц и и  [6] и долгосрочного п рогноза [7] 
геоф изической  л аб о р ато р и и  ги дроди н ам и ки  СШ А .
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Р еш ен и е этой за д ач и  весьм а суш ественно зави си т  от того, к а 
ким о б р азо м  вы д ел яется  среднее движ ени е. В п. 2 этот  вопрос бу
д ет  рассм отрен  с энергетической  точки зрени я. В п. 3 п р ед л агается  
м етод  при ближ енного  описания в заи м одей стви я  среднего и ф лук- 
туационного полей.

2. М ож н о по-разн ом у подходить к вопросу о целесообразн ом  
способе осреднения в ц елях  численного долгосрочного п рогноза. 
Н ам  п р ед ставл яется  определяю щ и м  следую щ ее соображ ение. В ы 
бор д о лж ен  быть сделан  таким  образом , чтобы ум еньш ить неоп реде
ленность опи сан ия энергетического в заи м одей стви я  м еж д у  средним 
и ф луктуац ионн ы м  движ ени ем . В особенности больш ие трудности  
связан ы  с описанием  тран сф орм ац и и  энергии, т. е. притоков ки н е
тической энергии от дви ж ен и й  одних м асш табов  к дви ж ен и ям  д р у 
гих м асш табов . Л о р ен ц  [8] рассм отрел  интересны й случай  д в и ж е
ния ж и дкости , имею щ ий р яд  общ их свойств с баротропн ой  моделью  
атм осф еры . Он п о к азал , что в этом  случае  м еханическое в заи м о 
действие дви ж ен и й  разн ы х  м асш табов  приводит к абсолю тной неус
тойчивости, причем  неустойчивость им еет место по отнош ению  к н а 
чальн ы м  возм ущ ен иям  лю бы х (в том числе сколь-угодно м алы х) 
м асш табов . Д л я  рассм атр и ваем о го  случая  срок, на которы й м ож ет 
бы ть д ан  прогноз, не превы ш ает недели. В р аб о тах  С м агоринского  
[9] и др . бы ло п оказан о , что вы воды  Л о р ен ц а  о неп редсказуем ости  

состояния исследованной им гипотетической среды  не м огут быть 
перенесены  на реальн ую  атм осф еру. Р асчеты  по м одели С м аго р и н 
ского у казы ваю т  на возм ож н ости  детерм ин ированного  прогноза 
с заблаговрем ен н остью  п о р яд ка  трех  недель.

С наш ей точки зрен и я, н аи более важ н ы й  вы вод  из происш едш ей 
дискуссии состоит в необходим ости д етальн о  рассм отреть  и осм ы с
лить им ею щ иеся эм пирические д ан н ы е о тран сф орм ац и и  энергии 
в атм осф ере и учиты вать эн ергетические свойства атм осф еры  при 
построении гидродинам ической  модели. О б рати м ся  к  соответствую 
щ им  дан ны м . В рабо те  С олцм ена [10] бы ли вы ведены  уравнени я, 
описы ваю щ ие энергетическое взаи м одей стви е м еж д у  волновы м и 
дви ж ен и ям и  разли чн ы х  волновы х чисел пх. П ри  этом  разлож ен и ю  
в р яд  Ф урье п одвергаю тся зн ачен и я  скорости в точках , р асп о л о 
ж енны х н а  разн ы х  д олготах  при зад ан н ы х  ш ироте, д авлен и и  и в р е 
мени, а затем  оп ределяю тся  средн яя  у д ел ьн ая  ки нетическая  эн ер 
гия Кп, п р и х о дящ аяся  на п-ю гарм онику, величина Ьп, о зн ач аю щ ая  
кинетическую  энергию , п ередаю щ ую ся з а  единицу врем ени от эл е 
м ентарны х волновы х движ ени й всех ном еров тфп  к  п-й гар м о 
нике, и величина Мп, о зн ач аю щ ая  кинетическую  энергию , п ер ед аю 
щ ую ся за  единицу врем ени от волны  с ном ером  п к средн ем у зо 
нальн ом у  движ ени ю  ( я = 0 ) .

П редлож ен н ы й  м етод спектрального  ан а л и за  эн ергетики  атм о 
сф еры  бы л прим енен в р яде  работ. К а к  видно из сводки, при веден 
ной в р аб о те  [И ], в больш инстве случаев расчеты  величин L „ и Мп 
ограничены  одной и зобарической  поверхностью  или ж е  относятся 
к  весьм а коротким  и н тер вал ам  врем ени. К  н аи более полны м отно



сятся  расчеты  Я нга \  вы полненны е д л я  восьм и и зобари чески х  по
верхностей  (1000, 850, 700, 500, 300, 200, 150, 100 мб) от 20° с. ш. до 
87,5° с. ш . д л я  годичного и н тер вал а  врем ени (ф ев р ал ь  1963 —  я н 
в а р ь  1964 г .) . Н а р я д у  с этим и дан н ы м и  зн ачительны й интерес п ред 
ставл яю т  р езу л ьтаты  расчетов С олцм ена и Т ью элса [12], относя
щ иеся к  поверхности  500 мб и вы полненны е по 9-летн ем у и н тервалу  
(ию ль 1965 г., .июнь 1964 г .) . О тм етим , что в тех и други х  р асчетах  
не р ассм атр и в ал ась  д о ля  тр ан сф о р м ац и и  кинетической энергии, 
с в я зан н ая  с верти кальн ы м и  дви ж ен и ям и . Р асчеты  огран и чи вали сь 
15 гарм он и кам и .

В таб л . 1 при водятся  дан н ы е расчетов Я нга  {Ьп, Мп) и С о л ц 
м ена и Т ью элса {Ьп (0 ,5 ), Мп (0 ,5 )) отдельно д л я  холодного (о к 
тяб р ь — м ар т) и теплого  полугодия. З н а к  к аж д о й  величины  п о л о ж и 
телен , если им еет место при ход  энергии  к п-й гарм онике. П риведены  
т а к ж е  оценки вероятн ы х погреш ностей расчетов С олцм ена и Т ью 
эл са , у казан н ы е  в их р аб о те  (еь, ем ).

С опоставление зн ачений  Ь yl М, средних во всей колонне в о з
д уха, с их значен и ям и , которы е получаю тся, если условия на экви- 
вален тн о-баротроп н ом  уровне 500 мб расп ростран и ть  на всю атм о 
сф еру, п озво л яет  сдел ать  р яд  определенны х вы водов. А  именно, из 
таб л . 1 видно, что интенсивность процессов тр ан сф о р м ац и и  энергии 
н а уровне 500 мб в 2— 5 р аз  меньш е, чем в среднем  по всей колонне 
воздуха. В м есте с тем  б р о сается  в г л а за  вы сокая  ко р р ел яц и я  р а с 
см атр и ваем ы х  рядов  значений , практи чески  полное совпадение з н а 
ков величин. В есьм а четко вы д ел яется  об ласть  волновы х чисел
5— 10, п р ед став л яю щ ая  источник кинетической энергии к а к  более 
коротких, т а к  и более длинны х волновы х движ ений. Это т а  область, 
д л я  которой  л и н ей н ая  теория бароклинн ы х возм ущ ений приводит 
к  вы воду о неустойчивости возм ущ ений. О дн ако  потеря кинетиче
ской энергии  в р езу л ьтате  нелинейного взаи м одей стви я  огран и чи 
в ает  рост ам п ли туд  возм ущ ен ий  в этой области . А налогичны м и 
свойствам и  о б л ад аю т  дви ж ен и я , хар актер и зу ю щ и еся  волновы м  
числом  п =  2 и описы ваю щ ие значительную  долю  кинетической 
энергии муссонной ци ркуляции .

Б ольш ин ство  отм еченны х явлений  получили в той или иной мере 
о б ъясн ен и е в теоретических и сследован и ях  п лан етарн ы х  волн [13, 
14, 15 и др.].

Р ассчи таем  н а  основании дан н ы х табл . 1 полны й при ток кинети
ческой энергии к  систем е круп н ом асш табн ы х  атм осф ерны х д в и ж е 
ний, вклю чаю щ ей т первы х гарм он и к  (при /п =  0 это  будет приток 
энергии к  средн ем у зо н альн ом у  движ ению , при ш =  1 — к зо н а л ь 
ном у движ ени ю  и п л ан етарн ой  волне с ном ером  1 и т. д .) . О п реде
л я е м а я  таки м  путем  величина тр ан сф о р м ац и и  энергии, которую  мы 
обозначи м  Тг, р ав н а  т

Т’Г =  2  +  (1)
___________  «=о

■ К сожалению, в Ленинграде не удалось обнаружить технический отчет 
Мичиганского университета, в котором опубликованы результаты этой работы. 
Приводимая ниже выборка сведений из нее взята из обзорной статьи [11].
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О на х а р ак тер и зу ет  интенсивность обм ен а кинетической энергией 
м еж д у  средн им  и ф луктуац и он н ы м  дви ж ен и ем  при разли чн ы х  спо
со б ах  определен ия среднего  дви ж ен и я . З н ач ен и я  Тг в среднем  д л я  
всей колонны  и д л я  экви вален тн о-баротроп н ого  уровн я  при водятся  
в таб л . 2. П ри  рассм отрени и  полученны х значений Тг о б н а р у ж и в а 
ется  весьм а в аж н о е  свойство атм осф ерны х движ ени й . О казы вается , 
что систем а дви ж ен и я , вк л ю чаю щ ая  волновы е д ви ж ен и я  с ном е
рам и  от п  =  0 до п = 8 ,  п ракти чески  не расходует  и не п олучает  ки 
нетической эн ерги и  з а  счет нелинейного взаи м од ей стви я  с д в и ж е 
ниям и м еньш их м асш табов . Е сли  р азд ел и ть  об ласть  бароклинн ой 
неустойчивости таки м  о б р азо м , что волны  с ном ерам и  5— 8 отнести 
к  средн ем у движ ению , а с н ом ерам и  9— 10 — к ф луктуац ионн ом у, 
то о б разую тся  д ве  системы , в среднем  не обм ен иваю щ иеся кинети
ческой энергией.

Т а б л и ц а  2

Приток кинетической энергии Тг к системе атмосферных движений, 
включающей п первых гармоник, в единицах 10-2 вт/м^

т

10 11

Холодное полугодие

Тг 48 83 42 57 56 39 34, 11 0 —6 —9

Г/-(0 .5) 22 26 21 23 24 22 16 7 0 —4 —7

- 1 0

—7

Теплое полугодие

Тг 63 62 50 49 43 40 24 12 2 4 — 10

Т'Г (0 ,5) 12 14 13 13 12 И 6 2 0 —2 —3

—12

—3

О тм етим  ср азу  ж е , что приведенны е в таб л . 1 погреш ности при 
расчете  величин L (0 ,5 ), Л1(0,5) относительно велики . П оэтом у  п о
лучен ны е зн ачен и я  Г г (0,5) н ел ьзя  р ассм атр и в ать  к а к  достаточно 
надеж н ы е. О ш ибки при вы числении Тг по всей колонне долж н ы  
бы ть ещ е больш е вследстви е сни ж ения точности м етеорологических 
дан н ы х  на больш их вы сотах  и в связи  с тем , что зн ачен и я  Гг п олу
чены  по более коротком у  ряду . С ущ ественн ы е неточности вносят 
т а к ж е  обры в тригоном етрического  р я д а  значением  п =  15 и с в я за н 
ны е с этим  обры вом  искусственны е услови я  ^

15 15

л= 1

 ̂ Учитывая неточность этих условий, мы не проводили расчетов Тг для 
значений т > 1 1 .



В следствие этого полученны й важ н ы й  вы вод  требует  дополни
тельной проверки. В наш их р асчетах  тр ан сф о р м ац и и  энергии, вы 
полненны х совм естно с И. П . Гусевой, М . П . Г олод  и Н . К. Р у б ц о 
вой, бы л прим енен другой  подход. П р еж д е  всего бы ли вы ведены  
ф орм улы  д л я  непосредственного р асчета  тр ан сф о р м ац и и  энергии 
в ф ункции от вы бираем ого  волнового числа т. З н ач ен и я  Тг вы чис
л яли сь  отдельно д л я  каж до го  дня, что д ае т  возм ож н ость не только 
оцен ивать средню ю  интенсивность обм ен а кинетической энергией

Тг

м еж д у  дви ж ен и ям и  разли чн ы х  м асш табов , но т а к ж е  судить о х а 
рактерн ы х  зн ачен и ях  величин Тг ъ конкретны х синоптических си
туац и ях . Б о л ее  подробное и злож ен и е м етодики и резу л ьтато в  р а с 
четов, вы полненны х в основном  в Л ен и н градском  ги дром етеороло
гическом  институте при участии  у казан н ы х  четы рех авторов, будет 
д ан о  в отдельной статье.

З д есь  ограничим ся рассм отрени ем  итоговы х граф и ков , на кото
ры х п редставлен ы  значения тран сф орм ац и и  энергии при т  =  3 (а )  
и т  =  8 (б) д л я  каж д о го  дн я  ф евр ал ей  1959 г. (к р и в ая  1) и 1960 г. 
(кр и в ая  2) (рис. 1). С опоставление м асш табов  величин ясно п о к а 
зы вает, что обмен кинетической энергией м еж д у  систем ам и  атм о 
сф ерны х движ ени й , вклю чаю щ и м и волны  с ном ерам и  п ^ 8  и м > 8 ,  
относительно очень м ал . Это относится не только  к сум м арны м  з н а 
чениям  за  д ли тельн ы е п ром еж утки  врем ени, но и к отдельны м  кон
кретны м  ситуациям . В ероятно, именно поэтом у все приведенны е 
в табл . 2 значения Тг д л я  т  =  8 о казал и сь  бли зки м и  к нулю.



Т аки м  о б р азо м , если прим енить ф орм улу  осреднения, вы д ел яю 
щ ую  первы е восем ь составляю щ и х р азл о ж ен и я  поля скорости  в ряд  
Ф урье по долготе, то мы практи чески  и зб ав л я ем ся  от необходи м о
сти вклю чать  в рассм отрен и е в ур авн ен и ях  д ви ж ен и я  к в ад р ати ч 
ные члены

ди'и' du'v'  du'v'  dv'v'  2̂ ^
дх  ’ ду ’ дх  ’ ду '

В ы щ е у ж е  говорилось, что определен ие этих величин д л я  целей 
долгосрочного прогноза и теории общ ей ци ркуляц и и  соп ряж ен о  со 
зн ачительны м и трудн остям и . П ри  соврем енном  состоянии теории 
турбулентности  неточности вы р аж ен и я  этих  турбулентны х н ап р я 
ж ен ий  через х ар актер и сти ки  поля среднего  д ви ж ен и я  им ею т п о р я 
д ок  сам их  величин. П оэтом у  возм ож н ость пренебречь этим и с л а га е 
мы ми не только  уп р о щ ает  теорию , по о зн ач ает  т а к ж е  уточнение м о
делей  атм осф ерны х движ ений.

В ы делен ие круп н ом асш табн ой  части  поля скорости м о ж ет  быть 
осущ ествлено в р а м к а х  к а к  спектральны х, т а к  и кон ечн о-разн ост
ных м оделей. П р и  этом  предпочтительны м и следует  п р и зн ать  м е
тоды  определен ия средней скорости, вклю чаю щ и е при близи тельн о 
оди н аковое сгл аж и в ан и е  поля в долготном  и ш иротном  н а п р ав л е 
ниях. М ож н о реком ен довать  прям ой путь полного реш ения зад ач и  
в отнош ении сп ектральн ого  состава  среднего дви ж ен и я , состоящ ий 
в р азл о ж ен и и  поля скорости  по обобщ енны м  сф ерическим  ф ун к
циям  и последую щ ей оцен ке тр ан сф о р м ац и и  энергии д л я  различны х 
значений волнового числа I. М атем ати чески е  основы  м етода и зл о 
ж ен ы , н ап ри м ер , в статье  [16], а прим енены  к исследован ию  атм о 
сф ерной ци ркуляц и и  в [17, 18 и др.]. Н а м  п р ед ставл яется , что ис
следован и я  в этом  н ап р авл ен и и  м огут привести не только  к  реш е
нию этой зад ач и , но п ролью т свет на многие неясны е вопросы  
д и н ам и ки  п л ан етар н ы х  волн. Н а  первы х п орах  д л я  при ближ енного  
реш ения за д ач и  м ож но исходить из соображ ен и й  об изотропности 
движ ени й  в области  м асш табов  нескольких  сот ки лом етров. П р и 
мем, что средний м асш таб  д ви ж ен и я  с волновы м  числом  т = 8  
равен

а cos •

А = - ^ = = - П Т -  (3)
З д есь  а —  средний ради ус  Зем ли .
З ам ети м  д ал ее , что д и ф ф ерен ц и рован и е  по гори зон тальн ы м  пе

рем енны м  гарм оники  с волновы м и числам и  I, т приводит к умпо-

11 {1+1)ж ению  ам плитуды  на м н о ж и т е л ь ---------------, т. е. м асш таб  движ е-
CL

ния равен

П р и р ав н и в ая  Ь =  Ь±, получаем  д л я  ком понент среднего д ви ж ен и я  
м акси м ал ьн о е  зн ачен и е /= 1 1 .  Р еш ен и е уравн ен и й  динам ики



атм осф еры  д л я  такой  спектральной  м одели  не приводит к гр о м о зд 
ким  р асчетам , в особенности если и сп ользовать  там , где это  п отре
буется, р азр аб о тан н ы й  недавно  м етод  б ы стр о го , п р ео б р азо ван и я  
Ф урье.

Р ассм о тр и м  теперь кон ечно-разностны й в ар и ан т  м одели при 
условии, что ф ункция за д а н а  в у зл ах  ш иротно-долготной сетки. 
В этом  случае, к а к  известно из теории рядов  Ф урье, отф ильтровы - 
вани е коротковолн овой  части  спектра ф ункции f м о ж ет  быть вы п ол
нено путем  осреднения ф ункции по ф орм уле

f  iK) =  4  у  /  i h ) --------f ------------- • (5)

Зд есь  n —  число узлов  на п ар ал л ел и . К оэф ф ици ен ты  р азл о ж ен и я

в р яд  Ф урье ф ункции /  точно равн ы  коэф ф иц иентам  р азл о ж ен и я  
ф ункции f  д л я  волновы х чисел, м еньш их или равн ы х т, и о б р а щ а 
ю тся в нуль д л я  волновы х чисел, превосходящ их т. П оэтом у, п ри 
н и м ая  т =  8, получаем  искомы й ф ильтр.

3. Э ф ф екты  вли ян и я  ф луктуац ионн ы х движ ени й  на среднее д в и 
ж ен и е вы р аж аю тся  в ф орм е р я д а  дополнительны х сл агаем ы х  в у р а в 
нениях д и н ам и ки  атм осф еры . В еличины  (2 ), которы е у д алось  ис
клю чить из рассм отрен и я , п ред ставл яю т собой лиш ь часть  этих 
слагаем ы х.

Р ассм отри м  теперь ряд  други х эф ф ектов, связан н ы х  с тепловы м  
взаим одействием  ф луктуац ионн ого  и среднего дви ж ен и я , п р ео б р а
зован и ем  потенциальной энергии в кинетическую , влияни ем  ф л у к 
туац и й  верти кальн ой  скорости на конденсацию .

П р еж д е  всего необходим о им еть в виду известное соотнош ение, 
связы ваю щ ее р або ту  сил д авл ен и я  с турбулентны м  потоком  теп ла. 
З ап и ш ем  уравн ен и е энергии в ф орм е

d K  и (?Ф V дФ , т. г , т. г /^ч
~ d F ~  acos<p “л  Г  " 5 ^  +

где Я — до лго та ; ф —  ш ирота; и, v — гори зон тальн ы е составляю щ и е 

скорости; а  — среднии ради ус  Зем ли ; К = ----- ^ у д ел ьн ая  ки н е

тическая  эн ерги я; Л/'л, — составляю щ и е-силы-трения. У читы вая
у равн ен и е неразры вности

1
а  c o s  !р

д и  I d { v  c o s  ср)
+  ^  =  0  (7)

{w— ан ал о г  верти кальн ой  с к о р о с т и ) 'й  уравн ен и е статики

дФ R T
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приведем  р або ту  силы  д ав л ен и я  к  виду
и дФ V дФ 1 д (Фи) ,1 д (Фи cos tp) ■

а  cos tp д\ а  df а cos tf д\ 1I dtp

или

а ( ф ^ )  . ~  
др ' др

^ -d iV a  (ФУ) - - ^ T w .  ■ (9)а cos <р (?Х а d-~f

З д есь  d iv3 о зн ач ает  трехм ерн ую  дивергенцию  в п ростран стве  х, у, р. 
П ри ин тегрирован ии  по всей атм осф ере первы й член правой  части  
(9) о б р ащ ается  в нуль. Д а л е е , в среднем  д л я  всей атм осф еры  при 
и н тегрирован ии  з а  дли тельн ы й  срок

йК
dt

(' ' — зн а к  пространственно-врем енного  осредн ен и я). П ри  этих  ж е  
услови ях  ср едн яя  р аб о та  сил трен и я  при ближ енно  р ав н а  удельной 
диссипации энергии  с о братн ы м  зн аком

I----------------i ^
— D.

И так , из уравн ен и я  энергии  (6) следую т при бли ж ен н ы е р ав ен 
ства

а cos 9 д \  а  d<f р

З д есь  D —  у д ел ьн ая  ди сси п ац и я  энергии.
Ф изический см ы сл соотнош ений (10) весьм а  прост —  п р ео б р азо 

ван и е  потенц иальной  энергии  в кинетическую  ур авн о веш и вает  
диссипац ию  кинетической энергии . В идно т а к ж е , что су м м ар н ая  
р аб о та  сил д ав л ен и я  п роп орц и он альн а потоку теп л а  и что в среднем

этот поток д о лж ен  бы ть н ап р ав л ен  вверх  (т ак  к а к  зн ак и  w и истин
ной верти кальн ой  скорости w п р о ти во п о ло ж н ы ).

З ам ети м  ещ е, что если вы дели ть геостроф ические составляю щ и е 
скорости

u  =  t t g - \ - t i ' ,  v  =  v g - ^ v ' ,

то р аб о та  сил д ав л ен и я  при ним ает  вид
и '  дФ V' дФ

а  cos tf дХ а d(f '

И з этих элем ен тарн ы х  вы водов м ож но сд ел ать  следую щ и е з а 
клю чения. Д л я  того чтобы  у равн ен и я  динам и ки  атм осф еры  п р а 
вильно опи сы вали  и н тегральн ы е эн ергетические соотнош ения, необ
ходим о учиты вать не только  круп н ом асш табн ы е, но и относительно

И



м елком асш таб н ы е составляю щ и е величин и', v', w, п р ед ставл яю 
щ их собой, к а к  хорош о известно, м елком асш таб н ы е поля. 
П ри  этом  особенно в аж н о  введение п оп равок  к и', v' в главн ы е с л а 

гаем ы е уравнени й  д ви ж ен и я  — Iv, 1и, а к  величине w —  в уравнении 
при тока теп ла. И звестно , что соврем енны е м одели  общ ей ц и р ку л я 
ции атм осф еры  о б л ад аю т  тем  недостатком , что в них н едооц ен и ва
ется ки нетическая  эн ерги я волновы х возм ущ ений. Х отя мы не имеем 
прям ы х д о к азател ьств  того, что этот  недостаток  обусловлен  прен е

бреж ением . ф луктуац и ям и  и', v', w в м асш таб ах  волн, д ли н а  кото
рых м еньш е удвоенного ш ага  сетки, т а к а я  гипотеза п ред ставл яется  
логичной. К онечно, она подлеж и т проверке. В модели, кото р ая  от
носит к  средн ем у движ ению  ли ш ь длинноволновую  часть  спектра 
( п ^ 8 ) ,  учет ф луктуац и й  в полях  агеостроф нческого  ветр а  и вер ти 
кал ьн ы х  скоростей п ри обретает  особенно больш ое значение.

П оскольку  ф луктуац ионн ое д ви ж ен и е не р ассм атр и вается  ин ди

видуально, величины  и', v', w следует тр ак то в ать  к а к  случайны е 
величины . О дн ако  бы ло бы неп рави льны м  вводить в рассм отрени е

произвольно зад ан н ы е  случайн ы е величины , та к  к а к  и', v' , w у д о в 
л етворяю т ди ф ф ерен ц и альн ы м  уравн ен и ям , вы веденны м  в наш их 
р аб о тах  [19, 20 и др.]. Эти уравн ен и я  связы ваю т м еж д у  собой и зу 
чаем ы е случайн ы е величины  и определяю т корреляц и ю  м еж ду  
ними.

И так , необходим о получить реш ение уравнени й  агеостроф иче- 
ского ветр а  в области  спектра п>Ъ.

П оскольку  н аш а  м одель основы вается  на устан овлен ном  ф акте  
м алости  динам ических  взаим одействий  м еж д у  средним  и ф л у к ту а 
ционны м движ ени ем  при т =  8, в уравн ен и ях  д л я  и', v' не долж н ы  
учиты ваться  члены, со дер ж ащ и е  J {и, v) ( / —^знак я к о б и а н а ) . 
В дан ном  в ар и ан те  м одели не будут р ассм атр и ваться  т а к ж е  части 
ф луктуац ионн ы х скоростей, обусловленн ы е н еравенством  нулю  я к о 
бианов / ( Г ,  и) и /  (Г, о). З ам ети м , что введен ие п оп равок на эти 
члены  привело бы к изм енениям  кинетической энергии, пропорцио
нальны м  м ом ентам  3-го п оряд ка . В ведение таки х  п оп равок вр яд  ли 
м ож ет д ать  полож ительн ы й эф ф ек т  до тех пор, пока д етальн о  не 
изучены  свойства ф луктуац ионн ы х полей скорости. Н акон ец , о тбро
сим несущ ественны е д л я  движ ени й  р ассм атр и ваем ы х  м асш табов  
члены, со дер ж ащ и е d l j d t .  П осле введен ия у к азан н ы х  упрощ ений 
уравн ен и я  агеостроф нческого  ветр а  при ним аю т вид

^ I d ^ v H ’ — ________ 5_(-2 I R ^ / г ________
d t  ^  ̂  I dt. ^  ас  ^  V  д у  Ср^

Я  ____
д х  ду  j  l ^ d  '' СрР
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Зд есь

лг _   ̂ д ди _  т  д ( ^  дТ' \
Я о dC Я о <?С ~  H \  dtL ду  ] ’

j y  д КС dv RC д
HiО 0 2 )

Но —  вы сота однородной ; атм осф еры , Т' об о зн ачает  ф луктуац и и  
тем п ературы , т а к  к а к  р ассм атр и в аю тся  лиш ь волны  с ном ерам и  
п > 8 .  У равн ения зап и сан ы  в л о кальн ы х  ко о р д и н атах  х, у.

Н аи б о л ее  удобны м  способом  реш ения уравнени й  (11) явл яется  
суперпозиция реш ений д л я  отдельны х гарм оник . П ри  этом  отчет
ливо  видно, что вклю чение ф луктуац и й  тем п ературы  и связанны х 
с ними уравн ен и ям и  ( И )  отклонений ветр а  от геостроф ического и 
верти кальн ой  скорости д ае т  дополнительны е источники ки н ети ч е
ской энергии  и н ап р авл ен н ы е квер х у  потоки тепла.

П ри  р еал и зац и и  м одели  п р ед п о л агается  вводить величины  Т' 
к а к  случайн ы е (по м етоду М он те-К арло) и соответствую щ ие и', v',
W, q', где q' — ф л у к ту ац и я  удельн ой  влаж н ости , в основном  о б усло
влен н ая  зн ачением  верти кальн ой  скорости,

В заклю чен и е отметим, что р еал и зац и я  п р ед л агаем о й  модели 
потребует м ногих численны х эксперим ентов и дополнительны х ис
следований. В есьм а важ н о , в частности, провести тщ ательн ое  сопо
ставлен и е этой м одели  с м оделям и , в которы х ком поненты  д в и ж е 
ния с волновы м и числам и  п > 8  рассм атр и ваю тся  индивидуально. 
Это д аст  возм ож н ость  оценить м ин им альны е и н тервалы  врем ени, 
д л я  которы х р азр аб о тан н ы й  статистический подход стан овится це
лесообразн ы м .
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в. п. ДЫМНИКОВ. г. р. КОНТАРЕВ, 
Г. М. ВИНОГРАДОВА, Л. Е. КАМИНСКАЯ

н е а д и А б а т и ч е с к а я  о п е р а т и в н а я  с х е м а  
К Р А Т К О С Р О Ч Н О Г О  п р о г н о з а  п о г о д ы

1. Постановка задачи и метод решения

Р а с с м атр и в ается  б ар о к л и н н ая  н еад и аб ати ч еская  м одель атм о 
сф еры , о п и сы ваем ая  в систем е коорди н ат  х, у, р, t следую щ ей си
стемой д и ф ф ерен ц и альн ы х  уравнени й:

Uf-\-UU^-\-‘VUy-\-lv=—gZ ,̂ 

4 -  VVy — lu =  —gZy,

T A - tiT -1- ^  ̂ I ^  b  {  S P  I „ \
‘ t - r ^ t  x - T ' ^ h  g  p  Cp ^  dp RT  ' ^ \ R T  dp  + ^ a j .

+  ''p =  0,

(1)

где  и ,  V,  т  —  соответственно ком поненты  векто р а  скорости относи
тельно осей X,  у, р\ I—  п ар ам етр  К ори оли са ; р —  давлен и е; 2  и 7  —  
отклонени я вы соты  и зобарической  поверхности и тем п ературы  от 
стан дартн ы х  значений ; у  и Т *  —  стан дар тн ы е зн ачен и я  тем п ер ату р 
ного гр ади ен та  и тем п ер ату р ы  соответственно.

В качестве  граничны х условий по верти кали  вы берем  следую 
щ ие:

®  =  при р =  Р\ т: =  0 при /7 =  0, (2)

где W —  в ер ти к ал ь н ая  ком понента векто р а  скорости в систем е ко о р 
д и н ат  (х, y ,z)  \ Р —  д авл ен и е  н а  уровн е м оря.

П оле вл аж н о сти  р ассм атр и в ается  в двухком понентном  при
ближ ении: у д ел ьн ая  в л аж н о сть  и у д ел ьн ая  водность. О сновны е
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4? +  Udf +  v f f  _  -  /1^- +  ^  , (3)

/(2 ) =  а [ ^ ( 2 ) _ ^ ( 2 ) ( Г ) ] ,  (4)

где  qm{T) —  м акси м ал ьн ая  у д ел ьн ая  влаж н о сть ; а, а —-ф ен ом ено

логические коэф ф ициенты , q̂ -̂ 'ЦТ) — ф ункция тем п ературы , оп ред е
л я е м а я  из о б работки  эм пирического м атер и ала .

П ри ток  теп л а  за  счет ф азовы х  превращ ений  вы чи сляется  по ф ор
м уле

е = - 1 / ( » .  (5)

Г ран и чн ы е условия на боковой поверхности:

T(=:Ut =  Vi=q^P=qf^ =  0.

Д л я  вы числения Wo —  верти кальн ой  скорости на гран и ц е  п л ан е
тар н о го  пограничного слоя —  исп ользуется  м одель И . М . Б об ы ле-
■вой, С. С. Зи ли ти нкеви ча, Д . Л . Л ай х тм ан а  [1]:

-^Px^{ku,) ,  =  0,

уравнения им ею т вид:

“г W z  =  А  ехр -  IL,

k{ul +  v l ) - a j - ^ k d ^  +  a^{kb,), =  c - ^ ,

k = 7 Y F ,

7  =  _у .ф /ф  =
‘ I k

+  “ л +  =  О, (6)

гд е  Б — п о тен ц и ал ьн ая  тем п ер ату р а , k —  коэф ф иц иент турбулен т- 
л о й  вязкости , 6 и I —  средние зн ачен и я  кинетической энергии  и п р о 

стран ствен н ого  м асш таб а  пульсаци й , Ро =  — L=% vjl ,

—  скорость трения, ост, с, аь, и, % —  б езр азм ер н ы е  кон стан ты  
теории .
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lim  и  =  0, l im 'У =  О, l im ‘® =  0,
Z->Zq

lim  и =  С? cos а, lim  “У =  G sin  а,
z - * H

Граничные условия:

З д есь
5  =  (1 ,7  sin ho -  0 ,32 K s in  )(1 -  0,075ft),

I =  { a - b  Ye)csT^(1 -  0,075/г),

Zo — ш ероховатость подстилаю ш ,ей поверхности, G — м одуль гео
строф ического  ветра, а — угол полного п оворота ветр а  в пограни ч
ном слое, Я  — вы сота пограничного слоя, В —  поток теп л а  в почву, 
LE —  за т р а ты  теп л а  на испарение, I —  эф ф екти вн ое излучение под
сти лаю щ ей  поверхности, А —  альбед о  п одсти лаю щ ей  поверхности,

—  поток сум м арной  коротковолн овой  р ади ац и и , е —  упругость во 
дян ы х  паров , п —  облачн ость  в б ал л ах . П оскольку  облачность про
гнози руется , при реш ении за д ач и  (6) принято  прави ло: п = 1 0 ,  если 
облачность есть, и п  =  0, если облачн ости  нет.

Р еш ен и е системы  (6) и (7) в ы р а ж а е тс я  с пом ощ ью  у н и вер сал ь 
ны х ф ункций от б езр азм ер н ы х  п арам етров , связан н ы х  с геостроф и 
ч ески м  ветром  и тем п ературой  на верхней  гран и ц е пограничного 
слоя  и страти ф и кац и ей  тем п ературы  ^l].

Н ах о ж д ен и е  реш ения систем ы  (1 ), (3 ) , (6) в м ом ент врем ени 
t + M  по и звестном у реш ению  в м ом ент врем ени t прои зводи тся  

в  четы ре этап а . Н а  первом  этап е  р еш ается  систем а, опи сы ваю щ ая 
л ер ен о с  м етеорологических полей по тр аек то р и ям  частиц:

'Р< +  «Тх +  'И<Ру =  0. (8)
■Здесь вектор ф им еет вид

ср = (9)
Ч)

Т
qW 

\qi.n

Д л я  реш ен ия систем ы  (8) исп ользуется  м оди ф и кац и я  м етода пре
ди кто р -ко р р екто р , п р ед л о ж ен н ая  в р аб о те  [2].

Н а  втором  этап е  реш ается  систем а, оп и сы ваю щ ая турбулентную  
д и ф ф у зи ю  полей ^(2) и Т:

2 Заказ № 641 ^^осснйскнй 1^судар^пеш лг| 
!дром етеорологпчесиг'§
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Д л я  реш ения этой системы  приним аем  следую щ ие граничны е ус
ловия.

Н а  верхней  гран и ц е  атм осф еры  .

^"’ =  0’ ^  =  =  0- (11)
на ниж ней гран и ц е считаем  известны м и (получаем  из реш ения з а 
дачи  пограничного слоя) турбулентны е потоки теп л а  и влаги

С истем а (10) р еш ается  с помощ ью  явной схемы, устойчивость ко 
торой обусловлен а вы полнением  услови я К у р ан та .

Н а  третьем  этап е  р еш ается  систем а, оп и сы ваю щ ая адап тац и ю  
м етеорологических полей:

U t - \ - l v = —gZx, Vt — l u = —gZy,

+ ''р =  0. Т = -----(12)

С и стем а (12) р еш ается  с пом ощ ью  м етода би ортогон али зац и и  [3].
Н а  четвертом  этап е  реш ается  за д а ч а  согласован и я  полей у д ел ь 

ной вл аж н о сти  и тем п ературы :

dt J ’

С истем а (13) реш ается  с пом ощ ью  неявной разностной  схемы, у с 
тойчивой при лю бы х ш агах  по врем ени [4].

2. Объективный анализ

Д л я  реш ения сф орм ули рован ной  зад ач и  в н ачальн ы й  момент 
врем ени требуется  за д ан и е  в у зл а х  регулярн ой  сетки всех прогно
зируем ы х ф ункций: и, V, Z, Т, и <7^).

О бъективны й ан ал и з поля геопотенци ала проводится методом 
оптим альной  интерполяции, р азр аб о тан н ы м  Л . С. Гандины м  [5]. 
П ри  отборе влияю щ их станций п рои зводи тся гори зон тальн ы й  кон т
роль. Р еш ен ие системы  уравнени й , определяю щ и х ин терп оляци он
ны е коэф ф ициенты , прои зводи тся с помощ ью  процедур, п р ед л о ж ен 
ных Ф орсайтом  и М олером  [6].

Н ач ал ьн ы е  зн ачен и я  и, v рассчи ты ваю тся  по геостроф ическим  
ф орм улам , а зн ачен и я  тем п ературы  —  по уравнению  статики.
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Д л я  получения н ачальн ы х  зн ачен и й  удельн ой  вл аж н о сти  п рово
дится объективны й ан ал и з тем п ер ату р ы  точки  росы . Э тот ан ал и з 
основан  на р азл о ж ен и и  поля тем п ер ату р ы  точки росы  по собствен
ным ф ункц иям  о п ер ато р а , описы ваю щ его вер ти кал ьн о е  ту р бу л ен т
ное перем ещ ивание. З а т е м  проводится ин терп оляц и я  первы х четы 
рех коэф ф ициентов Ф урье в узлы  регулярн ой  сетки [7].

З ам ети м , что о тбр асы ван и е  последних коэф ф ициентов Ф урье 
в р азл о ж ен и и  поля вл аж н о сти  обесп ечивает не только  ф и льтрац и ю  
м елком асш таб н ы х  составляю щ и х  поля, но и о тб р ак о вку  ош ибок 
и зм ерени я (или п ередачи  по к а н а л а м  с в я з и ) , поскольку  ф орм альн о  
они экви вален тн ы  л о кал ьн ы м  возм ущ ен иям .

3. Область интегрирования

О б ластью  и н тегри рован и я  д ан н ой  за д ач и  яв л яется  тр ех м ер н ая  
сеточная об ласть  с ш агом  сетки по гори зон тали  300 км  и пятью  стан 
дартны м и уровн ям и  по р : 1000, 850, 700, 500, 300 мб. Ч и сло  узл о в  по 
X —  26, по у —  22. О б ласть  с центром  в г. Н овосибирске покры вает 
территорию  С оветского С ою за.

Д л я  повы ш ения точности тем п ер ату р а  рассчи ты вается  на п р о 
м еж уточны х уровн ях  —  925, 775, 600 и 400 мб. Н а  тех  ж е  уровнях  
рассчи ты ваю тся  и поля удельн ой  вл аж н о сти  и слоистообразн ой  о б 
лачн ости .

П оскольку  в правой  части  системы  уравнени й, описы ваю щ их 
адап тац и ю  м етеорологических полей, со д ер ж атся  члены  с м алой  
разностью  больш их величин, эти члены  необходим о счи тать с осо
бой тщ ательностью . С этой целью  д л я  р асчета  полей и ,  V,  z  вводятся  
сдвинуты е по гори зо н тал и  сетки [8]. В [8] п оказан о , что введение 
таки х  сеток д ае т  сущ ественны й п олож ительн ы й эф ф ект.

4. Оперативный комплекс

Н а рис. 1 п ред ставл ен а  блок-схем а автом атической  системы  об
р аботки  м етеорологической  и н ф орм аци и , и сп ользую щ ая Э В М  
Б Э С М -6 и «М инск-22», связан н ы е  м еж д у  собой ап п ар ату р о й  пере
дачи  дан н ы х «О бь», р азр аб о тан н о й  в В ы числительном  центре СО 
А Н  С С С Р .

И сх о дн ая  и н ф орм ац и я  о полях  геопотенци ала, тем п ературы  и 
д еф и ц и та точки росы  п оступает с м етеорологических станций 
в Э В М  «М инск-22» Н овосибирского  региональн ого  ц ен тра. З д есь  
п рои зводи тся кон троль, у п ак о в ка  и н ф орм аци и , к о то р ая  затем  по 
систем е «О бь» п ер ед ается  непосредственно в Э В М  Б Э С М -6 В ы чис
лительного  ц ен тра. Р а б о т а  оперативны х п рограм м  Б Э С М -6  п рои з
водится  с пом ощ ью  м агнитной ленты . С н ач ал а  и н ф орм аци я кон т
р оли руется, расш и ф р о вы вается  и зап и сы вается  на магнитную  
ленту. З а т е м  п оследовательн о  раб о таю т  блоки  объективного  а н а 
л и за  поля геоп отен ц и ала, объективного  а н а л и за  поля влаж н ости , 
д ал е е  —  п рогноза  элем ентов  погоды, и н акон ец  р е зу л ь т а т  прогноза
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уп аковы вается , кодируется  и по систем е «О бь» передается  
в ЗС У Г М С , где расп еч аты вается  на п ечатаю щ ем  устройстве ЭВМ  
«М инск-22».

со

и

Е(Uч

sнSлUга

Рис. 1. Блок-схема автоматической системы обработки метеорологической
информации.

5. Р езу л ьтаты  оперативны х испы таний

В м ае— ию не 1970 г. бы ла  п роведена оцен ка кач ества  прогно
зов бари ческих полей по 30 ситуациям  и полей тем п ературы  и ветра  
по И  ситуациям . Д л я  сопоставлен ия п ар ал л ел ь н о  оцен ивались б а 
рические поля, предвы численны е по квази геостроф ической  модели 
G. А. Б елоусова.

В таб л . 1 п ри водятся  р езу л ьтаты  статистической  оценки п ро
гнозов.

О тносительная ош ибка е прогнозов бари ческих  полей к а к  по 
полны м у равн ен и ям , т а к  и по квази геостроф ической  схем е п о л у ч а
л ась  в среднем  одинаковой , то гд а  к а к  о п равды ваем ость  эволю ции р 
в п рогн озах  по полны м  у равн ен и ям  о к а за л а с ь  в среднем  на 9%
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Та блица  1
Оценка прогнозов барического поля

Поверх
ность, Схема

Относительная
ошибка

Оправдываемость
эволюции

Р'

1000

850

700

500

300

Среднее по 
уровням

По полным уравнениям

По полным уравнениям 
Квазигеострофическая

По полным уравнениям 
Квазигеострофическая

По полным уравнениям 
Квазигеострофическая

По полным уравнениям 
Квазигеострофическая
По полным уравнениям 
Квазигеострофическая

0 ,95

0 ,96
0,96

0 ,93
0,97

0 ,90
0,87

0 ,80
0 ,82
0,91
0,91

0,88

0,91
0 ,92

0 ,93
0 ,94

0,88
0,87

0,80
0,82
0,88
0,89

0 ,38

0 ,37
0 ,32

0 ,35
0 ,30

0 ,37
0 ,24

0,47
0 ,34
0,39
0,30

0 ,43

0 ,34
0 ,34

0 ,35
0 ,30

0 ,37
0,31

0,51
0 ,30
0,40
0,31

выш е. В 44%  случаев  р асстоян и е м еж д у  ф актическим  центром  и 
центром , п ред сказан н ы м  схемой по полны м уравн ен и ям , не превы 
ш ает  200 км, т. е. м енее I ш ага  сетки. Д л я  квази геостроф ической  
м одели  соответственно получено 27%  так и х  случаев.

В ы сокие зн ачен и я  относительной погреш ности, полученны е по 
обеим схем ам , об ъ ясн яю тся  плохой освещ енностью  м етеорологиче
скими стан ц и ям и  восточной (больш ей) части  территории  прогноза. 
В осточнее Н овоси би рска сеть станций стан овится редкой, д ан н ы е 
по К итаю  отсутствую т почти еж едневно.

В этом  отнош ении весьм а п о казател ьн ы м и  явл яю тся  оценки е ' 
и р ',  при веденн ы е в таб л . 1. О ни вы полнены  д л я  пунктов, р асп о л о 
ж ен ны х на терри тори и  А рхангельской , М осковской, Горьковской 
областей  и К ом и А С С Р . Э тот рай он  относится к пограничной части 
области  ин тегрирован ия, где р езу л ьтаты  п рогн оза  сущ ественно ис
каж аю тся  в силу граничны х условий, п оставлен ны х на боковы х 
гран и ц ах . Тем не м енее оценки д л я  этих  пограничны х областей  о к а 
зал и сь  не хуж е, чем  д л я  всей территории. О тсю да м ож но сдел ать  
вы вод, что на оценки г и р, приведенны е в таб л . 1, следует д ел ать  
п оп равку  з а  счет восточной половины  области  прогноза с редкой 
сетью  станций.

П оскольк у  счет велся  с обы чной сеткой, н а  р езу л ь татах  с к а з а 
лось сглаж и ван и е , обусловленн ое недостаточно точной аппроксима-_ 
цией на эта п е  адап тац и и . В о-первы х, это проявилось в несоответст
вии м еж д у  числом  п р ед сказан н ы х  н овообразован и й  (31% ) и числом  
п ред сказан н ы х  исчезновений бари ческих  центров (7 0 % ); соответст
вую щ ие циф ры  д л я  квази геостроф ической  схемы  31 и 18% . В о-вто
рых, к а к  следствие сгл аж и в ан и я , вер ти кал ьн ы е дви ж ен и я  получи
лись в основном  слабы м и  по интенсивности. Это в свою  очередь
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приводило к  тому, что схемой у л ав л и в ал и сь  только  зоны  интенсив
ных осадков.

В таб л . 2 приведены  оценки прогнозов полей тем п ературы  и 
ветр а  в свободной атм осф ере (на уровн ях  850, 700, 500 и 300 мб) и 
у  поверхности зем ли.

Т а б л и ц а  2
Оценка прогнозов температуры и ветра

Поверх
ность,

мб

Температура

ДТ’абс

Направление ветра

Д?абс

Скорость ветра

А1̂ абс

Земля
850
700
500
300

Среднее 
по уровням

0,40
0 ,64
0,63
0 ,39

0 ,52

1,07
0,74
0,71
0,74

0,82

4 ,2
3.1
2.2 
1,9

2 .9

0 ,44
0.71
0 .42
0 .63

0 ,55

0 ,69
0.56
0,86
0 .82

0.73

98
47
33
40
37

51-

0 .39
0 .44
0.38
0.61

0.46

0,78
0 ,83
0,86
0,76

0,81

2 .7
3.1
4 .2  
6.0
7 .6

4 .7

О ценки п рогноза  ветр а  и тем п ературы  в свободной атм осф ере 
зн ачи тельн о  вы ш е, чем у  поверхности зем ли , и это естественно, т а к  
к а к  прогноз м етеоэлем ентов у  поверхности зем ли  —  за д а ч а  гораздо  
б о лее  сл о ж н ая , чем  прогноз в свободной атм осф ере. Тем не менее 
р езу л ьтаты  численного п рогн оза  полей вётр а  и тем п ературы  сопо
стави м ы  с синоптическим  прогнозом . Т ак, з а  этот  ж е  период ош ибка 
синоптического п рогн оза  тем п ературы  д л я  Н овоси би рска бы ла у  по
верхности зем ли  3,3°, а на уровне 850 мб —  2,8°.

В ию ле 1970 г. оперативны е п рограм м ы  бы ли переведены  на 
сдви нуты е сетки, что нем едленно ск азал о сь  на качестве  прогнозов: 
с гл аж и в ан и е  исчезло, резко  возрос процент п р ед сказан н ы х  новооб
р азо в ан и й , улучш ился прогноз верти кальн ы х  токов и осадков.

В ы ли проведены  дополнительны е оценки кач ества  прогнозов, р е 
зу л ь таты  представлен ы  в таб л . 3 и 4.

Т а б л и ц а  3

Оправдываемость (%) прогнозов положения центров барических образований 
(а— квазигеострофическая схема, б — схема по полным уравнениям)

Поверх- Расстояние между фактическим и прогностическим 
положениями центров, км

ность.
мб

<  200 <  400 <  600 > 6 0 0

а б а б а б а б

1000 50 72 91 9
850 21 34 60 71 85 100 15 __
700 30 52. 62 75 85 95 15 5
500 19 55 59 64 86 100 14 __
300 22 51 60 85 77 100 23 ---
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Оправдываемость (% ) прогноза 
новообразований и исчезновений 

барических центров

В заклю чен и е  зам ети м , что Т а б л и ц а 4
дал ьн ей ш ее  р азв и ти е  схемы  бу
дет  связан о  в первую  очередь 
с расчетом  р ади ац и он н ы х  п ри то
ков теп ла в свободной атм осф ере, 
расчетом  эф ф ективного  и зл у ч е
ния З ем л и  н п ри ходящ ей  - ко р о т
коволн овой  р ади ац и и . Это п озво 
л и т  н ам  не только  о тб р аб о тать  
м етодику р асчета  у казан н ы х  п а 
рам етр о в , сущ ественно необходи
мы х д л я  за д ач и  п рогн оза  на бо
лее  дли тельн ы е сроки, но и з н а 
чительно улучш ить прогноз таки х  
величин, к а к  п оле призем ной тем 
пературы , поле слоистообразн ой  
облачности  и т. п.

А вторы  пользую тся случаем , чтобы  вы р ази ть  глубокую  п р и зн а
тельн ость Г. И . М арчук у  за  научное руководство  работой , а т а к ж е  
С. М . Ш у льм ан у  и В. В. П ененко  з а  активную  пом ощ ь при о р ган и 
зац и и  оперативны х испы таний и внедрении схемы.

Поверх
ность,

мб

Ново
образование

Исчезнове
ние

а б а б

1000 70 60
850 22 70 70 69
700 88 — 50
500 14 89 50 60
300 17 84 63 70
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в. А. ЕФИМОВ

П Е Р И О Д И Ч Е С К И Е  С П Е К Т Р А Л Ь Н Ы Е  Р Е Ш Е Н И Я  
С О В М Е Щ Е Н Н О Й  СИСТЕМЫ У Р А В Н Е Н И Й  

П Л А Н Е Т А Р Н О Й  Д И Н А М И К И  АТМОСФЕРЫ И Г И Д Р О С Ф Е Р Ы

И звестно, что основны е трудности  р еал и зац и и  м атем атических  
м оделей  ци ркуляции  атм осф еры  закл ю чаю тся  в необходим ости п ро
водить и н тегри рован и е по врем ени на долгий  срок уравнени й  д и 
нам ики  атм осф еры . И н тегри рован и е уравнени й  д о лж н о  прово
диться с ш агам и  по врем ени м енее 10 м инут н а  срок миним ум  100— 
200 суток д л я  атм осф еры  и на срок до 10 л ет  с ш агам и  п о р яд ка  су
то к  д л я  океан а. Р е а л и за ц и я  таки х  м оделей  тр ебу ет  Э В М  больш ого 
бы стродействи я и больш их за т р а т  м аш инного врем ени на у к а за н 
ны х м аш и нах . Е сли  бы тем  или ины м путем  у д ал о сь  получить а н а 
л итическое реш ение по врем ени, то р еал и зац и я  циркуляционны х 
м оделей  не в ы зы вал а  бы затрудн ен и й  при м одели рован ии  процес
сов лю бы х врем енны х периодов.

«В ероятно, сам ьш  больш им  теоретическим  достиж ением  я в и 
л ось  бы получение обш его ан алитического  реш ения точны х у р ав н е 
ний. В н астоящ ее врем я одним из препятствий  к  получению  такого  
реш ения яв л яется  н аш е неум ение адекватн о  опи сы вать трение и 
'конденсацию . П олучен ие общ его реш ения той или иной и д еал и зи р о 
ванн ой  системы  уравнени й  яви лось бы почти равноц ен ны м  д о сти ж е
нием. О днако  и эта  з а д ач а , по-видим ом у, не м ож ет бы ть реш ен а до 
тех пор, пока исходны е у равн ен и я  не будут в тако й  м ере упрощ ены , 
чтобы  исклю чить непериодические реш ения» (Э. Н . Л о р ен ц  [1]).

Х арактерн ы й  д л я  атм осф еры  непериодический реж и м  о п и сы ва
ется  в уравн ен и ях  динам и ки  атм осф еры  членам и , учиты ваю щ и м и- 
нелинейное взаи м одей стви е волновы х возм ущ ений. Н елинейны й пе
ренос энергии з а  пределы  учиты ваем ого  спектра волновы х в о зм у 
щ ений д л я  получения периодического реш ения д о лж ен  бы ть а д ек 
ватн о  описан членам и , вы р аж аю щ и м и  эф ф ек т  турбулентной в я зк о 
сти. П р ави л ьн о е  зад ан и е  коэф ф иц иента п л ан етарн ой  турбулентной 
вязкости  позволи т описать эф ф екты  п лан етарн ой  турбулентности  
соответственно нелинейном у взаим одействию  волновы х во зм у щ е
ний. С вязь  м еж д у  п л ан етарн ой  турбулентностью  и нелинейны м 
взаим одействием  достаточн о  четко оп ределяется  при проведении
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процесса осредн ения уравнени й  п л ан етарн ой  динам и ки  по Р е й 
нольдсу  [5].

П уть  ан али ти ческого  учета  кон ден сац ии бы л п редлож ен  в [18] 
и м о ж ет  бы ть р азви т  в разли чн ы х  м оделях  п лан етарн ой  динам ики, 
реш аем ы х  сп ектральн ы м  методом.

В ы пиш ем  уравн ен и я  м одели  совм ещ енной динам ики  атм осф еры  
и океан а.

Уравнения динамики бароклинной атмосферы

dV
dt

- 2 » ( c o s e K = - i - i e ( ® )  +  « ^ v / > = ^  +  A z , ( K ) ;

dU
dt - w

dU
dp

К

dp

(1)

(2)

(3)

дТ
dt

Ya — T

d 0 dT

g P 

g dQ , Lc

R ~ W  =

dp

dt

dp

d , 2
dp 

gp  d*

.dp ^  dp 

c =  fd s ' ) \
a.cQ— — 2 a ^ o P

dp

dp 

- Х Ф = 0

(4)

(5)

(6) 

(7)

(8)

(9)

RT dp

K  =  Ms')\  ^ =  / з ( 0 .

З д есь  У = — Уф — iue; =  Уф — ком бин ац ии  ком понент ско р о 
сти в сф ерической  систем е координ ат; w —  ан ал о г  верти кальн ой
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скорости  в и зобарической  систем е координ ат; Ф — геопотенциал; 
Т — тем п ер ату р а ; s' — деф иц ит точки росы; Q — поток излучения

в и н ф ракрасн ой  области ; Ф — поток излучения в коротковолновом  
д и ап азо н е; со — у гл о вая  скорость вращ ен и я  Зем ли ; g—  ускорение

силы  тяж ести ; р —  давлен и е; а  =  ( - ^ )  ; R — га зо в а я  постоянная
\ ДТ  ̂ _

д л я  сухого во зд у х а ; а —  р ади у с  Зем ли ; Т (р) — средн яя  тем п ер а
ту р а , оп ределен н ая , следуя [2], из ф орм ул

Ф =  Ф ( / 7 ) + Ф ' ,

Т = Т { р ) + Г ,
р  йФ7 = -

R g  (tp L

(впоследствии  ш трихи н ад  Ф и Г оп у ск аем ); у а — ади абати чески й  
тем п ературн ы й гради ент; у — тем п ературн ы й гради ен т стан дартной

^ __2
атм осф еры  [16]; «с —  эф ф екти вн ая  п остоянная; р = — аЧ---------- — Г,к

упругость насы щ ения п ара ; х' —  тем п ература

Срточки росы; >с=------ = 1 ,4 - ■отношение теплоем костей  во зд у х а  при

постоянном  давлен и и  и постоянном  объем е; р —  постоянная вел и 
чина; К — коэф ф иц иент м акротурбулен тн ости ; v — коэф ф иц иент 
турбулентного  перем еш и ван и я  по вер ти кал и  (величины  v и К оп ре
дел яю тся  полем  скорости ); Z- — скры тая  теп лота  кон ден сац ии; с — 
скорость кон ден сац ии; йо — эф ф ективны й коэф ф иц иент диф ф узи и  
дли нноволн ового  излучения [2];. а  — постоянная С теф ан а— Б о л ь ц 
м ан а ; X —  эф ф ективны й коэф ф иц иент о тр аж ен и я  коротковолновой  
ради ац и и  облачной  поверхностью ;

ди ди

( У = 1 , 2 , . . . , 6 )

Lj{u) д̂ и д2и
(?0

bj =

S i n 2  0  c l t p 2
- c t g  6

ди
дд

( ; =  7, 8, 9)

1 при у =  1, 4
— 1 при 7 =  2, 3 dj =

О при у =  5, 6

■d

6yC tg6 • u\

2i  c o s  0 du
>  S i n 2  0  d - f  S l n 2  0

— 1 при y =  7 
1 при У =  8 
О при У =  9

1 лри  у =  7, 

О при У =  9
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A s'==

Ф ункции fi { i= l ,  2, 3) п о л агаем  эм пирически  зад ан н ы м и  от ар гу 
м ента s'. С л еду я  предлож ени ю  М . И . Ю дина, скорость кон ден сац ии 
с п р ед ставл яем  с пом ощ ью  зависи м ости  с = — aAs', где  As' —  вел и 
чина конденсационного  н агр ева . В еличина A s ' с в я за н а  с s' ф у н к
циональной зависи м остью  следую щ его типа:

О при s' >  О,

. ср (s ') при s ' <  0.

В отличие от схем ы  учета  кон ден сац ии  вл аги  д л я  сп ектральн ы х 
м етодов реш ения, предлож енн ой  в [18], схем а М. И . Ю дина требует  
более простой об раб отки  при н астрой ке на сп ектральн ы й  м етод  р е 
ш ения, т а к  к а к  ф ункц ия A s ' м ож ет бы ть достаточн о точно п ред 
ставл ен а  в виде степенного р я д а  по s '  с небольш им  числом  членов 
р яда

Д 5'(5 ') =  2 ^ г / А  (10)
j

А налогично в виде степенного р я д а  по s '  п ред ставляю тся  эф ф ек ти в 
ный коэф ф иц иент ди ф ф узи и  k  и коэф ф иц иент %, которы е скач ко о б 
разн о  в о зр астаю т  в зон ах , где s ' < 0  (т. е. зоны  о б лач н о сти ):

(П )

Уравнения краевых условий на верхней границе атмосферы

dV
др р =  0

ди
др

Зд есь
dV ди дТ

р  =  0 

6)-

ds'
др р =  0

=  те)1р = о =  0;

(12)

за д аю т ся  в ур авн ен и ях  п арам етри че-др др ’ др др 
ски на последнем  расчетном  уровне; 5® —  поток солнечной р а д и а 
ции на верхню ю  гран и ц у  атм осф еры ; ко = ^ о  ^ ; Q

VQ
р = 0

p=pj (p j — д авл ен и е  на последнем  расчетном  у р о вн е).

У словие д л я  Q соответствует равен ству  уходящ его  излучения на 
верхней гран и ц е атм осф еры  излучению  на последнем  расчетном  
уровне с поправочны м  коэф ф иц иентом  g ' на поглощ ение слоем  а т 
м осф еры  в п р ед ел ах

Уравнения динамики термохалинного океана

dV
dt ■ w ■dV

dz 2a

2 m  c o s BV =  L q (p ) ■ 
pa

d -  dV 
dz   ̂ dz (13)
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д и
dt ■w dU

дг 2a ^ ^ 3  ( и ц ( и )  +  2Ысо8Ш =

pa 

dw  ,

d ~  dU.  
dz dz

К
й2

dz 2a ■' / I 2a 

dp

d r
dt

dS

4 г V I ■ A f ) + 4 г ^ J ф ) + ^ ^ =
d
dz dz a2.

dt 2a VL,{S) dS
2a U L , { S ) - r w ^ = =

d
dz + 4 - ^ 9  (5);dz

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

( p - 1 )  . 1Q3 =  2 8 , 1 4 - 0 , 0 7 3 5 Г - 0 ,0046972-) -

+  (0 ,802 -  0 ,0027') (5  -  35). (19)

З д е с ь  y = — Уф-гУе, t )  =  Уф-iUe — ком поненты  скорости течений

в океане; 7  —  тем п ер ату р а ; р — плотность воды ; 5  —  соленость. 
У равн ение (19) есть уравн ен и е состояния м орской воды  [3].

Т рудности  прим енения; сп ектральн ы х м етодов в изучении д и н а 
мики о кеан а  связан ы  со слож ной кон ф и гурац ией  береговы х линий. 
М . Е. Ш вец  п ред лож и л  за д а т ь  в рай о н ах  м атери ков  вязкость  д о ст а 
точно больш ой, а н ап р яж ен и я  касател ьн о го  трения, созд аваем ого  
атм осф ерой , равны м и нулю , чтобы  свести дви ж ен и я  гидросф еры  
в зоне м атери ков  к состоянию  покоя, тем  сам ы м  м одели руя в ги д ро
сф ере  кон ф и гурац ию  м атери ков . Точность такой  постановки  зад ач и  
будет о п ределяться  возм ож н остью  за д ат ь  ф ункц иональн о тензорное 
поле н ап ряж ен и й , бли зкое к нулю  в р ай он ах  гидросф еры  и стр ем я
щ ееся  к бесконечности в р ай он ах  м атери ков , причем  на гран и ц ах  
« м атер и к— океан» н ап р яж ен и я  долж н ы  во зр астать  подобно б -ф у н к
ции. Ч лены  A/i и Л 2̂ в уравн ен и ях  д ви ж ен и я  д л я  гидросф еры  оп реде
л яю тся  тензором  у к азан н ы х  н ап ряж ен и й . С ледуя  [4], за д ад и м  у к а 
занн ы й тензор в том виде, когда  его ком поненты  преобразую тся  н е
зави си м о  друг от д р у га  при проведении п р ео б р азо ван и я  вращ ен и я  
координ ат. Е сли ^

«11 «1 2 «13

«22 «23

«32 «3 3
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— тензор  н ап ряж ен и й , со зд аваем ы х  м атери кам и , то его и н в ар и ан т
ный относительно вращ ен и й  ан ал о г  будет

(20)

«11 -  г«21 - / ( « 1 2 - W 22) «11 — г«21 — i («12 +  '̂«22) «13 ^«23
«11 +  г«21 - ^ ( « 1 2 - Ш22) «11 +  ’̂«21 +  i («12 +  ’̂« 22) «13 '̂«23
«31 ' ^^32 «31 +  '̂«32 «33

В сф ерических ко о р д и н атах  тензор  (20) зап и сы вается  в виде

/Zcptp --- «09 «9? “Ь «ее ~ Щ т  ^«6г
«ср<р «ее ^0 0 - Щ г  +  Щ г • (21)

—«гТ — ^^^гЬ П п

К ом поненты  тен зо р а  (21) явл яю тся  линейны м и ф ункц иям и  со ста 
вляю щ их тен зо р а  скоростей деф орм ац и й , но с учетом  переменной 
вязкости . К ом поненты  (21) м огут быть введены  в уравн ен и я  д и н а 
мики вязко й  ж и дкости  по ан алоги и  с [11]. Т огда

7V, =  -

а2

д2
dV
дд

а

i

dw

dV

dw dV V

sin 0 d!f

I i dw  
' a  dz

sin 0 dtp  ̂

-  l7 c tg 0

6|X

dz

d0 ' sin 6 dl)  ̂

dix

+

(50 sin 0 d f  ^ (22)

N, =  -ар. i dw  1 i dw  1 , dU U
dz а Й0 1 sin 0 d f  j  ̂ dz  a +

dU i dU
^0 sin 0 d f

i dw  5[J- 
a dz

-UcigB d\̂ dv-
Й0 sin 0 df

dv-
de sin 0 d f (23)

где fx (0, Ф, z) —  вязкость , с тр ем ящ аяся  к  бесконечности в зоне м а 
тер и ка  и к  нулю  в гидросф ере.

Уравнения краевых условий на дне океана
d N  , I д Н \  .

V = U  =  0; w  =  ^

I Uki (д Н  
"Г 2а I d0

de
i

sin 0

' sin в d f  J

d H \  
d f  ) ’ (24)

где  Vh, Uh — зн ачен и я  скорости  на последнем  учиты ваем ом  уровне

 ̂ ^ дТ dS  ̂ дТ dS
в океан е; Я (0 , ф) —  рельеф  д н а ;  ̂ на по

следнем  уровне в о кеан е зад аю тся  парам етрически .
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Уравнения «ск лей к и » решений для  атмосферы и океана

W '  -  Л . 1 ( 1I dH
2 = 0--- dt 1 2a d0 I\ sin 0 d(f

, Ui ( i dC \
' 2a db\ sin 0 df )_ *

- ) +

(25)

В уравнени и  (25) зн ачен и я  V и U берутся на поверхности океан а.

dt  ' 4а \ [ L , [ v )  +  L , [ u ) ] d z  =  Q-,

l [P s [L d V )  +  L , m ^ у
2а  ^

i  dpsV  , г \  I Ut  (  dps i  dps  \ 1
^  (?в sin 0 dcf j  ^  2я d6 sin e d f  )  j  ’

w V i  /  д Н ,
op 2a ("d0 

Ui I d H ,

I d H ,
sin 6 dtp 

!!/ d H , \

+

dV
P- -̂dF

dU

2a у de sin 6 dtp j  ’ 

=  A ( - ^ 9 r - ^ e r ) S ;2 = 0

=  /i( - t)< p , +  rae,)S ; 

/<2).
г =  0 

dS_ _ _ 4 8 s

dp

P ~ P .
+  8X=̂ дТ

dz z = 0

ds'
dp

= - Г а Г 4 + ф  ( i _ D ;
p = p

dQ
dp =  Ф ( l - r ) ( l - 8 )  +  (Q p=ps ~

2 = 0’
V P = P = U P = P S  = 0 ;  Ф p=IOOO мб
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З д есь  — вы сота свободной поверхности о кеан а; 2 — глуби на по
следнего  расчетного  у ровн я  в океан е; ps — д авл ен и е  атм осф еры  
у поверхности З ем л и , при веденн ое к  уровню  м оря. В (27) п ар ам етр  
ин тегри рован и я  о ' =  pips  (и н теграл  в (27) р ассчи ты вается  по з н а 
чениям  неизвестны х н а  расчетны х у р о в н я х ). В еличины  — v̂ ,r— ivQr 
и — УфгН-Шег— ком поненты  тен зо р а  турбулен тн ы х н ап ряж ен и й  на

б ли ж ай ш ем  к  поверхности З ем л и  расчетном  уровне (ифг =  а ^ о ' ,

у0г =  у 'у р ;  Hs — вы сота рел ьеф а ; V, U —  эф ф ективны е линейны е 
ком бин ац ии  скорости на б ли ж ай ш и х  к поверхности З ем л и  р асчет 

ных уровнях; р —  ср едн яя  плотность во зд у х а  у Зем ли ;

1 на м оре,

,0  на су ш е.

и (i =  l , 2 ) — п ар ам етр ы  пограничного слоя; деф и ц и т точки
росы  н а  б ли ж ай ш ем  к зем ной поверхности расчетном  уровне; tWop — 
вер ти кал ьн ы е скорости, вы зван н ы е орограф и ей .

У равн ен и я  (28) п озволяю т о п ред елять  н ап р яж ен и я  к а с а т е л ь 
ного трения непосредственно из ком понент тен зора  турбулентны х 
н ап р яж ен и й  д л я  б ли ж ай ш его  к  океан у  уровня в атм осф ере. У р а в 
нение (29) п озво л яет  рассчи ты вать  изм енение солености в верхнем  
слое о кеан а  соответственно испарению . У равн ение (3 0 ), следуя а п 
робированной  в [2 , 1 2 ] м етодике, п озво л яет  учесть исп арен ие с по
верхности  м оря и суш и (Р ' — ф ункц ия исп аряем ости  [17]). У р авн е
ние теплового  б ал а н са  (31) в зято  в ф орм е, предлож енн ой  Е. Н . Б л и 

новой [8]. З д есь  Ф |р „ р  (1 —  Г) — приход  коротковолн овой  су м м ар 

ной р ади ац и и  к зем ной поверхности [17], г —  коэф ф иц иент серости 
(в первом  п ри ближ ении  при н и м ается  постоянны м  д л я  лю бой п о
верхности и ф акти чески  д о л ж ен  бы ть ф ункцией коорд и н ат  и в р е 
м ен и ), Хо—  коэф ф иц иент тем п ературоп роводн ости  возд уха , X* — 
коэф ф иц иент тем п ературоп роводн ости  воды , р ' —  плотность в о з
д у х а  у  зем ной поверхности, Г —  альбед о  поверхности  суш и и о ке
ан а. У равн ение (31) совм естно с уравн ен и ем  (33) яв л яется  к р а е 
вы м  условием  д л я  уравнени й  (4 ), (1 7 ), а уравн ен и е (32) есть к р а е 
вое условие д ля  уравн ен и я  (8 ). В ур авн ен и ях  (31), (32) величины

дТ дТ ^dQ ^ ~
~д^’ ~др' по значен и ям

и Q |p=.p и значен и ям  Т, Т, Q на б ли ж ай ш ем  к зем ной поверхн о

сти расчетном  уровне в атм осф ере и о кеан е с введением  п а р а м е т 
р и зац и и  пограничны х слоев.

Т аки м  о б р азо м , и зл о ж ен н ая  м одель явл яется  зам кн утой  п овеем  
неизвестны м  при условии за д ан и я  Г и Р ',  расчет  которы х из у р а в 
нений м атем атической  ф изики  пока не п р ед у см атр и вается . В м о
дели  введен а  п ростейш ая п ар ам етр и зац и я  пограничного слоя,
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к о то р ая  впоследствии  м ож ет быть уточнена введением  более д е 
тальн ого  учета  турбулентного  в заи м одей стви я  в пограничном  слое 
в р ам к ах  теории турбулентного, в заи м одей стви я  м еж д у  океаном  и 
атм осф ерой.

Р ассм атр и в аем ы е  уравн ен и я  зап и сы ваю тся  д л я  определенного 
числа уровней  по р  и z, д л я  этого производны е от неизвестны х по р 
и г  п ред ставляю тся  с пом ощ ью  ц ен тральны х разностей . П ри  а п 
проксим ации  использую тся уравн ен и я  краевы х  условий и условий 
«склейки». П олучен н ая  систем а уравнени й  от перем енны х t, б, ф 
реш ается  сп ектральн ы м  м етодом , бази рую щ и м ся н а  систем е обоб
щ енны х сф ерических ф ункций [5—-7, 13— 15]. Р ассм отри м  особен
ности прим енения спектрального  м етода к за д ач е  ци ркуляц и и  атм о 
сф еры  и океан а.

С п ектральн ое п ред ставлен и е  ф ункций [х, Ni, N2

В язкость , о п р ед ел яю щ ая  область  м атери ков  в гидросф ере, д о л 
ж н а  о б л ад ать  свойством  б -ф ункции, т. е. стрем и тся к  бесконечно
сти в рай о н ах  м атери ков  и к  нулю  в зоне океан а. Д л я  построения 
такой  ф ункции строится с н ач ал а  ф ункция

? ) ! > !  д л я  м атери ков,
• д л я  океан а.

М ( в ,  ср) =

Т огда где  (i =  2 6 > 0 .
П редстави в  М (6, ф) в виде р я д а  по 7^^ , получим (х с помощ ью  

повторного прим енения оп ер ато р а  п ерем нож ения р ядов  Y {х, z), т. е.
со I

М(в, f) =  2  I ,  тХ
'  1 =  0 п =  —1

где  ̂—  обобщ енны е сф ери ческие ф ункции, и
со ft со q

Г ( М , У И ) = 2  2  2
k =  0 s  =  —k q =  0 i  =  —q

ay k  CO q k - \ - q

2 1  2 ]  2  ^k, s^q,} 2  Я’ 0, 0, 0) X
k =  0 s  =  —k q =  0 j  =  —q l = \ k  — q\

Если

TO

Xc{k ,  q, l\ s, j ,  s - ( - y ) 7 to + / .

n'̂ on,
l  =  On =  - l

CO k CO q

2  2  2  2  0, 0, 0 ) М % ж Г / ,  (34J
k =  0 s = —k q  =  0 j = —q

2,2



\c{k, q, l\ s, y. б' +  У) при \k — q \ ^ l ^ k - \ - q ,
0 при s +  у ^ д ;  — +

c{k, q, l\ s, j, s+ j )  — коэф ф иц иенты  К л еб ш а— Г о р д ан а  [6], —

коэф ф иц иенты  р азл о ж ен и я  по ф ункции (в, ф) (6 =  1, 2, 4, 
8 , 1 6 , 3 2 , . . . ) .

Ф ункция М (0, ф)) м ож ет бы ть р а зл о ж е н а  в сходящ ий ся в ср ед 
нем р я д  по систем е обобщ енны х сф ерических ф ункций . А н ал о 
гично м о ж ет  бы ть р а зл о ж е н а  и ф ункц ия =  П о ф орм уле  (34 ), 
путем п оследовательного  прим енения оп ер ато р а  У к ф ункции М 
м ож н о рассчи тать  коэф ф иц иенты  по коэф ф и ц и ен там

Е сли  М (0, -ф) п р ед ставл яется  усеченны м  рядом  до I =  Li, то точное 
п ред ставлен и е  в кл ю чает  2dLi членов р я д а  по Рд .̂

Е сли
со I

=  2  2  N?,Ui)TLiO. Т).
l = l n  =  - l
о о  I

где

ТО

1~\ П — —1

с» fe ста ^

"1 ,’’. -  2  2  2  2
ft =  0 s — —kq = l j~ —q

q, /; О, 1, 1 ) Х

X dz
/
w dVq,} 1

й2 c[k, q, I- 2, - 1 ,  1 ) X

X -K (^  +  2 ) ( ^ - l ) ( ^  +  l ) ^  +

, Vq{q+\)  „ 1 Л nyJ- Л ^  q, /; 0, 1,
CO k  o o

< > . =  2  2  2  2  e
k = o  s  =  —k ? =  i J = —a

V 7 F + T T

X
-

dz wV.^-1— dF
dUq,j U„j

a I д2

c{k, q, I- 0, - 1 ,  - 1 ) X  

-c{k, q, I- 2, 1, - 1 ) X

X V { k  +  2 ) { k - \ ) { q  +  \)q U,,s^c.j + Yq{q + \)
X

Xc{k ,  q. I- 0, - 1 ,  - l ) ^ [ x , , ^ .

где Vi,n, Ui,n, Wi,n —  сп ектральн ы е ам плитуды  полей V, U, w.
3  Заказ № 641 3 3



Периодизация задачи по времени
П ри реш ении зад ач и  о м одели рован ии  динам ики  двух  сущ ест

венно разиои нерци онны х систем во в заи м о связан н о м  состоянии 
приходится стал к и ваться  с необходим остью  р еш ать  у равн ен и я  от
носительно некоторого периодического по врем ени дви ж ен и я  
в обеих, упом януты х выш е, средах .

В ведем  б езразм ерн ое  врем я
■z =  Qt,

где {То —  период кол еб ан и й ). О ператор  п реоб разуется

д
в оператор  и реш ение по врем ени будет искаться  в п ром е

ж у тке  0 ^ т ^ 2 я .  В веден и ем  перем енной т  н ал агаем  условие пери о
дичности колебан и й  атм осф еры  .и гидросф еры  с вы бран ны м  пери о
дом  Го. В п ред елах  п ери ода То колеб ан и я  с меньш им  периодом  учи
ты ваю тся, если искать  реш ение д л я  сп ектральн ы х коэф ф ициентов 
в виде ком плексного р я д а  Ф урье по перем енной т, причем р яд  
Ф урье д о лж ен  вклю чать  весь спектр необходим ы х врем енны х коле
баний с периодом , меньш им  То. Н ап ри м ер ,

J

}=0
где J оп ред еляет  м иним альны й период  ко л еб ан и я  по врем ени, к о 
т о р о й  необходим о учесть в реш ении. П ери од  Го вы би рается  таким  
о б р азо м , чтобы условие периодичности реш ения бы ло б ли зко  к  п ри 
родной реальности .

Усечение учитываемого спектра волновых возмущений

В практических, р асчетах  н еи збеж н о  приходится проводить 
в спектральны х м етодах  все операции с усеченны ми р ядам и . З а д а в  
в р я д а х  ограниченны й спектр учиты ваем ы х волновы х возм ущ ений, 
получаем  реш ение то ж е  в п р ед ел ах  взятого  спектра. П р о во д я  пе
риодизацию  зад ач и  по врем ени и оты ски вая периодические реш е
ния, о ставл яем  непериодическую  часть  реш ения з а  п ред елам и  учи
ты ваем ого  спектра. Т ак , перем н ож ен и е рядов  в нелинейны х член ах  
приводит к появлению  гарм оник , которы е не бы ли учтены  в усечен
ном по спектру  ряде.

П усть L — нелинейны й оператор  с квад рати ческой  нелинейно
стью, п редстави м ы й линейной ком би н ади ей  обобщ енны х сф ери че
ских ф ункций. Т огда

( N  I \  N  ' I

2  2  =  2  2  Кпти.п+
1 = \ , т \ п  =  —1 ■ /  , Z =  | m l n  =  — г

2 N  I .

+  2 ’ 2  'il’tiT'm.tf
■ l = : N + \ n  =  - l

ы



К оэф ф ициенты  Рг, n и уг, п, к а к  следует  из [7], м огут бы ть вы раж ен ы  
через коэф ф иц иенты  Щп и коэф ф иц иенты  К л еб ш а— Г ордан а.

Е сли , н ап рим ер ,

i ^  ( 4 г + Т1ГГ 4 г + +

то
N  k  N  Q

с (4 , ? . / ;  о, 1. 1 ) « , .р - . =  2  2  2  2  в
й =  0 s  =  —k q =  l  l  =  —q

+  V?J | ± J L g ( ^ ,  I. 1, 0, 1 ) 1 / , , , ^ . ;  +

d/;

+  +  g(^,  q, h - 1 ,  2,

где ,
_ _ | с ( й ,  / ,  s + y )  при s +  ;  =  ft; \k — q \ ^ l ^ N  q,

^“ 1 0 при s +  y ^ R ;  / < 1 ^  — r̂); / > ^ + / >Л/ ' ,

a Уг, „ в ы р а ж а е тс я  тако й  ж е  ф орм улой  с зам ен ой  0 р  н а  ©v, 
где

ic(k, q, 1-, S ,  j, s-\-j)  при s - | - y  =  «; N < l < , k - \ - q ,
""^“ 1 0 при s-\-j=^n\ 1 < N \  l>k~{-q .

ZN I
В еличина Dm= Л  Л  ^г, оп р ед ел яет  диссипацию  энер-

i=N+i и=-г
гии в сторону сп ектра  волновы х возм ущ ений, не учиты ваем ы х в усе
ченны х р яд ах . С ледуя  принципу осреднения уравнени й  по Р е й 
нольдсу, п олагаем , что Dm м о ж ет  бы ть линейно ап п роксим ирован о  
член ам и  уравнени й  динам и ки  атм осф еры  (о к е а н а ) , х ар ак тер и зу ю 
щ ими турбулентную  вихревую  вязкость.

У д овлетворяя  п рои нтегри рованны м  уравн ен и ям  ди нам ики , п олу
чаем

2тс 7С 2ti: 2тс тс
I  J  J  sin  9 й?6 flfcp =  I  f j*/Cm sin 6 й?0 fifcf rfT, (35)
О О О  О О О

где  ( m = l ,  0, — 1) — ком п онент векто р а  X  с ном ером  т:
Х  =  (1/, Т, U).

Тогда
--2N I J ; .

2  2  л, (т)^{я,(т)
n — —lj  =  0 /ос\Km---  iv I 7" ^

l=\m\n = —l j=0
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где Кт—^коэф фициент м акротурбулен тн ости  (индекс т у к азы в ает  
номер ком поненты  вектора X в операторе, описы ваю щ ем  ту р бу л ен т
н ость); п (т)— сп ектральн ы е ам плитуды  ком поненты  т в ек 

тора  X;
2тс 2х

в{, п, im) =  j  j  j  tm, n Sin 0 flf6 dx.
0 0

Т аки м  образом , н елин ейная апери оди ческая  диссипац ия эн ер 
гии м ож ет бы ть учтена и н тегрально  зад ан и ем  коэф ф и ц и ен та ви х
ревой вязкости  согласно ин тегральны м  соотнош ениям  типа (35). 
Т ак, определенны е коэф ф ициенты  турбулентной  вязкости  будут 
различны м и д л я  уравнени й  дви ж ен и я , переноса теп ла, влаги , соле
ности, что и соответствует п ри роде турбулентного  переноса разн ы х  
субстанций. С пом ощ ью  соотнош ений (36) у д ается  ин тегрально  
зам кн у ть  систем у определением  значений коэф ф ициентов м акротур- 
булентности.

К ром е того, н елин ейная диссипац ия энергии п оявл яется  в у р а в 
нениях (7) —  (9 ), (19), (24), (2 5 ), (27) —  (32). (Н ел и н ей н ая  дисси
пац ия в соотнош ениях (22)— (23) м о ж ет  бы ть учтена в уравн ен и ях  
д ви ж ен и я  уточнением  равен ств  типа (3 6 ).) Н о д л я  этих  уравнений 
м ож но пренебречь эф ф ектом  нелинейной диссипации, если в р я д ах  
учиты вается  достаточн о ш ирокий д и ап азо н  волновы х возм ущ ений. 
С ущ ественно важ н ы м  д л я  получения п рави льн ого  реш ения, я в л я 
ется, к а к  следует из [21], ф изически корректн о  обоснованное усече

ние рядов, описы ваю щ их скорости V, V, U, U при р асчете  д ви ж ен и я  
ж и дкости  в поле силы  К ориоли са. Ч лены  уравнени й  д ви ж ен и я  типа 
2© tcos0V ' и 2(o tcos6(7  при подстан овке в них рядов

1=1 fi=—i

^ = 2  2  Uunk^)T-xn,
l  =  \ n  =  - l

согласн о  ф орм уле [4],

Y{1 п +  \){l —п +  \){l +  т + \){l —т  +  \) ^ 1+\ I пт ^
( 2 / + 1 ) ( / + 1 )  1 т , п - Л -

I V(l +  ri){l — п) (I + т){1- т)
“ 1---------------------------1 ^21 -i f  1 ) --------------------  ^  m, n —  ^ ^ m, n i

при водят  к появлению  ф ункций 7^+^ и соответственно, кото
ры е не учиты ваю тся при принятом  усечении в р я д а х  д л я  У и {У. Д л я  
п роведения коррекции при усечении рядов  необходим о, к а к  следует 
из [21], р азр еш и ть  систем у сп ектральн ы х уравнени й  относительно 
н еизвестны х коэф ф ициентов усеченной части спектра.

36



В зяв  з а  основу уравн ен и я  геостроф ического д ви ж ен и я  

~ 2 (в /С 0 8 б 1 / =  -^ / ,б ( Ф ) ,

2 шг cos 9^7 =  4 - 4  (Ф)>

получим их сп ектральн ы е ан ал о ги  в следую щ ем  виде: 

п
—2(вг

(^ + 1 )

( / + l ) ( 2 /  +  3)
! / / ( / +  1) Ф

о ,.;Г гг  - r i  , JT Y{l +  r i ) { l - n ) ( l + \ ) ( l - \ )
Z(/ +  1) (2 Z -1 ) /

+  Ui + Un
y(l  +  n+ \) { , l -n+ \ ) ( . l  +  W

(/ +  l ) ( 2 /  +  3)
_  У ц г  +  1)

Ф ь« .

К а ж д а я  из вы писанны х систем  уравнени й  относительно сп ек тр ал ь 
ны х ам п ли туд  полей V я U мож ет, бы ть перепи сана в более удобном  
виде при следую щ их при няты х обозначен иях :

, - 2 < îY{l +  n){l-n){l  +  \ ) {L- \ )  .
(2i — \ ) l

B i . n = -

Cun =

( 2 / - 1 ) ,  

2m n

■2Ы Y ^l  +  n +  I) (I — n +  I) (I +  2) I
(/ -h 1) (21 +  3) ;

y ^ £ + l l
 ̂ a

Т огда д л я  каж до го  конкретного  п получим  систем у относительно 
коэф ф ициентов Vi, «:

В \ п \ , п  ^ 1« | ,  и  ^ \ п \ , п  я  1 4 - 1 .  п  п  ’

^\п \  +  1, пУ\п\,  в \n\-\-\, п^\п1 +  1, л ~Ь ^|л|4-1, л'̂ |̂п| + 2, и

^ |п |  +  2, л^ |л1  + 1, л '

=  ' |̂л| + 1®1л1 + 1. и’
■ ^ |л Ц -2 , л ^ |л ]Ц -2 , n +  ^ | f l | - f 2 ,  л ^ 1 л |-1 -3 , л =  

=  -^ |л |-Ь 2 ® |« Ц -2 -  л>

где L — м акси м альн ы й  индекс I в р яд е  д л я  Ф. О тносительно ко эф 
ф ициентов Ui, п м ож ет бы ть вы пи сан а ан ал о ги ч н ая  систем а.
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Р азр еш и в  указан н ы е  системы  относительно Уь+1,п и UL+i,n со 
ответственно, д л я  зам ы кан и я  системы  сп ектральн ы х уравнени й  д ви 
ж ен ия, при условии усечения сп ектра учиты ваем ы х возм ущ ений, 
достаточн о дополнить сп ектральн ы е у равн ен и я  относительно Уь, и 
v i U b , n  найденны м и зн ачен и ям и  V l -h , п  и U l +i ,

Р еш ен ие линейной трехди агон альн ой  системы  алгебраи чески х  
уравнени й  д л я  каж д о го  зад ан н о го  ин декса п м ож ет бы ть проведено 
с и сп ользован ием  м етода непреры вны х дробей. Е сли обозначи ть

+ п  . .

то последнее уравн ен и е системы  с трехди агон альн ой  м атрицей  
мож но зап и сать

A i. „ +  +  Q ,  „N, + 1, „ -  0,Ф,,  ,УТ^ =  О
Lfit

ИЛИ

А ь  « +  5 , .  „ +  Q .  „ЛА, + „ЛА,, „ -  y i L :, „ =  0.

Т огда путем неслож н ы х п р еобразован и й  получим

где
C,,n^L,n

N,  = -
" ^L-\,n^L-\,n ^L,ti

ДГ _  ^ \ n \, n I ^ \ n \ ^ \ n \ , n ^ \ t i \ , n
\̂n\,n ' C\n\,n

(расчет  дробей  п рои зводи тся до l =  n), затем

Настройка модели на реальные природные условия

В водим ой ф изико-географ ической  ин ф орм аци ей  в м одель я в л я 
ется:

1) ф ункция исп аряем ости  с зем ной поверхности, к о то р ая  х а 
р ак тер и зу ет  способность поверхности к испарению  вл аги  (эта  
ф ункция за д ае т с я  в коорд и н атах  т, 0, ф и п р ед ставл яется  набором  
сп ектральн ы х ам п л и ту д );

2) р асп ределен и е м атери ков  и океанов, м одели руем ое ф ункцией  
(1 (0, 'ф) или ее норм ированной ф ункцией 6 (0, ф);

3) ф ункц ия р ел ьеф а  д н а  Я (0 ,  ф) д л я  р асчета  кон ф и гурац ии  
подводны х течений в терм охали нном  океане;

4) гради енты  уа и у д ля  настройки  м одели  на реальн ую  тем п е
ратурную  стратиф икацию ;

5) поток солнечной р ади ац и и  на верхню ю  границ у  атм осф еры
5 е ( 0 , ф ) ;  ;
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6) альбед о  зем ной поверхности Г (6, ф, т), з а д а в а е м о е  набором  
коэф ф ициентов сп ектра^ ;

7) облачность, к о то р ая  рассчи ты вается  с пом ощ ью  эм пирически  
подобран ной  зави си м ости  полин ом иального  ви да и учиты вается  
в р асчетах  с помощ ью  коэф ф иц иентов /Со и X;

8) осадки , м одели руем ы е с пом ощ ью  эм пирической  зависи м ости
с (s ') ;

9) рельеф  зем ной поверхности, учиты ваем ы й в ниж нем  краевом  
условии д л я  W.

В м одели  единственной поглощ аю щ ей  субстанц ией  считается 
водяной пар . Э ф ф ект поглощ ения СОг и Оз не учиты вается , т а к  к а к  
не вы пи сы ваю тся уравн ен и я  ди ф ф узи и  СОг и б з . Н о в р асч етах  эм 
пирических зави си м остей  fi(s')  ( i = 2 ,  3) м ож ет быть учтено сред 
нее расп ределен и е СОг и Оз, что я в л яется  одним  из средств н а 
стройки на р еальн ы е природны е условия.

В м одели  при ним аю тся д л я  расчетов  потоков излучения у р а в 
нения переноса излучения, предлож ен н ы е Г. И . М арчуком  [2], где 
поток коротковолн ового  излучения п о л агается  прои н тегри рован 
ным по спектру; и счи тается , что м огут бы ть за д ан ы  необходим ы е 
эф ф екти вн ы е п ар ам етр ы . М од ели рован и е  процессов в призем ном  
слое в первом  п ри ближ ении  п рои зводи тся  в простейш ем  виде, но 
впоследствии  м о ж ет  бы ть уточнено н а  основе им ею щ ихся теорий 
пограничного слоя.

В м одели  исследую тся периодические дви ж ен и я , а все ап ери о
дические эф ф екты  д ви ж ен и я  и н тегрально  учиты ваю тся п л а н е т а р 
ной вязкостью . А налогично вы ходят з а  пределы  учиты ваем ого  
сп ектр а  дви ж ен и я , с периодом , меньш им  т / / ,  но т а к  к а к  /  м ож ет 
бы ть з а д а н а  прои звольно и огран и ч и вается  только  м ощ ностью  п ри 
м еняем ой  Э В М , то  м одель п озво л яет  учесть лю бой спектр вр ем ен 
ных колебан и й  в п р ед ел ах  вы бран ного  п ери ода То.

Н еобходим ость пои ска периодических реш ений, а не при м ен е
ние м етода устан овлен и я  в реш ении за д ач и  К ош и объясн яется  
трудн остью  реш ения за д ач и  Кош и совм естно д л я  д вух  р азн о и н ер 
ционны х систем  (атм о сф ер а  и о к е а н ). К ром е того, периодические 
реш ения позволяю т и сследовать  врем енны е колеб ан и я , в то врем я 
к а к  м етод  устан овлен и я  д ает  в р езу л ьтате  реш ения некоторое одно 
устан ови вш ееся  состояние ко лебан и й  и не п о зво л яет  исследовать 
годовой  ход  колебан и й  элем ентов  дви ж ен и я .

Решение системы спектральных уравнений

В сл у чае  реш ения периодической за д ач и  в качестве  сп ек тр ал ь 
ны х уравн ен и й  будет не си стем а обы кновенны х д и ф ф ерен ц и альн ы х  
уравнени й  с квад рати чн ой  нелинейностью , п ри н ятая  в р аб о тах  [6,

' Альбедо облаков учитывается коэффициентом X в уравнении переноса 
коротковолнового излучения. Поверхность облаков считается абсолютно белой 
и не учитывается эффект поглощения коротковолновой радиации, т. е. атмо
сферу предполагаем средой абсолютно пpJЗзpaчнoй для коротковолнового излу
чения со свойством отражения его от поверхности облаков.
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19, 20], а си стем а нелинейны х ал гебраи чески х  уравнени й  того ж е 
типа нелинейности и п о р яд ка . Д остаточн о  больш ой п орядок  си 
стемы  п озво л яет  прим енить д л я  ее реш ения только  м етод  простой 
итерации  и и склю чает возм ож н ость прим енения более точных м е
тодов, ти п а  м ето д а  Н ью тон а или м ето д а  н аи скорейш его  спуска.

О ценив п орядок  коэф ф ициентов сп ектра в алгебраи чески х  
сп ектральн ы х  уравн ен и ях , м ож но построить специальны й и тер ац и 
онный, достаточн о  бы стро сходящ ий ся процесс, в котором  и тер а 
ционном у при ближ ению  п одвергаю тся  только  относительно м алы е 
члены , ти п а  нелинейны х членов в уравн ен и ях  дви ж ен и я , то гд а  как  
р авн ы е по абсолю тной величине нелинейны е и линейны е члены 
в ур авн ен и ях  при тока теп л а  и диф ф узи и  учиты ваю тся точным р е 
ш ением линейны х ал гебраи чески х  систем. С труктура  общ ей си 
стемы  сп ектральн ы х уравнени й  так о в а , что п озволяет  построить 
и терационны й процесс н а  реш ении р я д а  линейны х подсистем  по; 
р я д к а  не более L{L +  2)J,  где L —  наи больш ий верхний индекс 
сум м и рован и я  в р я д а х  по обобщ енны м  сф ерическим  ф ункциям  
T̂  ̂  ̂ аппроксим ирую щ их неизвестны е.

Н е о стан ав л и в аясь  н а  способах  построения н ачальн ого  п ри бли 
ж ен и я  и не в д ав а я с ь  в гром оздки е д етал и  сп ектральн ы х у р ав н е 
ний, и злож им  вкр атц е  последовательны й ход  итерационного  про
цесса  при реш ении системы  нелинейны х уравнений.

Т а к  к а к  уравн ен и я  д л я  о к еан а  по своей спектральн ой  структуре 
имею т м ного общ его с уравн ен и ям и  д л я  атм осф еры , то излож ение 
м етода реш ения приведем  прим енительно к спектральны м  у р а в н е 
ниям  д л я  атм осф еры .

П усть
L  I

2  < п Ь ) т и ^ ,  ?)
t-O 

L  I

2  T)
l  — \ n  =  — l 
L I

( / ^ = 2  2  T) (37)
l  =  l n  — — l 

L . I
^ ‘' = 2  2  sinb)Tin{^, i)

t = O n  =  - l  
L I

® ‘" = 2  2  cp)l = On = -l
(<i — номер уровня no в ер ти к ал и ).

Н еизвестны е коэф ф ициенты  в р я д а х  (37) определяю тся н аб о 
ром сп ектральн ы х коэф ф ициентов в р я д а х  типа

ф . % = 21=̂ 0
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П о л а гая  |  равны м  н ом еру итерацион ного  п ри бли ж ен и я , реш аем  
следую щ ие системы  линейны х алгеб раи ч ески х  уравнени й  [6]:

а) сп ек тр ал ьн ая  ф о р м а у р авн ен и я  статики

1̂,пЛ 1,п,ч R Qd,j
---------- щ , ---------- (38)

(Др —  ш аг по коорди н ате  р )  п р ед ставл яет  собой р я д  систем п о
р я д к а  D , где D  =  ra a x d , с д вухди агон альн ой  м атри ц ей  д л я  к а ж 
дого эл ем ен та  сп ектр а  с ин дексам и  /, щ

б) сп ектральн ы е ф орм ы  уравн ен и й  д ви ж ен и я

п У{1 + П+\ ) {1- П+\ ) {1 + 2)1
l jVi ,n,b— У1+ипЛ-------------- (21 +  3) (/Т Т )

d.i У(г +  «) {1-п)  (/ +  ! ) ( / - ! )

i J U t l 5-1

rd,J

V l ( l  +  \)
а

■ 2(вг t /z  +  l, п, 5 -

п 
+  1)

lA /( / +  i)

(39)

Y  jl +  n +  ! )(/ — n +  !)( / + 2)1 
(2l +  3 ) { L + l )

Vji  +  n) ( г - п ) ( /  +  1 )(г-~Г)
(21—I) I 

+  xt’i i - u (40)

где  ^_^и x f  ^ сп ектральн ы е ам плитуды  нелинейны х ч ле

нов в у р авн ен и ях  д ви ж ен и я  совм естно с член ам и , описы ваю щ им и 
эф ф екты  турбулентности , рассчи тан н ы е по преды дущ ем у п ри бли 
ж ению . (В  систем е (3 9 )—^ (̂40) зн ачен и я   ̂ получены  из р е 

ш ения систем (3 8 ). К оэф ф ици ен ты  x f’,f . н а  оди н -два п о р яд ка

м еньш е основны х членов системы . С истем ы  (39) —  (40) р а зб и в а 
ю тся на L— 2 линейны е подсистем ы  п оряд ков  от 3 до  L с тр ех 
ди агон альн ой  м атр и ц ей );

в) сп ек тр ал ьн ая  ф о р м а уравн ен и я  неразры вн ости

-  { v t : U + u i : U )2 Ар 2а

‘(систем а (41) м о ж ет  бы ть реш ен а аналогично  систем е (3 8 )) ;

(41)
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il l i e
ft =  0 s  =  — й ^  =  1 l  =  —q

г) спектральная ф орм а уравнения притока тепла

c{k, q, I, 0, 0, G)wt’Xi_X

X
/ od + \,j erf—1,/ \

г , £ - 1  7a — Т
2Lp -RStlir. +

q, I- 0 ) { v t J s , , S t U ^

+  ( - 1 )
l - k  — q

u t L ^ i l d ( Д р ) 2

/ + l  +  prf\2 . rf,,.
------о------ 1.0;, « ,5 -1  —

g (42)
Cp 2Aj3 ^  Cp

С п ек тр ал ьн ая  ф орм а д л я  у равнени я  деф ицита точки росы а н а л о 
гична. В системе (42) по преды дущ ем у приближ ению  вы числяю тся 
только  производны е по вертикали  первого и второго порядка, что 
позволяет свести рещ ение системы (42) к линейной систем е по
р я д к а  L̂  + 2L, которая  м ож ет быть разр еш ен а  м етодом дробления 
м атри цы  системы  н а клетки.

А налогично строятся  итерационны е ф орм улы  д л я  уравнений пе
реноса излучения и уравнений «склейки» реш ений, которы е т а к ж е  
допускаю т последовательны е разб и ен и я  н а  подсистемы  линейны х 
уравнений д л я  определения соответствую щ их неизвестны х.

П ри достаточно точном начальном  приближ ении такой  про
цесс реш ения потребует сравнительно небольш ого числа итераций 
(2— 3), причем к а ж д а я  итерация  несет в себе соответствую щ ее 
уточнение ф изической части расчета.

К л ассиф икац ия  периодических реш ений

К ласс  исследуем ы х колебаний  а т м о с ф е р ы 'и  гидросф еры  о гр а 
ничивается зад ан и ем  периода Го. Если Г о = 1  год, то ци ркуляция 
п олагается  периодически повторяю щ ейся в течение годовы х перио
дов. Е сли  ж ел ател ьн о  исследовать м ноголетние колебания, то пе
риод надо  соответственно увеличить. В клю ченны е в м одель коле
б ан и я  по врем ени ограничиваю тся задан и ем  и н д е к с а '/ ,  и д ля  вклю 
чения в рассм отрение бы стропротекаю щ их процессов (в пределах  
суточного хода) индекс /  д олж ен  быть в зят  достаточно больш им; 
если Го =  1 год, то 7 = 3 6 5 . Н о д ля  исследования, процессов с сезон
ным ходом, если Г о = 1  год, /  =  5 -т-6. Выбор Г о = 1  год о п р ав д ы в а
ется яр ко  вы раж енной  в природе годовой цикличностью  основных 
черт динам ики  атм осф еры  и гидросф еры . Т огда естественно вну
три  периода Го изучать только  клим атические колебания атм о 
сф еры  и океан а, которы е повторяю тся периодически каж ды й  год 
(располож ени е основных центров действия атмосф еры , н ап р ав л е 
ния океанических течений). З а д а в ае м ы е  в модели поля Г (0, ф, т ) '
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Г (6, т , ^) =  il 2 ( 2  т).
l = 0n=:- l \ ]  = 0 У

Д ля расчета коэффициентов разлагая по системе функций

функции Г (Тг, 0, ф) ДЛЯ различных Xi из промеж утка ( 0 , 2 л )

и принимая Го =  1 год, определяем таблично заданны е наборы  
функций Гг, п (т). Затем , применяя обычную методику разлож ения  
в ряды Фурье, получаем
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л. p. РАКИПОВА, л.  К. ЕФИМОВА

Ч И С Л Е Н Н Ы Е  Э К С П Е Р И М Е Н Т Ы  ПО М О Д Е Л И Р О В А Н И Ю  
Ц И Р К У Л Я Ц И О Н Н О Г О  и  Т Е РМ ИЧ ЕСК ОГО  Р Е Ж И М А  

З И М Н Е Й  М Е ЗО С Ф Е Р Ы

А тм осф ера, п рости раю щ аяся  на ты сячи  ки лом етров от зем ной 
поверхности, очень неоднородна по своем у строению  и свойствам . 
Р азл и ч н ы е  слои атм осф еры  — троп осф ера, стратосф ера, м езосф ера, 
терм осф ера  — отли чаю тся д руг от д р у га  х ар актер о м  общ ей ц и р ку 
ляц и и  и терм ическим  строением . О дна из основных причин этого 
разл и ч и я  —  особенности пространственного  и врем енного р асп р ед е
лен и я  источников и стоков теп ла в к аж д о м  слое.

И з всех слоев по своем у верти кальн ом у  терм и ческом у строе
нию н аи более  бли зкой  к троп осф ере яв л яется  м езосф ера . Э тот 
слой расп олож ен  н а  вы сотах  50— 85 км, и  его х ар актер н о й  особен
ностью  яв л яется  падение тем п ературы  с высотой. П о этой причине 
м езосф еру  ин огда н азы ваю т «второй тропосф ерой».

Н о по другим  своим свойствам  м езо сф ер а  резко  отли чается  
к а к  от тропосф еры , т а к  и от други х  слоев атм осф еры . П р еж д е  
всего здесь  необы чен годовой ход тем п ературы . В ерхн яя  часть  
м езосф еры  —  м езо п ау за  (80— 85 к м ) — явл яется  сам ы м  холодны м  
атм осф ерны м  слоем . Л етом  зд есь  тем п ер ату р а  п он и ж ается  до 
— 100, — 130° С. С толь ни зки х тем п ератур  в зем ной атм осф ере 
больш е нигде нет. А зим ой верхн яя  половина м езосф еры  теплее, 
чем летом . Д л я  полярной м езоп аузы  разн ости  зим них и летних 
тем п ератур  дости гаю т 100° С.

П о этой причине в зим н ей  м езосф ере  тем п ер ату р а  у вел и ч и ва
ется от эк в ато р а  к полю су, а в летней, н аоборот, у б ы вает  от э к 
в ато р а  к  полю су. П р ав д а , щ иротны й ход  летом  вы р аж ен  слабее, 
чем зимой.

С ледую щ ей х ар актер н о й  особенностью  терм ического  реж и м а  
м езосф еры  я в л яется  его зави си м ость  от уровня солнечной актив- 
йости. Т ак , в период М Г Г  ам п л и ту д а  годового хода тем п ературы  
в полярной  м езосф ере с о став л я л а  70° С, а в период М Г С С  — 
только  45° С [4].

Т еоретических работ , в которы х и сследовали сь  бы особенно
сти терм и ческого  и динам ического  р еж и м а  м езосф еры , пока очень^ 
нем ного. О дной из первы х яв л яется  р аб о та  К ел л о га  [7], в к о -‘
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торой он п рои звел  ориентировочную  оценку п ри тока теп ла , с в я за н 
ного с реком би н ац и ей  атом арн ого  ки сло р о д а  в м езосф ере и по
к а за л , что этот приток м о ж ет  ском п ен сировать ради ац и он н ое  вы 
х о л аж и в ан и е  м езосф еры  за  счет углекислого  га за . В дальн ейш ем  
этот р езу л ь тат  бы л п одтверж ден  расчетам и  реком бинационной 
энергии с учетом  верти кальн ы х  дви ж ен и й  воздуха  [11], а т а к ж е  
эф ф ек тов  м о л еку л яр н о й  и турбулентной  ди ф ф узи и  [1].

П опутно следует отм етить, что роль  атом арн ого  ки слорода 
(в которы й п р ев р ащ ается  м олекулярн ы й  ки слород  вы ш е 100 км 
под действием  у льтраф и олетовой  солнечной ради ац и и ) весьм а в е 
л и к а  и в други х  явлен и ях  и процессах , прои сходящ их в атм осф ере.

А том арн ы й  ки слород  легко  вступ ает  в реакц и ю  с м етан ом , в р е 
зу л ь тате  которой о б р азу ется  водян ой пар . П оследний, вероятно, 
яв л яется  одной из причин о б р азо в ан и я  серебри сты х об лаков , в о з
никаю щ их летом  в м езосф ере.

З атем  м ож н о  п редп олож и ть, что атом арн ы й  ки слород  м о ж ет  
взаи м о д ей ство вать  с углеводородны м и и водородны м и соединени
ями не только  естественного, но и искусственного происхож дения, 
поп адаю щ им и в верхние слои атм осф еры  из тропосф еры . П оэтом у  
сущ ествует м нение, что он м о ж ет  вы полнять роль интенсивного 
очистителя атм осф еры . В н асто ящ ее  врем я основным источником 
загр я зн ен и я  атм осф еры  счи тается  топливо. Н о во все геологи че
ские эпохи сущ ествовал  более  м ощ ны й ф актор  загр я зн ен и я  а т м о 
с ф е р ы —  вулкан ы . И  если з а  м иллион ы  лет вы брош енны е в у л к а 
н ам и  м ассы  углекислого  и сернистого газов , на м ного п орядков  
превы ш аю щ ие м асш таб ы  соврем енного  искусственного за г р я зн е 
ния, не сд ел ал и  атм осф еру  непригодной д л я  ж и зн и , то  это, по-ви
дим ом у, м ож н о объясн и ть тем , что зн ач и тел ьн ая  часть  их бы ла 
н ей тр ал и зо в ан а  в верхних слоях  атм осф еры  посредством  хим иче
ских р еакц и й  с атом арн ы м  кислородом .

Н екоторы е и сследователи  ответственность з а  необы чны й теп 
ловой  реж и м  м езосф еры  и м езо п ау зы  в о зл агаю т  н а  углекислы й 
газ. В д ал ек о й  и н ф ракрасн ой  области  сп ектр а  м олекулы  СОг 
им ею т интенсивную  полосу поглощ ения (15 м к м ), ко то р ая , к а к  и з 
вестно, в спектре собственного излучения атм осф еры  д ае т  д л я  
м езосф еры  н аи больш ий тепловой  эф ф ект . Б ы ли  прои зведены  м но
гочисленны е попы тки теоретически  рассчи тать  скорость н а гр е в а 
ния и о х л аж д ен и я  атм осф еры , определяем ую  углекислы м  газом . 
Н а  к аф ед р е  ф изики  атм осф еры  Л ен и н градского  уни верси тета  у д а 
лось вы полнить эти расчеты  с достаточн ой  полнотой и точностью  
[5, 6]. П ри  этом  вы яснилось, что процессы  поглощ ения и и зл у ч е
ния р ад и ац и и  углекислы м  газом  в м езо сф ер е  протекаю т так , что 
они не м огут  бы ть причиной у казан н ы х  особенностей теплового  
р еж и м а  м езосф еры .

Д р у ги е  и сследователи  считаю т, что ни сходящ ие дви ж ен и я  в о з
д у х а  н ад  полю сом м огут привести к ади абати ч еском у  р азо гр еву  
зим н ей  полярной  м езосф еры .

П ервое полное теоретическое исследован и е ци ркуляцион ного  и 
терм и ческого  р еж и м а  м езосф еры  с пом ощ ью  уравн ен и й  гидро- и
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терм один ам и ки  бы ло вы полнено Л и ови  [8]. Он получил качественно 
п рави льн ы й ш иротны й ход тем п ературы  в зим ней м езосф ере. 
Н о зави си м ость  тем п ературы  м езосф еры  от солнечной активности 
с помощ ью  схемы  Л и ови  исследовать нельзя . Это м ож н о сделать 
при пом ощ и схемы, к о то р ая  учиты вает химический приток тепла, 
обусловленны й реком бинац ией  атом арн ого  ки слорода. Д ел о  в том , 
что о б р азо ван и е  атом арн ого  ки слорода  в полярной ионосф ере м о 
ж ет  бы ть св я зан о  с процессам и, вы зы ваю щ ими, полярны е сияния 
[1], интенсивность которы х, в свою очередь, зави си т от уровн я  со л 
нечной активности .

Ч исленны е эксперим енты , п оставлен ны е нам и, им ею т целью  
и сследовать  основны е закон ом ерн ости  терм ического и ц и р ку л яц и 
онного р еж и м а  м езосф еры  и влияни е на него разли чн ы х притоков 
тепла., К н астоящ ем у  врем ени вы полнены  численны е эксперим енты  
по терм и ческом у и циркуляцион ном у реж и м у  зим ней м езосф еры . 
Н и ж е д ается  подробное и зл о ж ен и е  этих  работ.

К ак  известно, сущ ественны м  отличием общ его х а р а к т е р а  ф и зи 
ческих процессов, происходящ их в м езосф ере, от х а р а к т е р а  п ро
цессов в стратосф ере  и тропосф ере я в л яется  тесн ая  связь  р а д и а 
ционных и динам ических  ф акторов  с хим ическим и и ф отохим и
ческими. Т ак , круп н ом асш табн ы е атм осф ерны е дви ж ен и я , 
в значительной  м ере оп ределяем ы е распределен ием  ради ацион ны х 
притоков теп ла , в свою очередь, через тем п ер ату р у  вли яю т на ин
ф р акр асн о е  излучение атм осф еры , а т а к ж е  с некоторы х вы сот со
п ровож даю тся  изм ен ен иям и  кон центраци й  хим ически активн ы х г а 
зов к а к  вследствие м еханического  п ер ерасп ределен и я  по высоте, 
т ак  и в р езу л ьтате  различны х хим ических реакц ий. Эти изм енения 
в случае  экзотерм и чески х  р еакц и й  со п ровож даю тся  вы делением  
энергии (реком бинационной, н ап р и м ер ).

Р езк о е  повы ш ение тем п ературы  в зим ний период происходит 
в услови ях  отсутствия ультраф и олетового  солнечного излучен и я 
(п о л я р н ая  ночь) и при наличии чистой ради ац и он н ой  потери теп ла 
слоем , обусловленной терм ическим  излучением  углекислого  га за  
(равн ой , по некоторы м  оцен кам , 10“  ̂ вт/г) и озона. Т аким  образом , 
ф ак т  сущ ествования теплой зим ней полярной  м езоп аузы  о б ъ яс 
нить ради ац и он н ы м и  причинам и невозм ож но. С ледовательн о , надо  
н ай ти  источники дополнительной энергии, получаем ой этим  слоем, 
кото р ая  ком п ен си ровала бы р ади ац и он н ое о хлаж д ен и е  и обесп е
чила бы дополнительное нагреван и е.

О дним из таки х  притоков вы ш е 65 км явл яется , к а к  у ж е  уп о
м ин алось, т а к  н азы ваем ы й  хим ический при ток теп ла , связан н ы й  
с вы делением  энергии  при экзотерм и ческой  реком бинац ии  а т о м а р 
ного ки слорода в процессе тройного соударен ия:

О +  О +  М  — 0 2  +  М  +  5,1 э в .

Х имический приток стан овится  эф ф ективны м  лиш ь при наличии 
в слое нисходящ их потоков, которы е переносят .атом арн ы й  ки сло
род, содерж ащ и й ся  на вы соких уровнях, в более плотны е слои, где 
с увеличением  плотности резко  в о зр астает  вероятн ость тройного  ^
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соударен и я , а следовательн о , и величина хим ического при тока 
теп л а  [7].

Н а  основе эксп ери м ен тальн ы х дан н ы х об и зм ерени ях  интенсив
ности и энергии  корп ускулярн ы х потоков в полярны х сияниях 
в р аб о те  [1] сделано  заклю чени е, что воздействи е частиц  п о л я р 
ных сияний (главн ы м  о б разом  электрон ов) экви вален тн о  наличию  
в слое источников ионов определенной интенсивности. Д а л е е  по
казан о , что в р езу л ьтате  вторичны х хим ических реакц и й  в этом 
слое о б р азу ется  атом арн ы й  ки слород , количество которого зави си т  
от врем ени прохож дени я воздуш ной м ассы  через слой, где корп ус
ку л яр н ы е потоки теряю т основную  часть  своей энергии. З атем  п р о 
изведен  р асчет  р асп ред елен и я  по вы соте вы деляю щ ей ся  реком би-

h пм

Рис. 1. Химические притоки 
тепла, рассчитанные, без учета 
эффекта турбулентной диффу

зии.
/ )  л ( 0) = 2 - 10”  С М - ® ,  ш = Ь , 5  с м / с е к . ;  
2) « ( 0 = 4 - 1 0 " ,  ш =0 ,5 ; 3) п (0 )  =
= 6 - 1 0 " ,  ш =0 ,5 ; 4) л ( 0 ) = 2 - Ш 'Ч  ш =  

=  0,2; 5) п ( 0 ) = 4  -10 ” , ш =0,2.

национной энергии  в слое 70— 100 км, причем бы ли учтены  верти 
кальн ы е д ви ж ен и я  во зд у х а  и эф ф екты  м олекулярн ой  и ту р б у л ен т
ной диф ф узи и . В дальн ей ш ем  по полученном у в [1] алгоритм у 
б ы ла со ставл ен а  п р о гр ам м а  р асчета  р асп ред елен и я  по вы соте кон^ 
цен траци и  атом арн ого  ки слород а  и вы деляю щ ейся р еко м б и н ац и 
онной энергии. Р езу л ь таты  расчетов  п редставлен ы  н а  рис. 1 (слу^ 
чай  м олекулярн ой  ди ф ф узи и ) и рис. 2 (учтен эф ф ект  турбулентной  
диф ф узи и  с коэф ф и ц и ен там и  турбулентности  10® и 2 - 10® см^/сек.); 
П ри  р асч етах  вар ьи р о вал и сь  следую щ ие п ар ам етр ы : в ер ти кал ьн ая  
скорость опускания воздуш ной м ассы  w (д ля  кривы х на рис. 2 а 
да =  0,2 см /сек., н а  рис. 2 б да =  0,5 см /сек .), коэф ф иц иент ту р б у 
лентной ди ф ф узи и  Км  кон ц ен трац и я  атом арн ого  ки сло р о д а  /г (О ) на 
исходном уровн е 105 км . К а к  видно из рисунков, величины  хим иче
ского при тока теп л а  qx в зависи м ости  от при няты х п ар ам етр о в  к о 
леблю тся  от 10“  ̂до  10“  ̂вт/г, т. е. по п о р яд ку  величины  сравним ы  со 
скоростью  ради ацион ного  о х л аж д ен и я  слоя и потом у долж н ы  вн о
сить существенньШ  в к л а д  в его терм ический и динам ический  реж и м .

П оэтом у  п р ед ставл яет  интерес изучить влияни е этого м езосф ер- 
ного п ри тока на ц и ркуляцию  и Термический реж и м  м езосф еры . Д л я
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реш ения этой зад ач и  бы ла  р ассм о тр ен а  д ву х м ер н ая  схем а ц и рку
ляции  в м еридиональн ом  р азр езе , п р ед л о ж ен н ая  Л и ови  [8].

В этой схем е з а  основу берется  систем а уравнени й  динам и ки  
атм осф еры  д л я  осредненны х по ш иротны м кругам  величин со
ставляю щ и х  скорости  ветра, тем п ературы  и геопотенци ала, з а п и 
с ан н ая  в логари ф м и ческо-и зобари ческой  сф ерической  систем е к о 
о рди н ат  и вклю чаю щ ая  у равн ен и я  дви ж ен и я , статики , н ер азр ы в 
ности и при тока теп ла. Р ад и ац и он н ы й  приток теп л а  в этой  схеме 
скл ад ы вается  из поглощ ен ия солнечной ради ац и и  Оз и и н ф р ак р ас 
ного излучения в 15-мкм полосе С О 2. И сходн ая  систем а д ал ее

Рис. 2. Химические притоки 
тепла, рассчитанные с уче
том эффекта турбулентной 
диффузии для ш = 0,2 см/сек- 

{а и w =0 , 5  см/сек. (б).
1) я ( 0 ) = 4 - 1 0 "  см-=, к =
=  10® см^/сек.; 2) п ( 0 ) = 4 - 1 0 " ,  
/<=2-10®; 3) л ( 0 ) = 2 - 1 0 " ,  К =
-10®; 4) л ( 0 ) = 2 - 1 0 " ,  К=2-10«;  
5) л ( 0 ) = 6 - 1 0 " ,  i(=2-10®;

6) n(0)=6 • 10». X=IO«.

7 J 1 3 5 7 9д-Ю-^вт/г

у п р о щ ается  путем р я д а  п р ео б р азо ван и й  (переход  к безразм ерн ы м  
перем енны м, р азл о ж ен и е  иском ы х величин в р я д  по степеням  м а 
лого  п ар ам етр а  Е, введение ф ункции то ка) и сводится к реш ению  
линейного д и ф ф ерен ц и альн ого  уравн ен и я  2-го п о р яд ка  в частны х 
прои зводн ы х с постоянны м и коэф ф иц иентам и  относительно ф ун к
ции то ка  [8].

Э то уравн ен и е реш ается  с учетом  поставлен ны х граничны х 
условий м етодом  представлен и я  иском ы х величин в виде рядов  по 
ф ункц иям , специ ально вы бран ны м  таки м  образом , чтобы  м ож н о 
бы ло произвести  разд ел ен и е  перем енны х. С хем а Л и ови  б ы ла р е а 
л и зо в ан а  на Э В М  М -220 с некоторы м и уточнениям и [2].

В р аб о те  [2] бы ло прои зведено полное р азл о ж ен и е  поля п ри 
то к а  теп л а  в р яд  с больш им числом гарм он и к  (Л и ови  ап п рокси 
м и р о вал  приток тёп ла только  одной гарм оникой с эм пирически 
п одобран ны м  коэф ф и ц и ен том ), д ан  вы вод ф орм улы  д л я  коэф ф и ц и 
ентов р азл о ж ен и я . П роизведенны е расчеты  п о к азали , что полу-  ̂
ченный р я д  бы стро сходится. К онф игураци я поля при тока теп л а
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п ер ед ается  р азл о ж ен и ем  достаточн о хорош о при учете 10 членов 
р яд а . З а д а ч а  учета  в схем е хим ического при тока теп л а  бы ла  р е 
ш ена следуюш;им образом .

А налиЗ ' рассчи танн ы х верти кальн ы х  проф илей  хим ических при
токов  теп л а  <7.-к д л я  р азн ы х  величин /г (О ) и k позволи л  ап п рокси 
м и р о вать  их линейной ф ункцией вы соты  и верти кальн ой  скорости:

д̂ , =  { а ^ Ы ) т .  (1)

Зд есь  W и Z  —  б езр азм ер н ы е  в ер ти к ал ьн ая  скорость и вы сота, в в е 
ден ны е в [8]. К оэф ф ици ен ты  линейной ап п рокси м ац и и  а, Ь н ах о 
ди ли сь из реш ения системы  линейны х алгеб раи чески х  уравнени й  
ви д а  (1) д л я  разли чн ы х  верти кальн ы х  проф илей  qx- С ущ ественной 
особенностью  введенной ап п рокси м ац и и  я в л яется  зави си м ость  qx 
от  верти кальн ой  скорости  опускания воздуш ны х м асс. Э та  з а в и 
сим ость п о к а за н а  н а  рис. 2 а  и 2 б, из которы х видно, что при 
прочих равн ы х  услови ях  увеличение верти кальн ой  скорости  (от 
0 ,2  c м ^ e к . д л я  кривы х н а  рис. 2 а  до  0,5 см /сек. д л я  кривы х н а  
рис. 2 б) ведет к  увеличению  хим ического при тока теп ла.

Зап и ш ем  систем у б езр азм ер н ы х  уравн ен и й  Л и ови  [8] с у ч е
том  хим ического п ри тока тепла:

I «1 — ‘̂1 = 0.l a . H - - :

dUi I
dZ I I Г2 j№  =  0 ) дГ

(2)

(3)

(4)

(5)

гд е  Z, Y, X — б езр азм ер н ы е  коорди н аты ; ui, vi, wu Ti, qi —  б е з р а з 
м ерн ы е зо н а л ь н ая , м ер и д и о н ал ьн ая  и в ер ти кал ьн ая  составляю щ и е 
скорости  ветра, т ем п ер ату р а  и внеш ний ради ац и он н ы й  приток

т е п л а  [8], св язан н ы е с ко о р д и н атам и  ф, я ( р ) = — Н\п —  ,  ̂ и со
_  __ _________ _ ____________  ps

средн и м и  зн ач ен и ям и  и, v, w, Т, q исходной систем ы  уравнени й  
д в и ж ен и я  стати ки  и при тока теп л а  [8] следую щ им и соотнош ени
ям и:

Z  =  y  =  sintp, t  =  at, w =  {H6)~'^w,
и =  (2Qa)~‘ (c tg  cp) M, t; =  (ao)”  ̂(c tg  cp) v, 

r =  {2Qa)-^RT\  Го (^) +  Г* (cp, f), q =  Rq^,

Й =  « j S - J - «22^ +  . . -И =  ■UiS- } - 4 -  . . ., W  =  W iZ - \~ W 2 & ^ - \ -  . . . .  

q =  4г,е, r =  Tie +  -j- . .
s =  m ax I ^  I =  (4й 2|я2д^ ^ )-1  m a x ) |,
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где qi —  ам п ли туд а  внеш него н агр еван и я ; —  коэф ф и ц и 
енты, характеризую ш ;ие турбулентную  вязкоетв ,' —  коэф ф ици-
ент ап п рокси м ац и и  внеш него п ри тока теп л а  [81; Rs =  

RTo dTo
—  п ар ам етр  статистической  ус-СрН dji

тойчивости [8]; остальн ы е обозначен ия — стан дартн ы е.
И сходя  из систем ы  (2) —  (4) вы ведем  уравн ен и е д л я  ф ункции 

то ка  с учетом  хим ического при тока теп ла . З а д а в  экспоненц иально  
вид  аналитической  зави си м ости  иском ы х перем енны х от б е з р а з 
м ерного врем ени х: =  Vi =  v[ê '̂  ̂ и т. д ., приходим  к  сл ед у 
ю щ ей систем е уравнени й:

— v[ =  0,

да
dZ

dv

Г2 д У
■=о,

■ =  О,д Г  ‘ dZ

Т[ +  R ,w \  +  (а  +  bZ) w[ =  q \ .

(6)

(7)

(8) 

(9)

З д есь  .
В водя ф ункцию  то к а  ■ф следую щ им  о бразом :

' аф '

получаем  систем у уравнени й  д л я  соленоидального  д ви ж ен и я:

И- U\ -j-

da
~dZы

1 -  Г2 \ щ  _  г. 
d YY2

(U +  ' ) T[ +[ R,  +  (a +  b Z ) ] ^  =  g[.

Н аходи м  и ' и Т ' из уравн ен и й  (10) и (12) соответственно:

1Й1==
м*

'г'__ +  (я +  bZ)] аф
 ̂1 ---  г _~7 и 1

Н дУ il -j- (j

(10)

(П )

(12)

(13)

(14)

SO



П о д став л я я  (13) и (14) в (1 1 ), получаем  

1
и +  (5-1*■м*

(92ф\ / 1  _  К2 \ +  (а 4- bZ)] Й2ф
dZ\ dZ2 [  У  ̂ 1 г7-Ьa-lй^^* а г 2 1

I \ — Г2
~  г7 +  cr-lÂ *̂ дУ  Г2 

У м н о ж ая  (15) н а  {И+(Г-^к^ )̂ и учи ты вая , что

=  0. (15)

и  4-  о 

и +  а-1й

12----- м* 4-

ж* 2̂ +

о2;2—

с2/2 4- ^2'Ж *
д2/2

*Я*
+  Ш  ( Р  —  1) +  k■м* I + .

02/2

1 +
с2/2
ь2 % * /

где Р--
м*

-, переписы ваем  (15) в виде
н*

X 1 +

P{R,  +  {a^bZ)]

a2/2 , Пч

I _  / 2  \ ^2ф
Y2 дУ 1 +  ^

-1
X

( Я - 1 ) dZ

"/И* __

1 _  Г2 \
Г2 дУ (16)

У читы вая, что д л я  р ассм атр и ваем о й  м одели  Р  п ри ним ается  р а в 
ным 1 , окон чательно  получаем

1 — у2 дЦ I дЦ д'\> \ _
[/? , +  ( a + & Z ) ]  ( - Ц ^ ) аг2 dZ2 dZ

l — Y2 \ дд[
у2 дУ ■ (17)

Д а л е е , п роводя  процесс р азд ел ен и я  перем енны х д л я  у равн ен и я  
(17) ан алоги чн о  [8], т. е. п р ед став л я я  9 ' ,  ijj в виде следую щ их
рядов:

2  S^iZ)
dri„

т =  0
dy ’

2  ^m(y)<^m(Z),
т = 0
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приходим к одном ерны м  уравнени ям

+ ( « + » г ) ]  t .  =  - i i P s i n  Z .  (19)

у р а в н е н и е  (19) о тли чается  от аналогичного  уравн ен и я  Л и ови  н а 
личием перем енного коэф ф иц иента, что зн ачи тельн о  у сл о ж н яет  его 
ан али ти ческое реш ение. П оэтом у  это уравн ен и е  со следую щ им и 
краевы м и  условиям и:

Фт (■^) !z=o =  0> (20)

1 > т ( 2 ) ] г = г ,=  0  (21)

реш аем  конечно-разностны м  м етодом . У словие (20) три ви альн о , 
условие (21) требует  зату х ан и я  возм ущ ений, вы зы ваем ы х  в в ед е
нием в м одель источников и стоков теп ла , н а  бесконечности; 
п ри н и м ается  равн ы м  60, что п ракти чески  соответствует верхней 
гран и ц е  атм осф еры .

К онечно-разностны й ан ал о г  у р авн ен и я  (19) будет

где

b { Z ) ^ L l P { R s - ^ { a ^ b Z %

f { Z ) ^ - L l P S ^ { Z ) ,

П р ео бр азу ем  (22) к следую щ ем у виду:

(2 -  h) -  (4 +  2кЧ,) у, +  (2 +  h) у , _ , = :  2AVi • (23)

( 0 < г < Л А )

С истем а (23) п р ед ставл яет  собой систем у линейны х неоднородны х 
алгеб раи чески х  уравн ен и й  с трех ди аго н ал ьн о й  м атри цей . У к а за н 
н ая  систем а р еш ал ась  д л я  Л/' =  100, /г =  0,6 м етодом  Г аусса .

Т ем п ер ату р а  о п р ед ел ял ась  из уравн ен и я  при тока теп л а  
в ф орм е (9 ):

(18)

T'v 9’i — (А?̂  +  д -ь bZ) i

q2

------I].  (24)
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О бозначи в

7 ^ ^ —  [д[ - ( R s + a + b Z )  ® ;] ^  в ,Kzĵ
(з2

запи ш ем  соотнош ение (24) в виде

<2«>

П ереходи м  от Г ' к  Ti посредством  при нятой  зави си м ости  иском ы х 
ф ункций от врем ени:

Г1 =  5 ■«я*
а/

«я*
о/ — г (cos/i: +  ^sin/i:) =

— B —^ c o s h  -}- в  sin /'c  — i В  c o s h  — В -  ^  sin  /тal <Jl (26)

О п ределяем  сдвиг тем п ературы  по ф азе  по отнош ению  к у, ш и ^  
из следую щ его уравн ен и я:

кн*
В cos к  — В —^ s ' m h  =  0, (27)

то гд а

tg /^  = а/

с/
«я*

П о д став л я я  (28) в (2 6 ), получаем  окончательно

я*
о. c o sh *  -j- в  s i n /ч:''

(28)

(29)

И злож ен н ы й  алгоритм  р асчета  ци ркуляц и и  и терм ического  р е 
ж и м а  м езосф еры  р еал и зо в ан  на Э В М  М -220 на язы ке  А Л Г О Л -6 0 . 
П р о гр ам м а  вклю чает  в себя:

а) р а зл о ж ен и е  полей р ади ац и он н ы х  притоков теп л а  в р я д  по 
ф ункциям

d-'lm ( m +  1 ) ^ Zdr Z2 — Z1

алгоритм  р азл о ж е н и я  опи сан  в статье  [2], ф ункции
dr\m
dY

бы ли со 

считаны  за р а н е е  н а  Э В М  «У рал-4»;
б) расчет  ф ункций м етодом  реш ен ия тр ех ди аго н ал ьн ы х  л и 

нейны х неоднородны х алгеб р аи ч ески х  систем;
в) расчет  верти кальн о-м ери ди он альн ы х  р азр езо в  зональной,, 

м еридиональн ой  и вер ти кал ьн о й  составляю щ и х  скорости  ветр а  и 
тем п ературы  с учетом  хим ического п ри тока тепла.
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П о полученном у алгори тм у  с пом ощ ью  составленн ы х програм м  
бы л проведен р я д  численны х эксперим ентов по м одели рован ию  
д и нам ического  и терм ического  р еж и м а  м езосф еры .

Б ы ли  рассчи тан ы  поля составляю щ и х скорости ветр а  и тем п е
ратуры  м езосф еры  д л я  разли чн ы х  кон центраци й  атом арн ого  кис
л о р о д а  на уровне 105 км , которы м  соответствую т различны е 
интенсивности хим ических притоков теп л а  qx. Р асчеты  бы ли вы пол
нены т а к ж е  д л я  случая , когда  хим ический при ток теп л а  отсут
ствует.

Д л я  этих эксперим ентов бы ли взяты  три  возм ож н ы е значения 
кон центраци и  атом арн ого  ки слорода ниж ней ионосферы : 4 - 1 0 “ ,
6 - 1 0 “  и 8- 10^1 см~з. В соответствии с ф орм ой проф и ля  притоков 
qx зн ачен и я  и х  ни ж е вы сот 63— 69 км п о л агал и сь  равн ы м и  нулю ; 
вы ш е притоки  ап п рокси м и ровали сь  зави си м остям и  ви д а  (1 ). Ч и с 
лен н ы е зн ачен и я  коэф ф иц иентов апп роксим аци и  а, Ь получены  по 
данны м  граф и ков  qx, рассчи танн ы х д л я  у казан н ы х  значений кон
цен трац и и  атом арн ого  ки слорода. П ри  этом  величина в ер ти к ал ь 
ной скорости  нисходящ их дви ж ен и й  п о л агал ась  р авн о й  0,5 см /сек., 
а коэф ф иц иент верти кальн ого  турбулентного  п ерем еш ивания
2 • 10® см^/сек.

Д л я  апп роксим аци й  проф илей  qx, имею щ их точку и зл о м а в р а с 
см атри ваем ом  и н тервале высот, рассчи ты вали сь д ве  пары  ко эф ф и 
ци ентов а, Ь. Т а к а я  двухслой н ая  апп рокси м ац и я о тр а ж а е т  особен
ности  п роф иля qx (рис. 2 ): рост его с вы сотой до определенного 
уровня, а затем  убы ван ие. j

Р а зн о с т н а я  схем а реш ения уравн ен и я  (19) бы ла проверена д л я  
с л у ч а я  9ж =  0. Д л я  этого  ж е  сл у чая  бы ли произведены  расчеты  
(по составленн ой  д л я  этой цели  п рограм м е) по аналитической  

сх ем е  реш ения соответствую щ его уравн ен и я , предлож енн ого  Л иови  
[8]. П олученны е поля скоростей  ветр а  из разностной  и ан али ти ч е

ск о й  схем реш ения о казал и сь  близким и.
Р езу л ьтаты  проведенны х численны х эксперим ентов по ц и рку

ляц и он н ом у и терм и ческом у р еж и м у  м езосф еры  п редставлен ы  на 
рис. 3— 7. Р и сун ок  3 рассчи тан  д л я  сл у чая  дх =  0, а  рис. 4— 7 д ля  
qx, соответствую щ их кон центраци ям  атом арн ого  ки слорода 4- 10~“  
•б. 10“  и 8 .  10“  см-з.

У величение кон центраци и  атом арн ого  ки слорода п (О ) п ри во
дит к  увеличению  всех составляю щ и х скорости  в етр а  в м езосф ере, 
т. е. к  росту  интенсивности м езосф ерн ой  ци ркуляции . Н ам ечается  
тен д ен ц и я  к опусканию  м акси м у м а  ветр а  при qx>0.

П р и р ащ ен и я  тем п ературы  АГ з а  счет дей стви я только  хим иче
ского  при тока теп ла им ею т м акси м ал ьн ы е зн ачен и я  в вы соких ш и
ротах . С ростом  п (О) уровень, н а  котором  в вы соких ш и ротах  от
м ечаю тся м акси м ал ьн ы е АГ, п он и ж ается  на несколько  килом етров. 
Ю ж нее 25° с. ш. хим ические притоки теп л а  не действую т на тем п е
р атуру .

Л и ови  получил д ля  верхней зим ней м езосф еры  тем п ер ату р у  н ад  
полю сом Гдо=240° К, н ад  экватором  Го =  210° К. М ы  д л я  разли ч -
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ных величин п { 0 )  получили следую щ ие значения и разности  
температур полю с— экватор (Г90— То):

л (О ) см“3 . . . .

J 90 IV . . .

Г э о - К к

4-10II
245

35

6-I0I1
257

47

8-ШП
310

100

Разности температур (Г90— То) при <7 * > 0  ближ е к наблю ден
ным величинам, чем разности (Тдо— То) при t/x =  0.

Рис. 3. Зональная (и) (а), мери
диональная (а) (б) и вертикаль
ная (w) (в) составляющие скоро

сти ветра при ^х =  0.

Летом В полярных щ иротах мезосферы  температуры несколько' 
ниже, чем на экваторе. П оэтом у для предварительной оценки ве
личины годовой амплитуды температур в верхней м езосф ере над. 
полюсом полученные величины (Тдо— То) следует увеличить на, 
25— 307о- О тсю да видно, что в выбранном (на основании измерений  
интенсивности корпускулярных потоков) диапазоне изменения  
/г(О) могут быть заключены полученные из ракетных наблюдений" 
годовые амплитуды температуры полярной мезосферы  для перио
дов низкой (45°) и высокой (75°) солнечной активности. Это поз
воляет сделать предварительный вывод о том, что притоки тепла, 
связанные с рекомбинацией атомарного кислорода, действительно' 
могут быть одной из основных причин особенностей термическога  
реж им а мезосферы .
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Рис, 4. Зональная (и) (а), мери
диональная (у) (б) и вертикаль
ная (w) (в) составляющие ско
рости ветра для п (0 )  = 4  • 10'* см~̂ .

Рис. 5. Зональная (и) (а), меридио
нальная (v) (б),  вертикальная (bd) (в) 
составляющие скорости ветра для 

п ( 0 ) = 6 -  0*‘ см'^.



Рис. 6. Зональная {и) (а), меридио
нальная (и) (б), вертикальная (ю) (б) 
составляющие скорости ветра для 

п ( 0 ) = 8 - 1 0 ‘' см-з.

80 60 40 70'‘с.ш.

Рис. 7. Изменения температуры ДГ, обус
ловленные химическим притоком тепла для 
случаев и ( 0 ) = 4 - 1 0 ” см'^ (а), « (0 )  =

= 6 -1 0 "  см'М б), f t ( 0 ) = 8 - 10" см-з (а).

50'— 80 60 40 20° С.Ш.



Д ля проверки полученного в настоящ ей работе вывода о том, 
что от уровня солнечной активности зависит не только годовая  
амплитуда температур в полярной м езосф ере, но такж е и разность 
температур экватор— полюс, пока нет необходимы х эксперимен
тальных данных. Н о это, безусловно, со временем м ожно будет  
сделать.

Результаты сопоставления теоретического предсказания с фак
тическими данными будут наиболее надежным критерием степени 
соответствия предлагаемой физической модели циркуляционного 
и термического реж има мезосферы  реальным условиям.
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и .  Н. РУСИН

к  РАСЧЕТУ ТЕМ П ЕРАТУРЫ  
К В А ЗИ О Д Н О Р О Д Н О Г О  СЛОЯ ОКЕАНА

Внимание метеорологов давно привлекает вопрос о предсказа
нии сезонных изменений температуры поверхности океана. Он воз
никает в задач ах теплового баланса, долгосрочных прогнозов, о б 
щей циркуляции атмосферы. С ледует учитывать, что из-за  особен
ностей перемешивания в поверхностном слое почти одинаковая  
температура характеризует океан от поверхности до  некоторой глу
бины: возникает так называемый квазиоднородный слой океана 
(мы будем  обозначать его К С ). Н иж е КС располагается слой р ез
кого падения температуры с глубиной —  сезонный термоклин (С Т ). 
Н а такую двухслойную  структуру температурного поля деятель
ности слоя океана, типичную для масш табов времени порядка м е
сяца, указы вает, например, С. А. Китайгородский [2].

В аж но отметить различие в реж им ах турбулентности КС и СТ. 
Если в КС турбулентность сущ ествует в течение всего периода ос
редн ени я— такой режим называется сплошной турбулентностью, 
то в СТ за  период осреднения океан, м ож ет быть и турбулентным  
и нетурбулентным — такой режим называется перемежающ ейся  
турбулентностью. Этот факт особенно подчеркивается в работе  
А. С. М онина [6]. Такие экспериментальные положения могут по
мочь преодолеть одну из основных трудностей построения м о
дели КС — поставить достаточно простые условия на нижней гра
нице слоя. Попытка найти и применить их сделана в настоящей  
работе.

Д ля того чтобы проиллюстрировать применяемый метод, р ас
смотрим наиболее простую задачу. Примем общ еупотребительное 
в океанологии предполож ение, что эволюция поверхностного слоя 
за  время порядка сезона описывается моделью Экмана для ди 
намики, замыкаемой с помощью стационарного уравнения баланса  
энергии турбулентности, и уравнением теплопереноса:

^  =  (1 .1 )

(1 .2 )
дг
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ди . dv . dw  „ гч
-53Г +  - ^ ^ ^  =  0 ’ П- 5 )

ди , dv g  —,— } I db'w'  Y /1 /'\
^ + S .  ^  -  i -  p ' ^ ' + = - "  V  ’ -6)

(1 .3 )

p 'w '  =  - ^ r T ' w '  =  - ^ r q . .  (1 .7 )

^ z = - n k ^ ,  (1 .8 )

b W = - a k - ^ ,  (1.9)

P - P o - P r T ’. (1 .1 0 )

дТ . дТ , дТ , дТ dq^ di . . . .
-  +  u - ^ + v - ^  +  w ^ = - ^ - ^ .  (1 .1 1 )

З д есь  Xxz, Xyz —  касательные напряжения Рейнольдса; й 'ш '— диф 
ф узия энергии турбулентности; qz — турбулентный поток тепла; и, 
V,  W  — составляющ ие скорости течения; I —  параметр Кориолиса,
равный 2о)5Шф; Ь —  энергия турбулентных пульсаций («'"-i-

+  v' + w '  ); k —  коэффициент турбулентного обм ена импульсом; 
L —  путь смещения; с —  безразм ерная функция, определяю щ ая ди с
сипацию турбулентной энергии и обычно принимаемая постоянной 
в полуэмпирической теории турбулентности [5, 2]; т] — отнощение 
коэффициентов турбулентности для тепла и импульса; а  — отноше
ние коэффициентов обмена для энергии турбулентности и им
пульса; Г — температура воды; р — плотность воды; ро — некоторая 
стандартная плотность воды, которая фиксируется при определен
ной температуре и солености (в нашем случае, когда соленость 
воды не рассматривается, в нее войдет и влияние солености, и она 
из постоянной превратится в заданную  функцию от солености); 
i —  поток солнечной энергии в океан, отнесенный к рср (ср —  
удельная теплоемкость в оды ).

Мы не приводим здесь обоснования принятой модельной з а 
дачи, так как она широко известна. Отметим лишь, что отброш ен
ные в уравнениях (1.1) и (1.2) градиентные члены, с одной сто
роны, не очень существенны для верхнего слоя океана (см., напри
мер, [2]), с другой стороны, вследствие уравнения статики они не 
войдут в граничные условия (в этом легко убедиться, сделав не
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значительные добавления к дальнейшим рассуж дениям ); кроме 
того, эти члены неслож но и учесть.

Сосредоточим внимание на изучении КС. Пусть поверхность  
раздела м еж ду  КС и СТ описывается уравнением z  =  h { t ,  х, у).  
Следуя В. М. Каменковичу [1], пренебреж ем  в уравнении (1.11) 

дТ
членом W , поскольку градиент температуры в КС всего лишь

порядка 10“  ̂ град/см , и будем  считать i \ ^^^=0, т. е. все солнечное 
тепло поглощ ается к КС. Проинтегрировав уравнения (1 .1 ), (1 .2 ), 
(1.5) , (1 .6 ), (1.11) от поверхности океана до  h, получим систему, 
описывающую тепловой баланс КС:

l S y  =  '^xh-'^xo>  (2 .1 )

=  (2 -2 )

dSx I I .. dh dh
^  +  ^  +  =  (2 .3 )

[ b ' w ' k +  -  [ b ' w ' o  +  +  ^ y o ^ o )  +

+  +  (2.4)

Qx -\ -Sy Qy ~ 4 o - \ - h  Ян (2.5)

h h '
при обозначениях: 5 ^ = / u d z ,  S y = ^  v dz, Th —  температура КС. За-

0 о
ранее договоримся, что все функции с индексом «О» относятся к по
верхности океана и считаются известными.

При выводе уравнения (2.3) учитывалось отсутствие в модели  
градиентов давления, что привело кинематическое условие на по
верхности океана к виду Ш о=0.

Чтобы система (2) позволила получить сведения о температуре
КС, нужно найти способ определения Xxh, "̂ yh, qh, b'w'  ̂ и построить
уравнение для /г. Используем в качестве дополнительной информа
ции дв а  уж е упоминавш ихся экспериментальных факта: первы й—• 
разрыв производной от температуры воды на h, второй — переме
щающийся режим турбулентности в СТ.

М еж ду ними м ож но предположить и связь. Действительно, по
стоянное перемеш ивание вблизи поверхности приводит к квази- 
изотерм'ии, но если турбулентность начинает перемежаться, то не
которая часть периода осреднения температуры приходится на 
температуру, формирующ уюся вблизи поверхности океана, а ос
тальная часть периода осреднения —  на температуру, формирую 
щуюся в глубоких слоях океана. П оэтому общ ая средняя тем пе
ратура начнет понижаться, как только начнет перемежаться тур
булентность, т. е. осредненные профили температуры покаж ут  
возникновение СТ.
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Дополним эти качественные рассуж дения выкладками. Н о пред
варительно выведем полезное следствие из основных определений  
перемежающ ейся турбулентности (подробнее эти вопросы можно  
найти, например, в [7]).

Пусть a { t ,  X, у,  z)  —  осредняемая функция. Л — ее среднее зн а
чение. Введем Ат — среднее значение, но такое, которое получи
лось бы, если б в течение всего периода осреднения в данной точке 
поток был турбулентным. Кроме того, введем Лдг — тож е среднее, 
но при условии, что в течение всего периода осреднения поток был 
нетурбулентным. Условие перемеж аемости турбулентного потока 
позволяет записать соотнощение м еж ду этими средними в таком  
виде (см. [7]):

А =  т А т + (1 — т) Адг, (3)

где у {t, X, у,  z)  — так называемый коэффициент перемеж аемости, 
т. е. вероятность того, что в точке пространства— времени {t, х, 
у,  z)  поток турбулизирован сплошь.

Найдем производную о т .(З );

дА дА..
дг =т- дг +  (1-т)

дА N
дг +  (A j- — A n )

_dj_
дг (4)

При значениях у, близких к 1 (поток почти все время турбулен
тен ), м ож но считать, что Ат почти не зависит от характеристик

д Аг  дА
перемеж аемости. Н о тогда —г—  совпадает с -г—  в зоне сплош-

dz  dz
ной турбулентности. Отсюда следует, что, если выше некоторого 
уровня h (при z  =  h +  e)  поток сплошь турбулентен, а ниж е h (при 
z = h  —  е) турбулентность начинает перемежаться, то производная  
дА „

на я терпит разрыв, который удовлетворяет условию

дА
дг

дА
fl — e dz h-\-s

d t
дг (5)

следую щ ему из (4) при г -> /г , т. e. 1.
Д альш е предположим, что на нижней границе КС терпят р а з

рыв первые производные от всех средних функций, а не только 
от температуры. Введем оператор скачка на поверхности h  по 
формуле

[ д А ^ дА дА
дг  . дг Л —е дг Л +  е

и вспомним, что из кинематических условий согласования на по
верхности слабого разрыва (см., например, [4]) следует

дА  ] г а.4 1 dh
. ds  _ [ дг ds ’ (6 )

Д ля того чтобы пояснить дальнейш ие выкладки, применим сна
чала эти соображ ения к определению потока тепла (1 .8 ), учиты-

62



вая при этом непрерывность самого потока тепла как средней ве- 
личины. Тогда

дТ
дг 711*1 дг

Здесь  и дал ее индекс 1 отнесен к области h —  г,  а индекс 2 —  
к Л +  е. В соответствии с (5) получим

дТ дТ
дг

И отсю да

дг
дТ
дг

дТ
дг

dt
дг

dt
dT =  87’-

2

dz tl
(7)dz •42*2 У

- 1
■Ц*!

6 7  = \ T n u - T th) (заметим, что из (3) на h

■̂ 2*2
d l
дг

П о аналогии из (1) получим систему:

2̂ 2̂
7]1*1

d t
дг

кг — I

h
dt
дг

h

“2*2

— 1

dt

b w „ =  {b^ -  b^u)
дг

”2 2̂
ai*

dz

dz■yz

da  1 dh
дг  J dx +

dz

dv

=  0 ,

=  0, 

dh
dz dy

dw
dz

^xh («iVft -  Ил) +  •̂ yh i'^Nh -  г»й) +
db'w'

dz

dT
dz dx

с ' d t —1
L \ dz ft ’

dh dh
dy dt

\ d q z ]
dz

(8 .1 )

(8 .2 )

(8.3)

(8.4)

(8.5)

(8 .6 )

(8.7)

(8 .8 )  

(8.9)
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Система ^8), полученная путем применения к (1) оператора скачка, 
представляет собой динамические условия согласования на поверх
ности слабого разрыва (см. [4]).

Д ля преобразования ее в систему граничных условий применим 
к ней соотнош ение (5 ), следую щ ее из предположения о переме
ж аем ости турбулентности в СТ. Тогда

ду
d z

(9.1)

k2
ду
d z

----1

ду
d z

«2^2

dy
d z

Tl2*2
7)1*1

' x̂h ~  "̂ Nxh >

^Nyh>

' x̂k {>^Nh -  « a )  . +  b h  {"^Nh ~ ^ h )  +  b WNh -  & «Ул =

Wu — U
dh

^ - V b \  

dh

С ' d-\ —1
[ L  - d z ft

* d x

dh

dy
dh
d x

dh

■Vu
dh
dy

dh
dt

^Nh

(9.2)

(9.3)

(9.4)

(9.5)

(9.6)

(9.7)

(9.8)

(9.9)

Такие граничные условия даю т возможность использовать для и зу
чения процессов, происходящ их в океане, модели для поверхност
ного слоя и основной-толщи отдельно.

В связи с поставленной задачей введем ряд предположений  
о процессах в нетурбулентной части СТ, т. е. в основной толще 
океана. Эти предположения имеют целью максимально упростить 
задачу, сохраняя лишь ее качественную близость к явлению. П ре
небреж ем  пульсационными потоками субстанций в нетурбулентной  
части СТ:

"^Nxh =  '^Nyh  Я Nh  =  ^Nh —  b  ----- 0 .
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''д:й =  '̂ уЛ =  0;

=  '»Л =  '̂ ЛГЙ. ®'A =  ®iV/,;

dT

П о сл е  чего (9 ) прим ет вид:

112*2 •

Як —  i ' ^ h ~  ^Nfi)
dz

112*2

«2*2

111*1 

5lf

■ 1

b Wu =  bi,—
dz

«2*2
“1*1

1

- b ' w ' , ^ - Y b l  [ - f ] dz
—1 

ft

(1 0 .1 )

(1 0 .2 )

(10.3)

(10.4)

(10.5)

d/i dA
- ' V h ' dy

dh.
dt

, df  
112*2-^-

112*2
7Jl*l

■ 1
(1 0 .6 )

Последний член правой части (10.6) есть скорость распростра
нения слабого разрыва относительно частиц жидкости. Д л я  приве
дения выражения этой скорости к болеё удобном у виду обратим  
внимание на размерность производной от коэффициента переме-

^ , она обратно пропорциональна длине. Если ис-жаемости
dz

пользовать ее в качестве м асш таба длин при применении полуэм 
пирической теории турбулентности, где обычно таким масш табом  
служ ит «путь смешения», то м ожно получить другой вид для иско
мой скорости распространения слабого разрыва. Так что положим

ду
Lz р а в н ы м ------ ^   ̂ (знак минус взят потому, что в выбранной

системе координат коэффициент перемеж аемости мож ет лишь убы 
вать с гл убин ой ). Естественно, что при этом изменится функция Сг. 
О тсю да следует

- к

Д а л ее  из условия непрерывности средних на слабом разрыве имеем
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кр ом е того, отношение Лз

111
всегда меньше 1, так как берется

в устойчиво стратифицированной жидкости, а 'Hi —  в нейтрально 

стратифицированной. П роизведение двух дробей (а
Г|1 k i  k l

тож е правильная дробь и по той ж е причине) будет меньше каж 
дой из них, будем  в дальнейшем пренебрегать им по сравнению  
с 1. Получим для скорости распространения слабого разрыва

’12*2 дг.

^2*2
Г)1*1 - 1

Перепишем (10), произведя необходимы е преобразования;

' x̂h ~  ' ŷh ~  Oj

Я к —  (Т ’й —  T n i ^)

“2_____b ' w l  =

”2
С2

Cl L  
с<1 Li

dh

'2 _ 1  

dh

] ___ 2̂ *2
“1 *1

/ Я2 12
“1

дк

-  1

оп /-Г-

(11. 1)

(1 1 .2 )

(11.3)

(11.4)

(11.5)

(1 1 .6 )

Обратимся к уравнению (11 .5 ), которое представляет собой ан а
лог уравнения баланса энергии турбулентности на поверхности

слабого разрыва и позволяет найти связь с внешними пара-

метрами задачи a i, аг, ci, Сг. Эта связь выражается в виде реш е
ния квадратного уравнения;

h i  
\  Li П

1

I

-1 /

2

“2

П одкоренное вы ражение (12.1) получается из (12.2) простым пре
образованием.

Чтобы выбрать из двух-реш ений , физически приемлемое, вос
пользуемся тем, что по смыслу долж но выполняться неравенство
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Ll
a i > c u  ср азу  видно, что (12.1) не удовлетворяет неравенству, тогда  
как (12.2) м ож ет ему удовлетворять, если Сг>аг.  Такая несиммет
ричность для условий, налагаемы х на a i, « 2, Ci, сг, вызвана, по-ви
димому, принятым различием в определении м асш табов длин для  
областей сплошной и перемещ ающ ейся турбулентности.

Еще раз обратим внимание на то, что пока величины a i, аг. 
Cl, С2 считаются параметрами задачи, 1%1Ь\ тож е параметр задачи  
и долж ен  фиксироваться.

Граничные условия (1 1 ), (12.2) на границе слоя скачка нужно, 
строго говоря, сочетать с постановкой задач  для пограничного слоя, 
приводимой в [5]. Н о м ож ет представить интерес и постановка 
упрощ енной задачи, описывающей интегральные свойства КС. О с
тановимся на этом вопросе.

Упростим (2 .4 ), воспользовавшись дополнительными предполо
жениями.

1. Считаем, что интегральная диссипация энергии турбулентно
сти пропорциональна продукции энергии турбулентности:

h _____

J с d z  =  D  +  'Соу'Уо +  Ь ® о ) , 
о

где D  — коэффициент пропорциональности. Это предполож ение ча
сто используется в теории турбулентного пограничного слоя (см.
[5], [2]).

2. Будем  заменять скорость течения в КС ее средним по слою  
значением при интегрировании уравнений по всей толщине КС. 
Так поступить ■ уместно лишь вследствие малости толщин КС по 
сравнению с глубиной океана, а такж е из-за  незначительного влия
ния адвекции тепла на теплосодерж ание в этом слое.

л
Проинтегрируем ^ qzdz  по частям, воспользовавшись уравне- 

о
нием (1.11) и вторым предположением:

j  q,  d z  =  q , z  +  +  +  +  - § - ) ] d z  =
0 0 J' t

=  ■?.* +  4  T  +  ■ S - ^  +  I  * -E-

приним ая BO внимание (2 .5 ), получаем значение интеграла

ft ft

 ̂ q , d z  =  ̂ ( q o - \ ~ l o  +  q^) -  ^ i d z .  ■ •
0 0

П оскольку, согл асн о  сущ ествую щ им  п редставлени ям ,
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Уравнение (2.4) с упрощениями и граничными условиями из 
системы (11) станет неполным кубическим (см. [3]);

У Ь \  - \ - У Ь , { Ц 2 a h { T ^  —  Т'лгй) +  f i Q o  —

где

а--

«2^2

2РЙ«2 

Qo =  ^ i ^ o + h ) >

«2
{ I -  D)  (тго̂ Ио +  Хоу-Уо - f  b'w'^ - f  i  d z

Д ля того чтобы совсем упростить качественный анализ, вместо 
вышеприведенного полного уравнения воспользуемся его модиф и
кацией, которую легко получить по аналогии, если дополнить наши 
предположения довольно логичным, хотя и грубым способом: 
а именно, примем, что диффузия энергии турбулентности мала по 

сравнению с продукцией турбулентности (см. [5], [2]). В резуль
тате приходим к линейному уравнению, которым и дополним си
стему (2) с граничными условиями (11). Так м ожно получить 
весьма приближенную модель теплового баланса КС за  тот пе
риод, который допускается применимостью системы (1 ) , т. е. при
мерно за  месяц. Выпишем уравнения этой модели:

dh д
dt dx dy (13.1)

dhTh . d
dt  ̂ dx

' Th^Qy j
dy

“ ' 0 -
V b , = (13.3)

П ростота уравнения (13.3) позволяет наглядно представить 
себе, как эволюционирует толщина КС. Пусть вначале КС имеет 
некоторую малую  толщину (случай нулевой толщины нельзя рас
сматривать, так как он требует привлечения модели С Т). Когда  
ветровое воздействие станет сильнее стабилизирующ его влияния 
потока тепла в атмосферу, т. е. будет Wo><hQo, КС начнет углуб
ляться согласно (13 .3). Если затем ослабеет ветер или усилится 
приток солнечного тепла в КС, то Wo^hQo  и произойдет так назы
ваемое «запирание» КС:

у-5Г=о. (14)

В дальнейш ем при усилении ветра м ож ет опять идти углубление, 
а при ослаблении ветра запирание наступит на меньшей глубине 
по (14).
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Теперь м ож но ясно видеть, к чему приводит пренебреж ение 
пульсационным и потоками в нетурбулентной части СТ: отбросив, 
например, в (9.9) qNh, теряем возмож ность получить перемену 
знака скорости распространения поверхности раздела КС и СТ, на
руш ается единообразие в описании процесса, поскольку не учиты
вается эрозия СТ. Только дальнейш ие эксперименты могут опре
делить правомерность такого упрощения.

Отметим, что уравнение (14) уж е использовалось в ряде работ  
(см. [2]) для расчета толщины КС.

Задач а  о тепловом реж им е КС, сформулированная таким обр а
зом , мож ет быть реш ена либо в упрощ енном варианте, при за д а н 
ном Tjsih-, либо нужно рассматривать модель для нетурбулентной  
части СТ. П оследнее позволит сущ ественно улучшить граничные 
условия, особенно для потоков импульса. Другим путем усовер
шенствования модели является уточнение скачка скорости дисси- 

С
на границе КС, анализ связи Lz с производной от ко-пации

L
dv

эффициента перемеж аемости - ~  ̂ и получение значения вели

чины С2-
Несмотря на грубые упрощения в ходе изложения, свойства по

лученной модели, по-видимому, отраж аю т особенности эволюции  
КС правильно. Видимо, можно думать о целесообразности даль
нейшей разработки примененного способа построения граничных 
условий на слабом разрыве с использованием соображ ений о пере
межаю щ ейся турбулентности.

Автор считает своим долгом выразить глубокую  признатель
ность профессору М. И. Ю дину, руководивш ему работой над изло
женным вопросом, а такж е кандидатам физико-математических 
наук Л . В. Руховцу, Р. С. Бортковскому и сотрудницам библио
теки ГГО Е. Л. Андрониковой и Л. П. Постовой за  внимание и 
помощь.
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РАСЧЕТ ПОТОКОВ К О РО Т К О ВО Л Н О ВО Й  Р А Д И А Ц И И  
В О БЛ АЧ Н Ы Х УСЛО ВИ ЯХ

Разработка приближенного м етода расчета потоков коротко
волновой радиации представляет собой практически важную з а 
дачу. Формулы для расчета яркости нижней границы облака, по
лученные на основании решения уравнения переноса [1], слишком 
сложны для того, чтобы можно было использовать их в задачах  
моделирования общ ей циркуляции атмосферы. П оэтому представ
ляется рациональной предложенная С. М анабе и Р. Стриклером  
[2] идея введения приближенной функции пропускания для о б 

лака
+  (1 )

учитывающей отражение от верхней границы облака и поглощ ение
внутри облака. Здесь а  —  альбедо облака, р —  коэффициент по
глощения облака.

Величины а  и р в общем случае являются функциями длины  
волны, а такж е функциями оптической толщины облака Тобл [!]•

Если известен поток суммарной радиации, приходящ ей на верх
нюю границу облака Q“ , то на нижней границе облака поток
равен

Q; =  Q ”  1 1 - ( «  +  ? ) ] .  (2 )

Н а рис. 1 представлена схема потоков при наличии облака. 
Здесь А Я  — толщина облака, А/г —  расстояние от верхней границы  
облака д о  некоторого уровня внутри облака. Буквами k и i обо
значаются верхняя и нижняя границы облаков соответственно. П о
ток суммарной радиации на некотором уровне под облаком о б о 
значен , поток суммарной радиации, достигший земной по
верхности, поток отраженной от облака радиации на не
котором уровне Z над обл ак ом 7?^

Потоки суммарной радиации, приходящ ей на верхнюю границу 
облака в области спектра 0,29— 0,7 мкм и в области 0,7— 5 мкм,. 
рассчитываются по формулам, приведенным й [3]. Учитывая эти

л.  p. ДМИТРИЕВА-АРРАГО, Г. В. ПАРШИНА, Л. В. САМОЙЛОВА
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формулы для потока на нижней границе облака z = z i  в области  
0,29— 0,7 мкм, имеем

0,7

I Q , =  j  /о  W  В *  (1)  е [1 _  ^  р )] (3)
0,29

где

' " w i "4 +  (3 — %j) (1 — А)

— sec (
^  =  l+ ' /2COs9 +  ( l - 3 / 2 C O s 6 ) e /  , (5)

со__  /-S \ -—0,1252 I —0,8982 /г>\

kx —  коэффициент поглощения озоном, со“  —  содерж ание озона от
верхней границы атмосферы до нижней границы облака, 0 — зенит
ное расстояние солнца.

Н а нижней границе облака мы имеем, таким образом , инте
гральное значение потока суммарной радиации.

Чтобы рассчитать - ослабление этой величины слоем воздуха, 
под облаком следует ввести некоторую интегральную функцию  
7'(Дсо*Д). Если известна спектральная функция пропускания озоиа,
функция Т  мож ет быть рассчитана по формуле

14

-------  2 -
-'0^ ^ 10 .29-0 ,7  „-^1

—k̂  (iŝ  sec (

—ft, (  a f  sec e -1-1,66 Aat)
- e  \ l o i^)^K.  (7)

Тогда ослабление потока AQ» на пути от нижней границы облака  
д о  уровня Z  будет вычисляться по формуле

=  (8)

а поток на уровне 2  рассчитываться по формуле
Q„ =  Q , - A Q i .  (9)

Д ля участка спектра 0,7— 5 мкм поток на нижней границе о б 
лака вычисляется по формуле (2 ) , где ■

5

Q , =  J /о  (к) В1 (X) Гн.о (Xt ,  I) Тсо.  X) cfk. (10)
0.7

Функции пропускания для Н 2О и СО2— Я) и {Х'^, К)—
рассчитываются по формулам из работы [4]:

т  ______ ПП
/ н . 0 ,  % Л о  +  Ч о ’ - :

------- ,  , ----- . (12)
^  ^СОг-^СОг +  *СОг
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Здесь —  эффективные поглощ ающ ие массы [5]. Т аб
лица коэффициентов ’ ^сог’ ^сог Д а н а в р а б о т в  [4].

Поток радиации на некотором уровне 2  под облаком рассчиты
вается по формуле

Q i = - Q t T u . o i ^ X i ) T c o X ^ X i ) .  (13)

Функции пропускания (ДХ^^) и Г^р^(ДХ^) должны  описывать 
ослабление выщедшей из облака радиации добавочной поглощ а
ющей массой Д Х  на пути от Zi до  z.

Будем определять произведение Г^д.^(ДХ) Т^^ДДХ) по формуле

l ) T c o X ^ X i ,  Х) =

24

=  /o' a x L  г  2  Tu^oi^xL K )^coA ^xL К )/о^К . (14)
| 0 ,7 - 5  — 1

где

Гн.о (AXL  Гсо. ( A X i  X) =  (1 -  ДАн.о) (1 -  AAcoJ,

Д Л —  приращение спектральной функции поглощения водяным  
паром, — приращение спектральной функции поглощения уг
лекислым газом.

Величины A A jj q̂ и должны  вычисляться с учетом пути,
пройденного потоком от верхней границы атмосферы до данного  
уровня, ввиду сущ ествования эффекта Ф орбса. П оэтому эти функ
ции рассчитываются в виде разностей;

АЛн.о -=  Т’н.о (Х Т,  4 -  Ти^о [ ( X ?  1,66Л;^1), X), (15)

А Л с о ,=  Г с о .и Г ,  X) -  Г с о .((Х Г  +  1,66А Х ‘), Х), (16)

где Х°? —  эффективная поглощ ающ ая м асса на пути от верхней 
границы атмосферы до  нижней границы облака, (Х~-Ь 1,66AZ^^) —  
эффективная поглощ ающ ая масса на пути от верхней границы ат
мосферы до  уровня Z . Слагаемое 1,66ДХ* соответствует пути, прой
денному дифф узной радиацией после выхода из облака.

Таким образом , расчет потока радиации под облаком произво
дился по формуле (9) с использованием выражений (3) — (8) для 
участка 0,29— 0,7 мкм и выражений (10) — (16) для участка 0,7—
5 мкм.

Вычисление эффективных поглощающих масс производится по 
формулам, изложенным в работе [5].

Поток радиации, выщедший из облака и отраженный от земли, 
обозначим R̂ .  ̂ (см. рис. 1). Здесь  индекс i означает уровень, от
куда приходит радиация, s указы вает на то, что отражение проис
ходит от земли, а верхний индекс г означает уровень, на который
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приходит отраж енная радиация. Расчет потока R .̂  ̂ основан на 
учете ослабления потока на пути от нижней границы облака до  
земли и от земли д о  данного уровня z.

В формуле (8 ) , относящейся к участку спектра 0,29— 0,7 мкм, 
функция ослабления Т (Аю^) заменяется функцией Т (Аю^ ^ ), ко
торая имеет следующ ий вид:

- f t ,  ® , sec 6 л „  I

— е

•̂ 0 1о.29-0,7

~ h „  (  “ Г  sec е -Ь 1,66ДМ̂ -Ь I,'
(17)

Величина Асо̂  ̂  ̂ представляет собой м ассу озона на пути от ниж 
ней границы облака до  земной поверхности и от земной поверхно
сти до  соответствующегс? уровня г. Тогда величина ослабления о зо 
ном AR=̂ .  ̂вы ражается в виде

(18) 

(19)

Поток отраженной радиации получим в виде

R l s  =  r { Q , - ^ R i s ) .  

П одставляя (18) в (1 9 ), имеем

R l s = = r Q ,  [ 1 - 7 ’ ( Л < , ) ] , (2 0 )

где г —  альбедо отражаю щ ей поверхности.
Д ля участка спектра 0,7— 5 мкм поток отраженной радиации  

рассчитывается по формуле (19) при значении Qi, относящемся  
к данном у интервалу. Вы ражение для функции AR̂ .  ̂ представ
ляется в виде

^ R l s  =  Q t T { ^ X l ^ ^ X | ) ,  (2 1 )

где
24

1

(22 )X 7’co.((AXi +  A;s'I), X,)/o(XjAX„.

Тн^о ((Л Х 1  +  AX^s), к )  =  Т’н .о  ( Х ^ .  К )  -

-  т’н .о \ ( x t  + 1,66 ( д х 'ч -  Х„] .

Т’с о , ((А Х 1  +  а ;^ ? ), к )  =  Т с о ,  -

-  Г [(;<:“ +  1 , 6 6  (AZi+ A^f)), х „.

Функции и 7 ' рассчитываются по формулам (11) и (12) 
по величине эффективных поглощ ающ их масс.
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Вы ражение для потока отраженной радиации в участке спектра
0,7— 5 мкм получим, подставляя (21) в (19):

=  rQi [1 -  Т' ( A ^ i +  Д ^ ') ]  • (25)

Расчет потока радиации, отраженной от верхней границы об
лака,  ̂ м ож ет быть произведен по формулам из работы [2]
с учетом альбедо облака. И ндекс оо означает, что отражается  
поток, пришедший с верхней границы атмосферы, индекс k озна
чает, что отражение произош ло от верхней границы облака, 
индекс 2  соответствует в этом случае уровню, расположенному над  
облаком.

При вычислении потоков нисходящ ей радиации Л , г на уровни, 
расположенные ниж е облака, в условиях переменной облачности  
используется выражение, аналогичное рассмотренному в р а
боте [6]:

/ = ' b .= Q “ ( i - ^ )  +  Q k  (26)

где Q°  ̂—  поток суммарной радиации в безоблачной части н ебо
свода, с —  балл облачности, рассчитывается по формулам, при
веденным в [2], — по формулам (9) и (1,3).,

Поток восходящ ей радиации Fz,z на уровень z, расположенный  
под облаком, рассчитывается по формуле

F 2 , , = = R l  =  R l . , s { l - c ) + R i s C ,  2 , > г > 0 .  (27)

Поток p 2,z на уровень, расположенный над облаком, вы ража
ется в виде ,

(28)

где R̂  ̂  ̂ — поток отраженной от земли радиации на уровень z  в б е з 
облачной части небосвода.

Функция R̂  ̂ означает поток, отраженный от верхней границы
облака, имеющей индекс к, на уровень 2 над облаком.

Эффективный поток коротковолновой радиации F при наличии 
облачности рассчитывается как

(29)

индекс 2  здесь опущен. Приток радиации к слою, обозначаемый  
через AF,  вычисляется как разность эффективных потоков на двух  
уровнях.

В схеме используется предполож ение о том,' что: 1) вся ради а
ция, вышедшая из облака, является рассеянной; 2) радиация, 
отраженная от Земли и дош едш ая до нижней границы облака, пол
ностью отраж ается назад , не проникая внутрь облака.

Д ля уровней, расположенных внутри облака, суммарная р а 
диация рассчитывается с помощью линейной интерполяции по зна-^ 
чениям на границах.
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Формулы (10) — (1 6 ), (2 2 ), (24) могут быть упрощены, если по
ложить в них =  1 и ЛЛ ̂ 0  ̂= 0 ,  имея в виду малость поглощения
коротковолновой радиации углекислым газом.

Полученные формулы были использованы для выяснения влия
ния параметров, характеризую щ их облачность (с, АН, а,  р ), на вели
чину потоков и притоков над облаком и под облаком. Н а рис. 2 
представлена зависимость притока коротковолновой радиации  
в слое под облаком от коэффициента поглощения облака р при 
различных высотах расположения облака, при переменной и сплощ
ной облачности. При заданны х альбедо (г =  0 ,48), высотах облаков  
и количестве облаков эта зависимость оказывается слабой (в пре
делах 20% ) при переменной  
облачности и более сильной 
(в пределах 50% ) для сплощ 
ной облачности. О днако эти 
оценки следует считать весьма 
приближенными из-за  малости  
самой величины притока под  
облаком.

Величины потока под обл а
ком и притока к облачному  
слою, вычисленные в данной  
работе, близки к величинам, 
полученным другими авторами  
(например, [1]). Радиацион
ные характеристики облаков а  
и р связаны с оптической тол
щиной облака т.

П редставляет интерес про
следить зависимость притока 
радиации в подоблачном слое 
от оптической толщины облака.
Н а рис. 3 эта зависимость 
представлена для различных 
высот расположения облака и 
баллов облачности с =  0,5 и 
с = 1 .  Приток в подоблачном  
слое уменьш ается с увеличением оптической толщины облака. С уве
личением закрытости небосвода уменьщ ается приток к слою м еж ду  
уровнем, соответствующим нижней границе облака, и подстилаю 
щей поверхностью. Н а рис. 4 для иллюстрации представлены гра
фики потоков суммарной и отраженной радиации н ад облаком, 
в облаке и под облаком при альбедо облака, равном 0,6, и альбедо  
земли 0,21. Н а рис. 5 а  (средний ярус) и 5 б (верхний ярус) пред
ставлена схема притоков коротковолновой радиации в безоблачны х  
условиях и при наличии однослойной облачности. И з рисунков 
видно, что облачность вносит изменения в распределение притока 
радиации к атмосфере по вертикали. При этом увеличивается при
ток к надоблачном у слою. Больш ое поглощ ение приходится
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Рис. 1. Схема потоков коротковолно
вой радиации при наличии облака.



С̂ Рш/см̂ мин.

Рис. имость притока коротковолновой радиащ 
облаком от коэффициента поглощения р.

1 — верхняя граница 300 мб, нижняя 400 мб; 2 — верхняя граница 635 мб. нижняя
720 мб.

АГкал/см^мин.

слое от оптической толщины облака т.
/  — верхняя граница 300 мб, нижняя 400 мб; 2 — верхняя гра

ница 635 мб, нижняя 720 мб.



Рис. 4. Потоки сум
марной и отражен
ной радиации при 
наличии облака
среднего яруса

(а = 0 ,6 ) .

рм5
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Рис. 5. Схема притоков коротковолновой 
радиации в безоблачных условиях (/) и при 

наличии однослойной облачности {II).

i v . . . . . . . . . . . . .  Н а  рис. 5 6 ( II)  под облачным слоем A F = -0 .0 0 8 8 .
i^Fr=-0,220 AF;°==-0,3î



на само облако. Д л я  сравнения на рис. 5 в приводим схему из ра
боты [7], которая качественно подтверж дает результаты, представ
ленные на рис. 5. Приток коротковолновой радиации ко всей толщ е 
атмосферы в облачных условиях, обозначенный на рисунке AF°°,"
увеличивается.

Из рис. 5 следует, что увеличение притока ко всей толщ е атмо
сферы при сплошной облачности находится в пределах 20% . З а 
висимость от высоты расположения облака почти не проявляется.

-лГ^кам/см^мин. Т а б л и ц а  1

0,ЬО 0,5 1,0с

Ярус
Граница
облаков

Д/̂ Об-!
Д/^безоб1,

Средний В. Г. 635 мб 24
Н. Г. 720 мб

Верхний В. Г. 300 мб 20
Н. Г. 400 мб

Рис. 6. Зависимость притока радиации 
ко всей толще атмосферы от балла 

облачности среднего яруса.

В табл. 1 Представлено отношение притока ко всей толщ е атмо
сферы в облачных условиях А/^обл к притоку в безоблачны х усло
виях А ^ б е зо б л .

Н а рис. 6 представлен график притока коротковолновой р ади а
ции ко всей толщ е атмосферы в зависимости от балла облачности  
при переходе от безоблачны х условий к облачным для облаков  
среднего яруса.

Формулы и результаты, полученные в данной статье, могут быть 
использованы в качестве основы для построения схемы расчета  
потоков в условиях трехслойной облачности.
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в. Ф. КИМ

ОБ ОДНОЙ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЕ 
ДЛЯ ЧИСЛЕННОГО РЕШ ЕНИЯ ЗАДАЧИ ПРОГНОЗА  

ПОГОДЫ

Д ля численного решения задачи прогноза погоды больш ое зн а
чение имеет выбор устойчивых разностных схем, аппроксимирую
щих с достаточной степенью точности исходные дифференциаль
ные уравнения.

Одним из вариантов таких схем являются схемы, полученные 
по м етоду расщ епления, разработанны е для метеорологических з а 
дач Г. И. М арчуком [1]. К настоящ ему времени, как у  нас, так и 
за  рубеж ом , опубликовано несколько работ [2, 3 и др.], в которых 
для численного решения задачи прогноза погоды используется ме
тод расщ епления. Как известно, в этом м етоде на первом этапе для  
рещения задачи переноса метеорологических элементов использу
ется схема «предиктор-корректор», а на втором этапе, когда реш а
ется задача адаптации . метеорологических полей, используется  
схема «естественного фильтра».

При решении задачи прогноза погоды на сфере, покрытой ква
зиравномерной шестиугольной сеткой (подробно о сетке см. р а
боту [4]), для реализации схем ы ,предиктор-корректор мы должны  
в каж дом  узл е сетки ввести некоторую локально-геодезическую  си
стему координат. Но, как оказалось, в этой системе координат см е
шанные производные по горизонтальным переменным являются не
коммутативными. П оэтом у в настоящ ей работе мы рассмотрим ме
тод расщ епления, но уж е в виде комбинации схемы типа схемы  
А дам са—^Бэшфорта и схемы естественного фильтра.

1. Вопросы аппроксимации и устойчивости

Д л я  получения некоторой конкретной информации об аппрокси
мации и устойчивости разностной схемы, так ж е  как и в работе [1], 
рассмотрим простейшую баротропную модель атмосферы и
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соответствующую ей систему уравнении запишем сразу в матричнои 
форме;

d f
dt

где

ср =

ср(г; =  0 )  =  ср°,

р

Аср =  О,

0 - I R T - a
dx

л = 1 0 R T - d
dy

d
dx

d
ду 0

(1)

(2)

=  const.

В соответствии с методом расщ епления задача (1) разбивается  
на две:

d f
dt ■и dx

dt - А с р =  0 . (3)

И спользуя для аппроксимации производных по х  и у  централь
ные разности, для производных по t схему типа схемы А дам са—  
Бэш форта и естественного фильтра, получим в точке {k, I) два р аз
ностных уравнения, соответствующих уравнениям (3);

где

Vj5;'F='Pft-fl, I f k - U  I ’

0 - I RT- 2ДЛГ

I 0 RT- Vl
2Ky

Vk Vz П
2Lx 2 Ду и

(4)

X —  шаг no времени.
О бщ ее разностное уравнение, аппроксимирующ ее уравнение (1 ) , 
имеет вид

3-с
(5)
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Теперь с помощью разлож ения в ряд Тейлора, предполагая не

обходимую  гладкость функции ф, нетрудно показать, что ощибка
аппроксимации е имеет вид

•с д
2 dt 

где

{ 4 - Г ' + о ( . ^ п

dt —  dt дх ^  "  ду ’

h  —  шаг сетки.
Таким образом , схема (5) имеет второй порядок точности по пе

ременным л: и у  и первый порядок по переменной t. Д ля исследова
ния устойчивости схемы (5 ), когда коэффициенты и, v, I являются 
константами, реш ение уравнения (5) будем  искать в виде отдель
ной гармоники

f t J  г ду

полагая, что начальное поле  ̂ представимо в виде

где L i и La —  длины волн по х  и по I/.
О днако известно [1], что матрица имеет различные собствен

ные числа

1̂ 1

где
2% hx о 2л Ду

- Т Г ~ ’

поэтому систему соответствующ их собственных векторов, которую  
обозначим через Vm, можно взять в качестве базиса [5]. И оконча

тельно решение уравнения (5) будем  искать в виде
3

(6)
т — \

Теперь, учитывая линейную независимость векторов Vm, для ко
эффициентов 8то получим следую щ ее уравнение:

(1 - f  z l j )  -  (1 _  Zai) -  ai  =  О, (7)

г д е
Т

Дл: I Ду г j ■■
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и в случае, если u =  v, Ах =  Ау,  Li =  Li,
та . 

a  =  - ^ s i n a ,

откуда для т =  3600 сек., w =  10 м/сек., Ах =  3,6- 10  ̂ м имеем

max а  =  0,1.

И з уравнения (7) найдем

1,2__  1 — Заг +  У (1 — Зя/)2 +  4аг ( 1 +  "й̂ гп)
2 ( 1 + . Я ^ )  •

Умножая числитель и знаменатель полученного выражения на 
(1 — т/Хт) и полагая, что

Y  — Aatk^) — 2 а / — с — id,

нетрудно показать, что

-1.2 _  1 ,  /■■(! ± с ) 2  +  ( З а ± d)2 
-  2 ] /

где
с2 _  ^̂ 2 ^  1 _  9^2 _  , cd = =a ,

^ 2 _ ^  [(1 _  9^2 -  .

Проверим, что дает  метеорологическая составляющ ая (Xi =  0 ).  
В этом случае, учитывая, что т а х а  =  0,1, можно показать, что

m ax в}.2 г « 1 + 2 а 4 ; ^ 1 + 2  • 10 -4 .

Если ж е 'ктфО, то расчеты показывают, что при 27’ =  500, R =  287, 
Li =  4Ax, s i n а =  1, Ax =  3 6 0 -1 0 ^  Я =  ±  1,053• 10“^ 1:=  1 час имеем:

1 и = = 1 0 , | s |  =  0 ,2  ( Х > 0 ) ,  |е |  =  0 ,33 ( А < 0 ) ;

II «  =  20, 1S I =  0,265 (X >  0), i в I =  0 ,605 {I <  0);

III и =  50, |е  1 =  0,595 ( Х > 0 ) ,  |е )  =  0 ,9 б 5 (Х < 0 ) .

Таким образом , схема (5) дает  некоторый рост метеорологиче
ской составляющей и фильтрует остальные волны. Интересно от
метить, что в работе [4] при рещении недивергентного баротропного  
уравнения вихря при счете на 8 суток с шагом 1 час наблю дался  
весьма незначительный рост квадрата среднего вихря, обусловлен
ный, как это видно, слабой неустойчивостью схемы А дам са— Бэш 
форта.
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2. Численный эксперимент

Д л я исследования аппроксимации и устойчивости в нелинейном  
случае был проведен следующ ий численный эксперимент.

Н а сфере, покрытой квазиравномерной щестиугольной сеткой, 
реш алась с часовым шагом сроком на 5 суток следую щ ая модель
ная задача;

' • to +  V  grad  u =  F,dt

V = [ a , v ] ,  v  =  k t i ,  

u =  A  cos 5 9  sin p (X — a.t), (9)
гд е  F —  точное значение левой части уравнения в лю бой момент 
времени t\ I— параметр Кориолиса.

Д л я  аппроксимации нелиней
ной части уравнения (9) по вре-

СеВ. полюс

мени на первом ш аге использовалась явная схема Эйлера, на сле
дую щ их ш агах —  схема типа схемы (5):

I +  (х1)2 (10 )

где

Вп =  (й gradx ti +  v  gradj uf„.

Д л я  аппроксимации выражений gradi, е и использовались формулы  
второго порядка точности [6]:

( g r a d x , e ' p ) ^  =  - r J  J  J  ( т « х ,  е ) ^
т 1^

+  (11)
т

где о  —  площ адь, 1т —  звенья контура шестиугольной ячейки,
—  составляющ ие единичного вектора внешней нормали к ли

нии 1т, (рис. 1). Причем значения W на полюсах не считаются, но 
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Рис. 3. Изменение ошибки е с течением времени для 

Л =  10, В =  Р =6. Л?=15, 8 =  2 ( и  — и'>)2_

t г  3 4 t сутки

Рис. 4. Сопоставление точного (и) и разностного (ы'’) решений для Л =  10,
В = р = 6 , а  =  10-5.

а — 24 часа, б — 48 час., в — 72 часа, г — 96 час., 5 — 120 час.; J — и, 2 — иЬ.
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и л ал

Рис. 6. Сопоставление точного (и) и разностного {и’') решений для Л =50,
S = 6 , Р =  12, a =  10-s.
Уел. обозн. см. рис. 4.

В  ОКОЛОПОЛЮ СНОЙ т о ч к е  ( к ,  I) , е с л и  т о ч к а  4  —  п о л ю с ,  п р и  с ч е т е  о п е 
р а т о р а  ( g r a d x ,  0 п о л а г а е м ,  ч т о

д л я  л и н и и  3 - ^ 4  tt4 =  tts\

для линии 4 - ^ 5  U4 =  us. (12)

Всю сферу покрывают десять сферических ромбов. И в каждом  
таком ром бе (рис. 2) для проверки аппроксимации схемы (10) по
лученное разностное решение сравнивалось с точным, а по поведе
нию ошибки

где Л/2 — число узлов в ромбе, в которых реш алась задача (10), 
(у нас W =  15), проверялась устойчивость схемы.
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Н а рис. 3 приводится изменение ошибки е с течением времени  
для первого ромба, на рис. 4— 6 —  сопоставление точного и разно
стного решений с течением времени для первой граничной линии 
(t =  l )  первого ромба при различных значениях А, В,  |3.

Отметим, что при Л = 5 0  результаты счета на первые и третьи 
сутки в точках, расположенны х около полюса, показывают р асхож 
дение м еж ду точным и разностным решениями. Это, очевидно, объ 
ясняется тем, что граничные условия (12) в этом случае даю т пло
хую  аппроксимацию. Во внутренних точках ром ба, например для  
линии 1 =  6, таких расхож дений нет.

Проведенный численный эксперимент показал, что схема (10) 
устойчива и дает  вполне удовлетворительную аппроксимацию ана
литического решения для всех точек, кроме близких к полюсу.
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Б. М. ИЛЬИН,  Л. В. РУХОВЕЦ

О ВЫ БО РЕ Н АЧАЛЬН О ГО  П Р И Б Л И Ж Е Н И Я  
П РИ Ч И С Л ЕН Н О М  РЕШ ЕН И И  К РА Е ВЫ Х  ЗА Д А Ч  

Д И Н А М И К И  АТМ ОСФ ЕРЫ

Численное решение некоторых задач  гидродинамического про
гноза и обш,ей циркуляции атмосферы сводится к решению на к аж 
дом  ш аге по времени краевой задачи для эллиптического уравне
ния и переходу от ш ага к ш агу с помощью той или иной аппрокси
мационной формулы. К такой процедуре сводится, например, 
численное интегрирование уравнений вихря скорости в квазигео- 
■строфическом пли квазисоленоидальном приближениях.

Д л я  решения краевой задачи часто применяются итерационные 
методы. При этом возникает проблема выбора начального прибли
ж ения. В качестве последнего можно использовать, например, ну
левые значения или поле норм искомой функции. Однако в ряде  
случаев лучшие результаты могут быть достигнуты, если на всех 
ш агах по времени, кроме первого, использовать в качестве началь
ного приближения рещение. Найденное на предыдущ ем шаге. Этот 
сп особ по сравнению с первым приводит, как правило, к сущ ествен
ному уменьшению количества итераций на каж дом  ш аге по времени  
и тем самым к сокращению времени счета. П оэтом у этот способ  
получил довольно широкое применение в практике численного про
гноза погоды. Однако, как показали эксперименты, о которых речь 
пойдет ниже, более эффективный способ выбора начального прибли
жения состоит в линейной экстраполяции решений, найденных на 
д в у х  предыдущ их ш агах по времени. Именно, пусть х ,̂ х ~̂̂  —  ре
шения, полученные для двух последовательных моментов времени 
.к я k — 1 соответственно. Тогда в качестве начального приближ е
ния для момента времени к + \  примем

4  +  ’ =  (1)

В  обычно применяемом способе выбора начального приближения, 
в котором используется лишь решение, полученное на предыдущ ем  
ш аге, имеем

=  (2)



Так как в экспериментах, описанных ниже, варьировались коэффи
циенты при и то для удобства дальнейш их обозначений з а 
пишем более общ ую формулу нахож дения начального приближения  
в виде

х^+'  =  Ах^ +  В х ’‘- \  (3)

При Л = 2 ,  В = — 1 имеем (1 ), при Л =  1, В =  0 имеем (2 ).
По-видимому, впервые способ нахождения начального прибли

жения с помощью (1) был предлож ен в краткой зам етке [1]. О д

нако в замечаниях к этой заметке, опубликованных в том ж е но
мере ж урнала, вы ражалось сомнение в эффективности предлож ен
ного способа.

Мы провели ряд численных экспериментов, в которых были со
поставлены различные способы нахождения начального прибли
жения.

Д л я  проведения численных экспериментов на карте стереогра
фической полярной проекции с главным масш табом по широте 60° 
была выбрана квадратная сетка, образую щ ая восьмиугольник  
(рис. 1). Если дополнить сетку фиктивными узлам и (изображ ен 
ными на рис. 1 в виде круж ков), получим квадрат, содержащ ий  
2 7 X 2 7 = 7 2 9  узлов, из которых 112 узлов фиктивных. Таким об 
разом , сетка содерж ит 617 узлов. При масш табе карты 1 :3 0 0 0 0  000
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угловые точки восьмиугольника располагаются на широте 15°. Р а с 
стояние м еж ду узлам и у  полюса составляет примерно 700 км, на 
широте 60° около 640 км, на широте 15° около 440 км. Эксперименты  
производились с помош;ью баротропной модели атмосферы в пред
положении квазигеострофичности движений. Д ля простоты предпо
лагалось, что параметр Кориолиса постоянен там, где он входит 
в качестве коэффициента, и переменен в выражении для абсолю т
ного вихря (т. е. р-эффект учитывался). В этом случае уравнение 
вихря имеет следуюидий вид:

(4)

где if i= 0 //o ;  Ф — геопотенциал; I— параметр Кориолиса; k  —  его 
среднее значение, используемое в качестве коэффициента; и /  —  
лапласиан и якобиан соответственно. На границе области интегри
рования предполагалось, что il) =  const. Кроме того, принималось, 
что на границе ,г|з и не меняются со временем. Аппроксимация 
якобиана производилась по схеме Аракавы [2], аппроксимация лап
л а си а н а — по обычной пятиточечной схеме «крест».

Интегрирование по времени производилось по схеме А дам са—  
Бэшфорта:

+ (5)

Здесь  — шаг по времени, который принимался равным 1 часу.
Н а первом ш аге применялась схема Эйлера

ф(1) =  ф(0) +  ^ | ^ Д ^ .  (6)

в  качестве начального условия было выбрано реальное поле 
АТбоо за  некоторый срок (3 часа 27 января 1965 г .).

Н а каждом ш аге по времени реш алась краевая задача для урав-

нения (4) относительно Реш ение краевой задачи производи

лось с помощью итерационного метода Л ибмана с верхней релак
сацией. Итерационный процесс на каж дом  шаге по времени закан
чивался после того, как невязка м еж ду левой и правой частями 
конечно-разностного аналога уравнения (4) в каж дой точке стано
вилась меньше некоторой заданной величины е. В качестве е при
нималась величина, которая в пересчете на изменение геопотен
циала равна 0,001 дкм/час.

Д ля определения оптимального значения параметра перерелак- 
сации V в случае областей простой формы сущ ествуют теоретичес
кие оценки [3, 4], в других случаях оптимальное значение может  
быть найдено экспериментально.

Н а рис. 2 приведены результаты экспериментов по определению  
оптимальных значений параметра перерелаксации v для уравнения  
(4 ) при различных способах выбора начального приближения. Кри
вая 1 Показывает зависимость числа итераций п от величины пара
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метра перерелаксации v в случае, когда в качестве начального при
ближения берутся нулевые значения во всех точках ( Л = 0 ,  Б  =  0 —  
способ 1). Оптимальное значение параметра перерелаксации равно
0,75. Число итераций при этом значении v, необходим ое для у д о 
влетворения указанного выше критерия сходимости, равно 38. Кри
вая 2 и зображ ает аналогичную зависимость в случае, когда в ка-

Рис. 2. Зависимость числа итераций п от 
параметра релаксации v в баротропной модели 
без учета сжимаемости атмосферы (Lo= со) 
для различных способов нахождения началь

ного приближения.
/  — способ 1 (Л=0, в = 0): г — способ 2 (Л =  1, В=0);

3 — способ 3 (Л=2, В = —\).

честве начального приближения принимается решение, полученное 
на предыдущ ем ш аге {А — \, В =  0 —  способ 2 ) . В этом способе  
оптимальное значение параметра перерелаксации равно 0,55. При  
этом число итераций уменьщ ается по сравнению со способом 1 бо
лее чем в 2 раза и составляет в среднем 16 (практически мало ме
няясь от ш ага к ш а гу ).

Тенденция к уменьшению оптимального значения параметра пе
ререлаксации при переходе.от способа 1 к способу 2 ранее отмеча
лась в работе Брэдли [5].

Кривая 3 на рис. 2 такж е изображ ает зависимость числа итера
ций от величины параметра перерелаксации в случае, когда для
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нахож дения начального приближения на каж дом  ш аге по времени 
применяется линейная экстраполяция решений, найденных на двух  
предш ествующ их ш агах (Л = 2 ,  В =  — 1 — способ 3 ). В этом случае 
минимальное число итераций достигается для широкого диапазона  
значений параметра v (в пределах примерно 0,0— 0,3). При этом  
число итерации равно в среднем 6. Следует отметить, что при варь
ировании параметра v в весьма широких пределах (примерно от 
— 0,4 до + 0 ,6 )  количество итераций меняется весьма незначи' 
тельно.

Н а рис. 3 приведены результаты аналогичных экспериментов, 
выполненных для баротропного уравнения вихря, учитывающего 
сжимаемость атмосферы, т. е. для уравнения

где R —  газовая постоянная, Г —  абсолютная температура. Вели-

i W f
чина L o = —V—  (параметр О бухова) принималась равной 2500 км.

1о
Результаты, приводимые на рис. 2 и 3, показывают, что способ  

нахождения начального приближения путем линейной экстраполя
ции решений, полученных на двух предыдущ их ш агах по времени, 
позволяет сущ ественно уменьшить число итераций по сравнению  
с другими способами. Кроме того, в этом способе число итераций 
весьма слабо зависит от величины параметра v, так что ошибка 
в определении его оптимального значения практически не отр аж а
ется на скорости сходимости итерационного процесса. Способ 3 тре
бует хранения в памяти машины полей решений на двух временных 
шагах, в то время как в способе 2 нужно хранить решение лишь на 
одном временном шаге. Однако этот недостаток способа 3 проявля
ется лишь в случае, когда для аппроксимации по времени использу
ются два временных уровня. Если ж е для этой цели используются  
три временных уровня (как, например, в схемах А дам са— Б эш 
форта, центральных разностей и д р .) , то применение способа 3 не 
накладывает дополнительных требований к памяти машины по от
ношению к тем требованиям, которые наклады вает способ интегри
рования по времени.

Является ли число итераций в способе 3 (т. е. при Л = 2  и 5  =  
=  — 1) минимальным или его можно уменьшить путем варьирова
ния параметров Л и 5  в формуле (3)?  Н а рис. 4  представлена зави
симость числа итераций от величины Л (принималось, что S  =  
=  1 — Л),  полученная в результате экспериментов с баротропной  
моделью при трех значениях параметра v (О, 0,3 и 0 ,55). Как видно 
из этого рисунка, способ 3, т. е. линейная экстраполяция решений 
на двух предыдущ их ш агах по времени, является оптимальным спо
собом нахождения начального приближения.

Преимущ ества способа 3 особенно проявляются в том случае, 
когда интегрирование выполняется для большого числа шагов по
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времени, в частности при решении задач  по численному м оделиро
ванию общ ей циркуляции атмосферы. Действительно, применение

способа 3 в численных экспери
ментах по моделированию тер
мического реж има атмосферы  
с помощью термотропной м оде
ли [6] оказалось весьма эфф ек
тивным и позволило сущ ест
венно уменьшить время счета.
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Рис. 3. То же, что на рис. 2, но с учетом 
сжимаемости атмосферы (L o = 2 5 0 0  км).

Рис. 4. Зависимость числа итера
ций п от величины параметра А. 
Баротропная модель без учета 
сжимаемости атмосферы (Lo=c c ) .

I) v=0;  2) v=0,3; 3) v=0,55.

Внимание авторов на зам етку [1] обратил Р. Л. Каган. П ользу
ясь случаем, авторы вы ражаю т ему свою признательность.
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СТАТИСТИЧЕСКИЕ М ЕТОДЫ  О БЪ ЕКТИ ВН О ГО  А Н А Л И ЗА  
М ЕТЕО РО Л О ГИ Ч ЕС КИ Х  П О Л ЕЙ

Основой большинства известных схем объективного анализа ме
теорологических полей являются методы математической стати
стики. Это объясняется несколькими причинами, среди которых 
можно выделить следующ ие.

1. Статистическая природа метеорологических наблюдений. В е
личины метеорологических измерений в каждый конкретный момент 
времени определяю тся совокупностью разномасш табны х процессов, 
происходящ их в атмосфере, ошибками наблюдений и искажением  
информации при передаче ее по каналам связи. Суммарный эффект 
подобных факторов позволяет рассматривать поступающ ие в обр а
ботку данные как систему случайных величин.

2. Высокая точность получаемых результатов.
3. Простота и удобство применяемого вычислительного аппа

рата.
В озмож ность использования тех или иных методов во многом  

определяется мощностью имеющ ихся ЭВМ , характером и направ
ленностью задачи, в рамках которой проводится объективный 
анализ.

П рименяемые в настоящ ее время методы имеют специфическую  
направленность, заключающ уюся в том, что предполагается сущ е
ствование нескольких стационарно расположенных измерительных 
пунктов (станций). И зменение характера производимых измерений  
(нап£имер, использование спутниковой информации) потребует ко
ренного пересмотра используемых методов.

И злож ение различных схем объективного анализа, приводимое 
в работах [2, 3, 7 и др.], сводится к простому перечислению этих
схем и не указы вает на их единство и взаимосвязь.

Основной целью настоящей работы является описание общ его
математико-статистического подхода к проблеме интерполяции ме
теорологических полей. Пусть

Y = ^ { y i ] 1 = o  (1 )

есть случайный вектор, компоненты которого, начиная с номера 
k +  l {ук+и Уп, k < n ) ,  представляют собой измерения какого- 
либо метеорологического элемента^ заданны е на ?г —  k пунктах на

я . к. ГРИБ. И. И. ПОЛЯК
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блюдений. Первые k + \  (г/о, . . . ,  уп) компонент вектора Y суть оце
ниваемые измерения, например значения в узл ах регулярной сетки. 

П редполож им, что
E { Y ) ^ X ^ ,  . (2)

D { Y ) ^ M ,  (3)

где Е — знак математического ож идания, D —  оператор взятия вто
рых моментов, — известная невырожденная ковариа

ционная матрица вектора У, Р =  — вектор неизвестных пара
метров, X =  —  известная матрица условной системы

уравнений.
В ид правой части (2) определяется предположениями о харак

тере изменения математических ожиданий метеоэлемента. Н апри
мер, в случае одноуровенного полиномиального объективного ана
лиза

где (Xiyi) —  прямоугольные координаты станции, а о = у о  =  0, а ос
тальные aj, yj  —  целые положительные числа. М атрица М  опреде
ляется статистической структурой метеонаблюдений.

Введем  обозначения:

y i - { y t ] U o ,  К 2 = {у Л ? = ^ + 1 ,

£ (Г О  =  ^ ,Р , Е { Г , )  =  Х ,^ ,  ^  =  (4)

М атрицу М  представим в виде
M l  М . ]

м11- ®

где г  —  знак транспортирования; Mi,  ковариационные мат
рицы векторов 7 i и Тг соответственно; М з— матрица моментов 
связи элементов векторов Fl и Кг.

При сделанных предполож ениях будем  находить оценки неиз
вестных величин и их статистические характеристики. Д ля этого  
рассмотрим квадратичную форму

( Y - X ^ f M - ^ i V - X ^ ) ,  (6)

к минимизации которой приводит предполож ение о нормальном  
распределении случайного вектора У [1]:

Д ифференцируя (6) по всем неизвестным параметрам

у^Ц =  0, к) и Ру( /  =  0. 1.......... т)

и приравнивая нулю производные, получим систему линейных 
уравнений для определения всех требуемых величин.

Однако, преж де чем анализировать общ ую  схему нахождения  
оценок, сделаем  соответствующие предположения и рассмотрим не
сколько частных схем.
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1. М е т о д  н а и м ен ь ш и х  к в а д р а т о в

П редположим, что в качестве оценок интерполируемых значений 
принимаются оценки их математических ожиданий, т. е.

(7 )

Так как Р определяет оценки математических ожиданий, то задача  
интерполяции сводится к нахож дению  элементов этого вектора. 

М инимизация (6) сводится к минимизации формы

(8)

ввиду предположения (7) (первые k +  \ элементов вектора Y —  
равны нулю ). Основные соотношения для нахождения оценок  
в этом случае имеют вид [1]:

Г г  =  х З ,

-1

—1
■ Х ^ М ^ Х ^

(9 )

(1 0 )

(П )

(1 2 )

(13)

где М у  — оценка ковариационной матрицы вектора уклонений

У  =  У 2 - Х ф - ,

Р, Yi, М р  М^^— оценки р, Yi и их ковариационных матриц.
Опубликовано несколько схем одноуровенного полиномиаль

ного объективного анализа, основанного на вышеизложенных соот
ношениях [2, 4, 5, 8, 9, 11, 12]. Эти схемы отличаются друг от друга  
только видом матрицы М 2 .

В работе [4] измерения предполагаются независимыми и равно
точными, и поэтому матрица Мг равна единичной. В работе [2] рас
сматривается схема, в которой каж дом у измерению уг придается  
вес Si {i =  k +  \,  . . . ,  п). В этом случае элементы матрицы Мг опре
деляю тся следующ им образом:

ъг -

0 ,

i  =  j
( / ,  п ) . (14)

Si

В [5] в качестве Мг берется корреляционная матрица измерений.
Точность интерполяции при использовании метода наименьших 

квадратов определяется тем, насколько верно предполож ение (7) 
при фиксированном виде матрицы Мг.
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2. Оптимальная интерполяция

П редположим, что математические ож идания величин yi  равны 
нулю, т. е.

£ ( Г )  =  0. (15)

К этому случаю приходим, например, тогда, когда проводится обр а
ботка отклонений значений метеоэлемента от его нормы.

Пусть k =  0. Тогда, дифференцируя (6) по единственной неизве
стной величине г/о, получаем

И

Уо- Р У 2 = ^ Р 1 У 1  =  М ,М 2 ^ У „  (16)
1 =  1

где
'W/O .P i = - Що

rtiio (г' =  0, 1 , . . . ,  п) —  элементы нулевого столбца матрицы Р =
.   ̂ „  m-io=  Ясно, что ч и с л а ---------- являются решением системы

/72оО

2
Дисперсия определяется формулой

(18)
г = 1

З а  меру точности интерполяции обычно берется величина
П I

1̂̂ 00

Полученные оценки представляют собой широко используемый  
в настоящ ее время в метеорологии метод оптимальной интерполя
ции [3]. М етод очень прост, статистически обоснован и во многих 
случаях наиболее рационален как по своим точностным характери
стикам, так и по затратам машинного времени.

При k > 0  требуемы е оценки элементов вектора Yi и ковариаци
онной матрицы вычисляются по формулам:

' (20 )

=  (21 )

В качестве оценок, аналогичных е (19),  можно брать, например,
след матрицы —
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3. Схема интерполяции при неизвестных математических
ожиданиях

Рассмотрим общ ую  схему интерполяции, т. е. предположим, что 
неизвестны как уг (i =  0, 1 , . . k),  так и (/ =  0, 1 , . . . ,  т).  

Дифференцируя форму (6) по у  г (/ =  0, 1, . . . ,  k),  получаем

=  +  (22)

Д ля нахождения оценок элементов вектора р необходимо форму
(6 ) дифференцировать по р,-. Однако ввиду того, что есть линей
ная функция Уг (2 2 ) , форма (6) в действительности зависит только 
от (Уг — ^ 2Р), и поэтому для нахождения оценок Рг необходимо ми
нимизировать форму (8).

Требуемые оценки для Рг задаю тся формулой (9).  Таким обр а

зом, вектор интерполируемых значений Yi определяется равенством

Г , =  +  Ж зМз-' (Кг -  ^ 2? ) . (23)

а процедура оценки проходит два этапа:
1 ) аппроксимация измерений с учетом их статистической струк

туры: ( 10)— (13);
2 ) оптимальная интерполяция отклонений измеренных величин 

от точечных оценок их математических ожиданий (23).
Д ля оценки точности интерполяции по формуле (23) определим

матрицу ковариаций Ми величин u = Y i  — Уь

=  ( X ,  -  ) М -  { X ,  -  УИ3Ж 2 % ) " .  (24)

М ожно вычислить и некоторые другие виды характеристик точ
ности.

4. Несколько примеров интерполяции с помощью рассмотренных
схем

Приводимые ниже результаты характеризую т только конкретно 
рассматриваемые ситуации и имеют иллюстративное значение. И с
пользуемые данные не проходили строгого контроля, что, по-види
мому, несколько снизило точность.

Д ля расчетов были выбраны измерения геопотенциала поверх
ности 500 мб за  16 сроков (январь 1959 г.) на 115 станциях, распо
ложенных на Европейском континенте. Н еобходимы е моменты рас
считывались по соответствующей корреляционной функции, приве
денной в работе [3]. В качестве узлов использовались точки (сами 
станции), в которых имелись реальные измерения, и результаты  
сравнивались с этими измерениями. Д ля каждого узла интерполя
ции строилась локальная прямоугольная система координат с нача
лом в данном узле.
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И сходной информацией при проведении расчетов служили дан 
ные станций, заключенных в кольце с центром в начале координат, 
с большим радиусом 700 км, меньшим 10 км (т. е. измерение на 
станции, для которой проводилась интерполяция, в расчетах не ис
пользовалось, что, несомненно, сказалось на величинах полученных 
оц енок ).

П роведение расчетов для каждого конкретного срока наблю де
ний заканчивалось нахож дением  отклонений рассчитываемых зн а
чений от измеренных и оценкой их стандартов по всем точкам, для. 
которых проводилась интерполяция.

В табл. 1 приведены оценки стандартов при интерполяции по 
способу наименьших квадратов многочленами двух переменных сте
пеней от нулевой до третьей. И змерения предполагались независи
мыми, т. е. матрица Мг равна единичной. Число наблюдений, ис
пользованных для построения многочлена, не более 22. Результаты  
интерполяции многочленами степеней О и 1 явно неудовлетвори
тельны, а многочленами степеней 2 и 3 примерно одинаковы.

Т а б л и ц а  1

Результаты интерполяции по способу наименьших квадратов

лI
Число (U

. <и0)с X
й ■0)f-

О
И 12 13 14 16 18 19 20 21 22 23 25 26 28 29 30 <иС1.

о

0 5 ,9 5 .5 6 .7 5 ,7 4 ,4 5 .0 5 .8 6 ,0 6 .6 6 .3 5 .8 6,1 6 ,2 5 ,7 5 ,3 5 ,2 5 .8
1 4 ,3 4 ,2 5 ,2 4 .3 3 ,3 3 .5 4,1 4.1 5 .5 4 ,0 3 .4 4 .4 5,1 4 ,4 4 .0 4 ,7 4 ,3
2 3 ,4 2 ,6 3.1 3 .9 2 .7 3 .3 3 ,0 2 .3 3 .2 2 ,6 2 .5 3 .2 3 .0 2 ,7 2 ,2 3 ,2 2 .9
3 3 .0 3 ,3 3 ,0 4,1 2 ,4 3 .2 2 .6 2 .9 3 .5 1,9 2 .5 3 .6 2 ,7 3 ,0 2 ,6 2 .7 2 .9

В табл. 2 приведены оценки стандартов при применении ме
тода оптимальной интерполяции. Оценки определялись только для  
тех ситуаций, когда в расчетах использовались измерения на 5—
6 ближайш их станциях.

Таблица 2
Результаты объективного анализа методом оптимальной интерполяции

Число 0J0)я

11 12 13 14 16 18 19 20 21 22 23 25 26 28 29 30 Оч
о

а 2 ,0 2 ,6 3 ,5 3,1 2 ,5 3 ,0 3 ,0 2 ,4 3 .0 2 ,7 2 ,3 3 .4 3 ,2 3 ,0 2 ,7 3 ,8 2 ,9

В табл. 3 содерж атся стандарты, характеризую щ ие интерполя
цию по ф ормуле (23), причем математические ожидания оценива
лись с помощью многочленов двух переменных степеней от нулевой  
до третьей. Заметного улучшения оценок не наблюдается, и это.

Г* 99



по-видимому, объясняется формальным применением метода, т. е. 
использованием в расчетах наблюдений всех станций, имеющихся  
в данной окрестности. Н апример, если интерполяцию проводить по 
наблюдениям только 5— 6 ближайш их станций, то первой строке 
табл. 3 будет соответствовать табл. 4. Снижение средней оценки 
с 3,3 до 3,0 свидетельствует о возможности улучшения получаемых 
оценок с помощью разработки подходящ ей методики, аналогичной 
той, которая применяется ири оптимальной интерполяции [2].

Т а б л и ц а  3
Результаты формального использования общей схемы интерполяции

ЖО)с
CL)Н

О

Число

II 12 13 14 16 18 19 20 21 22 23 25 26 28 29 30

<ио
Xч:<DСи

и

2,1
2 ,0
1.9
2 .3

2 ,6
2 ,9
2 .4
2 .6

3 ,6
3 ,5
3 ,2
2 ,9

3.1
3 .2  
3 .9
4 .2

2 ,7
2 ,6
2 ,6
2 ,4

3 .2  
3 ,0
3 .3
3 .3

3 ,7
3 .3
3 .0
2 ,6

2 .9  
3 ,0  
2 ,2
2 .9

3 .5
3 ,7
3 .2
3 .4

3 .4  
3 .2
2 .5  
1.8

2 .6
2 ,9
2 ,4
2 ,6

3 .5
3 .5
3 .5  
3,9

4,1
3.6  
3 .0
2 .6

3,1
2 .9
2,6
3 ,0

3.3
3.2
2 .3  
2 ,7

5 .2  
4,1
3 .3  
2.8

3 .3
3 ,2
2 ,8
2 ,9

Т а б л и ц а  4
Результаты интерполяции с помощью общей схемы (т = 0, п равно 5 или 6)

Число
(UО)
1г(

и 12 13 14 16 18 19 20 21 22 23 25 26 28 29 30
ОСХ

и

0 2,0 2,6 3,7 3,3 2 ,6 3.0 3,0 3,4 3,2 2,8 2,4 3,4 3,3 2,9 2 .8 3,7 3 ,0

Д ал ее  отметим, что выбранный критерий качества оценок недо
статочно корректен. Ввиду того, что каж дое наблюдение содержит  
случайные ошибки, добиваться полного совпадения измерений на 
станциях и получаемых оценок не имеет смысла.

Мы рассматривали формальный математико-статистический ап
парат нахождения оценок интерполируемых значений. Разработка  
конкретных схем объективного анализа требует детального физико
статистического обоснования и исследования методики их примене
ния. Н еобходимо решать вопросы о величинах степеней многочле
нов и участков аппроксимации, количестве аппроксимируемых из
мерений и т. п. Возможно, также, что алгебраические многочлены 
в качестве аппроксимирующих функций не являются наилучшими.

Отметим далее, что конструирование той или иной схемы интер
поляции для данного вектора Y связано с формированием матриц М 
и X.  Если элементы У состоят из наблюдений разного вида (напри
мер, когда для интерполяции значений геопотенциала привлекаются 
наблюдения с нескольких уровней), то матрица М  имеет блочную  
структуру. Блоки по главной диагонали строятся с помощью авто
корреляционных функций, а вне главной диагонали — с помощью
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взаимных корреляционных функций наблюдений. Формирование 
матрицы X  связано с выбором аппроксимирующих зависимостей.

В заклю чение несколько слов о том, необходим о ли наличие не
скольких методов объективного анализа и нет ли среди рассмотрен
ных схем абсолютно лучшей. Н аиболее прост метод оптимальной  
интерполяции. О днако при его использовании следует иметь инфор
мацию о математических ож иданиях измерений. М етод очень чув
ствителен к анормальным наблюдениям, требует строгого предвари
тельного контроля данных и нуж дается в существенной модифика
ции в случае согласования полей с учетом тех или иных физических 
соотношений.

М етод наименьших квадратов для построения приемлемых з а 
висимостей можно использовать только при большом числе изм ере
ний. В рамках этого метода имеется теория уравнивания по элем ен
там (или уравнивания с помощью коррелят) [6], которая позволяет  
проводить согласование метеорологических полей с привлечением  
различных физических соотношений.

Рациональность использования обобщ енной схемы требует дал ь
нейших исследований. При отсутствии норм наблюдений в тех точ
ках, где получено измерение, применение этой схемы наиболее есте
ственно. Кроме того, задачи обработки наблюдений, проводимых 
в различные моменты времени, в различных точках земного шара, 
разными измерительными комплексами (станциями, спутниками 
и т. п.),  потребуют создания новых схем, и использование данной  
работы мож ет оказаться весьма полезным.
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г.  и. РЕИНЮК

К РА ТКИ Е Ч ЕТЫ РЕХ ЗН А Ч Н Ы Е ТА БЛ И Ц Ы  
О БО БЩ ЕН Н Ы Х  С ФЕ Р И Ч Е С КИ Х  ФУ Н К Ц И Й

Основы аппарата обобщ енны х сферических функций изложены  
в работах [1, 2]. Обобщ енные сферические функции использовались 
при построении методов решения уравнений гидродинамики на 
сф ере в работах В. А. Ефимова [3— 7]. А. Л. Чубуковой [8] был 
проведен спектральный анализ полей ветра с использованием си
стем обобщ енны х функций.

Обобщ енные сферические функции являются элементами мат
рицы представления группы вращений трехмерного пространства и 
удовлетворяют линейному уравнению

сРт  ̂ dT^^  ^ тп, п  I ^ ^ Т П , П \■ctg 6'- г - 5 “ rfg,

пп cos I 
Sln2 6'

I Г / / /  I Л \  л 2  — 2 / и л с о 8  0 ' +  д а 2  ]  ^
~Т  ̂ i  т, п —  и,

где обобщ енны е сферические функции, и могут быть з а 

даны с помощью следую щ его выражения:

где ф2, б ', ф1 —  углы Эйлера.
Впоследствии при решении уравнений гидродинамики [4] пола- 

зх
гается ф2 =  0, ф1 = - г ----- ф, 6' = 0 ,  где 0 — дополнение широты, ф -

долгота.
Функции P^^  ̂ для 1 =  0, 1, 2 и соответствующ ие матрицы Л 

представлений группы вращений имеют следующ ий вид:

/ о = 1 ;
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/ .  (0) =

2  в i  s i n  0

2 V 2
г  b i l l  2

1 s i n  0
n r \ Q  f i

i  s i n  0

1 / 2
L U o  w

V 2

— s i n ^  - | -
i  s i n  0 

/ 2

9  0
c o r - g -

/2 ( 6 )  =

sin 0 (cos 0 - f  1)

(2 cos^ 0 +  cos 0 — 1)

i sin 0 cos 0

4 - s in 0  (cos0  — 1) (2 c o s “0 — COS0 — 1)

^ ( c o s 0  +  l ) 2  

- ^ s i n S  ( c o s 0 - f  1) 

- c o s ' 6 )

( c o s 0 - l ) 2

i sin 0 cos 0 

j / ' - Y  ’̂s in 0 c o s0

- ^ s in 0  (co s0  — 1)

- ^ s in 0  (co s0  — 1)

(2 cos2 0 — cos 0 — 1) 

/  sin 0 cos 0 

(2 cos2 0 +  cos e — 1) 

sin 0 (cos 0 -j— 1)

4 - (cos 0 - 1 ) 2  

- ^ s in 0  (co s0  — 1)

• (3)

- ^ .s in 0 ( c o s 0 - f  1)

- ^ ( c o s 0 - f l ) 2  _

13десь номер строки 'В матрицах определяется индексом т, а номер  
столбца ^  индексом п  в функциях P^  ̂ ^ (co s0 ), элементами мат
рицы являются функции P^  ̂ ^(СО8 0).
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Д ля расчета обобщ енны х сферических функций люгут быть при
менены как рекуррентные формулы вида

2 и (cos 9) =  i [ Y i i ^ n )  ( / - n  +  1) X
у  1 — :cos2 6 -

X  P m .  n - 1  (cos 6) -  V ( r ^ n )  ( ^ ^ - n  +  l )  P k  n +  : (COS 6)],  (4)

У  ( / - « ) ( / ■ + ft+ 1 )  „ + l(C0s6) =

=  4 - / ( / - m + l ) ( ^ + » i )  (1 +  COS 6) P L - I .  « (COS:e) +  

4 - ^ 1 / ( /  +  т +  1) (/  — m) (1 — cos 0) pL-i-i. « (cos'9) —

- — m /s in 0 P L , n (cos0) ,  (5)

l / ( / - / t + l ) ( / + f t + l ) P ' + U c o s 0 ) =  :

=  ]/"(/ — m +  1) ( /  +  OT +  1) cos 9Яш, „ (cos 9) -}- 

' s ii e [Y ^ i  _  да) ( /  _  TO +  1) p L + 1, « (cos 0) +~  2

4 “ 1^(^'4“ (^“i“ ^ 1, n ( c o s 0)], (6)

так и конкретные аналитические выражения: "

Ceos 9') ^ 1/ ^ {I — т)\ {1 — п)\ у ,«(.COSBI— г +  !(/ +  „)! А

т 4 -«  ^
/ J J - _ c o s r \ — 2—  ' V  ( /  +  у ) ! г ^  - /  1 — c o s i

X U - c o s 6 j  ^ =  2

я к  « (COS 0) =  Г - "  1 / ( /  -  ж ) ! ( / +  о т ) ! ( /  -  / г ) ! ( /  +  д ) ! X
тп —  п

( 1 — COS 6 \ 2 1 +  cos 8 у
I 1+COS0 / 2 j

(7)

N

у  У  __________________( -0 ^ '  ___________ ( S V (8)
j-Tm  j ' - { l  — ’n - j ) \ { l - \ - n  — j ) \ { m - n  +  j ) \  l l - { - c o s 0 j  ’

где
Ж  =  max  (О, п — пг), N  = т [ п  {1-{- п, 1— т)\

\1 — П ;П — тp t  ( r n^Q)  - ■ /  (/  +  т ) !„(.COSOj—  у  X

X  [(1 -  c o s 9 ) ^ - « ( l  - f  COS0)^+”]; (9)
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2x / _i£_ _—̂ \ Z  —rt

c o s - | - e ^  + / s i n - | - e   ̂ ) X  ' '
0  ̂ ' -

X l f s i n - ^ e ^  + c o s - 4 - ^   ̂ d^-\, (10)'

x J

P r ( c o s e )  =  <”  ] / £ ± ^ P U ( c o s 9 )  ; : (1 1 )

при m ^ O , где P™( cos 6)  —  присоединенные функции Лежандр;а.
Кроме того, при расчетах используются следую щ ие свойства 

обобщ енны х сферических функций:
а) соотношения симметрии

(cos 0) =  p L„. „ (cos 6),

^L,  л(СО8 0) =  Я^, „г(СО8 0), I
R т , п ( С О $ в ) = Р _ n  (cos 0) ,

P L . « ( - c o s 0 )  =  i ^ ' - ' ^ “ ' " P L , - r t ( c o s 0 ) ;  ; ; (1 2 )

б) формулы, определяю щ ие значения функций в полюсах,^

PL,rt(0) =  8^, : (13)
г д е б т ,  п —  символ Кронекера.

Д л я  контроля расчетов использовалось соотнош ение

P L , r t ( c o s 0 ) P s l .  (14)
п = - 1

При  расчетах по формулам (7),  (8) во избеж ание приме
нения функций, имеющих особенности в полюсах, таких,: как

т—п

( т ^ т ^ )   ̂ ’ применяется соотнош ение симметрии p L, « (c o s0 )  =  

= F  ^ J c o s 0 ) .—m, —n ' •'
H a рис. 1 и 2 построены графики функций и для некото

рых выбранных индексов п и / ,  где  ̂ удовлетворяет равенству 
p i

т, п т, п
в  табл. 1 и 2 приведены значения этих функций для интервала 

0 ^ 0 ^ 9 0 °  через 5° для /п =  0 (табл. 1) и т  =  1 (табл. 2 ) .  В послед
ней графе указывается на симметрию (с) или асимметрию (ас)  зн а 
чений  ̂ южного полуш ария относительно значений северного

полуш ария для соответствующ их значений I и п. Функции Р^  ̂ ^

рассчитывались с точностью до восьми знаков. Округление прй со
ставлении таблиц проводилось по общепринятым правилам.
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функции

I п
6°

1

0 5 10 15 20

1 0 1,0000 0,9962 0,9848 0,9659 0,9396
1 0,0000 —0,0616 —0,1228 -^0,1830 —0.2418

2 0 1,0000 0,9886 0.9548 0,8995 0.8245
1 0,0000 —0,1063 —0.2094 —0,3062 —0.3936
2 0,0000 0,0046 0.0185 0,0410 0.0716

3 0 1,0000 0,9772 0.9106 0,8042 0,6649
1 0,0000 —0,1495 —0.2894 —0,4107 -0 ,5 0 5 8
2 0,0000 0,0104 0,0407 •0,0886 0,1505
3 0,0000 —0,0004 —0,0029 —0,0097 —0,0224

4 0 1,0000 • 0,9623 0,8532 0,6847 0,4750
I 0,0000 —0,1915 —0,3622 —0,4935 —0,5715
2 0,0000 0,0178 0,0690 . 0,1464 0,2396
3 0,0000 —0,0010 —0,0076 —0,0248 —0,0556
4 0,0000 0,0000 0,0005 0,0023 0,0071

5 0 1,0000 0,9437 0,7840 0,5471 0,2715
1 0,0000 -0 ,2 3 2 4 —0,4265 ^ 0 ,5 5 1 0 —0,5868
2 0,0000 0,0271 0.1027 0,2108 0,3283
3 0.0000 —0,0019 —0.0150 -0 ,0 4 7 4 —0,1028
4 0,0000 0,0001 0,0014 0,0068 0,0202
5 0.0000 0,0000 —0,0001 —0,0006 —0,0023

6 0 1,0000 0,9216 0,7045 0,3983 0,0719
1 0,0000 —0,2718 —0,4810 —0.5809 -0 ,5 5 2 0
2 0,0000 0,0380 0,1408 0.2774 0,4059
3 0,0000 —0,0033 -0 ,0 2 5 3 -0 ,0 7 7 9 —0.1616
4 0,0000 0,0002 0,0031 0,0146 0,0418
5 0,0000 0,0000 —0,0002 —0.0018 —0,0072
6 0,0000 0,0000 0,0000 0.0001 0.0008

7 0 1,0000 0,8962 0,6164 0,2455 —0,1072
1 0,0000 —0,3096 —0,5247 —0.5823 —0,4722
2 0,0000 0,0506 0,1821 0,3415 0,4623
3 0,0000 —0,0052 -0 ,0 3 9 0 —0,1157 —0,2278
4 0,0000 0,0004 0.0058 0,0266 0,0732
5 0,0000 0,0000 —0,0006 -0 ,0 0 4 3 —0,0165
6 0.0000 0,0000 0,0000 0,0005 0,0026
7 0,0000 0,0000 0.0000 0,0000 -0 ,0 0 0 2

8 0 1.0000 0,8675 0.5218 0,0962 —0,2518
1 0,0000 —0,3456 —0.5566 —0,5560 —0,3568
2 0,0000 0,0646 0,2253 0,3985 0.4897
3 0,0000 -0 ,0 0 7 7 —0,0560 —0,1596 —0.2950
4 0,0000 0,0006 0,0098 0,0435 0.1143
5, 0,0000 0,0000 —0.0012 —0,0086 —0,0315
6 0,0000 0,0000 0,0001 0,0012 0,0063
7 0,0000 0,0000 0,0000 —0,0001 —0,0009
8 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001
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Т а б л и ц а  1

р ' ;  (cos 0)

25 30 35 40 45

0,9063 0,8660 0,8191 0,7660 0,7071 ас
—0,2988 —0,3535 —0,4056 —0,4545 —0,5000 с :

0,7321 0,6250 0,5065 0,3802 0,2500 с
—0,4691 —0,5303 -^0,5754 —0,6031 —0,6124 ас

0,1094 0,1531 0,2014 0,2530 0,3062 с

0,5016 0,3248 0,1454 —0,0252 —0,1767 , с
—0,5686 —0,5954 —0,5849 —0,5384 —0,4593 с

0,2216 0^,2964 0,3690 0,4334 0,4841 ас
—0,0422 —0,0699 —0,1055 —0,1484 —0,1976 с

0,2465 0,0234 —0,1714 —0,3190 -0 ,4 0 6 2 с
-0 ,5 8 8 8 —0,5446 —0,4457 —0,3049 —0,1398 ас

0,3353 0,4200 0,4808 0,5076 0,4941 с
—0,1012 —0,1601 —0,2286 —0,3009 —0,3697 ас

0,0167 0,0327 0,0566 0,0893 0,1307 с

0,0009 —0,2232 —0,3691 —0,4197 —0,3757 ас
—0,5308 —0,3958 —0,2084 —0,0036 0,1815 ^ с '

0,4293 0,4902 0,4945 0,4360 0,3202 ' с
—0,1784 —0,2657 —0,3516 —0,4204 —0,4575 ; с

0,0453 0,0849 0,1391 0,2051 0,2773 j ас
—0,0067 —0,0155 —0,0308 —0,0544 —0,0877 = с

—0,2040 —0,3740 —0,4114 -0 ,3 2 3 6 —0,1485 : с
—0,4069 —0,1864 0,0517 0,2474 0,3544 ^ ас

0,4850 0,4853 0,3982 0,2383 0,0400 J с
—0,2644 —0,3640 —0,4337 —0,4502 —0,4003 ас

0,0899 0,1589 0,2422 0,3266 0,3946 с
—0,0201 —0,0445 —0,0837 —0,1383 —0,2056 ас

0,0027 0,0074 0,0169 0,0335 0,05936 с

—0,3441 —0,4101 —0,3096 —0,1006 0,1270 ас
—0,2388 0,0351 0,2574 0,3587 0,3152 с

0,4897 0,4011 0,2152 —0,0139 —0,2151 ас
—0,3460 —0,4296 —0,4414 —0,3634 —0,2059 с

0,1491 0,2454 0,3408 0,4065 0,4156 ас
—0,0438 —0,0918 —0,1610 —0,2443 —0,3265 с

0,0088 0,0232 0,0499i 0,0925 0,1513 ас
—0,0011 —0,0036 —0,0093 —0,0207 —0,0404 с

—0,4062 —0,3388 —0,1155 , 0,1386 0,2983 с
—0,0537 0,2202 0,3534 . 0,3033 0,1119 ; ас

0,4395 0,2524 —0,0035 —0,2270 —0,3293 ; с
—0,4087 —0,4420 —0,3614 —0,1792 0,0469 ас

0,2180 0,3283 0,4036 0,4034 0,3090 с
—0,0796 —0,1561 —0,2512 —0,3410 —0,3932 , ас

0,0209 0,0518 0,1044 0,1781 0,2629 с
—0,0039 —0,0120 —0,0296 —0,0616 —0,1108 ас

0,0004 0,0017 0,0052 0,0129 0,0277 с
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0
1
2
3
4
5
6 
7

1,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,8358
—0,3797

0,0801
—0,0108

0,0010
—0,0001

0,0000
0,0000
0,0000 
0,0000

10

0,4228
-0,5762

0,2692
-0,0765

0,0153
-0,0023

0,0003
0,0000  
0,0000  
0,0000

15

—0,0427
—0,5040

0,4442
—0,2077

0,0657
—0,0153

0,0027
—0,0004

0,0000  
0,0000

20

—0,3517
—0,2182

0,4834
—0,3564

0,1636
—0,0535

0,0131
—0,0024

0,0003
0,0000

50 55 60

е°

65

0
1

0
1
2

0
1
2
3

0
1
2
3
4

0
1
2
3
4
5

0
1
2
3
4
5
6

0,6428
—0,5417

0,1198
—0,6031

0,3593

—0,3002
—0,3536

0,5165
—0,2513

—0,4275  
0,0296  
0,4389 

—0,4274  
О ,1800

-0 ,2 5 4 5
0,3145
0,1637

—0,4519
0,3472

—0,1308

0,0563  
. 0,3514  

—0,1510  
■^0,2859 

0,4282  
—0,2790  

0,0960

0,5736
—0,5792

—0,0065
—0,5754

0,4109

—0,3886
—0,2288

0,5270
^—0,3072

—0,3852
0,1831
0,3456

—0,4663
0,2354

—0,0868
0,3738

—0,0090
—0.3985

0,4051
—0,1829

0,2297
0,2470

-0 ,2 9 0 1
—0,1250

0.4136
•^0.3480

0,1435

0,5000
—0,6124

—0,1250
—0,5303

0,4593

-0 ,4 3 7 5
-0 ,0 9 3 8

0,5135
—0,3631

—0,2891 
О,3025 
0,2224  

—0.4803  
0.2941

0.0898
0,3521

—0,1698
—0,3002

0,4412
—0,2416

0,3232
0,0768

—0,3452
0,0520
0,3453

—0,4007
0,2004

0,4226
—0,6408

-0 ,2 3 2 1
—0.4691

0,5030

-0 .4 4 5 2
0.0419
0,4753

—0,4161

—0,1552
0,3746
0,0813

—0,4653
0.3528

0.2381 
0.2577  

-0 .2 9 1 9 -  
—0 , 1672 

0.4473  
-0 ,3 0 3 3

0,3138
—0,1077
-0 ,3 0 5 7

0,2086
0,2283

—0,4252
0,2632.
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25

—0,3896  
0,1193  
0,3394  

—0,4398  
0,2885  

—0.1273  
0,0410  

—0,0098  
0,0017  

—0,0002

30

—0,1896
0,3313
0,0694

—0,3915
0,3887

—0,2304
0,0955

—0,0288
0,0062

—0,0008

35

0,0965
0,3217

-0 ,1 9 5 6
—0,2074

0,4042
—0,3330

0,1774
—0,0666

0,0175
—0,0029

40

0,2900
0,1233

-0,3246
0,0426
0,3024

-0,3895
0,2727

-0,1275
0,0408

-0,0081

45

0,2855
-0 ,1 2 9 3
—0,2612

0,2464
0,1037

—0,3592
0,3518

-0 ,2 0 7 7
0,0807

—0,0190

ас
с
ас
с
ас
с
ас
с
ас
с

70 75 80 85 90

0,3420 0,2588 0,1736 0,0872 0,0000 ас
-0 ,6 6 4 4 - 0 ,6 8 3 0 —0,6963 —0,7044 —0,7071 с

—0,3245 —0,3995 —0,4547 —0,4886 —0,5000 с
—0,3936 —0,3062 —0,2095 —0,1064 0,0000 i ас

0,5407 0,5713 0,5939 0,6077 0,6124 с '

—0^4130 —0,3449 —0,2474 —0,1291 0,0000 : с
0,1689 0.2781 0,3621 0,4150 0,4330 с
0,4136 0,3307 0,2306 0,1185 0,0000 ас

—0,4638 —0.5038 —0,5339 -0 ,5 5 2 6 —0,5590 с

- 0 ,0 0 3 8 0,1434 0,2658 0,3467 0,3750 с
0,3919 0,3537 0,2666 0.1431 0,0000 ас

—0,0632 —0,1958 —0,3024 —0.3714 -0 ,3 9 5 3 с
—О,42О0 —0,3450 -0 ,2 4 5 3 —0,1275 0.0000 ас

, 0,4077 0.4552 0,4918 0,5150 0,5229 с

0,3280 0.3427 0,2810 0.1577 0,0000 ас
0,1127 —0.0517 —0,2012 —0.3051 —0,3423 с

—0,3551 —0,3495 —0,2775 —0,1531 0,0000 с
1 —0,0162 0,1323 0.2573 0,3405 0.3697 с

0,4184 0,3535 0,2562 0,1347 0,0000 ас
—0,3635 —0,4171 —0,4595 —0,4867 -0 ,4 9 6 1 с

0,2089 0,0431 —0,1321 —0,2637 —0,3125 с
—0,2528 —0^3178 —0,2558 —0,1679 0,0000 ас
—0,1850 —0,0173 0,1513 0,2749 0,3202 ; с

0,3114 0,3381 0,2834 0,1610 0,0000 ■: ас
0,0785 —0,0803 —0,2205 —0,3166 —0 .3508 : с

—0,4123 —0,3581 —0,2647 —0,1407 0,0000 ‘ ас
0,3270 0,3857 0,4333 0,4642 0,4749 ■ с
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1 п
0°

50 . 55 60 65

7 0 0,2854 0,3191 0,2232 0,0423
1 0,1552 —0,0533 —0,2286 —0,3055
2 —0,3261 —0,3148 —0,1913 —0,0043
3 —0,0065 0,1801 0,3000 0,3186
4 0,3526 0,2215 0,0473 —0,1298
5 —0,3873 —0,4059 —0,3681 —0,2715
6 ■0,2224 0,2967 ■ 0,3612 0,4011
7 -0 ,0 7 0 8 —0,1133 —0,1672 —0,2299

8 0 0,2947 0,1422 —0,0736 —0,2411
1 —0,1181 —0,2734 —0,2830 —0,1500
2 -0 ,2 7 5 2 —0,0984 0,1137 0,2612
3 0,2353 0,3155 0,2591 0,0945
4 0,1356 —0,0679 —0,2351 —0,3081
5 —0,3791 —0,2862 — 0,1277 0,0579
6 0,3399 0,3847 0,3755 0,3012
7 - 0 ,1 7 6 4 —0,2516 —0,3238 .. —0,3762
8 0,0525 0,0898 0,1402 0,2017 j

9 0 0,1041 —0,1296 ~ —0,2679 -0 ,2 3 0 0
1 —0,2821 —0,2508 —0,6611 0,1506
2 —0,0548 0,1685 0,2790 0,2177
3 0,3088 0,2052 —0,0026 —0,1985
4 —0,1191 —0,2724 —0,2885 -0 ,1 6 3 0
5 —0,2304 —0,0342 0,1621 0,2822
6 0,3782 0,3252 0,1908 0,0062
7 —0,2922 —0 ,Й 6 2 —0,3721 —0,3205
8 0,1392 0,2124 0,2890 0,3515
9 -0 ,0 3 9 1 —0,0715 —0,1180 —0,1776

функции

1 п
00 ■

0 5 10 15 20

— 1 0,0000 —0,0019 0,0076 —0,0170 —0,0301
1 0 0,0000 -0 ,0 6 1 6 —0,1228 —0,1830 —0,2418

1 ' — 1,0000 —0,9981 —0,9924 —0,9830 —0,9698

—2 i 0,0000 -0 ,0 0 0 1 —0,0013 —0,0044 —0,0103
— 1 S 0,0000 —0,0057 —0,0226 —0,0499 —0,0868

2 0 0,0000 —0,1063 —0,2094 —0,3062 —0,3936
1 — 1,0000 —0,9905 —0,9622 —0,9160 —0,8529
2 : 0,0000 0,0870 0,1723 0,2544 0,3317

и о



70

—0,1485  
—0.2585  

0,1768  
0.2322  

—0,2649  
—0.1282  

0,4033  
—0,2961

—0,2780
0,0536
0,2773

—0.1049
—0,2613

0,2181
0,1682

—0.3922
0,2694

—0.0476
0,2642
0.0277

—0,2748
0,0392
0.2765

—0,1723
—0,2005

0,3799
—0,2460

75

-0 ,2 7 3 0
—0.1102

0,2861
0,0712

-0 ,3 2 2 2
0,0364
0.3600

—0,3590

—0,1703
0,2235
0,1584

—0,2510
—0,1140

0,3035
0.0013

—0.3600
0.3358

О ,1594 
0,2077  

—0.1731 
—0,1924  

0,2147  
0,1481 

—0,2831 
—0,0342  

0,3584  
—0,3152

80

—0,2835
0.0787
0,2849

—0.1102
—0,2861

0,1891
0,2713-

- 0 ,4 1 1 2

0,0232
0,2753

—0,0352
—0.2804

0,0752
0,2865

—0.1616
—0,2765

0,3920

0,2596
0,0210

—0,2633
—0,0013

0,2734
—0,0448
-0 ,2 8 5 1

0,1372
0.2807

—0,3752

85

—0,1779
0,2331
0,1756

—0,2509
—0.1673

0,2969
0,1459

—0,4456

0,2017  
0.1850  

—0.2084  
—0,1815  

0.2309 
0.1726 

—0,2802  
—0.1505  

0,4298

0,1913  
—0,1762 
—0 , 1902 

О ,1876 
0,1862 

—0,2136 
—0,1770 

0,2657  
0.1545  

—0,4161

90

0,0000
0,2923
0,0000

—0.3038
0.0000
0,3358
0,0000

—0.4577

0.2734
0,0001

—0,2773
—0,0001

0,2908
0,0000

—0,3236
0,0000
0,4431

0,0001
—0,2594
—0,0001

0,2655
0,0001

—0,2803
—0,0001

0,3133
0,0000

—0,4307

ас
с
ас
с
ас
с
ас
с

с
ас
с
ас
с
ас ; 
с ; 
а с ; 
с ;

а с ; 
с ; 
а с : 
с
ас 
с ‘ 
ас ' 
с
ас ; 
с )

Т а б л и ц а  2

Р ы  (cos 0)

25 ■ 30 35 40 45
1

—0,0468 —0.0670 —0,0904 —0,1170 —0,1464 ' с п =  1
—0.2988 —0.3535 —0,4056 —0,4545 —0,5000 с п =  0
—0,9531- —0,9330 —0,9096 —0,8830 —0,8535 с п=? —

—0,0198 —0,0335 - 0 ,0 5 1 9 —0,0752 — 0,1035 ас п =  2
—0,1317 —0,1830 —0.2385 —0,2962 -0 ,3 5 3 5 ас п =  1
—0.4691 —0,5303 —0,5754 —0,6031 - 0 ,6 1 2 4 ас л =  0
—0,7745 —0,6830 —0,5806 —0,4699 —0,3536 ас тг=: —

0.4028 0,4665 0,5217 0,5676 0,6035 ас л =  —:

1М



е°

—3
—2
— 1

0
1 
2 
3

—4
—3
—2
— 1

0
1 
2
3
4

—5
—4
—3
—2
— 1

0
1 
2
3
4
5

- 6
—5
—4
—3
—2
— 1

0
1 
2
3
4
5
6

—7
—6
—5
-^4
—3
—2
— 1

0,0000  
0,0000  
0,0000  
0,0000

-1 ,0000
0,0000  
0,0000 

0,0000  
0,0000 
0,0000  
0,0000 
0,0000

-1 ,0000
0,0000 
0,0000
О,0ООО

0,0000 
0,0000 
0,0000 
0,0000 
0,0000  
0,0000 

-1 ,0000  
0,0000 
0,0000 
0,0000  
0,0000  

0,0000  
0,0000 
0,0000  
0,0000 
0,0000 
0,0000 
0,0000 

-1 ,0000  
0,0000 
0,0000  
0,0000  
0,0000  
0,0000  

0,0000  
0,6000 
0,0000  
0,0000  
0,0000  
0,0000  
6,0000

0,0000 
—0,0005  
—0,0113 
—0 , 1495 
—0,9792 

0,1368 
—0,0073

0,0000 
0,0000 

—0,0011
—0,0188
—0,1915
—0,9641

0,1821
—0,0150

0,0006

+ 0 ,0 0 0 0  
0,0000

—0,0001
—0,0022
—0,0280
—0,2324
—0,9455

0,2249
—0,0243

6,0015
0,0000 

0,0000 
0,0000  
0,0000

—0,0002
—0,0036
—0,0389
—0,2718
—0,9234

0,2657
—0,0353

0,0028
—0,0001

0,0000  

0,0000  
0,0000  
0,0000  
0,0000

—0,0004
—0,0055
—0,0515

10

—0,0002
—0,0041
—0,0444
—0,2894
—0,9179

0,2662
—0,0290

0,0000
—0,0007
-0 ,0 0 9 1
—6,0725
—0,3622
—0,8603

0,3463
—0,0582

6,0049

0,0000
—0,0001
—0,0018
—0,0167
—0,1060
—0,4265
—0,7908

0,4153
—0,0926

6,0117
- 0 ,0 0 0 8

0,0000  
0,0000  

—0,0003  
—0,0036  
—0,0272  
—0 , 1439 
—0,4810  
—0,7110  

0,4732  
—0,1314  

0,0216  
—0,0022  

0,0001

0,0000 
0,0000 
0,0000

—0,0008
—0,0065
—0,0411
—0,1849

15

—0,0011
—0,0136
—0,0965
—0,4107
—0,8198

0,3817
—0,0637

—0,0003  
—0,0037  
—0,0293  
—0 , 1535 
—0,4935  
—0,6992  

0,4768  
-0 ,1 2 4 7  

0,0159

—0,0001
—0,0010
—0,0087
—0,0525
—6,2169
—0,5510
—0,5604

0,5424
—6,1926

6,0374
—0,6040

0,0000
—0,0003
—0,0025
-0 ,0 1 7 1
—0,0834
—0,2825
^ 0 ,5 8 0 9
—0,4101

0,5782
—0,2616

0,0670
—0,0107

0,0010  

0,0000
-0 ,0 0 0 1
—0,0007
—0,0053
—0,0297
—0,1213
^ 0 ,3 4 5 5

20

—0,0034
—0,0311
—0,1631
—0,5058
—0,6906

0,4770
—0,1098

—0,0011
—0,0111
—0,0654
— 0,2498
—0,5715
—0,4975

6,5611
—0,2070

0,0363

—0,0004
—6,0039
—0,0255
—0,1130
—0,3361
—0,5868
—0,2904

0,5880
—0,3036

0,0822
—0,0120

—0,0001
—0,0014
—0,0098
—0,0485
—0,1717
—0,4111
—0,5520
—0,0869

0,5608
—0,3890

0,1411
—0,0312

0,0040

0,0000
—0,0005
—0,0037
—0,0201
—0,0810
—0,2370
—0,4651
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25

—0,0081
—0,0582
—0,2387
—0,5686
—0,5380

0,5474
—0,1648

—0,0033
—0,0256
—0,1179
—0,3473
—0,5888
—0,2757

0,5918
—0,2956

0,0673

—0,0013
—0,0112
—0,0568
- 0 ,1 9 4 3
—0,4362
—0,5308
—0,0224

0,5475
—0,4056

0,1455
—0,0275

-0 ,0 0 0 5  
—0,0049  
—0,0268  
—0,1031 
—0,2780  
—0,4872  
—0,4069  

О ,1900 
0,4303  

—0,4761 
0,2358  

—0,0685  
0,0113

—0,0002
—0,0021
—0,0125
—0,0528
—0,1629
—0,3559
—0,4880

30

—0,0162
— 0,0953
—0,3167
—0,5954
—0,3708

0,5894
—0,2258

—0,0078
—0,0494
—0,1843
—0,4311
—0,5446
—0,0561

0,5670
—0,3801

0,1091

—0,0038
—0,0255
—0,1048
—0,2856
—0,4930
—0,3958

0,2039
0,4304

—0,4775
0,2225

—0,0528

—0,0018
—0,0132
—0,0585
—0,1795
—0,3771
—0,4813
—0,1864

0,3663
0,2220

—0,4945
0,3339

-0 ,1 2 4 2
0,0256

—0,0008
—0,0068
—0,0322
—0,1088
—0,2637
—0,4346
—0,3926

35

—0,0288
—0,1417
—0,3901
—0,5849

1987
0,6011

—0,2897

—0,0159
—0,0841
—0,2591
—0,4875
—0,4457

0,1400
0,4907

—0,4506
0,1605

—0,0089
—0,0498
—0,1684
—0,3714
—0,4897
—0,2084

0,3571
0,2582

—0,5030
0,3043

—0,0891

-0 ,0 0 4 9
—0,0294
—0,1077
-0 ,2 6 8 0

—0,4403
—0,3861

0,0517
0,4140

--0 ,0117
—0,4320

0,4137
—0,1957

0,0496

—0,0027
—0,0173
—0,0679
—0,1865
—0,3579
—0,4352
—0,2005

40

—0,0468  
—0 , 1960 
—0,4522  

— 0,5383  
—0,0313  

0,5825  
—0,3532

—0,0290
-0 ,1 2 9 9
—0,3344
—0,5063
—0,3049

0,2942
0,3719

—0,4981
0,2194

—0,0181
—0,0859
—0,2427
—0,4340
-0 ,4 2 1 5
—0,0036

0,4194
0,0614

—0,4738
0,3802

—0,1365

-^.0,0113
—0,0567
—0,1735
—0,3519
—0,4435
—0,2187

0,2474
0,3375

—0,2147
—0,2965

0,4538
—0,2752

0,0852

—0,0071
—0,0374
—0,1224
—0,2749
—0,4134
—0,3421
—0,0311

45

—0,0709
—0,2555
—0,4968
—0,4593

0,1218
0,5350

—0,4132

—0,0484  
—0,1854 
—0,4009  
—0,4817  
—0 , 1398 

0,3933 
0,2241 

—0,5161 
0,2823

—0,0331
—0,1345
—0,3186
—0,4577
—0,2956

0,1815
0,3894

—0,1269
— 0,3902

0,4383
—0,1932

—0,0228
—0,0974
—0,2497
— 0,4103
—0,3757
—0,0164

0,3544
0,1711

—0,3407
—0,1138

0,4392
—0,3513

0,1327

—0,0157
—0,0705
—0,1935
—0,3538
—0,4026
—0,1707
-0 ,2 2 8 7

ас п-  
ас п-  
ас п : 
ас п-  
ас п - 
ас п = 
ас п - 
ас п-  
ас я =

с п - 
с п = 
с л = 
с п = 
с п -  
с п-  
с п-  
с п-  
с п -  
с п-  
с п-

ас п -  
ас п-  
ас п-  
ас п = 
ас п : 
ас l i 
ne П--
ас п - 
ас п - 
ас п-  
ас п -- 
ас п - 
ас п -

с п - 
с п-  
с П -- 
с П -- 
с П -- 
с п ■ 
с п -

= 3 
= 2 
= 1 
= 0 
= — 1 
= —2 
= —3

= 4 
= 3 
г2 
= 1 
= 0 
= — I 
= —2 
= —3 
= —4

:5 
= 4 
= 3 
= 2 
= 1 
= 0 
= — 1 
--—2 
= —3 
= —4 
= —5

= 6 
= 5 
= 4  
ЬЗ 
= 2 
= 1 
= 0 
= — 1 
--—2 
= —3 
= —4 
= —5 

6

= 7 
= 6 
= 5 
= 4 
:3 
= 2 
= 1
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0°
п .....

0 5 10 15 20

0 0,0000 —0,3096 —0,5247 —0,5823 —0,4722
1 . -1 ,0 0 0 0 —0,8980 —0,6226 —0,2558 0,0961
2 0,0000 0,3046 0,5195 0,5839 0,4855
3 0,0000 —0,0479 —0,1734 —0,3288 —0,4529
4 0,0000 0,0046 0,0348 0,1044 0,2088
5 0,0000 —0,0003 —0,0047 —0,0217 —0,0606
6 0,0000 0,0000 0,0004 ■ 0,0030 0,0116
7 , 0,0000 : 0,0000 0,0000 —0,0002 —0,0013

—8 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
—7 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 —0,0002
—6 0,0000 0,0000 0,0000 —0,0002 —0,0014
—5 0,0000 i 0,0000 —0,0001 —0,0016 —0,0081
—4 . 0,0000 0,0000 —0,0015 —0,0100 -^0,0363
—3 ; 0,0000 —0,0007 —0,0106 —0,0471 —0,1227
—2 ^ 0,0000 . —0,0080 —0,0583 —0,1652 —0,3028
— 1 0,0000 : '—0,0655 —0,2279 —0,4015 —0,4903

0 0,0000 -0 ,3 4 5 6 —0,5566 —0,5560 —0,3568
I -1 ,0 0 0 0  : —0,8693 —0,5276 —0,1048 0,2444
2 ■ 0,0000 0,3415 0,5535 0,5606 0,3721
3 0,0000 : —0,0620 —0,2175 —0,3889 —0,4873
4 ■ 0,0000 : 0i0071 0,0515 0,1484 0,2788
5 0,0000 ; —0,0005 —0,0084 —0,0376 —0,1004
6 ; 0,0000 i 0,0000 -0 ,0 0 1 0 0,0067 0,0248
7 0,0000 ; 0,0000 0,0000 —0,0008 —0,0042
8 0,0000 ; 0,0000 0,0000 ,0,0001 0,0004

—9 0,0000 ■ 0,0000 ..G,„0000 0,0000 0,0000
—8 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 —0,0001
—7 : 0,0000 0,0000 0,0000 -^0,0001 —0,0005
—6 ; 0,0000 i 0,0000 0,0000 —b,0005 —0,0032
—5 0,0000 0,0000 —0,0003 —0,0033 —0,0156
—4 , 0,0000 0,0000 —0,0026 —0,0171 —0,0593
—3 0,0000 —0,0011 —0,0164 —0,0698 —0,1721
—2 : 0,0000 —0,0112 —0,0788 —0,2130 —0,3623
— 1 0,0000 —0,0809 —0,2715 —0,4463 —0,4821

0 0,0000 ^ —0,3797 —0,5762 —0,5040 —0,2182
1 — 1,0000 —0,8375 —0,4281 .,0 ,0357 0,3476
2 0,0000 0,3762 0,5747 0,5107 0,2337
3 0,0000 . —0,0775 —0,2621 —0,4378 — 0.4869
4 ' 0,0000 0,0101 0,0718 0,1970 0,3440
5 0,0000 ' —0,0009 —0,0136 —0,0590 —0,1492
6 0,0000 0,0000 0,0019 . 0 , 0 1 2 7 0,0451

. : 7 0,0000 0,0000 —0,0002 —0,0020 —0,0099
8 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0015
9 0,0000 0,0000 0,0000 Q,,.0000 —0,0001
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25 30 35 40 45

—0,2388 0,0351 0,2574 0,3587 0,3152 с /2 =  0
0,3370 0,4114 0,3204 0,1181 —0,1096 с 1
0,2635 —0,0058 —0,2347 —0,3536 —0,3334 с п =  ~ 2

—0,4935 —0,4252 —0,2591 —0,0399 0,1691 с п -------3
0,3244 0,4159 0,4487 0,4012 0,2745 с /2 =  ~ 4

—0,1260 —0,2132 —0,3072 —0,3854 —0,4236 с п ~ —5
0,0314 0,0675 0,Г223 0,1934 0,2727 , с п =± —6

—0,0046 —6,0125 —0,0277 —0,0533 —0,0913 ‘ с п ^ ~ 7

—0,0001 —0,0004 —0,0015 —0,0044 —0,0108 ас п =  8
—0,0009 —0,0035 —0,0101 —0,0246 —0,0509 ас п =  7
—0,0058 —0 ,0 l7 6 —0,0424 —0,0856 —0,1485 ас п =  б
—0,0263 —0,0642 - 0 ,1 2 6 4 —0,2091 —0,2968 ас /2 =  5
—0,0904 —0,1741 —0,2734 —0,3590 —0,3945 ас /г =  4
—0,2310 —0,3416 —0,4087 —0,3914 —0,2752 ас /г =  3
—0,4143 —0,4392 —0,3458 —0,1521 0,0770 ас п ^ 2
—0,4348 —0,2419 0,0166 0,2369 0,3302 ас п =  1
—0,0537 0,2202 0,3534 0,3033 0,1119 ас /г =  0

0,4048 0,3457 0,1286 —0,1256 —0,2929 ас п =  — 1
0,0760 —0,2011 —0,3487 —0,3186 —0,1425 ас п =  —2

—0,4529 —0,2835 —0,0369 0,1942 0,3221 ас п =  —3
0,3959 0,4450 0,3899 0,2328 0,0175 ас п =  —4

—0,1957 —0,3037 —0,3896 —0,4160 —0,3586 ас /г =  —5
0,0641 0,1290 0,2151 0,3063 0,3774 ас п =  —6

-0 ,0 1 4 2 —0,0361 —0,0751 —0,1334 —0,2076 ас п =  —7
0,0019 0,0061 0,0155 0,0334 0,0630 ас /г =  —8

0,0000 —0,0002 —0,0009 . M o, 0028 —0,0075 с /2=^9
—0,0004 —0,0018 —0,0059 —0,0161 —0,0367 с /2 =  8
—0,0026 —0,0095 —0,0263 —0,0593 —0,1131 с п =  7
—0,0129 —0,0372 —0,0840 —0,1559 —0,2438 с /г ==6
-0 ,0 4 8 3 —0,1105 —0,2002 —0,2974 —0,3656 с п == 5
—0,1393 —0,2471 -^0,3474 —0,3899 —0,3349 : с n=k4:
—0,2994 —0,3950 —0,3970 —0,2766 —0,0642 с /2 =  3
—0,4407 —0,3822' - 0 ,1 8 7 4 0,0661 0,2608 с /г =  2
-0 ,3 3 2 9 —0,0593 0,2041 0,3257 0,2526 с п = 1

0,1193 0,3313 0,3217 0,1233 —0,1293 с /2 =  0
0,3924 0,1989 —0,0858 —0,2853 —0,2912 с /2 =  — 1

—0,1021 —0,3236 -0 ,3 3 1 2 —0,1468 0,1051 с /2 =  —2
—0,3588 —0,1002 0,1683 0,3185 0,2846 с /2 =  —3

0,4364 0,4084 0,2468 0,0067 —0,2113 с п =  —4
—0,2693 —0,3753 —0,4118 —0,3414 —0,1698 с п =  —5

0,1097 0,2043 0,3073 0,3808 0,3854 с /2 =  —6
—0,0315 —0,0754 —0,1451 —0,2334 —0,3204 с /2 =  —7

0,0063 0,0191 0,0456 0,0909 0,1559 с п =  —8
—0,0008 —0,0030 —0,0087 —0,0210 —0,0436 с /2 =  - 9
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— 1
0
1

—2
— 1

0
1 
2

—3
—2
— 1

0
1 
2 
3

—4
— 3
—2
— 1

0
1
2
3
4

—5
— 4
— 3
—2
— 1

0
1 
2 
3

- 4
5

—6
—5
— 4
— 3
—2
— 1

0
1

, 2
3
4
5
6

50

— 0,1786
— 0,5417
— 0 ,8214

— 0,1368
—0 ,4082
—0,6031
— 0,2346
— 0 ,6292

— 0,1015
— 0,3167
— 0,5191
— 0,3536

0 ,2526
0 ,4618

—0,4667

— 0,0751
—0 ,2476
— 0,4491
— 0,4133

0 ,0 2 9 6
0 ,4306
0 ,0634

— 0,5009
0 ,3454

— 0,0557  
- 0 ,1 9 3 8  
— 0 ,3844  
— 0,4320  
— 0 , 1314 

0 ,3146  
0 ,2813  

- 0 ,2 7 6 0  
— 0,2618  

0 ,4683  
— 0,2562

— 0 ,0414
— 0,1517
— 0,3251
—0,4236
— 0,2430

0 ,1726
0 ,3514

— 0,0311
— 0,3646

0 ,0780
0 ,3649

—0,4103
0 ,1905

55

— 0,2132
— 0,5792
— 0,7868

— 0,1746
—0,4578
- 0 ,5 7 5 4
— 0,1158

0 ,6445

—0,1385
— 0,3756
—0 ,5 1 5 5
— 0,2288

0 ,3 5 4 2
0 ,3672

— 0,5112

— 0,1096
— 0,3117
— 0,4706
—0,3066

0,1831
0 ,4065

— 0,0932
—0,4520

0 ,4045

— 0,0869
- 0 ,2 5 9 6
— 0 ,4274
— 0,3547
+ 0 ,0 4 4 3

0,3738
0 ,1223

— 0,3628
— 0,1055

0 ,4627
— 0,3208

—0,0691
— 0,2165
—0,3848
— 0,3797
— 0,0691

0 ,3029
0 ,2470

— 0,2098
—0 ,2877

0 ,2384
0 ,2385

— 0,4391
0 ,2552

60

—0 ,2500
— 0,6124
— 0,7500

—0,2165
— 0,5000
— 0,5303

0,0000
0 ,6 4 9 5

— 0,1815  
— 0,4279  
— 0,4844  
— 0,0Э38 

0 ,4219  
0,2568  

— 0,5446

—0,1519
— 0,3720
—0 ,4593
— 0,1719

0 ,3025
0,3281

—0,2296
- 0 ,3 7 2 1

0 ,4557

—0 , 1273 
— 0,3255  
— 0,4367  
—0,2327  

0,2011 
0,3521  

— 0,0527  
—0,3759  

0 ,0569  
0 ,4186  

—0,3821

— 0 , 1071 
— 0 ,2 8 5 6  
— 0,4131  
— 0,2780  

О ,1096 
0 ,3437  
0 ,0 7 6 8  

— 0,3164  
— 0 ,1364  

0 ,3335  
0,0791  

— 0,4284  
0,3213

65

— 0,2887
— 0,6408
— 0,7113

—0,2616
—0 ,5327
— 0,4691

0,1101
0 ,6447

— 0,2296
— 0,4691
— 0 ,4262

0 ,0419
0 ,4529
0 ,1365

—0,5657

—0,2010
— 0,4220
— 0 ,4125
— 0,0237

0 ,3746
0 ,2086

— 0,3222
— 0,2669

0 ,4953

— 0 , 1764 
— 0,3832  
— 0,4048  
- ‘0 ,0817  

0 ,3119  
0 ,2577  

—0,2081  
— 0 ,3169  

0 ,2027  
0 ,3 3 7 6  

—0,4346

— 0,1552  
— 0,3497  
—0 ,3975  
—0,1315  

0 ,2532  
0 ,2877  

— 0 , 1077- 
—0 ,3244  

0 ,0 4 5 0  
0 ,3445  

—0,0865  
— 0 ,3742  
' 0 ,3825

70

— 0,3290
— 0 ,6641
— 0,6710

— 0,3031
— 0,5540
—0 ,3933

0,2120
0 ,6305

— 0,2813
— 0,4952
— 0 ,3 4 3 4

0,168Э
0,4471
0 ,0130

— 0 ,5 7 3 /

—0,2553
— 0,4550
—0 ,3 3 1 4

0,1213
0 ,3919
0 ,0 6 5 2

—0,3915
— 0,1443

0 ,5 2 0 8

— 0 ,2323  
— 0,4238  
— 0,3303  

0 ,0763  
0 ,3571  
О, И .'7 

—0 ,3136  
— 0,1997  

0 ,3114  
0 ,2 2 6 5  

— 0,4739

—0,2120
— 0,3975
— 0 ,3323

0 ,0346
0 ,3282
0 ,1532

— 0,2528
— 0 ,2362

0 ,2 0 6 7
0 ,2722

— 0,2292
— 0 ,2795

0 ,4324
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75 80 85 90

— 0 ,3 7 0 6 — 0 ,4 1 3 2 — 0 .4 5 6 4 : — 0 ,5 0 0 0 с и  =  1
— 0 ,6 8 3 0 — 0 ,6 9 6 4 - 0 , 7 0 4 4 — 0 ,7 0 7 1 с и  =  0
— 0 ,6 2 9 4 — 0,5868_ — 0 ,5 4 3 6 — 0 ,5 0 0 0 с л  =  — 1

— 0 ,3 5 7 9 — 0 ,4 0 6 9 — 0 ,4 5 4 7 - 0 , 5 0 0 0 ас  и  =  2
— 0 ,5 6 2 4 — 0 ,5 5 6 7 — 0 ,5 3 6 0 - 0 , 5 0 0 0 ас  п  =  1
— 0 ,3 0 6 2 — 0 ,2 0 9 5 — 0 Д 0 6 4 й ,0 0 0 0 ас  п  =  0

0 ,3 0 3 6 0 .3 8 3 0 0 ,4 4 8 8 0 ,5 0 0 0 ас  п  =  — \
0 ,6 0 8 0 ' 0 ,5 7 7 9 0 ,5 4 1 5 0 ,5 0 0 0 а с  л  =  — 2

— 0 ,3 3 4 8 - 0 , 3 8 8 0 - 0 , 4 3 8 5 ■ — 0 ,4 8 4 1 с л  =  3
— 0 ,5 0 2 7 — 0 ,4 8 9 3 — 0 ,4 5 3 5 — 0 ,3 9 5 3  ' с п  =  2
— 0 ,2 4 0 3 — 0 ,1 2 2 8 6 ,0 0 1 6 0 ,1 2 5 0 с п = ± \

0 ,2 7 8 1 0 ,3 6 2 1 0 ,4 1 5 0 0 ,4 3 3 0 с п  —  0
0 ,4 0 6 5 0 ,3 3 5 1 0 ,2 3 8 9 0 ,1 2 5 0 с п  =  — 1

- 0 , 1 0 7 4 — 0 ,2 1 8 8 — 0 ,3 1 6 1 ; — 0 ,3 9 5 3 с « = = — 2
— 0 ,5 6 8 6 — 0 ,5 5 1 1 — 0 ,5 2 2 3 : — 0 ,4 8 4 1 с п  =  — 3

— 0 ,3 1 2 4 — 0 ,3 6 9 1 — 0 ,4 2 2 1 — 0 ,4 6 7 7 ас  «  =  4
— 0 ,4 6 5 5 — 0 ,4 4 9 1 — 0 ,4 0 4 1 — 0 ,3 3 0 7 ас  л  =  3
— 0 ,2 2 1 4 — 0 .0 9 1 8 0 ,0 4 5 5 0 ,1 7 6 7 ас  и  =  2

0 ,2 4 6 5 0 ,3 3 6 9 0 ,3 8 1 7 0 ,3 7 5 0 ас  л  =  1
0 ,3 5 3 7 0 ,2 6 6 6 0 ,1 4 3 1 0 ,0 0 0 0  : ас  п  =  0

— 0 ,0 8 2 7 — 0 ,2 1 5 8 — 0 ,3 1 7 4 — 0 ,3 7 5 0 ас  л  =  — 1
— 0 ,4 0 2 8 — 0 .3 6 6 4 — 0 ,2 8 7 9 - - 0 ,1 7 6 8 ас  л  =  — 2
— 0 ,0 1 3 7 0 ,1 1 4 9 0 .2 3 2 4 0 ,3 3 0 7 ас  л  =  — 3

0 ,5 3 0 6 0 ,5 2 4 3 0 .5 0 2 7 0 ,4 6 7 7 ас  л  =  — 4

- 0 , 2 9 2 2 — 0 .3 5 2 0 — 0 ,4 0 7 1 — 0 ,4 5 2 8 с л  =  5
— 0 ,4 3 8 9 — 0 ,4 2 2 3 — 0 ,3 7 1 1 — 0 ,2 8 6 4 с п  =  4
— 0 ,2 1 8 2 — 0 ,0 8 0 2 0 ,0 6 6 6 0 ,2 0 2 5 с п  =  3

0 ,2 1 6 3 0 ,3 1 5 1 0 ,3 5 5 8 0 ,3 3 0 7 с п  =  2
0 ,3 3 0 4 0 ,2 3 7 3 0 ,0 9 6 9 - 0 , 0 6 2 4 с л  =  1

— 0 ,0 5 1 7 — 0 ,2 0 1 2 — 0 ,3 0 5 1 — 0 ,3 4 2 3  : с  л  =  0
— 0 ,3 5 0 0 — 0 ,3 1 1 9 — 0 ,2 0 8 7 — 0 ,0 6 2 5 с «  =  — 1

0 ,0 4 8 0 0 ,1 0 9 4 0 ,2 4 3 6 0 ,3 3 0 7 с л  =  — 2
0 ,3 6 8 2 0 .3 6 6 4 0 ,3 0 7 9 0 ,2 0 2 6 с л = = - 3
0 ,0 9 5 6 — 0 ,0 4 2 3 — 0 ,1 7 3 6 — 0 ,2 8 6 4 с л  =  — 4

— 0 ,4 9 6 2 — 0 ,4 9 9 9 — 0 ,4 8 4 9 — 0 ,4 5 2 9 с л  =  — 5

— 0 ,2 7 4 0 — 0 ,3 3 6 6 — 0 ,3 9 3 8 — 0 ,4 3 9 7 ас  и  =  6
— 0 ,4 1 8 2 — 0 ,4 0 2 9 — 0 ,3 4 7 6 — 0 ,2 5 3 9 ас  л  =  5
— 0 ,2 2 1 1 — 0 ,0 7 7 4 0 ,0 7 7 2 0 ,2 1 6 5 а с  л  =  4

0 ,1 8 8 0 0 .2 9 6 4 0 ,3 3 5 8 0 ,2 9 6 5 а с  л  =  3
0 ,3 1 7 1 0 .2 2 3 2 0 ,0 7 1 3 — 0 ,0 9 8 8  : а с  л  ' =  2

— 0 .0 2 0 8 — 0 .1 8 4 6 — 0 ,2 9 2 0 — 0 ,3 1 2 5 а с  л  =  1
— 0 ,3 1 7 8 - 0 , 2 8 5 8 — 0 ,1 6 7 9 0 ,0 0 0 0 а с  л  =  0
— 0 ,0 8 0 8 0 .0 9 5 1 0 ,2 4 0 0 0 ,3 1 2 5 а с  л  =  — 1

0 ,3 0 6 0 0 .3 1 8 1 0 ,2 4 1 6 — 0 ,0 9 8 9 а с  л  =  — 2
0 ,1 3 6 1 — 0 ,0 2 9 9 — 0 ,1 8 6 2 — 0 ,2 9 6 4  ! ас  л  =  — 3

— 0 ,3 2 3 8 — 0 ,3 5 3 7 — 0 ,3 1 5 1 — 0 ,2 1 6 5  : а с  л  =  — 4
— 0 ,1 5 3 8 — 0 ,0 1 1 8 0 ,1 2 9 6 0 ,2 5 3 8 а с  л  =  — 5

0 ,4 6 5 4 0 ,4 7 8 0 0 ,4 6 9 0 0 ,4 3 9 7 ас  л  =  — 6
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I n
6°

50 55 60 65 70

—7 —0,0309 —0,0552 —0,0903 —0,1370 —0,1939
—6 —0,1186 —0,1805 -0 ,2508 —0,3198 —0,3744
—5 —0,2722 —0,3434 —0,3881 —0,3888 —0,3347

4 —0,3984 ^0,3871 —0,3097 —0,1735 -0 ,0036
—3 —0,3137 —0,1588 0,0275 0,1964 0,3000
—2 0,0345 0,2139 0,3131 0,3018 0,1864
—1 0,3299 0,3054 0,1703 —0,0218 —0,1978

7 0 0,1552 —0,0533 —0,2286 —0,3055 —0,2585
1 —0,2757 —0,3228 —0,2408 —0,0683 0,1243
2 —0,1931 0,0085 0,1949 0,2992 0,2869
3 0,3069 0,3350 0,2502 0,0854 —0,1019
4 0,0937 —0,0980 —0,2514 —0,3266 —0,3050
5 —0,4033 —0,3188 —0,1799 —0,0114 0,1525
6 0,3470 0,4004 0,4180 0,3898 0,3137
7 —0,1421 —0,2035 —0,2709 -0,3375 —0,3956

—8 —0,0231 —0,0441 —0,0763 —0,1211 —0,1778
—7 —0,0926 —0,1504 —0,2203 —0,2928 —0,3536
—6 —0,2259 —0,3040 - —0,3623 —0,3785 —0,3365
—5 —0,3638 —0,3816 —0,3302 —0,2083 —0,0384
—4 —0,3520 —0,2265 —0,0446 0,1418 0,2716
—3 -0 ,0850 0,1200 0,2676 0,3026 0,2125
—2 0,2556 0,3141 0,2326 0,0512 —0,1462
—1 0,2648 0,0803 —0,1314 —0,2689 —0,2690

8 0 —0,1181 —0,2734 —0,2830 —0,1500 0,0536
1 —0,3012 —0,1590 0,0543 +0,2298 0,2824
2 .0,0862 0,2575 0,2945 0,1871 —0,0070
3 0,3023 0,1523 —0,0560 —0,2288 —0,2915
4 —0,1850 —0,3047 —0,3006 —0,1788 0,0095
5 —0,2194 —0,0301 0,1564 0,2836 0,3120
6 0,4016 0,3602 0,2508 0,0914 —0,0834
7 ^0,2872 —0,3564 —0,3966 —0,3921 —0,3351
8 0,1062 0,1627 0,2289 0,2985 0,3627

—9 —0,0173 ^0,0353 —0,0646 -0 ,1074 —0,1634
—8 —0,0722 ^0,1252 —0,1935 —0,2683 —0,3344
—7 —0,1861 ^0,2674 —0,3362 —0,3667 -0,3371
—6 —0,3249 —0,3672 —0,3414 —0,2365 —0,0701
—5 -^0,3654 ^0,2749 —0,1065 0,0897 0,2427
—4 —0,1797 0,0296 0,2132 0,2926 0,2322
—3 0,1564 0,2874 0,2681 0,1118 —0,0974
—2 0,3037 0,1797 —0,0365 —0,2210 —0,2696
—1 0,0403 —0,1803 -0^2800 —0,2051 ' —0,0078

9 0 -0,2821 r-0,-5508 —0,0661 0,1506 0,2642
1 —0,1180 ; 0,1158 0,2639 0,2402 0,0671
2 0,2735 ■ 0,2664 o;o993 —0,1197 —0,2572
3 0,0985 —0,1290 —0,2701 —0,2503 —0,0876
4 —0,3109 —0,2508 —0,0678 0,1410 0,2675
5 0,0485 0,2309 0, 3̂038 0,2385 0,0674
6 0,2996 : 0,1349 —0,0627 —0,2279 -0 ,3020
7 —0,3768 —0,3743 —0,:2979 —0,1552 0,0223'
8 0,2343 0,3122 0,3694 0,3858 0,3475
9 —0,0796 —0,1303 -0,1939 —0,2646 —0,3333 s
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75 80 85 90

— 0 ,2 5 7 7 — 0 ,3 2 2 7 — 0 ,3 8 1 9 — 0 ,4 2 8 1 с л  =  7
— 0 ,4 0 1 0 — 0 ,3 8 8 1 — 0 ,3 3 0 0 — 0 ,2 2 8 9 с л  =  6
— 0 ,2 2 6 6 — 0 ,0 7 8 8 0 ,0 8 2 4 0 ,2 2 4 4 с л  =  5

0 ,1 6 1 4 0 ,2 8 0 0 0 ,3 2 0 0 0 ,2 6 9 3 с л  =  4
0 ,3 0 7 5 0 ,2 1 6 6 0 ,0 5 6 1 — 0 ,1 2 1 7 с л  =  3
0 ,0 0 8 6 — 0 ,1 6 8 0 — 0 ,2 8 0 1 — 0 ,2 8 7 1 с л  =  2

— 0 ,2 9 2 2 — 0 ,2 7 1 0 — 0 ,1 4 3 9 0 ,0 3 9 0 с л =  1
— 0 ,1 1 0 2 0 ,0 7 8 7 0 ,2 3 3 1 0 ,2 9 2 3 с л  =  0

0 ,2 6 1 7 0 ,2 9 2 3 0 ,2 0 6 4 0 ,0 3 9 1 с л  =  — 1
0 ,1 6 6 9 — 0 ,0 1 3 4 — 0 ,1 8 5 9 — 0 ,2 8 7 0 с л  =  — 2

— 0 ,2 4 8 4 — 0 ,3 0 6 3 — 0 ,2 5 8 1 — 0 ,1 2 1 8 с л  =  — 3
— 0 ,1 9 5 2 — 0 ,0 3 0 6 0 ,1 4 0 5 0 ,2 6 9 2 с л  =  — 4

0 ,2 7 7 0 0 ,3 3 5 4 0 ,3 1 5 9 0  2244 с л  =  — 5
0 ,1 9 6 6 0 ,0 5 3 7 - 0 , 0 9 5 1 — o ’2288 с л  =  — 6

— 0 ,4 3 7 7 — 0 ,4 5 8 4 — 0 ,4 5 4 9 - 0 , 4 2 8 1 с л  =  — 7

— 0 ,2 4 2 9 — 0 ,3 1 0 1 — 0 ,3 7 1 3 — 0 ,4 1 7 8 ас  л  =  8
— 0 ,3 8 6 1 — 0 ,3 7 6 2 — 0 ,3 1 6 4 — 0 ,2 0 8 9 ас  л  =  7
— 0 ,2 3 3 0 — 0 ,0 8 2 6 0 ,0 8 4 4 0 ,2 2 8 8 ас  л  =  6

0 ,1 3 6 2 0 ,2 6 5 1 0 ,3 0 7 2 0 ,2 4 7 2 ас  л  =  5
' 0 ,2 9 9 2 0 ,2 1 3 7 0 ,0 4 6 9 — 0 ,1 3 7 0 ас  л  =  4

0 ,0 3 5 9 — 0 ,1 5 1 8 — 0 ,2 6 9 6 — 0 ,2 6 5 5 ас  л  =  3
— 0 ,2 6 9 0 — 0 ,2 6 1 5 — 0 ,1 2 8 8 0 ,0 6 5 3 а с  л  =  2
— 0 ,1 3 5 9 0 ,0 6 1 9 0 ,2 2 5 5 0 ,2 7 3 4 ас  л  =  1

0 ,2 2 3 5 0 ,2 7 5 3 0 ,1 8 5 0 0 ,0 0 0 0 ас  л  =  0
0 ,1 9 0 5 0 ,0 0 4 0 — 0 ,1 8 1 7 — 0 ,2 7 3 4 а с  л  =  — 1

— 0 ,1 9 1 7 _ 0 , 2 7 8 4 — 0 ,2 2 7 4 — 0 ,0 6 5 4 а с  л  =  — 2
— 0 ,2 1 9 7 — 0 ,0 4 9 5 0 ,1 4 0 7 0 ,2 6 5 5 а с  л  =  — 3

0 ,1 8 7 9 0 ,2 8 5 7 0 ,2 6 5 5 0 ,1 3 7 1 ас  л  =  — 4
0 ,2 3 4 1 0 ,0 7 7 7 — 0 ,1 0 3 1 — 0  2471 а с  л  =  — 5

— 0 ,2 3 1 1 — 0 3147 — 0 ,3 1 3 4 — 0 ,2 2 8 9 ас  л  =  — 6
— 0 ,2 2 8 7 — 0 ,0 8 7 1 0 ,0 6 7 1 0  2089 ас  л  =  — 7

0 ,4 1 2 6 0 ,4 4 0 5 0 ,4 4 2 3 0 ,4 1 7 8 ас  л  =  — 8

- 0 , 2 2 9 4 - 0 , 2 9 8 7 — 0 ,3 6 1 7 — 0 ,4 0 8 5 с п  =  9
— 0 ,3 7 2 8 — 0 ,3 6 6 4 — 0 ,3 0 5 5 — 0 ,1 9 2 6 с л  =  8
— 0 ,2 3 9 6 — 0 ,0 8 7 6 0 ,0 8 4 7 6 ,2 3 1 2 с л  =  7

0 ,1 1 2 4 0 ,2 5 1 5 0 ,2 9 6 6 0 ,2 2 8 9 с л  =  6
0 ,2 9 1 0 0 ,2 1 3 0 0 ,0 4 1 4 — 0 ,1 4 7 7 с л  =  5
0 ,0 6 1 1 — 0 ,1 3 6 2 — 0 ,2 6 0 3 — 0 ,2 4 7 2 с л  =  4

— 0 ,2 4 6 5 — 0 ,2 5 4 9 — 0 ,1 1 9 0 0 ,0 8 3 9 с л  =  3
— 0 ,1 5 7 9 0 ,0 4 5 4 0 ,2 1 8 0 0 ,2 5 6 5 с л  =  2

0 ,1 8 8 0 0 ,2 6 2 3 0 ,1 7 1 1 — 0 ,0 2 7 3 с л =  1
0 ,2 0 7 7 0 ,0 2 1 0 — 0 ,1 7 6 2 — 0 ,2 5 9 4 с л  =  0

— 0 ,1 4 2 6 — 0 ,2 5 7 8 — 0 ,2 0 8 3 — 0 ,0 2 7 4 с л  =  — 1
— 0 ,2 3 3 4 — 0 ,0 6 7 4 0 ,1 3 7 5 0 ,2 5 6 5 с л  =  — 2

0 ,1 2 0 6 0 ,2 5 4 1 0 ,2 3 8 1 0 ,0 8 4 0 с л  =  — 3
0 ,2 4 8 6 0 ,0 9 7 9 — 0 ,1 0 2 7 — 0 ,2 4 7 1 с л  =  — 4

— 0 ,1 2 9 4 — 0 ,2 6 0 9 — 0 ,2 6 7 4 — 0 ,1 4 7 8 с я  =  — 5
— 0 ,2 5 8 3 — 0 ,1 1 4 8 0 ,0 7 1 8 0 ,2 2 8 8 с л  =  — 6

0 ,1 8 7 4 0 ,2 9 3 2 0 ,3 0 8 9 0 ,2 3 1 2 с л  =  — 7
0 ,2 5 2 9 0 ,1 1 4 3 — 0 ,0 4 3 9 — 0 ,1 9 2 5 с л  =  — 8

— 0 ,3 8 9 7 — 0 ,4 2 4 3 — 0 ,4 3 0 8 — 0 ,4 0 8 6 с л  =  — 9
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Pnl

Р и с . 1. Ф у н кц и и  Р о л  (COS0).

/) г=3, л=1; 2) /=6, л=2; 3) 1=9. п=4.

Р и с . 2. ф у н к ц и и  Р ]*  (co s б) , 

Ус.п. обозн. см. рис. I.
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НГУЕН ВАН КУАНГ, В. А. ШНАИДМАН

И

опыт П Р О Г Н О З А  Г Е О П О Т Е Н Ц И А Л А  
И З О Б А Р И Ч Е С К О Й  П О В Е Р Х Н О С Т И  500 мб 

П Р И З Е М Н О Г О  Д А В Л Е Н И Я  С  И С П О Л Ь З О В А Н И Е М  
М Е Т О Д А  Т Е Л Е С К О П И З А Ц И И

Прогноз приземного поля давления до настоящего времени ос
тается основной задачей в области численного краткосрочного пред
сказания погоды, несмотря на то, что уже разработан целый ряд 
■схем, позволяющих с приемлемой степенью точности прогнозиро
вать приземное поле. Эти прогнозы осуществляются для большой 
территории с шагом сетки порядка 300 км. Для высотного поля дав
ления такой шаг является удовлетворительным и соответствует 
среднему расстоянию между аэрологическими станциями.

Приземное поле давления требуется' знать с большей степенью 
детализации. Исходная информация о давлении на уровне моря 
имеется на достаточно густой сети станций и принципиально позво
ляет рассчитывать поле давления с шагом порядка 100 км. Такой 
прогноз по ограниченной территории с малым шагом сетки необхо
дим для решения многих прикладных задач.

Нам представляется, что для указанной цели перспективным 
является метод телескопизации. Сущность этого метода состоит 
в том, что вначале прогнозируется поле давления для расширенной 
территории с фиктивными граничными условиями, а затем получен
ный фон уточняется путем решения задачи для малой территории 
с реальными граничными условиями. Изложенный метод нами был 
реализован применительно к прогнозу геопотенциала АТ500 и при
земного давления по схеме, предложенной в [1].

Укажем уравнения, лежащие в основе схемы:

V‘

др
dt

дН>

dt /о, t 1,25 аЯйоо dH^Z \
dt

500 ^̂ 500
dt dt

On moo
Ft

[И,

dt

dH
d x 500

(1)

(2)

(3) ^
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тт /г.\ ^ дНьтДля решения (2) на границах области значения — — считаются 
^ др

заданными. Здесь ---- изменение давления у земли в момент вре

мени t\ - ^ 1  — изменение давления у земли в момент времени
\ ог / о, i

f  за счет адвекции исходного поля барических тенденций; К — ко
эффициент, учитывающий вклад исходного поля барических тенден
ций в изменение приземного давления (значения К  зависят от пути, 
пройденного частицей от начального момента до момента t) ; =

RT
= —р------параметр Обухова; Я 500, Яюоо— ̂высоты изобарических по
верхностей 500 и 1000 мб; Я “ °д = Я 5оо — Ншо\ I — параметр Корио
лиса.

Подробно методика определения К  и описана в [1].

Здесь мы лишь укажем, что точность определения этого члена су
щественно зависит от точности предвычисления поля геопотенциала 
ATsoo, и поэтому сосредоточим внимание на прогнозе АТ500. Для ре
шения уравнения (2 ) применим релаксационный метод.

Если ввести обозначения

=  (4)

И заменить в (2 ) дифференциальные операторы конечно-разност
ными, то уравнение (2) примет вид

^г-1 ,7 + ' г̂-Ьь 7-1 + '̂ г. ("4 Н— ~Y\hij =  cPFц. (5)
\  /

Значения /гц во внутренних узлах регулярной сетки рассчитываются 
по релаксационн'ой формуле

«г + 1. / i~  " / - 1, i +  ni, j+i -j- hi, j - \

4 + (6)

Как показали расчеты, быстрота сходимости максимальна при 
а  =  0,3.

По предвычисленным значениям Я 500 рассчитываются величины
I др \ др

К ’ ( ~£г ) > ^ затем находится и прогностическое значение 
\ at /о, t Ос

приземного давления.
Изложенная выше схема расчетов была применена для прогноза 

приземного давления по территории Юго-Восточной Азии. Были вы- 
/  браны две области — расширенная и малая, причем малая область 

находится внутри расширенной. Для удобства счета число узлов
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регулярной сетки (26x22) одинаково для большой и малой обла
стей. Однако для малой шаг сетки 150 км, для большой — 300 км. 
Временной шаг для расширенной области 1 час, для малой — 
30 мин.

Отличительной особенностью алгоритма расчета, как уже ука
зывалось ранее, является то, что для расширенной области про
гноз осуществляется при фиктивных граничных условиях {hij на

Р и с . I. П р о гн о с ти ч еск о е  и ф ак ти ч е ск о е  
п о л я  ге о п о т е н ц и а л а  А Т 500 в 3 ч а с а  

26 и ю ня 1966 г.

граничном контуре полагаются равными нулю), в то время как для 
малой значения тенденции геопотенциала АТ500 в граничных узлах 
получаются путем интерполяции:

(7 )
5=1

где hij — значения тенденций в промежуточных узлах малой обла
сти, hs — значения тенденций в узлах расширенной области. Вели
чина т = 2  или т  =  4 в зависимости от взаимного расположения уз
лов обеих областей. Так как шаг по времени для малой области 
вдвое меньше, чем для большой, то граничные значения hij для этой 
области сохраняются в течение двух временных шагов. По интер
полированным значениям hij в граничных узлах вычисляются зна'- 
чення Hij, необходимые для вычисления правой части уравне
ния (5).
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Р и с . 2. П р о гн о с ти ч еск о е  п о л е  п р и зем н о го  д а в л е н и я  в 3 ч а с а  26 и ю ня
1966 г.

Р и с . 3. Ф ак ти ч ес к о е  п о л е  п р и зем н о го  д а в л е н и я  в 3 ч а с а  26 и ю ня
1966 г-



На рис. 1 приведен пример прогноза АТ500 на 24 часа с приме
нением телескопизации. Для сравнения приводятся результаты рас
четов толькЬ для малой области. На рис. 1 а представлено прогно
стическое поле геопотенциала для малой области, полученное при 
расчете по расширенной области с шагом 300 км и при фиктивных 
граничных условиях. На рис. 1 6 приведено прогностическое поле 
геопотенциала АТ500, рассчитанное с шагом 150 км при граничных 
условиях, полученных путем интерполяции, на рис. 1 в — фактиче
ское поле геопотенциала АТбоо-

Как видно из полученных результатов, расчеты с шагом 300 км 
дают более высокий фон высоты изобарической поверхности, при
мерно на 4 дкм, хотя основные черты поля схвачены. Циклониче
ский центр смещен к югу и давление в нем также завышено.

Прогностическое поле, рассчитанное с шагом 150 км, значи
тельно ближе к фактическому. Здесь уже нет систематического за 
вышения высоты изобарической поверхности, поле высот предска
зано весьма успешно. Эта успешность особенно высока в области 
циклонического центра. Расчетное положение центра совпадает 
с фактическим в пределах одного шага сетки, а давление в центре 
равно фактическому.

На рис. 2 и 3 приведены результаты прогноза приземного поля 
давления. (Рисунки для удобства даны в увеличенном масштабе.) 
Сравнение прогностического и фактического полей приземного да
вления показывают, что с помощью данной схемы удалось хорошо 
предсказать положение и давление в центре тропического циклона 
«Ора».

Нам представляется, что предлагаемый метод является одним 
из путей уточнения фоновых прогнозов для малых областей.
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