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л .  Р: РАКИПОВА

G ФОРМИРОВАНИИ СРЕДНЕМЕСЯЧНЫХ АНОМАЛИЙ ТЕМПЕРАТУРЫ
АТМОСФЕРЫ

Исследование распределения в атмосфере источников и стоков тепла 
имеет первостепенное значение для теоретического объяснения формиро­
вания температурного режима атмосферы, стационарного [7],. [2], [11 и 
нестационарного. Оно не менее сущ ественно и для динамики атмосферы, 
так как кинетическая энергия атмосферных движений возникает за счет  
запасов как потенциальной, так и внутренней энергии воздушных масс.

Но слон^ность и недостаточная изученность вопросов взаимодействия 
между источниками и стоками тепла в атмосфере и полем ветра приво­
дили к тому, что при теоретическом изучении общей циркуляции атмо­
сферы динамические факторы искусственно отделились от термических. 
Основные, предположения в такого рода исследованиях сводятся к тому^. 
ЧТО либо считается известным распределение температуры в атмосфере, 
либо считается заданным в качестве невозмущенной циркуляции западно­
восточный перенос и процессы принимаются адиабатическими ([9], [3|, [14] 
и др.). При такой постановке исследований нельзя достаточно полно реш ить  
ни вопросы формирования общей циркуляции, ни вопросы ее измёнения 
во времени. Следует отметить, что в отдельных работах [15], [16] у ж е  
делается попытка учесть, правда, в очень схематичной форме влияние на 
циркуляцию  атмосферы притоков тепла, связанных с конденсацией водя­
ного пара и вертикальным турбулентным переносом.

В сущ ествую щ их теоретических методах долгосрочного прогноза метео­
элементов уравнение переноса тепла для прогностической части темпера­
турного поля решается при условии адиабатичности (климатологический  
фон температуры считается известным). Тем самым предполагается, что  
нестационарное поле , температуры формируется только под действием  
динамических факторов, связанных с полем ветра, влияние притоков тепла 
полностью исключается.

Выяснение роли притоков тепла в формировании аномалий температуры  
за достаточно большие промежутки времени составляет одну из задач 
настоящего исследования.

Известно, что уравнение теплового баланса атмосферы представляет 
проинтегрированное по всей толщ е атмосферы (для столба воздуха- еди­
ничного сечения от г  =  О д о  со) уравнение притока тепла к единице 
объема воздуха. В соответствии с этим компоненты теплового баланса 
атмосферы для этого столба играют роль притоков тепла, определяющих  
изменение его средней температуры (или изменение его теплосодержания).

Уравнение теплового баланса системы „земля — атмосфера" может 
быть записано в следующем виде [12];

L =  Л +  П  +  -f- —  L E  —  V =  ^  Ki,
i
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где • L — изменение теплосодержания столба атмосферы, ограниченного 
снизу земной поверхностью и простирающегося До верхней границы ат­
мосферы; Л —  адвективный перенос тепла; П  — горизонтальный турбулент­
ный перенос тепла; —  радиационный баланс атмосферы; /?о —  радиацион­
ный баланс земной поверхности; Z,r — теплота конденсации; — затраты  
тепла на испарение; v  —  потоки тепла в почву.

Предположим, что теплота, выделяемая конденсирующимся водяным 
паром в столбе атмосферы, получается как произведение количества осад­
ков г  на скрытую теплоту конденсации L.

Такое предположение оправдывается тем, что осадки образуются в ос­
новном за счет локальной конденсации водяного пара, вызванной верти­
кальными движениями; горизонтальная адвекция облачных масс приносит 
сравнительно небольшое количество влаги, выпадающей в виде осадков.

Для интервалов времени около месяца и больше величина и знак изме­
нения теплосодержания L  однозначно связаны с величиной и знаком 
изменения во времени температуры на среднем уровне (такая же тес­
ная зависимость сущ ествует и для температуры на любом уровне):

знаки L  и совпадают, большим величинам L  соответствую т большие 
дТ

величины .

Известно также, что средние месячные величины компонентов тепло­
вого баланса влияют не только на изменение средней температуры от 
месяца к месяцу, но и на стационарный термический режим данного меся­
ца, который характеризуется его средней температурой.

Среднюю температуру Т  данного месяца в некотором пункте можью 
представить в виде суммы 1) средней годотой зональной температуры Т 
(средней многолетней), 2) отклонений от Т  средней годовой локальной 
температуры Т'  (средней многолетней), которые обозначим через Ь.Т',
3 )  отклонений Д Т" от V  средней месячной температуры Т" (средней 
многолетней),-4) аномалий температуры — отклонений Д Г  от Т" средней 
месячной температуры Т  данного года.

Таким образом', ,

Г =  Г -Ь  Д Г  +  Д Г '+ Д Г .  (2)

В со о тветств щ  с этим каждый компонент K i  теплового баланса (1) для 
данного месяца_^ложно представить как сумму среднего годового зональ­
ного значения K i  (с!реднего многолетнего) и соответствую щ их отклонений 
h K i ,  b - K i ,  Причем Д/G определяет не только ДГ", но также среднее
многолетнее Z-o Для данного месяца. Точно так же ДАТ/ определяет Д Г  
и отклонение L  данного месяца от своего среднего многолетнего значе­
ния ДХ.

Тогда уравнение (1) можно представить следующим образом:

1  =  +  =  +  +  +  (3)

Так как компоненты K i ,  Д/С/ определяют стационарные, режимы темпе­
ратуры, то

Тогда

1  =  2 Д/с; +  2 Д ^г
ил и

L o = ' Z  ^Ki  (4 )



Заметим, что в уравнениях (4) и (5) все слагаемые приблизительно 
одного порядка, тогда как в уравнении (3) Z, к v  обычно значительно 
меньше остальных компонентов.

Предположим, что нам известны величины составляющих уравнения 
теплового баланса (1) для какого-либо конкретного месяца. Вычтя из ме­
сячных величин составляющих их средние многолетние значения, получим  
уравнение (5) для аномалий компонентов теплового баланса и изменения 
теплосодержания.

М ы выяснили, что аномалии AKt  определяют, во-первых, аномалию  
средней температуры столба воздуха для данного месяца А Г  (которую  
можно поставить в соответствие с прогностической частью температуры  
в гидродинамическом методе долгосрочного прогноза месячных аномалий 
температуры на среднем уровне атмосферы) и, во-вторых, аномалию изме­
нения теплосодержания столба воздуха (которая соответствует проинтегри­
рованной по высоте локальной производной от прогностической части  
температуры).

Поэтому, сравнив между собой величины , аномалий различных компо- 
.нентов баланса ( 1), мом<но выяснить роль каждой из них в формировании 
месячных аномалий средней температуры атмосферы или, что то же самое, 
температуры на некотором среднем уровне атмосферы.

В частности, сравнив в уравнении (5 ) аномалии компонентов, неучиты­
ваемых и учитываемых в гидродинамическом, методе прогноза месячных  
аномалий температуры, можно установить, насколько справедливо прини­
маемое при этом условие адиабатичности. , ,

С этой целью был исследован тепловой баланс атмосферы, средний 
многолетний и для конкретных лет, 4 пунктов на Европейской территории' 
С С С Р : Ленинграда (Воейково), Риги, Одессы и Свердловска. Для Ленинграда 
месячные величины компонентов были рассчитаны за период 1946 — 1956 гг., 
для Риги —  за 1945— 1954 гг., для Одессы и Свердловска — за )946— 1955 гг.

П олучены  следующие компоненты теплового баланса: 1) радиационный 
баланс атмосферы 2 ), радиационный баланс системы „земля —  атмосфе­
ра" Rg, 3) уходящ ее излучение атмосферы F,  4) эффективный поток сол­
нечной радиации на верхней границе атмосферы 5 ,, 5) радиационный 
баланс земной поверхности R^, 6) эффективное излучение земной поверх­
ности /, 7) поток солнечной радиации, поглощенный земной поверхностью Q, 
8) поток тепла в почву v, 9) теплота конденсации водяного пара в атмо­
сфере L r, 10) горизонтальный, перенос тепла в атмосфере Б.

Эти компоненты между собой и с составляющими уравнения (1) связаны  
следующими соотношениями:

/<*5 =  -г  R^,
f^s — ^s  F, ,
Ro =  Q - I ,
Б ^ А  +  И.

Расчеты компонентов K i  были выполнены по методике, разработанной 
проф. М . И. Будыко и его сотрудниками и опубликованной в [1], [4].

Компоненты теплового баланса земной поверхности (в том числе затраты  
тепла на испарение Z,£')v средние многолетние и за 1951 — 1952 гг., были 
взяты из работ [5], [6]. Затраты-тепла на испарение для других лет из-за 
отсутствия необходимых данных (о стоке, продуктивной влажности почвы  
и пр.) не рассчитаны. Зональные величины (средние многолетние) радиа­
ционного баланса атмосферы R^  получены по данным работы Т. Г. Б ер­
лянд [1]. Средние многолетние величины адвективного и турбулентного

Д 1  =  V  д /< .. (



переноса тепла Л и П и изменения теплосодержания Lg взяты из [11]. Для  
отдельных лет из-за отсутствия необходимого материала расчет этих 
характеристик не выполнен.

Средние многолетние величины альбедо системы „земля —  атмосфера", 
необходимые для расчета взяты из работы А. И. Федосеевой [13], 
а для отдельных лет получены по той же методике, что и в [13].

Данные о температуре, облачности и влажности для конкретных лет 
взяты из таблиц ТМ -1, а средние многолетние получены из климатологи­
ческих справочников.

Примеры расчетов месячных аномалий компонентов теплового баланса 
атмосферы приведены в [12J, а за 1951 —  1952 гг. для Риги, Одессы  
и Свердловска представлены там же на рис. 1— 7. Для каждого компонента 
теплового баланса в общей сложности рассчитано 492 месячные величины.

Анализ этих таблиц и графиков показывает, что аномалии Rg, R^ и L r  
ло величине вполне сравнимы с аномалиями горизонтального переноса 
тепла Б.  Аномалии затрат тепла на испарение L E  несколько меньше, но 
такж е вполне сравнимы с аномалиями Б.

Для более наглядного представления этих соотношений на всем полу­
ченном материале аномалий рассчитаны средние за рассмотренные для 
каждого пункта периоды времени квадратичные аномалии компонентов 
баланса. Такая статистическая характеристика была выбрана потому, что 
она позволяет сравнивать между собой абсолютные величины аномалий, 
исключая влияние их знаков на результат осреднения. Эти величины под­
тверждают выводы, сделанные на основании данных для отдельных лет; 
аномалии радиационного баланса атмосферы R^ и системы „зем л я — атмо­
сфера" Rs,  теплоты конденсации Lr  сравнимы с аномалиями горизонталь­
ного переноса Б.

Аномалии радиационного баланса земной поверхности R q  и  его состав­
ляю щ их Q и /  в общем несколько меньше компонентов баланса атмосферы  

>̂ s> ^av Исключение составляют только аномалии уходящ его излуче­
ния F, которые так же малы, как и Д/?о, Д / и ДQ.

Итак, анализ полученных на основании обширного фактического мате­
риала результатов позволяет сформулировать следующий важный вывод: 
при образовании месячных аномалий температуры как на среднем уровне  
атмосферы, так и на любом другом ее уровне (так как температуры на 
всех уровнях в атмосфере связаны между собой уравнением статики), 
условие адиабатичности не выполняется. При построении теоретических  
схем прогноза этих аномалий в уравнении переноса тепла необходимо 
учитывать, кроме локальных производных от температуры и адвективных 
членов, радиационные. и конденсационные притоки тепла. А в уравнении 
теплового баланса земной поверхности, которое используется в качестве 
граничного условия в такого рода задачах, нельзя пренебрегать затратами, 
тепла на испарение.

Весьма наглядное представление о соотношении между аномалиями Б, 
Lr, Rs  и R„ можно получить, рассчитав средние годовые от средних квад­
ратичных аномалий этих компонентов для всех четырех пунктов. Такие  
величины можно было бы назвать „характерными размерами" аномалий. 
Они имеют следующие значения: для ^ Б  1,9 ккал/см* мес., для b.Lr 
1,6 ккал/см'^ мес., для ARg  U,8 ккал/см'^ мес., для Д/?о 0,5 ккал/см^ мес.

Для аномалий компонентов радиационного баланса атмосферы и земной 
поверхности характерны некоторые общие особенности годового хода. Так,

экстремумы / Г Д а д  K ( A S , ) ^  ] / '(A /? o )V  l / ( A Q )  \  а следовательно, и

|/'(Д /?а )2  обычно совпадают во времени. Для Свердловска это особенно

четко проявляется в апреле и октябре, для Риги —  в июне и августе, для 
Одессы -  в феврале и июле, для Воейково —  почти во все месяцы года.
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Очевидно, такая параллельность годового хода средних квадратичных 
аномалий компонентов радиационного баланса объясняется тем, что имеется 
общий физический фактор, от которого зависит каждый из этих компонен­
тов. Таким фактором является облачность. Кроме того, для Rg, Q 
общим фактором является также альбедо подстилающей поверхности.

Что касается относительных величин аномалий компонентов теплового  
баланса, т. е. их сравнимости' с величинами самих компонентов, то оказы­
вается, что аномалии не всегда малы по сравнению с абсолютными вели­
чинами компонентов. Аномалии скрытой теплоты конденсации ULr,  как 
правило, срав»имы с величинами Lr  во все месяцы года. Аномалии 
и ARs  сравнимы с соответствующими компонентами преимущественно  
в’ летние месяцы, для аномалии это имеет место в зимние месяцы.

Чтобы получить представление о том, сущ ествует ли какая-нибудь  
непосредственная связь между аномалиями температуры и аномалиями 
отдельных компонентов теплового баланса, на основании полученного  
материала были рассчитаны коэффициенты корреляции между А Г  и ARg, 
ASg, AF,  Д/?о, ALr  и АБ.  Из-за отсутствия обработанных данных о средней 
месячной температуре для средних уровней атмосферы в выбранных 
4  пунктах А Т  были рассчитаны по наземной температуре. Коэффициенты  
корреляции г  были рассчитаны для каждого пункта и каждого месяца 
года за выбранный интервал лет. Такж е подсчитывался суммарный 
коэффициент корреляции для всех 4 пунктов за каждый месяц. Были вы­
делены те случаи, когда получались достаточно надежные величины г 
(по крайней мере в 4 раза превосходящие свою вероятную ош ибку). 
Вообще следует отметить, что 10— 11 пар значений А Т  и Д/С не вполне 
достаточно для определения искомых зависимостей. Но и на основании 
полученных результатов можно сделать некоторые выводы. Прежде всего 
намечается вполне отчетливая тенденция к совпадению знаков между АТ  
и ARg, ASs, ARg.  В первом случае из 11 удовлетворительных величин г 
положительный знак имеют 10, во втором во всех 17 выделенных сл у ­
чаях г  положительны, в третьем то же самое имеет место для 16 случаев. 
Ч то касается связи А Т  с аномалиями теплоты конденсации, то здесь наме­
чается тенденция к отрицательной корреляции (из 9 выделенных значе­
ний г  отрицательными оказались 7). Д ля связи А Т  с А Б  определенной 
тенденции не наметилось: случаи с положительными и отрицательными 
коэффициентами делятся примерно поровну.

Такие же выводы можно получить путем подсчета положительных 
и отрицательных знаков г  для всех случаев без исключения по каждому  
компоненту.

О тсутствию  определенной корреляции в соотношении между Д Г  и А Б  
можно дать такое объяснение. В [11] показано, что временной и простран- 
-ственный ход горизонтального турбулентного переноса тепла почти всегда, 
как правило, противоположен по фазе годрвому ходу адвекции А,  т. е. 
положительной адвекции соответствует отрицательный турбулентный пере­
нос и наоборот; что касается абсолютных величин Л и П, то между ними 
корреляция положительная. Поэтому аномалии ДЛ и ДП должны почти 
всегда иметь разные знаки при любом знаке Д Г, и возможность того, что 
аномалия суммарного горизонтального теплообмена АБ  будет иметь тот 
или иной знак, равновероятна.

Полученный в [11] результат о противоположности знаков Л и П  
подтверждает известное положение о том, что адвективные и неадвектив­
ные изменения температуры противоположны по знаку: в районах прогре­
вания воздушных масс имеет место адвекция холода, а в районах охлаж ­
дения — адвекция тепла [8], [10]. Известно, что адвекция тепла сопро­
вождается восходящими токами, т. е. конвективным охлаждением воздуш ных  
масс, а адвекция холода — их конвективным нагреванием [11]. X. П. Пого-



сян показал это соотношение, между адвекцией и притоками тепла на 
примере неадвективных изменений температуры , за счет, турбулентного  
теплообмена с подстилающей поверхностью. Оказалось, что в тылу исланд­
ского минимума адвекция холода сопровождается притоком тепла от  
подстилающей поверхности, а в передней части адвекция тепла связана 
с охлаждением воздуха под действием подстилающей поверхности. Это 
имеет важное значение для эволюции циклонов. В [11] показано, что 
в системе исландского минимума трансформации воздушных масс способ­
ствует, кроме вертикального турбулентного теплообмена, также и горизон­
тальный турбулентный перенос тепла. Тем самым подтверждена сущ ествен­
ность горизонтального турбулентного обмена для развития циклонической  
деятельности в атмосфере.

' Особого рассмотрения требует вопрос о точности определения аномалий 
компонентов теплового баланса. За исключением тех случаев, когда ано­
малии сравнимы с абсолютными величинами компонентов, они определяются 
как малые разности двух больших величин.. Такие определения, вообще  
говоря, не являются достаточно точными и в каждом специальном случае  
требую т особого анализа. В нашем случае о соответствии между рассчи­
танными и действительными величинами аномалий компонентов баланса 
нуж но сказать следующее.

Компоненты баланса как средние многолетние, так и для конкретных  
лет, разности меж ду которыми определяются, рассчитаны по одной и той ж е  
методике. Поэтому при определении аномалий должны в какой-то степени  
погашаться систематические ошибки рассчитанных компонентов (опреде­
ляемые применяемой методикой) относительно их действительных значений. 
Сущ ественными при определении аномалий являются только случайные 
ошибки, которые могут значительно изменить отдельные величины неко­
торого компонента в данном пункте за данный месяц. В статистических же  
совокупностях аномалий (которые содержат некоторое количество наборов 
аномалий в данном пункте, за данный месяц, з а . достаточно длинный , ряд  
лет) эффект этих случайных ош ибок должен в достаточной мере погаситься. 
Эти соображения и привели к необходимости собрать для данной работы  
материал по аномалиям за достаточно длинный ряд лет, а при анализе, 
основываться на статистических результатах. Заметим, что в некоторых  
из этих результатов можно усмотреть правильность предположения об  
уменьшении эффекта случайных ош ибок в статистических совокупностях  
аномалий. Действительно, априори можно было ожидать, что увеличение  
притока радиационного тепла через верхнюю и нижнюю ' границы столба, 
атмосферы (т. е. увеличение притоков Sg и /?о) должно привести к увели­
чению средней температуры воздуха в этом столбе, так как положитель­
ные фактические аномалии этих потоков должны быть связаны с положи­
тельными аномалиями температуры и наоборот. Это предположение 
подтвердилось результатами расчетов коэффициентов корреляции г. Т акж е  
можно объяснить и отрицательную корреляцию между A L r и Д7. Очевид­
но, эффект уменьшения потоков и R q при увеличенной облачности^ 
сказывается на средней температуре атмосферы больше, чем приток тепла  
конденсации. Объяснение связи между А Б  и Д Г  мы уж е дали.

Такое совпадение выводов о закономерностях фактических аномалий 
компонентов баланса с некоторой частью полученных здесь результатов  
позволяет с известным доверием относиться и к остальным статистическим  
результатам, не поддающимся такому же наглядному сопоставлению- 
с действительными условиями.

Определенный интерес представляет подробное рассмотрение среднего' 
многолетнего теплового баланса атмосферы, на который накладываются 
аномалии отдельных лет. Для этой цели величины компонентов баланса и 
температуры представим с помощью уравнений [1] и [2]. Результаты со­
ответствую щ их расчетов сведены в табл. 8 — 11 [12].
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с  помощью этих таблиц средние многолетние значения температуры и 
теплового баланса отдельного, месяца могут быть представлены следующим; 
образом. В качестве примера рассмотрим январь для Одессы. _

Средняя годовая зональная температура для широты Одессы Т  ~  253,2°, 
средняя годовая температура этого пункта Г ' =  252,4°. Разность меж ду  
ними Д Г' =  —-0,8°. Средняя многолетняя температура января 7  =  245,1°, 
поэтому А 7 " . = — 7,3°. ,

7  =  253,2° определяется следующими _величинами компонентов тепло- 
вого баланд  (ккал/см*мес.); =  3,8, — — Lr =  3,0, L E  ==3,0г
-у == —  0,3, П  =  0,6.

Д 7 ' =  —  0,8° определяется следующими величинами компонентов баланса:
а а ' =  л  = 2,1, =  — о,7у^д/?; =  - о , 1 ,  м г '  =  - 2 , \ ,  м е ' = = - \ , з ,
=  0,3, Д П '== — 0,2.

Отклонение средней месячной температуры для января от средней годо­
вой Д7 "  = — 7,3°, и среднее многолетнее изменение теплосодержания за 
этот м е сяц /-о  = — 0,2 получаются за счет ДЛ" =  6,1, Д / ? д = — 4,1, Д/к’” =

=  - 2 , 4 ,  M r "  = - 0 , 3 ,  ^ L E "  = - 1 , 7 ,  Д'у" =  = - 0 , 5 ,  ДП" = - 1 , 7 .

В связях между знаками Д 7 ' и Д/С'- намечается следующая тенденция: 
отрицательным Д 7 ' соответствую т отрицательные Д/?ц, Д/?^, ALE'  и поло­
жительные ДЛ', Av' .

М ы  уж е отмечали тесную  корреляцию между изменением теплосодер­
жания столба атмосферы в данный месяц и изменением температуры атмо­
сферы Д^7" на среднем уровне от месяца, предыдущего по отношению  
к данному и последующему. Уравнение регрессии для I q и Д̂  7", построен­
ное на основании имеющегося в нашем распоряжении материала, имеет 
вид .

Z-0 =  0,084 Д̂  7.

Соответствую щ ий коэффициент корреляции г =  0,94, его вероятная 
ошибка а =  0,01. '

Теперь попытаемся выделить из A/CJ части, определяющие Д 7" и 
Д ля этого АК[ представим следующим образом:

А К ] = ^ ( Г ' х ]  +  А Т ' ' у ; = А к ; : { х . )  +  А к ] {у : ) .  (б>

Здесь х". обозначает долю A/CJ, соответствую щ ую  одному градусу м еж ду- 
месячной изменчивости температуры Д^7", а j/J —  долю A/CJ, соответствую ­
щ ую  одному градусу отклонения А 7 " средней месячной температуры Т"'. 
от Т'.  Для определения х". и необходимо, кроме уравнения (6), соста­
вить е щ е ‘ одно. Предположим, что для соседних , месяцев ./и и 
величины х". и y j одинаковы, т. е.

~  +  ^ ^ ( т + 1) -Vim- •

Д ля тех месяцев, для которых сделанное предположение окажется спра­
ведливым, должны выполняться два условия

Y , A t T ' ' x .  =  L, (7>
i

Y ,^ T " y ]  =  0. ( 8 >



По степени выполнимости условий (7 ) и ( 8) можно судить об удовле­
творительности расчетов искомых х". и у].

В распределении долей Д/(!, определяющих Д Т" и Д /Г ", обнаружи­
ваются вполне определенные закономерности. Для LE, v
x ' y O .  Для адвекции Л 3 '̂̂  <  О, х ” <  0; для L r  у ' '>  О, л'! <  0.

Следовательно, части АК\{у"^  компонентов /?<,, R^, Lr  в зимние месяцы  
( Д 7 " < 0 )  дают отрицательный вклад в тепловой баланс атмосферы, а в 
летние (Д Г " >  0) наоборот. Для частей АК".{у'1) компонентов v, А  
имеют место обратные соотношения. Части Д /С/(лр компонентов i R^ 
дают положительный вклад в тепловой баланс в первую половину года 
( Д ^ Г " > 0 )  и отрицательный во вторую ( A i 7 '" < 0 ) .  Для частей Д/СЦх"] 
компонентов LE, v,  А,  Lr  зависимость обратная.

Теперь предположим, что в i — п компоненте теплового баланса Ki  для 
каждого месяца конкретного года также можно выделить части, опреде­
ляю щ ие Дг* Г  и (Д 7 ’" +  Д7’), согласно уравнению (6).

Тогда мы можем написать

= {!^ tT )m nXim n+^Tnny imn ,  (9)

г д е  . . ,

^Kimn — ^imn ^  ^ '
T ( m + \ ) n —  T ’c m - i ) / !  ( 1 0 )

^T'mn— T'mn ^  ^'^mn

Имея набор величин (10) для некоторогл ряда лет, мы можем построить 
уравнение регрессии для определения неизвестных и

S  ~  S  S   ̂Т'тпУт- (Ч )
п п п

При таком определении величин и y i ^  предполагается, что они 
постоянны в течение выбранного ряда п  лет. Поэтому если слагаемые 
уравнения (9) должны удовлеторять условиям:

Ттп Xjmn — ( 7 )
i

Y i^ i^ m n y im n  — ^. (S')
.. , . , . i . .

TO ДЛЯ величин Xi^  и этого, вообще говоря, ожидать нельзя.
. Величины х,/н и У/га из системьг» ( 11) найдем,, по методу наименьших 

квадратов.
Напишем у р авн ен и е  (9) для  отклонений Ь К т п ’ ^ tT m n  и 87’пгя их  

'Средних значений S/C/mi ^tTm '  ̂ за./г л е т  '

^Kimn ^K im =  {^tTmn {^T'rhn~^'^TidУт-  (^2)

Уравнение регрессии, составленное по уравнениям (12) за п  лет^ будет 
удовлетворяться при любых и yim- Умножив уравнение (12) сначала 
на i^ tTmn —  ^ tTm ) ,  а затем на и просуммировав результаты
по п, получим два уравнения для определения неизвестных и y i^ .
Таким способом были определены Xjm и у /т  Для 10 компонентов теплового
баланса (/?о, R^, Rs> F  Q, /, 5^, v, Lr,  Я ) для каждого из 4 пунктов за все 
месяцы года за период 8 лет.

Из-за отсутствия данных о среднемесячных температурах на средних 
уровнях атмосферы для конкретных лет здесь, так же как и при' опре­
делении аномалий ДГ, величины и ЬТтп рассчитаны по материалам
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иаземных наблюдений в предположении, что между этими характеристи­
ками температуры у земной поверхности и в свободной атмосфере сущ е- 

■ствует достаточная корреляция для промежутков времени порядка месяца 
м больше. Расчеты на основании имевшегося в нашем распоряжении мате­
риала для Ленинграда и Риги дали г =  0,9 с вероятной ошибкой о =  0,02.

П опутно с определением и yim были рассчитаны коэффициенты  
"корреляции Гх между Ж ш п  я ^ t 7 m  и Гу между и Очевидно,
эти коэффициенты корреляции, определяя тесноту связи между коррели­
руемыми величинами, характеризуют степень надежности определения 
^параметров и так как введение последних предполагает линей­
ную  зависимость меж ду указанными величинами. Рассчитаны также мно­
ж ественны е коэффициенты корреляции R,  характеризующие тесноту связи 
между тремя корреляционными величинами —  а также
вероятные ошибки их определения. Теснота этой тройной связи выражена 
в большинстве случаев вполне определенно.

У нас имеются еще данные о bKimn> и ^ tTm n  в общей сложности
за 18 лет (по 5_лет —  для Воейково и Риги, по 4 года для остальных п ун к­
тов). На этом материале мы можем попытаться рассчитать по уравнению  
-(12) и известным теперь и у-щ величины ^tT'mn- При этом мы пред- 
лолагаем, что величины и остаются неизменными не только в те ­
чение выбранного для их определения ряда п  лет, но и в ближайшие  
к  этому периоду годы. Так можно получить некоторый способ прогноза 
-средней месячной изменчивости температуры Г„р от месяца, предыду­
щ его по отношению к данному, к месяцу последующему.

Величину прогнозируемой для последующего месяца аномалии Лпр, соот­
ветствую щ ей некоторому компоненту К ь  получим, прибавив к фактической  
■температуре предыдущего месяца Т(т-\) прогнозируемую изменчивость 
температуры Д/Гпр и вычтя нормальную температуру последующего месяца
т"

(т + 1)>

Пример расчета дан в табл. 1.

С хема расчета A„p  
Рига 1G53 г., июль (от +  1 =  7)

Л =  1,2 ^ tT ,n =  6,2 Г, 
^(т+1) =  17,8 ЬТ:п =  8.5

=  16,6 ЙГ„„ =  10;5

Т а б л и ц а  1

( т - 1 ) 10,8

/?а R s ' F Q / 5^ V

0.3 ■ 0,7 1,0 0.2 1,9 1,3 1.2 0
^ТтУ1т 0,2 1,4 1.5 — 0,3 1,5 0,1 1,2 0.6

V ^ 0,5 2.1 ■ 2,5 - 0 ,1 3,4 1.4 2,4 0.6
2,6 5,0 7,6 0,3 5.5 - 0,5 8,0 0,5

5/C/m -  Si 2.1 2,9 5,1 0,4 2,1 - 0 ,9 5.6 —0,1
^Klmn 2,7 5.8 8,5 0,5 6,8 1,0 9,0 0.5

тпУ1т 0.2 1,7 1.9 - 0 ,4 1.9 0,1 1.5 0,8
2,3 4,6 7,0 0,0 4,0 - 0 ,8 7,1 0,7

^ K im n  —  ^ 2 0,4 1,2 1,5 0,5 2,8 1.8 1,9 - 0 .2
7,1 10,8 8,8 16;2 9.0 8,6 9.5 - 2 5 .0

J no 17,9 21,6 19,6 27,0 19,8 19,4 20,3 — 14,2
Д  ^  
• ^ n p 1.3 5,0 3,0 10,4 3,2 2,8 3.7 - 3 0 ,8

0,056 0,110 0,170 0,031 0,310 0.210 0,200 0,008
У ш 0,022 0,160 0,180 -0 .0 3 6 0,180 0,009 0,140 0,073

* 1̂ =  кТтХш Т^ТтУШ- 
2̂ — —  1̂ -Ь тпУш-
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Очевидно, мы должны предполомсить, что не для всех месяцев наш  
прогноз возможен. Будем считать, что неблагоприятными для прогноза 
будут те месяцы, в которые для средних климатологических условий 
имеют место наиболее резкие нарушения уравнения (8), т. е. нет доста­
точно тесной связи между и Д Г".

Такими месяцами будут: для Воейково апрель Д Г "  у". — 0,2т|, сентябрь

Д Г "у "= 0 ,4 5 |; для Риги февраль t^T" у ,  —  1 ,3 5 |, март Д Г "у ^ = 0 ,2 5 ^ ,  

сентябрь Д 7"у"^ =  0,34^ ; для Одессы и ю нь|^^ ДГ"_);̂ . =  —  0,47^, авгу ст  

 ̂ Д Г " у.  =  0,79) , сентябрь Д Гу" .  =  0,32j ; для Свердловска февраль

Д Г "у ! == — 2 ,0 l),  март А Г ' у ’. ^ О . б з ) , апрель f V  Д Г " у ; = 0 , 4 5 )  .
\  i  '  \  I  I  \  i

Из-за невыполнимости условий (7 ') и (8')  для отдельных лет при осред­
ненных за п  лет коэффициентах Xjfn и данная методика неприменима 
для прогноза величин аномалий температуры, но с ее помощью можно по­
пытаться прогнозировать знак аномалии. '
' Составить прогноз, т. е. получить определенный ответ о знаке 
не зная знака, фактической аномалии температуры Лф, можно, например, 
путем подсчета количества знаков ( - f )  и {— ) при Лпр, полученных по выб­
ранным Ki- Если , число знаков ( - f )  и (— ) делится поровну, то следует  
брать тот, который дает сумма алгебраических величин Лпр. Очевидно, 
при таком составлении прогноза различные Л,пр должны иметь различные 
веса. Последние должны определяться степенью надежности коэффициентов. 
^im  и Ут> т- е. величиной коэффициентов корреляции- и rjy. Будем' 
считать, что если оба коэффициента и г,-у не более чем вдвое превы­
шают свою вероятную ош ибку (т. е. составляют не больше половины от 
своих удовлетворительных значений), то соответствующие им Л; „р имеют 
нулевые веса, в обратном; случае их вес равен 1.

:Приведем один пример такого прогноза, составленного по компонентам  
R^, F, I  (табл. 2). В табл. 2 отмечены случаи нулевых весов Л гп р (Х ),  
в последней строке указаны знаки фактических аномалий температуры А,  
в п р е д п о сл е д н е й у д о в л е тв о р и тел ь н ы е результаты прогнозов (числитель, 
дроби — число случаев с удовлетворительным знаком аномалии, знамена­
тель —  общее количество знаков).
. Успеш ность прогноза оценивалась отношением числа случаев с поло­
жительным результатом прогноза к возможному числу случаев прогноза 
для данного пункта (все месяцы, за исключением отмеченных выше, а также  
тех, для которых все выбранные Л/„р имеют нулевые веса; таких оказалось 
три: апрель и июль для Воейково, декабрь для Риги). В данном примере  
величина а имеет следующие значения:

Воейково Рига Одесса Свердловск
0,62 0,59 0,76 0,63

Среднее значение а составляет 0,65 (100 положительных^ результатов  
прогноза из 154 возможных). На основании того же материала климатоло­
гический прогноз дает успеш ность 0,56 (для отдельных пунктов соответ­
ственно 0,56,. 0,54, 0,55, 0,60). i ,

Приведем данные по сезонному ходу оправдываемости прогнозов:

Зима Весна Лето Осень
0,68 0,68 0,56 0,69
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Т а б л и ц а  2

Ко

Расчет знака месячной аномалии температуры для Одессы

I II III IV V VI VII VIII

1954 г.

+

Р — — X

I — — +

■̂ пр
2
3

3
3

2
2

А — — — — ' +
1955 г.

Ла + + — 0,2

F X + — ■ X

I + ■ — - 2 , 3

л 2 2 3 1
^пр 2 3 3 2

А + •+ — — —

1956 г.

У?а + — — —

:р. X — X

I + — —
2 3 2

• п̂р 2 3 2

А + — — — ■

1957 г.

/?а + — ■ — ■.

F X + — + X

I — + —

Л 2 3 2 2
-^Пр 3' 3 3 2

А + + — + . —

1958 г.

+ + —

Р X ,+ ; —

1 + —
2 2 3

• п̂р 2 3 3

А + + —

+

+

+

+

IX X XI XII

+ +

+ +

+
3 2
3 3

+ + +

— +

.+ — +

+ — +
2 3 3
3 3 3

+

— —

— — - -
2 3 2
3 , 3 3

+

— +
2 2.
3 , 3

— + —
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Такой ход можно объяснить тем, что летом аномалии наименее резко» 
выражены и их знаК; труднее уловить при прогнозе. ■

Следует отметить, что успешность использованного здесь способа прог^ 
ноза знака мес5<чных аномалий температуры в известной мере заведомо- 
занижена вследствие того, что прогноз дается для температуры у земной- 
поверхности и параметры прогностического уравнения такж е по­
лучены ио данным о температуре у земной поверхности. М еж ду тем 
коэффициент корреляции между изменениями температуры за большие  
промежутки времени на разных уровнях атмосферы может быть велик, 
но он заведомо не равен 1. Поэтому данная мetoдикa должна дать л учш и е  
результаты для средних уровней атмосферы, так как лежаш,ий в ее ос­
нове физический механизм связывает компоненты теплового баланса атмо­
сферы с ее средней температурой. Это прежде всего относится к Сверд­
ловску, где Орографические  ̂ воздействия на приземную температуру  
должны, быть, наибольшими.

Для образования температурных аномалий в западных- районах Евро­
пейской территории С С С Р  существенное значение имеет адвективцый пе­
ренос тепла Л, определить который у нас не было возможности. I Н е у ч е г  
адвективного переноса мог отразиться на результатах прогноза ддя Воей­
ково и Риги. Суммарная же характеристика горизонтального переноса; 
тепла Б  не включена в прогноз потому, что по причинам, указанным выше^ 
она плохо коррелирует с аномалиями температуры.

Р Е З Ю М Е

Изложены результаты статистических исследований связи аномалий тем ­
пературы атмосферы с различными компонентами теплового баланса системы  
„земля —  атмосфера*'. Получены некоторые прогностические выводы.
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p. л . к а г а н :

К УЧЕТУ ВЛИЯНИЯ КОНДЕНСАЦИОННЫХ ПРИТОКОВ ТЕПЛА 
И СТРАТОСФЕРЫ НА ИЗМЕНЕНИЕ ПОЛЯ ДАВЛЕНИЯ

В свободной атмосфере вне пограничных слоев при нор1мальных усло ­
виях притоки тепла невелики [2J и можно считать, что процессы неболь­
шой длительности происходят адиабатически. Это обстоятельство и исполь­
зуется в различных схемах численного прогноза поля давления. Однако в 
атмосфере очень часто имеются обширные облачные системы, нередко зна­
чительной мощности. В этих системах происходят интенсивные процессы  
фазовых превращений, сопровождающиеся выделением и поглощением зна­
чительных количеств тепла. Кроме того, поглощение и излучение лучистой  
энергии в верхних слоях облака происходят значительно интенсивнее, чем 
в безоблачной атмосфере. Поэтому при наличии в атмосфере облачных 
слоев процессы в ней могут сущ ественно отличаться от адиабатических; 
для учета этого потребуется ввести некоторые исправления в прогностиче­
скую  схему.

Конденсационные (фазовые) притоки тепла в облаках, как правило, зна­
чительно больше лучисты х. К тому же притоки коротковолновой и длин­
новолновой радиации обычно оказываются разных знаков и в какой-то 
степени компенсируют друг друга. Кроме того, задача нахождения радиа­
ционных притоков тепла (по крайней мере для целей анализа) может бы ть  
решена из уравнений лучистого переноса независимо от решения задачи
об изменении поля давления. Определение же фазовых притоков тепла- 
требует в той или иной форме привлечения уравнений теории изменения 
давления и не может быть отделено от решения основной задачи.

В дальнейшем будем считать, что лучистыми притоками тепла в облаке  
можно пренебречь по сравнению с фазовыми.

§ 1. Уравнение притока тепла

Уравнение притока тепла может быть записано в виде 

дт , д Т . , дТ , ~ RT,  , S

где в качестве независимых переменных приняты горизонтальные коорди-

-наты-х, у, время t  и безразмерное давление С ^  (Я о— стандартное дав-
■̂0

ление на уровне моря), и  и 'У—  составляющие скорости ветра вдоль изоба­

рической поверхности, щ; = —  аналог вертикальной скорости в системе

координат X, у, С, Г — абсолютная температура, R  —  удельная газовая по­
стоянная воздуха, g  —  ускорение силы тяжести, —  адиабатический гра­
диент температуры, f  — истинный градиент температуры воздуха, —• теп-
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лоемкость воздуха при постоянном давлении, s — фазовый приток тепла 
•(количество тепла, поступающее за единицу времени в единицу массы воз­
духа за счет конденсации). Он может быть как положительным, так и 
отрицательным, так как при испарении влаги" в облаке происходят затраты  
тепла, Однако для удобства будем говорить лищ ь о притоке тепла. П р и ­

ближенно можно считать, что s =  — г де Z — скрытое тепло паро-

■образования, а —  насыщающая удельная влажность.
Определение величины стоков и притоков водяного пара требует сов­

местного рещ ения' уравнений динамики атмосферы и ура-вн&ния переноса 
влаги. ' '

В нашей задаче знание величины конденсации влаги нужно лиш ь для 
нахождения фазовых притоков тепла, так как мы не ставим себе целью  
расчет осадков Поэтому- .желательно было бы учесть наличие фазовых при­
токов тепла без непосредственного вычисления конденсации в каждой точке  
■облака.

Для этой цели запишем уравнение притока тепла в облачном сл о е в  сле­
дую щ ей форме:

^  +  +  +  ^ f  (Т - Т в а )  =  0, (2)

где Тва — влажноадиабатический градиент температуры.
Это- уравнение представляет собой математическую формулировку закона 

сохранения эквивалентно-потенциальной температуры в облаке. При этом 
7 ва, в отличие от 7а, является величиной переменной, зависящей от Т, что 
■сильно затрудняет использование полного уравнения (2). Однако в этом 
нет необходимости: последний член уравнения (2), как указал М. И. Юдин, 
•существенно меньше остальных трех членов.

Действительно, порядок первых трех членов составляет 7 • 10~®. Оценка 
произведения Г(-( — -ува) показывает, что в нижней половине тропосферы в

■среднем О [Т’ (7 — 7ва)] =  0,25; О (да) =  10“ ®;

О

Таким образом, последний член уравнения (2) почти на порядок меньше  
Остальных членов и пренебрежение им не должно привести к значительной 
•ошибке.

В результате получим для облачного слоя приближенное уравнение

?  +  +  =   ̂ (3)

Это уравнение справедливо лиш ь для облаков в нижней половине тро­
посферы и при не слиш ком низких температурах. При очень низких тем ­
пературах 7 ва близка к 7а и конвективным членом в уравнении притока 
тепла пренебречь нельзя, так как в таких условиях влагосодержание, а сле­
довательно, и фазовые притоки малы.

Уравнение (3) означает,, что изменение температуры в облаке опреде­
ляется лиш ь горизонтальной адвекцией тепла и не зависит от вертикальных 
движений. Попытка использовать подобную „адвективную гипотезу" была 
сделана Р . Сатклифом [9] для случая безоблачной атмосферы. Однако в 
этом случае конвективный член в уравнении притока тепла сравним по 
величине с остальными членами и пренебрежение им значительно завышает 
роль горизонтальной адвекции тепла. В облачном же слое использование 
адвективной гипотезы представляется оправданным.
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Чтобы  л у чш е уяснить себе физический смысл этой гипотезы, сравним 
уравнения (1) и (3). Из них непосредственно следует, что

Ср dt (4)

т. е. приближенно можно считать, что приток тепла в данной точке за счет  
вертикальных движений целиком расходуется на процессы фазового пере­
хода или, что то же самое, конденсация в данной точке целиком опреде­
ляется вертикальными токами. Это предположение постоянно используется  
при прогнозе осадков.

^  § 2. Приближенное решение задачи

Будем считать, что в нижней половине тропосферы имеется однородный 
по горизонтали облачный слой, простирающийся по вертикали от С =  bi до 
С =  &2- Тогда можем разделить атмосферу на три слоя:

1 О <  С <  6 i — надоблачный слой,
И < С < 1  —  подоблачный слой,

III  ̂ <  &2~  облачный слой.

Н аш ей задачей является определение изменений геопотенциала во вре- ■ 
мени. Для случая отсутствия облачного слоя решение этой задачи было 
получено различными авторами. Так, Н. И. Булеев и Г. И, М арчук [1] 
реш или ее методом Фурье, а К. Хинкельман [7] — методом сеток. 
М . И. Ю дин [5] решил эту задачу методом прямых. М етод прямых приго­
ден и при наличии облачного слоя. Поэтому в дальнейшем будем при ре­
шении следовать изложению Юдина.

Уравнение притока тепла во внеоблачных слоях 1 и И используем в 
форме (1), считая, что е =  0. С  помощью уравнения вихря можно исклю ­

чить из него вертикальную скорость w,  в результате чего получим урав­
нение для определения тенденции геопотенциала

где
с

Ф(С) =  | ? ( С )

'p(Q
аФ (О 

dt

(5)

(6 )

Т
Ф (С) —  геопотенциал изобарической поверхности С, (Р =  (Та —  Т) —  па- 

)аметр устойчивости, который в дальнейшем' будет считаться постоянным, 

I —  параметр Кориолиса

С ( 7 )

-адвекция вихря.

т =  ^~dz\ “ Адвекция тепла,

Ф, Д Ф - f l

ду^
I л D1 ал дВ дА дБ

2 Заказ № 904 1Т

б Н Ь Л  ИО'1
ЛЕНИНГРАДСКОГО

г а д р о м Е Т Е О Р о л о г и ч е с к о г в
MHCTHTVT^



При выводе уравнения (5) использовалась квазистатичность и квазигео­
строфичность движений большого масштаба, а такж е условие на верхней

границе атмосферы да _̂q =  0 .
Для прогноза поля давления в облачном слое используется уравнение 

притока тепла в форме (3). Так к а к 'Г — — то оно может быть при­

ведено к виду

dC ~  5

Будем решать нашу задачу методом прямых. Преимущ еством этого ме­
тода является его простота. Полученное решение может быть использовано^ 
без пересчета функций влияния. Преимущ еством метода прямых по срав­
нению с методом Фурье является также возможность его использования 
для случая ограниченного по горизонтали облака или для случая изменения 
параметра устойчивости по горизонтали, когда метод Фурье оказывается 
непригодным.

Заменяя лапласиан через конечные разности, ищем решение вдоль вер­
тикальных прямых, проходящ их через узлы горизонтальной треугольной  
сетки с щ а г о м  h. Будем обозначать /„  значение функции /  в данном узле 
сетки, а / i  — значение функции, осредненное по всем шести точкам, на­
ходящимся на расстоянии h от данной.

Тогда уравнение (5) можно приближенно заменить системой: обыкно­
венных дифференциальных уравнений

с * -  -  c t ,

г д е  а^ =  — — / = (  1 — для н ад о б л а ч н о го  слоя
3 J 1 2 —  для п о д о б л а ч н о г о  слоя.

При выводе системы (9) использовался установленный Юдиным факт,
что осредненная по горизонтальному кр у гу  радиусом около 1000' км тен­
денция геопотенциала близка к нулю.

Для слоя III имеем из уравнения (8)

Л» ' С ’

, , Г^анинными условиями для решения системы уравнений (9) и (10) б у ­
дут, согласно [5],

9о  ̂ =  О, =  О при С =  О

(9 > -

( 11)

где
с с/2

(®>j —  вертикальная скорость на поверхности 1000 мб за счет турбулентного  
трения).

Необходимо также привлечь условия на поверхностях раздела между 
слоями. Вопрос об условиях на поверхности раздела подробно рассматри­
вается в книге И. А. Кибеля [4]. Оказывается, что в рамках геострофиче-
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ского приближения можно считать „вертикальную скорость" непрерывной 
на поверхностях раздела. Это обстоятельство использовалусь при выводе 
уравнения (5). Что касается тенденции геопотенцйала, то она на' поверх­
ности раздела также непрерывна.

Непрерывность if следует-из самого ее определения (6). Поэтому усло­
вия на границах облака будут иметь вид:

-(Л -(3) ^ 0 ^  - ( 1) -(3) „ г л?о =  сро , , Tl =  ? 1. , при С -

rfcp® -(-- ( 3 )  ^ ^ f Q '  “ ' t ' o  - ( 2 )  - ( 3 )

=  'Р0 •

(2)1 ,(3)

ж  ~  dC ’ Ti -  Tl . rfC Т

Решение системы (9) дает для внеоблачных слоев:

(13)

<Ро̂ ’(С) =  S  
/-1

2
(-1 

2 /

1 -

“Ро =  ~ а Г ~ ' -

тКНС) =
(С)

d'Q

/=1
2

1 - -

Х2 _  J- ' 

“ 6^2 ,

Х. - 1U ) ‘ 2

(14)

где

4 ’1̂ =  V  f  (9 -  1^33) + 1 , X, =  (9 +  К з  з)

Ь, _ x . - i  i  - -1
Ви^ =  Cl,' +  ^  J ̂ ^   ̂ df\,  Ви = Сц  ̂ Fj ('j) 7| ' 2 df].

с X - i  " X 1
B g ^  =  С2,- +  2 ^  J  /=■,■ (Ф) 7]  ̂ ^  (.Ь) Г) ~  ^

о ' Ь;
' -  1.5 \ . , 6 . с- / ,л  /п  , 1.5 \ , 6

' ' . < «  =  +  ж ®  -  ("■“  +  'Ь -  : p % t „

-/j — переменная интегрирования.'
Для облачного слоя решение получается простым интегрирование м урав­

нений ( 10);
с

(С) =  С,,С +  с , , - с  j  ( ^ 0  j

*1 *1
с с

’ (С) =  Q  ,е; -ь Сз', -  С J  rfv] +  j  (/?л,),
*1 *1

(С) =  Qo -  J  dr,, ср®(С) =  С „ -  f  ̂  dr.
i

(15)
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Для определения 12 постоянных, содержащихся в формулах (14) и (15j,  
используем 12 условий (11) и (13). Из условий при С =  0 непосредственно  
следует, что

Сг, =  С 22 =  0 . (16)
Подстановка в остальные граничные условия дает систему 10-линейных 

алгебраических уравнений:
2  ̂ ■

2  (Ь,) ь)  ̂ +  м ?  (b,) h  ̂ +  Qo

S ( '
г - 1

/=1
I n

5 S V ( ^ ) —  Q i ^ i  “Ь ^̂ 61 

=  Q o
- X ,-

/-1

1 -
-  4

6а2 /

г = 1
B ^ ih b 2 )b t^   ̂ + B 4i^ {b2 )b i  

6, 6,

=  CgQ̂ a +  Qo"

— b.
I

x2 j_-  4

Л - - - .
5<2)/A 2 , o(2Vl. 1

=  +  Cei -  b,  I   ̂{RAq.df^
'ft, ft.

i= l

2 /

2 1 '1=1

-50

t'a

- I
df \

баГ
^ - 2-

L̂ -̂i +  ^ ) M / 4 6 2 ) 6 2  ^  +

+  ( — +  4 " Ml* (^s) b2 ^

2[вС>(1) +  МГ(1)] =  9о(1)

(RA,h dy\

2

s/=1
6д2 i S i ? 4 i ) + M f , ( i ) ]  = ? i ( l )

(17)
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Система (17) может быть разделена на две системы по 5 уравнений в 
каждой, что очень упрощ ает ее решение в общем виде.

Если учесть, что

1

Х2 _  1
Т

6й2 (18)

то уравнения системы (17) м огут быть разбиты на пары уравнений вида

М ,  +  М ,= ^ К о ,  +  ^

Каждая такая пара может быть представлена в виде:

что можно проверить простой подстановкой.
В результате всю систему (17) можно представить в виде:

( ^ )  ^ {Ь, ) Ь ~  ^ ^ =  b .F i  iC ,)  -Ь F i iC , )

1 i  M l’ ( й , )  Ь:   ̂ +  ( -  X,- +  M/'(&i) fci ‘  ̂=^Fi  ( Q )\ ’ L ] \
^ ■ -2 эО), 2

(&,) &2‘  ̂ (Й,) &2 ‘  ̂ ( Q )  +  Fi  (Се)
ь..

Fl {RA )̂ F , { R A ; ) d y i

h  +  y ) '  +  ( -  +  4 ) (&,) 62  ̂ =

M ^ 4 i )  +  M ^ 4 i )  =  / ^ a ? ( i ) ]

где, например, F , - ( C , ) =  j'0,50 — Cgo +  : ^  и т. д.

(г = 1,2)
Соберем искомые коэффициенты в левых частях уравнений:

’'/ + 7  ^ Г “  7Ьг‘  ̂ Q l  -  b,F,  (С ,) -  Fi  {С,) = ----- J (Ф) ^ d -ц
и

1 -  ^ *1 1 

+  у )   ̂ =  - . ( - h  +  т )  \ х —  I ( ' V )  ~

^ / + 2Й2 ^ С з /+ & 2  ^ C , i - b , F i { C - : i - F i { C , )
1

К

(19)

(2 0 )

(2 1 )
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- - (>'< + т) ̂  ,f '■' ‘ '"‘>'1 - ,f
Ьч 1̂

 ̂ Csi +  X , -j-  ̂ Ct i — Fi(C^)  =W - h - 2

C s i  +  C i i  =  -  2^7  j  ('{') - ч '  ~ ^ d - n  +  F t  [cp (l)]

(2 2 )

(j =  l,2)

Путем решения этой системы постоянные Си,  Сз/, С 4,, Fi{C^), Fi{C^)  
м огут быть выражены через правые части, которые зависят от распределе­
ния в атмосфере адвекций тепла и вихря.

Зная /^/(Сб) и Fi{C^ ,  можно получить и выражения для Qo, Cgj, Ceo, 
Q i  [см. (19) и (20)]. Например,

Cb, =  F ,{C ,)  +  F 2{C ,) ,

=  1 + ^ / = - ,  (С,) +  /=-,( Q ) .
ё

М ы не будем здесь приводить окончательные выражения для всех по­
стоянных ввиду их сравнительной громоздкости. Ограничимся лиш ь двумя  
из них, через которые могут быть представлены и остальные:

Dl 2 у +

W , - h - 2

+

+ D,

Ft{RA,)dT^  +

dri

D, Fi (Ф) h

C 21 =  0

X , -  i - > , + 1 )

D F i{ R A q d y \  +

i i i :
D,

Л + 2

- I
d-q - f

(23)
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2X/Z)f J '

+

(Ф) 7] ‘ ^d'f\ -̂ r

- ^ - 2

Di •X

X 1
21,

X - -

C , i ^  _  С з , -  2 ^  [  Fi W  Yi  ̂  ̂ /̂v) +  Fi  [cp (1)

b.

F i { C , ) = \ k ^ + \ ) b )  “̂ C u + ( - X , +  1 ) ^ ^ | f , ( 4. )y i '‘ ^d-n

- ^ • +  2 ''A

i ( Q )  =  ( — ^/ +  -2 )   ̂ ^ 1» +  ( <̂ +  y ]  "“ зх------ j
 ̂ ь

=  F, (Q) +  F, {C,), C,o =  F, (Ce) +  F,  (Ce)

/  ̂ _  ̂+  p  ( г  \ I  ̂~  p  ( Г  \C s i --------- j2-----' 1 ( ^ 5; T---------f2 ■'2 ( 1̂ 5;

2

D ,  =  - fej +  ( — X,- +  ^  fei
\ -̂  /

1 ,!-i + 2-

(23 )

+  ( ̂ г +  -9 )^1

Подставив найденные постоянные в формулы (14) и (15), получим окон­
чательное решение задачи. В случае &, == Ь,, т. е. при отсутствии облака, 
•оно совпадет с решением для однослойной задачи.

Как известно, конденсация определяется полями влажности и верти­
кальных токов. М еж ду тем наше решение на первый взгляд не содержит 
ни того, ни другого, а лиш ь параметры й, и йз и начальные поля адвекций 
вихря и тепла; Следует, однако, учесть, что задание границ и совме­
стно с условием, что в облаке ^ полностью" определяет поле влаж ­
ности в облаке, а начальные поля адвекций, вихря и тепла полностью опре­
деляют вертикальные токи во всей атмосфере.

В качестве примера рассмотрим конкретный случай, когда fc ,= 0 ,6 ,  
=  0,925. При этом примем А =  330 км, =  3,3; Xj =  2,37, Х2 =  4,96. П р е­

небрегаем также в граничных условиях (1 1 ) малыми членами, зависящими 
'ОТ Лт и и/,.

Для этого случая были вычислены функции влияния адвекций тепла и 
вихря на различных уровнях на изменение геопотенцйала на данной изоба­
рической поверхности. Решение было получено в виде

? o ( Q =  f  {/«о ('^. '^) [^ ? ^ т ]о (^ ) +  [ ^ ^ T ] l ( f i )  +

Ч- «О (С, '^) [d '^ ^ 9  J О (^ ) +  «1 ('̂ Э ' )̂ (Т]) 1 d r , , (24)
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где Ото (С, т)) характеризует влияние адвекции тепла в данном узле сетки 
на уровне -ц на изменение геопотенциала на уровне . С, ■»]) характери­
зует влияние адвекции тёпла, осредненной до шести окружающим узлам 
сетки на уровне ij, на тенденцию геопотенциала на уровне С, щ  (С, vj) и

характеризуют влияние адвекций вихря на уровне tq.I ^
На рис. 1 для иллюстрации приводятся функции влияния т,,, /и,, «, и

«1 при наличии облака и при отсутствии его для уровней С =  0,5 и 0,85.

-л \
- Л X .

■ л
1.

. / и , , .

_ V \
-  '-V  • \ V

-
. ■1

- / 1

1 • ,1 i
-0]3-0,Z~0,1 о  0,1 0,2 0,3т , О 0,1 0,2 0.3п„ О 0,1 0,2 0,3п,

Рис; 1. Значения коэффициентов а — (С, г])*И С ; 1 .  о и а ч е н и и  к о э ф ф и ц и е н т о в  а  —  OTq  ̂

б — т .1 ( ^ ,  T j) , в — П о  ( С .  Ч}),  2  —  n i ( i : ,  К)) 
при наличии облака (J)
при отсутствии облакл (2). 
при наличии облака (5) 
при отсутствии облака (4)

С = 0,50, 

С -  0,85.

Численные значения функций влияния -для С =  0,5, 0,7, 0,85 и 1,0 при­
ведены в,приложен_ии При этом функции влияния для безоблачной^атмо- 
сферы обозначены /По, т^, п^, п^. Ф ункции влияния для случая наличия 
облака обозначены т^, т^, щ , щ, а отклонения их от первых — /йц, тп\, ti'f̂  
я Пу Так как нас интересуют лиш ь те изменения, которые вызваны нали­
чием облачности, нагляднее рассматривать именно эти отклонения.

Рассмотрение приведенных вы ш е результатов приводит к следующим: 
выводам.

а. Влияние фазовых притоков тепла на изменения геопотенциала изоба­
рических поверхностей, значительно удаленных от облака, мало (подчерк-
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нем, что и здесь и в дальнейшем речь идет об изменениях по сравнению' 
с результатами для безоблачной атмосферы). По мере приближения к об­
лаку его влияние сказывается все сильнее и является наиболее сильным 
на границах. При этом с разных сторон облака оно имеет различный знак,, 
а в средней части облака близко к нулю.

б. Для изобарических поверхностей в надоблачном слое и в верхней 
части облака наличие фазовых притоков увеличивает геопотенциал при ад­
векции тепла и уменьш ает его прй адвекции холода.

Для уровней в нижней части облака и .в подоблачном слое наличие 
фазовых притоков уменьш ает геопотенциал при адвекции тепла и повьццаег 
его при адвекции холода.

в. Для изобарических поверхностей в надоблачном слое и в верхней  
части облачного слоя учет фазовых притоков ведет к увеличению геопо­
тенциала при адвекции циклонического вихря в этих слоях и к уменьш е­
нию геопотенцйала при адвекции циклонического вихря в нижней части 
облака и над облаком.

Для изобарических поверхностей в нижней части облачного слоя и в 
надоблачном слое учет фазовых притоков при адвекции циклонического  
вихря на разных уровнях оказывает обратное влияние.

г. Вблизи границ облака влияние адвекции тепла на разных уровнях на 
изменение геопотенцйала только за счет фазовых притоков тепла сравнимо, 
с влиянием адвекции тепла на изменение геопотенцйала в безоблачной ат­
мосфере. Относительное изменение функций влияния адвекций вихря за 
счет фазовых притоков не столь велико, но все-таки существенно.

Интересно сравнить полученные 'результаты  с результатами С. В. Н ем ­
чинова. Им рассчитаны функции влияния адвекций тепла и вцхря для  
случая круглого облака радиусом 350 км с конденсацией пара на уровнях  
ЮиО и 850 мб и сублимацией капель на уровне 700 мб. Схематизированное 
таким образом облако отличается от нашей схемы облака, по сущ еству, 
лиш ь горизонтальными размерами, так как в нашей схеме радиус облака 
должен быть не меньше 500 км.

Немчинов задавал уравнение притока тепла в форме (2), сохраняя в нем 
конвективный член. Совместно с уравнением вихря это уравнение пред­
ставляется в виде системы интегральных уравнений, которое решается чи с­
ленно. При этом адвекция вихря, как и адвекция тепла на главных уров-- 
нях, характеризуется лиш ь одним параметром —  величиной адвекции в- 
данной точке.

Сопоставление рассчитанных Немчиновым функций, влияния с получен­
ными выше функциями /Ид, т\,  и п[ показывает, что изменения в ф унк­
циях влияния, вызванные наличием облака, качественно аналогичны в обеих 
схемах. П оскольку решение производилось различными методами, это сов­
падение позволяет предполагать, что в обеих схемах правильно уловлены  
основные черты явления.

Вопрос о влиянии фазовых притоков тепла на крупномасштабные дви­
жения рассматривается такж е в работах С. Манабе [8] и Э. Обера [6]. 
В них уравнение притока тепла использовалось в форме (1), а фазовые 
притоки исключались путем привлечения уравнения переноса влаги. Р е ш е ­
ние полученной системы производится методом сеток и потому не дает 
возможности отделить друг от друга влияние различных физических фак­
торов. Оба автора приходят к выводу, что учет фазовых притоков мож ет  
сущ ественно изменить прогноз высоты изобарической поверхности, что 
вполне соответствует нашим выводам.

На практике мы располагаем картами барической топографии лиш ь для- 
главных изобарических поверхностей. Поэтому приходится в формуле (24) 
переходить от интеграла к конечной сумме. В этом случае можно записать
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+  0̂ (С, fli) [dHA^ ]o(y];) +  (^, 7ĵ ) [dHA^  ]i (vj;)}. (24')
Суммирование производится по заранее выбранным главным изобариче­

ским поверхностям. Ро. Pi. ''о и V i— „веса“ адвекций тепла и вихря на этих 
поверхностях, которые могут быть получены с помощью интерполяционной 
формулы Симпсона. ,

К сожалению, н нашем распоряжении обычно не бывает карт барической 
топографии для поверхносте! выше 300 мб.. Поэтому для практических  
р.асчетов пришлось бы экстраполировать значения и Ая  на более вы со­
кие поверхности, что ненадежно.

При получении весов в уравнении (24') пренебрегаем частями интегра­
лов в (24), относящимися к верхней части атмосферы от С =  О до 0,3. О сно­
ванием для этого является то, что величины адвекций температуры и вихря
в верхней атмосфере несколько раз меняют свой знак. Если учесть еще 
сравнительную малость функций влияния верхних слоев на уровни в ниж ­
ней тропосфере, то пренебрежение их влиянием на изменения давления на 
уровнях 500, 700, 850 и 1000 мб представляется оправданным.

Мы рассчитали для этих уровней коэффициенты jiq, р,, v̂ , v,. В прило­
жении II приводятся увеличенные в 10 раз значения коэффициентов в сл у ­
чае безоблачной атмосферы для нашего примера и разности между ними.

При получении этих весов оказалось очень сущ ественным то обстоя­
тельство, что функции влияния адвекций тепла OTq и  от, на уровне yj =  C 
меняют свой знак, в то время как поправки к ним на влияние облачности 
iUq и m'j знака не меняют. П оскольку при получении веса уровня к] мы 
производим некоторое осреднение соответствующей, функции влияния, то 
относительное изменение весов адвекций тепла на уровне =  С оказывается 
значительно больше, чем относительное изменение соответствую щ их ф унк­
ций влияния:

Функции влияния адвекций вихря и /г, сохраняют положительный  
знак во всей атмосфере, в то время как поправки и п[ меняют свой знак. 
Поэтому при интегрировании роль поправок уменьшается, причем в неко­
торых случаях значительно.

Из данных приложения II следует, что наличие облака сущ ественно из­
меняет влияние адвекций тепла и вихря на различных уровнях на измене­
ния барического поля во времени. Это еще не означает, что изменение 
геопотенциала данной поверхности за счет фазовых притоков обязательно  
должно быть велико. Влияния адвекций тепла и вихря на разных уровнях  
могут иметь различный знак и компенсировать друг друга. Поэтому в за­
висимости от распределения в атмосфере адвекций тепла и вихря влияние 
конденсационных притоков тепла можёт' быть различно. Оно будет !макеи- 
мально, если адвекция тепла на всех уровнях имеет один и тот же знак; 
адвекция вихря на уровнях выше средней части облака имеет тот же знак 
(например, адвекции тепла соответствует адвекция циклонического вихря), 
а ниже средней части облака имеет обратный знак.

Полученные результаты подтверждают предположение некоторых иссле­
дователей о том, что высвобождение тепла за счет конденсации может 
значительно усилить процесс циклогенеза, и дают возможность численно 
оценить этот эффект.

§ 3. Об учете влияния стратосферы

Как уж е указывалось, значения весов в приложении II были рассчитаны  
в предположении, что влиянием верхних слоев атмосферы на процессы в 
тропосфере можно пренебречь. Заметим, что и в случае наличия надежных 
метеорологических данных для этих слоев мы не могли бы правильно

?o (Q  =  S  !l^0 (С, A , ]  0 (•/)/) +  Pi (C, -ni) [ /? Л ,] ;(Т ) ;)  +
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у че сть  их влияние. Дело в том, что все вышеприведенные расчеты велись 
в предположении постоянства во всей атмосфере параметра устойчивости d^. 
М еж ду тем стратификация стратосферы сильно отличается от стратифика­
ции тропосферы.

Чтобы можно было хотя бы грубо оценить влияние стратосферы, нужно  
учесть изменение стратификации с высотой. Для этого необходимо в сл у ­
чае отсутствия облаков решать двухслойную, а при наличии их трехслой­
ную  или даже четырехслойную задачу. Хотя такие расчеты предложенным  
вы ш е методом и не представляют принципиальных трудностей, практичес­
кое выполнение их очень затруднительно. Поэтому ограничимся выполне­
нием расчетов для безоблачной атмосферы.

Будем считать, что атмосфера состоит из однородных по горизонтали 
слоев, в каждом из которых величина параметра устойчивости остается 
постоянной. П усть й определяет границу между слоями. Будем обозначать

I 0 < С < &  вер хн и й  сл ой  (ст ратосф ер а),
II нижний слой (тропосфера).

Параметры устойчивости для верхнего и нижнего слоев обозначаются 
‘d\  и d!̂  соответственно. Строгий учет влияния стратосферы потребовал бы 
учета изменения высоты тропопаузы в пространстве и во времени. Так как 
jMbi хотим оценить лиш ь влияние изменения стратификации с высотой, то 
будем впредь считать Ь постоянным.

В этом случае для каждого слоя выполняется уравнение (5). При ре­
шении задачи методом прямых оно заменяется системой (9). Н уж но  

-ЛИШЬ учесть, что в данном случае и а? имеют в каждом слое свои 
значения. .

Система (9) решается при граничных условиях ( И )  и (13). Решением ее 
являются формулы (14) с той лищ ь разницей, что Ь̂  =  Ь ^ ~  Ь, а Xj и Xj 
имеют в каждом слое свои значения.

Постоянные отыскиваются аналогично тому, как ранее находились по­
стоянны е в (23), и имеют вид;

а
Di 2Х»)

.(1) , - А,

D, Fi (¥^>)
- x f ) . ,(2)>■! -

О

-x 'l)

A F i b H )

Сз,- =  — ~D,

0 )

2\j^>Di
F i ^  X

X

Cii — —
b-'^i

(I)

X

Л2) 1

2lf^Di

- 2  - T
- f i d t ]  - f Di

(2)

^ • [ ' P ( l )

( 2 5 )
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г д е

A^dQ.

Подстановка ( 2 5 ) 'в формулы (11) дает окончательное реш ение-двух­
слойной'задачи. При x” '= x f ^  =  x/ решение это сводится к решению одно­
слойной задачи.

Численные расчеты были выполнены для следую щ их значений парамет­
ров:

а? =  6,9; Х‘,’>.= 3,39; Х^^>.= 7,15; 
о' (̂ \ (̂)\ ^ 0,225.

«2 =  3,3; Xf>=2, 37;  Х̂ )̂ =  4,96;
Сравнение полученного решения с решением однослойной задачи при­

водит к следую щ им выводам о влиянии стратосферы на изменения , давле­
ния на уровнях в нижнем слое и в нижней части верхнего слоя.

а. Влияние адвекции тепла на уровнях ниже прогностического увеличи­
вается по абсолютной величине, а на уровнях выше прогностического умень­
шается. Если учесть, что эти влияния имеют разный знак, то оказывается, 
что учет стратосферы приводит, к дополнительному росту давления при 
адвекции тепла на всех уровнях и дополнительному падению его при ад­
векции холода. '
' б. Возрастает влияние адвекции вихря на всех уровнях в тропосфере и: 
в нижней части стратосферы (приблизительно до С =  0,15). Влияние адвек­
ции вихря в более высоких слоях уменьшается. Это значит, что учет стра­
тосферы вызывает дополнительное падение давления в,тропосфере при ад­
векции .циклонического вихря в ней и при адвекции антициклонического- 
вихря в верхней стратосфере.

в.. Изменения в функциях влияния, вносимые при учете стратосферы, 
максимальны на границе раздела и быстро у.бывают по мере удаления от 
нее. При этом относительное увеличение функций влияния в нижнем слое 
сравнительно невелико,, а в верхней стратосфере (-)Г]<0,15) относительное 
уменьш ение'ф ункций влияния значительно.

,г. Максимальное влияние учет стратосферы оказывает на изменение 
давления на границе раздела. Для С =  0,225 функции влияния нижележ а­
щ их слоев увеличиваются на 10— 15% по сравнению с решением для одно­
слойной задачи. У ж е для .С =  0,3 функции влияния нижележащих слоев, 
увеличиваются лиш ь на несколько процентов. Влияние верхних слоев по- 
прежнему изменяется существенно.

Введение стратосферы практически не вносит изменений в функции влия­
ния тропосферных уровней на изменения давления для 0  0,5 при с у ­
щественном уменьшении и без того малого влияния уровней верхней атмо­
сферы.

Для иллюстрации вышеизложенного в приложении III приведены чис­
ленные значения функций влияния адвекций тепла и вихря на изменение 
геопотенциала для С ==0,3 и 0,5, рассчитанные для случая наличия _страт^- 
сферы. В целях сравнения там же приведены значения т^, /«,, и щ  
функций влияния для однослойной задачи и разности 1йежду первыми и 
вторыми, обозначаемые соответственно n i^ , т \ , и п [ .

На изменение барического поля в верхних слоя атмосферы (С < 0 , 1 5 )  
введение стратосферы оказывает влияние, противоположное тому, которое 
оказывается на изменение барического поля в тропосфере. П оскольку эти 
уровни практического значения не имеют, то более подробно этот вопрос 
не рассматривается.

В итоге оказывается, что наличие стратосферы вносит сущ ественные из­
менения в функции влияния для уровня С =  0,3. Поэтому при прогнозе
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АТзоо оно должно обязательно учитываться. Естественно, что для =  0,3  
при определении весов различных уровней можно отбрасывать влияние вы­
ш ележ ащ их слоев лиш ь начиная с более высоких уровней. В приложении 
IV  приводятся для С =  0,3 и 0,5 увеличенные в 10 раз веса [Ац, (а,, v̂ , v,, 
которые получаются при учете влияния слоев ниже ■»)=0,15 в случае без­
облачной атмосферы без учета стратосферы и с учетом ее, а также их 
разности.

Из таблиц приложения IV  видно, что наличие стратосферы существенно  
изменяет веса верхних уровней и мало меняет веса нижних. Наличие об­
лачности оказывает обратное влияние. Так как облачный слой и страто­
сфера' оказывают малое влияние друг на друга, то достаточно отдельно рас­
считать их влияние на изменение давления. Полная поправка на совместное 
действие этих эффектов с достаточной точностью может быть представлена 
суммой поправок за счет влияния каждого из них в отдельности.

Рассмотренный ранее случай наличия облака сводился нами к случаю  
наличия в атмосфере слоя с равновесной стратификацией. Рассмотрение по­
лучаю щ ихся функций влияния показывает, что в этом слое функции влия­
ния Ло и «) оказываются постоянными, а Шо и /те, хотя и изменяются, но 
медленнее, чем в случае безоблачной атмосферы.

В случае же наличия стратосферы, которая является слоем повышенной  
устойчивости, функции влияния убывают значительно быстрее, чем они 
убывали бы в однослойной атмосфере.

Чем более устойчиво стратифицирована атмосфера, тем на меньшее рас­
стояние по вертикали распространяется влияние возмущения на данном 
уровне. В этом смысле слои, которые являются задерживающими для мел­
комасштабных движений, являются задерживающими и для крупномас­
ш табных погодообразующих возмущений. Аналогично менее устойчивые 
слои способствую т более далекому распространению этих возмущений.

Причиной этого факта, установленного еще К. Хинкельманом [7], 
является то, что связь меж ду различными слоями в атмосфере о сущ е­
ствляется посредством вертикальных движений. Чем интенсивнее верти­
кальные движения, тем дальше распространяется возмущение по вертикали, 
медленнее оно затухает, тем больше связь между слоями. Поэтому, напри­
мер, повышение устойчивости стратификации в слое, затрудняя вертикаль­
ные движения, обусловливает большее затухание возмущений.

В настоящее время наличие стратосферы учитывается в ряде работ. 
Из этих работ наиболее близкой по постановке задачи является работа 
Е. Г. Ломоносова [3], в которой аналогичная двухслойная задача решается 
методом Фурье. Полученные Ломоносовым результаты отличаются от на­
ш их. Наиболее сущ ественное отличие заключается в том, что функция  
влияния адвекции вихря терпит, по Ломоносову, разрыв по тропопаузе. 
Вследствие наличия этого разрыва функции влияния в стратосфере увели­
чиваются пропорционально отношению параметров устойчивости страто­
сферы и тропосферы. Соответственно увеличивается и влияние стратосферы  
на барическое поле в тропосфере.

Причиной наличия разрыва функции влияния является задание Ломоно­
совым условия непрерывности тенденции температуры на тропопаузе. Если  
учесть, что уравнение притока тепла может быть записано в виде

и что геострофическая адвекция тепла является непрерывной на тропопаузе, 
то условие непрерывности тенденции температуры дает

~ -  ~ ~ 
d \w i^=  d \w 2  я W2 =

^2
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та;, что вызывает и разрыв функции влияния. В нашем же случае те; на гра­
нице раздела считается непрерывной, вследствие этого оказываются непре­
рывными и функции влияния.

Точное решение задачи требует более строгого задания условий на 
поверхности раздела, что в рамках геострофического приближения пред­
ставляется затруднительным. Можно, однако, ожидать, что результаты,

полученные в предположении непрерывности w  на тропопаузе, позволяют 
корректнее оценить влиялие стратосферы.

Расчет многослойной 'задачи для случая наличия неустойчиво страти­
фицированного слоя может быть аналогичным образом выполнен методом  
прямых. Практически этот случай большого интереса не представляет, так 
как в средней атмосфере, как правило, не бывает слоев со сверхадйабати- 
ческим градиентом. Такие слои обычно сравнительно небольшой мощности  
бывают у поверхности земли. Однако поскольку вертикальная скоррсть на 
подстилающей поверхности равна нулю, то в пределах приземн0Г10 слоя 

'она для движений большого масштаба должна быть мала. Поэтом^ изме­
нения стратификации в приземном слое не должны оказывать большого  
влияния на изменение барического поля в средней атмосфере.

Так, например, были рассчитаны функции влияния для случая облачности, 
простирающейся от &, =  0,6 до Ь̂  =  \.  В этом случае слой атмосферы от 
!̂  =  0,925 до 1, который в первом примере считался нормально стратифици­
рованным, заменяется слоем равновесной стратификации. Как и следовала 
ожидать, функции влияния адвекций тепла и вихря на изменение давления 
на уровнях С =  0,5, 0,7 и 0,85 при этом очень мало изменяются.

Краткие выводы

1. Облако в нижней половине тропосферы может приближенно считаться  
влажноравновесным слоем, соответственно сущ ественно упрощается вид 
уравнения притока тепла.

2. Получено приближенное решение задачи о прогнозе изменения дав­
ления во времени для двухслойной и трехслойной атмосферы.

3. Приведенные в § 2 результаты расчетов для выбранного примера по­
казывают, что фазовые притоки тепла в облаках могут оказывать су щ е ­
ственное влияние на изменение поля давления в атмосфере.

4. Влияние стратосферы на изменения поля давления в средней и ни ж ­
ней тропосфере невелико и может не учитываться. Влияние ее на верхнюю  
тропосферу может быть до некоторой степени учтено изложенным в § 3  
способом.

Р Е З Ю М Е

В статье рассматривается вопрос о влиянии на изменение давления 
притоков тепла в облаке за счет конденсации. Приближенное решение этой 
задачи находится методом прямых.

Аналогичным методом решается задача о влиянии стратосферы на изме­
нение давления в тропосфере.
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• а>юс-- Oi Ô CNJ о  ЮСО'?!*̂  ООО о  о о о о  
о  о” o 'о” о  о  о  о'о 'о

i I I I

(М ^ С У 5  ю ю ю ^  о о ^  cocooTf ООО о  1—^ 0 0
о  o'"о”o' о" о^о^о^оо

с о  C < i ^  с о  O O O O O OСЧ <y>(J>(j303QO 0 0 »-н ĈJ
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я . я . БОГДАНОВА

ПРИБЛИЖ ЕННАЯ ОЦЕНКА ВЛИЯНИЯ ТЕПЛА КОНДЕНСАЦИИ  
НА ИЗМ ЕНЕНИЕ НАЗЕМ Н О ГО  ДАВЛЕНИЯ

Основным отличием прогноза на сутки и бол ее длительные сроки яв­
ляется уч ет притока тепла. Д ля разработки гидродинамических схем  
прогноза на сравнительно больш ой срок в первую  очередь сл едует  учиты­
вать притоки тепла за счет конденсации водяного пара и турбулентной  
теплопроводности.

Влияние радиационного и турбулентного притоков тепла в пограничном  
сл о е  на изменения поля геопотенциала было рассмотрено А . С. Д убовы м  
в 1953 г.

Результаты  исследования показали, что учет притока тепла дает зам ет­
н ое улучш ение прогноза, однако из-за  громоздкости расчетов он не при­
менялся в оперативных прогнозах.

В настоящ ей статье сделана попытка учесть влияние притока тепла  
за счет конденсации водяного пара на изменения наземного поля давления.

В 1952— 1957, гг. в О тделе динамической м етеорологии Главной геоф и ­
зической обсерватории им. А . И. Воейкова проф. М. И. Юдиным [2] был 
разработан графоаналитический м етод прогноза поля давления.

Рассмотрим расчетную  ф орм улу первого приближения для изменения  
геопотенциала на уровне С, полученную  Юдиным [2],

'Po(Q =

1
h' -t- "o' X— -1 
_____ ±.r J 2

21 p j  R  A - c „ d t

J=i с

dr\

1

2X Fj I r a , -

\

2 \ j F,
R dQ d 4R A ^ ~

\  - i -  
■' 2 rr / \

+  / n -------

/

RT
r

(1>

где cp = - ^  (Ф — геопотенциал), С =  - ^ ( Я о = 1 0 0 0  мб — стандартное давле-
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ние атмосферы), Ху —  корни характеристического уравнения, -—  —  приток
тепла, /? — газовая постоянная, — теплоемкость воздуха при постоянном  
давлении, — имеет смысл геострофической адвекции абсолю тного вихря, 

1 (
Лд =  -7Г |Ф> “Ь Т I  “  параметр К ориолиса), Л^ — геострофическая т ер ­

мическая адвекция: Л^ = IR
ФС

дФ W, ■вертикальная скорость, о б у с ­

ловленная турбулентны м трением, Ф  =  , Т  — температура,

W  =  (0,50 — Ло - Ь Л 1

h { A )

'33
1,5 (2)

(Л  —  любая функция, заданная в узловы х пунктах прогностической сетки). 
И ндексом  О в -ф ор м ул е (2) обозначены  значения в точке, индексом 1 —  
средние значения по окруж ности радиусом 440 км.

Представим изменения давления в данной точке состоящ ими из двух, 
частей.

Первая часть обусловлена влиянием адвекции вихря скорости и тем пе­
ратуры, вторая —  притоком тепла за счет конденсации водяного пара

Р адиаб I Р неад ’

С пособ вычисления адиаб подробно рассмотрен в [2]; Приток тепла 
за  счет конденсации водяного пара равен

E k =  L Q ,

где; /. —  теплота парообразования, Q — количество сконденсированного пара 
в единицу времени.

Запиш ем ф орм улу (1 ) для уровня земли  
■ , , 2 1 ,

Со(1) =  -

(3)

И спользуя (2) для Р неад 
1

, будем  иметь выражение

^Р неад V

гд е 1,05Л ( ^ 4 ) = 0 . 2 4 ( 4

2̂ 7Г

Ср. dt

- \Ср qt J [ c p d t j ^

Гр dt

! R dQ

dri , (4)

R dQ
dt

При определении интегралов в ф орм улах (3), (4) мы воспользовались  
вычисленными в [2] значениями коэффициентов при (^Лт)о, (-^Л^)!, {d^lA^\ ,  
{ d ' 4 As ) ,  обозначенны х соответственно ч ер ез т^,  « о , .Так как нам 
неизвестно распределение мощности стоков водяного пара с высотой, то
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1_1_J

лримем,- что конденсация в основном происходит в некоторой плрскост»  
Б удем  считать> что конденсация происходит на уровне поверхности 850 мб.

В качестве и сходного материала мы воспользовались синоптическими  
картами, с которых снимались данные по осадкам за 12 часов как в точке, 
так и средние по кругу радиусом 440 км.

Д ал ее по ф орм уле (4) вычислялась поправка к и зм ен ен и ю ; давления  
за счет конденсации водяного пара.

На рис. 1 представлены результаты  расчетов. По оси абсцисс 'отложены  
средн ие осадки за 12 часов по кругу радиусом 440 км, по оси Ординат —  
■отношение рассчитанной поправки за счет конденсации водяного пара к ф ак­
тическом у изменению давления за 12 часов. В среднем  поправка за счет  
конденсации водяного па­
ра составляет 30®/о- В от- 
дельны х случаях величи- о, 6  
на поправки достигает  
40"/о- Такие больш ие по- 
правки имеют место в слу- 0, ‘f 
чае интенсивных дож дей  оз  
{2 5 —30 мм/12 часов), ког­
да за счет конденсации "
водяного пара вы деляется 0,1

значительное количество ................................................. ................. - ...... .. . ■— „
тепла. О 10 2 0  ЗОг

К оэффициент корре- Рис. 1.
ляции м еж ду  величинами
средних осадков по кругу радиусом 440 км и отнош ением рассчиганной  
поправки за счет конденсации водяного пара к фактическому изменению  
давления равен 0 ,68. ^

П оправку на теплоту конденсации мы попытались такж е ввести в п р ог­
нозы наземного поля давления, которые регулярно давались расчетной  
группой С еверо-Западного УГМС.

В табл. 1 приведены результаты  сравнения прогноза с введением  п о ­
правки и б ез  ее  введения для сентября 1954 г. З десь  ж е  приводится  
отнош ение поправки за счет конденсации к прогнозируем ом у изменению  
давления. Средняя величина поправки за счет конденсации составляет 25“/о 
прогнозируем ой  величины.

Анализ табл. 1 показывает, что учет притока тепла за счет конденсации  
водяного пара дает, как правило, улучш ен и е прогноза. Из 29 рассм отрен­
ных нами случаев только в 6 имело место у х у д ш ен и е результата.

Как сл ед у ет  из формулы  (4), для вычисления поправки за счет конден­
сации водяного пара н еобходим о знать количество выпавших осадков. 
И звестно, что точность измерения осадков пока ещ е довольно низкая. 
П оэтом у мы попытались найти корреляционны е связи м еж ду  осадками и 
их образую щ ими факторами. Одной из причин, обусловливаю щ их конден­
сацию  водяного пара в атм осф ере, является налйчйе в ней вертикальных 
токов.

Нами была сделана попытка найти корреляционны е связи м еж ду  верти­
кальной скоростью  и осадками. С этой целью  для тех  ж е  точек прогно­
стической сетки были рассчитаны средние вертикальные скорости по о к р у ж ­
ности радиусом  440 км.

При вычислении вертикальных скоростей мы предполагали, что в п о ­
граничном слое м ож но принять

где вертикальная скорость, А Я — оператор Лапласа от давления,
k — коэффициент турбулентности.

Результаты  расчета представлены на рис. 2, где по оси абсцисс отлож ены
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величины осадков, по оси ординат — рассчитанные вертикальные скорости. 
Связь получилась довольно отчетливая, коэффициент корреляции равен 0 ,63 .

W
ЗОг

2 0

10 

8  

6  

, « 

о ю

Рис. 2.

15 2 0  0

В работах О. А. Д роздов а [1] показано, что относительная влажность  
является такж е одним из сущ ественны х параметров, связанных с^пр|^оцес-

Рис. 3.

сами конденсации. Сравнение относительной влажности и количества осадков  
было им произведено отдельно для высот 1,5 и 3 ,0  км по 7 станциям  
Европейской территории СССР. По полученным графикам была вычислена 
вероятность выпадения осадков при различных градациях относительной  
влажности. М еж д у  вероятностью выпадения осадков и относительной влаж ­
ностью на высотах, 1,5 и 3 ,0  км была установлена четкая связь, причем  
наилучш ие результаты  получились для высоты 1,5 км.

Однако в работах' Д роздов а совсем' не учитывалось влияние вертикаль-
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ной скорости, представляет интерес исследовать зависимость м еж ду  осад­
ками, вертикальной скоростью  и относительной влажностью. Нами было 
проведено такое сопоставление, причем рассматривалась средняя относи­
тельная влажность по кругу радиусом  440 км на уровне поверхностей: 
850 и 700 мб ;Б начальный момент времени.

Связь м еж д у  относительной влажностью и осадками, приведенными  
к одной вертикальной скорости, находили отдельно для поверхностей 850  
и 700 мб. Д ля поверхности 850 мб получалась достаточно отчетливая связь- 
(рис. 3 ). На графике по оси абсцисс отлож ена относительная влажность, 
по оси ординат —  количество осадков, приведенных к однОй вертикал*Бной 
скорости. М енее четкими получились связи для иоверхности 700 мб: к оэф ­
фициент корреляции м еж д у  относительной влажностью и приведенными; 
осадками составил 0,59. Д ля поверхности 850 мб коэффициент корреляции, 
равен 0 ,74 , уравнение регрессии в этом случае будет  иметь вид

Ода — 0 ,44г  — 21,

гд е  Ода — количество осадков за 12 чаСов в миллиметрах, приведенное- 
к одной вертикальной скорости, г — относительная влажность в процентах  
на уровне поверхности 850 мб.

Т а б л и ц а  1

Фактический Прогноз без 
поправки

Прогноз 
с поправкой

прогноз без 
поправки

- 1
4 

—7
1

- 3  
— 1 

1
5 

- 2
2
7
8
6 

И
- 1 5

0 
- 2  
- 1

1 
2
0 
2 
3
5
1
0 
2
1
6

3.0
6.5 

- 4 .0  
- 1 .4

2.3 
- 0 ,7

7.1
9.1
6.9
7.1 

—1,8
3.4
2.1 

-1 ,8  
-6 .6

1.1
2.9 
2.1
1.9
4.1
3.8
3.2
6.65.1
3.5
3.8
3.2
1.9
7.9

1.92 
4,81

-4,81
-1.93

1.19
-1,35

6.14
7.29
5.54 
6,13

- 2 , 5 0
2,59
1,56

-2,54
-7,87
0.68
2,04
1.35
1,46
3,24
2.92 
2,50 
4,70 
4,22 
2,21 
3,03
2.54 
1,21 
6,62

1 02 
1,69 
0.81 
0,53 
0,89 
0,65 
0.94 
0,81 
1,44 
0,97 
0,70 
1,19 
0,54 
0,74
1.27 
0,42 
0,14 
0,75 
0,56 
0,86 
0,82 
0,70 
1,90 
0,88 
0,71 
0,77 
0,74 
0.69
1.28

0,34
0,26
0,20
0,37
0,39

0,13
0,09
0.21
0,14
0,39
0,35
0,26
0,41
0,19
0,38
0,05
0,36
0,30
0,21
0,22
0,22
0,29
0,17
0,20
0,20
0,23
0,36
0,16

У равнение м нож ественной корреляции м еж д у  осадками, относительной: 
влаж ностью  на поверхности 850 мб и вертикальной скоростью  м ож но п р ед­
ставить в таком виде:

0  =  0 ,1 7 г  +  0 ,3 8 ® ) - 4 ,9 4 ,
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т д е  о  — количество осадков за 12 часов в миллиметрах, — величина, 
равная Лапласиану давления в миллибарах, г — относительная влажность  
Б процентах. ' .

Коэффициент множ ественной корреляции равен 0,82, Кйк показывают 
эти корреляционные уравнения, вертикальные токи весьма сущ ественно  
влияют на осадки. П олученны е зависимости м огут  быть использованы для  
прогноза осадков и уточнения прогноза давления на уровне земли. П р ед ­
лож енны й нами грубый сп особ учета притока тепла за счет кондёнса'ции 
водяного пара 1можно рассматривать как первое приближение.

РЕЗЮ М Е

Рассматривается вопрос о влиянии конденсационного притока тепла на 
изм енение наземного давления и предлагается приближенный м етод учета  
притока тепла конденсации.

ЛИТЕРАТУРА

1. Д р о з д о в  О. А. О связи относительной влажности с количеством и вероятностью осад­
ков. Труды ГГО, вып. 50. 1955.

2. Ю д и н  М. И. О прогнозе поля давления численными методами. Труды ГГО, вып. 71. 1957 .



д у  СИН-ЮАНЬ

УТОЧНЕННАЯ СХЕМ А УЧЕТА НЕРО ВН О СТЕЙ  ЗЕМ НОЙ ПО ВЕРХН О СТИ  
В ЧИСЛЕННЫХ М ЕТОДАХ П РО ГН О ЗА

Р я д  исследований, выполненных в п осл едн ее время [4], [6], показывает  
что неровности земной поверхности играют зам етную  роль в формировании  
атмосферны х движ ений больш ого масш таба. С ледовательно, при численных 
.прогнозах их надо должны м образом  учитывать. Однако сущ ествую щ ие  
способы  учета неровностей крайне упрощ ены . В этих способах ниж нее  
граничное условие, связанное с наличием неровностей, записывается не для  
поверхности  гор, а для уровня моря [1], [2 , [5 ], [8]. П оэтом у, оставаясь 
в рамках гипотезы  квазигеострофичности движения, мы м ожем получить  
уточненную  сх ем у , задавая это ниж нее граничное условие на поверхно­
сти  горы.

При этом возникает ряд трудностей, связанных с тем , что высота гор  
сильно меняется от точки к точке. При применении метода полупрямых  
эти трудности легко обойти, так как этот м етод позволяет записать гра­
ничное условие локально для каждой точки рабочей сетки [3].

Чтобы получить бол ее точные результаты, целесообразно использовать  
м ето д  Ф урье, ш ироко применяющийся при реш ении задачи численного  
прогноза поля давления [5]. М. Е. Ш вец предлож ил в этом случае ниж нее  
граничное условие, задаваем ое на уровне рельефа, записывать с помощ ью  
разлож ения в ряд Тэйлора вблизи уровня моря. В соответствии с этим 
р еш ен и е сл ед у ет  искать такж е в виде степенного ряда от малого пара­
м етра.'(Х арактерная высота горы в системе координат х,  у ,  С).

Целью настоящ ей статьи является реш ение сформулированной выше 
задачи.

Примем следую щ и е обозначения: р  — давление; Я  — стандартное значе­
ние давления на уровне моря; 7  —  температура; t  — время; и, ■у, w  — ком ­
поненты скорости; f  — вертикальный градиент температуры; У а ~  адиабати­
ческий градиент температуры ; Ф — геопотенциал; /  — параметр Кориолиса; 
Я  — газовая постоянная воздуха; g —■ ускорение силы тяжести.

В системе координат л , у,  С где  =  уравнение адиабатичности

с  учетом уравнения состояния и квазистатичности примет вид

гз 1 гг Jl. 
 ̂ dC I Ф , - у - )  +  <гЧ’й  =  0 ,  ( ' )

Ф' =  Т > « c o n s t ,

? / ЙФ ЙФ \ /о \

<символ типа [А,  В ] — якобиан на плоскости х ,  у ) .
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■ уравнение вихря скорости имеет следую щ ий вид:

Аф'  +  ± [ ф ,  +  =  (3>

где символ Д есть лапласиан на плоскости х ,  у .

Исключив W из уравнений (1) и (3 ), получим

А ( , =  f  ) ) - 4 { ф ,  Д ф  +  i ) .  ( 4 >

Ввёдем  безразмерны е горизонтальные координаты
X  У

Тогда уравнение (4) перепиш ется в виде
д /го <?Ф' \ д
dt; ^  ^ - 1 . (=>

где Д, =  а^Д .
При условии квазигеострофичности соотнош ение (2) с достаточной точ­

ностью м ож ет быть представлено в виде

w  =  - - ^ i g w  — Ф' ) .  (2а>

Д ва краевых условия по С, необходим ы е для реш ения уравнения (5),,

мы получим, принимая, что при С =  0, гг; =  0 (6) и при С =  т] (уравнение- 
рельефа в системе л:, у .  С),

W = { Ф' —  g w ) . , (7).

У словие (6 ) означает, что воздуш ны е частицы не покидают землю  а  
не поступают извне. Если предполож ить, что воздуш ное течение у  земли, 
сл едует  профилю рельеф а, то да в равенстве (7) при условии квазйгеостро- 
фичности выражается следующ им, образом:

где множитель 0 ,6  учитывает призем ное тур булентное трение [7].
Важно отметить, что здесь  ниж нее граничное условие (7) задается: 

именно непосредственно на поверхности рельефа.
Напомним, что при реш ении данной задачи Ш. А. М усаелян и В. П. С адо- 

ков относили это условие к уровню  моря [5].
С помощ ью уравнения (1) условия (6) и (7) м ож но переписать так, что- 

в них б у д ет  входить одна функция Ф.
Условие (6) означает, что

ИтС^ 4 1 ^  =  0 .  (6а>.
С->0 "4

Условие (7) примет вид

Y)- ^  +  а Ф '- L |ф ,  - ^ 1  — ag-®; =  О (7а>

при С =  Y|,

где а =  — - ^ 0 , 1 2 .

Уравнение (5) и его граничные условия (6а) и (7а) линейны относи­
тельно Ф'. П оэтом у из них м ож но выделить уравнение и. граничные условия, 
характеризую щ ие орографический эффект, а именно уравнение

 ̂ + д ,Ф ' =  о ,д:
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с  гр а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и
аФ'

~ Ж =  0  при С =  О

и
дФ'
Ж +  а ф '  =  Хо при С =  Yj,

(9>

(10)

гд е  Xo =  ^g‘̂ -
Отметим, что как в равенствах (8), (9 ), (10), так и в дальнейш ем Ф' 

означает лишь изм енение геопотенцйала, обусловлен ное неровностями земной  
поверхности.

П редставим уравнение подстилающ ей поверхности в виде
7 , =  1-Х ^ 1., (П )

г д е  X =  есть малый параметр (характерная высота горы в системе к оор­

динат JC, у ,  С), — характерное значение давления на верш инах гор, ф —
безразм ерная функция горизонтальных координат.

Д л я  удовлетворения ниж него граничного условия ,(10) будем  искать 
р еш ен ие уравнения (8) в виде степенного ряда по малому параметру X, т. е.

К аж дое Ф̂ . в отдельности удовлетворяет уравнению (8), т. е.

с А |  =  о .

(12)

(8а)

Разлагая Ф̂ - и ее  производную , взятые в точке C =  в ряд Тэйлора  
вблизи точки i = \ ,  получим ниж нее граничное условие в виде

у_0 ft=0
=  Хоае+1 ' д с м

при с =  1. (10а)
Собирая в обеи х  частях члены с одинаковой степенью  X, получаем

аФп
di

дФ,

h=l

(106)

Vас'‘ ' у

при с =  1. (Юв)

Д л я  реш ения уравнения (8а) с граничными условиями (9) и (10а) ис­
пользуем  м етод Ф урье. П осле неслож ны х преобразований представим это  
реш ение в виде

00
ф ; ( ^ 1 , у и r , ) d x [ d y [ ,

—  оо

где § =  r l  =  { x [ - x ^ ' f  +  { y [ - y ; ) \

(13)

r , ) d l ' ,
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Vi ' + . r ^ i
Отметим, что нулевое приближ ение в точности совпадает с р езул ь ­

татом, полученным М усаеляном и Садоковым.
. При такой постановке задачи м ож но получить лю бое число членов р аз­

лож ения, т. е. теоретически м ож но удовлетворить любой заранее заданной  
степени точности, которой не м ож ет удовлетворить одно только нулевое  
приближение.

И з формулы  (Юв) сл едует, что для получения первого приближения  
надо дважды  продифференцировать нулевое приближ ение Ф^. НО оказалось,, 
что в ф орм уле (13) при у  == О нельзя дважды  выполнять диф ф еренциро­
вание под знаком интеграла. '

Д ля избеж ания этой трудности мы можем получить первое приближ е­
ние следую щ им и двумя способами.

П е р в ы й  с п о с о б .  По нулевом у приближению Ф  ̂ вычислим прогно- 
'стическое значение изменения геопотенциала во всех точках и тем .самы м  
получим численное значение в  конечных разностях. П отом по урав­
нению (8а) при У =  0 найдем производную  второго порядка по С.

Д а л ее  Xi найдется по ф ор й ул е (Юв), а первое приближение найдется
из формулы (13) при у =  1. . ,

В т о р о й  с п о с о б .  В правой части формулы (13) , при у =  Q разобьем
область интегрирования на несколько участков. Д ля каж дого участка вы- 
.несем средн ее значение Ха • Таким, образом , в выражении для Фд мы сна­
чала выполним численное интегрирование по горизонтальной плоскости, 
а потом будем  дваж ды  дифференцировать по С. П ервое приближение най­
дется тогда с помощ ью формулы (Юв) при у =  1 и соотнош ения (13),

С ледую щ ие приближения получим аналогичным способом .
Расчеты показывают, что. в случае Х > 0 ,1  нулевое приближ ение не 

обеспечивает долж ную  точность.
И нтересно отметить, что в первом приближении вклад Хо (значение Хо, 

в окруж аю щ их точках) обратен вкладу xiJ (значение Хо в данной пр'огно- 
зируем ой точке). П оэтом у с учетом первого приближения можно сказать 
сл едую щ ее. При переваливании воздуш ного течения через горный хр ебет  
в осходящ ее _ движ ение на наветренной стороне не так просто связано  
с ростом давления на подветренной стор он е.гор , как это сл едует  из н ул е­
вого приближения, и да ж е м ож ет обусловить его падение. Аналогичная  
картина имеет место и для нисходящ их движений на подветренной стороне 
по отнош ению к росту давления на наветренной стороне горных хребтов .

Выше мы рассмотрели влияние рельефа на изменения 'давления при ис­
пользовании уточненного граничного условия.

И злож им вкратце способ предвычисления вертикальной скорости.
Вместо настоящ ей вертикальной скорости w  будем  искать величину х , 

.определяем ую  соотнош ением

а /̂2 да
=  — г -  (14)

Исключив Ф' из уравнений (1 ), (3), м ожно получить уравнение для х . 
На основании линейности м ожно выделить однородное уравнение

+  <'=> 
которое при неоднородны х граничных условиях, т. е. '

X ограничено при ? =  0 ,  (16)
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С = 7) К
Хо

(17>

характеризует влияние орографии на „вертикальную скорость'*.
Р еш ени е уравнения (15) с граничными условиями (16) и (17) такж е  

м ож ет быть получено в виде степенного ряда

с-1 ’

=  +  (18>  
;=0

== 2 ./? / С  J I
—  оо

во

l i j % d x [ d y [ ,  (20>
00

т(2) = __
1 ' 2Tt/?/c J

____ ' as*
fe-i

C-l

Xo =  Xo •
Первая часть полученного решения имеет одинаковую  структуру  

с выражением, полученным для барической тенденции Ф'.. П оэтому к пер­
вой части полностью применимо все что было сказано относительно бари­
ческой тенденции и повторять это нет надобности. Что касается второй  
части полученного решения т(2), то здесь  также нельзя правую часть ф ор­
мулы (20) дифференцировать по С под знаком несобственны х интегралов.

Чтобы лолучить последую щ ие приближения, приходится опять, исполь­
зовать два вы ш еизложенны х способа, а именно; либо сначала в правой 
части формулы (20) выполнить численное интегрирование, либо привлечь- 
основное уравнение (15).

РЕЗЮ М Е

В отличие от других работ в статье при реш ении задачи численного 
прогноза с учетом влияния гор ниж нее граничное условие задается на уровне  
рельефа, а не отнесено к уровню  моря. Н иж нее граничное условие, зада­
ваем ое на уровне рельефа, записано с помощью разложения в ряд Тэйлора. 
В соответствии с этим реш ение получено в виде ряда по степеням малого- 
параметра. Задача реш ена методом Ф урье для барической тенденции и 
вертикальной скорости.
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л.  с. ГАНДИН

РАСЧЕТНЫ Е МЕТОДЫ  АНАЛИЗА КАРТ  

§ 1. В веден и е

За последние годы наметилось интенсивное развитие исследований по 
новом у кругу вопросов динамической метеорологии — по расчетным методам  
анализа карт погоды. Речь идет о м етодах, на основе которых: удается  
с  помощ ью  бы стродействую щ ей вычислительной машины выполнить анализ 
данны х наблюдений над полями основных м етеорологических элементов. 
Задача настоящ ей статьи состоит в том, чтобы описать соврем енное  
■состояние и перспективы развития проблемы расчетных м етодов |анализа.

Хотя первые работы по данной проблеме [14] появились несколько  
ранее, чем стали применяться количественные прогнозы полей давления  
с помощ ью  электронны х вычислительных машин, несомненно, что интен­
сивное развитие расчетных м етодов анализа карт было стимулировано 
п р еж д е всего работами по расчетным методам прогноза. Д ел о  в том, что 
затрата времени на вычисление прогноза с помощ ью электронной вычисли­
тельной машины значительно меньш е, чем на приготовление исходны х  
данны х и интерпретацию результатов прогноза. Так, по данным сотрудников  
С токгольмского университета [16], из общ его количества врем ениЛ 6 часов 
30 м и н ут),, н еобходим ого для получения баротропного прогноза, лишь 
40 минут составляет время работы машины, а остальное время (5  часов 50 ми­
нут) затрачивается на операции, выполняемые вручную: наноску исходны х  
данны х на карту, проведение изолиний, снятие с карты значений в квад­
ратной сетке точек, перфорирование этих значений для ввода в машину, 
нанесение результатов вычисления машины на карту, проведение изолиний. 
Больш ой объем  этого вспомогательного времени . в значительной м ере  
обесценивал расчетные методы прогноза в отнош ении возм ож ностей их 
■оперативного использования. П оэтом у многие исследователи стали разра­
батывать пути применения электронны х вычислительных машин для  
вы полнения этих операций в значительно б о л ее  краткое время, т. е. 
расчетные методы  анализа карт.

О днако значение расчетных м етодов анализа, карт отню дь не исчерпы­
вается сказанным. И звестно, что больш ая часть времени синоптиков 
затрачивается на техническую  работу по составлению карт. При этом с 
ростом запросов практики и соверш енствованием м етодов зондирования  

.атмосферы как количество различных составляемы х карт, так и -количество 
сроков, для которы х они долж ны  строиться, имеет естественную  тенденцию  
к увеличению . П оэтом у весьма сущ ественно, что применение расчетных 
м ето д о в  анализа в оперативной практике позволит высвободить значитель­
ную  часть рабочего времени синоптиков для выполнения ими своих прямых 
функций — анализа синоптической ситуации и прогноза погоды.
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Помимо этого , с помощ ью  мащин м ож но достаточно быстро вычислить 
поля таких непосредственно не измеряемы х м етеорологических элементов, 
как вихрь, дивергенция, агеостроф ические отклонения, функция тока 
и т. п. Знание полей этих элементов весьма полезно для успеш ного  
анализа и прогноза погоды. Таким образом , на основе оперативного  
применения расчетных м етодов анализа удается не только уменьш ить 
врем я, затрачиваемое на подготовку н еобходим ой  информации о состоянии  
атм осферы , но и сущ ественно увеличить объем  этой информации.

П одобно расчетному прогнозу результат расчетного анализа синопти­
ческой ситуации не зависит от лица, выполняющего этот анализ, т. е. 
является объективным. Этим обусловлен  термин „объективный анализ", 
применяемый в зарубеж н ой  литературе наряду с терминами „расчетные 
методы анализа", „численные методы анализа" и т п. О бъективность  
расчетного анализа, разум еется, является важным преимущ еством его по 
сравнению с обычно применяемыми путями анализа синоптических ситуаций. 
Как показал Бест [4], результат баротропного прогноза на 3 суток карди­
нальным образом  меняется, если использовать различные субъективны е 
анализы одной и той ж е исходной ситуации. Берггрен [2] выяснил, что 
результаты  оценки успеш ности одн ого  и того  ж е численного прогноза  
м огут сущ ественно меняться в зависимости от того, с каким анализом  
конечной ситуации производится сравнение. П оэтом у весьма важно иметь 
объективную  м етодику анализа, позволяющ ую, получить однозначны е 
результаты  по заданным значениям измеренны х величин.

О днако расчетные методы анализа подобны  расчетным методам прогноза 
и в том отнош ении, что результат их применения сущ ественно зависит от 
разработанной методики или, иными словами, от физических предполож ений, 
полож енны х в основу этой методики. П оэтом у разработка расчетных м ето­
дов анализа карт отнюдь не является технической задачей, а представляет  
собой  научную  проблем у, усп еш н ое реш ение которой возмож но лишь при 
использовании достаточно полных сведений о полях основных м етеор ол о­
гических элементов.

П роблем у расчетных м етодов анализа синоптической ситуации можно  
подразделить на несколько бол ее узк и х  вопросов, от успеш ного реш ения  
каж дого из которых зависит удовлетворительное реш ение проблемы  
расчетных м етодов анализа в целом. Эти вопросы следую щ ие.

1. В ведение исходны х данных для численного анализа.
2. Интерполяция полей м етеорологических элементов.
3. С огласование полей м етеорологических элементов др уг с другом .
4. Сглаживание полей м етеорологических элементов.
5 . Контроль, браковка и исправление данных.
6. Критерии успеш ности расчетного анализа.
7. П остроение -карты изолиний с помощ ью  вычислительной машины.
Ц елью  данной статьи является рассмотрение этих вопросов.

§ 2 . П роблем а в в ода  и сходн ы х дан ны х для ч исл ен ного  
ан а л и за  в м аш ину

Данны е м етеорологических наблюдений передаю тся в виде телеграмм, 
принимаемых с помощ ью телетайпа. Д ля того чтобы эти данные могли 
быть введены  в машину, реализую щ ую  расчетный м етод анализа, н ео б х о ­
дим о, чтобы по этим данным были пробиты перфокарты или перфоленты.

' С ледовательно, н еобходим о, чтобы д о  ввода данных с телеграмм в машину 
эти телеграммы  были расшифрованы.

Вплоть то сам ого п оследнего времени как в научно-исследовательской  
работе, так и при попытках оперативного применения расчетных методов  
анализа (см ., например, [9]) расшифровка данных производилась человеком, 
а не машиной. Этим в очень значительной м ере уменьш ался выигрыш во

4 Заказ № 904 4Q.



.времени, достигаемый благодаря применению машины при анализе. Д е й ­
ствительно, расшифровка больш ого' количества телеграмм производилась- 
вручную , занимала весьма много времени и потому удаляла момент начала 
работы машины от того момента, когда получены  данные.

Лишь в последнее время Бидиенту и К рессм ену [5] удалось разработать 
программу, с помощ ью которой машина сама производит расш ифровку и 
перфорирование данных м етеорологических телеграмм.

При изучении блок-схем ы  программы, опубликованной Бидиентом  
и К рессм еном, бросается в глаза чрезвычайная громоздкость программы, 
обусловленная исключительно несоверш енством сущ ествую щ их кодов для  
передачи данных, м етеорологических наблюдений. Н е имея в виду детально' 
рассматривать этот вопрос, укаж ем  лишь основные недостатки применяю­
щ ихся кодов (особенно с точки зрения использования вычислительных 
машин).

1. Больш ое многообразие кодов. Различные коды применяются не только- 
в различных странах, но и различными ведомствами внутри одной и то а  
ж е страны.

2. Т рудность распознания, „заголовка" сообщ ения, т. е. первой для  
данного сообщ ения группы цифр, содерж ащ ей  индекс станции и срок  
наблю дения. Заголовки такж е бывают весьма многообразными и их очень  
легко спутать с данными наблюдений, особенно при машинной расш ифровке 
телеграм м.

3. О билие „лиш них“ с 'т о ч к и  зрения применения расчетных методов; 
анализа сведений. Таких лиш них сведений особенно много для лаземны х  
данных. К ним относятся как сведения качественного характера (например, 
о характере барограммы), так и сообщ ения о редко встречающ ихся явле­
ниях (например, гололеде), расчетный анализ которых не целесообразен .

4. О тсутствие контрольных знаков. Контрольные знаки являются важным, 
средством проверки того, что сообщ ение не исказилось в процессе п ер е­
дачи. В ведение их в том или ином виде позволяет почти однозначно  
выявить все случаи такого искажения. В ведение контрольных знаков былО' 
бы весьма полезным отнюдь н е  только для расчетных, но в равной мере  
и для обычных м етодов анализа.

Сущ ествую щ ая система кодирования и передачи данных обладает  
и многими другими м енее кардинальными недостатками, такж е ослож няю ­
щими машинную расш ифровку телеграмм.

В результате основную  часть программы, описанной Бидиентом и К рес­
см еном , составляют такие операции, которых при соверш енстве кода  
м ожно было избеж ать. Сюда относится распознавание заголовка сообщ ения, 
выяснение типа кода, поиск координат станции в нескольких специальных 
„словарях" станций, отбрасывание дублирую щ их сообщ ений и т. п. Б ол ее  
того, иногда приходится исключить, сообщ ение только потому, что н е  
удается обнаружить, к какому типу относится код или где располож ен  
заголовок станции.

И зучение вопроса показывает, что применяющаяся система кодирования 
и передачи м етеорологических данных нуж дается в усоверш енствовании, 
в особенности для целей  численного анализа. Бидиент и Крессмен п р ед­
лагают, сохраняя все м ногообразие сущ ествую щ их кодов, ввести специаль­
ный код для сообщ ений, используемы х при численном анализе и прогнозе. 
Нам представляется бол ее рациональным другой  путь, а именно введение  
единого кода, удобн ого  как для обы чного, так и для численного анализа. 
Основания для такого предлож ения следую щ ие.

Если применять затем расчетные методы анализа только при подготовке  
исходны х данных для численного прогноза и при том только такого, 
который в н а ст о я щ ее ' время м ож ет выполняться в оперативном порядке, 
то в соответствую щ их телеграммах м ожно ограничиться минимальным
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объем ом  данны х, а именно данными только о высоте, тем пературе и ветре на 
главных изобарических поверхностях. При таком п о д х о д е  к вопросу  
введение специального кода, предлагаем ое Бидиентом и Крессменом, было 
бы вполне рациональным.

О днако, во-первы х, сл ед у ет  иметь в виду, что возмож ности оператив­
ного применения расчетных м етодов прогноза не остаются неизменными, 
а непрерывно расширяются. Так, например, интенсивно разрабатываются 
расчетные методы прогноза облож ны х осадков. Д ля их применения, 
естественно, нужны сведения о распределении влажности. В ообщ е, если  
принять специальный код для целей численного прогноза, то по м ере  
развития м етодов численного прогноза придется сравнительно часто 
изменять этот код.

Во-вторы х (и это, на наш взгляд, главное), расчетные методы анализа 
н еобходим о применять независимо от численного прогноза для автомати­
ческого построения карт. При этом, разум еется, расчетный анализ м ож но  
применять в значительно больш ем объ ем е. Имея это в виду, ц елесообразно  
не вводить нового кода, а усоверш енствовать и унифицировать сущ ествую ­
щ ую  систему кодирования данных.

М ож но высказать следую щ ие принципы построения унифицированного 
кода.

1. М есто расположения тех или иных данных в телеграмме дол ж но  
быть оп ределено соверш енно однозначно. Д ействительно, самый простой  
сп особ „распознавания" машиной места в телеграм ме, где расположены  
нужны е данны е, состоит в нахож дении его по геометрическим координатам  
в телеграмме.

2. Рационально принять не „линейную", а „двумерную" структуру  
каждой телеграммы, т. е. не располагать сообщ ения вдоль одной линии (при 
случайных переносах на следую щ ую  строчку), как это делается в настоящ ее  
время, а установить место каждой группы данных как в столбце, так 
и Б строчке телеграммы.

3. Располож ение станции сл ед у ет  характеризовать не условным индексом  
станции, а непосредственно ее  графическими координатами. При сущ ествую ­
щей системе различного рода индексов оказывается необходимы м загруж ать  
память машины несколькими „словарями" индексов. В силу громоздкости  
этих словарей их приходится размещ ать во внеш ней памяти машины, 
обращ ение к которой занимает сравнительно много времени. К роме того, 
для движ ущ ихся станций (нагГример, пассансирских судов) все равно при­
ходится пользоваться координатами. С другой  стороны, если передавать  
координаты с разумной степенью  точности (например, до  десятой доли  
градуса), то они не занимают слишком много места и полностью о св о б о ж ­
дают нас от необходим ости  пользоваться словарями станций. Д а ж е  если  
в процессе анализа окаж ется необходимы м использовать не обычные ■ 
географ ические, а, например, декартовы координаты на карте, то соответ­
ствующий п ер еход  можно выполнить на основании аналитических ф ормул, 
т. е. опять-таки удастся обойтись без словарей.

4. Ни в коем случае не сл едует  допускать, чтобы при отсутствии тех  
или иных данных на их месте передавались бы следую щ ие данные. 
Н еобходи м о либо заполнять соответствую щ ие разряды специальными  
обозначениями, свидетельствующ ими об отсутствии данных (например> 
нулями), либо при принятии фиксированных мест для каж дой группы  
данных просто оставлять соответствую щ ие места телеграммы пустыми. 
Приняв этот принцип, м ожно не вводить разделения кодов, допустим, на 
сухопутны е и морские, на радиозондовы е и шаропилотные и т. п.

5. Н еобходи м о предусмотреть пути проверки правильности сообщ аем ы х  
данных и отсутствия искажений их в процессе передачи. Сюда относится  
передача наряду с высотами главных изобарических поверхностей такж е
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толщины главных изобарических слоев; передача изменений элемента от 
о дн ого  срока наблюдения к другом у. Кроме того, ц елесообразно ввести  
упомянуты е выше контрольные знаки, как например, передавать в  конце  
каж дой строки цифру, являющуюся последней цифрой суммы всех цифр 
данной строки. ■ ,

Сформулированные принципы не являются бесспорными. Не подлеж ит  
сом нению  лишь тот факт, что сущ ествую щ ая система кодирования и п ер е­
дачи данных чрезвычайно затрудняет анализ полей метеорологических  
элем ентов с помощ ью вычислительных машин и с этой точки зрения  
нуж дается  в переработке. В настоящ ее время представляется п р еж девр е­
менным рекомендовать конкретный вид наиболее рационального кода. 
Такой код дол ж ен  быть выработан в результате специальных исследований.

§ 3. И нтерполяция, согл асов ан и е и сгл аж и ван ие полей

Основн-ым этапом расчетного анализа является интерполяция, -т. е. 
получение значений м етеорологических элементов в интересую щ их нас 
точках —■ обычно узл ах правильной сетки точек — по известным значениям  
их в пунктах наблюдения. Интерполированные- поля долж ны  быть согла­
сованными в том смысле, что м еж ду  полями различны х элементов долж ны  
выполняться с той точностью , какая имеет место для движений больш ого  
масш таба, соотнош ения динамики атмосферы, такие, как геостроф ические  
соотнош ения, уравнение статики и т. п. Эти поля долж ны  быть сглаж ен­
ными, т. е. они долж ны  быть лишенными возмущ ений весьма мелкого  
масштаба и в то ж е время долж ны  правильно описывать особенности  
больш ого, синоптического масштаба.

Согласование полей не только необходим о, но и весьма полезно в том 
отнош ении, что, когда данных о некотором элем енте недостаточно, тр еб о ­
вание согласования его с полями други х элементов позволяет использовать  
данные о последних для получения б о л ее  обстоятельных сведений о рас­
сматриваемом элементе.

Сглаживание полей обычно осущ ествляется автоматически в процессе  
интерполяции и согласования. Однако сверх этого м ож ет быть предусмотрен  
специальный этап вычислительной программы, имеющий целью сглаживание 
построенны х полей.

Начиная с упомянутых у ж е  работ И. А. Кибеля и Г. П ановского [14], 
в ряде_ исследований интерполяция производилась посредством полино­
миальной аппроксимации, т. е. приближенного представления полей целыми 
многочленами некоторой заданной степени (обычно второй или третьей). 
Как Кибель, так и Пановский проводили такую аппроксимацию для срав­
нительно больш ой территории^ причем Кибель использовал результаты  
для п оследую щ его численного прогноза вручную  (точнее для вычисления 
полей тенденций), а Пановский — для построения полей элементов, 
зависящ их от данных и непосредственно не измеряемых (дивергенция  
скорости ветра, вертикальные скорости, агеостроф ические отклонения). 
Пановский ввел такж е согласование полей давления и ветра на основе  
геостроф ических соотнош ений. Именно он минимизировал сум м у вида

к  т

+  (1)
i~\  j~\

где . . k)  —  данные наблюдений над высотой изобарической
поверхности, иу, ‘Wy(y — 1, 2 , . . .  от) — данные наблюдений над составляющими

1 Пановский рекомендует также разбивать территорию на несколько участков, про­
водить на каждом аппроксимацию отдельно, а затем для „сопряжения" результатов считать 
коэффициенты полиномов линейными функциями координат. Очевидно, что при этрм дело 
сводится к аппроксимации для всей территории с помощью полиномов более высокой 

те пени.

52



— 2

скорости ветра, z  — значение высоты, вычисленное на основании аппрок­
симации поля Z полиномом G„ степени п,

г =  С„ =  Goo +  +  аохУ +  «20 '̂ +  ■ • • +  «олУ", (2)
и, -л V — значения составляющ их геостроф ического ветра, вычисленные на 
основании аппроксимации (2),

и =  — ^  («01 +  ацХ  +  2аогУ +  • • • +

"У =  7  («10 +  2аоо-^ +  <̂ пУ +  • • • +

(g '— ускорение силы тяж ести, / — кориолисов параметр, Г — постоянная  
размерности времени, зависящая от соотнош ения веса, придаваемого данным  
о высоте и о ветре). Если при аппроксимации поля высоты не учитывать 
данных о ветре, то Т =  0. В противоположном крайнем случае Т = с о ,

Пановский принял 7 '=  1,86 сек. — 0,29 сек."

В дальнейш ем , начиная с работы Джилкриста и Крессмена [7], тот ж е  
способ полиномиальной аппроксимации применялся для получения исходны х  
данных для численного прогноза, т. е. значений высот изобарической п оверх­
ности в правильной сетке точек. При этом аппроксимация производилась  
заново для окрестности кан<дой точки сетки и результаты ее  использовались  
лишь для этой точки, так что если поместить в нее начало координат, то  
единственным коэффициентом полинома (2 ), подлен^ащим оп ределени ю , 
является « 00- Кроме Джилкриста и Крессмена, так ж е  поступали сотр уд­
ники О бьединенной группы численных прогнозов погоды СШ А 15|,. 
Д ж он сон  [11]. Буш би и Хакл [6J предлож или, кроме того, вводить данны е  
о высоте Zi и ветре (иу, Vj) в различных пунктах с разным весом , 
зависящим от расстояния м еж д у  пунктом и точкой сетки, так что взамен  
формулы  (1) использовалось бол ее общ ее выражение

' i t P i ( Z i - z y + T ^ ' X g j [ { u j - ~ u y  +  { v j - v y ] .  , 
i=l j=l

М ож но показать, что это п редлож ен и е нерационально. Д ействительно, 
в результате минимизации выражения (1) искомое значение высоты п ол у­
чается в виде линейной комбинации наблюденных значений с весами, 
различными для различных пунктов. П оэтом у введение дополнительны х  
весов Pi  я Qj не увеличивает степени общ ности результата.

У добство использования полиномиальной аппроксимации для целей  
интерполяции высот в точке сетки состоит в том, что одноврем енно с  
интерполяцией выполняется и согласование полей ветра и давления. 
О днако этот способ не лиш ен сущ ественны х недостатков. Главный из них  
состоит в том, что выбор аппроксимирующ ей функции в виде алгебраи­
ческого полинома и выбор степени полинома является произвольным, никак 
не связанным со структурой анализируемы х полей. Кроме того, для  
однозначного определения коэффициентов полинома необходим  оп р едел ен ­
ный минимум информации (6 величин в случае полинома Cj, 10 — в случае  
Сз и т. д ., причем изм ерение высоты z  дает одн у  величину, а изм ерение  
ветра — дв е величины). П оэтом у в районах с редкой сетью  станций аппрок­
симация по территории заданных размеров м ож ет не проходить. В связи  
с этим Д ж илкрист и К рессмен [7] предлагаю т производить эту п р оц едур у  
несколько раз, увеличивая от раза к разу размер окрестности точки сетки  
и включая в число данных значения в точках сетки, у ж е  полученные ранее. 
К роме того, эти авторы выдвинули мысль, что наряду с данными наблю­
дений сл ед у ет  использовать в качестве источника информации результаты  
количественного прогноза на рассматриваемый момент.
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Это предлож ение было осущ ествлено Бергторссоном и Д ёёсо м  (З], 
которы е разработали м етодику расчетного анализа, кардинально отличаю­
щ ую ся от рассмотренной. Бергторссон и Д ё ё с  строят поле высот изобари­
ческой поверхности в два этапа. Именно сначала, до  . поступления  
результатов наблюдений, строится предварительное поле, являю щ ееся  
комбинацией прогностического поля и поля нормы, т. е. ср едн его  в кли­
матологическом смысле распределения высот. На основании имеющ ихся  
сведений о статистических характеристиках отклонений высот от нормы" 
и об оправдываемости численных прогнозов Бергторссон и Д ё ё с  нашли 
соотнош ение весов, с какими нуж но вводить в предварительное поле 
результат прогноза и норму. Естественно, что вес прогностических данных 
значительно превосходит вес нормальных значений.

По м ере поступления данных аэрологических наблюдений они исполь­
зую тся для исправления предварительного поля. Это делается сразу тремя 
путями. Б удем  обозначать величины, относящ иеся к предварительному  
полю , индексом п, а наблюдаемые значения индексом н. Величины, отно­
сящ иеся к точкам сетки ,, обозначим индексом т, а значения в пунктах 
наблюдения (станциях) — индексом с. Тогда три значения z^, Z2 ,.Z^ высоты 
изобарической поверхности в точке сетки определяю тся формулами

~  П̂Т “Ь (2„с (3)

=  (4)[dĥ

/ ^ \
НС

/г, (5)

гд е  h — расстояние от данной станции до  данной точки сетки. Ф ормула (3) 
основана на предполож ении, что высота изобарической поверхности  
в точке сетки настолько ж е превосходит предварительное значение, 
насколько это имеет место на станции. Формулы (4) и (5) описывают 
линейную  экстраполяцию от станции к пункту наблюдения; формула (4) — 
экстраполяцию с градиентом, определенным для станций по данным 
наблюдений над ветром (с помощ ью геостроф ического соотношения^, 
формула (5) — экстраполяцию с градиентом в точке сетки, определенным  
по предварительному полю.

Значения z , ,  и z,, вводятся с различными весами и,, jjia, pj. Зти веса 
предполагаю тся зависящими только от расстояния Л м еж д у  пунктом  
наблюдения и точкой сетки. П роизведя соответствую щ ее исследование,

. Бергторссон и Д ё ё с  определили зависимость весов ij.j, р-з и р-з от рассояния /г. 
Оказалось,; в частности, что fij становится ничтожно малым на расстоянии  
около 1500 км, а [j-j и ij., — на расстоянии 900 км. П оэтом у при определении  
высоты изобарической поверхности для каждой точки сетки учитывались 
данны е о высоте в пунктах наблюдения, отстоящ их от нее не б о л ее  чем  
на 1500 км, и данные о- ветре в пунктах, отстоящ их от точки сетки не 
б о л ее  чем на 900 км. Д ля пунктов, отстоящ их от точки сетки на рас­
стояние, больш ее чем 900, но м еньш ее чем 1500 км, а такж е для пунктов, 
в которых данные о ветре отсутствую т, производился учет высоты изобари­
ческой поверхности только по ф орм уле (3), причем соответствую щ ий в есо ­
вой множитель был, естественно, ббльш им, неж ели |j-i (обозначим  его

О кончательное значение высоты изобарической поверхности в точке 
сетки находится как средневзвеш енное из предварительного значения 
и величин Z,, Zg, Zg, подсчитанных по данным во всех пунктах, располо­
ж енны х в упомянутой окрестности точки сетки. Соответствующ ая формула  
имеет вид
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f̂ HOpM̂ B̂OpM +  tlnp2̂ np +  +  Î 2^2 +  H-Ŝ s)i +  s  -  f e z iv

г , = ------ ^ ^ ^ -------------------------^ ы Л _ ------ . (6)
^  n  m  ' '  '

f̂ HOpM +  Mnp +  ^  — (,4i +  !̂ 2 +  P-s)i +  X j —
/=1 j - l

В ф орм уле (6) первые два слагаемых в числителе и знаменателе отн о­
сятся к предварительному полю, а именно, к среднем у климатологическому  

.{нормальному ) и к прогностическому значению соответственно; п  означает  
число пунктов, в которых использую тся данные о высоте и ветре, т  — 
число пунктов, в которых использую тся данные только о высоте, р/ и ру-— 
значения так называемой „плотности станций", введенной на основании  
следуюгцих соображ ений.

Если имеется, скаж ем , три станции, отстоящ ие от рассматриваемой  
точки сетки на одинаковом расстоянии, то, согласно сказанному до  сих
пор, данные наблюдений на них следовало бы вводить с одинаковыми в е ­
сами независимо от того, как расположены  эти станции по отнош ению  
др уг  к д р у гу . П усть, однако, из этих трех станций две расположены  бл и з­
ко др уг  к д р у гу , а третья — далеко от них. Тогда очевидно, что данные 
первых д в у х  станций, будуч и  тесно связанными м еж ду  собой , должны  
вводиться с меньшими весами, чем данные третьей станции. В пределе, 
когда первые две станции совпадут др уг  с другом , вес данных в них 
дол ж ен  быть, очевидно, вдвое меньшим, чем для третьей станции. В ообщ е  
•если станции расположены  близко др уг  к д р у гу , то вес для каждой из  
них дол ж ен  быть меньшим, чем если - станции расположены  на больш ом  
расстоянии др уг от др уга . Это и учитывается введением „плотности стан­
ции" р. Величина р определяется как количество станций в круге радиу­
сом 375 км вокруг данной станции, включая в это число и последню ю .

Таковы в основных чертах сущ ествую щ ие методы, используемы е для 
интерполяции • наблюдаемых значений в точке сетки. Оценивая перспективы  
развития и усоверш енствования этих м етодов, целесообразн о высказать 
следую щ и е соображ ения.

П рименение климатологических норм в том виде, как это предлож ен о  
Бергторссоном  и Д ёёсо м , вряд ли целесообразн о. На это имеются ук аза­
ния и в литературе [15]. Вместо этого сл едует , по наш ему мнению, интер­
полировать отклонения значений элемента от нормы и притом так, чтобы  
при малом объ ем е информации эти отклонения оказались меньшими, чем  
при больш ем количестве данных. И нтерполяция отклонений от норм м о­
ж ет, по-видим ом у, производиться бол ее 'успеш но и бол ее просто, чем . 
интерполяция реальных значений. Кроме того, для целей долгосрочного  

. прогноза нужны именно отклонения от нормы в больш ей м ере, чем на­
блюдаемы е значения элемента [12].

Оба метода интерполяции, описанные выше, обладаю т весьма сущ ест­
венным недостатком — они основаны на м нож естве сравнительно произволь­
ных допущ ений. П оэтом у если выполнение машиной интерполяции по той 
или иной м етодике является объективным; то сама методика ни в коей  
м ере не м ож ет быть признана объективной. С этой точки зрения принци­
пиальным преим ущ еством  п ер ед  используемы ми методами является способ  
„оптимальной" интерполяции [1].

Веса при этом сп особе находятся соверш енно однозначно по данным р 
струк туре поля того самого элемента, который анализируется. При этом  
сп особе автоматически учитывается плотность станций, так что никаких 
поправочных м нож ителей вводить не нуж но. При этом сп особе автомати­
чески учитывается такж е освещ енность района данными наблюдений в 
том смысле, что в районах с редкой сетью данных отклонения от нормы  
лолучаю тся, вообщ е говоря, меньшими, а в предельном случае, если дан-
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ных наблюдений нет совсем, получаются нормальные значения. Н аконец, 
при этом сп о со б е  м ож но заранее оценить ош ибку интерполяции.

М етоды  Джилкриста и Крессмена [7], а такж е Бергторссона и Д ёёса  
[3] предусматривают проведение одноврем енно с интерполяцией такж е  
согласования полей, а именноу геостроф ического согласования ветра и вы­
сот изобарической поверхности. Ц елью этого согласования является ис­
пользование больш его количества данных, что особенно важно для райо­
нов с редкой сетью станций. К роме того, Д ё ё с  и Итон [10] воспользовались  
ещ е согласованием в вертикальном направлении для п ол уч ен и я , бол ее пол­
ных сведений над океанами. П о-видим ом у, у д о б н ее  производить сначала 
интерполяцию и лишь затем согласование. При этом, как заметил  
М . И. Ю дин, нелогично при анализе пользоваться геострофическим согл а­
сованием, а затем при прогнозе использовать бол ее точные п р едп ол ож е­
ния, как, например, гипотезу о квазисоленоидальности поля ветра. | В ообщ е  
согласование долж но производиться в соответствии с той физической с х е ­
мой, которая затем используется для прогноза.

Весьма интересным является вопрос о сглаживании. В настоящ ее время 
п ер ед  началом численного прогноза, а такж е периодически, после несколь­
ких шагов по времени, производят сглаживание полей. Этим обеспечи ­
вается повыш ение вычислительной устойчивости метода решения ■ прогно­
стических уравнений. Сглаживание проводят по бол ее или м енее случайно  
подобранным, формулам, различным у разных авторов. Ку Ч ен-чао [13] 
показал, что введенное сглаживание в известной м ере эквивалентно у ч ет у  
макромасш табной турбулентности. По этой причине м ожно считать, что 
сглаживание полей в процессе численного анализа и прогноза имеет оп р е­
деленны е ф изические, а не только математические основания. В этой связи  
значительный интерес представляет работа Томпсона [17], посвященная 
теории оптимального сглаживания. На основе этой теории могут быть п о­
строены бол ее объективные способы  сглаживания м етеорологических п о­
лей, чем те, которые применяются в настоящ ее время.

§ 4. К онтроль, бр ак овк а и и справление данны х

Среди данных значений м етеорологических элементов на станциях все­
гда имеется некоторое количество ош ибочных. Причины этих ош ибок  
многообразны . Основными источниками ош ибочных данных являются:

1) ош ибки вследствие неисправности приборов,
2) ош ибки считывания и первичной обработки,
3) ошибки кодирования и передачи данных.
Р азум еется , сл едует  стремиться к максимальному уменьш ению  числа 

ош ибочных данных, однако практически неизбеж н о приходится считаться 
с тем, что некоторое, пусть минимальное, количество данных является  
ошибочным.

Влияние ош ибочны х данных на результат расчетного анализа обы чна 
не слишком велико по двум  причинам. Во-первы х, если ош ибочные зна­
чения изолированы, т. е. значения в окруж аю щ их точках правильны, то  
влияние этой ошибки в процессе интерполяции (а такж е согласования и 
сглаживания полей) в значительной м ере нивелируется. Во-вторых, если  
наряду с наблюденными значениями в процессе анализа используются так­
ж е прогнозированные или нормы (или и те и др уги е), то это в ещ е боль­
ш ей мере сглаживает влияние ош ибок наблюдений. Так, Бергторссон и 
Д ё ё с . [3] специально приписали одному из пунктов наблюдения: резк о  
ош ибочные значения высоты поверхности 500 мб, превышающие истинное 
(наблю давш ееся в действительности) значение на 27 дкм. В результате  
этого вычисленные значения высоты в ближайш их точках сетки измени­
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лись лишь примерно на 3 ,5  дкм, причем влияние ош ибки быстро зату­
хало с расстоянием от пункта с ошибочными данными.

Тем не м енее в отдельны х случаях влияние ош ибок исходны х ^данных  
м ож ет сущ ественно сказаться на результатах количественного анализа. 
К роме того, д а ж е  небольш ие ошибки результатов иногда м огут привести  
к значительным погреш ностям численного прогноза, особенно в тех  с л у ­
чаях, когда влияние ош ибок исходны х данных приводит к физическим  
несообразностям  в результатах анализа. П оэтом у необходим о п редусм от­
реть меры, направленные на выявление и, если возм ож но, на исправление 
ош ибочны х исходны х данных.
■ С этой целью  Д ж илкрист и К рессмен [7] предлож или параллельно  

с численным анализом строить карту анализируемого элемента, после чего  
вносить выявленные при визуальном анализе карты исправления в числен­
ный анализ, пересчитывая его для тех  точек сетки, на которые влияют 
исправления. П римерно такая ж е методика описана в отчете О бъ единен­
ной группы численного прогноза погоды СШ А [15]. О чевидно, чтб при 
такого рода методике выявления ош ибок в значительной м ере утрачиваются 
оба основных преимущ ества расчетных м етодов анализа: быстрота и о б ъ ­
ективность.

С ущ ественно дальш е пошли в этом отнош ении Бергторссон и Д ё ё с  [3]. 
Они ввели в программу вычислений два специальных этапа, предназначен­
ных для выявления ош ибок Первый из этих этапов предусматривает с о ­
поставление данных наблюдений с предварительным полем. Если р асхо­
ж ден и е превышает некоторы е заранее предписанные пределы  ( ±  10 дкм для  
высоты или 15 м /сек . для вектора ветра), то такие данные наблюдений  
считаются сомнительными и печатаются машиной, после чего синоптик  
реш ает, как поступить с этими данными. На втором из упомянуты х этапов  
данные наблюдений сопоставляются с результатом полного анализа. Если 
р асхож ден и е превышает величины, у ж е  сущ ественно меньш ие, чем на 
первом этапе ( ± 5  дкм высоты и 12,5 м /сек. для ветра), то снова такие 
данные в качестве сомнительных выдаются на печать.

Включение в программу анализа этапов, предназначенны х для выявле­
ния сомнительных данных, представляется вполне правильным. Н аряду с 
путями, использованными Бергторссоном и Д ёёсо м , можно предложить  
и др уги е способы  выявления сомнительных данных. В частности, м ож но  
вычислять производны е различных порядков и считать, что если они (или 
их комбинации) превосходят определенны е пределы, то некоторые из дан­
ных сомнительны. Сомнительность данных м ож ет хорош о выявляться такж е  
при согласовании полей, в частности при требовании, чтобы выполнялось 
уравнение статики.

Дальнейш им этапом дол ж н о быть включение в программу машины 
предписаний, позволяю щ их вынести окончательное суж д ен и е, является ли 
сомнительное значение правильным или ошибочным, и в последнем  с л у ­
чае исправить ош ибку или, если это невозм ож но, исключить ош ибочное  
значение из рассмотрения.

Н ет никаких оснований считать, что действия синоптика по исправле­
нию или браковке ош ибочных данных нельзя запрограммировать для ма­
шины. Б олее того, объективизация именно этой стадии работы синоптика 
особенно ж елательна, поскольку хорош о изве'стно, что субъективность всего  
анализа карты синоптиком определяется в наибольш ей м ере как раз с у б ъ ­
ективностью при браковке и исправлении данных. О днако для того, чтобы  
такая программа была рациональной, н еобходим о предварительно и ссле­
довать на массовом материале ош ибки исходны х данных на синоптических  
картах, выявить наиболее часто встречаю щ иеся причины ош ибок, изучить  
их закономерности, которые и долж ны  лечь в основу программы по ис­
правлению и браковке данных.
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§ 5. О . критериях у сп еш н о сти  р асч етн ы х м ето д о в  ан ал и за

При разработке и усоверш енствовании расчетных м етодов анализа си ­
ноптических положений весьма важно иметь в своем распоряжении кри­
тер и и ,. позволяю щ ие оцепить успеш ность выполненного ' количественного  
.анализа. Установление таких критериев является далеко не простым делом . 
Б олее того, можно утверлсдать, что однозначного критерия, позволяю щ его  
оценить успеш ность численного анализа синоптической ситуации, вообщ е  
не сущ ествует.

Н екоторы е авторы [6], [11] судили об успеш ности выполненного ими 
количественного анализа путем сопоставления результатов этого анализа 
■с данными обычного, качественного анализа. Такое сравнение явно н ед о ­
статочно, поскольку его результат сущ ественно зависит от индивидуаль­
ности синоптика, производивш его качественный анализ. Единственно, для  
чего м ож ет быть использовано такое сопоставление — это для выявления 
таких погреш ностей количественного анализа, которые очевидны и без  
всяких сопоставлений. Например, Буш би и Хакл [6] показали таким путем , 
что, вес данных о ветре над плохо освещ енной территорией, необходим о  
принимать м едл ен н ее уменьш ающ имся с расстоянием, чем в случае хорош о  
•освещенной территории,^ ибо иначе области вблизи этих данных получаются  
заполненными мелкомасштабными возмущ ениями на общ ем  ф оне, соотв ет­
ствующ ем прогностической карте. Разум еется, такие фиктивные м елко­
масштабные возмущ ения выявляются сразу на карте, воспроизводящ ей  
результаты количественного анализа, независимо от каких-либо сопоста­
влений.

Б олее объективными являются сопоставления с несколькими субъ ектив­
ными анализами одной и той ж е ситуации, такж е применявш иеся в ряде 
работ. Так, Д ж илкрист и К рессмен [7] для выбора наиболее удачного с о ­
отнош ения весов данных о высотах и о ветре сопоставляли расчетный 
анализ со средним из тр ех  субъективны х анализов для той ж е ситуации. 
Примерно такой ж е путь использован Бергторссоном и Д ёёсом  [3]. Они 
брали два независимых субъективны х анализа и сопоставляли, во-первы х, 
объективный анализ с каждым из субъективны х и, во-вторы х, субъектив­
ные анализы др уг с другом . О казалось, что различия м еж д у  объективным  
и субъективным анализами несколько больш е различий м еж ду  двум я с у б ъ ­
ективными, но и те и др уги е разности леж ат в пределах средних погр еш ­
ностей аэрологических данных.

Берггрен [2] занимался вопросом о степени различия субъективны х  
анализов безотносительно к критериям успеш ности расчетных методов  
анализа. Он сум ел использовать 26 независимых субъективны х анализов  
одной и той ж е ситуации. П рименение столь больш ого числа субъектив­
ных анализов дает возмож ность получить достаточно надежный „эталон" 
для суж ден и я  об успеш ности расчетного анализа. Д ействительно, i о с р е д ­
ненные данные этого множества субъективны х анализов являются в 
больш ей м ере объективными. Точно так ж е заслуживающ ими доверия  
являются средние характеристики отличия субъективны х анализов друг  
От др уга , с которыми м ожно сопоставлять различия м еж ду  количествен­
ным анализом и средним из субъективны х.

Д ругим  важным критерием успеш ности расчетного анализа является 
оправдываемость количественного прогноза, выполненного по данным та­
кого анализа. Почти все авторы, разрабатывающие расчетные методы ана­
лиза, сравнивали результаты , прогнозов по данным численных и су б ъ ек ­
тивных анализов ([3 ], [6], [7] и д р .). Анализ этого материала показывает,

1 Это требование существенно при использовании принятых в зарубежных рпботах 
■способах интерполяции. В случае применения оптимальной интерполяции [1] это требование 
выполняется автоматически.
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что в больш инстве случаев успеш ность прогнозов, основанных на данных 
■объективного и субъективного анализов, примерно одинакова; расхож дения  
в таких характеристиках оправдываемости, как коэффициент корреляции  
и средняя квадратическая ош ибка, весьма невелики. Вместе с тем имеются  
•отдельные случаи, когда использование объективного анализа приводит к 
значительно луч ш ем у прогнозу. Д ж илкрист и К рессмен [7] объясняют это  
улучш ен и е тем , что, производя прогноз по квазигеострофической схем е, 
•естественно ож идать лучш ей оправдываемости при использовании данных 
объективного анализа, такж е учитывающ его квазигеострофичность. Однако 
если принять это объяснение, то непонятно, почем у указанный эффект  
■сказывается лишь в редких случаях. П о-видимом у, сущ ествую т некоторые 
типы синоптических полож ений, при которых обычная ' качественная м ето­
дика анализа’ приводит к сущ ественным погреш ностям, не имеющим места 
при использовании расчетных м етодов анализа.

К сравнению успеш ности численных прогнозов, выполняемых по субъ -  
, ективно и . объективно проанализированным данным, сл едует  относиться с 

определенной  осторож ностью . Д ел о  в том, что, как указывалось в § 3, 
расчетный анализ строится на основе не только данных наблюдений в рас­
сматриваемый срок, но и результатов прогноза на этот срок. Это о бсто­
ятельство приводит к фиктивному улучш ению  оправдываемости прогнозов. 
Д ё ё с  [9] выполнил больш ую  серию  непрерывно следую щ их др уг за д р у ­
гом численных анализов и прогнозов. При этом он обратил внимание на 
необычайно высокую оправды ваемость прогноза над акваторией Атлантики, 
гд е  аэрологических наблюдений весьма мало. Этот факт объясняется чрез­
вычайно просто. Там, гд е  непосредственны х наблюдений мало, анализ 
каж дой ситуации базировался главным образом  на данных прогноза на 
рассматриваемы й срок. Х орош ая оправдываемость прогноза при сравнении  
•с таким анализом означала почти то ж е  сам ое, что и хор ош ее согласова­
ние прогноза с самим собой.

Н екоторы е сведения о целесообразности  той или иной методики коли­
чественного анализа м ожно получить, исследуя восприимчивость ее  к 
малым изменениям входны х параметров. Именно естественно потребовать, 
чтобы результат численного анализа мало изменялся в результате малых 
изменений значений анализируем ого элемента на некоторых станциях, 
значений весовы х м нож ителей, размеров областей влияния и т. п. Этот 
вопрос такж е у ж е  рассматривался. В § 4 упоминался опыт Бергторссона и 
Д ёёса  [3], показавш их, что влияние единичной ош ибки данных на резуль­
тат анализа по разработанной ими м етодике весьма мало. Численный опыт 
п одобного рода приводил ещ е Пановский [14],. исследовавш ий влияние 
малых случайных ош ибок во всех пунктах на результат полиномиальной  
аппроксимации.

Бергторссон и Д ё ё с  выполнили такж е следую щ ий опыт. Они увеличили  
вдвое все весовы е функции для данных непосредственны х наблюдений, 
оставив неизменными веса норм и прогностических значений. При этом  

. получились чрезвычайно малые различия в анализах —  максимум на 1 дкм 
в отдельны х точках сетки.

Все это показывает, что сущ ествую ищ е схемы  расчетного анализа до^ 
статочно устойчивы по отнош ению  к малым изменениям параметров расчета.

Д ж илкрист и К рессмен [7] судили об успеш ности расчетного анализа 
так ж е на основании согласования полей, а именно согласования по вертикали. 
П о  данным объективны х анализов для тр ех  поверхностей (1000, 700 и 400 мб), 
выполненных независимо др уг от друга, было вычислено поле среднего  
в слое вертикального градиента температуры  и сопоставлено с данными 
наблю дений. Согласование получилось очень хор ош ее, несмотря на то 
ч т о  вертикальный температурны й градиент пропорционален разности вто­
рого порядка от высот изобарических поверхностей. Н есомненно, однако,
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что рациональнее учитывать требование согласования полей в сакой м е­
тодике количественного а н ал и за ,, чем проверять по этом у согласованию» 
успеш ность анализа.

П о-видимом у, значительные возмож ности выявления степени усп еш н о-
■ сти расчетного анализа кроются в применении спектрального анализа ат­

мосферных возмущ ений. В настоящ ее время спектральный анализ к рас­
сматриваемому кругу вопросов не применяется. Лишь недавно Болин при­
менил этот путь при рассмотрении оправдываемости количественных п рог­
нозов. Ц елесообразно применить этот путь и при исследовании усп еш н о­
сти количественных анализов. В частности, естественно потребовать, чтобы  
спектр количественно проанализированного поля был „обрезан" со стороньг’ 
малых длин волн, т. е. чтобы в процессе анализа были отфильтрованы в о з­
мущ ения весьма малого м а с ш т а б а „ м е т е о р о л о г и ч е с к и е  ш умы “', чтобы: 
спектр количественно проанализированного прля был примерно таким ж е, 
как по результатам наилучш его субъективного анализа, чтобы спектры  
диагностического и прогностического полей в среднем  совпадали д р у г  с 
другом . По выполнению этих и подобны х им требований также; можно* 
будет  судить об успеш ности расчетного прогноза.

Каждый из перечисленны х выше критериев дает возмож ность :вьшести;: 
оп ределенное суж ден и е об успеш ности расчетного анализа, однако каждый  
из таких критериев сам по себ е  ещ е недостаточен. Д ел о  в том, что по- 
лон{ительный результат применения каж дого такого критерия не обязатель­
но б у д ет  связан с успеш ностью  выполненного расчетного анализа, а м о­
ж ет быть обусловлен  другими причинами. Точно так ж е отрицательный: 
результат какого-либо сопоставления м ож ет в принципе свидетельствовать, 
не о н еудаче расчетного анализа, а быть вызванным воздействием иных 
факторов. П оэтом у для наиболее полной оценки успеш ности расчетного' 
анализа синоптического положения н еобходим о применить несколько раз­
личных критериев и подходить критически к результатам этой проверки.:

§  6. П остроен и е карты изолиний  с пом ощ ью  эл ек тр он н ой  вы числитель­
ной маш ины

Задавая соответствую щ ую  программу электронной вычислительной ма­
шине, м ож но произвести на ней все вычисления, необходим ы е для п острое­
ния поля изолиний лю бого проанализированного или^ прогнозируемого, 
элемента. И спользуя некоторые дополнительны е приспособления или э л е ­
менты устройства самой машины, м ож но на вы ходе этих приспособлений: 
или устройств получить непосредственно карту изолиний данного элемента.

В ряде зарубеж ны х работ достигнуты  определенны е усп ехи  в этом от­
нош ении. Все известные нам исследования касаются лишь построения: 
прогностических карт по результатам численных прогнозов. Вместе с тем,, 
как указывалось в § 1, не м еньш ее значение имеет построение карт на­
блю даемы х значений м етеорологических элементов с помощью машины,, 
что позволит сущ ественно увеличить объем  информации, имеющ ейся в. 
распоряжении синоптика, сократить интервал времени м еж ду  сроком на­
блю дения и сроком готовности карт и, наконец, высвободить значительную, 
часть рабочего времени синоптика. С этой точки зрения весьма с у ­
щ ественно, что результаты численного анализа исходной ситуации и р е­
зультаты численного прогноза получаются в машине в одном и том ж е  
виде, а именно, в виде значений м етеорологического элемента (или эл е ­
ментов) в узл ах некоторой правильной сетки точек. П оэтом у результаты: 
разработок по построению с помощью машины прогностических Ц р т  на  
основе численного прогноза применимы б ез  всяких изменений для п острое­
ния с помощью машины диагностических карт на основе численного ана­
лиза.
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П оследовательность действий, необходим ы х для построения карты и зо ­
линий, слагается из тр ех  этапов; интерполяции, поиска точек изолиний-и  
работы устройства, печатающ его карту. Интерполяция необходим а потому, 
что исходный материал (результат численного прогноза или анализа) п р ед­
ставлен  значениями элемента в точкйх правильной сетки, расположенных  
слишком редко, чтобы по ним м ож но было непосредственно строить и зо ­
линии. В сущ ествую щ их м етодах сотрудники Стокгольмского университета  
|16] и Д ё ё с  и Итон [10] использую т билинейную интерполяцию, т. е . ли­
нейную  интерполяцию в д в у х  взаимно перпендикулярных направлениях. 
Билинейная интерполяция весьма проста и занимает ничтожно малое ма­
ш инное время. В м есте с тем очевидны недостатки билинейной интерполя­
ции; во-первы х, у ж е  первые производны е функции, восстановленной путем  
■билинейной интерполяции, терпят разрывы во многих точках; во-вторых, 
применение билинейной интерполяции искаж ает в' наибольш ей м ере и зо ­
линии вблизи экстремальных значений картируемого элемента, т. е . как 
раз те области, которые представляют наибольший интерес.

Вместо билинейной м ож но предлож ить для использования следую щ ий  
вариант квадратичной интерполяции, выполнение которого такж е тр ебует  
весьма мало времени, но долж но приводить к сущ ественно лучшим р е­
зультатам.

Б удем  сначала интерполировать вдоль сторон сетки, параллельных, д о ­
пустим, оси X,  причем будем  мысленно „передвигаться" слева направо. 
М е ж д у  двумя крайними левыми точками стороны (скаж ем , точками №  1 
и 2) выполним линейную  интерполяцию. В следую щ ем  интервале — м еж ду  
точками № 2 и 3 — проведем  у ж е  квадратичную интерполяцию, задавая не 
только значения элемента /  в точках 2 и 3, но такж е значение производ­
ной ^  в точке 2 , вычисленное по результатам преды дущ ей интерполяции. 

В  интервале м еж ду  точками 3 и 4  выполним квадратичную интерполяцию  

л о  известным значениям /  в точках 3 и 4  и ^  в точке З и т .  д ., пока не

д о й д ем  д о  крайней правой точки стороны сетки. Такую интерполяцию  
п роизведем  для каж дой стороны, параллельной оси х.  М ож но дал ее вы­
полнить такую ж е интерполяцию справа налево и результаты осреднить.

Д а л ее  перейдем  к координате 3/, по которой будем  производить интер­
поляцию  у ж е  не только вдоль сторон исходной сетки, а вдоль всех сто­
рон значительно б о л ее  густой сетки, в точке которой мы и производим  
интерполяцию . Интерполяцию б удем  производить по той ж е м етодике, 
как это делалось в направлении х  (т. е . линейную  интерполяцию в первом  
интервале и квадратичную во всех  остальны х), причем снова монсно вы­
полнить интерполяцию в д в у х  противоположны х направлениях и р езул ь­
таты осреднить. Н аконец, м ож но произвести очерченный цикл вычислений 
е щ е  р а з ,’ но начиная теперь с оси  у,  и результаты  снова осреднить с п о­
лученными ранее.

Описанная методика выражается формулами весьма простого вида, лишь 
немногим сл ож н ее, чем при билинейной интерполяции, и потому займет  
весьма мало маш инного времени. Н екоторы е затруднения могут возник­
н уть  с использованием памяти машины, поскольку число узлов густой  
■сетки, в которые производится интерполяция, весьма велико. Однако м ож ­
но не отсылать все проинтерполированные значения в память, а произво­
дить параллельно с интерполяцией следую щ ий этап -  поиск точек и зо­
линий. Тогда все значения, не л еж ащ и е на изолиниях, не нужны для п о­
сл едую щ и х операций и могут стираться из машинной памяти.

Дальнейш ие операции, описанные в статье сотрудников Стокгольмского  
университета [16], состоят в следую щ ем . Машина производит классифи­
кацию всех вычисленных значений элемента в густой сетке точек, при­
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сваивая каж дом у классу свой цифровой индекс. П усть, например, карти­
руется высота поверхности 500 мб. Тогда всем значениям высоты, лежащим^

I ^ .f A .

Л̂ 4*-

Рис. I. Карш изогипс АТ̂ оо, построенная вычислительной машиной при помощи 
механического печатающего устройства. Из статьи сотрудников Стокгольм­

ского университета [16].

скаж ем , м еж ду  492 и 496 дкм, присваивается индекс 1; значениям 496  
< г <  500 не присваивается никакого индекса. Значениям 500 < г <  504  
присваивается индекс 2, значениям 504 <  г  <  508 не присваивается никакого 
индекса, значениям 508 <  г  <  512 -  индекс 3 и т. д . Н аконец, с помощ ью
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м еханического устройства типа пиш ущ ей машинки на специальном бланке  
печатаются все эти цифровые индексы в местах, соответствую щ их.коорди­
натам точек густой сетки. В результате получается карта, состоящ ая из 
полос: полоса, заполненная цифрами 1, соответствует области м еж ду  и зо ­
гипсами 492 и 496 дкм, полоса, заполненная цифрами 2, — области м еж ду  
изогипсами 500 и 504 дкм и т. д . Полосы, заполненные цифрами, отделены  
др уг  от др уга  „пустыми" полосами, такж е представляющими собой области  
м еж д у  изолиниями. Что кЙсйётся самих изолинии, то они получаются как 
границы м еж ду  „черными" (заполненными цифрами) и „пустыми" полосами. 
На рис. 1 показана такая карта, приведенная в работе сотрудников Сток­
гольм ского университета [16].

Аналогичная процедура описана сотрудниками О бъединенной группы  
численных прогнозов погоды, СШ А [15].

Н едостатки описанной методики очевидны. В о-первы х, применение м е­
ханического печатающ его устройства сущ ественно зам едляет изготовление  
карты. Во-вторы х, так как каждая цифра на карте не м ож ет занимать, 
очень малую площ адь, то при интерполяции приходится пользоваться не 
очень густой сеткой, вследствие чего поле воспроизводится лишь прибли­
зительно. В-третьих, карта получается очень „темной", что затрудняет ка- 
кие-либо дальнейш ие построения на ней. В частности, если вычислять 
несколько полей, то воспроизведение их на одной карте с помощ ью опи­
санной методики оказывается практически невозможны м.

Б олее соверш енный способ построения карты изолиний описан в статье 
Д ёёса  и Итона [Ю ]. Ими была использована присоединенная к шведской: 
электронной вычислительной машине BESK катодно-лучевая трубка. Р а з­
решающая способность трубки составляла первоначально 256 X  256 точек, 
затем была увеличена до  5 1 2 X 5 1 2 . П осл е интерполяции в эти точки ма­
шина производила выбор точек изолиний на основании неравенства

\ z - { z ^  +  n A z ) \ < b \  (7>

где Z — Значение высоты в данной точке густой сетки; Zq — значение вы­
соты на некоторой изогипсе, принятой в качестве стандартной; Д г — шаг 
м еж д у  изогипсами (4 дкм ); S — некоторое малое число; «  — параметр, при­
нимающий последовательно все целочисленны е значения, при которых м о­
ж ет выполняться неравенство (7). Точки, высота z для которых з'довлет- 
воряет неравенствам (7), проецировались на экране, остальные точки н е  
проецировались. В результате получалось изображ ение карты изолиний, 
которое затем фотографировалось на специальный бланк.

Д ля того чтобы изолинии на карте получились примерно одинаковой. 
' толщины, величина § в . неравенстве (7) . бралась переменной, а именно 
пропорциональной градиенту высоты z.

На рис. 2, заимствованном, из статьи Д ёёса  и Итона [10], представлен  
пример карты, построенной .машиной по описанной м етодике при р азр е­
ш ающей способности трубки 2 5 6 X  256 т о ч е к . П оскольку методика п р ед у ­
сматривает применение лишь электронны х устройств б ез  обращ ения' к ка- 
ким-либо механическим устройствам, то карта строится чрезвычайно бы­
стро. М аш инное время, затрачиваемое на все необходим ы е операции при 
построении карты по результатам численного прогноза (включая билиней­
ную интерполяцию , „поиск" точек изолиний по ф орм уле (7) и выда'^у р е­
зультатов на катодно-лучевую  тр убку), составляет около 1 минуты.

Один из недостатков описанной методики состоит в том^ что по карте 
не. видно, какому значению высоты г  соответствует каждая изолиния, 
ибо никаких цифровых обозначений на карту не передается. Это не д о л ­
ж но приводить к большим затруднениям, поскольку абсолютные значения 
высоты не представляют больш ого интереса, а направление градиентов м о­
ж ет быть почти безош ибочно угадано опытным синоптиком, если только- 
территория, представленная на карте, достаточно обширна.
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Тем не м енее ж елательно сделать так, чтобы на карте было видно, 
какому значению высоты соответствует каждая изогипса. ЭтогО' можно  
дости чь различными путями. Оставаясь в пределах описанной методики, 
м ож но варьировать толщ ину изолиний, т. е. отнош ение 8 /1 grad z  | . ; Напри­
мер, м ож но приписывать наибольш ую толщ ину изогипсам, на которых п  
кратно 3 дкм, м еньш ую  — изогипсам, на которых п  дает при делении на 3

'• " ' . '" -" • Л

Рис. 2. Карта изогипс, ATjoo, построенная вычислительной машиной при 
помощи катодно-лучевой трубки. Из статьи Дёёса и Итона [10]. .

ч .
остаток  Гдкм, ещ е меньш ую  — тем, на которых этот остаток равен 2 дкм. 
Т огда направление градиента z  определится в каждой точке однозначно. 
Практически при этом определится однозначно и величина г  на каждой  
изолинии, ибо при анализе карты на достаточно обш ирной территории  
ош ибиться в оценке этих значений на 12 дкм почти невозможно..

Д ругим  недостатком методики, очевидным из рассмотрения рис. 2, яв­
ляется чрезмерная ширина изолиний. Н е меняя м етодику, м ож но ум ень­
шить ширину изолиний, лишь увеличивая разреш аю щ ую  способность: трубки. 
П о-видим ом у, рациональнее изменить принцип поиска точек изолиний. 
И менно вместо сравнения значений z  в точках густой сетки с некоторыми  
фиксированными значениями, как это предусматривается формулой (7), 
ц ел есообр азн о ввести сравнение z  в соседн и х точках др уг  с др угом . Если 
значение z  в данной точке ближ е к  значению на изолинии, неж ели  в соот­
ветствую щ их соседни х точках, то только такая точка и долж на изобра­
ж аться на экране. Этим буд ет  достигнута минимальная толщина изолиний. 

Помимо описанных способов построения машиной карты, основанных 
на интерполяции, возм ож но такж е разработать м етодику, основанную  на 
аппроксимации. И дея этой методики состоит в следую щ ем .

Аппроксимируем поле рассматриваемого элемента, например, алгебраи­
ческим полиномом некоторой заданной степени п.  О пределение коэффици­
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ентов полинома по исходным данным в правильной сетке точек м ож ёт  
быть выполнено с помощ ью ф орм ул, выведенных автором [1], и прово­
дится чрезвычайно быстро д аж е на весьма простой вычислительной ма- 
щине типа „П огоды “. П о сл е  нахож дения коэффициентов полинома поиск 
точек изолиний сводится к реш ению уравнений степени п  относительно  
абсциссы  X  при заданных значениях ординаты у  или наоборот. Такая 
методика особенно удобна в том случае, если пользоваться изображающ ими  
устройствами, имеющими, подобно телевизионной трубке, непрерывную раз­
вертку в одном из направлений (вдоль строк).

Н едостаток такого подхода к задаче состоит в том, что апроксимация  
поля полиномом .небольш ой степени п. на обш ирной территории м ож ет  
оказаться недостаточно точной, а если разбивать территорию карты на от­
дельны е участки, то нелегко добиться „сопряжения" изолиний при п ер ех о д е  
с одного участка на другой . К роме того, реш ение очень больш ого (по  
числу строк) количества алгебраических уравнений м ож ет сущ ественно  
замедлить реш ение задачи.

Во всяком случае этот вопрос н уж дается  в дальнейш ем исследовании.
В заклю чение коснемся вопроса о перспективах полной автоматизации  

работы служ бы  погоды (см ., например, [8 ]). И з сказанного ясно, что уж е  
сейчас м ож но приступить к разработке п утей  полной автоматизации всех  
этапов работы по диагнозу и прогнозу погоды или по крайней мере о с ­
новных ее  элементов. П оследовательность этих этапов м ож ет быть сл е­
дую щ ая.

1. Автоматические м етеорологические наблюдения и .передача данных. 
В настоящ ее время полностью автоматическими (исключая лиш ь-запуск  ап­
паратуры) являются радиозондовы е наблюдения. Разработана такж е система 
автоматических наземных м етеорологических станций, котбрые, однако, 
пока используются в недостаточной м ере. Автоматизация наблюдений и 
передачи данных по основным м етеорологическим элементам, по-Видимому, 
не вызывает принципиальных трудностей, а тр ебует лишь реш ения техни­
ческих, организационных и экономических вопросов.

2. Автоматическая первичная обработка данных и кодирование р езул ь ­
татов обработки для передачи по линиям связи. Д ля этого необходим о  
разработать специализированные машины (преим ущ ественно непрерывного 
действия). Н екоторы е результаты таких разработок у ж е  имеются.

3. П ередача данных по линиям связи и п ри ем ' их в центрах служ бы  
погоды . П ередача данных в настоящ ее время выполняется вручную , однако  
если б у д ет  осущ ествляться автоматическая первичная обработка, то ав­
томатизация передачи результатов этой обработки не долж на встретить 
значительных затруднений. П роцесс приема данных у ж е  в настоящ ее вре­
мя осущ ествляется автоматически — с помощ ью телетайпов.

4. Ввод данных в вычислительную машину для выполнения численного  
анализа. Связанные с этим этапом вопросы рассмотрены в § 2.

5. П роизводство анализа вычислительной машиной (§ 3). П осле выпол­
нения этого этапа программа разветвляется. Диагностическая ветвь про­
граммы ведет к построению  карты для данного момента. Соответствую щ ие  
вопросы рассмотрены в настоящ ем параграфе. Прогностическая ветвь с о ­
дер ж и т сначала производство вычислительной машиной численного про­
гноза некоторых основных м етеорологических элементов и лишь затем п о­
строение той ж е машиной прогностических карт. В результате всего этого  
на вы ходе соответствую щ его устройства машины (или, м ож ет быть, н е ­
скольких машин) получается комплект диагностических и прогностичес­
ких карт.

6. Автоматическая передача построенны х карт в подразделения службы  
погоды и заинтересованным организациям с помощ ью так называемой фак-
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сипилирующ ей аппаратуры. Эта аппаратура в настоящ ее время у ж е  сра­
внительно хорош о разработана.

Основываясь на рассмотренных в данной статье возмож ностях развития 
расчетных м етодов анализа синоптических полож ений, м ожно утверждать, 
что полная автоматизация работы служ бы  погоды является делом  сравни­
тельно недалекого будущ его.

РЕЗЮ М Е

В статье дается критический обзор  исследований по расчетным м е­
тодам анализа данных наблюдений. Излагаются соображ ения о рациональ­
ных путях развития этого направления исследований.
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л .  с . ГАНДИН

<2^. ЗА Д А Ч А  ОБ ОПТИМАЛЬНОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИИ

1. Д ля разработки методики ' объективного анализа м етеорологических  
полей основное значение имеет задача об интерполяции поля м етеороло­
гического элемента. Эту задачу можно сформулировать следую щ им обр а­
зом . П усть нам известны значения некоторого скалярного м етеорологиче­
ского элемента /  в я  точках г-̂ , г ^ , . . . ,  на плоскости или в простран­
стве

f ( F d  ( i = l ,  2, . . . / я ) .

Т ребуется  найти значение /(/"о) элемента /  в точке г .̂
Н аиболее естественный п одход  к рещ ению  этой задачи состоит в сл е­

дую щ ем . П редполож им , чт.о /(Г о ) м ож но представить в виде линейной ком­

бинации величин / ( п )

где  „веса“ p i  долж ны  быть нормированы
п

Y i P i = ^ -  (2 )
(=1

Веса р 1 определим из того условия, чтобы средний квадрат ошибки, 
с какой выполняется равенство (I ) ,

(3)

был бы минимальным. В ф орм уле (3) черта св ер ху  означает осреднение, 
понимаемое в вероятностном смысле. Введем автокорреляционные моменты  
элемента /

(4)

причем очевидно, что Ж,-у =  Mji .  С помощ ью (4) выражение (3) м ож но  
переписать в виде

п п П

i-1 j~l  j-1
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П оскольку веса Pi  подчинены равенству (2), то условия минимума 
Е  получатся приравниванием нулю производных по p i  от величины

/  п

\г=1

г д е  X — неопределенны й множитель метода Лагранжа. Тогда получим си сте­
м у  /г + 1  уравнений с неизвестными p i { i — \,  2 , и а:

^ P i M i j ^ M o j - \  (7 =  1, 2 , . . . ,  я)
1=1 (6)

И з системы (6) м ож но, нарушая симметрию, исключить X, вычтя, напри­
м ер, первое уравнение из остальных я — 1. Тогда система (6) примет вид:

/-1
2  Pt  {Mi j  -  М л ) =  Moj  -  Moi (У =  2, 3 , . .  . , /г) 

2 ^ / = 1
i-1

(7)

2. В некоторых отнош ениях у д о б н ее  вместо автокорреляционного м о­
мента М  ввести структурную  функцию  элемента /

Bi j  =  B j i = [ f { r t ) - f { r j ) \ \

На основании (8) и (4) имеет м есто соотнош ение

M t j ^ \ { M t t  +  M j , - B i j ) .  

Вводя (9) в (5) и учитывая условие (2), получим

E  =  ^ P t B ^ , - ^ - ^ ^ P i P j B t j .

(8)

(9)

(10)
(-1

Разыскивая условный минимум выражения (Ю ), придем к системе, ана­
логичной (6):

/=1

i=\

(11)

или к системе, аналогичной (7):

/=1
2  Pi  {Bi j  B i \ )  — B o j  B q ^  { j  — 2, 3 , . . . ,  n )  

i p t = i
/-1

(12)

Заметим, что, хотя система (11) для о п р е д е л е н и я э к в и в а л е н т н а  систе­
ме (6), значения X в этих дв у х  системах различны. Это обусловлено тем
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обстоятельством, что выражение (10) получается из (5) лишь при условии  
(2 ). И менно, как легко проверить, X из уравнений (11) получаемся прибав­
лением к Л из системы (6) величины

Л

P i M i i  A/Iqq.
i = l

в  случае однородности средн его  квадрата, т. е. когда 

М ц  =  Мо ( i  =  0,  1, 2 ...........га),

этот добавок равен нулю  и тогда X в обеи х системах совпадают. Что ка­
сается систем (7) и (12), то каж дое уравнение первой из этих систем  
эквивалентно соответствую щ ему уравнению второй. При этом, поскольку, 
согласно (8), b i j  при i = J  обращ ается в нуль, система (12) имеет вид н е ­
сколько бол ее простой, чем (7).

В частных случаях «  =  2 и «  =  3 реш ение системы (12) имеет сл едую ­
щий вид:

при п =  2

1 + В,,

Рг
1 I Box — Bf

Вп
'02

(13)

при п =  3

где

Д =  2 (В,2 5гз +  -®23 +  ^31 ^ 12) — (fil2 “Ь ^23-Н fill)

Д 1 — ^23 (^31 +  ^12 ~  ^23 +  ^02 .+  -боз ~  2^0,) - |-  (5з1 5 о2 +  -Si2 ^Оз)

(^31 ^03 +  5)2 ^ 02)
Д ,  =  Б з .  ( 6 1 2  +  В , , - В , ,  - f  f io 3  +  f i o ,  -  2 5 o i )  +  ( В , ,  B o s  +  ^ 2 3  ^ o i )  ( Щ

— { B 12 Boj +  В 23 5оз)

^3 =  f i l2 (^23 +  ^31 —' -filS +  ^01 +  ^02 ~  2 В03) +  (-^23 ^01 +^31 -602)

(^23 ^02 "b ^31 fiol)

3. Ha основании выведенных систем уравнений для определения весов  
Pi  м огут быть упрощ ены  выражения для средн его  квадрата Е  ош ибки ин­
терполяции. В частности, упрощ ая (11) с помощ ью (10), получим ф орм улу  
для Е,  не содерж ащ ую  произведений весов

(1 5 )

i=i

Ц еной наруш ения симметрии м ож но получить также ф орм улу д л я f ,  
линейную  относительно p i  и не содерж ащ ую  X,

. П

^  =  Y  (1 +  P i)f io i +  Y  ^ P i  ( ^ ‘0 - Bn) .
i- 2

В , частности, при п =  2  имеем

F  [2 (5о1-®12 +  ^02^12 +  fioi ^ 02) ^  (Soi -Ь Во2 fii2)l , 

а при п — З

(16)

(1 7 )
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+  ^23 ^31-®01 “I" ^31 ^12 ^02 +  ^12-̂ ОГ̂ Оз +-^23 ^02 ̂ 01 +
+  5з1 5q3 5q2 +  -Sj 2 5q2 5дз +  ^23 5оз - |-  5 , j  B q̂  —•

—  ( ^ 12^01 ^08 +  ^23-^ог^оз +  ^31 ^03-^01 + - 6 ,2523^ 31) ~
—  (523 5 qi +  5 m 5 q2 +  ^12^03 +  Soi ^23 +  502^31 +  5 оз5 ]2 )], (18)

где Д у ж е  введена выше [см. (14 )]. И нтересно отметить, что квадратные 
скобки в ф орм улах (17) и (18) симметричны не только по отнош ению  к 
точкам, в которых имеются данные, но и по отнош ению ко всем точкам,
включая точку г .̂ Иначе говоря, они не зависят от того, в какой из точек

о̂> 2̂ • • • значение элемента /  определяется, а в каких эти значения
известны. От этого обстоятельства зависят лишь множители п еред ск об­
ками в ф ормулах (17) и (18).

Средний квадрат ош ибки интерполяции f ,  даваемый формулой (3 ), оч е­
видно, не отрицателен. Это накладывает определенны е условия на струк­
тур ную  функцию В,  ибо необходим о, чтобы при любом вы боре точек зна­
чения Е,  согласно (17), (18) и аналогичным формулам, были бы не отри­
цательны. Именно для этого , по-видимому, достаточно (и, вообщ е говоря, 
'необходим о), чтобы структурная функция 5 /у  возрастала бы с ростом рас­
стояния м еж ду  точками г,- и гу м едленнее, чем квадрат этого расстояния. 
Структурны е функции, не удовлетворяю щ ие этом у условию , в ообщ е не  
имею т смысла. , —> ~>

Если из числа точек г ,̂ в которых значения элемента /  известны,
исключить одн у (или несколько), то ошибка интерполяции вследствие этого
не уменьш ится. Например, если из дв у х  точек и исключить одн у  

(допустим, Гг), то квадрат ошибки f)„ _ i б у д ет  равен, очевидно, просто стр ук ­
тур ной  функции 5о1- П оэтому

== ^0. -  (^02 -  -  5,2)*,

откуда действительно

: Щп- i -

4. В систему (12) [или (7)] для определения оптимальных весов p i  
структурны е функции (или соответственно моменты связи) элёмента f  
входя т линейно и однородно. П оэтому веса не зависят от характерного  
масштаба значений структурны х функций (моментов связи), а зависят лишь  
от  характера их изменения при п ер еход е  от одной пары точек к другой^ 
И наче говоря, если ввести, например, безразм ерную  .структурную  функцию  
bi j  соотнош ением

Bi j  =  Abi j ,

гд е  А  — постоянная, имеющая размерность квадрата / ,  то оптимальные 
веса не б уд ут  зависеть от выбора постоянной А.

О чевидно, что если какие-нибудь дв е из точек г ; (г  =  1, 2 , . . . ,  п)  сов­
падают друг с др угом , ТО в системе (6) или (11) окаж утся два совпадаю ­
щ их уравнения, так что реш ение, е е  станет неопределенны м . Отсюда вы­
текает, что в случае, если какие-нибудь из пунктов близки др уг к д р у гу , 
м ож но опасаться, что веса p i  б у д у т  определяться с низкой степенью  
точности. . .

Интересный и важный для дальнейш их рассуж дений частный случай  
получается, если можно пренебречь статистической связью м еж ду  данными

^  —  -д К -®12 ^ 2 3  ^01 “Ь  ^ 2 3  ^ 3 1  /^02 “Ь  -^31 - ^ И  -б о з  +  5 j 2  ^33 5 о з  +
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наблюдений в точках г,-, т. е. положить  
M ij  =  О при 1 ф  J.

В этом случае система (6) принимает простой вид:

p j M j j  =  Moj —  ~  (у  =  1, 2 , . . . ,  га)

У-1

(19 )

откуда

Pj
м, Ми

Ш )

т

1-1

В частности, при однородности средн его  квадрата, т. е. когда все 
■одинаковы =  равенство (20) принимает вид

(21)
i- 1

г д е  ч е р е з о б о з н а ч е н  относительный автокорреляционный момент, или 
коэффициент автокорреляции зн а ч ен и й /о  и /у

^0

1

(22)

П оскольку величина представляет собой  ср едн ее значение весового
множ ителя, т. е . значение, которое имел бы каждый из p j ,  если бы все  
они равнялись 'Друг д р у гу , то из (21) вытекает, что в рассматриваемом  
сл учае отклонение веса p j  от ср едн его  равно отклонению автокорреля^ 
ционногб коэффициента /?оу от его -ср ед н его  зн ач ен и я .’

Если ввести нормированную структурную  функцию

то  равенство (21) м ожно переписать в виде
П

{ Щ

(24)
г - 1

5. Рассмотрим несколько простейш их частных» случаев расположения  
точек . Б удем  при этом, простоты ради, полагать структурную  функцию  В  
однородной  и изотропной, т. е . будем  считать, что функция Bi j  зависит
лишь от расстояния п  —  гу . Эту зависимость удобн о  на некотором уча^ 
стке апроксимировать степенно’й ф ункцией

B i j — С  Г[ ^у| 1 (25)

причем результаты, как показано выше, не б у д у т  зависеть от „масш таб­
ного" множителя С.

а. Одномерная, экстраполяция по двум  точкам. На основании (13) и (2 5 )  
имеем

„ 1 ' ■ 2 - 4 '
/»2 =  -J 1-Pi 1-Ь

( ' - 2 - 0 ) “
(2 6 )
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Значения весов сущ ественно зависят от показателя а. Именно при а = 1  
=  р^ =  0.  Иначе говоря, если имеет место „закон первой степени" 

[см., например, (1 )], то экстраполяция сводится к приравниванию искомого  
значения /о  к значению / j  в ближайш ей точке; значение ж е / з  в бол ее отда­
ленной точке не влияет на результат. При а > 1  /7, >  1, <  О, т.| е. дан­
ные в б о л ее  удаленной точке входят с отрицательным весом. При а < 1

0 < / ? 2 < - | - ,  так что оба веса положительны. Если принять
а =  2, то формулы  (26) совпадут с формулами для весов в случае линей­
ной экстраполяции

Го , г.

Но так как а не м ож ет, согласно сказанному выше, достигать значения 2, 
то, следовательно, всегц,а р ,  <_ р[,  р'̂ . Если Г ) = 0  (один из пунктов
наблюдения совпадает с интересую щ ей нас точкой), то независимо от зна­
чения а всегда =  1, р^ =  0 , т. е. дополнительная точка является; излиш ­
ней. П оследний Бывод верен и в общ ем  случае.

б. Интерполяция по двум  точкам. Формулы (13) и (25) дают дл|я одн о­
мерного случая

1 +
*.'* :_  г'*-Г с )  ----  Г л

Р 2 - 1- (27)

Если т*! =  2̂ (равноотстоящ ие точки), т о = /> 3  =  - j  независимо от а.
При г ^ ф г ^  значения р, и сущ ественно зависят от а. И нтересно, что 
ф ормула (27) совпадает с выражениями для весов в случае линейной ин­
терполяции

Г\ ....
Рг - = /"2 +  ?"1

не при одном, а при д в у х  значениях а, а именно при а =  Г и а =  2. При 

заданном значении отнош ения веса р-  ̂ и pg стремятся к ^  как при а-»-со.

так и при Д л я  каж дого значения /•з сущ ествует „экстремальное 
1

значение а, а именно такое, что при нем веса бол ее всего отличаются от у  .
—У —> —̂

Если точки и Га леж ат на одинаковом расстоянии от точки (но не  

обязательно на одной прямой с ней, то 5oi =  ^o2 и веса равны

независимо от величины расстояния Tg— rj . Но от этого расстояния с у ­
щ ественно зависит ошибка интерполяции. Д ействительно, в случае = B q 2 
из формулы  (17) получаем

01 (28)

Отсюда видно, что ош ибка интерполяции в данном случа1е При заданном
расстоянии Tj — Го =  Г2 —  Г() тем меньш е, чем больш е расстояние П —  Г
и, следовательно, минимальна при r  ̂— ri =  2 г, — г„ т. е. если точки

Tj й г .2 леж ат на одной прямой с Го- М аксимальное значение В  =  В̂  ̂ п ол у­
чается в том случае, когда г, — Гз =  О, т. е. когда точки и совпадают, 
что соответствует попросту экстраполяции по одной точке.

в. Интерполяция по трем точкам, равноотстоящим от данной. Если в 
ф орм улах (14) положить =  B qj = -боз, то получим
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А  ~  X  (^31 +  ^12 ^2з)>

Pi  —  (^12 +  -623 fisl)>

Р г ~  ~К в  а  (^23 “Ь -®з1 fiis)'

Гг -  Го — Гг -  Гйтак что веса совсем  не зависят от расстояния

=  з̂ — а̂ • П римем, кроме того, что расстояния Га — г, и Гд —  Гз равны
[так что треугольник (г, ,  Гг, /"з) равнобедренны й]. Тогда из (14) и (18) п о­
лучаем

п — п — - п — 2-̂ 12 — -̂ 31P i - P i -  45, , - f i , ,  ’ ‘Р г -

01 45^2 — Bg

(29 )

При этом возможны  три предельных случая:

. 1) ^2 — 1̂ =  0 ; в этом случае все три точки совпадают др уг  с другом , 

так что 5 ,2  =  5 з1 =  0. Формулы (29) дают P i — P i = P 3 =  j ' ^  Е =  Bqu что 
у ж е  было раньше. В  этом случае ошибка наибольшая.

2), Гз — rj =  0 ; в этом сл учае совпадают др уг  с другом  точки и Гд, 

так что 5gi, =  0. формулы  (29) даю т Pi = P s  =  : ^ ,  Рг =  \  и 
что, естественно, совпадает с ф ормулой (28).

3) г , — г, Гъ —  Г1 ; в этом случае точки образую т равносторонний  

треугольник с центром в г^, так что 5 ,2  =  fig,. Формулы (29) дают />, == 

— / ’2 = Ж .==  ^  и £ ’ =  fio] — -^fija; ошибка получается наименьшая.
Анализ рассмотренных частных случаев показывает, ч то'п р едл агаем ой  

теорией правильно учитывается не то л ь к о ' связь м еж ду  значениями эле-
—>■ -н .

мента /  в точке со значениями в точках г , и т. д ., но и статисти­

ческая связь значений в точках г ,, и т. д . м еж ду  собой . Это отчетливо 
видно на тех  примерах, где некоторые из точек совпадают др уг с другом . 
В этих примерах результат получается таким ж е, как если бы вместо дв ух
совпадаю щ их пунктов фигурировал один. Отсюда ясно, что вес наблюдений
в пункте, расположенном близко к другим  пунктам, будет  при прочих 
равных условиях меньш е, чем вес данных в изолированно расположенном  
пункте наблюдений, как это и долж но быть.

И з анализа частных случаев очевидно такж е, что оптимальная интер­
поляция у ж е  по двум  точкам сущ ественно отличается от линейной. При 
этом весовы е множители, вообщ е говоря, сущ ественно зависят от харак­
тера структурной функции (или автокорреляционного момента) рассмат­
риваемого элемента. П оэтом у применение предлагаемой методики возм ож но  
лиш ь на базе достаточно полных представлений о статистической структуре  
поля интересую щ его нас м етеорологического элемента.

6 . Рассмотрим вопрос о влиянии случайных ош ибок наблюдений на оп ­
тимальную интерполяцию. Представим каж дое изм еренное зн а ч е н и я /в  виде 
суммы ■ , , (

- / = ?  +  8, (30)

где <р — истинное значение рассматриваемого элемента, а 8 — ошибка его  
измерения. П оследню ю  будем  считать случайной п р еж де всего в том смы­
сл е, что поле S никак не коррелирует с полем истинных значений 9 .
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Тогда автокорреляционные моменты и структурные функции изм еренного  
ноля /  и истинного поля ср связаны соотнош ениями

(31)

(32)

IVfff —, УИгу* +  а,- G j  р ф  

B f  =  B i j ' +  а- +  оу — 23j ау р^у,

г д е  0:2 означает средний квадрат ошибки 8 в точке а р/у — коэффициент

:корреляции м еж д у  ошибками в точках г,- и Гу. П редполож им  теперь,, что 
•ошибки в различных точкйх не коррелирую т др уг с другом , т. ei 4 td

f 1 г = у

Тогда фЪрмулы (31) и (32)..'принимают вид:

i = j

я.

=  0

(33)

(34)

Д ля учета влияния случайных ош ибок н уж но просто подставить 
л а  (33) в систему (6 ) или (7) либо В/у* в систему (11) или (12).

В случае интерполяции по двум  точкам реш ение соответствую щ ей си- 
•стемы приводит к формулам;

^so — -Sio +  ®2 “  °1
/ ' 1 = 9 -

Р 2 —

1 +

1 +

^12 +  ®2 +  ®1

^10 — .̂ 20 “Ь °1:— ' 
+  01+02

(35)

где в качестве В;у ф игурирует структурная функция истинного поля, т. е. 
B/J^ Согласно формулам (35), наличие случайных ош ибок наблюдений  
приводит к сглаживанию поля весовы х м нож ителей, т. е. к том у, что веса 
в меньш ей мере отличаются друг от друга, чем при отсутствии случайных  
■ошибок. С ростом случайных ош ибок во всех  пунктах весовы е множители  
■Стремятся к совпадению др уг с другом .

При. разных средних квадратах ош ибок измерений в разных точках  
возрастает роль бол ее то ч н о го ' и умёйБЙ1аё¥ея^ р̂  ̂ точного наблюде^^
ния. Так, при В,о =  Взо, т. е. практически при одинаковых расстояниях

— /"о и Гг — Го , веса и р^ не равны др уг  др угу; больш е, если  
а2>-о2, и наоборот.

Естественно, что наличие случайных ош ибок измерений приводит к росту  
ош ибки оптимальной интерполяций, ■'

7. В связи с подготовкой исходны х данных для производства численного  
прогноза н еобходим о на основании данных наблюдений на синоптических  
станциях вычислить значения элемента в точках правильной сетки. Д ля  
этой цели тр ебуется , очевидно, применить оптимальную интерполяцию  
многократно, а именно столько раз, сколько имеется точек правильной сетки. 
С делаем  несколько замечаний относительно техники таких расчетов.

П оскольку й располож ение станций, и располож ение точек | известно  
зар ан ее , то в принципе соответствую щ ие весовы е множители можно оп р е­
делить раз навсегда или, точнее говоря, до  тех  пор, пока не б у д ет  учре'ж-
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дена какая-нибудь новая станция или не будет  осущ ествлен п ер еход  к н о ­
вой сетк е точек для расчетов. П осле того как веса вычислены, выполне­
н и е  интерполяции сводится к составлению весьма простых линейных ком­
бинаций и занимает соверщ енно ничтож ное мащинное время.

Обычно научают структурную  функцию не самого элемента, а его  о т ­
клонений от некоторого средн его  значения (нормы). Структурная функция  
отклонений от нормы м ож ет  быть по крайней м ере приближенно принята 
однородной и изотропной, чего никак нельзя полагать по отнощ ению к 
структурной функции самого элемента. При этом м еж д у  структурной ф унк­
цией самого элемента и стрьуктурной функцией отклонений его от нормы  

 ̂ сущ ествует простое соотнощ ение

. 5 ^ = 5 1 { )  +  [ / ( Я ) - 7 ( о )]^  (36)

в  свяЗи с этим возможны  два пути. М ож но для каж дой пары точек  
я а  основании сведений о структурной функции

b 4P =  b V ( \ T , - 7 j \)

ш О поле нормальных значений элемента /  (т. е. / )  находить по ф орм уле  
<36) значение структурной функции сам ого элемента и затем вводить его  
ъ  расчет. Вместо этого м ож но производить интерполяцию отклонений от  
нормы, а затем прибавлять к результату интерполяции заранее вычислен­
ны е нормальные значения в точках сетки. В силу линейности интерполяции  
•оба этих пути приведут к тож дественны м результатам и выбор м еж ду  
ними не является принципиальным. Все ж е, по-видим ом у, сл едует  п р ед­
почесть второй путь, поскольку для некоторы х целей , как, например, для  
.прогноза на увеличенные сроки, ж елательно знать поле отклонений от  
нормы.

При интерполяции в какую -либо точку сетки не сл едует , разум еется, 
использовать данные во всех  пунктах наблюдений, а нуж но ограничиться 
■только пунктами, расположенным,й не слишком далеко. Какиё именно 
.данны е учитывать и какие отбрасывать — на это т  вопрос трудно дать ответ  
в  самом общ ем  сл учае и его , видимо, целесообразн о реш ать соответствую ­
щим численным экспериментом. М ож но думать, что на территории с редкой  
•сетью б у д ет  ц елесообразно принимать в расчет данные над больш ей пло­
щадью, чем при густой сети. В озм ож но, что правильнее исходить не из 
заданны х размеров „области влияния", а р13 заданного количества точек, 
информацию  которых сл едует  использовать. При этом вычисления весов  
‘б у д у т  технически удобнее, в ,том отно^шении, что каждый раз придется иметь 
дел о  с одним и тем ж е числом уравнений в системе для их (Упределения. 
В прочем , для выяснения этого вопроса необходим о п р еж де всего провести  
упомянуты й численный эксперимент.

Практически всегда по тем или иным причинам сведения по некоторым  
из станций отсутствую т. П оэтом у ' весои ае  • множители б у д ет  необходим о  
определять с помощ ью машины в , процессе выполнения анализа. Естест^ 
венно, что маш инное время, тр ебуем ое  для вычисления весов, значительно 
лр ев осходи т  время, потребное для интерполяции по известным весам. Во 
избеж ан и е этих затрат времени сл едует  п реж де всего добиваться такого  
полож ения, чтобы отсутствие данных на некоторых из станций имело место  
лиш ь в виде редкого исключения. Кроме того, для тех  пунктов, где дан­
ные отсутствую т, м ож но использовать ре!зу,льтаты прогноза. . ,■

Д ля определения весовы х м нож ителей необходимо, решать системы  
линейны х алгебраических уравнений. В принципе проведение этого р еш е­
ния с помощ ью  вычислительной машины не вызывает затруднений. О днако  
сл ед у ет  иметь в виду, что системы для определения весов, вообщ е говоря, 
близки к неопределенны м. И менно, если располож ение станций относи­
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тельно некоторой точки сетки симметрично, то некоторые из уравнений  
системы совпадают др уг с другом . Если ж е точка сетки расположена дал ек о  
от станций, то возникает др у го е  ослож нение: небольш ое изменение числен­
ных значений структурной функции или автокорреляционного момента м о­
ж ет приводить к значительным изменениям весов.

Р ёш ениё систем линейных уравнений м ож ет производиться с помощью- 
.мащины различными способами. В частности, применимы различные ите­
рационные методы. Как известно, количество итераций сущ ественно за ­
висит от того, насколько удачно выбрано начальное приближ ение. В связи  
С этим можно рекомендовать, следую щ ий выбор начальных значений весов.

Д ля территории с редкой сетью пунктов наблюдений коэффициенты Я ц  
малы по сравнению с единицей и в качестве начального приближения можнО' 
использовать значения, получаемые из формулы (21) или (24). Д ля с л у ­
чая густой сети м ожно указать несколько иной путь получения начального- 
приближ ения. И менно, заменим в каждом уравнении системы (6) коэффи­
циенты недиагональных членов одним характерным значением <xj, напри­
мер средним арифметическим. В результате этой замены для весов p j  
получим приближенную  ф ормулу

- 2

1 — а,-
(-1

;В частности, если все «у равны м еж ду  собой (ау  =  а), то

f J = l  +  T ^

п

’ .........о/
i=\ I .

При а =  0  возвращ аемся к ф орм уле (21).
Одним из преимущ еств преддагаем ого способа интерполяции является  

то, что параллельно с выполнением самой интерполяции м ож ет ;вычислят.ься 
и вероятная ош ибка интерполяции. Более того, поскольку эта вероятная  
ош ибка Y Ё  не зависит от наблюдаемых значений элемен'та, а определяется  
исключительно статистической структурой поля данного элемента и распо­
лож ением  точек, то вычисление поля м ож ет быть выполнено заранее  
в той ж е м ере, в какой это возм ож но в отнош ении весовы х множ ителей Pi-. 
В частности, м ож но заранее оценить ту степень информации, какую м ож ет  
дать в среднем сеть станций в зависимости от ее  густоты.

РЕЗЮ М Е

Рассмотрена задача об оптимальной интерполяции полей м етеорологи­
ческих элементов. Выведены и проанализированы общ ие формулы теории; 
оптимальной интерполяции. Разобраны  простейш ие частные случаи. П ро­
анализированы пути применения полученных формул при объективном ана­
л и зе полей м етеорологических элементов.
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л  с . ГАНДИН, Е. И. БАГРОВА

^  О СТРУКТУРЕ ПОЛЯ высот ПО ВЕРХН О СТИ  500 м иллибар

1. Данны е о статистической структуре метеорологических полей имеют 
обш ирную  область применения. На основании этих данных м ож ет произво­
диться рационализация размещ ения сети м етеорологических станций ' и 
сроков наблюдений [3]. Сведения о статистической структуре полей позво­
ляю т разработать рациональную м етодику статистического прогноза м етео­
рологических элементов [6]. Наконец, эти сведения с  усп ехом  используются  
в вопросах прикладной м етеорологии, в частности авиационной м етеоро­
логии [2J, теории м етеорологических приборов [7] и т. п.

В п оследнее время выявился новый круг вопросов, тр ебую щ их для 
св о его  разреш ения достаточно детальны х сведений по структуре м етеоро­
л огически х полей, а именно вопросы количественного („объективного") 
анализа синоптических полож ений. ■ Наибольш ий практический интерес  
представляет количественный анализ полей высот изобарических п оверх­
ностей и ветра на этих поверхностях. С ущ ествую щ их данных по структуре  
этих полей недостаточно для сколько-нибудь полного реш ения вопросов  
количественного анализа.

В связи с этим в настоящ ей работе проведен анализ основных характе­
ристик структуры  поля высот поверхности 500 мб. Выбор поверхности  
500 мб обусловлен  тем, что расчетный анализ для этой поверхности пред­
ставляет первоочередной интерес. В дальнейш ем при применении расчетных 
м етодов анализа на массовом материале ц елесообразно строить их методику  
таким образом , чтобы попутно накапливались и данные по структуре  
анализируемы х полей. Тогда м ож но рассчитывать, что излож енны е здесь  
результаты  б у д у т  проверены на значительно бол ее обш ирном материале и 
соответственно уточнены и обобщ ены .

2. Как известно, структурная функция некоторого м етеорологического  
элемента /  определяется соотнош ением

b f i d ) = l f { r  +  d ) - f ' i r ) ] \  (1)

В ф орм уле (1) / '  означает отклонение элемента /  от некоторого ср ед ­
него значения („нормы") /

(2)

а черта свер ху означает осреднение, понимаемое в вероятностном смысле.
Структурную  функцию (1) м ож но с достаточной точностью считать 

однородной  и изотропной, т. е . зависящ ей только от скалярного расстоя­
ния d,  как это и записано в ф орм уле (1).
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Н аряду с функцией b f { d )  м ож но ввести аналогичное выражение, со д ер ­
ж ащ ее вместо отклонений / '  сами значения элемента / ,

B f { r  +  d ,  r ) = [ f { r  +  d ) - f \ r ) ] \  (3 )

В противоположность (1) функция в  не является однородной или
изотропной. Она зависит от обои х векторов г +  rf и г, т. е . от векторов
г  и d.  Функции В  Vi. Ь связаны вытекающим из формул (1), (2) и (3) с о ­
отнош ением

b f { d ) ^ B f f + l , 7 ) - { J { f + d ) — ] { f ) Y .  (4 )

Автокорреляционный момент элемента f - t n f i d )  определяется соотнош е­
нием

m f i d ) ^ f i r ^ d ) f ' { r y  (5>

Он м ож ет с той ж е точностью, как и структурная функция, считаться: 
однородным и изотропным и связан с этой функцией очевидным равен­
ством

b f { d )  =  2 ni f { 0 ) — 2 m f { d ) ,  (6>
где ________

m f { 0 ) =  \ f { ^ ) V  (7)-

представляет собой дисперсию  элемента / .  П одобно преды дущ ем у можно- 
определить величину, аналогичную автокорреляционному моменту, но 
составленную  из значений сам ого элемента / ,  '

M f { } + ~ d , 7 ) = f { 7 + d ) j ( P )

и связанную с автокорреляционным моментом соотнош ением  

m f { d )  =  M f i r A r d ,  r ) - J ( r A ^ l ) f ( ? ) .

Согласно ф орм уле (6), с ростом расстояния d  по м ере уменьшения;
статистической связи м еж ду  значениями элемента /  структурная функция^
стремится к постоянному значению

bf{co)  =  2mf{Q).  (8>

Ц елесообразно ввести ещ е соответствую щ ие безразмерны е функции,
а именно; нормированный автокорреляционный момент (коэффициент авто­
корреляции) ,

и нормированную структурную  функцию

P / W - f/t S -
Вследствие (6), (9) и (10) функции jj. и р связаны простой формулой

P / ( r f ) = l - t x / ( r f ) .  (11)

Очевидно, что функция [)• не м ож ет по м одулю  превышать единицу, так: 
что функция р м ож ет меняться лишь в пределах от О д о  2. Практически,, 
впрочем, tl не принимает больш их (близких к — 1) отрицательных значе­
ний, а потому функция р практически не бывает близкой к 2.

3. В данной работе исследованы перечисленные выше статистические: 
характеристики применительно к полю высоты (геопотенцйала) Н  изобари­
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ческой поверхности 500 мб. И сходным материалом являлись снятые с ка-рт' 
А Т 500 данные двухразовы х еж едневны х наблюдений за интервал времени  
почти 2 года (с  января 1956 г. по ноябрь 1957 г.). Данные снимались 
в 28 пунктах наблюдений, выбранных таким образом , чтобы из них м ож н а  
было построить ряды, расположенны е примерно вдоль кругов ш ирот  
и примерно вдоль меридианов. Р асполож ение пунктов показано на рис. 1-

Рис. 1. Расположение пунктов, в. которых брались данные о высоте 
поверхности 500 мб.

В п роц ессе работы выяснилось, что в пункте № 18 больш ей частью нет 
данны х, поэтом у эта точка была исключена из рассмотрения,- -

Вычисление структурной функции значительно прощ е, чем автокорре­
ляционного момента, поскольку в первом случае н еобходим о находить, 
разности высот в различных точках, а во втором — произведения. П оэтому  
непосредственно вычислялись структурны е функции, а автокорреляционный  
момент определялся затем на основании приведенных выше соотнош ений.

Д ля всех меридионально расположенны х пар пунктов были построены, 
статистические кривые распределения разностей значений высот. Эти кри­
вые распределения строились отдельно для каж дого из четыре.х сезонов. 
Затем вычислялись дисперсии распределений, которы е и -представляли со- 
бой значения структурной функции. Вычисления проводились с помощью  

ТоотШт' е татТ^ЗТТ^ак’ с вычислением структурной функции

bj^(d)  определялась величина и средняя разность H { r - \ - d )  —  Я (г ) .

Таблица - вычисленных значений величин В̂ ,̂ { А Н у  =  [ И { г d)  —  H { r ) Y  
и bfj  (в дкм^) приведена в приложении. В таблице указаны такж е расстоя­
ния м еж ду  пунктами каждой пары.

Для проверки того, в какой мере выполняются предполож ения об одн о­
родности структурной функции, был построен для каж дого сезона график 
зависимости bf j ( d )  в больш ом масш табе У каждой точки на таких графи­
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ках указывалось, какой паре пунктов соответствует данное знач!ение 
При некотором общ ем  разбросе точек не удалось подметить какой-либо  
■связи м еж ду  географическим положением пунктов и значением ф унк­
ции bj .̂ На основании этого м ожно считать, что функция хорош о удовл ет­
воряет предполож ецию  об однородности, а имеющийся разброс трчек на 
графиках обусловлен главным образом  тем, что объем  использованных 
данных не очень велик.

С ледует отметить, что априори наибольш ие сомнения вызывала возм ож ­
ность принятия однородности именно „меридиональной" структурной  
функции. Д ействительно, вследствие общ его увеличения высот от севера
к ю гу разности Н  { г d)  — Н { г )  сущ ественно отличны от нуля, а именно
положительны  при d,  направленном к ю гу. Как видно из приложения, 
квадраты этих разностей часто имеют тот ж е порядок, что и М ож но было 
опасаться, что вследствие этого нарушится однородность меридиональной  
структурной функции. П осле того как этого не произош ло, не было особы х  
оснований сомневаться в однородности „широтной" структурной ф унк­
ции, а такж е в изотропии, т. е. в совпадении меридиональной и ш ирот­
ной структурны х функций.

В связи со сказанным мы не проводили в полном объ ем е вычислений 
применительно к широтно расположенным парам пунктов.

Д ля трех таких пар вычисления были проделаны, и во всех случаях  
соответствую щ ие точки на графиках оказались внутри области, где распо­
лагались значения меридиональной структурной функции. Этим подтвер­
ж дается изотропия структурной функции. Помимо этого, были выполнены  
вычисления для дв ух  пар п у1»ктов, расположенны х на больш их расстояниях  
др уг от друга примерно вдоль круга широт. Указанные вычисления были 
произведены  с целью выявить такие расстояния, начиная с которырс стр ук ­
турная функция перестает расти.

С этой н<е целью были вычислены для трех избранных пунктов^ ди спер­
сии распределения высот Дисперсии оказались сущ ественно р аз­
личными в разных точках, так что гипотеза однородности не выполняется. 
Причина, по-видимому, заключается во влиянии годового хода на величины  

Действительно, несмотря на то, что вычисления производились для  
каж дого сезона отдельно, влияние годового хода , разум еется, не исклю- 
чилось полностью, так что значение (0) слож илось под влиянием не 
только случайных отклонений высоты от средней для данного сезона, но 
и закономерного изменения высоты в течение сезона. Это означает, что 
„действительные" значения т^^{0 ), характеризую щ ие только случайные от­
клонения, сущ ественно меньш е, чем вычисленные значения. Это объяснение  
подтверж дается тем, что значения оказались большими в пункте,
который характеризуется континентальным климатом, а такж е тем, что 
в переходны е сезоны  вычисленные значения яг^^(0) больш е, чем зимой  
и летом.

Все указанные величины, вычисленные в дополнение к значениям  
меридиональной структурной функции, такж е приведены в приложении.

4. На рис. 2 приведены графики структурны х функций высоты; поверх­
ности 500 мб для весны, лета,, осени и зимы. И меющ иеся данные вычисле­
ний, показанные точками на рис.  ̂ 2, позволили уверенно построить: участки 
этих кривых для не очень больш их и не очень малых расстояний d.  
Экстраполяция в сторону малых d  весьма затруднительна, поскольку 
именно в области малых d  проявляется заметная положительная кривизна. 
В частности, оказалось практически невозможны м оценить путем экстрапо­
ляции на нуль значение средней квадратической ошибки наблюдений. Мы 
применили противоположный путь, а именно воспользовались известными
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оценкам и, дающими для средней  квадратической ош ибки определения  
высоты поверхности 500 мб величину 0(,;=^1,5 дкм. Это соответствует на­
чальному значению 6о =  2 a g 4, 5 дкм^ П оэтом у мы проводили каж дую  
кривую  ч ер ез начальную ординату 4 ,5  дкм^, заменив тем самым экстрапо­
ляцию  интерполяцией.

а — весна, ^  — лето, в  — осень, г  — зима.

Значительные трудности встретились при описании функции b ^ { d )  для  
больш их d  и, в частности, при попытках оценки предельного зн ач е­
ния 6^^(oo). Эти значения важно знать, чтобы  перейти к автокорреляцион­
ным моментам и (нормализованным функциям. М еж д у  тем непосредственны е  
данны е о функции bj^{d)  даю т весьма мало указаний о значении bf j {co) ,  
а данные о дисперсии т^у(О), которы е м ож но было бы на основании ф ор­
мулы (8) испол1>зовать для оценки йд-(со), искажены  влиянием годового  
хода Н.  П оэтом у мы пытались, проводя кривую для больш их d  и оцени­
вая bff (со),  учитывать все имеющ иеся сведения . В этом отнош ении наши 
оценки в некоторой м ере субъективны , но вариация их в тех  пределах, 
как это допускается данными, не привела бы к результатам, сущ ественно  
отличающ имся от описанных ниж е.

Н еясно, принимает ли где-л ибо структурная функция значения, п ре­
вышающие предельное. Данны е о значениях при больш их d  подсказы ­
вают положительный ответ на этот вопрос. О днако этих данных н едоста­
точно, чтобы провести сколько-нибудь уверенно соответствую щ ий участок  
кривой bf j (d) .  П оэтом у мы проводили кривую b ^ { d )  так, чтобы b ^ { d )  
нигде не превосходила предельное значение Ь^{со) .

И з излож енного ясно, что результаты, касающиеся поведения структур­
ной функции b ^ ( d )  при больш их d,  нуж даю тся в дальнейш ем уточнении.

П остроенны е структурны е функции были уменьш ены  на постоянную  
величину 0̂ =  4 ,5  Дкм^. Тем самым было исклю чено влияние ош ибок  
наблюдений.
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Анализ графиков на рис. 2 показывает, что структурная функция весьма 
~ сущ ественно варьи{)ует от сезона к сезон у: летом её  значения минимальны, 

"а зимой и осенью  максимальны. О чевидно, что причиной этих вариаций 
является не годовой х о д  температуры , а изменение интенсивности синоп­
тических процессов от сезона к сезон у . В связи с этим м ож но дум ать, 
что различия были бы ещ е бол ее резкими, если произвести разделение  
материала не по сезонам, а по типам синоптических процессов. О днако  
такая типизация неизбеж н о была бы малообъективной и требовала бы 
больш ой дополнительной вычислительной работы. Кроме тОго, неясно, 
уничтожились ли бы при этом сезонны е различия, поскольку сама типиза­
ция процессов обычно включает и сезонную  типизацию. П оэтому мы 
ограничились разделением  материала по сезонам.

И з рассмотрения рис. 2 видно такж е, что от сезона к сезон у  изменения  
значений структурной функции на различных расстояниях идут примерно 
параллельно др уг  д р у гу  и параллельно им меняется, в частности, и пре­
д ел ьн ое значение Ь^{ со) .  П оэтом у нормализованные функции  
и {d)  весьма мало меняются от сезона к сезон у  и их целесообразно  
описывать единой функцией приведенной на рис. 3. Графика ф унк­

ции н-я(^) ““Ь! не приводим; эта 
функция получается вычитанием 

из единицы.
Помимо структурны х ф унк­

ций, были исследованы кривые 
распределения разностей

1000 гооо 3000dm

Риг; 3. Нормированная структурная функция 
высоты поверхности 500 мб

A H  =  H { r  +  d) — H { r )

при фиксированных d. Д ля того- 
чтобы каждая кривая расп реде­
ления базировалась на достаточно  
обш ирном материале, данные по 
парам пунктов были объединены  
в 6 групп (№  1—6) так, чтобы  
расстояния для пар пунктов, от­
несенны х в одну группу, были 

близки д р у г  к д р у гу . И з этого рассмотрения были исключены пары станций 
с большими расстояниями, ибо таких пар было немного. Группировка пар 
приведена в приложении (графа „Группа"). При объединении в группы был

произведён для каж дой пары сдвиг шкалы величин Н { г  +  d)  — Н { г )  на ср ед ­
нюю в & ш ч т у  Н  { г - \ -d)— / /  (г), так что все распределения центрировались око- 

ло нуля. П осле этого суммировались частости одинаковых значений Я ' ( г + o f ) -
—  Н ' ( г )  внутри каж дой группы. Эти частости, выраженные в процентах, 
наносились на график, и по ним строилась сглаженная кривая р асп ределе­
ния. Кроме того, строилась кривая нормального распределения

Y  = = ^ е х р
2 Ь'н

С  дисперсией средней из дисперсий для пар, образую щ их группу. Всего  
было построено 24 таких графика (6 групп, 4  сезона). Три из них приве­
дены  в качестве примера на рис. 4. На этих примерах, как и на всем
материале, видно, что распределение разностей Н'  (г  -\- d )  — Н'  (г)  чрезвы­
чайно близко к нормальному.
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5. Сопоставим полученную  структурную  функцию геопотенцйала п оверх­
ности 500 мб со структурной функцией давления, исследования по кото-; 
рой были подытожены  М. И. Юдиным [4J. Ф ормула, предложенная Ю ди­
ным для структурной функции давления на уровне моря имеет вид

{d)  =  A^d^ -  C,d:^ (12)

где  А^ и Cl — коэффициенты. В системе M TS (давление в саитибарах,
расстояние в метрах) А , =  \ 0

п%

,-12, С, = 6 ,5 - 1 0  Если с помощ ью призем-

Рис. 4. Распределение разностей ДЯ' =  Н  ( г  d )  — Н '  (г).
а — группа № 1, лето; б — группа № 3, осень; в — группа Mi 5, лето; ----- сглаженная кривая, проведенная по

точкам,---------- нормальное распределение с дисперсией Ь-̂ .̂

НОЙ барической ступени 8 дкм /сб перейти от к структурной ф унк- 
ции^^^ высоты средней изобарической поверхности уровня моря (с доста­
точной точностью поверхности 1000 мб) и выражать расстояния d  в сотнях  
километров, то на основании формулы  (12) получим

b ^ ^ { d ) = A d ^ - C d \  

где численные значения коэффициентов А  и С таковы:

Л =  0 ,6 , С = 0 ,0 4 .

(13)

Р азум еется , формула (13), как и (12), описывает структурйую  функцию  
лищь д о  значения

_ _ 2  А
“ ®шах 3 С ’

При котором достигает максимального значения

(14).

ih \ _  4 лз
I Яо'тах 27

При больш их значениях расстояния d  формула (13) дает  убывание, 
д о  нуля при d  — A j C  и отрицательных значений при d  >  Л /С . В действи­
тельности ж е, по-видим ом у, при d > d ^ ^ ^  структурная функция остается  
постоянной, так что представляет собой расстояние, на котором дости ­
гается „насыщение" структурной функции, и

6*

(15)
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, На рис. 5 приведен график функции b^^(d) ,  построенный по ф орм у­
лам (13— 15). Пунктиром показана упомянутая выше „фиктивная" ветвь 
функции Ad^ — Cd^ для d  >  d ŝ.s.- На этом ж е рисунке приведены для срав­
нения графики структурной функции высот поверхности 500 мб для лета 
и осени. Сравнение показывает, что изменчивость геопотенцйала сущ ест­
венно возрастает с высотой. Расстояние на котором происходит „на­

сыщение" структурной функции b^{d) ,  
у  составляет около 3000 км, т. е. почти

/  в 4  раза больш е, чем для функции
Ь^.  Значения функции й̂ :̂ (й̂ ) и р ев о сх о -■ 
дят значения в десятки раз. Так, 
„насыщающее" значение Ь̂ (̂<х>) соста­
вляет 20  дкм''*, в то время как (оо) 
оценивается для лета значением  
200 дкм^, а для осени 400 дкм*. Это 
означает, что средняя квадратическая 
изменчивость высоты поверхности  
500 мб превосходит изменчивость вы­
соты поверхности 1000 мб примерно 
в 3— 4,5 раза.

Если ввести безразм ерное рас­
стояние

8 = d
d„ (16)

Рис. 5. Сравнение структурных функ­
ций

г  — функция (d), по Юди1йу [5], 2  — фиктив­
ная ветвь функции bff (̂d) [формула (13)],

3 —функция bfj (d) для лета, 4 — функция Ьд- {d) 
ДЛЯ осени.

и нормированную структурную  ф унк­
цию то формула (13) приводится 
к виду

Р^^(8) =  3 8 ^ - 2 оЗ, (17)

не содер ж ащ ем у эмпирических к о ­
эффициентов. И нтересно сопоставить 
функции (8) и ^̂  ̂(8). Это сопостав­
ление выполнено на рис. 6. Мы видим,^ 
что функция P^ (̂8) растет при,малы х ;3 
бы стрее, чем по закону „квадрат

м инус куб" (17), и достигает насыщения бол ее плавно. Уменьшив на -д-
значение т. е. приняв d^^^ =  2 QQ0  км, м ож но достичь согласования
Рд-(8) с  кривой всю ду, кроме значений 8, близких к единице (рис. 6).
Правда, ветвь кривой (8) при больш их 8 м алонадеж на, так что отли­
чие Рд-(8) от (S) при этом м алодостоверно. Все ж е  есть основания 
приписать эти различия не недостаткам данных о функции Р/^(8), а н ед о ­
статкам закона „квадрат минус куб". Действительно, по этом у закону  
вторая производная Ь" {d)  меняется при d = d ^ ^ ^ .  скачкообразно от —2А  
при d  — d^i,^ — 0  до  О при fif =  (̂ n,ax +  0, что, разум еется, крайне н еестест­
венно. Это означает, что ф орм улу (13) или (17) сл едует  применять для  
описания структурной функции не д о  значения rf=rf„ax  (^ =  1)> а до  
несколько меньш их расстояний. Впрочем, вопрос о характере структурной  
функции геопотенцйала при больш их расстояниях нуж дается, как указыва­
лось выше, в дальнейш ем исследовании.

6. П олученны е данные о структуре поля высот поверхности 500 мб 
м огут быть использованы для выяснения структуры поля геостроф ического  
ветра на этой поверхности,
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Введем осредненную  на отрезке S  производную  геопотенциала (точнее, 
отклонения ,Н ' геопотенциала от нормы)

дН-(5)

dS (18)

Рис. 6. Сравнение нормированных структурных функ­
ций безразмерного расстояния 5.

1 — функция (5), по Юдину, 2 — функция 3̂ ,4®) при —/7 о П  IIldA ,
3000 КМ, 5 — функция р и (8), приближенная к функции 3,_ (5)Яо

ср едн и й  квадрат этой величины равен, как известно [5],

дН‘v(5)

dS =  /г а - (5 ) (0 )= = ^ & ^ ,(5 ) .
дН
dS

(19)

Структурную  функцию  величины легко выразить ч ер ез структур­
ную  функцию  самого геопотенциала Н , если подставить в общ ую  ф ор-

-^(S)
м ул у  (1), записанную применительно к функции , выражение (18). 
П осле неслож ны х преобразований получим

b _ ( s ) (^) =  - h  [2W )  +  26^  { d ) - b „ { d  +  S)  ~ b ^ , \ d ~ S \ \ .  (20)

П редельн ое значение этой структурной функции равно, согласно (20),

dS

(21)

Ф ормулу (21) м ож но было такж е получить из (19) и (8). На основания  
(20) и (21) получаем  для нормированной структурной функции ф ор м ул у

dS

dS

b H ( d  +  S )  +  b ^ \ d  —  S \ - 2 b f j  (af) 
2 bff(S) ( 2 2 )
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О чевидно, нормированная структурная функция производной равна
нормированной структурной функции геостроф ического ветра. Учитывая 
это и переходя к значениям нормированной функции и в правой части (22), 
получаем

Р - < . « ) = ! -  — -------------- --------------- -------------- (23)

или

р. (rf) =

2p^^(5)

2 у н  ( d ) +
2 [1 — Н-// (5)] (24)

где V есть геострофический ветер, осредненный по территории, имеющей  
характерный линейный размер (диаметр) S.  И сходя из структурной функции  
p^^(rf), приведенной на рис. 3, мы произвели численные подсчеты по ф ор­
м уле (23) для трех случаев; 5  =  600 км, 5 =  1000 км и 5  =  2000 км. 
Результаты  вычислений представлены графически на рис. 7. Как видно из

?v(d)

Рис. 7. Нормированная структурная функция геострофиче­
ского ветра, определенного при шаге S.

7 — '5 = 600 км, 2 — 5 = 1000 км, 3 — S = 2иП0 км, 4 — функция, построен­
ная на основании закона „квадрат минус ку6“, S = 600 км,

этих графиков, структурная функция геостроф ического ветра в значитель­
ном интервале расстояний d  близка к линейной функции d  и при малых d  
тем больш е, чем меньш е шаг осреднения 5 . И нтересно отметить, 
что (а!) достигает значений, сущ ественно превосходящ их единицу. Этот

вывод получился несмотря на то, что функция P̂ (̂̂ )̂ нигде не п р евосхо­
дила единицу.

Л егко показать, что если Гисходить не из фактических данных, пред­
ставленных на рис. 3, а из описания структурной функции (d)  законом
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„квадрат минус к у б “ (17), то вид структурной функции получится
примерно таким ж е. И менно, если подставить в ф орм улу (23) вы раже­
ние (17) для функции Ря(§), учтя, что при 8 > 1  ^^^(8) =  ! , то получим, 
обозначая

Q 2В2(За — 5) п р и О < 8 < а

^  при а <  8 <  1 -  о

(S) =  "  <• +  »)‘  -   ̂ - У  ^  ~  ‘  п р „ 1 - а < 8 < 1  (25)

Р _ (8 ) ,  +  +  +  „ р „ 1 < 8 < 1 + ,

6 _ (8 )  =  1 при 8 >  1 -1 -а

Ф ормулы (25) верны, если у .  Если ж е а > у ,  то вторая из ф о р ­
мул (25) выпадает, а третья верна лишь при а < 8 < 1 .  Ф ормула (25) дает  
разрывное представление функции Р -(8 ). Н етрудно проверить при этом ,
что как сама функция р_, так и ее  первая производная непрерывны при
в сех  5 ( 0 < 8 < с ю ) .  Что ж е касается второй производной, то она, вообщ е  
говоря, разрывна, а именно испытывает скачки от нуля к отрицательному  
значению  при 8 =  1 — о, от отрицательного к полож ительном у при 8 = 1
и от полож ительного к нулевом у при 8 = 1 а (все это в случае а < у  ;

при 3 > Y  картина несколько иная). Р азум еется , эти скачки не отражаю т
действительны х закономерностей, а являются следствием принятия закона 
„квадрат минус к у б “ для f^^(8) вплоть д о  значения 8 = 1 .

И нтересно отметить, что значение Р - (1 )  при законе „квадрат минус
3к у б “ (17) для Рд^(8) не зависит от величины а и равно , как это выте­

кает из формулы (25).
На основании формулы  (25) мы рассчитали кривую (8) для случая

а =  0 ,3 , что при значении — 2000 км соответствует 5  =  600 км. Эта 
кривая такж е приведена на рис. 7. С опоставление этой кривой с графиком  
ф у н к ц и и ^ - (d), построенной для 5  =  600 км по эмпирическим данным о

структурной функции высот, показывает, что общ ий характер обеи х кри­
вых одинаков. В то ж е время численные значения ординат заметно отли­
чаются. В частности, Максимальное значение функции (rf), вычисленной
на основании закона (17), составляет 1,71, т. е. значительно больш е, чем 
для остальных, „полуэкспериментальных" крйвых.

7. Хотя для разработки методики количественного анализа поля ветра 
достаточно знать нормированную структурную  функцию (d ), представляет
значительный интерес такж е и ненормированная структурная функция  
геостроф ического ветра b - ( d ) .  Знание последней  интересно хотя бы с точки
зрения сопоставления ее  со структурной функцией реального ветра Ь-  ̂ (d),  
которая исследовалась различными авторами и результаты исследования  
которой такж е подытожены  М. И. Юдиным [4]. Эти исследования касались
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сравн}|тельно малых значений d  (примерно до  1000 км), на которых „на­
сыщения" функции (rf) не наблю далось, так что по материалам этих  
работ не удается построить нормированную структурную  функцию реаль­
ного ветра.

П ер ех о д  от нормированной функции .,p^(rf) к ненормированной струк­

турной функции геостроф ического ветра b - { d )  осущ ествляется весьма;
просто. Именно поскольку скорость геостроф ического ветра выражается, 
ф ормулой

-  98 а я

где I — кориолисов параметр, а

дН
дп У 1 Ш У  +  у  [ d s j  +

d/f
dS,

— горизонтальный градиент высоты изобарической поверхности выра­
ж енной в декаметрах (Sj и — дв е какие-либо перпендикулярные гори­
зонтальные координаты), то

=  (26)'dW'
dS

Д а л ее  из формул (10) и (21) вытекает, что

(27>
~dS

Подставляя (27) в (26), [получим  

b ^ { d )  = 4-982 Ря('^)  ̂ о /-ЛЛ

где величина в квадратных скобках и представляет собой множитель для  
пер ехода  от нормированной функции к ненормированной функции (rf):;

г. /  Ч 4-982 Ря('5) и г л

Так как (оо) зависит от сезона, то естественно вычислить отнош ение

'4-982
(2 8 )

зависящ ее только от „ш ага“ S  и широты места ср. На рис. 8 показаны  
результаты вычисления этого отнош ения как функции от 5  при фикси­
рованной ш ироте ср — 55°. На этом графике по оси ординат нанесены зна­
чения корня квадратного из выражения (28), представляющ его собой: 
отнош ение средних квадратических значений геостроф ического ‘ ветра 
(в метрах в сек ун ду) и отклонения высоты поверхности 500 мб (в д ек а­
м етрах). У меньш ение этого отнош ения с ростом S  отраж ает влияние шага 
конечноразностного дифференцирования на характерную  величину геостр о­
ф ического ветра.

На основании графиков рис. 7 и 8 м ож но рассчитать ненормированную  
структурную  функцию геостроф ического ветра для каж дого значения шага 
дифференцирования S  и вычислить коэффициент пропорциональности ^ - ( 1 )
при приближ енном представлении этой функции линейной зависимостью

b - { d ) = = b - ( i ) d  ;  :(29>



для небольш их значений d  (практически для d,  меньш их примерно 1500 км). 
Если принять в качестве средн его  значения Ь^{оо)  300 дкм*, то такая 
оценка дает  с точностью до  одной значащ ей цифры

при 5  =  600 км (1) =  3-10~^ м/сек.^; 

п р и 5 =  1000к м  г>-(1) =  2 -1 0 " % /с е к .2

П о М. И. Ю дину [4], Ь-  (1) =  7-10~® м /сек .^  т. е. в 3 —4 раза меньш е.
Это различие м ож но о б ъ я с­

нить, во-первы х, тем , что мате- 
риалом для оценки Ю дина п осл у­
жили данные о ветре на меньш их  
высотах, чем у  нас, и, во-вторы х, 
возможны м различием структур­
ных функций реального и г е о ­
строф ического ветра. С ледует  
подчеркнуть такж е, что различия 
в структурны х ф ункциях ветра 
значительно меньш е проанализи­
рованных выше различий в струк­
турны х ф ункциях геопотенцйала.

8. В заклю чение произведем  
ещ е несколько сопоставлений.

На рис. 8, помимо отнош ения
Ъ- (оо) .

’ приведен такж е график

отнош ения где п р ед­

ставляет собой  геострофический  
вихрь скорости. Это отнош ение  
вычислено по ф орм уле

Рис.: 8.

1 — отношенйё
; У;

[ю1-1 - и

eOCOdm

как функция

г

X
функция от я  до 5

[ю-6 м-1- сек.-']

(30)

получаю щ ейся из определения геостроф ического вихря при использовании  
квадратной сетки точек (см. такж е [1 ). П рименение треугольной сетки, 
как показано в работе [1], лишь £  слабой мере изменило бы эти оценки  
в сторону уменьш ения значений Как и для геостроф ического ветра.

о2
~ gна рис. 8 приведены значения не самого отнош ения > а корня

квадратного и з  него, представляю щ его собой отнош ение среднего квадра­
тического значений вихря 2^- на поверхности 500 мб к „насыщающему" 
значению' средней квадратической разности высот этой изобарической по­
верхности. Значения вихря принимаются в стотысячных д ол я х  от 

(Ю '" сек .~ ').
сек.

На рис. 8 видно, что значения ] / ~ в е с ь м а  сильно уменьш аются с р о­
стом шага дифференцирования S, особенно в области малых значений 5 . 
Так, при росте 5  от 200 до  500 км , это значение ум еньш ается примерно  
в 3 раза, а при росте S  от 500 до  1000 км — ещ е примерно вдвое. В част-
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Значения структурной функции и связанных

Пара
пунктов

d
(км) Группа

Лето

число
случаев

В н (ДЯ)2
\

число
случаев

(дкм^)

3— 2 190 314 13,6 2,1 11,5 231
13-12 200 1 334 30,1 11.7 18,4 250
4 3 230 1 319 17,2 6,6 10,6 266
5 -  4 250 1 285 30,8 14,1 16,7 223
9 -  8 280 1 199 35,2 11,3 23,9 133

12-11 280 1 339 25,0 5,5 19,5 260
6— 5 280 1 271 20,0 3.0 17,0 204

2 7 -2 6 300 2 335 28,4 5,8 22,6 225
1 5 -1 4 300 2 320 31,9 15,0 16,9 241 ■
14 13 340 2 327 26,1 1.9 24,2 242
2 6 -2 5 340 2 308 34,9 7,7 27,2 245
20—19 410 3 280 40,6 5,6 35,0 262
4 -  2 420 3 314 42,5 16,8 25,7 ■222

10— 9 450 3 223 46,4 . 8,8 - 37,6 122
21—20 460 3 340 56,4 11,6 44,8 243

■ 13—11 470 3 346 70,3 29,6 40,7 248
5 -  3 470 3 285 64,0 36,3 27,7 212
6 -  4 510 4 306 54,2 21,7 32,5 300

1 4 -1 2 530 4 332 66,3 19,5 46,8 . 247
8 -  7 550 4 306 84,9 34,9 50,0 223

17-16 580 4 342 . 75,7 27,6 48,1 231
28—26 610 5 330 71,2 25,0 46,2 238
23—22 610 5 324 69,2 21,4 47,8 241
15-13 630 5 324 69,1 26,3 42,8 240
2 7 -2 5 650 5 309 83,0 28,0 55,0 239

5 -  2 660 5 269 103,8 59,2 44,6. 202
2 5 -2 4 670 5 281 76,4 3,7 72,7 225
1 0 -  8 730 6 292 96,5 42,0 54,5 194
6 - 3 740 6 302 106,5 61,9 44,6 233

,Л 4 -1 1 810 6 329 119,8 46,2 73,6 246
9— 7 830 6 234 175,8 91,4 84,4 138

15 -1 2 830 6 329 143,6 72,4 71,2 249
.2 1 -1 9 880 6 271 128,7 44,5 84,2 239

. 6 -  2 930 _ 299 162,1 90,1 72,0 219
2 8 -2 5 950 . . -- 307 149,9 60,8 89,1 219
2 6 -2 4 1010 -- 295 141,1 25,0 116,1 225
15-11 1100 _ 273 239 125 114 337
1 0 -  7 1280 -- 301 302 174 128 186
2 7 -2 4 1320 -- 303 222 63 159 215
28—24 1610 _ , 301 296 112 184 ■227
11—16 340 2 236 27,6 1,2 26,4 258
1 6-19 580 ■ 4 333 47,6 1,6 46,0 258
1 9-26 540 4 320 53,3 3,3 50,0 244

1 -2 3 2210 — 310 218 14,4 203,6 222
1—28 2770 : -- 311 238 .5 233 229

4 0 --- 341 8<',6 5,0 75,6 242
, 12 0 -- 353 98,8 . 16,3 82,5 264

27 0 351 117,5 9,2 108,3 252

ности, если снова принять в качестве среднего значения £»^(схэ) =  300 дкм^, 
то при 5  =  500 км получаем для средн его  квадратического значения г е о ­
строф ического вихря величину 4 -1 0  “ сек. \  а при 5 =  1000 км — вели­
чину 2 -1 0  ® сек По М. И. Ю дину [5], при ш аге 500 км получается  

У Щ = 2 - ю - ^  сек \  Таким образом , для геостроф ического вихря п ол у­
чаем вывод, что характерное значение его  сущ ественно растет с высотой,
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ПРИЛОЖЕНИЕ
с ней величин для каж дой пары точек

Осень Зима Весна

число
случаев

в „ (ДЯ)2 Ь н число
случаев

В  и (ДЯ)2 Ь н

(ДКМ2) (ДКМ2)

259 17,3 2,1 15,2 327 14,7 0,5 14,2
273 31,1 6,3 24,8 331 29,8 7.8 22,0
259 20,4 2,4 18,0 317 15,0 0,7 14,3
227 31,2 9,0 22,2 267 25,2 5,2 20,0
174 39,2 1.3 37,9 112 34,7 1.6 33,1
281 Z 2 J 4,3 28,4 346 24,8 1,7 23,1
239 26,6 0,9 25,7 264 21,2 0.6 20,6
244 48,9 13,8 35,1 319 35,8 6.5 29,3
276 - 34,0 14,6 19,4 271 32,5 13.6 18,9
271 39,7 1,1 38,6 318 32,9 0,1 32,8
240 34,1 5,3 28,8 283 66,5 33,2 33,3
274 65,6 19,5 46,1 370 58,1 13,4 44,7
248 56,1 14,1 42,0 313 39,4 2,6 36,8
171 106,9 21,2 85,7 238 47,8 7,1 40,7
281 88,5 34,9 53,6 284 60,1 13,8 46,3
271 96,8 20,7 76,1 329 75,1 23,1 52.0
237 77.4 18,2 59,2 273 57,7 8.3 49,4
257 67,4 13,8 53,6 221 45,8 3,7 42,1
279 105,3 14,8 90,5 346 79,0 11.2 67,8
238 123,8 42,9 80.9 324 83,0 33,5 49,5
270 99,1 22,0 77,1 284 85,0 16.6 68,4
259 128 41,7 86,3 314 101,5 27.1 74,4
283 109 41,6 67,4 334 84,6 15.0 69,6
256 101,1 24,5 76,6 324 85,3 13,3 72,0
244 12‘4,2 41,0 83,2 273 139,0 64,2 74,8
230 137,8 33,0 104,8 280 90,7 12,6 78,1
215 82,9 8,7 74,2 272 132,2 68,5 63,7
234 120,1 20,5 99,6 300 90,1 9,6 80,5
267 132,8 24,1 108,7 314 95,9 7,8 88,1
273 195,6 34,8 160,8 334 135,2 24,8 110,4
175 169,2 26,6 142,6 251 147,5 27,6 119,9
268 202 58 144 338 167,0 43,7 123,3
266 241,5 108 133,5 319 175 51,7 123,3
258 197,0 40,0 157,0 .248 155,2 14,8 140,4
243 211 82 129 229 208 72 136
212 147,5 26,8 120.7 298 320 216 104
259 324 56 268 226 236 63 173
247 379 163 .216 305 258 79 179
211 284 81 203 298 429 275 154

■ 222 402 158 244 295 552 376 176
280 48,9 6,3 42.6 347 35,1 3.0 32,1
267 68,7 7.3 61,4 326 63,6 0 63,6
251 85,0 0,8 84,2 314 81,5 4.2 77,3
242 407,5 13,5 394 315 279 0 279
'257 508 46 462 317 408 1 407
265 200,5 15,7 184,8 327 153,7 11,3 142,4
330 236 52 184 287 291 2 289
266 231,7 26 205,7 335 321 1 320

-‘н (ДЯ)2 . "н

(дкм^)

17.5
35.7
19.5 
28,2 
39,3
35.0 
18,2
70.5
36.5
30.8
65.0
85.0
49.5
50.8

109.2
103.3
67.3
64.1
94.3

100.8 
121,2
192.0
163.8
94.0 

209
124.5 
118
110.8
107.1
186.4
190.7 
198 
311
178.2 
364
274.7 
326 
367 
473 
674

54.0
126.5 
89,8

489
679
302
228
336

4.0
13.6 
2,2 
9,9 
2,3

10.4 
0,9

32.6
19.6
7.1

22.4
34.8
15.0 
16,2
65.8
46.9
24.4
23.1
40.0
43.4
54.0 

114
87
50.7 

108,2
53.1 
18
38.9
39.5
84.7 
66,3 

113,6 
187
70.6 

213
76.2 

206 
168 
161 
378

17,1
17.7 
0,6

102
176
125

3
16

13.5 
22,1
17.3
18.3
37.0
24.6
17.3
37.9
16.9
23.7 
42,6
50.2
34.5
34.6
43.4
56.4
42.9
41.0
54.3
57.4
67.2 
78
76.8
43.3

100.8
71.4 

100
71.9
67.6

101.7
124.4
84.4 

124 
107,6 
151 
198,5 
120 
199 
312 
296

36.9
108.8 
89,2

387
503
177
225
320

а именно в 2 —3 раза при поднятии от земли до  уровня 500 мб. То, что 
применительно к этом у уровню  наши оценки правильны, м ож но видеть  
такж е из рассмотрения карт вихря, содерж ащ ихся, например, в работе [8].

М ож но было бы пойти дальш е и рассчитать, допустим , структурную  
функцию  геостроф ического вихря. О днако формулы для такого расчета 
сравнительно громоздки. П оэтом у результаты вычисления по ним бу д у т  
малонадежны ми. Так, у ж е  для „четы рехточечного" лапласиана высоты
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формула для структурной функции имеет вид

(fi?) =  ^  [32&^,(5) -  ( 5 / 2 ) ( 2 5 )  +

+  2 0 b : „ { d ) ~ % b ^ \ d ~ S \ - % b j , { d . ^ S )  +  b ^ i d ^ 2 S ) . - ^ r  
- } - b ^ \ d - 2 S \  +  2b^ { Y d ^ ^ S ^  —  ( | /  +  5=“) +

+  A b ^ [ Y { d  -  S f  +  5^) +  Ab^[Y{d  +  5 / , +  5^)]-

При подсчетах по этой ф орм уле небольш ая неточность того или иного' 
конкретного значения, функции bj^{d)  м ож ет привести к значительной, 
погреш ности в структурной функции лапласиана.' П оэтом у таких вычисле­
ний мы не производили. В ообщ е п ер еход  от структурной функции какого- 
либо элемента к структурной функции дифференциальной характеристики.' 
поля этого элемента тем м енее надеж ен, чем больш е 'порядок производ­
ных, входящ их в дифференциальную  характеристику. При этом предельное: 
значение структурной функции, необходим ое для оценки среднего квадрата 
данной характеристики, вычисляется точнее: получаю щ ееся повышение! 
точности соответствует примерно понижению порядка производной на ед и ­
ницу. : :

, В заклю чение Приведем ещ е одно сравнение. С реднее квадратическое:
д'Р '

значение производной от давления по горизонтальной координате ^  по; 
оценке Ю дина [5], полученной главным образом  по данным наземных! 
наблюдений, составляет 8 -1 0 “  ̂ сб/м . С оответствую щ ие подсчеты по :нашим; 

данным приводят к значению ^  , на высоте поверхности  ̂ 500 мб (т. eJ

около 5 км) вдвое больш ем у, 1 , 5 - сб/ м.  Это вполне согласуется с ре-, 
зультатами др уги х  проведенны х выше сопоставлений’ . |

: , , ' ' РЕЗЮ М Е : ' i ̂

На основании обработки больш ого объема аэрологических данных.; 
исследована структурная функция высотЫ изобарической поверхности 500 мб.Г 
Показано, что как по характеру зависимости от расстояния, так особенно^ 
по абсолютным значениям структурная функция высот поверхности 500 мб̂  
сущ ественно отличается от структурной функции наземного давления.; 
Исследована такж е структурная функция геостроф ического ветра йа по-: 
верхности 500 мб.
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д у  СИН-ЮАНЬ

ПРО СТРАН СТВЕН Н АЯ ЗА Д А Ч А  ЧИСЛЕННОГО П РО ГН О ЗА  
БА РИ Ч ЕС К О ГО  ПОЛЯ С УЧЕТОМ ВЛИЯНИЯ ВЫ СОКОГОРНЫ Х ПЛАТО

§ 1. В веден и е

О рографические влияния на изменения поля давления были замечены  
синон.тиками на своем практическом опыте довольно давно. В 1947 г. 
И. А Кибель впервые дал теоретическое объяснение наблюдаемым явле­
ниям „сегментации" циклонов, и эта теория была применена к анализу  
;нереваливания циклонов через Скандинавские и Уральские горы. За п осл ед ­
ние годы  в мировой литературе появлялось довольно много работ, посвя­
щ енны х исследованиям влияния рельефа земной поверхности на синопти­
ческие процессы.

Вкратце об этих работах м ож но сказать сл едую щ ее. Д ля учета влияния 
рельеф а на синоптические процессы , в частности на изменение поля дав­
ления, современны е исследователи в области численных м етодов прогнозов  
фактически рассматривали только влияние вертикальной скорости, обусл ов ­
ленной рельеф ом , причем при задании ниж него граничного условия они 
■относили эту  вертикальную  скорость не к уровню  рельефа, где  действи­
тельно эта скорость имеет м есто, а к уровню  моря.

Такой упрощ енный п о д х о д  к реш ению  задачи имеет ряд недостатков.
В о-первы х, при уч ете влияния рельефа земли недостаточно учитывать 

только вертикальную скорость, вызываемую, наличием наклона подстилаю ­
щ ей поверхности. Естественно, что влияние рельефа далеко не исчерпы­
вается одним склоном.

Н апример, в районах таких высокогорных плато, как Тибет и М онголия, 
профиль зем ли, за исключением периферии этих плато, приблизительно  
плоский. П оэтом у над этими плато вертикальная скорость, вызванная н е­
ровностью  местности, очень мала. Согласно упомянутым выше способам  
учета рельефа, эти плато б у д у т  мало влиять на синоптические процессы. 
На самом ж е  д е л е  влияние этих грандиозных плато чрезвычайно велико.

В о-вторы х, возникает вопрос, м ож но ли всегда относить вертикальную  
скорость, обусловлен ную  рельеф ом, к уровню  моря. С математической  
точки зрения такой п о д х о д  к реш ению  означает, что в правой части 
ф орм улы  Тэйлора

fe-O

отбрасывают, кроме первого члена, все остальные и, таким образом , по- 
л учают равенство

=  (2 )

93



Понятно, что это не всегда м ож ет удовлетворять требуем ой  степени  
точности. Если для сравнительно низких гор такой п одход  бол ее илй м ен ее  
применим, то для высоких гор использование этого метода м ож ет привести  
к большим погреш ностям.

И з вы ш еуказанного ясно, "что сущ ествую щ ие в литературе способы  
учета рельефа не применимы к условиям высокогорных плато. С этой  
точки зрения представляется интересным разобрать новые расчетные ф ор­
мулы, учитывающие как эфф ект общ его подъема горы, так и бол ее кор­
ректное задание граничного' условия у поверхности земли.

§ 2. Р еш ен и е  задач и  для усл ов и й  п лоски х в ы сокогорн ы х плато

Д ля учета влияния высокогорных плато на изменения поля давления, 
решим задачу в два приема; будем  считать вы сокогорное плато плоским, 
т. е. полагая его  высоту в езд е  Ъдинаковрй и равной средней высоте, а потом, 
при задании ниж него граничного условия мы учтем неровность п оверхн о­
сти высокогорных плато. Это м ож но сделать на-основании того факта, чтО' 
как прогностическое уравнение, так и граничные условия линейны относи­
тельно барической тенденции. Т огда сначала задача сведется к решению- 
н еоднородного уравнения с, однородными граничными условиями, а затем  
к реш ению  однородного уравнения с неоднородны ми граничными условиями.

О сновное уравнение для определения тенденции давления пишется, как  
известно [18], в следую щ ем  виде; ,

с А - { - а - ^ Д т  =  - С / ,  .. . : (3>

где С — вертикальная координата, а именно С = ( / ?  — давление на данном
уровне, Р — средн ее значение давления на уровне моря, принятое рав­
ным 1000 м б),

dt V/о
(Ф — геопотенциал).

Величина ,
„ 2  R'̂ T (Ya -  г)
" -  ’

где 7 — градиент температуры , Ха “  сухоадиабатический градиент тем пера­
тур, R  — газовая постоянная, Т — температура, g  — ускорение силы тяж ести, 
/  —  параметр Кориолиса, принимается постоянным.

Символ Д означает оператор Лапласа на плоскости х , у; .

о
Скобки типа 1 ^ ’ -^1 обозначают плоский йкобиан.

Граничные условия задаются следую щ ие;

W =  О при С =  О и С =  1 , (4 )
~ С /  йФ ■ (?Ф \где 'w =  — - ^  i^gw ------^  и — —  ̂ j — скорость смещ ения частицы

относительно изобарических поверхностей.
С ледуя М. И. Ю дину, решим уравнение, (3) с граничным условием (4) 

методом полупрямых. При этом заменим лапласиан конечными разностями, 
но бол ее точной формулой
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гд е  ф —  любая функция, h — шаг, т. е. расстояние м еж ду  соседними точ ­
ками. И ндекс О обозначает величину в данной точке, а 1 — значение функции, 
осредн енн ое по окруж ности радиусом 550 км.

Чтобы замкнуть систему уравнений, записанную в конечноразностных 
аналогах, приняли, что изменения вихря скорости так ж е, как изменения  
давления в точках, отстоящ их др уг  от друга на расстоянии около 10U0 км 
и больш е, не связаны м еж д у  собой . Отметим, что если изменения давл е­
ния в точках, отстоящ их др уг  от друга, не связаны м еж д у  собой [17], 
то отсю да сл едует , что и изменения вихря скорости (лапласиана от поля 
давления) такж е не долж ны  быть связанными. П оэтом у при зам ене лапла­
сиана по б о л ее  точной ф орм уле фактически никакого дополнительного  
ограничения введено не было.

Приняв A ?ii550  км, получим, что

О кончательное численное реш ение уравнения (3) для h =  550 км и 
-р -= = 1 ,71  м ож ет быть представлено в виде

1 1

/=о о '

где c . - i ,  л/ = 4{ф,<;^) .  л/ = 4 } ф. 2 ф + '
5 5 06 . '

Символ 2  означает сум м у в окруж аю щ их ш ести точках, расстояние
5 5 0  , •

которы х от данной точки равно 550 км, /  — поправка на силу Кориолиса. 
Индексы  у (О и 1) имеют тот ж е  смысл, что и ранее.

Д ля пяти стандартных изобарических поверхностей были вычислены  
численные значения функций влияния ау(!1. С,) и Ру((̂ , С,).

Н екоторы е из них представлены в табл. 1 — 3. При С, =  С 1 значения  
а„ претерпевают разрыв, поэтом у в соответствую щ их графах приведены  
оба значения.

Если в случае прогноза над высокогорным плато в качестве вертикаль­
ной координаты выбрать др угую  безразм ерную  величину, а именно

Рт
гд е  р г  — ср едн ее значение давления на поверхности плато, то диапазон  
изменения вертикальной координаты от нуля до  единицы как в случае  
высокогорных плато (С'), так и в случае равнины (С) остается неизменным.

При нахож дении барической тенденции в краткосрочном прогнозе гори­
зонтальный масштаб и масштаб времени м ож но считать одинаковыми как 
для районов равнины, так и для высокогорных плато. Выбрав безразмерны е  
величины С и С' соответственно, мы получим одинаковый масштаб и для 
вертикальной координаты. Тогда движения в обои х случаях бу д у т  п одоб­
ными, и с помощ ью теории подобия легко перейти от ранее полученных 
результатов [формула (5)] к результатам, применимым для высокогорных 
плато. .

Сохраняя все преж ние обозначения, напишем наши уравнения в системе 
координат X, у .  С'. П осле соответствую щ их преобразований опять придем  
к уравнению  (3) с граничными условиями (4), только в этом случае в ф ор­
м улах вместо величины С в езде  будет  фигурировать С'. Н етрудно убедиться  
в том, что в системе координат х , у ,  С' реш ение примет такой вид:

;= 0  0^
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Vj ’

Рг
гд е  ТГ) =  ̂ ( п р о ф и л ь  гор в систем е координат х ,  у ,  Q,  мы сразу ж е у б е ­

димся в том , что численные значения функции влияния для С =  Сг над вы- 
сокогорны ми плато равны тем ж е  значениям для  ̂=  ~  над равниной,

причем значения Сг заключены в п ром еж утке 0 < C 2 <Tfi.
Например, для тг) =  0 ,85, т. е . для высокогорных плато высотой прибли­

зительно 1500 м, имеем

У ч и т ы в а я  с о о т н о ш е н и е

дФ (0,85) 
dt

^  аФ(1) I 
11=0,85 ■ | ч = 1  '

Д р у г о е  эквивалентное соотнош ение таково:
дФ (0,5)

dt 1J-1
^  дФ (0,59)

4 = 0 ,8 5  ~

На основании теории подобия полученны е значения функции влияния 
в случае равнины ( ' 4 = 1 )  легко м огут быть пересчитаны для получения  
численных значений функций влияния применительно к высокогорным плато. 
В качестве примера в табл. 4 —6 приведены значения функций влияния для  
(1 =  0 ,85  и 0 ,5  при 'ifj =  0 ,85 , что соответствует условиям М онголии и при­
легаю щ их к ней районов, и т| =  0 ,5 , что соответствует условиям Тибета.

Сопоставляя эти таблицы с предыдущ ими, увидим,, что значения ф ун к ­
ций влияния сильно отличаются др уг  от друга  при разных •/] для одного и 
того  ж е  С. Это говорит о важности фактора общ его  поднятия подстилаю ­
щ ей поверхности. Этот фактор заметно влияет на изменения поля дав л е­
ния. Отметим, что ранее в мировой литературе этот вопрос не разбирался.

§ 3. Учет неровностей высокогорных плато

И зменения давления, вызываемые наклоном подстилающ ей поверхности, 
описываются уравнением

д  ^  _  /2 т
dt — di ’

гд е  та — вертикальная скорость в системе координат х , у ,  С, обусловленная  
наклоном подстилающ ей поверхности.

Реш ив уравнение П уассона (7), получим как функцию от те;.

Д л я  нахож дения вертикальной скорости w ,  обусловленной неровностью  
местности, используем  уравнение

=  0 (8)

с  граничными условиями

W (0) =  О

^ ( ^ )  =  - 0 , 6 ^ - f  {ф . Я ,
(9)

гд е  rj — профиль гор в системе координат х , у ,  tl; — геометрическая  
высота гор в сотнях метров. Отметим, что в ф орм уле (9) ниж нее гранич­
н ое условие задано именно на том уровне, где  действительно возникает 
вертикальная скорость, а не относится к уровню  моря, как это делается  
в р я д е работ других авторов.

7  З ак аз  № 904 Q7'
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П опутно отметим, что в работе [9J излагается другая схема учета н е ­
ровностей земной поверхности — способ разлож ения по малому параметру^' 
предлож енны й М. Е. Ш вецом.

М ножитель 0 ,6 , входящ ий в правую часть формулы (9), учитывает 
влияние тур булентного трения на скорость ветра [14J.

Р еш ен и е уравнения (8) с граничными условиями (9), полученное м ето­
дом  полупрямых, имеет следую щ ий вид:

гд е

Wo =  а? ' +  К

Я  =  -  0,271 0,б04йС'-®

0.604-riJ’̂ Ŵo C%) Ы

(10)

а  —

0,271-,) д̂а®о (-Оо) +  ■'1,Г  (•'].)
0,271- t̂'“  ■'10''° +0.604-^2-30 .̂ 4,09 •

Индексы О и 1 как при щ  так и при yj имеют тот ж е смысл что и ранее. 
О бращ ается внимание на то, что в ф орм уле (10) коэффициенты а  и Ь

зависят не только от склонов рельефа местности (w ), но такж е и от про­
филя гор ('Tj).

Реш ив уравнение (7) методом сеток, получим

^ ______ о _  1Я
~  dQ  d t ; (И )

d wгде определяется формулой (10).

С точки зрения применения графоаналитического метода полученны е  
результаты  оказываются слишком громоздкими, поэтом у их н еобходим о  
упростить. С этой целью примем, что для равнины =  % =  1, а для М он­
голии и прил-егающих к ней районов %  =  =  0,85, для Тибета ^o =  '̂ i =  0 ,5 .

Заменяя производные конечными разностями, согласно рекомендациям  
Ю дина 118], сведем  полученны е реш ения к двухслойной расчетной схем е  
ATg.,,, — АТ;оп применительно к графоаналитическому способу.

В табл. 7 приведены элементы  расчетных формул для М онгольского  
плато и прилегающ их к нему районов (■»] =  0,85).

Т а б л и ц а  7

В е д у щ и е  п о то к и
П е р е н о си м ы е

в е л и ч и н у С к о р о с т ь  п е р е н о с а
Р е з у л ь т а т  п е р е н о с а  

за  с у т к и

Ф (0,5)
6

. о т а 0.55 Si

^ 1 ^ Ф (0 ,8 5 )-Ь У  +
9 5 0

-ь О.бОЯг
6

Ф (0,85) 0,67 Vr

i V , ( 0 , 5 ,  +  y
9 5 0

Ф (0.5) 1,82 Fr ®Н1

V r— скорость геостроф ического ветра.
6

Символ 2  означает сум м у в ш ести окруж аю щ их точках, расстояние
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которы х от данной точки равно 950 км (эти точки расположены  на втором  
круге). Согласно исследованию  Ю дина, данная сумма имеет минимальную  
суточную  изменчивость.

Входящ ая во второй ведущ ий поток величина 0 ,60//^  учитывает наклон 
местности.

С уточное изменение геопотенцйала на поверхностях AT^go и АТбоо дается  
соответственно по следую щ им формулам:

6 6 
8Ф (0,85) =  -  0 ,64  { \ \  -  0 ,06 S  8, +  0,46 W  2  +

550

+  0 .19(5„,)з +  0 .08 2 8
550

111

550

+  0 ,4 5 (8 „ ,), +  0 ,10  2 s . „
550

6
8Ф (0 ,5) =  0 ,104 (8,)о +  0,007 0,175 (S,,)^ +  0 ,064  2  §„ +

550

(12)

В целях выяснения роли М онгольского вы сокогорного плато в изм ене­
нии поля давления были выведены для этих ж е районов расчетные ф ор­
мулы б е з  учета этого плато (т. е . полож ено т] =  1 и местность считается  
абсолю тно плоской).

6
8Ф (0,85) =  -  0 ,28  -  0 ,06 2 8 ,  +  0 ,4  (8„)„ +

550
б 6 

+  0 , l S 8 „  +  0,2(8,„)o +  0 ,0 7 2 S ,III
550 550

6
8Ф (a 5 ) , =  0 ,lL (8 ,)o  +  0,01 2  8, +  0 ,18 (S,,)^ +

б 6 
+  0 ,О б 2 § п  +  0 ,4 (8 „ )о  +  0 , 1 2 8 ,

550 550
III

(13)

В этих ф орм улах суточны е приращения геопотенцйала 8j, 8jj, 8jj, п о л у ­
чаются из элем ентов, приведенны х в табл. 8.

Т  а б л и ц а  8

Ведущие потоки Переносимые 
1 величины Скорость переноса Результат переноса 

за сутки

Ф (0,5)
б

(-4̂ 500 
11000 0,68Уг

Ф (0,85) 1,23 Кг '

ЭГО
6

А ^ Ф ( 0 ,5 )  +  / Ф (0,5) 1,33 К
950

Статистические данные показали, что над Восточной А зией уровень в е ­
д у щ его  потока находится примерно м еж д у  поверхностями ATjoo и АТдоо [15].

100



Как в ф орм уле (12) [табл. 7 ], так и в ф орм уле (13) [табл. 8] в качестве 
первого ведущ его  потока мы брали изогипсы ATjoo. а не АТ7оо- Б олее того, 
в бю ллетени китайских синоптических карт такж е входят карты АТ^оо, 
OTfggo, а не АТ^^о, OTf“ . П оэтом у выбор карт ATgog и OTf™o удобен  и 
для практических расчетов.

§ 4. Опыт применения расчетных схем к условиям Восточной Азии

Д ля характеристики рельефа использована осредненная гипсометриче­
ская карта зем ного шара [19]. В качестве интервала осреднения здесь  
принято 5° широты и долготы , что примерно соответствует ш агу в рас­
четной схем е.

По району М онгольского плато и' прилегающим к нему районам для  
10 дней были выполнены опытные прогнозы по разработанной двухслойной  
сх ем е  ATssn — ATjoo. Каждый такой прогноз давался дважды: первый раз 
с учетом  влияния высокогорных плато, т. е. расчет проводился по ф ор м у­
лам (12) и табл. 7; второй раз прогноз давался по расчетным формулам
(13) и табл. 8, т. е. так ж е, если бы М онгольского плато не было вовсе.

Таким образом , проведено всего 40 расчетов. Они были сделаны ст у ­
дентами ЛГМ И С. И. А ндреевы м, В. Е. Голубевы м, В. С. Д удк ой  и
Н. А. Контонистовой с участием автора настоящ ей статьи.

Результаты  проведенны х»расчетов представлены в табл. 9. В этой таб­
лице в третьей графе цифра I означает оправдываемость при допустим ой  
ош ибке в 4  дкм, П — оправдываемость по интегральной кривой, III — отно­
сительную  ош ибку. В четвертой и ш естой графах приведены полученны е 
результаты  с учетом высокогорных плато, а в пятой и седьмой,—  б ез  учета.

На основе 40 расчетов м ож но сделать заклю чение, что учет высоко­
горных плато по нашей схем е заметно улучш ает результаты.

В среднем  по 20 прогнозам (для д в у х  уровней) оправдываемость при 
допустим ой ош ибке в 4 дкм составляет 74%  с учетом высокогорных плато, 
а б ез  учета — только 66°/с; оправдываемость по интегральной криврй в обоих  
случаях соответственно составляет 67 и бО"/о. Таким образом , ь|южно за ­
ключить, что повыш ение оправдываемости при учете высокогорных плато 
составляет около 10®/,,. Что ж е касается относительной ош ибки, то в с р е д ­
нем по 20 прогнозам она уменьш ается на 23“/о- при уч ете высокогорных 
плато (с учетом  плато 75%  и б ез  учета 98% ). Тем самым подтверж дена  
правильность наш его подхода к реш ению  поставленной задачи по уч ету  
высокогорных плато при численном прогнозе поля давления.

В то ж е  время сл ед у ет  отметить, что в отдельны х случаях учет высо­
когорны х плато незначительно улучш ает или д а ж е  несколько ухудш ает  
результаты . Эти исключения не опровергают общ ую  правильность приня­
той нами расчетной схемы . Д ел о  в том, что в нашей схем е имеется ряд 
ограничений, например квазигеострофичность, адиабатичность, отсутствие 
фронтов и т. д . , В озм ож но, что в некоторых отдельны х случаях вклад 
высокогорных плато в изм енение поля давления в какой-то степени сл у ­
чайно компенсируется отклонением реальных процессов от принятых у сл о ­
вий. О днако учет этих отклонений вы ходит за рамки данной статьи. 
Впрочем, отдельны е случаи ухудш ен и я , им евш ие-м есто при расчете, были 
очень незначительны и не могли повлиять на общ ее улучш ение результатов  
расчета по предлож енной схем е.

У лучш ение результатов, получаемы х благодаря уч ету  влияния высоко­
горных плато для ATjoo, такое ж е , какое имеет место и для ATsso • Это 
говорит о важности учета влияния общ его повышения подстилающ ей п о­
верхности в горных районах. При этом общ ее повыш ение подстилающ ей  
поверхности влияет на изменения поля давления на разных уровнях атм о­
сферы  примерно одинаково, в то время как наклон подстилающ ей поверх-
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Т а б л и ц а  9

Н о м е р  • 
п р о гн о з а

А Т „

3

4

5

9

10

10-11/1 

22-23/1

28-29/1 

26-27/111 

20-21/VI 

'28-29/VI

2 9-30 /VI 

22-23/IX

5-6/XII

6-7/ХИ  

Среднее . .

92
70 
77
25
62
71

100
61
70
7.5
59
75
66
74

ИЗ
66
74

128
92
80
90
70
68
54
73
50

115
71 
84 
61
73,0
66.4
85.4

25
38
93
75
82
86

100
48

107
58
50
87
25
54

205
83
82

104
100
72

157
42
58
67
71
50

121
50
67
96
62.9 
60,1

111.9

58
68
79
67
67
42

100
78
56
67 
66 
62
66
74 
76
66
76
92
83
68
80
75 
63 
61
58
56
.78
100
68
24
74.0 
68,4
65.0

42
57 

100
83
71 
91

100
67 
87
58 
57
72
50
:60
116
75 
80
76
83
68 
86
33
46
86
58.
52
82

100
40
40
168,2
59,8
83,6

НОСТИ заметно влияет только на изобарические поверхности нижней тр опо­
сферы .

С ледует попутно отметить, что общ ее повышение подстилающ ей п оверх­
ности является постоянно действую щ им фактором независимо от о со б ен ­
ностей синоптических ситуаций, тогда как влияние наклона подстилающ ей  
поверхности  сущ ественно сказывается лишь при определенны х синоптиче­
ских полож ениях. Это влияние заметно только тогда, когда направление 
воздуш ного потока перпендикулярно изогипсам гипсометрической карты.

Чтобы дать количественное представление о зависимости результатов  
прогноза от свойств барических образований и стадий их развития, в табл. 10 
приведена средняя алгебраическая ошибка (САО), средн ее фактическое  
алгебраическое изменение (СФАИ) и ср ед н ее  фактическое изменение по 
м одулю  (СФ ИМ ) для каж дого случая, рассчитанного с учетом  вы сокогор­
ного плато. В этой ж е таблице такж е указан для каж дого случая характер  
синоптической ситуации (ХСС). Антициклонический случай обозначен че­
р ез  А, циклонический случай — через Ц.

Из данных табл. 10 видно, что для случаев углубляю щ ихся циклонов  
или ослабеваю щ их антициклонов средняя алгебраическая ошибка п ол ож и ­
тельна, т. е. прогностическое значение завышено. . :
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' Т а б л и ц а  10

№
с л у ч а я

Х С С

АТ,850

С А О С Ф А И С Ф И М

■ АТ,600

С А О С Ф А И  . С Ф И М

1
2
3
4
5
6
7
8 
9

10

А
А
ц
А
А
Ц
ц
А
Ц
Ц

-1 ,2
5,0

— 0,4
3.7 

- 3 , 1
2.8 
1.5

- 3 . 9
-0 ,8
-0 ,8

-0,8
-8,2
2,0

-4 ,2
2,7

-2,0
-0 ,7

7,6
1.4
3,0

2.5 
8,2
2.5
5.1
3.2
2.7
1.8
7.6 
4 ,4
3.7

- 3 , 9
2 .4  

-0 .8
3.4 

-1 ,6
3,0

—0,2
— 3,2

2.5 
-0 ,8

3,8
-6.8

1,2
-2,8
■2,9
-2,0
-0 ,7

5,2
5,5
0,3

4.8
7.4
1.9
7.7
4.7
3.5
2.9
5.8 
6.2 
6,0

Д ля случаев заполняю щ ихся циклонов или усиливающ ихся антициклонов 
средняя алгебраическая ошибка отрицательна, т. е . прогностическое зн а­
чение заниж ено.

В случае углубляю щ ихся циклонов или усиливающ ихся антициклонов 
учет приземного трения, которое не было введено в наши расчеты, буд ет  
•еще больш е ухудш ать результаты расчета, так как в случаях циклонов  
приземное трение содействует росту давления, а в случаях антициклонов —  
падению давления [5].

П оскольку приземное трение тесно связано с диссипацией кинетической  
энергии, то это наводит нас на мысль, что углубляю щ иеся циклоны и у си ­
ливающ иеся антициклоны связаны с механизмом увеличения кинетической  
энергии атмосферы . Это увеличение настолько значительно, что полностью  
погаш ает диссипационный эфф ект приземного трения. Отметим, что с х о д ­
ные результаты получены  и для прогнозов над Европой [7].

Таким образом , в нашей работе дается ответ на вопрос о м еханизм е  
увеличения кинетической энергии атмосферы . Р я д  авторов [10] при рас­
смотрении данного важ ного вопроса не учитывают стадий развития бари­
ческих образований, и поэтом у они не м огут прийти к правильному вы воду.

При выполнении настоящ ей работы ценны е замечания сделаны А. С. Д у ­
бовым, М. Е. Ш вецом и М. И. Ю диным, которым автор выражает благо­
дарность.

РЕЗЮ М Е

И злагается способ учета высокогорных плато при численном прогнозе  
поля давления. Задача реш ена м етодом  полупрямы х. П рогноз дается на 
д в у х  уровнях (850 и 500 мб) графоаналитическим м етодом . Выведенные 
расчетные формулы  применялись к географическим условиям Восточной  
А зии . Выполнено. 40 опытных прогнозов.

В статье приведены результаты этих прогнозов,<и выполнен их анализ.
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д у  СИН-ЮАНЬ

К ВОПРОСУ о ГИДРОДИНАМИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ ФРОНТАЛЬНОГО
ЦИКЛОГЕНЕЗА

Открытие сущ ествования в природе фронтальных поверхностей сыгралО' 
больш ую  роль в анализе и прогнозе погоды. Одним из основных синопти­
ческих объектов, ш ироко изучаю щ ихся в современны х исследованиях,, 
являются фронтальные циклоны.

К лассические работы советской школы волновой теории тридцатых: 
годов [1], [3], [4] имеют фундаментальное значение. Полученный критерий 
потери устойчивости фронтальной волны положил основу изучению  цикло- 
нообразования.

Однако к реш ению  этого важ нейш его вопроса ещ е не привлечены  
новейш ие результаты  гидродинамической теории, в частности, полученны е  
с помощ ью уравнения вихря скорости. В этом направлении появилось лиш ь  
несколько работ [2], [6], [7[.

При использовании геостроф ического соотнош ения ветра в работе 
В. П. Садокова [2] получилось, что на поверхности фронта вертикальная 
скорость непрерывна.

И звестно, что на фронте горизонтальные составляющ ие скорости п ре­
терпеваю т разрыв. С ледовательно, вообщ е говоря, долж на быть прерывной  
и вертикальная скорость, однозначно связанная с горизонтальными состав­
ляющ ими скорости уравнением неразрывности. В своем практическом опыте 
синоптики такж е хорош о различают типы фронтов — анафронты и ката­
фронты — по знаку разрыва вертикальной скорости. Разрыв вертикальной  
скорости на поверхности фронта, по-видим ом у, не только действительно- 
сущ еств ует , но, как это показано в работе [6], и имеет больш ое значение  
При циклогенезе.

П оэтом у крайне ж елательно учесть это важ нейш ее свойство фронтальной  
поверхности — разрыв вертикальной скорости — при численном прогнозе как: 
барического поля, так и особенно фронтального циклогенеза. Такая задача  
и поставлена в настоящ ей статье.

О днако при этом возникает больш ая трудность, связанная с н ео б х о д и ­
мостью  предвычисления отклонения ветра от геостроф ического у  п ов ер х­
ности фронта. О казалось, что эту  трудность м ожно преодолеть обходны м  
путем . И спользование статистических соотнош ений позволяет нам и збеж ать  
прямого вычисления отклонения ветра от геостроф ического. Такой сп особ  
учета разрыва вертикальной скорости на поверхности фронта подсказан  
М. И. Юдиным и будет  использован в данной работе при задании гранич­
ных условий.

Чтобы выяснить характер реш ения, рассмотрим случай одной ф рон­
тальной поверхности. Н азовем е е  5 .

В ведем  безразм ерную  вертикальную координату С =  выражаемую от-
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;ношением значения давления к стандартному давлению на уровне моря. 
П усть уравнение фронтальной поверхности 5  в координатах х ,  у ,  С в м о­
м ент t  имеет вид

С =  С о (х ,з /, ^ ). (1)

где наличие зависимости от времени  ̂ означает, что эта поверхность; п ер е­
мещ ается и деф орм ируется со временем.

Б удем  обозначать индексами 1 и II все элехменты, отвечаю щ ие соотв ет­
ственно холодной и теплой массам. Введем некоторы е обозначения. П усть

[ /]  =  / '  (^. У, Со, О -  f  {X, у ,  Со, t ) , (2)
. гд е  f  {х,  у .  Со, t) — значение, которое получает /  в точке М  (х ,  у ,  Со) п овер х­

ности S,  если прийти к этой точке, оставаясь в ср еде I; соответственно  
/ “ (л, у ,  Со, t )  отвечает приближению' к точке М  со стороны среды  II. 

Уравнение притока тепла запиш ется так: „

+  =  (3)

где^ С“--

дШ
, ^-Т  (7а -  7)

g
di:
dt

дФ
дг

sRT
^с„Р (4)

Скобки типа [т, п] обозначаю т якобиан на горизонтальной плоскости, 
Ф —  геопотенциал, /  — параметр Кориолиса, /^ —  газовая постоянная, е — 
плотность тепловой мощ ности притока энергии, — теплоемкость воздуха  
при постоянном давлении, Т  — температура в оздуха, Та адиабатический  
градиент температуры , .7 — вертикальный градиент тем пературы ,, S '— у с к о ­
рение силы тяжести.

Уравнение вихря скорости имеет вид

(5)
где

Ф, ДФ} + р дх (6)

Символ Д обозначает лапласиан на горизонтальной плоскости,
о dl

С л едует  отметить, что все эти уравнения долж ны  быть написаны 
дваж ды  — отдельно для каж дой воздуш ной массы, разделенной фронталь­
ной, поверхностью .

В качестве одного граничного условия на поверхности фронта принято 
усл ови е непрерывности геопотенциальной тенденции, т. е.

dt ;0 при С =  Со- (7)

Это условие в точности, вообщ е говоря, не выполняется, т. е. локаль­
ная тенденция на фронтальной поверхности разрывна. Но по сравнению  
■с величиной самой геопотенциальной тенденции значение е е  разрыва очень  
мало. П р ен ебр еж ен ие этим разрывом при нахож дении геопотенциальной  
тенденции вызывает погреш ность лишь порядка сотых, что вполне допустим о.

В торое граничное условие м ож но получить, привлекая уравнение (3). 
Н апиш ем это уравнение на поверхности фронта

[т] =  [Л, ]  ( 8 )п .

оШ
прй С =  Со.
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Мы считаем, что можно принять для обеи х  масс одно и то ж е, 
а именно некоторое ср едн ее значение.

М еж д у  отдельными слагаемыми, входящ ими в уравнение (8), сущ ествует  
определенная корреляционно-статистическая связь, которая и м ож ет быть 
использована при задании второго граничного • условия. В торое слагаемое  
слева им еет знак, обратный знаку остальных слагаемых, т. е.

и (-2

* дЩ
дЩ ■
д ш

=  ж И х ]  (9)

=  -  [^] , (9а)

гд е  k ‘̂ и _  положительны е числа, причем

1
k\ •

Напомним, что Лт —  отток тепла (включая сюда и горизонтальную  
адвекцию  холода) и что

— ( приближенно) ,  (11)

г д е  W — вертикальная скорость.
Итак, условие (9) означает, что изм енение температуры  в сторону  

понижения пропорционально оттоку тепла. Условие (9а) означает, что 
в о сх о д я щ ее  (н исходящ ее) движ ение сопровож дается пониж ением (повы ­
ш ением ) температуры . Указанное справедливо в подавляющ ем больщ инстве 
случаев , т. е . условия (9) и (9а) довольно хорош о улавливают процессы, 
действительно происходящ ие в атм осф ере, в частности, на фронтальной 
поверхности.

Б удем  считать поверхность фронта квазигоризонтальной. И наче говоря, 
б удем  вести расчеты на достаточном удалении от места пересечения ф рон­
тальной поверхности с поверхностью  земли. Это значит, что будем  запи­
сывать краевые условия (7), (9) не вдоль наклонной поверхности (1),
а  при постоянном, не зависящ ем от х  vl у ,  значении С; обозначим его

С =  (1а)

причем Со — постоянное число в отличие от , определенного по урав­
нению (1 ).

В ведем  безразмерны е горизонтальные координаты
I I л А= у̂ = -у, Д1 =-^Д.

Определим геопотенциальную  тенденцию , обусловленную  наличием  
фронтальной поверхности. Исключив вертикальную скорость из уравне­
ний (3) и (5), получим, прогностические уравнения для барического поля. 
Затем  из них выделим систем у однородны х уравнений:

дШ /  +  dt

=  0 

=  0
(12)

Согласно теории линейных дифференциальны х уравнений система (12) 
при граничных условиях (7) и (9) на поверхности фронта, а такж е при 
условиях:
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дФ̂  п г 1- g r = 0  п р и С = 1

дФ,ч
dt ограничено при С =  0

(1 3 )

характеризует влияние фронтальной поверхности на изменение поля дав­
ления. .

Р еш ени е это, полученное методом Ф урье, имеет следуюш,ий вид;

_  да" _  R 1 /  Со 
ot ~  dt ~  4Ttfe2 у  г

где г1 =  -  х^у  +  (у[ -  у

а  -  In  ■

ССо
а (а , r J  [А,] d x \ d y [ , (14)

а  — In  —

I

Функция О (а , Гд) положительна, симметрична относительно центральной  
точки, для которой дается прогноз, и быстро убы вает с увеличением а б со ­
лютной величины своих аргументов. Верхний предел a  =  l n —7-  всегда

ССо
больш е, чем нижний предел а  =  1 п -^ . Таким образом , в правой части.

Со ■ ■ ' '
этих ф орм ул разрыв оттока тепла [Л^] имеет отрицательный множитель. 
Следовательно,, с учетом  соотнош ений (9) и (10) можно сделать вывод,, 
что в случае увеличения контраста температур на фронтальной поверхности  
во всем простр1анстве им еет место падение давления, причем падение сильнО' 
ослабляется с  удалением  от фронта. Это неравномерное падение давления  
способствует циклогенезу. Геометрическим изображ ением  значений функции <з 
на горизонтальной плоскости являются концентрические окруж ности, центр, 
которых леж ит в прогнозируем ой точке, а геометрическая фигура ф унк ­
ции (Л^) совпадает по ф орме с фронтом, т. е. с уравнением (1). С очетание  
этих д в у х  функций дает квазиэллиптическую ф игуру, главная ось которой  
совпадает с фронтом. Именно такую  ф орм у обычно и имеют изобары, 
у фронтов на синоптических картах. ,

В случае уменьш ения контраста температуры на фронтальной п оверх­
ности имеет место обратная картина.

Этот вывод такж е получится при прямом предвычислении индивидуаль­
ного изменения вихря скорости.

П р еж де чем выяснить прямую связь м еж д у  фронтами и циклогенезом, 
(индивидуальным изменением вихря скорости) удобн о вычислить вертикаль­
ную скорость, обусловленную  наличием фронтальной поверхности.

Б удем  искать величину х, однозначно связанную  с вертикальной ско­
ростью соотнош ением  (И ) . Граничные условия на поверхности фронта  
примут вид;

J l

_  [ А  1

(1
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М ож но выделить систем у однородны х уравнений:

v = o

+  Ai^“ =  0
(1 6 )

которая при граничных условиях

=  О при С =  1
т;11 =  о при с =  о (17)

~и условиях на поверхности фронта (15) характеризует фронтальный эффект. 
Р еш ени е е е  следуюш ,ее:

4it

дг sss In ----

а = In —

а — In —

/? (1 -  k̂ )

a = ln

ZZo
2т: c 4 i t) %)

do
da [Л т 1  d x \ d y \

a “ In

(18)

П ерепиш ем уравнение (5) в виде, удобн ом  для вычисления_ индивиду­
ального изменения вихря •

d
dt ( 1 9 )

Ф ормулы (18) и (19) позволяют нам предсказать на лю бой и зобариче­
ск ой  поверхности индивидуальное изм енение вихря скорости, т. е. цикло­
г ен ез , обусловленны й фронтальной поверхностью .

Если проинтегрировать уравнение (19) по С от О д о  1 с учетом условий  
(17 ) и (15), то получим ср ед н ее  изм енение вихря во всей атмосферной  
тол щ е, обусловленное фронтом,

/ "-Idt (20)

Л егко проверить, что как из ф орм ул (18) и (19), так н и з  формулы (20) 
вы текает тот ж е  самый вывод относительно влияния скачка температур па 
п р о ц есс  циклогенеза, который получился при анализе формулы (14). Таким 
образом , мы пришли к соверш енно определенном у выводу: увеличение  
(ум ен ьш ен и е) скачка тем ператур на поверхности фронта способствует  
ц и к л оген езу  (ц ик лоли зу). Причем этот вывод независим от стадий развития 
фронтальны х волн.
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Ещ е примерно тридцать лет тому назад советская школа волновой; 
теории во главе с Н. Е. Кочиным получила критерий, согласно котором у  
увеличение (ум еньш ение) скачка температур на фронтальной поверхности  
способствует уменьш ению  (увеличению ) устойчивости фронтальных волн. 
Д а л ее  была принята гипотеза, что потеря устойчивости приведет к обра­
зованию циклонов. Так волновая теория и объясняет процесс начальной  
стадии циклогенеза.

Нам представляется, что с учетом результатов, полученных в данной  
статье, теорию  Кочина можно связать с гидродинамической теорией и зм е­
нений давления и дальнейш им углублением  циклонов.

П опутно отметим, что концепция норвежской школы волновой теории,, 
которая прямо противоположна работе Кочина [5], в данной статье не нашла 
подтверж дения. . ■

П олученны е здесь  результаты относительно влияния скачка температур- 
подтверж даю тся синоптическим опытом.

Например, когда зимой холодная воздуш ная масса -из Сибири подви­
гается к ю гу, никакой циклон не возникает над территорией Северного* 
Китая, где контраст температур недостаточен. Фронт быстро доходи т до  
районов Ю жного Китая, и там часто имеет место фронтальный циклогенез, 
поскольку, в то время как наверху появляется бол ее теплый тропический  
в о зд у х , холодный воздух  внизу не успел трансформироваться.

П риведем ещ е пример. В районе Янцзыцзян (Ю жный Китай) появление- 
зоны осадков у фронтов часто предш ествует появлению замкнутых изобар. 
П оявление осадков благоприятствует увеличению  контраста температур, 
так как в этом случае в теплой массе имеет место конденсация, а в х о ­
лодной — испарение.

Упомянутые факты хорош о известны синоптикам Китайской Народной: 
Республики. ,

Трудной задачей при этом является лишь определение разрыва значе­
ний [Лт] и [Л д]. П редлож ен  следую щ ий способ.

В пространстве по лю бой линии, пересекаю щ ей фронтальную п ов ер х­
ность, в обеи х  воздуш ны х массах вдали от фронта в ряде точек вычислим 
Лт и Л д . На основании плавного изменения м етеоэлем ентов в одной и той  
ж е воздуш ной массе построим две кривые (для- каждой массы отдельно). 
Д а л ее  экстраполируем каж дую  крЪ(вую до  фронтальной поверхности. 
О тсюда и определим значения [Л^] и [Л^].

Н еобходи м о провести больш ую  статистическую обработку, чтобы найти 
критическую величину [Л^] и [Лц], при которой возникает или углубляется, 
фронтальный циклон. Полученный таким образом критерий м ож ет быть 
использован при предсказании циклогенеза.

Значения ж е k'̂  или k\  такж е могут быть определены  статистическим  
путем., . •

РЕЗЮ М Е

И злагается приближенный способ учета разрыва вертикальной скорости  
на фронтальной поверхности при прогнозе изменения давления й цикло­
генеза. В качестве исходны х уравнений взяты уравнения вихря и уравне­
ние притока тепла.

Показано, что увеличение (ум еньш ение) контраста температур | на ф рон­
тальной поверхности способствует циклогенезу (циклолизу).
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л . p. АРРАГО

О ВЕРТИКАЛЬНЫХ ТОКАХ В АТМОСФЕРЕ НАД ТЕРМИЧЕСКИ 
НЕОДНОРОДНОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ

Известно^ что отдельны е участки подстилающ ей поверхности по различ­
ным причинам нагреваются в разной степени. Эта неоднородность в нагре­
вании обусловливает появление в воздуш ны х массах архимедовы х сил, 
которы е вызывают конвективные движ ения.

И сследованию  свободно конвективных движ ений посвящ ено больш ое  
количество работ.

Конвективные движения в дви ж ущ и хся воздуш ны х массах изучены  
много меньш е, хотя в природе они встречаются значительно чаще. П оэтом у  
мх изучение представляет практический интерес.

В настоящ ее время сущ ествует очень мало, достаточно надежны х м ето­
дов  измерения упорядоченны х вертикальных скоростей. Н аиболее распро­
странен м етод уравновеш енны х ш аров-пилотов, разработанный П. А. В орон­
цовым [3].

С ущ ествую щ ие расчетные методы [4] пригодны только для больш их  
масш табов по горизонтали и по высоте. С ледовательно, для изучения и 
'Определения вертикальных скоростей , наблюдаю щ ихся над небольшими  
территориями, приобретают значение работы, позволяющ ие рассчитать 
вертикальные скорости на основании ф ормул, полученны х из теории. К таким 
работам относятся работы А . С. Монина и А. А. Дородницы на, выполнен­
ные в 1949 г.

Монин приближ енно решил систем у уравнений стационарного движ ения  
в пограничном слое, образую щ ем ся вследствие нагретости подстилающ ей  
поверхности, без учета сил Кориолиса.

В работе получен вывод о том, что искажения набегаю щ его потока 
вблизи от нагретого берега д о  расстояний порядка 10® м могут быть д о ­
вольно значительны.

Вертикальные скорости, образую щ иеся, при этом в сл ое до  100 м, ока­
зываются порядка дол ей  см /сек . и д а ж е  см /сек.

В работе Д ородницы на интегрируется система уравнений возмущ енного  
движ ения, обусловленного неравномерностью нагревания подстилающ ей  
поверхности.

М етод, примененный Дородницы ны м, дает возмож ность найти прибли­
ж ен н ое реш ение системы в виде рядов, которым м ож но пользоваться для  
лю бого закона изменения скорости основного потока с высотой, при у сл о ­
вии, что' функция, описывающая изм енение скорости, м ож ет быть разлож ена  
в р яд  определенного вида. ■

В примере, разобранном Дородницы ны м, ветер в основном движ ении' 
задается  моделью  Экмана.

В статье даю тся таблицы вспомогательных функций, необходим ы х для  
определения температуры , горизонтальных и вертикальных скоростей при 
этом профиле ветра в основном движении.
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приведенны х таблиц достаточно, чтобы вычислить несколько членов  
ряда для температуры  и найти таким образом  ее  величину и распределение.

Таблица вспомогательной функции для нахож дения вертикальной ск о ­
рости дает  только первый .член разлож ения для та», на основании которого  
тр удн о  судить о величине и распределении вертикальных скоростей.

В настоящ ей работе рассматривается задача, сформулированная Д о р о д ­
ницыным, с некоторыми упрощ ениями. Эти упрощ ения позволяют получить  
б о л е е  обозрим ы е результаты и сделать качественные и количественные 
выводы о вертикальных скоростях, возникающ их над неоднородно нагре­
той  поверхностью . '

Остановимся кратко на постановке задачи. Реш ается система стационар­
ного конвективного движ ения. Рассматривается плоская задача.

П оскольку из работы Дородницы на сл едует , что влияние сил Кориолиса  
дл я  данной задачи оказывается сущ ественным только на больших: расстоя­
ниях, а само явление носит характер краевого эффекта, то силу Кориолиса 
учитывать не будем .

Дородницы ны м получена линеаризированная система уравнений для  
возм ущ енного движ ения. Выпишем эту систем у, учитывая упрощ ения, 
о  которых было сказано выше. К роме этого, предполож им , что ветер  
в основном движ ении изменяется с высотой по линейному закону

\ U = c z .  (1 )

Такое п редполож ение оправдано тем, что толщина пограничного слоя, 
образую щ егося  над неоднородно нагретой поверхностью , невелика (см. 
рис. 4 ).

Тогда
ди' , д С , ,  , дЧ'

(а)

ди'
дх + ^ + ~ ^ ; = о  (ь)

дх'
C Z - ^ - ^ W

Ро dz
' дт

dz +  Та
дЧ'
dz '̂ (с)

(2)

В ф орм улах (2) все обозначения общ еприняты е.
Д л я  удобства интегрирования системы (2) введем  новые безразм ерны е  

функции и переменны е по формулам

W' т'=  И , ----- ---  W ,
’ Щ ’ То ’

Щ  = (а),

г  =
3,

(Ь ), Г с (С ) ,

(3)

(4)

где Гд, /  и ife — характерные горизонтальная и вертикальная ск о ­
рости, температура, масштаб по горизонтали и по вертикали соответственно. 

П ерепиш ем  теперь систему (2) в безразм ерном  виде:

Он , Г J , д‘̂ и

’i
йи I дге» , ^“Г +  n w  =  Q
<?6 dri

дт:
df^

гд е  т W. п  параметры

(Та — 7)т  = (6),

(a)

(b )

(c)

Ро а<\

(5)

8  З ак а з  W” 904

(7)
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•ч— 2

П роизведем  оценку этих параметров, пользуясь следую щ ими исходными  
данными:

‘̂  =  0 , 2 ^ ,  v =  5 ^ ,  7о =  2 0 ° .

Тогда
от =  9 - 1 0 ~ \  п = 1 0 ~ ^ - 1 0 '

Таким образом , параметр п  мал.; Параметр т  такж е мал, но при оп ре­
деленны х значениях с м ож ет возрасти. Мы, однако, воспользуем ся малостью  
п и ш и  будем  решать систему (5), подобно Д ородницы ну, не учитывая 
члены, содерж ащ ие эти параметры.

Г р а н и ч н ы е у с л р в и я
В качестве граничных условий для реш ения задачи ставятся следую щ ие  

условия:

1г-0 =  0

И'' U o  =  0

' U . = 0  (а) 

' U „  =  0 (b)

(с)
(8)

Н едостаю щ ие для реш ения системы (2) граничные условия б у д у т  
выбраны п оздн ее, после п ер ех о д а  в системе (5) к одном у независимому  
перем енном у.

И н т е г р и р о в а н и е с и с т е м ы
Введем  вместо tj и I новую  переменную  по ф орм уле

(9)У =  - з - ^

и вместо и, W , 1 — новы е функции

N { y )  =  « ( ? ,  Vi) (а)

M ( y )  =  w  (?, Tj) I (b) 
f ( y ) = ' ^ ( l ' 4 )  (c)

Тогда система (5) преобразуется следую щ им  образом , если пренебречь  
членами, содерж ащ ими малые параметры:

(10)

3/V" +  у W ' — ЗЖ  =  j  f ' y d y  (а)
У

-  л/' +  Af' =  о (Ь)

- у Г - ^ Г  (с)

(11)

З десь  штрихи означают производные по у .
Граничные условия для безразмерны х величин в новой переменной у  

оказываются следующ ими:

(12)

Граничное условие (8а) для и' на бесконечности зам енено его сл ед ­

N у=0— 0 у М , = .  =  0 (а)

/ / =  0 (Ь)

М . ^ 0  =  0 (с)

ствием
ди'
дх =  0, которое и дает  нам второе условие (12а). Такой вид

-  со '

граничного условия, как б у д ет  видно дальш е, для реш ения задачи бол ее  
удобен .
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Уравнение (11с) интегрируется элементарно

/ = 1 -
9 ’ 3

(1 3 )

В ф орм уле (13) , =  J е  ̂ d y  —  неполная гамма-функция, для
о

которой имею тся таблицы [5].
Найдем / '  из (13) и подставим в (П а ). Тогда получим уравнение

N"  +  4 n ' - M  =  -

со

1 . y d y

■3 , / 1
3 \ /

(14)

П родиф ф еренцируем  это уравнение и используем  уравнение (И с ). 
Тогда

N ' " +  ^ N " + ^ N ' == ‘
зг

( i )

у е (15)

Таким образом , система (11) свелась к одном у уравнению (15). Это 
уравнение было получено в работе Дородницы на.

Б удем  решать уравнение (15)  относительно N ' .
О дно граничное условие, н еобходи м ое для нахож дения функции N ' , 

имеется. Это— условие 0 2 а ) . В качестве второго условия используем  условие, 
полученное Дородницыным из уравнения (14), записанного для уровня  
у  =  С. Д ля удобства выпишем оба условия вместе

y N '
у  =  со у-О

Рассмотрим одн ородн ое уравнение

N"' +  +  ^ N '  =  0 .

(16)

(17)

Его реш ение для функции N '  выражается через функции Бесселя  
от мнимого аргумента

N' =  е
у!

77- „ 18 ■ ( у1 )
6 6 

Ч астное реш ение уравнения (17) найдено Дородницыным
_у_!. 

е 97V' =

Таким образом , общ ее реш ение уравнения (17) выражается так:
3,5

1118Л?' =  ) / у е
' 6"' ' “  ‘б 

где Сд и Са — постоянные интегрирования.

c . A ( tS )  +  c .j 18/

(18)

(19)

(20)
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О п р е д е л е н и е  Cj и Cj
Чтобы использовать граничное условие (16а), н еобходим о написать 

.асимптотическое разлож ение функций ( ш )  i (~ш )

j_
г / уЗ \ 6(  ̂ / J /З те \

( ш ~ т )  ’ (2 1 )

1

У ■COS
/ тс

Ш “  6' (22)

Заменив косинусы в разлож ениях (21), (22) ч ер ез экспоненциальные 
функции, получим

J

6 18 6

П одставим (23), (24) в уравнение (20) и умнож им его на у  
1 1

Зг,-2

уз

/т с

(23)

(24)

• (25)

На основании условия (16а) из уравнения (25) найдем

C j --  ---  Сз^ (26)

Чтобы использовать граничное условие (16Ь), продифф еренцируем  вы­
раж ени е (20) для N'.  П осле различных преобразований, которые здесь  
н е приводим, получаем N" ■ .

N"
Т -У-

C j / j
у З

18/ +  C g / ,

C ,J
/ уЗ
18г +  С ,7

/уЗ
2-' 5̂

6 '
18/

- f

у!9
(27)

Так как условие (16Ь) ставится при у =  0 , разложим бесселевы  функции, 
входящ ие в (27), в ряд по малому аргум енту. Тогда выражение дяя N"  
лредставляется в виде

N"  =  -  Cj
6 L  б(36/)'

(36/)2

уЗ

- С
е 1®

2 — 6—  _ 1
(36/) 6

/ К )  ■■(4 '
у6

(36/)2

' ( I )

+  . . .
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if-
18

6i
(36/)

(36/)^

- C ,

_

6/ A  
(?6t)®

L n ^ )

+  ...

(36/)2

^ ( 4 )  ^ ( 4 )

+  . . .

_ у!
у2 g 9

- F  , / n -
’ ( ^ )

(28)

П олож ив y  =  0  в (28) и принимая во внимание условие (1бЬ), найдем
2 1

С , =  А Г ( | )

Подставляя (29) в (26), запишем

с  3,-66 I

= - H i ) i

гд е  А  оп ределено ф ормулой (16Ь),. ^
Напишем выражение для N'., подставив Q  и Са в (20),

Л/' =  ЛГ ,6
2 _  У

/

где

y i '  
1 \  1В 6

1

/ yS 
18

у.
9

‘■ ( П '

(2 9 )

(3 0 )

(3 1 )

(32>

В этой Ф ормуле мы переш ли от мнимого аргумента функций Б есселя  
к вещ ественным функциям 7j и /  j [2].

; 6 ~ т
Д ля ‘ТОГО чтобы найти N  и, следовательно, нуж но проинтегрировать  

уравнёййе (31), что м ож ет быть сделано только приближенными квадра­
турами.

Так как основная цель работы состоит в том, чтобы найти порядок  
величин вертикальной скорости, то вычислением квадратур мы не зани­
мались.

Функцию М ,  а затем и w  можно находить изг уравнения (Ц Ь ), однако  
это такж е связано 'с вычислением квадратур. Поэто11у будем  находить 7W 
из уравнения (14)

m = ^ n " +  4 n ' +  ~^-
I - ydy

а )  ■

(3 3 )

Как видно из этого выражения, для определения М ,  кроме N ' ,  
требуется N".

Ран ее было найдено вы ражение (27) для N".  П р еж де чем воспользо­
ваться им для определения TWi .подставим в него Cj и Сг- . по формулам  
(2 9 ), (3 0 ). Тогда

5 5

( ^ )
6
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+  /
, v2 е ' ^

и»; 6

г д е

(34)

(35)

Подставим (34) и (31) в (33) и учтем выражение (10b), связы ваю щ ее Ж  с w .  
О пуская промеж уточны е выкладки и вычисления, выпишем ф орм улу  

для безразм ерной вертикальной скорости
1

А  _  -у! 
гд е  / ( у )  =  — 0,098у  ̂е

( £  2-  
.9 ’ S3

+  0 ,349 1 -

— неполная Г-функция

' Й  J

(36)

+

(37)

Ф ункция / ( у ) ,  график которой  
представлен на рис. 1, численно сов­
падает с функцией W q, которая п р ед­
ставляет собой первый член р а зл о ж е­
ния для W в работе Дородницы на.

А н а л и з  ф о р м у л ,  п р и м е р ы  
р а с ч е т о в  и а н а л и з  

р е з у л ь т а т о в
Вернемся к первоначальным п ер е­

менным X  к  Z,  подставляя в ф орм у­
лу (9) выражения S и т]. Получим

Б еаразм ерную  вертикальную скорость м ож но представить в виде
1

т

(39)

Характерная вертикальная скорость по формулам (4а) и (4с) выражается  
следую щ им  образом; __

получим размерную  вертикальную скоростиТогда, умнощая (39) на

w '  =  -
С̂

1 / ?

^(у)

X
(4 1 )
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И з анализа формулы (41) сл ед у ет , что вертикальная скорость изменяется  
пропорционально п еоеп аду температуры , причем нагревание подстилающ ей

Рис. 2. I  — с — 0,2 1/сек., v =  5 м2/сек.
2 - с =  0,4 1/сек., V =  5 м2/сек. П  =  20°.
5 — с =  0,2 1/сек., V =  3 м /̂сек.

поверхности ( >  0) сопровож дается образованием восходящ их вертикаль­
ных движ ений. С увеличением расстояния вертикальные скорости убы ­
вают.

Рис. 3. с =  0,2 */сек., v == 5 м*/сек., Т'о =  20°.

Параметр с, характеризую щ ий бы строту возрастания ветра с высотой 
в на:те-каюш.ем в о зд у х е , так ж е оказываез: сущ ественное влияние на верти-
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кальную скорость. О днако зависимость от с  бол ее слож ная, чем от Т'о и х ,  
так как с, кром е знаменателя формулы  (41), входит ещ е в / ( у ) .

То ж е  сам ое м ож но сказать о v. П оэтом у при выяснении влияния с и v- 
на вертикальную скорость ц елесообразно использовать графики.

На рис. 2 и 3 показано изменение вертикальной скорости с расстоянием  
на разных высотах.

Рис. 4. с =  0,2 1/сек., v =  5 м*/сек., 
7-0=20°.

V-McJ'S. <г =  Ь,5''}/сек., v = 5  м?/еек.,
То =  20°.

На графиках видно, что вертика[льная скорость^на лю бой высоте вначале 
сильно растет с расстоянием, а затем убывает.

На рис. 4  и 5 показан профиль вертикальной скорости на различных 
расстояниях от края.

Как видно из графиков, вертикальная скорость на некоторой вы соте  
достигает максимума. Высота достиж ения максимума растёт с увеличением
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расстояния. Это обстоятельство хорош о иллюстрируется рис. 6 и 7, на к о­
торы х и зображ ено поле вертикальных скоростей у  сам ого края и на бол ь ­
ш их расстояниях. Область наибольш их вертикальных скоростей с увел и ­
чением расстояния X  поднимается вверх.

О собенно важным является вопрос об абсолютной величине вертикальных; 
скоростей . Важ ность его  определяется тем, что влияние вертикальных 
скоростей  на процессы  тепло- и влагообмена зависит от их величины и 
распро1е:транен.ия [6], [1].

И з графиков видно, что вертикальные скорости, образую щ иеся и з-за  
неоднородности  в нагревании подстилающ ей поверхности, имеют наиболь­
ш ее значение вблизи линии раздела дв у х  подстилающ их поверхностей. 
На расстоянии примерно д о  500 м от края величина w '  м ож ет  доход и ть  
д о  нескольких см /сек . и больш е (рис. 2).

На расстоянии около 10 км абсолютная величина вертикальных ск ор о­
стей становится на порядок меньш е, а область распространения увеличи­
вается (рис. 3).

Характер распределения скоростей на рис. 2 и 3 одинаков.
Графики на рис. 4  и 5, так ж е как на рис. 2 и 3, отличаются др уг о г  

др уга только абсолютными значениями w '  и масштабом х .
Чтобы выяснить влияние параметров с и v, были проведены  расчеты при.

с  =  0 ,4  , а такж е при v =  3  . В каждом случае все остальные ис­
ходны е данные не менялись. На рис. 2 приведены кривые, показывающ ие 
влияние этих параметров.

Увеличение с  приводит к уменьш ению  вертикальных скоростей. В ели­
чина с связана со стратификацией натекаю щ его в оздуха.

Б ольш ем у с, т. е . б о л ее  бы строму возрастанию ветра с  высотой, со о т­
ветствует, как известно, б о л ее  устойчивая стратификация. С ледовательно, 
в б о л ее  устойчиво стратифицированном в о зд у х е  величина возникающих  
вертикальных токов меньш е. К роме того, от величины с  зависит скорость  
ветра на данном уровне в натекающ ем в о зд у х е . Отсюда сл едует  вывод 
о том, что при больш их скоростях ветра вертикальные скорости такж е  
уменьш аю тся.

Д ействие турбулентной вязкости состоит в следую щ ем .
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Как показывают расчеты, ум еньш ение турбулентной вязкости соп р овож ­
дается  уменьш ением вертикальных скоростей. Это объясняется тем, что 
при слабом обм ене уменьш ается влияние температурны х неоднородностей  
подстилающ ей поверхности.

Из рассмотрения рисунков сл едует , что область с больш ими вертикаль­
ными токами невелика. Вертикальные токи небольш ие по абсолютной  
величине могут иметь место на довольно больш их расстояниях, до  15—30 км. 
Это зависит в первую  очередь от величины перепада температуры .

Все примеры и поля на рис. 6 и 7 построены для =  20°. При другом  
п ерепаде температуры  легко м ожно получить представление о поле 
вертикальной скорости, умнож ив численные значения w '  на всех графиках

■ Т’она м нож итель

РЕЗЮ М Е

В работе приведена формула, по которой рассчитаны вертикальные 
скорости  над неоднородно нагретой подстилающ ей поверхностью .
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Af. E. ШВЕЦ и P. Л. КАГАН

К ВОПРОСУ О ПРЕДВЫЧИеЛЕНИИ ВЕРТИКАЛЬНОЙ СКОРОСТИ
в АТМ О СФ ЕРЕ

В предш ествую щ их работах,, посвящ енных расчету вертикальной состав­
ляю щ ей  скорости ветра, считается, что параметр устойчивости —  постоянная 
величина [3]. О днако такое п редполож ен ие редко оправдывается; обычно 
этот параметр сущ ественно изменяется по высоте. П оэтом у представляет  
интерес выяснить вопрос о влиянии изменения параметра устойчивости на 
распределение вертикальной скорости.

В данной работе уравнение для вертикальной скорости т а ; =

интегрируется методом полупрямых при условии,' что параметр устойчиво­
сти зависит от высоты. Этот м етод позволяет решить задачу как в случае  
непреры вности параметра устойчивости, так и в случае разрывности б ез  
явного выделения точек разрыва.

Рассмотрим уравнение для определения аналога вертикальной скорости
W.  В квазигеострофическом приближении это уравнение имеет вид

+  С), (1 )
где

. Р о ’ .
{L  — характерный горизонтальный масштаб х,  у  — безразмерны е горизон­
тальны е координаты, А — безразмерны й оператор Лапласа),

Р ' _____________ А л

Л^ =  - | ф ,  Д Ф + ^  -— геостроф ическая адвекция вихря, 

геостроф ическая адвекция температуры ^.

Функция W долж на удовлетворять граничным условиям

да(0) =  ® ( 1 ) = 0 .  (3)

П редполож им  сначала, что d'  F'  — непрерывные функции.
П редставим правую часть F'  в виде разлож ения в интеграл Ф урье

+ “>
F'  (X. У,  С) =  J J  F' (т, п,  g  е' d m  d n ,  (4)

—  во ,
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гд е

F'im, п. 0 = i  У.
— во

Соответственно будем  искать и „вертикальную скорость" w  в виде р аз­
лож ения в интеграл Ф урье

00
w{x, у, щ (5 )

где

<л{т, п, 0 =  д а Ц , у ,

Подстановка в уравнение (1) выражений (4) и (5) дает уравнение для; 
трансформанты Ф урье ш

^ - p 2 d ' ( 0 =  Р ,  ' (6.)

где  _  ^
р2 =  /га2 +  л2.

Й2<о . - , : ' ,
Заменим щ  конечноразностным выражением

id̂ (a\ ' L' I

где
а': = ДС,_ЦДС,+ЛС,_1)’

й; =  о; +  с;, ^
, __________ 2

-  ДС1(дд+^Д«г_1)
(ДС/ =  с ,^ 1 - ! ;0 -

в  случае равноотстоящ их уровней

— с. — ,д„,2 ’'-i -  (дс)2 ’ Г ' : (ДСЯ ■ .

Уравнение (6) заменится конечноразностным уравнением

“ /+1 -  (^' +  Р' ^ /) +  <  “ i-1 =  ^г-

Рассмотрим теперь случай, когда d\  и являются кусочно-непреры в­
ными функциями с возможными точками разрыва первого рода.

На интервале изменения переменной С нанесем , помимо основной си ­
стемы узловы х точек С;, вспомогательную  систему С j .  Точки этих, сн -

‘+ т
стем  взаимно чередую тся , т. е.

П усть точки разрыва d'  и. F'  приходятся на точку С ,j . Ц елесообразн о

основные узлы  подобрать так, чтобы
'■+г
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Как показано в работе [4], в этом случае мы приходим к уравнению  

« > т  -  ( ^ 1 “/ +  =

я о  коэффициенты его  б у д у т  иметь вид
l — f-iа ,  =

с,  ■

-2-

, ■+ у.' ,
г д е

.  ̂ 1 — jL>

(ДС) _̂  =  |( 'Д С ,-+ Д С /+ 0 ,
■ '+ 2

[М]  =  М Т  — м г  — скачок функции,

. х , =  1 1 ^ ' Д - ] ^ .
‘■ 2̂

Таким образом , в случае наличия разрыва параметра устойчивости за ­
дача сводится к реш ению  уравнений, аналогичных уравнениям вида (7) 
д л я  непреры вного параметра устойчивости. Б удем  поэтому в дальнейш ем  
излож ении ограничиваться этим случаем.

О бозначим Со уровень С =  0  и Ся+i уровень С =  1. Тогда в соответствии  
с принятыми граничными услойиями

“ о =  0. “ п+1 =  0. (8)

Уравнение (7), записанное для остальных уравнений С/, дает систему п  
алгебраических уравнений с п  неизвестными.

Разделим  к аж дое уравнение (7) на й'. и обозначим

, — Oi, . — Cl, ,, — ai ,  —г — Г1.
O'l

Тогда окончательно получаем  следую щ ую  систему уравнений:

®/+1 —  {bi  -|- di  р2) Ш; +  С/ со,_1 =  Fi  (9)
( / = 1 .  2 , . . . , я ) .

Системы уравнений такого вида часто встречаются в теории линейных 
колебаний, и их свойства хор ош о изучены . И звестно [2], что определи­
тель системы такого вида имеет только вещ ественные и простые корни. 
Д л я  данного случая, когда d i  >  О (стратификация устойчивая), м ожно п о­
казать такж е, что все корни определителя отрицательны. Эт© значит, что 
для лю бы х неотрицательных значений система (9) имеет реш ение вида

о » )
fe-i
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где D „  (p^) — определитель системы (9), а Д*,- — алгебраическое доп ол н е­
ние элемента этого определителя, леж ащ его  на пересечении /fe-той строки: 
и г-того столбца.

Если обозначить —р̂. корни определителя Dn(p^),  то каждый член  
суммы (10) м ож ет быть представлен в виде суммы простейш их дробей

(11)

где
D' / _ d2)

п\  Pjl. dpi

П оэтом у получаем

со̂  = ( Ру) 1 (1 2 )

Если теперь учесть формулы (4) и (5) и соверш ить обратное преобра­
зование Ф урье, то получим

t i  п

w , ( . , ft = l y ' = l  — во
X

X
g i m  ( x — x ’ ) + i n  ( у - у ' )  

9̂  +  9)
d m  d n  d x '  dy ' . (13)

Если воспользоваться известными из теории функций Бесселя [1] соот­
ношениями

2ти
cos (6- 8) ^0  =  2 тгУо(рГ),

бI

где /о — функция Бесселя первого рода, а ./Со — функция М акдональда, то  
дв е квадратуры в ф ормуле (13) можно выполнить и окончательное р еш е­
ние задачи б у д ет  иметь вид

(14)

где
r  =  V { x - x ' f + i y  —  y ' y .

На первый взгляд раскрытие определителя системы нахож ден и е  
его  корней и отыскание алгебраических дополнений ^ki  представляется  
очень трудоем кой задачей. В действительности она м ож ет быть сущ ест­
венно упрощ ена.

О пределитель системы имеет следую щ ий вид:

Dn =
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С п 0 0 0 . . 0 0
1 1 п — \ С п  — \ 0 0 .  . 0 0
0 1 1 п - 2 С п - 2 0 . . 0 0
0 0 1 1ч -3 0 0

0 0 ' 0 0 о". V с.,

0 0 и и 0 . . 1



где li  — Разлож им  определитель по элементам первой строки:

D n - l n

1п--1 Сп—\ 0 . . . 0 0

1 In—2 Сп-2 . . 0 0

0 1 1п-г . 0 0

0 0 0 . . . 'к Сг
0 0 0 . . . 1 к

1п--J Сп-- 2 .  . 0 0

р
1 1п--3 ,  . 0 0

0 0 ‘ к
0 0 . . 1 к

(15)

Заметим, что определители, содерж ащ иеся в правой части равенства (15), 
соверш енно аналогичны определителю  но имеют меньший порядок..
Е стественно обозначить их D „_i и D n - 2- В результате получаем  рек урент- 
ную  ф орм улу для вычисления определителей Dn

D n ~  ^•nDn-'i c„L)n-2- (16)'

Если учесть, что D^ =  l ,̂ — — то эта формула дает  возм ож ­
ность последовательного вычисления определителей D„.  Выражения для; 
определителей  Д  и D 2 такж е м огут быть получены с помощ ью формулы: 
(16), если формально принять D _ i =  0; D q =  1.

Таким образом , раскрытие определителя системы не слишком высокого  
порядка производится сравнительно просто.

Рассмотрим теперь таблицу алгебраических дополнений к элементам  
определителя £)„ для случая =  — р̂ .

А и ( - Р ? ) Д г . ( - Р р .  • . Д ш ( - Р ] )

Р?) Д . 2 ( - Р р  . . • Д 2 « ( - р Р

д « 1 ( - р5)' ^ 2 ( - Р р  . . ' д «п ( - рР

И звестно [5], что при равенстве нулю определителя соответствую ­
щ ие элементы  любых дв у х  строк таблицы алгебраических дополнений к 
его  элементам б у д у т  пропорциональны. П оэтом у элементы лю бой строки
этой таблицы м огут быть выражены, например, через элементы первой
строки

Д А / ( - р р  =  ^ й ( - р р Д 1 , ( - р р ,  (17)

где Е/г — коэффициент пропорциональности для k -той строки. Если известны; 
элементы  первого столбца таблицы, то величины Ej  ̂ можно определить из 
сл едую щ его  выражения;

11
(18>

Таким образом , остается вычислить лишь алгебраические дополнения; 
элементов первой строки и первого столбца определителя

Н епосредственное вычисление алгебраических дополнений элементов- 
первой строки дает;

Д11 ( -  р]) =  ( -  р5); Д п ( -  Рр =  -  ( -  Рр
и т. д.

n-i ■Ф- (19)
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Д ля элементов первого столбца получаем . . ,

A n i - 9 ) )  =  D n - x { - 9 ] y ,  Д * 1 ( - р ) )  =  - ^ „ ^ л - 2 ( - р 2 ) ,  

Аз1 ( — Р/) =  Сп Сп-\ D„-3  ( — Рр  и т. д .,

Д/fel =  ( --- 1) Cfi - . . Cn—k + Ч Dn-k  (---  Р;). (20 )

Таким образом, формулы (17) — (20) позволяют выразить алгебраические  
дополнения всех элементов определителя ч ер ез значения определителей  
м еньш его порядка D i ( i  — 1, 2 , . . . ,  п —  1). П оследние у ж е  вычислялись при 
раскрытии определителя системы

в>  °  ( - 1 ) * * '  -  •"  f f  ■ (21)

Рассмотрим частный случай обш,его реш ения (14).
Если поместить начало координат в точку, для которой рассчитывается  

;Wi, т. е. положить х = = у ,  =  0,  то вместо формулы (14) получим

0) = P / e ( r ) K o ( p j r ) r d r , (22)

т д е

1
2я

^  Fk,{r,  'р)о̂ ср. 
о

Р еш ени е вида (22) для асимметрической задачи м ож ет быть получено и 
п утем  непосредственного применения к исходном у уравнению задачи ин­
тегрального преобразования Ханкеля.

Если учесть (2), то м ож но написать

F k i r )  =  Pk dt.
^ 1  ̂

h г дг (23)

г д е
R

f a -  fKL^a^

П одстановка (23) в (22) приводит к интегралам типа

5  = r § p { A . h dr .

Возьмем этот интеграл по частям

S  =  A - . ( w r ) r ^
дКа д (Лт)а 

^ дг дг

Ко при г ^ с о  стремится к нулю  как показательная функция.
В начале координат Ко имеет логарифмическую  особенность, произве­

д ен и е  гКо обращ ается в нуль. П оэтом у первый член равен нулю. 
П овторное интегрирование по частям дает

+
. д ^

дг dr .
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П ользуясь известными свойствами формулы М акдональда, м о ж н о  запи­
сать

.^ 0
дг 9 )r Ko {? jr ) .

Если учесть, что функция K i i 9 j r )  быстро убывает при г->-оо, а в на­

чале коордйнат и м еет  особенность вида — , то можно записать

{ A ^ ) k K o { ? j r ) r d r .

При уч ете этого реш ение м ож ет быть представлено в виде

щ ф ,  '

f e = l  ; = 1

+
/-1

P k
‘ дАя

( - Р?) '

- 4 k 9 ) A ^ k  K o ( 9 j r ) r d r .
и

(24)

Уровни С, м огут выбираться произвольно в зависимости от условий  
задачи. В случае равноотстоящ их уровней практическое вы полнение вычи­
слений несколько упрощ ается ввиду симметричности определителя си сте­
мы D„.

В случае, когда на уровне С =  1 вертикальная скорость отлична от нуля,
она м ож ет быть представлена в виде w„+\  =  w  ( 1), где w ( l )  — некоторая и з­
вестная-функция. В этом случае входящ ий в уравнение (7) для уровня Ся 
член вида м ож ет быть перенесен в правую часть. П осле этого р е ­
ш ение дается полученными выше ф орм улам и.

Особый интерес представляет случай постоянной устойчивости. Будем  
считать, что произведение 7’; { а̂ — 7 .) с высотой не меняется. В этом слу- 

элементы  определителя системы D „ можно записатьчае диагональные 
в виде

, ч TR-̂  о 
Х =  (Та —

X отличается от лишь постоянным множ ителем, а величины за ­
висят лишь от выбора узловы х точек Cj.

Н етрудно видеть, что значения алгебраических дополнений и п роизвод­
ных определителя D „ в корнях его  х; при данном вы боре узлов  С/ не за ­
висят от устойчивости атмосферы. От устойчивости атмосферы б у д у т  за ­
висеть лишь величины

У-

П оэтом у при увеличении устойчивости атмосферы в ф орм уле (22) м н о­
жители при функциях KoiPir )  остаются постоянными, а аргументы  их  
убывают. Отсюда сл едует, что увеличение устойчивости зам едляет у б ы ­
вание функций влияния при удалении по горизонтали от точки, для к ото­
рой дается прогноз. Это соответствует хорош о известном у факту, что 
повышение устойчивости атмосферы препятствует распространению в о з м у ­
щений по вертикали и способствует распространению их по горизонтали.
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: : : РЕЗЮ М Е ■ .

Рассматривается вопрос об., интегрировании прогностических уравнений 
при условии, что параметр устойчивости зависит от высоты.
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