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ПРЕДИСЛОВИЕ

Настоящее учебное пособие представляет собой приложение 
метода анализа размерностей к задачам гидрометеорологии.

По существу анализ размерностей —  единственный аналитиче­
ский аппарат, позволяющий исследовать интересующий процесс, 
когда описывающие его дифференциальные уравнения неизвестны. 
Умение использовать указанный метод важен для специалистоз- 
гидрометеорологов, ибо позволяет вести анализ и представить 
результаты в наиболее компактном и наглядном виде.

Предлагаемый материал является продолжением учебного по­
собия ,,Анализ размерностей в задачах динамической метеороло­
гии", в котором изложены основы теории анализа размерностей 
и дан ряд иллюстративных примеров.





§ 1. СТРОЕНИЕ ПОГРАНИЧНОГО 
И ПРИЗЕМНОГО СЛОЕВ АТМОСФЕРЫ 

1. Прямолинейные изобары

Рассмотрим стационарный горизонтально однородный погра­
ничный слой атмосферы *. В этом случае мы имеем дело с движе­
нием, которое определяется наличием треугольника сил: силы гра-

днента давления -^ ,с и л ы  Кориолиса, характеризующейся пара­

метром Кориолиса X =  2со sin ф (со —  угловая скорость вращения

dc
Земли, гр —  широта) и силы турбулентного трения т =  /ср dz

где

/с —  коэффициент турбулентности, с —  скорость ветра. Поскольку 
с высотой меняются и модуль и направление ветра, то в рассмотре­

ние должны быть введены обе компоненты вектора с, т. е. «i =  u \  
u-2 = v , v l  координата z. Будем считать, что коэффициент турбулент­
ности к являете.! величиной постоянной и известной.

Таким образом, будем искать вид функциональной связи

» ,=  ?,( >S,P, к, .

Вначале воспользуемся системой единиц М, L, Т. Тогда мат­
рица размерностей будет иметь вид:

дрIII к [J /с
дп

М  О О 1 о 1 о / 0 0 1 0 1 0 \
L 1 0 - 3  2 - 2 '  1 ^ 1 0 - 1 2 0 1
Г - 1  - 1  о ~1 - 2  О ■ -1 0 - 1 - 2  О /

* Этот слой не зависит от времени и горизонтальных координат.
Здесь предполагается, что одна из координатных осей направлена по лзо- 

баре. Поэтому в число определяющих параметров входит только модуль гради­
ента давления. ■'  ̂ ,



Ранг матрицы г = Z, ибо, например, опрёделитёль, составленный 
из 2-го, 3-го и 4-го столбцов,

0 1 0  
О - 1  2 = - ^ 2 .

- 1  О - 1

Соответственно величины Я, р, /с имеют независимые размерности. 
Решая систему уравнений

ЛГ2 +  «4 =  0.
0̂ ^2 4" 2/̂ 3 -f- /С5 =  Ь,

«О +  % +  «3 +  2^4 =  0, . . : -

находим:
1 3

'̂ 1 = ------ ^
1
2' Хъ.-

K2=—Ki,

(л'о +  К̂  +  ̂ о)-

П-комплексы получим в виде:

Ко «4 к , - ' п,

' 1- 0 0 -1 /2 0
и

 ̂ V  1к

0 г  ;■ ’ 0 -3 /2  !- 1 - 1 / 2 ' -'Г ■ 1 
рХ : Х/С

д р

д п

0 0 ■ 1 " 1/2 ' 0 -1 /2  ' X
к

Тогда зависимость между величинами может быть'представлена 
следуюш;им образом:

/

U i = Y  Ф;
др
дп /  X

Л

Хр]/ 1к
\

Однако вид найденной связи в данной задаче можно конкрети­
зировать и получить результаты более содержательными, если 
учесть, что при отсутствии ускорения нет; необходимости пользо­
ваться условием пропорциональности между силой и ускорением.



Поэтому можно в качестве первичной единицы, помимо М, L, Т, 
выбрать еще [f] = F. (Напомним, что при наличии ускорений необ­
ходимо .было бы ввести дополнительный аргумент— физическую

константу, так как в этом случае f  = Ста и [С] = , J / 1 , что

в конечном счете не конкретизировало бы вид искомой фунхщии). 
Итак, имеем: :

Т - \

=  Г - ' 
др 
дп

, [ 9 ] = М Ь - \

=  F L - \

Матрица размерностей задачи:
др

Р К
дп

Ж - 1  0 1 0  0 0
1 0 0 - 3  2 - 3  1
Т  1 - 1 0 - 1 0 0  
F 1 0  О О 1 О \

-1 О
0 О
1 — 1 
1 о

1
о
о
о

о
2

-I
о

о
о
0
1

0\  
1
о

оу

Ранг матрицы /' = '4, ибо, например, определитель, составленный 
из 2-го, 3-го, 4-го и 5-го столбцов.

Д =

0 1 0 0
0 0 2 0
1 0 - 1 0
0 0 0 1

=  - 2 .

Р. к..

За величины с независимыми размерностями следует принять 
др
дп

Из системы уравнений
—  /Со -h /<^2 О,

2/Сз +  к.„ =  О,
Kq —  /с, —  /1:3 '-= О,

получим:

/с, =  /Го-|- 

К-> =  Kq ,

—

1

Кг..

• « 4 =  —  «О-



Т а к и м  о б р а з о м ,  в и т о ге  и м еем ;

щ
1 1 О - 1  1 др 

рХ дп

Поскольку

О 1 1 / 2  

1 др

0 - 4 / 2  О ^ \ / \ -

=  С то, введя еще обозначение

а =
к

рХ дп

можно искомую связь представить в виде 

М;= С Ф^(аг). (1.1)

Эффективный результат в данной задаче может быть подучен 
и другим путем. Дело в том, что из-за отсутствия обмена энергией 
между вертикальными и горизонтальнымя. компонентами потока 
здесь можно воспользоваться дифференцированными масшта­
бами—  и /-Г для вертикальных и горизонтальных длин соответ­
ственно. Причем нет необходимости во введении размерной посто­
янной.

Матрица размерностей имеет вид:

и ,  - С , X к г  ,

L r 1 1 0 0 0

0 0 0 2 1 ^

т -̂1 - 1 - 1 - 1 0

/1 1 О О

О

О

О

-1

2

-1

Размерность к  легко может быть получена на основании сле­

дующих соображений. Как известно, к =  u'w'

(«', w'-~  пульсации горизонтальной и вертикальной компонент 
скорости). Отсюда

к = ■
[а W 

ди- 
dz

=  L'i



Ранг написанной выше матрицы равен трем, ибо определитель, 
составленный из 2-го, 3-го и 4-го столбцов.

Д =
1 О о 
0 0 2
О - 1  - 1

=  2.

Следовательно, величины С^, X, к имеют независимые размер­
ности.

Решение системы уравнений

«Го +  =  О,
+  «4 =  О,

— «2 — л̂з =  0 

позволяет найти значения;

Ко=-

к .  =  —
2

Ki

П-ко.мплексы имеют вид;

о о

П;

С„

1. о 1/2 -1 /2  г

Отсюда следует выражение (1.1).

Таким образом, скорость ветра, как и ранее, является функцией 
лишь одного аргумента. Из анализа этой формулы могут быть 
получены важные результаты. Например, очевидно, что высота 
пограничного слоя Я должна определяться из условия близости

ветра к геострофическому, т. е. ^
-=ч

величина. Из этого условия и полученной формулы следует равен­
ство аН = const, т. е.

= 1 —  8, где е —  малая

Н  =
а

С (1.2)
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Можно также получить величину турбулен’̂ 'ногЬ потока коли­
чества движения на подстилающей поверхности

du,
z = 0

С учетом найденной зависимости запишем

С, ф;-(о),

т. е.
Тц =  Ср ] / кк ■ Cg.. (1.3)

Нетрудно получить выражение для угла а между направлением 
ветра и изобарой. Если Ох направлена по изобаре, то

dv
V dz

г= 0  du
tga = и

dz

0̂3
''oi

г=0

Заканчивая разбор данной задачи, отметим, что она служит 
хорошей иллюстрацией возможного повышения .эффективности ме­
тода размерностей. А именно более глубокая физическая инфор­
мация, закладываемая в основу рассуждений, меняет как подход 
к решению, так и окончательный резу.дьтат. При этом выигрыш 
может быть весьма значительным.

2.  К р и в о л и н е й н ы е  и з о б а р ы

Будем, как и ранее, исходить из предположений, что процесс 
стационарный, но изобары являются круговыми.

Тогда, помимо перечисленных выше величин, в число опреде­
ляющих параметров следует дополнительно ввести радиус кривиз­
ны изобары R. (В силу симметрии все искомые величины не могут 
зависеть от полярного угла 0). По аналогии с предыдущим удобно

ввести обозначение =  Тогда, рассуждая так, как и при

рассмотрении случая прямолинейных изобар, можем записать, что

4 i = ' i l { C g ,  К  !С,  Z ,  R)-, {Ui=^V„ U.,-=̂ Ve).
Поскольку в данной задаче все силы действуют только в гори­

зонтальной плоскости (в статическом приближении) и нет об­
мена кинетической энергией между вертикальными и горизонталь­
ными компонентами скорости, то и здесь допустимо использовать 
дифференцированные размерности длины L,  и соответственно 
по вертикали и горизонтали, нё вводя размерной постоянной,

10



М а т р и ц а  р а з м е р н о с т е й  б у д е т  и м ет ь  вид:

а С, X к г R

L r 1 1 0 0 0 1
L,  0 0 0 2 1 0
Г - 1 - 1  - 1  --1 0 0 .

Ранг матрицы равен трем, ибо определитель, составленный из
2-го, 3-го и 4-го столбцов,

1 0 0
Д = 0 0 2 ^ 0 .

- 1  - 1 -1 ' 1

Таким образом, величины С„, X, к имеют независимые размер­
ности.

Из системы уравнений

f̂ o “Ь “h 7̂ 5 =  О,

2кз +  «4 =  0,
Ко +  K-i + Ks == О

находим:
1̂ =  —  Ко—  /с.,,

К2 =  к-о +  - 4 —  ,

X z ~ -
1 к , .

Следовательно:

Ко «4 л, К2 «3 П;

1 0 0 - 1  0
“  с“

0 1 0 0' 1/2 --1/2 n . = z i /

0 0 1 - 1  1 0  п .=

Итак,
111— ( Пг,  Пз )

П



кли

az, R l
С ( 1 .4 )

где, как и ранее, а ~  у  — —  Легко видеть, что при i?->ooполучается
К

предыдущий результат.
Воспользовавщись уравнением неразрывности, легко получить 

выражение для вертикальной скорости на верхней границе погра­
ничного слоя

 ̂ ' (1.5)W =-

Для малых R

. да = а C(t +  Cl

а R 

R l

Ф СS /

Здесь, как и в предыдущей задаче, нетрудно получить выраже­
ния для касательного напряжения и угла отклонения ветра от изо­
бары. А именно, исходя из (1.4), будем иметь

dui
dz

Откуда

'' RI  \

t g  а  = 02

R~K

'■01 R I
R I
с :

(1.6)

:1-7)

3. Нейтральная стратификация. Коэффициент турбулентности —  
функция внешних параметров

Рассмотренные выше случаи строения пограничного слоя атмо­
сферы применимы лишь при отыскании его интегральных характе­
ристик. Вертикальная структура заметно искажается в связи с тем, 
что пере.менный по высоте коэффициент турбулентности за.менен 
его средним значением. Упростим постановку задачи, ограничи­
ваясь пока случаем безразличного равновесия. Для этого восполь­
зуемся следующими соображениями. Как известно, турбулентность 
в пограничном слое при безразличном равновесии связана с нали­
чием больших градиентов скорости. Поэтому параметры турбу­
лентности, в частности и коэффициент /с = /с (г ) , определяются теми 
же величинами, что и градиент скорости. Следовательно, на основа­
нии предыдущего материала можно и для коэффициента турбулент­
ности записать, что к =  к { С ^ , к, г, Za) . Причем здесь список опре-
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деляющих величин дополнен только параметром шеро'ховатости г., 
(уровнем, на котором скорость ветра обращается в ноль). Заметим, 

что и в предыдущей задаче следовало бы ввести 2 о, ибо он опреде­
ляет граничное условие и |г=гу =  0. Однако в рассмотренной моде­
ли можно пользоваться упрощенным граничным условием и  i г=о  
=  0, что достигается простым сдвигом начала координат на величи­
ну 2  =  Zq. На результатах это обстоятельство отразиться не может.

Совершенно иначе будет обстоять дело при использовании более 
точной модели, которую мы сейчас рассмотрим, ввиду того, что 
при 2-^0, /с ->0. Как будет ясно из дальнейшего, профиль скорости 
ветра и = и{г) в силу этого имеет логарифмическую особенность 
при 2:-  ̂ 0. Очевидно, что смещение координат в данном случае не­
допустимо и Zq должно явно фигурировать, в числе определяющих 
параметров. Поскольку к и и  зависят от одних и тех же величин, то 
и с учетом турбулентности

U i  =  ^ i { C g ,  I ,  Z ,  Z o ) .

Матрица размерностей принимает вид;

О

V-1

I  I 1 0 1 1
Г - 1  - 1  - 1  о о

Из решения уравнений

—  «2 +  «4 =  О,

—  Ко —  —  «2 =  О

0 - 1
1 - I

найдем;

В результате получим;

к. til к~ П

О - 1

1

О

о - 1

1

7-----получила в литературе название числа

13



Россби Ro. Искомая нами связь может быть представлена в виде

Iz
Щ =  R o ,-^

V

На основании тех же соображений

С1
к = Ф Ro,

I z  ' 
С. ,

(1.8)

(1.9)

Поскольку величина модуля турбулентного трения равна

1Ч =  Р - | /, /  du, 
dz

dU; \2
d z

то, исходя из последней зависимости, можно записать, что

Ф

При г и м е е м

^ v l = C l  Ф, (Ro),

Ro =  ср 

виде

где —  динамическая скорость.

Из последней связи видно, что при безразличном равновесии 

. Поэтому выражение (1.9) можно записать в

(1.10)

V С. У

•vi
Ф. С,. ’ г».

Так как к^О  при z ^ O  и z-^co,  то на некоторой высоте z = z ^  
величина к достигает максимума. Из (1.10) нетрудно получить, что

С„

Очевидно, что при приближении к земной поверхности пара­

метр ------ становится малым и в области малых г справедливо“V-j.

14



р а з л о ж е н и е

v i
к  = ф, [ с 7 ’ “ | +

d®. С,
О

‘Г'й, dz +

_L l?Z^
2 v l (?гз

Из условия к -^0  при г - ^0  следует, что Ф.,.
V..
С„

О U s  0.

Поэтому, если ограничиться первыми двумя членами разложения, 
то, введя обозначения

V.-..

x K j
^ ф:

t':::
С,. , о

V,..

С,

ф;
V,,

ф ; ( о

получим выражение следующего вида:

1C ~  V.V-..Z 1 -1-

В формз'ле (1.11) второе слагаемое правой части —  поправка к 
линейному закону, обусловленная отклоняющей силой вращения 
Земли.

Путем совершенно аналогичных рассуждений легко получить 
выражение для компонент турбулентного трения

■ = v lF , О, С„
и о ,

V .,

С„

F, О, С...

где также •/.,'= -/
V

^ v l Н -

Откуда, учитывая (1.11), получим

dUi
d z

v i 1 +
\ z  \

V.,

1 + ■Al Iz  \

y-i )^Z
(1.12)
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Поскольку при малых 

ностью

У-1 \z

dui 1 vi
dz zv.„

1-

с  1, TO с достаточной'точ- 

Хг \  ̂ Y.^lz
V.. 1-

Отсюда, пренебрегая, членами второго порядка малости, для 
градиента компонент скорости ветра получим выражение

dUi
dz 1 +  (•"•г-''-.)

Интегрируя (1.13), будем иметь
1

У::.; In 2 +  (у-г- y-i)
I z

Iz

+  Const .

(1.13)

Постоянную интегрирования определяем из условия

И: 0.

в итоге выражение для компонент скорости ветра примет вид

где V.J,

V 1 п - ^ + Z-n

Х(Х; — Xi)
Z

Полученные формулы справедливы для —т—  <  1
■̂ 0

кроме того, !п —  >  - j— 
0̂ -̂ 0

, т. е. 1 > » то

Mr

/с =  •/ Z ,

(1-14)

и если,

(1.15)

(Ы 6)

Следовательно, вблизи земной поверхности (в- так называемом 
приземном слое) в случае безразличного равновесия коэффициент 
турбулентности линейно растет с высотой,'а скорость ветра меня-

* Известно, и это будет ниже показано, что отклонения от логарифмического 
профиля обусловлены стратификацией. Из (1.14), однако, следует, что аналогич­
ные отклонения вызываются и силой Кориолиса.
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ется по логарифмическому закону. Из выражедий (1.15) и ,(1.16)
1x1 rfw т ,

ясно, что величина туроулентного трения от
Р

высоты не зависит и сохраняется постоянной в пределах зсего слоя. 
Исходя из соотношения (1.12), легко оценить толщину приземного 
слоя /г, где справедливы законы (1-15) и (1.16). Ясно, что должно

и
иметь место неравенство — —  чЛ, поэтому

h = С .к

4. Тсрмичсски стратифицированный пограничный слой

Более сложно рассмотрение стратифицированного пограничного 
слоя. В этом случае режим турбулентности определяется дополни­
тельно параметрами, характеризующими стратификацию. В стра­
тифицированном потоке турбулентный обмен может быть более или 
менее интенсивен по сравнению со случаем нейтральной стратифи­
кации. Внешними параметрами, определяющими стратификацию 
пограничного слоя, могут служить турбулентный поток тепла Ро 
вблизи деятельной поверхности и объемная теплоемкость р

'Кроме упомянутых величин, необходимо ввести параметр плаву- 
g

чести поскольку от него зависит ускорение вихря, а стало быть,

и интенсивность турбулентного обмена. Таким образом, дЛя ком­
понент градиента скорости ветра, например, следует искать зави­
симости вида:

dui
dz

g
0" (1.17)

Видно, что в этом случае Рд, рс^, —^—  должны сгруппи- 

роваться в виде — ^  ■ -ут— , чтобы скомпенсировать размер-рСр Ио
ности тепла и температуры, которые ие входят в размерности дру­
гих величин.

* Имеется ввиду стационарный, горизонтально однородный пограничный 
слой, в котором можно пренебречь лучистым теплообменом.

** Впрочем, это мол<но было бы получить и обычным путем, используя допол­
нительно размерносги тепла Q и температуры в.

2  Зак. 587 ! е н к н г р ?

> м е т с о ' ' о .  О " ' ” : '  ' ^ ^ и й

B H E ‘ " ’ 3 T L u A
й-й 1 9 5 1 9 6  МЗ.-ЮОХТИНСКИЙ п р . ,
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Матрица размерностей будет иметь, вид:
dUf
dz СS ' 0̂ g

рс„

1
- 1

О 1 1

-I 0 0

Ранг матрицы г = 2, и Я имеют независимые размерности. 
Решая систему уравнений

находим:

+  «4 -j~ 2к-„ — О,
—  «о — «1— «2— ЗК5 =  0,

Ki =  — /Сз — —  2/С5,
+  «3 +  -«5  .

П-комплексы приобретают вид:

АГо Кз Ki К‘, Ki K-i П,

1 0 0 0 - 1 0
1
X

dui
dz

0 1 0 0 - 1 I
I z
Cg

0 0 1 0 - 1 1
I z , 1

Ro

0 0 0 1 - 2 1 1
XCl

Po g
00

Следовательно, 
du^

?Ср (1.18)

Путем аналогичных рассуждений можно получить выражение 
для градиента потенциальной температуры в виде

^0
d z

Ф Ro, -
1

\

\ z
С„. ' l a

я  g

а также для градиента удельной влажности

Ро g

1_  I V o  ф  /  р .  
d z  -  рС1 С ^ ’ i q рс„ 0П

11.19)

(1 .2 0 )
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в последнем случае в рассмотрение взеден турбулентный поток 
влаги с поверхности почвы Vo и плотность воздуха р. Величины р,

Vo, q необходимо доли<ны объединиться в ком'плекс ^ для ком­

пенсации размерности массы воды, отсутствующей среди осталь­
ных величин.

ВЫПОЛНИВ;,интегрирование по 2 , мы можем получить выражение 
для ^ 1, 0 и (?. Ясно, что они будут зависеть от тех же параметров, 
от которых зависят и градиенты.

Для коэффициента турбулентности будем иметь зависимость 
 ̂ ' >̂2 Ро g- 1, \

0п.̂р ^0
Из соотношений (1.18) и (.1.21) следует:

g
0п

Поэтому в стратифицированном потоке

Яо ^
■ ‘

Ro =  X
/ 1

С„

С учетом этого обстоятельства, комбинируя ;,безра;змерны!е ком­
плексы, полученные выше соотношения, можем. перепис!ать . в;;виде:; 

■ /

ХС2Д
(1.22)

к =  V ,; L
\

"У*

С. ’ ’ /■

где

-

d z  
d@ ^  
dz
dq ^  
dz

P.  g

с  '

Ф

q  Z'v ’ i L i j  ’
V,, I ,  2 \
C, ’ L -  L

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

 ̂ PC, ©0/ vl
Pn.

знак минус и постоянная x введены' для согласования с общеприня­

тыми обозначениями. Величина отраи^ает влияние силы Корио­

лиса. ' ' ‘ \ I ‘
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Важной характеристикой турбулентного потока является чнс-
^ / / dll \  ̂

ло Ричардсона Ri = - q - /  ( “^ ^ 1  • своему физическому

смыслу оно представляет собой отношение термических и дина­
мических факторов, порождающих турбулентиось. При нейтраль­
ной стратификации Ri =  0. При Ri <  О стратификация неустойчива 
и термические факторы (как уже ранее упоминалось) сообщают 
турбулентным пульсациям дополнительную энергию. При R i> 0  
наблюдается обратная картина, ибо в случае устойчивой страти­
фикации силы плавучести ослабляют турбулентность. Возможна 
ситуация при значениях Ri, меньших некоторого критического чис­
ла Ri,<p, когда турбулентность вообще не может существовать. По­
следнее означает, что производство энергии турбулентности за 
счет динамических факторов меньше ее расхода на преодоление 
эффекта отрицательной плавучести.

Исходя из полученных выше соотношений (1.24), (1.25), можно 
установить, что

ĴL
L L (1.27)

Особенно простые формулы получаются для условий, близких 
к термической конвекции. В этом случае С^.^0.

Формулу (1.23) с целью удобства анализа перепишем в виде

или

\ I/з
ф..

/
К —

Здесь L =

V
/ -/2

“во

L { - L ) ' r \  ( L VIA
L

IL

\ к 0;

При малых и C„ получаем

к  =
\

_g_
0

AV:3  4 /

0 /
Фо Iz

? - ’
L I L  /

\1 \ = L .

(  ^  '
у.

■Ф1 -Ь

V L ■
V ,, 'Ь '  г

1 2 ~
■ L

(1.28)

Вид функции Фо
V L  /

легко находится. Действительно, при
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чисто термической конвекции =  Тогда из формулы (1.28)
следует

к = (_р .  / 4
9Ср ©о L /

Но в упомянутом случае L  не может входить в результирующие 
формулы, так как сила Кориолиса не является здесь существен­

ным параметром. Это значит, что 'К)(~ ) = const. PI, стало быть,
1

к  =  А, f  Ро g  ^ Г /11 г-*
' г

©0 у \L '  ̂ Z

Н-----е- '̂ 2
XL

+

L
(1.29)

Точно также могут быть получены выражения для градиентов 
температуры и власжности при условиях, близких к термической 
конвекции:

=  Аdz
Ро Y k  g

\  Р̂ Р

А  - л
dz

I/o / А
рс. 0о /

+

- ъ 1 +
с .

/.Z

г':;.- 2 \
в.

I L /. ■

Г с„ 
1 +  ^

IL

( ^  ^
х2  ̂ 1 !

V Z, /

1 —
Z. !

(1.30)

Выражение для
dui

непосредственно из (1.24) получить

нельзя; будем исходить из того, что для состояний, близких к тер­
мической конвекции ('У:|; и С̂ . малы, но не равны нулю) остается 
конечной величиной

'■ и
У:-::

и
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Ясно, что для рассматриваемых условий ввиду малости первых 
двух аргументов справедливо разложение

г  fg ф; 

к1
О, О, ^

L /

IL L /

Тогда, зная, что = к  ■, и учитывая формулу (1.29), бу­

дем иметь..

Ф.,

X

D S  \
d z  * \  рс0 00 j

/ Z ^ { Z
0, и,

+  - ^ ф : ; 0, 0, ^
\ L / XL \ L

С ! Z \
1 +  - " Ф̂  0 , 0 , - —  ч

XL ^ L '

г  -  X

, V,,. ^'л:

XL L

Поскольку  величины
С„ V,:

•У-:, - 

X I
Фо О, о.

в рассматриваемом случас
I L  I L

малы, то из написанного выражения вытекает приближенное ра­
венство

dll: „ [ Р о  g \ .-Va
РСр Но у

с„. ( ^  ''+  - f -  ;bi
XL \ L /

Хо/
L

V.,

IL
-ы

+  

/ г

L
(1.31)

Ясно, что нет достаточных оснований для пренебрежения силой 
Кориолиса в формуле (1.31). Вид функций Zo, Xi. Ъ. может быть 
определен либо из точного решения задачи, либо из эксперимента. 

С .
Условие -—^  С  1 .позволяет получить предельную скорость

xZ
геострофического ветра, с «оторой начинается режим свободной

коивеюдии. Определяя критическое значение равенством С'?— XL ^  
"•- Ро g  \1^

, мы уоеждаемся, что в экваториальных районах
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режим свободной конвекции должен наблюдаться чаще, чем в бо­
лее высоких широтах. Если иметь еще в виду, что размытое бари­
ческое поле является характерным для этих .районов, то есть осно­
вание считать, что указанный режим там типичен.

Очевидно, что при уменьшении г все функции (1.30) —  (1-31) 
вырождаются в постоянные. Тогда, пренебрегая поправочными 
членами, получим наиболее простые результаты:

du. _Д / p g
dz pcp 00 ) r  '
dQ

=  Ae f Po Vk /
dz PCp n z 

^0 /

dq — A Vo 1d£ P I  P̂P 00 ) "

:i.32)

Или после интегрирования:

м. =  - 3  Л,„. vl,
рс„

Const

е =  -  3 Лв

с/ = - 3  A,J

Ро . VI» л .
0П

/
~1/

Р
g  \
0 Const.

о /

(1.33)

На основе первой и второй формул соотношений (1.32) легко 
получить

Ri =  -
Л.
v t

Ра
\  Р̂ /. Нп (1.34)

Из (1.34) следует, что величина

Р
Н  = ^0 ! J _  

рс„ \ 0 0 d z

Справедливость этого соотношения была проверена на экспери­
ментальном материале. Соотретствующие" результаты приведены 
на рис. 1. Как и следует из тфрии, Н  при Ri >  0,02 действительно 
сохраняется постоянным.
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"Перейдем теперь к общему случаю для области малых значений 

.Соверщенно очевидно, что для случая малых величин-^ во­

обще получаются наиболее эффективные результаты. Так, проведя

Рис. 1. Безразмерный поток тепла Я  как функция Ri по изме­
рениям Суинбенка. Средние значения для групп показаны 
кружками, а стандартные ошибки — вертикальными отрезка­

ми линий.

В формуле (1.23) разлол<ение по —  будем иметь

l i
к О

ф :
г»:,
С. L

О +

* Малость величины может иметь место как при малых г, так и при при­

ближении к случаю безразличного равновесия, когда при Ро О, i - i -  ± oo . Поэ­
тому при весьма малых г и конечных Ро влияние стратификации становится несу­
щественным. Отсюда ясно, что полученные ниже д л я - i  С 1 выводы mojkho 

интерпретировать двояко.
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Из условия г -> о к - ^ 0  следует, что Ф„ 

Поэтому
V С ,

/  Л •
, 0) =0.

к =  •/. V,, z {  1 +

где А _
L

v„

L

L, Y  
L

Рассуждая аналогичным образом, можно получить выражения 
для потоков количества движения, тепла и пара:

Ф.

Я =  Яо

1 /=  I/o

фр

фу

ч ’ L

L,
L ’

L,
Г L '

, о f  ф : с ,  - L L

Ф'

, О 1 +  Ф|/

V--

'Vf:
т г

L , о
/

Поскольку при Z О должно

то очевидно, что

Ф. '  A l .  
V с .  ’ ^

, о —  Ф р

X

v l ,  Р ^ Р ,  и !/->  1/„,

=  Ф,,
V.,:

, О

Поэтому предыдущие выражения следует переписать в виде:

=  к dll:

Р =  —  крс

dz

й?0
” dz  

dq

1 +  ф;

и - ф ;

V-.
_ _  А ,
с ,  ’ L

( V.:..

, о

1 -I- ф'к
V..

, О

L

* Возможно, что большой разброс значений р;,., получаюш,ийся из опытных 
данных, связан с тем, что величина Р/г отнюдь не константа, как это следует из 
приведенного анализа.
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Учитывая полученное выше выражение для к, можем перейти 
к градиентам. Так, например.

dtt-i
dz Iz

L , О

2;
Поскольку слагаемое мало, то справед.яиво разложение

du-i
dz y.Z

1 +  ф;
V..,___j k

V С , ’ I
, О L +  . . .

Л p ^
1 “  Vk —Г

Или, ограничиваясь членами первого порядка малости, будем 
иметь

dui
dz y.Z

Аналогичным путем можно получить;

d e
dz

dq

~
L

Z \

Ясно, что 0̂ , [j, являются некоторыми функциями от 
V,: Z,

Интегрируя, получим:

и, — “Ой;
In Z +  P„ Const;

0 =  0 Л  In 2  +  р0  - f Const ;
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§ 2= ДИФФУЗИЯ ПРИМЕСЕЙ В АТМОСФЕРЕ

1. Поле концентрации примесей 
от наземных и высотных источников

П р и м е с и ,  п о с т у п а ю щ и е  в а т м о с ф е р у  о т  и с т о ч н и к о в  р а з н о г о  
т и п а ,  р а с п р о с т р а н я ю т с я  в с л е д с т в и е  т у р б у л е н т н о й  д и ф ф у з и и  и п е р е ­
н о с а  и х  в е т р о м .  Я с н о ,  ч т о  э т о т  п р о ц е с с  з а в и с и т  о т  в ы с о т ы  и с т о ч н и к а  
н а д  з е м н о й  п о в е р х н о с т ь ю  /г, е г о  н а ч а л ь н о г о  р а з м е р а  D ,  м о щ н о с т и  
в ы б р о с а  п р и м е с е й  у  и о т  с о с т о я н и я  а т м о с ф е р ы .  Д л я  о п р е д е л е н и я  
п о л я  . к о н ц е н т р а ц и и  п р и м е с и  н е о б х о д и м о  р а с п о л а г а т ь  д о с т а т о ч н о  
п о л н о й  и н ф о р м а ц и е й  о  с т р у к т у р е  п о г р а н и ч н о г о  с л о я ,  т. е .  о  в е т р о ­
в о м  р е ж и м е  и и н т е н с и в н о с т и  т у р б у л е н т н о г о  о б м е н а .

И з у ч е н и е  т у р б у л е н т н о й  д и ф ф у з и и  д о п о л н и т е л ь н о  о с л о ж н я е т с я  
т е м ,  ч т о  п о  м е р е  у в е л и ч е н и я  р а з м е р о в  д и ф ф у н д и р у ю щ е г о  о б л а к а  
х а р а к т е р н ы й  м а с ш т а б  в и х р е й ,  о б у с л о в л и в а ю щ и х  р а с с е я н и е ,  т а к ж е  
в о з р а с т а е т .  П р и  э т о м  н а б л ю д а е т с я  р е з к а я  н е о д н о р о д н о с т ь  в с к о ­
р о с т и  в е р т и к а л ь н о г о  и г о р и з о н т а л ь н о г о  д и ф ф у з и о н н о г о  п е р е н о с а .  
П о с л е д н е е  п р о и с т е к а е т  о т  т о г о ,  ч то  р а з м е р  в е р т и к а л ь н ы х  п у л ь с а ц и й  
л и м и т и р у е т с я  р а с с т о я н и е м  о т  з е м н о й  п о в е р х н о с т и ,  и м е х а н и з м  п е ­
р е м е ш и в а н и я  в в е р т и к а л ь н о м  н а п р а в л е н и и  а н а л о г и ч е н  м е х а н и з м у  
м о л е к у л я р н о й  д и ф ф у з и и  и м о ж е т  б ы т ь  о п и с а н  с п о м о щ ь ю  к о э ф ф и ­
ц и е н т а  т у р б у л е н т н о с т и  к  =  к { г ) .  В  у с л о в и я х  г о р и з о н т а л ь н о  о д н о ­
р о д н о й  м е с т н о с т и  п р и  с т а ц и о н а р н о м  n p o i i e c c e ,  к а к  в ы я с н е н о  в ы ш е ,  
о н  о п р е д е л я е т с я  т у р б у л е н т н ы м  п о т о к о м  т е п л а  Ро, у д е л ь н о й  т е п л о -

g
е м к о с т ь ю  п а р а м е т р о м  п л а в у ч е с т и  ------- - ш е р о х о в а т о с т ь ю  п о д с т и -

00
л а ю щ е й  п о в е р х н о с т и  Zq, в е л и ч и н о й  г е о с т р о ф и ч е с к о г о  в е т р а  С„  и 
п а р а м е т р о м  К о р и о л и с а  X.

В  г о р и з о н т а л ь н о м  н а п р а в л е н и и  р а з м е р  в и х р е й  р а с т е т  н е о г р а ­

н и ч е н н о  и в в е д е н и е  г о р и з о н т а л ь н о г о  к о э ф ф и ц и е н т а  т у р б у л е н т н о с т и  

н е  я в л я е т с я  к о р р е к т н ы м  с  т о ч к и  з р е н и я  ф о р м а л ь н о г о  о п и с а н и я  

р а с с м а т р и в а е м о г о  п р о ц е с с а .  П о э т о м у  в с п и с о к  в е л и ч и н , о п р е д е л я -  

ю щ н х  к о н ц е н т р а ц и ю  п р и м е с е й  с, с л е д у е т  в к л ю ч и т ь  и ' с \  v 'c ',  к о т о ­
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рые представляют собой обусловленные турбулентностью потоки 
примеси вдоль осей х и г/ * соответственно.

Таким образом, для концентрации примесей, поступающих из 
источника, следует записать

СГ

^0’ Т. D ̂ У, v ' с ' , Сg' 0)

В это выражение должны были бы входить величины, характе­
ризующие молекулярную вязкость и диффузию, но при развитом 
турбулентном режиме молекулярные эффекты не играют суще­
ственной роли, и мы их учитывать не будем: ____

Если ось X направить по ветру, то величиной и'с' вполне можно 
пренебречь, ибо перенос, обусловленный ветром, намного превос­
ходит распространение примеси в этом направлении путем турбу­
лентной диффузии. Далее, вполне естественно предположить, что 
геометрия и размер источника на значительном удалении от него 
практически не влияют на процесс, что позволяет игнорировать ве­
личину D и считать источник точечны.м. Поэтому искомая зависи­
мость сведется к виду

c h  =  ? л:, у, г, /г,̂  V' с', С„
9Ср Wo

где с/у — концентрация, отнесенная к единице выброса.
Прежде всего рассмотрим распределение концентрации от на­

земного точечного источника {h = 0). При этом введем величину

J cdy,  которая представляет собой количество вещества, на­

ходящегося в параллелепипеде с единичной площадью сечения, 
расположенного вдоль оси у  в пределах — со <  у <  со. Ясно, что 5  
не может зависеть от г/ и v'c'.

Матрица размерностей для Sj'{ :

S h 1 Z го
Ро . g
С̂р 0 ()

L

Т

- 2  

. 1

1

— 1

0

— 1

1

0

1

0

1

0

2

—3

' Есть (
Р ,
?Ср ■ 00 )

Cg, \  ?(),

недостаточно для описания горизонтального рассеяния и поэтому

v'c', и'с' явно фигурируют в качестве определяющих, диффузию величин. 
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Ранг матрицы /'=2, причем в качестве базиса можно принять 
С, и X.

Из уравнений

—  2Ку +  «1 +  Кд -|“ «4 +  К;, +  27<Г|з =  О,
/<•„ —  /Cj —  /Са —  3/Сб =  О

можно найти:
/с, =  2/С(, « 3  '<̂4 —  /<■:, —  2/с,;,
К-, —  —  Л'о +  Н- Л'4 +  К;̂  —  .

S  С1 г).
и соответственно П-комплексы'’\:

Ро

\
__
С '  с... Ro ’

“сГ рСр

Вводя вместо По комплекс ПоПз = 

мость можно переписать в виде

5 =

5 .С, ж
, искомую зависи'

~ / z \  ^ хХ 
Ф ( , Ro, Ро g 1

С„ с„ рс„ е„ х а

V.-.
или, с учетом полученной выше связи --^- =  х Ro р .  g

5 = Ф .к:

где, как и ранее, 

1 . =
Y-Vf

С ,  ' L ’ L ' L )

' Ро g

l C l p c „ Q „ j '  

(2.1)

X 0n vl

Этот результат легко распространяется на случай линейного 
источника, расположенного по оси у  (— ), а также плоского 
источника с границами О <л-< /. — с« <  г/<  z = 0. Для этого 
полученное выше соотношение следует переписать в виде

X  L ,  l i  \
с, = ;5=1Ф<-

/  Z  X

с,, ’ "Z ' ’ L ' L ' L j\ ь . /
(2.2)

* Учитывая, что техника составления матрицы размерностей и получения 
П-комплексов достаточно ясна из предыдущих примеров, мы в дальнейшем будем 
давать готовый результат, подробно не останавливаясь на процедуре.

** Предполагается, что зависимость S/'j от Ro  учитывается через параметр 
vJCg.
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причем здесь С[ и Со представляют собоц объемные концентра­
ции ( t = l  соответствует линейному источнику и г =  2 источнику ко­
нечной ширины; и = 0, 1^=1). Для рассматриваемых'источников yi и 
У2 представляют собой соответственно количество вещества, посту­
пающего за единицу времени с единицы длины или'площади, так что

[Т,| Г- ' ;  |т,| -  /И /.-2 Т - ' .

В приземном слое влиянием силы Кориолиса можно пренебречь.

За счет этого величина выпадает из рассмотрения. Тогда вместо

формулы (2.1) после простейших дополнительных операций по­
лучим

5 = Т
v. ,x Фз X

X
~ Т '

V,,
с .  /

(2.^

Для наземных концентраций {z =  0) выражение (2.3) упроща­
ется еще больше

Т Os О, - . 
V.J.X L

X
(2.4)

\ "  /
Для больших значений L ( L > x ) ,  что соответствует случаю 

условий, близких к нейтральной стратификации, поскольку 5 оста­
ется ограниченной величиной вне источника, справедливо разло­
жение:

У±.
с .

с„
X

т

Если L мало {L <С̂ :), то естественно провести разлол^ение по

малому параметру

Тогда получим

С\
X

Можно отдельно рассмотреть случай, близкий к термической 
конвекции. С этой целью формулу (2.4) удобно переписать в виде

5  =
Ь г

X
' V - i
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или
S  =  7

рСр 00 V h  - i

Ро g
' X /3 Ф з

L ’ хЧъ Po g''- }
L

X Cg pCp 0Q

Поскольку при у*-» о, L ±  О параметр Д̂1я любых конеч­

ных X становится малым, так же как

при С„->0.
Г  /

x 'h  \  Pogy^ J ’ ^
Поэтому допустимо разложение *:

с л (  -Va 1 + S » -  +

где As,  Bs, Ds —  константы. 

Аналогично получаем:

+  D s ^
хЧо

рСр 0Q \Уз

I Ро g
+

Cl =  Al
Po g  y-

1 +  B, X +

xVa

1 + 5 , - -  +

+  B>2
c .

Po g

pCp 00 \ k
xV3 V Po g  X ,

где Ai, B 2 , D2 зависят от A
X

При „чистой” термической конвекции будем иметь:
Р С „  0 0  \  '  3  _ 4 / „

С. =

Ро g  

\  Pog-'-

X

Чг
Л'

с., = л .> ' L
12 ' pgp Qq у/з -1 

Pog-'-
X

Здесь имеется в виду то. что при О, С^->- О 5  остается ограниченной,
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Теперь рассмотрим диффузию от высотного точечного йсточ- 
ника, например дымовой трубы. Как правила, выходящая из нее 
струя дополиительпо имеет начальный запас количества движе­
ния /,  а также перегрев, за счет которых дым на срезе трубы имеет 
некоторую начальную скорость, а температура отлична от темпера­
туры окружающей среды. Как перегрев, так и наличие начальной 
скорости обусловливает подъем поступающего из трубы дыма.

Поскольку диаметр трубы мал в сравнении с масштабом про­
цесса, то уже на незначительном удалении от среза трубы он пере­
стает влиять на условия подъема и трубу можно заменить точеч­
ным источником эквивалентной мощности.

За счет интенсивного перемешивания с окружающим воздухом 
турбулентность в стрз е̂ на некоторой высоте h., * сравнивается с 
атмосферной. Вслед за этим основной вклад в процесс рассеяния 
вносится атмосферной турбулентностью. Отсюда следует, что на­
чиная с некоторого расстояния от источника, концентрация частиц
дыма с должна зависеть от ^  ■ , X, С,„ v '  с', и' с \  х,  у,

рСр 00
г, т, К .
Как и в предшествующем случае, будем рассматривать величину 

S  ~  I  ̂ dy.

Данная задача отличается от предыдущей только появлением

еще одного комплекса, связанного с высотой Пд, т. е. Югда дляOg,
наземной концентрации можно записать

Ч  С, ’ С , ■ С ,  • K v e , i q  Г

Выражение упрощается для случая нейтральной стратификации 

{Ро = 0). Если еще учесть, что величина малая и на процесс 

диффузии влияет слабо то ею мол<но также пренебречь.

* Аэ = /г-I-Д/;, где А геометрическая высота трубы, а Mi дополнительный 
подъем поступающей примеси, обусловленный начальным количеством движения 
в вы.ходящей из трубы струе и ее перегревом по отношению к окружающей атмо­
сфере.

... ^ Iz...  CvuiecTBOBanne автомодельности при малых значениях -  — связано с

Хгпредположением о том, что точка —^  не является особой для функции S.
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Т о г д а  л егк о  п о л у ч и т ь , что

s = - 4 t
а с .  /

(2 .5 )

Точку максимальной наземной концентрации находим и
dS 

условия

к Л \

=  0, что приводит к соотношению

С„
=  0.

Откуда получаем

Сg /
Соответственно максимальная концентрация

I K   ̂
Cg /

(2.6)

(2.7)

При малых значениях р  , что на самом деле имеет место, 

справедливо разложение:
\ h

+  . . .

).1и
1 +  ̂ 1 ~ +  • . . 

g  " э  \

(2.8)

(2.9)

Здесь а, Ci, Ь, bi —  константы.

Расс,мотрим поведение выражения (2.5) при малых и бель­
ем \

ших JC. в первом случае справедливо разложение:

5 = J A
с г Ф о, о...

+  - ^  Ф"
+  2 q  ^ О,

\
С.

к ЛВвиду того, что при X о, 5 о, Ф О, — ^ —
V

Тогда

=  0.

( K I  ^
q  “ ' [ - с г , 1 +

Хх
C g

Ьг
' к Л

3 Зак. 587

(2.10)
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где

/ С.
' J b L  
. с .

ф" ( о, ''

2  Ф' о,
/г. л N

1

Для л >
С„.

разложение след^^ет вести по параметру

В итоге, учитывая, что при д: aS-> О, получим

S =
С,, л

1г,\ \
СS /

1 + Ь-2
h , l

(2.11)

2.  П о л е  к о н ц е н т р а ц и й  п р и м е с и  п р и  с т е п е н н о й  а п п р о к с и м а ц и и  
п р о ф и л е й  к о э ф ф и ц и е н т а  т у р б у л е н т н о с т и  и с к о р о с т и  в е т р а

Другого типа анализ может быть проведен для случая, когда, 
коэффициент турбулентной диффузии и скорость ветра заданы ап- 
П'роксимационными формулами вида:

и =  /̂ 1
Z \

По своему физическому содержанию такая постановка вполне 
аналогична только что рассмотренной модели. Будучи связана с 
определенными ограничениями из-за степенных аппроксимаций 
(приемлемыми Для приземного слоя), она проще, ибо все атмос­
ферные факторы заданы величинами К\, U\, Z\, z. Тогда для выра­
жения S следует'Искать зависимость вида

5 =  Ycp6'(.«, 2, h,K„ щ, Zi).

Используя дифференцированные размерности длины L^., L^, .мы 
приходим к соотнощению

' л /Cl г, 2
Флh \ «1 /г̂  ’ А ’

Для наземной концентрации будем иметь

i ж / ■ '̂^1
z = 0 гг, h Ф5 ’ h

Точка максимума концентрации
м, г

(2.12)

(2.13)

(2 .1 4 )
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В е л и ч и н а  м а к с и м а л ь н о й  к о н ц е н т р а ц и и  5

Т

«1 h 7л /г ( 2 . 1 5 )

Для наземного источника h = 0 вместо формул (2.12), (2.13) 
(при /г О, S < с о )  соответственно получим:

, у----------Фх■у Ml « 1  л:

.л: к

г~0 / « 1  л:
Ф5

JC к
О

(2.16)

(2.17)

При рассмотрении невысоких или наземных источников, когда 
процесс диффузии происходит в пределах приземного слоя атмос­
феры для и и справедлива степенная аппроксимация вида:

/ г  Z \  „к ,  = к, ----  ; а == Ui\ . При использовании таких

формул Zi может входить в окончательный результат только 
К, И|

в комбинациях - j z 7 ’ “'m'• На этом основании мы вправе в фор-

мулах (2.12) — (2.17) уменьшить число аргументов на единицу и, 
например, выражение (2.12) записать в виде

5 - Т
/ г фб'

/I

/  JC «1 /  г  ^ I - г - т  Z  \

г/l  
\  ^ 1 У ’ )

или после простейших преобразований, введя обозначение
V =  1 — Б — /п, имеел!

5=-- Т
н,

i h- -(m + l)

И)
Для наземной концентрации получим:

5 = Т
M l Z-,

-(m+l) /
Ф

X  К ,

1г

h

h

t t ,  h'- , О

С
Ml li2 /

/Cl

( h
«1

\ /
\  - ( m + l)

(2.18)

(2.19)

(2.20) 

(2.21)

Здесь С и Cl —  константы.
Учитывая, что v ^ l ,  можно сделать вывод: растет прибли­

зительно прямо пропорционально высоте, источника, а умень­
шается обратно пропорционально h.
3* 35



Конкретизируем теперь формулу (2.16), основываясь на ука­
занных степенных аппроксимациях. Для этого ее необходимо так 
преобразовать, чтобы величина Zi во все аргументы входила

Z
в форме U]Zi ~'"h но аргумент —  не может входить отдельно.Zt
После чего получим:

]

или
t—m—\

1 /

U, 2“

6'h
Л /С]

'I /
(2.22)

Для наземной концентрации

С,Т
It, z

(e + OT + 1)® ,
1 у

(2.23)
г-0 у  Ul К, X

где С2 —  константа.

Из полученных формул легко выясняется зависимость наземной 
концентрации от параметров диффузии и скорости ветра.

3. Подъем дыма вследствие перегрева и начальной скорости

Рассмотрим теперь процесс распространения перегретой дымо­
вой струи, поступающей в атмосферу с некоторой начальной ско­
ростью.

Несколько схематизируя явление, его можно себе представить 
как точечный источник импульса /  = mwo = [/] = MLT
и тепла Q = тс^ АТ = nr^poCoWoATo, который создает возмущения 
в поле температуры, скорости и интенсивности турбулентного об­
мена в форме струи. Здесь wq —  начальная скорость, г — радиус 
трубы, роСо —  объемная теплоемкость газа, АТ  —  перегрев.

Рассмотрим начальный участок струи, которым практически 
ограничивается весь подъем. Здесь можно пренебречь внешней 
турбулентностью по сравнению с эффектами турбулентности, вы­
званными самой струей.

Помимо параметров, характеризующих источник, распростра­
нение струи зависит от следующих внешних параметров:
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1) потока массы через единичное поперечное сечение рм и ее 
теплосодержания рис^ , которыми определяется начальное разбав­
ление примеси;

2) стратификации атмосферы, которую будем характеризовать
dQ

градиентом температуры пю,обусловлена разность температур

смеси и окружающей среды АТ*;

3) параметра Архимеда g/T^, так как от него зависит ускоре­
ние перегретой смеси и окружающей среды;

4) времени /о. = — , за которое примесь проходит расстояние х
1Ь

от источника (разбавление поступающей примеси на пути х про­
порционально этому интервалу времени);

5) расстояния от источника х, в связи с тем, что это расстояние 
ограничивает продольный размер элементов турбулентности. Оче­
видно, что максимальный продольный размер вихрей в интервале 
Ох всегда меньше х. Поскольку в рассматриваемом случае допу­
стимо пренебречь турбулентностью, а параметры, определяющие 
внутреннюю турбулентность, исчерпываются перечисленными, то 
указанные восемь размерных параметров /, Q, ри, pCpU, Г, g!T„,
JC

X определяют процесс. Нас будет интересовать высота подъе.\1л

оси струи h и вертикальная скорость на оси хю на расстоянии х 
от источника.

В данной задаче можно выбрать различные единицы длины по 
горизонтали (Ls) и по вертикали (L^). Кроме того, введение ка­
лории как отдельной единицы по существу рассматриваемого про­
цесса не требует введения размерной константы. Это связано с тем, 
что вертикальные ускорения здесь рассматриваются не как след­
ствие превращения тепла в механическую энергию, а как результат 
заданных температурных различий между поступающим перегре­
тым газом и окружающей средой (в соответствии с третьим урав­
нением динамики). Матрица размерностей, определяющая рас­
сматриваемый процесс, имеет вид;

* Разность температур смеси и окружающей среды иа высоте г от источника
АТ'о—начальный перегрев, им опреде­

ляется мощность источника Q;
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X г g 'J o р« ^СрИ J Q x jw h - w

1 0 0 -1 — 1 0 0 0 0 0

Lz 0 —1 1 -1 - 1 1 0 1 1 0

И 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0

0 0 1 0 -1 0 0 0 0 0

М 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

т 0 0 —2 ~1 -1 —2 - 1 0 —1 1

Две искомые величины Л. и ш в соответствии с П-теоремой 
можно представить как функции двух безразмерных комплексов 
Пд, Выполнив несложные расчеты, получим:

h ■■

/

W

где

/  ~

Х » )п J Q

Q _ хшо 
и

\

\УШо

J

V^o 

/ Q _ х а ,/

/

Q - i bg  Q
V ‘»0

g  Co'ТУо ДГо

(2.24)

(2.25)

/

J  =

pCpU

^ Po m l
P tl.

3 L
To '

Если в выражения (2.24) и (2.25) подставить значения Q и /, то 
найдем:

^  / ' W ]
CpWo ' и у  То

X

А

W
ТоГ CpWo и

g £
То

(2.26)

(2.27)

* Легко понять, что в рамках предлагаемой модели, перегрев

/ О , X СОо \
Д7’=Д7’о Fg 
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Определим высоту подъема дыма как расстояние, иа котором 

W W

Ч V  ? V'o

р С 1

На этом расстоянии, как следует из формулы (2.27), —

_£lL^n \
» V  г..

мулы (2.26) получим

К 1  =  
То

Гп СрЩ

Ф„
[ у  ГоГ

; тогда на основании фор- 

СоД7’о '
CpWo

(2.28)

Для двух крайних случаев отсюда следует: 
г Wo /

и

ri^To
и

У  ,

Со

Ро

I '
Ро g

при О,

при Wo =  0.
(2.29)

»• р У'пГ 

Здесь А, В —  универсальные константы.
Интересно отметить, что при малых значениях аргумента, когда 

ряд для Фг в формуле (2.28) можно оборвать вЬ-орым слагаемым,

- ^ 1  / ф-2(о) + Ф.;(o),-J-  ̂• - ^ ] . (2.30)
и у  р ^  у р /ni

Эта формула близка к эмпирически найденной формуле. Хол­
ланда.



§ 3. с в я з ь  СРЕДНИХ ХАРАКТЕРИСТИК АТМОСФЕРЫ 
С ВНЕШНИМИ УСЛОВИЯМИ

Атмосфера является стационарной термодинамической маши­
ной, свойства которой определяются .режимом коротковолновой 
радиации, пос'гупающей на границы атмосферы, и некоторой сово­
купностью априори заданных параметров. К ним относятся, напри­
мер, физические константы атмосферного воздуха, угловая ско­
рость вращения и радиус Земли, физические свойства деятельного 
слоя почвы и т. д. Ясно, что средняя скорость ветра, температура и 
другие внутренние характеристики атмосферных процессов цели­
ком определяются упомянутыми выше величинами. Имея это в 
виду, представляется вполне естественной попытка отыскать связь 
между внутренними характеристиками,,и внешними условия1Ми, за­
данными некоторой совокупностью параметров, пользуясь анализом 
размерностей. Трудности корректного и эффективного решения 
такой задачи методами теории размерности связаны с необходи­
мостью выделить из большого количества параметров главные, 
определяющие процесс. Ниже будем в основном исходить из поло­
жений, развитых в последнее время Г. С. Голицыным. Естественно, 
что выбор таких параметров следует из представлений о более йли 
менее адекватной модели атмосферного механизма.

Рассмотрим столб атмосферы единичного поперечного сечения

с центром в некоторой точке М{х, у).  Пусть М  = - ^  — масса стол-
&

ба; u ,v  —  компопенты скорости ветра; р — давление; р — плотность; 
Т — температура; D — скорость диссипации кинетической энергии, 
отнесенная к единице массы; Ь — кинетическая энергия пульсаци- 
онного движения; Q — баланс радиации на верхней границе атмос­
феры.

Обозначим
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Достаточно правильное представление об атмосферной машине 
можно получить, рассмотрев цепь'преобразований энергии, проис­
ходящих в единичном столбе атмосферы, и причины, благодаря ко­
торым она непрерывно возобновляется. На рис. 2 приводится схема 
преобразований энергии. Четыре вида энергии, если не учитывать 
эффекты плавучести и фазовых переходов воды, составляют замк­
нутый процесс. Мощности основных 'видов энергии (для столба с

единичным поперечным, сечением) равны: кинетическая X

X — j , энтальпия ~ ^ { С р  Т М)  (сумма внутренней энер­

гии и потенциальной энергии силы тяжести), анергия пульсацион- 

^ д
cjt

( и У  +  {у'У^ +  (т'Г-
и по-2

тенциальиая энергия поля давления - [р ц.) М.  Непрерывно

повторяющийся процесс представляется в следующем виде: приток
теп.ца к единичному столбу, меняющийся от точки к точке (Q, /, .t,

ч I д \У) приводит к изменению энтальпии Ср Т \ , сжатие или

расишрение (в зависимости от того, получает ли или отдает рас­
сматриваемая область тепло), происходящее при этом, меняет по-

ди, \
часть еетенц'иальную энергию поля давления

др \
—  М;/р ^  I переходит в кинетическую энергию *, в свою

очередь кинетическая энергия диссипируется в вихревую {DM), 
в процессе распада вихрей последняя превращается во внутреннюю 
и меняет энтальпию столба воздуха.

Кроме указанных преобразований энергий внутри атмосферного 
столба, определенный вклад в изменение энтальпии, кинетической 
энергии и пульсационной энергии может вносить адвекция соответ­
ствующих видов энергии. Роль силы Кориолиса сводится к пере­
распределению энергии между компонентами скорости. При осред­
нении за длительный промежуток времени состояние атмосферы 
не изменяется, это означает, что интенсивности упомянутых превра­
щений энергии согласованы.

Полное приращение энергии поля давления
д I \  М  р  dui [  щ др  ^
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Рис. 2. Схема преобразования энергии в атмосфере.



Рост энтропии, обусловленный необратимостью происходящих 
в атмосфере в целом процессов, компенсируется неравномерным 
притоком тепла, чем обеспечивается непрерывность работы «ма­
шины». ,

Изложенная схема охватывает основные звенья атмосферной 
машины и, следовательно, содержит (в пределах предложенной 
модели) все внешние параметры, которыми определяются средние 
значения характеристик единичного столба атмосферы. Вьшии1ем 
эти параметры, извлекая их из формул для основных видов энер­
гий и интенсивностей преобразований одного вида в другой:

1)
2) 0-1;  ,
3) [Al] =  М  i - 2  .
4) [ / ]  ;
5) [ Р ] ' =  I ' 0 ' .
Весьма существенным внешним параметром является тепло, по­

ступающее к атмосферному столбу, именно неоднородность этого 
параметра, как'уже указывалось, обеспечивает непрерывность, а̂  
его величина —  интенсивность атмосферных движений.

При оценке порядка средней скорости атмосферных движений 
под Q следует понимать средний модуль баланса радиации на 
верхней границе (поскольку как положительные, так и отрица­
тельные притоки, изменяясь от точки к точке, являются определя­
ющими движение факторами). Если его считать известным, то из 
анализа размерности легко получить внутренний масштаб атмос­
ферных движений *

Скорость

v  =

характерное время

= 1 / 

/ ■

Q R

М  I
R

(3.1)

(3.2)

t  = 1 R
1 К "р /

(3.3)

и т. д.
R

Поскольку —  =  const, то порядок приведенных величин опре-
р ••

деляется этими формулами с точностью до константы. Однако ре­

* Здесь предполагается, что иеодиородности поля радиации определяются 
главным образом атмосферными процессами, в противном случае следовало бы 
ввести внешний масштаб длины (см. ниже).
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жим радиационного баланса на верхней границе атмосферы в из­
вестной степени связан с особенностями атмосферных процессов, 
поскольку уходящая радиация зависит от температуры столба и ее 
изменчивости и, вообще говоря, не должна задаваться априори. 
В связи с этим привлекаются некоторые соображения, из которых 
можно было бы оценить параметр Q. Простейшую радиационную 
модель атмосферы можно представить как результат динамиче­
ского равновесия между поступающей коротковолновой радиацией 
и излучением. Если воспользоваться приближением, согласно кото­
рому атмосфера излучает как серое тело, то естественно предполо­
жить, что Q зависит от среднего для земного шара потока коротко­
волновой радиации, от масштаба, равного радиусу земного шара, 
характеризующего неоднородность распределения ее по земному 
шару (на экваторе радиация почти перпендикулярна к горизон­
тальной поверхности, на полюсе почти параллельна), от постоянной 
Стефана — Больцмана о([?] ~  МТ~'^ К^ )̂, поскольку она связывает 
режим уходящей радиации с эффективной температурой столба. 
К числу этих размерных величин следует добавить уже выписанные 
выше, так как они определяют величину и изменчивость темпера­
туры столба, а стало быть, и поле Q. Таким образом.

Q =  Q - ^ ( 1 - Л ) ,  г,  а, Ср, М ,  I,  R

Эти же семь размерных величин определяют и все остальные 
внутренние, средние по высоте характеристики атмосферы.

Обычные методы анализа размерности дают следующие выра­
жения:

/' J ci V k
ФЛП.и, п ,); (3.4)

для характерного времени
/  о \  7s

ф. (П,„. п,) ; (3.5)

для масштаба длины i'o= >' Ф;. (Пж, П;), (3.6)
М c^!‘i I г  о’'»где гт р ■ п . =  --------- •

Р
для энергии $ — a“ Vs jU /-з ф, (п,и, П,), (3.7)
Здесь

где /о —  солнечная постоянная; — альбедо земной атмосферы.



§ 4. НЕКОТОРЫЕ ЗАКОНОМЕРНОСТИ 
ДВИЖЕНИЯ ВОДЫ В РУСЛАХ

1. Распределение динамических характеристик по глубине потока

Рассмотрим установившееся движение воды в канале или есте­
ственном русле, имея в виду определить скорость и расход воды на 
единицу ширины потока. Будем считать движение плоским, что со-

В
ответствует случаю, когда —  ширина потока, h —  его

глубина). Это дает нам основание пренебречь боковыми эффек­
тами. Кроме того, будем считать, что течение воды происходит по 
шероховатой поверхности, наклоненной под углом а к горизонталь­
ной плоскости при постоянной глубине потока h.

Расположим оси координат в соответствии с чертежом (рис. 3).

» 2 '

Рис. 3. Иллюстрация течения воды по наклонной шероховатой поверхности.
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в случае стационарного течения определяющими параметрами 
являются следующие: проекция силы тяжести на ось л .o•̂ - =  ff-sin а, 
глубина потока h, расстояние от диа 2  и шероховатость дна Zq.

При больших числах Рейнольдса, что практически всегда имеет 
место в естественном русле, режим движения турбулентный. Тогда 
для удельной силы турбулентного трения следует записать

dll ^
=  (g.v, h., z, Zo).dz

Аналогично

Чему соответствует:
(g'.v. /г, Z, Zp),.

du
dz

/ z

Отсюда получаем 
da
dz h

h ’ h 

' h ]■

h

(4.1)

(4.2)

(4.3)

Интегрируя (4.1) no z от Zq до z, получим выражение для ско­
рости:

/  z z, \
Ф

или

U =  V  g., h ф„

z!h
J’ Ф

го/ft

/  Z  Z„

'П, h

h ’ h\
Расход воды на единицу ширины потока

d-r\,

(4.4)

- -= ^hVg,  /i J ф«
Zolfl

‘-0
h

T. e.

Средняя скорость

(4.5)

(4.6)
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в случае сечения со схмоченным периметром % и с площадью со 
вместо h в последнее равенство можно ввести гидравлический ра­

диус R = . Кроме того, при малых углах наклона sin а —  tg а = i

(i —  уклон), так что g ^ -  g- i .  Поэтому, воспользовавшись пропор­
циональностью между h и гидравлическим радиусом R, формулу 
(4.6) мол<но переписать в виде

А ,
Л V R-1.

Обычно в динамике русловых потоков BbipaHiejine для средней 
скорости записывают следующим образом:

и = С V r -l (4.7)

Это так называемая формула Шези, а размерный коэффициент 
С соответственно —  коэффициент Шези. Мы видим, что он зависит 
от параметра Zo/h.

Разлагая выражения (4.1) и (4.2) в ряд по степеням аргумента

будем иметь 

da
dz

к Ф' 1\
где

=  S-.V Л Ф. 

/

О, 1 +  ф. О,

о.
-̂ 0

'7г V g . f t ф„

Ф, =  фд

ф» ф :

о.

о,

ф. О,

+

(4.5)

(4.9)

О,

/ \ '
В формуле (4.9) учтено, что Ф„ О, =0. Последнее следует из

физически очевидного обстоятельства, что при 2 ^ 0 ,  к..^ 0.
Поскольку ic{z) в расс.матриваемой области является непрерыв­

ной функцией, то есть основания считать, что указанЦое разложе­
ние справедливо и по всей толше потока. Если ряд (4.9) сходится 
достаточно быстро, (что мы пока будем предполагать), то можно 
ограничиться выписанными членами разлол<ения.

В данном случае рассматриваются установившиеся течения со 
спокойной поверхностью. Ввиду того, что вблизи нее турбулентные 
пульсации сильно демпфируются, то границу раздела вода— воздух
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можно считать практически непроницаемой. Поэтому при z  = h 
коэффициент турбулентности должен быть равен нулю. Из этого

условия следует, что в формуле (4.9) Ф„ О, h
Тогда

л:==Ф' О, /г
1 - /г /

(4.10)

Поскольку к = к{г)  непрерывная положительная функция, об- 
ращаюн1,аяся в нуль в точках z =  О и 2 =  /г, то она должна иметь

dKмаксимум 2  =  , так что dz =  0. Учитывая это ус-
=̂raax

ловке, из формулы (4..10) легко получить, что 0max=-o- и тогда
Zj

-- ф ;. (' о, ^

к = 4 /Стах 
h

(4.11)

(4.12)

В заключение заметим, что по экспериментальным данным 

Zmax = - ^ / г .  Отсюда следует, что допущенное нами априорное пред­

положение о возможности ограничиться двумя слагаемыми в (4.9) 
близко к истинному положению вендей.

Если в формуле (4.8) такл^е ограничиться выписанными чле­

нами, что несомненно справедливо при 1, то для уровня вблизи

дна можно получить выражение для градиента скорости, которое 
в линейном приближении имеет вид

du
~ Ч Г

где ■/, у- 1 — функции

1
h

h

Zq
h

Интегрируя это выражение в  пределах от Z q  д о  2, будем иметь

и =
1

h
ИЛИ

и = V . g - R - i In
^0

h

•''-1 {Z -  2q)
R

(4.13)
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2. Критерии состояний качества потока

Качество потока можно характеризовать соотношением между 
скоростью распространения возмущения и скоростью течения й. 
Если предположить, что возмущения, возникающие в точке, распро­
страняются относительно воды со скоростью Ыо, то, очевидно, ско­
рость V их смещения относительно фиксированной точки будет

V  =  и  ±  U q .

Определим «о- Если поверхность воды испытала возмущение в 
какой-либо точке, то возникает волна, которая перемещается вверх 
и вниз по течению. Скорость ее движения зависит от силы тяже­
сти .S', глубины потока h и амплитуды а. Так что

«о =  ? о ig, h, а).
Отсюда следует зависимость

__ /
i h = / g  h Ф,

а

а
h /

При- 1 справедливо разложение

t t o = V g  h Фо(0) Н----^  Фо (0)

Для возмущений весьма малой амплитуды, что практически 
всегда имеет .место, можно ограничиться первым слагаемым. Тогда 
будем иметь

Мо =  Ф о ( 0 ) / ^

Из точного решения известно, что Фо(0) = 1, поэтому оконча­
тельно можно записать

(4.14)
Возможна ситуация, когда в потоке скорость и =  «о- Тогда воз- 

.мущения вверх по течению распространяться не слгогут, в связи с 
чем в области их генерации возникнут резкие флуктуации уровня. 
Поскольку расход q постоянен, указанному значению скорости 
и = U|;p =  Ыо отвечает вполне определенная глубина, которую есте­
ственно определить как критическую h =  /г„р. Этим мы подчерки­
ваем, что она соответствует условиям перехода спокойного состоя­

ния в бурное, либо наоборот. Имея в виду, что «]ф =  из фор- 

мулы (4.14) легко получить

(4.15)
g
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Для русла с любым поперечный сечением можно ввёсти эквива­
лентную реальной плошадь прямоугольника со при глубине h. Тогда

(!) Q
характерная ширина В = расход Q = qB и скорость v

При этом формулу (4.15) можно переписать в виде

А , р = = | / _ 0 ^ .  (4.16)
g  ^кр

Критическая скорость с̂кр распространения возмущений равна

=  (4.17)

Если реальная глубина потока h >  /г,;р, то при одинаковой вели­
чине расхода должно.иметь место v <  о,-р. Этому соответствует спо­
койное состояние потока, при чем любое возмущение будет распро­
страняться как вверх, так и вниз по течению.

При /г</гцр выполняется неравенство и>Уцр и течение будет 
бурным. Отметим, что полученные в предыдущем параграфе зави­
симости, строго говоря, не могут быть применены к бурным тече­
ниям.

Бурные потоки наблюдаются в горных условиях или различного 
рода водосборных устройствах. При этом часто наблюдается аэра­
ция, когда покрытая волнами свободная поверхность в силу чисто 
механических причин захватывает воздух. В дальнейшем он за 
счет турбулентного перемешивания распределяется по всей водной 
толще. При очень больших скоростях о >  15 м/с происходит подсос 
воздуха. В силу этих причин вода насыщается воздухом, поток 
разбухает, меняется его энергетический баланс. К подобным усло­
виям уже неприменимы использованные выше допущения. Крите­
рием такого рода качественных изменений может служить безраз­

мерная величина -
V T h

3. Теория водосливов

Рассмотрим еще одно характерное явление: течение через водо­
сливы, которые устраивают в различных гидротехнических соору­
жениях. Под водосливом понимают вырез в перегораживающей 
поток стенке, через который перетекает жидкость. Будем рассмат­
ривать только установившиеся течения и определим расход воды Q, 
проходящий через водослив. Ясно, что Q должно определяться ско­
ростью истечения ы, а также площадью со, через которую течет 
жидкость. Скорость (при пренебрежении различного рода потеря­
ми) зависит от силы тяжести g  и высоты напора h, Под последней
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следует понимате высоту уровня невозмущенного водотока * над 
нижней точкой водослива. Таким образом,

или
Q = ^ { g ,  h, ш) ,

/  ш
/гЗ

Массовый расход Q,„ равен объемному, умноженному на плот­
ность жидкости р, так что

■/' ш
(4.18)

Для водослива с прямоугольным сечением, имеющим ширину 
можем записать

Ь У
Q„,i -  р Л Ь  V g h  Ф 1 [ - 7- (4.19)

ЬПри -^—< 1 ,  с учетом того, что Q„i->0 при 6->0, путем раз­

ложения легко получить формулу

(4.20)

где С, С] —  константы.
Для треугольного водослива с углом раствора а формула (4.18) 

принимает вид
д =  р/г'̂  Y ^ h  Фз (а). (4.21)

Соответствующие формулы можно получить и для водосливов 

с отверстиями других форм. В любом случае вид функции Ф 

определяется эмпирически.

* ' Обычно  возмущение, выражающееся в спаде уровня, начинает чувство­
ваться на расстояниях ~ (3 ч -5) й до водослива.
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§ 5. ДВИЖЕНИЕ НАНОСОВ 

1. Начальное смещение

Любой поток в той или иной степени насыщен твердыми части­
цами, появляющимися за счет размыва грунтов. В;(оль по течению 
можно выделить участки с положительным балансом, когда коли­
чество поднимаемых со дна частиц больше числа опускающихся. 
В этом случае имеет место размыв русла. На других участках 
наблюдается стационарный режим с нулевым балансом. При сни­
жении транспортирующей способности потока баланс становится 
отрицательным, вследствие чего происходит заиление русла.- Пере­
нос твердых частиц может осуществляться путем влечения их по 
дну (преимущественно посредством перемещения донных гряд) или 
во взвешенном состоянии. Принципиальной разницы в этих меха­
низмах нет, ибо, по сути дела, они представляют собой скачки раз­
личных масштабов, совершаемые частицами различной крупности. 
Баланс твердых частиц зависит как от скорости потока, так и от 
гранулометрического состава пород, слагающих ложе.

Смешение донных частиц возникает за счет силового воздей­
ствия потока, которое сводится к лобовому давлению и подъемной 
силе, В целях упрощения будем считать течение установившимся, 
а поток двухмерным. Дно полагаем плоским с однородной шерохо­
ватостью, Таким образом, мы рассматриваем некоторую осредиеи- 
ную по времени и площади дна картину.

Очевидно, что отрыв частицы от дна зависит от выталкивающей

силы ĝ Ap, а также касательного напряжения на дне'^о =  '': 

вместо которого удобно ввести динамическую скорость 

к

г  = г„ ,

'iQ dll
d z . Частица может быть охарактеризована своим

диаметром D, а свойства воды —  ее кинематической вязкостью v и 
плотностью р.

Диаметр частицы D, которая при заданных внешних условиях 
может быть оторвана от дна, зависит от указанных выше факторов,
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и для выяснёния условий пёрвонйчаЛьНбго ёё подъёма следует рас­
смотреть зависимость

■0 =  ?о(й‘Др. Р, ^)*-

Отсюда методом анализа размерностей легко получить выра­
жение

g  ^ p D  ^ f v ^ D
Р ‘v l

=  Ф (5.1)

Вместо V,:. можно использовать такн<е среднюю №0 - 
рость. Поскольку, согласно формуле (4.1), г',,, =  /г X

X
/ h ' h г=г„

и в соответст­

вии с формулой (4.6) l l = Y g x - ^  'r’u , то

гг/„
V ;

Тогда, переписав предварительно выражение (5.1) в виде

ф,
Р'

У
будем иметь 

й = /.,74 h Ф,
/ \

Здесь и средняя скорость потока, которая соответствует условиям 
начала движения частицы диаметра

Поскольку из физического смысла и ясно, что она непрерывным

ооразом зависит от ~ д р ™  допустимо разложение

и = h

Для условий, соответствующих малому влиянию сил вязкости

и =
/ г • \ 
I 1

/  . р /-• . 1
(5.2)

* Предполагается, что зависимость от ,2о неявно выракена; через-1/:̂ .'
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Или, возведя обе части последнего равенства в квадрат,. мож?1о 
получить выражение

\  Д р

g D г-1 h (5.3)

более мелких частиц необходимо сохранить последующие 
члены разложения, так что вместо формулы (5.3) будем иметь

g D Хз h 1 + 7 .4 h
Р (5.4)

Заметим, что если глубина русла сравнима с его шириной, то 
во всех предыдуп1,цх зависимостях вместо h следует использовать
гидравлический радиус i?,. _

Если фактические скорости в потоке меньше г/*, то .частицы диа­
метра D в русле глубиной Л, с шероховатостью Zq не могут начать 
двигаться. Это так называемые иеразмывающие скорости.

2. Взвешенные наносы

Часть частиц, поднимаемых со дна, может распределяться по 
всей толще потока, так что он в той или иной степени насыщается 
наносами. При равенстве потоков примеси', обусловленных турбу­
лентным перемешиванием и гравитационным оседанием, создается 
стационарная картина распределения наносов по вертикали. При 
реально существующих в потоке концентрациях влияние взвешен­
ных частиц на поток (обратное влияние) практически ничтожно и 
поле скоростей практически не зависит от наличия наносов.

Рассмотрим распределение взвешенных наносов в потоке. Кон­
центрация частиц в потоке зависит от-следующих причин: 1) усло­
вий отрыва частиц от дна; 2) интенсивности турбулентного обмена 
/с в потоке; 3) скорости седиментации w. Первая из них определяет 
интенсивность поступления примеси в поток, а вторая и третья 
обусловливает распределение концентрации S по глубине потока 2 . 
Скорость седиментации (см. формулу (15) в работе [7])* выражает­
ся следующим образом:

-----  \
w = g ^ P ^  ф .

D / g ^ p D
(5.5)

* Формула (15) в работе [7] имеет вид W-
' - V '

lr
V’KpB^Ap ’

 ̂ ( . В этом случае =  '■'=[л/р, где р — плотность воды в отличие от

плотности воздуха рв.
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Для больших чисел Рейнольдса (см. формулу (1б) в работе [7])

да, =  С™ 1 /  . (5.6)

Следовательно, формулу (5.5) можно переписать в виде

W Wi Oj,
г>:::
W,

Условия отрыва от дна на основании выражений (5.1) и (5.6) 
можно записать таким образом

W.:.
! V ^ D

Коэффициент турбулентности,, как показано выше, выражается 
Б виде

к  =  V.,: Z  Ф

Все вышеперечисленные факторы создают на высоте выступов 
шероховатости А концентрацию Sq.

Таким образом, для определения концентрации 5 по высоте г 
следует рассмотреть зависимость

t/;;: W i
7  д ^

W i  '  V ... '  h  '

=  So Ф^
■Wi z Д  -0

' h- ' h  ' h  I

Поскольку го'^Д, то последнее соотношение можно переписать 
в виде

/' V.̂ : D  Z \
S  =  5,3 Ф -̂

’ г)::, ’ h ' /г Г

При слабом влиянии вязкости получим 1зыражение
^  ^  (  W,  Д 2 '
S  =

Расход взвешенных наносов

/г ’ Л

Я =  j и S  d z ^ S a  V,f_- j  Ф1
W-,

h ' h
d z ,

(5.7)
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т о  е с т ь

Р  — S q h Jj,
V , :

средний расход 

5 =  -
Wl А

h

( 5 . 8 )

(5.9)

Каждый конкретный поток обладает вполне определенной спо­
собностью к переносу наносов. Максимальный расход наносов, ко­
торый может иметь место в потоке при стационарных условиях, 
характеризует его транспортирующую способность. Если она пони­
жается, то это ведет к выпадению твердых частиц и заилению 
русла.

3. Взаимосвязь м орф ологических и динамических  
характеристик потока

Любой речной поток формируется под влиянием климата, гео­
логической структуры, характера растительного покрова, а также 
хозяйственной деятельности человека. От этого зависят расход во­
ды и наносов, характер последних, уклон поверхности, форма попе­
речного сечения реки. Естественно, что морфологические и динами­
ческие характеристики русла должны быть тесно связаны между 
собой. Это объясняется тем, что размывающая способность потока 
определяет его геометрические границы. В свою очередь, скорость 
течения зависит от конфигурации заполненной водой части русла. 
Таким образом, как ширину потока В, так и его глубину h ** следует 
поставить в зависимость от расхода Q, шероховатости Zq- ^ D ,  усло­
вия размываемости, характеризуемого гидравлической крупностью 

уклона I, -который должен входить в комбинации gi, ибо нас 
интересует проекция силы тяжести на направление движения. Сле­
довательно, можно записать:

^  =  ?b (Q, g i, w, D ) \  .

=  (Q. ^ ) -

* Полученные выше соотношения с точки зрения практической реализации 
малоэффективны, ,но проведенный анализ позволяет глубже понять физический 
механ̂ 1зм рассмотренного явления.

** Обычно ширина реки значительно больше ее глубины, поэтому вполне 
можно вместо смоченного периметра \  использовать В, а вместо гидравлического
радиуса R среднюю глубину /г = - ^  (т —площадь сечения). Для горных рек

В
эго условие, естественно, не выполняется.
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Откуда:

или

В
D

D

Фл

=  Фй

Q W

\  V g i  ’ V g i  D
Q w

V g i D ^ ^ '  V  g i  D

b Y '
w

~Q
I

= Q g ^  у  g-г D '

w'°

...... w

V g f D '
w

( 5 . 1 0 )

( 5 . 1 1 )

( 5 . 1 2 )

( 5 . 1 3 )



§ 6. ДВИЖЕНИЕ ГРУНТОВЫХ ВОД

Выпадающая на землю влага частично просачивается в грунт. 
Достигнув водоупора, она станет двигаться по нему, образуя безн^1- 
порный фильтрационный поток (поток по наклонной поверхности). 
Аналогичные течения имеют место при фильтрации через земляную 
плотину или при наличии дренажных устройств, а также в некото­
рых других ситуациях. Обычно эти движения носят ламинарный 
характер, и лишь в редких случаях при наличии больших пор 
в крупнозернистых грунтах режим может быть турбулентным.

Скоростью фильтрации и называется величина, равная отноше­
нию расхода q* к площади сечения S, которая включает в себя 
площадь пор 5„ и частиц грунта 5г, так что 5 =  5п +  5 .̂ Таким

образом, и = - |г -  . В отличие от нее действительная скорость Щ 

определяется как ^— . Ясно, что <  1.
«I

Скорость «1 в случае стационарного течения зависит от свойств 
грунта, определяющих его пористость. В качестве характеристики 
последней естественно использовать некоторую среднюю площадь 
сечения отдельной поры со. Само движение вызывается действием 
сил тяжести, которая должна войти вкупе с величиной уклона, т. е. 
gi. Кроме того, необходимо принять во внимание вязкое сопротив­
ление, т. е. включить в число определяющих параметров кинемати­
ческую вязкость V. В итоге необходимо исследовать зависимость

Ml = { gi ,  V, (о).
Анализ размерностей приводит к соотношению

= У  g i  V Ф„ ( Y  ( ^  у  \  • (6.1 )

при г =  0J '1/  f  У <С 1 , что соответствует малым диамет-
F . м2

Как и ранее, рассматриваем плоский лотокц.
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рам пор и ламинарному режиму, допустимо разложение функции 
Ф„(з) в ряд по указанному параметру. Ясно, что при со =  О, Ui =  О, 
поэтому Ф „(0)= 0 . С учетом этого обстоятельства в линейном при­
ближении получаем

ф-(0 ). (6 .2 )

О)
Введя понятие коэффициента фильтрации к  =  Ф'(0) ^  ,

можно вместо формулы (6.2 ) записать выражение
11 =  к  i * .  (6,3)

Соответственно
q S  к  i . (6.4)

Последние соотношения носят наименование формул Дарси. 
Подчеркнем, что и есть некоторая фиктивная скорость, соответ­
ствующая реальному расходу q, но при площади сечеция S, т. е. что
част-ицы грунта и поры вводятся в рассмотрение лишь посредством 
учета сопротивлений такому движению.

Для крупнозернистых грунтов при наличии больших пор можно 
получить соотношение другого типа, соответствующее турбулент­
ному режиму движения жидкости. В этом случае влияние вязкости 
является пренебрежимо малым, так что

(g t ,  “ ).
откуда . ;

и, =  с V JT  »)■/.. (6.5)
Здесь также можно ввести скорость фильтрации, обозначая

" . 4<̂ =  фц(0) Тогда:

и =  а  У  г , (6 .6 )

<7 =  S a ] / 7 ;  (6.7)

где а также находится экспериментальным путем.

* Величина к оцределяется̂ -эмпирическим путем.



§ 7. ЭЛЕМЕНТЫ ГИДРОФИЗИКИ п о ч в

Помимо направленных фильтрационных движений в почве мо­
гут наблюдаться миграции влаги за счет капиллярных сил, пленоч­
ных течений, а также ввиду наличия диффузии пара. В целом меха­
низм переноса чрезвычайно сложен, и мы ограничимся лишь рас­
смотрением процессов капиллярного впитывания, для которых 
метод размерностей дает наиболее эффективные результаты.

В поверхностном слое жидкости за счет сил молекулярного 
сцепления возникает молекулярное давление р. Поскольку за счет 
эффекта смачивания на границе жидкость — стенка поверхность 
жидкости искривлена, то в дополнение к давлению на плоской по­
верхности Ро появляется еще капиллярное давление А ,  зависящее 
от главных 'радиусов кривизны Г[ и /'2. Для выпуклых поверхностей 
оно положительно, вогнутых — отрицательно, для плоских соответ­
ственно равно нулю. Так как для смачивающей жидкoctи, что. соот­
ветствует процессам в почве, р^ <  О, то р <  ро, и вода в капилляре 
поднимается до некоторой высоты /lo-

Форма поверхности зависит- от условий смачивания. Если при­
нять, что мениск имеет сферическую форму, то П =  Гг =  Го. При 
полном смачивании /"о =  г, где г — радиус капилляра. В случае не­
полного смачивания поверхность жидкости пересекается с твер­
дыми границами под некоторым углом а (краевой угол). При этом 
радиус кривизны Го уже не равен радиусу капилляра, но связан с 
ним посредством краевого угла.

Поверхностное натяжение, обусловливающее появление jOa, 
может быть охарактеризовано коэффициентом поверхностного на­
тяжения сг. По своему физическому смыслу этот коэффициент 
представляет собой свободную потенциальную энергию молекул 
жидкости в поверхностном слое, отнесенную к единице площади. 
Численно он равен силе, действующей в плоскости, соприкаса­
ющейся с поверхностью жидкости, в направлении бинормали. По­
скольку изменению давления способствует лишь вертикальная про­
екция этой силы Cft =  а cos а, то можно констатировать,, что
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ра (Oft, гУ*. Откуда на ойиовании соображ-екий размерно­
сти будем иметь

Р^ =  С о ~  ■ (7.1)

Высота подъема Hq зависит от /', а и удельного веса жидкости pg'. 
Теперь, собрав результаты, мы сможем записать, что

К .  /*. РЯ) •

Ввиду того, что в данном случае нет взаимосвязи между гЬри- 
зонтальиыми и вертикальными процессами, целесообразно ввести 
дифференцированные размерности длины и Lf .̂ Тогда размер­
ности рассматриваемых величин будут иметь вид:

[/;,] =  L , ; [а,| =  М  Г-2  L,  Z. '̂; [г] ^  .
Обычным путем находим

h =  С , (7.2)о г р g   ̂ ’

где С — константа. Известно, что С =  2.
Из формулы (7.2) следует, что капиллярное давление выше в 

капиллярах меньшего диаметра. Поскольку почва пронизана мно­
жеством капилляров различных диаметров, то в случае нарушения 
равновесия может иметь место переток влаги за счет капиллярного 
впитывания ***.

Допустим, что в какой-либо момент / =  О между капнллярньш 
давлением и весом столба жидкости pgh не существует равнове­
сия. Тогда на столб высотой h будег действовать разность давле­
ний Ар=рс  — pgh. Градиент давления

д  ^ р  д  Ра , д \ р  ^p
^ д к  -  ”  - т т -  -  ^  -  Р» ~  - J i T  “  - г  ■

Следовательно, считая, что капилляр цилиндрический, можно для 
определения скорости движения использовать известное выражение 
для расхода жидкости при течении в трубе. Тогда

 ̂ d h  _  G ^  Г ' др
~  ‘ 1 Г

* Величина з в принципе зависит от температуры, ио в интересующем нас 
диапазоне температур это изменение незначительно и может не учитываться.

** Формула (7.1) справедлива, естественно, при условии контакта нижнего 
конца капилляра с резервуаром жидкости, обеспечивающим неограниченную его
ПОДПИТКУ.

**’■■■ Если капилляр имеет коническую форму, то смачивающая жидкость будет 
двигаться в сторону более узкого конца.
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и л и

d h
d t

=  C , h
r-
[i/г

Co' - 9 g h

После интегрирования будем иметь
С, fi

//■о In
> h , ~ h

( 7 . 3 )

(7.4)

где t — время, необходимое для поднятия жид,кости.от уровня h до 
йд. В принципе но.в действительности за весьма короткое
время уровень Я достигает высоты, близкой к /Jq.

При движении жидкости по горизонтальному капилляру mo>kiw 
определить время, необходимое для прохождения пути 1- = Ы\— И\, 
интегрируя формулу (7.3) и полагая второй ее член — нулю. Тогда 
будем иметь

Х.Г-
(7.5)г  с

Так как при определении / использовалась формула, полученная 
в предположении стационарностн течения, то результаты справед-

ливы для значений t , ибо на самом деле процесс капилляр­

ного впитывания не является строго стационарным.



§ s. ЗАМЕРЗАНИЕ ВОДОЕМОВ

Если температура свободной поверхности водоема ниже 0°,С, то 
вследствие аномального хода плотности воды (с максимумом при 
+  4° С) будет наблюдаться устойчивое распределение слоев. Конвек­

ция в этом случае отсутствует и весь процесс промерзания можно 
считать обусловленным чистой теплопроводностью. Для достаточно 
глубоких водоемов влиянием дна можно пренебречь, так же как и 
при некотором удалении от береговой кромки влиянием берегов. 
Тогда матёматической моделью явления будет задача о замерза­
нии полуограниченного пространства. При ее рассмотрении будем 
исходить из некоторых упрощенных предпосылок.

Предположим, что в момент / =  0 на поверхности водоема, имев­
шего температуру воды Tq2 =  const, устанавливается температура 
Го1 =  const < 0 °  С. Тогда начнется процесс промерзания, появится 
граница раздела между закристаллизовавшейся и жидкой влагой.

Нашей задачей будет определение полей температуры 7V-=7’,-X 
X (х, t) в каждой из сред и отыскание закона движения границы 
I = i{ t)  (i =  1 относится к твердой фазе, i =  2 — к жидкой). Ясно, 
что процесс должен определяться теплофизическими характери­
стиками сред, т. е. коэффициентами теплопроводности Я,- и темпе­
ратуропроводности Ul, начальной температурой жидкости Гог, тем­
пературой на поверхности Го1, координатой х и временем t. Кроме 
того, ввиду наличия фазового перехода, следует учитывать объем­
ную теплоту плавления Lpi.

Тогда температура в каждой из сред определяется следующей 
совокупностью величин:

=  [Х, t, /-2, О ] ,  Й2, Р,Ь О̂Ь

Метод анализа размерностей приводит к зависимости

— ф,- (  ^  ^02 . 'Ч J h _  . 0̂1 \  /8  1 4

Го, foi ’ ^
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Обе переменные х  vi t объединились в одном комплексе, прочие 
безразмерные величины содержат лишь физические константы и 
исходные значения для температур.

Поскольку на границе раздела 7’j =  Г2 =  const =  О, то этому 
должно соответствовать значение

 ̂ — =  а =  const .
У t

Откуда закон движения границы раздела

 ̂ У  а, t.

При этом из выражения (8.1) следует, что 
/  7̂ 02 Х-2 d'̂ 7"о2

Г.01 X,

(8 .2)

(8.3)

В обычных условиях величина 

стимо разложение
L •С 1 , так что допу-

X

02
Т'о. 

' ' 0̂2 
,  То:

А а-:
f l i

а.

О

а (8.4)

Аналогичная по содержанию задача возникает при промерзании 
грунта. Однако следует иметь в виду, что за счет различных форм 
связи влаги со скелетом ночвогрунга температура ее замерзания 
колеблется от 0° С (для макрокапилляров) до —70° С (для влаги, 
связанной посредством адсорбционных сил). Таким образом, про­
исходит постепенный переход жидкой влаги в твердое состояние, 
так что в прол1ерзшей зоне содержится влага и в жидком состоянии. 
Тем не менее, для достаточно увлал<ненного грунта изложенный 
выше подход к решению задачи вполне справедлив.

Практические аспекты решения этой проблемы связаны со спе­
цификой строительства в районах вечной мерзлоты, а также с сель­
скохозяйственной практикой, ибо условия перезимовки озимых 
культур в значительной мере определяются наиболее низкими тем­
пературами на глубине узла кущения.

Часто промерзание почвы начинается с момента, когда ее тем­
пература близка к 0°С, В этом случае все полученные выше зави­
симости значительно упрощаются. Дело в том, что температура фа­
зового перехода на границе раздела также равна 0°С. Поэтому ни­
каких изменений температуры во влажной среде не может быть.
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Это означает, что все ее теплофизические свойства не оказывают 
влияния на процесс промерзания. Для анализа данного случая пе­
репишем выражение (8.1 ) в виде

X  Т 02 ^2Л
т,

Ф,
01 ’ 7̂ 01 ’ ’ а .

01>-1 Т,
L Pi ai

Так как Т 2̂ =  О, а ^2 и «2 в решение входить не могут, то послед­
нее соотношение принимает вид

Т , =  Т,01
vV " a ^ - t  ' LpyO-x j

Положение фронта определяется зависимостью
/  ) Т  \Ч •' 01

( 8 . 5 )

(8 .6)

При Xi Т,01
L  р а , ■ «  1,

L р.,

что чаще всего отмечается, выражение (8.6)

можно разложить в ряд. Учитывая, что при 7"oi=0, ; | =  0, и огра­
ничиваясь линейным приближением, будем иметь:

где с  — константа.
Мы видим, что в этом простейшем случае толщина закристалли­

зовавшейся части слоя прямо п]^цорциональна температуре на 
поверхности почвы и растет как V  t.

-5 Зак. 587
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