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АННОТАЦИЯ

В монографии дается изложение некоторых 
принципов гидродинамики и термодинамики, важ
ных для понимания процессов, определяющих 
метеорологический режим в приземном слое 
атмосферы. Приводятся основные результаты 
исследования процессов, совершающихся в этом 
слое.

Монография представляет интерес для метео
рологов и других специалистов, интересующихся ,  ^
пограничным слоем атмосферы.
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о т  РЕДАКТОРА РУССКОГО ПЕРЕВОДА
За последние годы большое внимание исследователей привлекаю 

физические процессы, протекающие в приземном слое атмосферы.. 
Это связано в первую очередь с прикладным значением метеороло
гии нижнего слоя атмосферы для многих проблем практики.

Особенно большое значение получают приложения к сельскому 
хозяйству. Можно, например, указать, что рациональное проектиро
вание мелиоративных мероприятий (которые проводятся во многих 
странах в широком масштабе) невозможно без учета таких метеоро
логических факторов, как режим испарения, температурный и ветро
вой режим для того пункта, в котором планируется мелиорация.

Следует иметь в виду, что сведения, полученные из стандартных 
метеорологических наблюдений, очень часто недостаточны не только 
из-за сравнительно редкой сети метеорологических станций, но и 
из-за весьма существенных возмущений, обусловленных местными 
микрометеорологическими особенностями. В этой связи изучение 
физических закономерностей приобретает особую актуальность, пос
кольку результаты исследований позволяют давать количественные 
оценки особенностей микрометеорологического режима на основании 
монотонно меняющихся внешних факторов и даже определять те 
метеорологические нарушения, которые можно ожидать в результате 
осуществления гидрометеорологических мероприятий.

Значительное распространение получили работы метеорологов по 
предвычислению экстремальных температур в отдельной точке, осно
ванные на соответствующих решениях уравнения теплопроводности 
для нижнего слоя атмосферы; эти же результаты используются для 
выбора рациональных методов борьбы с заморозками.

Изучение закономерностей образования и рассеяния местных ту
манов и методов активного воздействия на туманы чрезвычайно важ
но при оперативном обслуживании авиации. Условия образования 
гололеда необходимо учитывать при проектировании линий электро
передач.

Закономерности распределения температуры и ветра по вертикали 
определяют различные строительные стандарты.

Несомненно, что по мере развития и углубления наших предста
влений о физических процессах в нижнем слое атмосферы будет 
расширяться сфера приложения полученных результатов к решению 
разнообразных народнохозяйственных задач.



Несмотря на большой интерес, предъявляемый к литературе по 
физике приземного слоя, в настоящее время отсутствуют более или 
менее полные монографии, которые освещали бы современное состо
яние этого раздела метеорологии. В известной мере заполнению 
этого пробела может служить предлагаемая вниманию читателей книга 
крупного английского специалиста О. Г. Сеттона.

Большим достоинством книги является ясный и подробный физи
ческий анализ явлений, сочетающийся с достаточной математической 
строгостью. Несмотря на большую сложность математической сто
роны многих проблем, автор сумел сохранить целесообразную про
порцию между физическим анализом и математическими выкладками. 
Изложение большинства проблем соответствует современному состоя
нию науки.

Следует, однако, отметить, что ряд важных вопросов, получив
ших достаточное развитие, совершенно не отражен в книге, а неко
торым уделяется незаслуженно мало внимания. Здесь можно указать, 
например, на результаты, полученные за последнее время, по обра
зованию радиационных и адвективных туманов, по изменению микро
климата при орошении, осушении и под влиянием лесных полос и др. 
Очень мало внимания уделяется процессам, происходящим в нижних 
слоях атмосферы над водой и на границе вода— суша. Мы имеем 
в виду, например, такие вопросы, как бризы и связанные с ними 
явления.

Следует, наконец, отметить, что в монографии совершенно не 
отражены работы советских ученых. Изложение результатов исследо
ваний, проведенных в Советском Союзе, безусловно обогатило бы 
многие разделы книги Сеттона. Поскольку это относится почти ко 
всем разделам физики приземного слоя атмосферы, то нет никакой 
возможности дать их в виде дополнения к соответствующим главам 
книги. Поэтому мы решили привести только дополнительный список 
работ советских ученых.

Книгу на русский язык перевели: М. Е, Берлянд (гл. 2 и 6), 
В . Л. Гаевский (гл. 1 и 5), Д. Л. Лайхтман (гл. 4 и 8 ) , Т . А. О г
нева (гл. 3 и 7).



ВВЕД ЕН И Е
В историческом развитии метеорологии интерес главным образом* 

концентрировался на широких аспектах климата и погоды —  процессов, 
которые охватывают большие районы земной поверхности и большую 
толщу атмосферы. В  последние годы, однако, все большее и большее- 
внимание обращалось на систематическое изучение внутренней струк
туры больших атмосферных процессов и особенно на подробное 
изучение явлений, которые возникают в приземных слоях воздуха.

Термин микрометеорология, употребляемый в этой книге, указы
вает на то, что предметом изучения являются физические процессы, 
имеющие место над ограниченными районами поверхности земли, 
главным образом в пределах нижних слоев атмосферы.

Климат и погода большого района обусловлены непосредственно' 
движением больших воздушных масс над континентами и морями; 
при процессах такого масштаба не существенно точно учитывать- 
условия, которые определяют такие, например, явления, как загряз
нение атмосферы дымом из фабричных труб или стекание холодного 
воздуха в долину. Хотя эти особенности при рассмотрении климато
логического атласа или синоптической карты имеют второстепенное 
значение, они могут влиять на благосостояние человека и эконо
мику, а поэтому достойны серьезного изучения.

Физика нижнего слоя атмосферы интересна и важна главным 
образом из-за резких изменений в строении, которые обнаруживаются- 
в ближайших к земле слоях воздуха. Такие изменения существенны 
не только для метеорологии, но и для других областей науки. Кли
мат в пределах нескольких дюймов от земли, который особенно
важен для растения в начале вегетации, совершенно не похож на 
климат, который характеризует слои, расположенные на несколько 
футов выше, так как слои воздуха в пределах нескольких сантимет
ров от земли могут испытывать в течение одного дня и тропическую* 
жару, и ледяной холод. Подробное изучение действия климата на 
растительность едва ли может основываться на данных, регистри
руемых в будке на высоте около 4 футов.

Развитие микрометеорологии как точной науки требует не только- 
исследования и истолкования тщательных наблюдений, проведенных 
в прилежащих к поверхности земли слоях воздуха, но также изуче
ния физических процессов, которые обусловливают микроклимат. Это 
вызывает необходимость детально изучить движение воздуха вблизи  ̂
твердых или жидких границ различной формы, температура которых



меняется во времени. Главной чертой такого движения является то, 
что поток обычно турбулентный и в нем происходит значительное 
перемешивание. Это означает, что многие свойства приземных слоев 
атмосферы зависят от турбулентности. Степень турбулентности ветра 
юбусловливает распространение тепла от поверхности земли в воздух, 
обмен углекислым газом между растительным и животным миром, 
рассеяние пыли и легких семян, а также кругооборот воды в при
роде.

Первые главы этой книги посвящены некоторым разделам фи
зики и математики, которые необходимы при изучении процессов, 
имеющих место вблизи твердой стенки, которой в сущности является 
поверхность земли.

Последние главы показывают, каким образом общие закономер
ности применимы к нахождению решений, хотя и приближенных, но 
важных для проблем гидрологии, загрязнения атмосферы и сельско
хозяйственной метеорологии.



Г Л А В А  1

А Т М О С Ф Е Р А  В  П О К О Е

1. 1. С о с т а в  и ф и зи ч еск и е с в о й с т в а

А т м о с ф е р а .  С точки зрения метеорологии, атмосфера состоит 
из гипотетического газа, названного чистым сухим воздухом , и 
водяного пара. В ней обычно находятся различные примеси, такие 
как индустриальные газы, и некоторое количество веществ в су с
пензии, например, вода (в виде льда, снега или дождя), дым, туман, 
пыльца растений и т. п.

С у х о й  в о з д у х .  Чистый сухой воздух, или, более кратко, су 
хой воздух представляет собой смесь газов, которая остается неиз
менной до больших высот. Пейнез [1] дает состав воздуха, пред
ставленный в табл. 1.

Таблаца 1 
Состав чистого сухого воздуха

Состав Объем, ®/о

Азот . . . . . . . 78,08
Кислород . . 20,95
Аргон 0 ,93
Углекислый газ . . . 0 ,03
Н ео н .............................. 1 ,8 -10” ®
Г е л и й .......................... 5-10“ ^
Криптон . М О""*
К сенон.......................... Ы 0 “ ^
О зо н .............................. колеблется около
Радон • . . . 6 -1 0 ~ ‘*
Водород ...................... предположительно 1 • 10“"®

I

Таким образом, 99,9®/о объема сухого воздуха состоит из четы
рех газов; азота, кислорода, аргона и углекислого газа.

Основные физические свойства сухого воздуха даны в табл. 2.
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Физические свойства сухого воздуха

Плотность р при 0°С и давлении ЮОО м б ......................• . . 1,276-10 г см” ®
Удельная теплоемкость при постоянном давлении Ср ..........................  0 ,24
Удельная теплоемкость при постоянном объеме 0 , 17
Отношение удельных теплоемкостей ........................................... 1,405
(Средний) молекулярный вес М .......................... ...................................................28,9

Так как составляющие сухого воздуха при обычной температуре, 
которая значительно выше их критических температур, являются 
газами, то к воздуху применимы законы идеального газа

где р  — давление в динах на квадратный сантиметр площади, Т —  
абсолютная температура, — универсальная газовая постоянная,  ̂
равная 8,31 • 1 0 эрг град “ Ч Ввиду постоянства состава воздухаП
удобно написать =  R  —  газовая постоянная сухого воздуха, имею

щая значение 2,876 • 10“ ® см  ̂ сек. град.
В о д я н о й  п а р .  Для метеорологов водяной пар является одной 

из наиболее важных составляющих атмосферы. Это справедливо
главным образом потому, что при обычных температурах водяной 
пар легко переходит в жидкую и твердую фазы (и наоборот) с боль
шим выделением или поглощением тепла; при этом происходит пе
ренос большого количества тепла от почвы к атмосфере и обратно. 
Значение воды в парообразном или жидком состоянии для обеспе
чения жизни на земле не нуждается в доказательстве.

В связи с тем, что вода участвует во многих разнообразных про
цессах, количество водяного пара в воздухе измеряется различными 
способами.

Д а в л е н и е  и п л о т н о с т ь  в о д я н о г о  п а р а .  Согласно за
кону Дальтона о парциальном давлении, давление, оказываемое водя
ным паром в атмосфере, не зависит от давления других газов. Если 
отсутствуют процессы конденсации или испарения, водяной пар может 
рассматриваться как идеальный газ, давление е  которого выражается 
следующим образом:

=  ( . 2)

где М ^ = 1 8  —  молекулярный вес водяного пара, а —  его плот
ность. Температуру пара Т  можно принять равной температуре сухого 
воздуха, с которым водяной пар смешан, так как любое различие 
в температуре между паром и воздухом быстро устраняется сильной 
диффузией, сопровождающей обычно все атмосферные движения. 
Так как =  rae R  и М  относится к сухому возд^гху^

Таблаца 2
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предыдущее уравнение принимает вид

ИЛИ

( 1 , 4 )

Таким образом, имеются два прямых пути оценки количества 
водяного пара в некотором объеме атмосферы: 1) по давлению е, 
которое является следствием одного водяного пара, и 2 ) плотности 
пара. Плотность водяного пара обычно называется абсолю т ной  
влаж н ост ью  атмосферы.

У поверхности земли давление атмосферы составляет около 1015 мб, 
при этом на водяной пар приходится очень небольшое количество —  
порядка 1 — 2®/о. Плотность сухого воздуха при 1000 мб и О® С со 
ставляет 1 ,2 7 6 -1 0 “ ® гсм~®,  а плотность водяного пара при этой же 
температуре меньше чем 5* 10 “ ®г см “ ®.

Несмотря на большое значение водяного пара в атмосферных про
цессах, он составляет лишь небольшую часть атмосферы вблизи под
стилающей поверхности.

Если р  — полное давление смеси сухого воздуха и водяного пара, 
р  — е  —  парциальное давление одного воздуха, то плотность смеси 
приближенно равна

р — е 5е Р л̂ Зе \ /i
Рт—  PIT %RT R t \} 8р '•

Мы можем написать это выражение в виде

Р
Ш / ■) ( 1.6)

обозначая вирт уальной т емперат урой Т' =  --------температу-

ру, при которой объем сухого воздуха имел бы такую же плотность, 
как и его смесь с водяным паром при одном и том же давлении.

При условии, что отсутствует конденсация, смесь сухого воздуха 
и водяного пара ведет себя подобно идеальному газу, подчиняясь 
закону

Р =  / '̂РТ,
где

\ Ьр )
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Это приближение часто используется в тех случаях, когда воздух 
содержит небольшое количество водяного пара.

Н а с ы щ е н и е  и о т н о с и т е л ь н а я  в л а ж н о с т ь .  Согласно 
кинетической теории газов, испарение возникает тогда, когда части 
молекул жидкости удается преодолеть взаимные силы притяжения и 
оторваться от свободной поверхности в пространство, образуя пар.

Некоторые молекулы пара ударяются о поверхность и в конце 
концов захватываются жидкостью. Этот процесс может протекать 
до тех пор, пока окончательно не установится динамическое равно
весие, при котором число молекул, потерянных жидкостью, равно 
числу молекул, полученных жидкостью от пара за тот же промежу
ток времени. Когда подобное явление имеет место, водяной пар на
зывают насыщенным, и данной температуре соответствует опреде
ленное давление насыщенного водяного пара, или плотность насы
щенного пара (в определенных условиях возможно получить пере
насыщенный пар, но обычно такие условия не интересуют микро
метеорологов).

Давление насыщенного пара и плотность насыщения быстро воз
растают с температурой, и для выражения этой зависимости можно 
предложить различные формулы, теоретические и эмпирические.

Кей и Лейби [2] установили, что формула Кирхгофа —  Ранкина —  
Дюпре

log е =  Л - f - А  с  log Г

точна и удобна. Авторы рекомендуют для интерполяции применять 
lo g e  как линейную функцию температуры.

В  большей части метеорологических расчетов необходимая точ
ность может быть получена при использовании таблиц упругости 
насыщенного водяного пара над льдом или над водой для интерва
лов в 1®С.

Несколько типичных значений дано ниже.
Давление насыщенного пара в миллиметрах ртутного столба

Температура, ° С ..........................О 5 10" 15 20 25 30
Давление пара, м м .................  4 ,58  6 ,54  9,21 12,78 17,51 23,69 31,71

Насыщение, как физическое явление, не зависит от нахождения 
или отсутствия других газов. В метеорологии появился не вполне 
строгий, но удобный способ рассмотрения атмосферы как „на
сыщенной" или „ненасыщенной". Это означает, что водяной пар, 
который составляет часть воздуха, находится или не находится 
в равновесии с поверхностью воды (или льда) при температуре, рав
ной температуре атмосферы. Естественно рассматривать сухой воздух 
как сорт губки, которая может стать насыщенной водой, но это 
предположение совершенно неверно. Тем не менее термин „насыщен
ный воздух" стал очень распространенным в метеорологии и устра
нить его совершенно было бы слишком педантично. Этот термин не 
вредит делу при условии, что читатель уяснил себе его точное зна
чение.
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Мы определяем насыщенный, воздух как смесь чистого сухого- 
воздуха и водяного пара, в которой последний содержится в коли
честве, насыщающем пространство, а влажный воздух — как смесь 
чистого сухого воздуха и водяного пара, в которой давление (или 
плотность) пара ниже давления насыщения (или плотности при на
сыщении). Из этих определений возник наиболее известный способ 
измерения водяного пара в атмосфере при помощи относительной 
влажности / , определяемой как отношение действительного давления 
пара к насыщающему давлению при той же температуре. Относи
тельная влажность обычно выражается в процентах

/ = ' - ~ 7 о ,  (1 .7 )

где —  давление насыщающего пара.
В з а и м о с в я з а н н ы е  и з м е р е н и я  в о д я н о г о  п а р а .  При 

рассмотрении проблем диффузии и испарения количественными характе
ристиками содержания водяного пара принимаются абсолютная влаж
ность и плотность. Наблюдения обычно регистрируют давление пара 
или относительную влажность. Переход от одних единиц к другим 
может быть быстро выполнен с помощью таблиц. При анализе свойств 
воздушных масс и решении многих других проблем больших мас
штабов полезна еще одна величина —  отношение смеси х. Она опре
деляется как отношение массы водяного пара к массе сухого воз
духа в данном объеме влажного воздуха. Численно отношение смеси 
является почти такой же величиной, как и удельная влажность 
которая определяется как количество воды в единице массы влаж
ного воздуха. Алгебраические соотношения между различными харак
теристиками даны ниже:

JC =  0,622 0,622 у ,  так как (1-8>

(1 .9>
0,б22вS

0,б22е /1 114
^ ~ р - 0 ,3 7 8 е ~ '^ -

Количество водяного пара в воздухе может также быть выра
жено тошой росы, определяемой как наиболее низкая температура, 
до которой может быть охлажден объем влажного воздуха при 
постоянном давлении, прежде чем достигнута конденсация. Наконец^ 
дефицит насыщения — это разность между давлением насыщаю
щего пара и действительным давлением пара при одной и той же 
температуре. Дефицит влажности также используется в практике, 
особенно биологами. Другого названия для этой величины —  „осу-

15



метеорологии по причине, которая будет в дальнейшем подробно 
разобрана.

Хорошо известен факт, что обычно температура с высотой пони
жается, но это простое положение должно быть уточнено для усло
вий вблизи почвы.

В  слоях около поверхности почвы в теплый ясный день темпера
тура с высотой падает очень быстро, но после захода солнца, осо
бенно при ясном небе, температура воздуха в этих слоях обычно 
повышается от поверхности земли вверх. Повышение температуры 
с высотой называется инверсией. Теоретического определения темпе
ратурного профиля в атмосфере нельзя получить непосредственно 
в общем виде, но задача может быть решена рассмотрением опреде
ленных, относительно простых случаев. Наиболее важно при этом 
ввести особое значение температурного градиента, известного как 
сухоадиабат т ески й  градиент.

Подлежащая рассмотрению проблема может быть изложена 
в следующем виде: объем сухого воздуха, который по тем или иным 
причинам вынужден к перемещению от одного уровня к другому, 
должен изменить свое давление. Мы предполагаем, что это изменение 
давления происходит в соответствии с гидростатическим уравне
нием (1 .1 2 ), хотя строго это уравнение применяется только в случае,^ 
если не имеется вертикального движения и при предположении, что^># 
атмосфера однородна во всех направлениях, в том числе и по верти -,^  
кали. Так как три переменные; давление, температура и плотность^- 
связаны уравнением состояния (1 .13), то следует, что изменение ' " 
давления должно привести к изменению плотности или тем пературы ^ 
объема или того и другого вместе. Такие изменения зависят, при^| 
данных условиях, от движения объема и состояния окружающей'*;,* 
атмосферы. *

Температура может падать или повышаться из-за понижения кли 
повышения давления, но может также изменяться из-за притока теяла 
к окружающему воздуху и от него, или из-за проникновения внеш- ' 
него воздуха в данный объем во время его движения, или под воз
действием радиации. Здесь мы рассмотрим только особый случай, 
когда нет потока тепла через границу объема и общее изменение 
температуры является следствием изменения давления. Это означает, 
что плотность воздуха данного объема на некотором уровне пол
ностью определяется его абсолютной температурой. Нас особенно 
интересуют условия, при которых плотность объема всегда равна 
плотности окружающей среды. В  окончательном виде проблема может 
быть выражена следующим образом: если объем воздуха в неподвиж
ной сухой атмосфере перемещен с одного уровня на другой, то ка
ким должен быть температурный профиль в атмосфере, чтобы обес
печить одинаковую плотность объема с окружающей средой, причем 
изменение температуры в объеме происходит без обмена тепла 
с окружающей атмосферой? В целях лучшего понимания вопроса 
нам нужно рассмотреть некоторые термодинамические понятия.

А д и а б а т и ч е с к и е  и з м е н е н и я .  Изменение состояния (т. е.
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температуры, давления и плотности) газа называют а д и а б а т и ч е 
с к и м ,  если оно происходит без обмена теплом между массой этого 
газа и окружающей средой. Такое состояние предполагает определен
ную функциональную зависимость между температурой, давлением и 
удельной теплоемкостью газа. В учебниках по термодинамике^ фор
мулируется принцип сохранения энергии, известный как первый закон  
т ермодинамики. Согласно этому принципу, бесконечно малое ко
личество тепла rfQ, которое передается газу, используется частично 
на повыщение внутренней энергии молекул c^dT и частично — на 
работу против внешнего давления. Напишем уравнение

dQ =  c ,d T ^ A p d [ ^ ) ,

где А —  величина, обратная механическому эквиваленту тепла. 

Так как из — =  /?7’ следует, что

то, следовательно,

d O = ( c ,  +  A R ) d T ~ A i f - ^ = ( c ,  +  A R ) d T - ^ 4 p  =

=  c , d T - ( c , - c , ) T ^ ,

так как AR =  Ср — с .̂
При адиабатическом изменении dQ_ == 0. Следовательно, для такого

с
изменения, если принять Y =  (для сухого воздуха), то

С
V

йТ ,  dp г,

или

т—1
Г =  const/? т %!const/-^®®. (1.17)

Таким образом, если давление объема воздуха изменяется адиаба
тически, то температура должна повышаться или понижаться согласно 
З'равнению (1 .17 ).

С у х о а д и а б а т и ч е с к и й  г р а д и е н т .  Рассмотрим атмосферу 
(в покое), в которой р, Р  и Т —  функции высоты z. Объем воздуха 
в такой атмосфере подвергается вертикальному перемещению.

1 Z е m а п S к у. Heat and Thermodynamics. 2 d. ed., p. 101, Me Graw-Hlll, 
1943.
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Рассмотрим изменения, которые имеют место в состоянии объема, 
если в процессе приближения его давления к давлению окружаю
щего воздуха изменение температуры происходит адиабатически. 
Такое предположение позволяет исключить давление и плотность из 
гидростатического уравнения (1 .12) путем использования функциональ
ной зависимости (1 .1 7 )  между давлением и температурой при адиаба
тическом процессе. Таким образом, если температура Т '  объема 
отличается от остальной атмосферы, следует, что

й Т ’ 'i--\  Т' d p  Y - 1  „  Т' _  g  1 т ~ \  \ Т
dz 1 р  dz ^

Наиболее важным является случай, когда температура Т' объема 
отличается на бесконечно малую величину от температуры окружаю
щего воздуха. Тогда

=  — 4 -  ( =  9 ,8 7 .10~^°С см ~ '
dz R \  т J

— 1 ° С  на 100 м. (1 .19)

Эта скорость убывания температуры с высотой, известная как 
сухоади абат т ески й  градиент , обозначается символом Г  (гамма) 
и является одной из основных метеорологических констант.

Требуемый температурный профиль будет выражен следующим 
образом;

Г ( 2 ) =  Г ( 0) — ( 1.20)
р

В  атмосфере с таким распределением температуры массы воздуха, 
перемещающиеся адиабатически от одного уровня к другому, будут 
иметь всегда ту же температуру и плотность, которую имеет окру
жающая среда.

С т а т и ч е с к а я  у с т о й ч и в о с т ь  а т м о с ф е р ы .  Полученный 
результат дает критерий статической устойчивости атмосферы. Если 
градиент температуры в атмосфере превосходит адиабатический, то 
очевидно, что воздух, перемещенный вверх на бесконечно малую 
величину от уровня, на котором он имел ту же самую температуру 
и плотность, что и окружающий воздух, будет иметь более высокую 
температуру, чем окружающая среда на новом уровне и, следова
тельно, должен иметь меньшую плотность, чем окружающий воздух.

Подъемная сила, которая является результатом разности плот
ностей, указывает, что объем воздуха будет, вероятно, продолжать 
восхождение. Такое состояние атмосферы классифицируется как 
статически неустойчивое. Аналогично этому в атмосфере, в ко
торой градиент температуры меньше адиабатического, масса воздуха, 
вынужденная двигаться вверх, плотнее, чем окружающая среда, и она 
будет стремиться опуститься на прежний уровень. Такое состояние 
является необходимым условием для статической устойчивости.
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Тот же результат имеет место, если происходит перемещение вниз, 
при условии, что перемещение адиабатическое. Следовательно, мы 
можем сказать, что сухая атмосфера находится в нейтральном, устой
чивом или неустойчивом статическом равновесии, если скорость из
менения температуры по вертикали равна, меньше или превосходит 
адиабатический градиент.

Ниже рассматриваются ограничения, накладываемые на приведен
ный анализ.

П о т е н ц и а л ь н а я  т е м п е р а т у р а .  Поскольку вертикальные 
движения имеют большое значение в любой метеорологической про
блеме, важно определить температуру, на которую не действуют 
изменения давления при условии, что изменения происходят адиаба
тически.

П о т е н ц и а л ь н а я  т е м п е р а т у р а  6 сухого воздуха опреде
ляется как такая температура, которую принимает объем воздуха, 
если он приведен адиабатически от его первоначального давления 
к стандартному, обычно к давлению у поверхности земли.

Если — давление у поверхности, то из уравнения (1.17) 
имеем

0=  ( 1,21)

где Т  — фактическая (абсолютная) температура объема.
Градиент потенциальной температуры может быть выражен через 

градиент абсолютной температуры и адиабатический градиент.
Дифференцируя уравнение (1.21) в его логарифмической форме, 

имеем

\ М ^  \ dT  dp ___\ dT  . f f — i \ g
% dz T dz \ '{ )  p  dz T d z ' \  'I j  RT

или

1 d6 1 (dT
0 dz T \dz - +  r ) .  ( 1 .22)

Значение

dz ‘

есть разность между действительным и адиабатическим градиентами 
температуры. На поверхности земли потенциальная и абсолютная 
температуры равны по определению, а аппроксимация

6 = 7 '  + Г г  (1 .23 )

вполне удовлетворительна для не очень больших значений 0 , особенно 
для нижних слоев, толщина которых редко превосходит 100 м и 
которые являются предметом исследования микрометеорологии.
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У с л о в и я  в о  в л а ж н о м  в о з д у х е .  Вышеизложенный анализ 
относится к сухому воздуху. Решение становится более сложным для 
влажного воздуха, в особенности, когда имеет место вертикальное 
движение, вызывающее конденсацию. Если водяной пар в атмосфере 
ниже уровня насыщения, то уравнение адиабатического процесса во 
влажном воздухе мало отличается от уравнения для сухого воздуха 
и уравнение (1 .1 7 ) заменяется уравнением

AJR

Т =  const/? “̂Р , (1 .24)

где c j  —  удельная теплоемкость ненасыщенного влажного воздуха 
при постоянном давлении; численно она мало отличается от и для 
практических целей уравнения (1 .17) и (1 .24) можно считать иден
тичными.

Для целей микрометеорологии развитие полученных выше резуль
татов для насыщенной атмосферы не является вопросом первой необ
ходимости и обсуждаться нами не будет. Интересующиеся этим во
просом могут обратиться к соответствующим работам по динамической 
метеорологии

В а ж н о с т ь  а д и а б а т и ч е с к о г о  г р а д и е н т а .  Прежде чем 
эти результаты применять к реальной атмосфере, должны быть тща
тельно рассмотрены отклонения от полученного выше критерия 
устойчивости. В  исходных предпосылках имеется несколько слабых 
пунктов, наиболее существенными из которых являются предположе
ния о том, что процесс происходит адиабатически. Если уравнение 
статики применимо, то это предполагает, что воздушная масса, кото
рая находится в движении, должна быть мала, а ее движение 
медленное. С другой стороны, условия адиабатического изменения 
обычно требуют, чтобы движение массы было быстрым, а сама масса 
была большой; только в этом случае теплообменом с окружающей 
средой можно было бы пренебречь. Отсюда следует, что атмосфера 
вблизи поверхности достигает адиабатического градиента только при 
весьма специфических условиях. Условия, принятые в качестве исход
ных в предыдущем анализе, имеют место при небе, покрытом плот
ными облаками, и при умеренном или сильном ветре. При этих 
условиях температура поверхности не отличается существенно от 
температуры воздуха вблизи поверхности почвы, так как облачный 
покров предохраняет поверхность как от поступления, так и от потери 
больших количеств радиации. Сильный ветер полностью перемеши
вает воздух в нижних слоях, в результате чего не наблюдается боль
ших разностей температуры между смежными слоями воздуха (это 
доказано наблюдениями над разностью температур на различных 
уровнях в нижнем слое атмосферы).

Вертикальное движение воздуха при этих условиях вызывается 
не различием плотностей, а динамической неустойчивостью. Отсюда

1 Ha u r wi t z .  Dynamic Meteorology. Ch. Ill, Me Qraw-Hill, 1941.
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следует, что в этих условиях градиент температуры по вертикали 
должен приближаться к адиабатическому, так как почти все условия 
предыдущего анализа выполняются.

Этот вывод имеет больщое значение, но его содержание требует 
тщательного рассмотрения. Он означает, что если область атмос^ 
феры, имеющая однородную по горизонтали температуру, подвер
жена механическому перемешиванию, то результатом этого явится 
уменьшение внутреннего вертикального градиента температуры до 
адиабатического. Согласно этой теории, никакое движение не может 
привести к установлению меньших температурных градиентов и изо
термическая атмосфера не может быть достигнута перемешиванием. 
Самое большее, к чему может привести такое перемешивание, —  это 
создание атмосферы равной потенциальной температуры. В  этом 
смысле состояние однородной потенциальной температуры должно 
рассматриваться как основное состояние равновесия. Конечный эф
фект турбулентного перемешивания состоит в уменьшении до мини
мума всяких отклонений от этого состояния.

Эти выводы, однако, предполагают, что применение результатов 
предыдущих параграфов, основанных на положениях статики, допу
стимо к атмосфере, которая находится в состоянии беспорядочного 
движения, и что apriori не очевидно.

Нельзя утверждать на этой стадии рассмотрения, что в нижних 
слоях атмосферы, в облачную ветреную ночь средняя потенциальная 
температура постоянна с высотой. Эти положения имеют большое 
значение в теоретической разработке проблемы переноса тепла в ат
мосфере. В  твердом теле или несжимаемой жидкости (т . е. в такой, 
в которой элемент жидкости не изменяет своей плотности при дви
жении) поток тепла через некоторую горизонтальную поверхность 
пропорционален градиенту температуры на рассматриваемом уровне, 
и законы термодинамики обеспечивают стремление градиента темпе
ратуры к выравниванию. Сжатие в атмосфере должно приниматься 
во внимание, за исключением процессов теплопроводности, для очень 
небольших слоев; в этом случае при переносе тепла необходимо 
учитывать градиент потенциальной температуры; при перемешивании 
атмосфера стремится к выравниванию потенциальной температуры.

В проведенном выше рассмотрении вопроса не учитывалось 
влияние водяного пара и радиации. Для свободной атмосферы этот 
добавочный эффект должен быть принят во внимание. В  верхней части 
атмосферы, называемой стратосферой, наблюдается изотермическое 
распределение температуры или небольшое повышение ее с высотой, 
т. е. такое состояние атмосферы, которое объясняется равновесием 
между излучением и поглощением радиации. Ниже этого слоя и 
в областях над пограничным слоем атмосферы средний градиент

2
температуры приблизительно постоянен, составляет около ^  от су-

О

хого адиабатического градиента. Полного объяснения причины такого 
распределения еще нет. Слои воздуха у поверхности земли характе
ризуются широким диапазоном значений температурного градиента.
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Наибольшие градиенты имеют место в непосредственной близости 
от поверхности почвы, величи(1Ы их существенио отличаются от вели
чин в свободной атмосфере. В  ясную погоду над коротко острижен
ным травяным покровом градиент температуры у поверхности земли 
в сотни и тысячи раз больш е адиабатического. Это свойство объяс
няет многие характерные черты нижней атмосферы.

Важно отметить, что при этом анализе мы не рассматривали про
блемы естественной конвекции, т . е. движения воздуха из-за его пла- 
вучёсти. Пока нет оснований утверж дать, что вертикальное движение 
происходит самопроизвольно, если температурный градиент превос
ходит адиабатический. В  дальнейшем предстоит рассмотреть систему 
в статическом равновесии, на которую накладываются небольшие 
перемещения, найти силы, которые действуют на объем в возмущ ен
ном состоянии, и, следовательно, условия для статической устойчи
вости системы. Как будет показано ниже (гл. 4 ) ,  тонкий слой в о з
духа может сохранять большой температурный градиент без конвек
тивного движения за счет влияния вязкости и проводимости. Эта 
проблема является одной из проблем динамической устойчивости 
атмосферы.
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АТМОСФЕРА В ДВИЖЕНИИ (!). ЛАМИНАРНЫЙ ПОТОК 

2. 1. Общие сведения о движении вблизи 
поверхности земли

Атмосфера над достаточно большой площадью земного шара,, 
в особенности в средних широтах, представляет собой отчетливо- 
выраженную динамическую систему, в которой движение воздуха, 
определяется главным образом горизонтальными градиентами давления 
и температуры. Во многих случаях атмосферу можно рассматривать 
как несжимаемую и лишенную трения жидкость. Например, обычные 
оценки скорости ветра по полю давления, представленного на синоп
тической карте, основаны на предположении, что скорость движения 
воздуха устанавливается так, чтобы сохранялось равновесие градиента 
давления и силы, обусловленной вращением земли. Определенная^ 
таким образом скорость, известная как геострофияеский ветер, 
является удовлетворительным приближением к реальной скорости 
ветра на высотах между 500 и 1000 м над поверхностью земли.

В микрометеорологии, в отличие от синоптической метеорологии^ 
ударение делается не столько на изменениях распределения давления,, 
сколько на прямых или косвенных эффектах воздушных течений. 
И в задачах о воздушных течениях у самой земли градиент давления' 
обычно можно рассматривать как постоянно действующую силу, пол
ностью пренебрегая влиянием вращения земли. При таких условиях 
наиболее важными факторами являются трение и вертикальный гра
диент плотности. Положение здесь подобно тому, которое встречается» 
при исследованиях в аэродинамических трубах. В  последних уста
навливается постоянное значение средней скорости воздуха с по
мощью воздушного винта или мотора, и внимание концентрируется на? 
изменениях, имеющих место в поле скорости вблизи поверхности' 
твердого тела.

При детальном исследовании воздушного потока атмосферу удобно 
разделить на ряд горизонтальных слоев (рис. 1) .

В поверхностном пограничном слое, простирающемся не свыше 100 м> 
над поверхностью, влиянием вращения земли (кориолисовой силой) 
можно пренебречь по сравнению с влиянием самой поверхности. 
Обычно ветер в этой области непосредственно определяется гради-

г  л А в л 2
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ентом давления большого масштаба, получаемого по синоптической 
карте. При некоторых обстоятельствах, однако, движение в поверх
ностном слое определяется влиянием локальных изменений плотности, 
не зависящих от основного поля давления, в результате чего в хол
мистой местности возникают местные (катабатические) ветры (гл. 7 ). 
Над нижним слоем расположен слой  т рения  или планет арны й  
пограничный слой, простирающийся примерно на километр над по
верхностью земли. Он представляет собой переходную зону от воз
мущенного потока вблизи земли к сглаженному и лишенному трения 
потоку свободной атмосферы. В задаче о структуре ветра в этом 
слое учитывается не только градиент давления и кориолисова сила,

С ВО БО Д Н АЯ  АТМ О С Ф ЕРА
Движение воздуха примерно такое же, 

как и вязкость жидкости 
Область ееострофического равновесия

.500-1000м

.50-100»

Промежуточная область. Срезыван)щеб усилие 
переменно  ̂структура ветра зависит от по- 
верхностноео трения^ градиента плотности 
и вращения земли

Область(приблин<енного) постоянстеа срезы- 
вающеед усилия.-Структура ветра определяется 
в основном видом поверхности и вертикальным 
градиенток! температуры

I<
I

Планетарный
пограничный

смой
■о I 

j

ПрХемХш
слой 

i
!

Рис. 1. Области различных типов движения в атмосфере.

Я10 и результирующее влияние трения о земную поверхность. Геостро- 
"фический ветер теоретически достигается между 500  и 1000 м, 
а выше, в свободной атмосфере, трением обычно можно прене
брегать, за исключением случаев, когда необходимо выполнять очень 
точные и детальные исследования.

При решении задач динамики наибольшие трудности (по различ
ным причинам) связаны с проблемами приземного слоя. Во-первых, 
из-за близости границы ветер у поверхности обычно является турбу
лентным, его изучение относится к наиболее трудным вопросам дина
мики жидкости. Во-вторых, чрезвычайно большое разнообразие видов 
поверхности не позволяет строго математически определить нижнюю 
■границу. Однако характерные особенности метеорологических задач 
и основной источник трудностей обусловлены тем, что в слое воздуха, 
соприкасающемся с почвой, часто имеют место большие суточные 
изменения вертикальных градиентов плотности, воздействующих слож
ным образом на характер потока.

М а т е м а т и ч е с к о е  о п и с а н и е  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и .  
Несмотря на то, что все жидкости, включая в это понятие и газы, 
обладают некоторой степенью внутреннего трения, или вязкостью,
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удобно сначала рассмотреть предельный случай гипотетической иде
альной жидкости, сделав для атмосферы еще дополнительно пред
положение о несжимаемости ее. В  применении к такой жидкости не
которых фундаментальных законов механики состоит так называемая 
классическая гидродинамика, основанная Эйлером и Бернулли. 
В  ней используются два существенных принципа; 1) принцип сохра
нения массы, 2) второй закон Ньютона о том, что скорость измене
ния количества движения тела равна по величине и направлению 
движущей силе.

Первый из этих принципов ведет к уравнению неразрывност и, 
которое для несжимаемой жидкости выражает линейную зависимость 
между градиентами составляющих скорости вдоль различных осей, 
или на векторном языке — равенство нулю дивергенции скорости.

Второй принцип приводит к эйлеровым  уравнениям  дви ж е
ния. При расчете ускорения частицы жидкости необходимо учесть, 
что за короткий промежуток времени изменяется не только скорость 
ее, но переносится и сама частица.

Члены в эйлеровых уравнениях, выражающие изменение количества 
движения частицы, имеют форму

ди , ди , ди , _ да

где и, V, W — составляющие скорости соответственно вдоль осей 
X, у , и г ,  р —  плотность, принимаемая за постоянную. Эти члены 
должны быть приравнены к силам, обусловленным градиентами давле-

/др   ̂ния т. п или внешними факторами, например, действием

тяжести.
Решение типичных задач классической гидродинамики определяет 

скорость и давление, которые удовлетворяют трем уравнениям Эйлера, 
уравнению неразрывности и специальным (начальным или граничным) 
условиям в зависимости от исследуемого типа движения. Такие реше
ния обычно вполне согласуются с наблюдениями в отдаленных от 
поверхности земли слоях атмосферы, как, например, в случае геостро- 
фического ветра. Учет вязкости заключается в добавлении к каждой

д’̂ииз составляющих уравнения трех членов типа (х где р —  дина

мическая вязкость. Уравнения движения вязкой несжимаемой жидкости 
выражаются следующим образом;

/ди , да , ^д и . ^,ди\ ( дЫ , дЫ , дЫ\

-{-рХ  и т. п.,

2Г

инерционные члены вязкие члены

др 
дх

действующ ие силы



где X  представляет собой х-овую  составляющую внешних сил, 
отнесенную к единице массы. Три уравнения в этой форме .назы
ваются уравнениями движ ения  Навье —  Стокса.

Анализ различных членов уравнений позволяет выяснить сложные 
вопросы динамики жидкости. Группы членов в левой части уравне
ний, выражающих скорость изменения количества движения частицы 
жидкости, выделены отдельно, поскольку жидкость имеет массу или 
плотность, и соответственно этому называются инерционными ч ле
нами. Они содержат квадраты или произведения неизвестных ско
ростей. Группы производных второго порядка в правой части урав
нений (вязкие члены) отражают то обстоятельство, что жидкость 
обладает внутренним трением. Эти члены являются линейными. Пол
ные уравнения, вместе с уравнением неразрывности, представляют 
систему нелинейных дифференциальных уравнений в частных произ
водных второго порядка, которая должна быть решена относительно 
трех неизвестных составляющих скоростей и давления.

Нелинейность полной системы уравнений обусловливает основные 
трудности, которые возникают при развитии теории движения жидко
сти. До сих пор не разработан математический аппарат для исследо
вания нелинейных уравнений в частных производных второго порядка 
и в этом смысле уравнения Навье —  Стокса являются неразрешимыми. 
Полученные точные решения относятся к некоторым ограниченным 
случаям очень малых скоростей. Однако нелинейность инерционных 
членов не препятствовала успешному развитию теории идеальной 
жидкости для одного специального случая. Если движение имеет 
характер, известный под названием безвихревого, то всегда имеется 
потенциал скоростей ®. Последний определяется не из уравнения 
движения, а из линейного уравнения в частных производных второго

_ д<й 
порядка, называемого уравнением Лапласа, при условии, что ^

{п —• нормаль) обращается в нуль на границе. Введение потенциала 
скоростей или вместо него — функции тока ф делает задачу о движе
нии жидкости кинематической. После того как определено <р (или Л) 
из уравнения Лапласа, уравнениями движения необходимо пользо
ваться только в тех случаях, когда требуется определить давление, 
и это возможно сделать, поскольку уравнения имеют первый интег
рал. Примеры такого типа будут даны ниже в этой главе при рас
смотрении воздушного потока над неровной поверхностью. При на
личии вязкости безвихревое движение невозможно (стр. 55) и необ
ходимо иметь дело с реальными скоростями и давлением, а отсюда 
и с уравнениями движения.

Естественно предположить, что для движения воздуха, ввиду малой 
вязкости газов, можно получить достаточно точное приближение, 
пренебрегая членами, обусловленными трением. К сожалению, это 
верно только для области атмосферы, удаленной от поверхности. 
Когда же имеет место сопротивление, как в случае движения вблизи 
земли, нельзя совершенно не учитывать вязкость. Так, из теории сле
дует явно далекий от истины вывод о том, что тело, полностью
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погруженное в однородный установившийся поток идеальной жидкости, 
не встретит сопротивления, поскольку сила, определяемая разностью 
давления на поверхности, аннулируется^. Хотя вязкостью самой по 
себе нельзя объяснить, например, разрушительный эффект шторма, 
тем не менее косвенно она определяет сопротивление жидкости при 
изменении поля скорости вблизи твердого тела. Инерционные же члены 
могут быть опущены, когда скорость очень мала. Это имеет место, 
например, при движении под действием силы тяжести очень малой 
частицы, такой как пылинка или мелкая капля воды в тумане.

Решение линейных уравнений второго порядка, описывающих 
перемещение шара, было дано в 1851 г. Стоксом и получило назва
ние закона Стокса. Согласно этому закону, конечная скорость, дости
гаемая свободно падающим шариком небольшого размера, чрезвы
чайно мала, так что частица даже в воздухе может Оставаться не
ограниченное время во взвешенном состоянии. Закон Стокса выпол
няется довольно строго для движения в воздухе, если диаметр шарика

меньше мм, но совершенно несправедлив для ббльших тел, таких,

например, как капли дождя.
В большинстве практических задач по динамике жидкости иссле

дуется движение вблизи твердого тела со скоростями, величина кото
рых такова, что необходимо сохранять инерционные члены. Неучет 
же вязкости ведет к нереальному выводу, что сопротивление равно 
нулю. Таким образом создается сложное положение, поскольку 
уравнения, в которых сохранены инерционные и вязкие члены, не 
могут быть решены.

Возникшие трудности были в значительной степени преодолены 
благодаря развитию Прандтлем, начиная с 1906 г., теории погра
ничного сл оя .  Было замечено, что в случаях, когда однородный 
поток воздуха протекал над неподвижной твердой стенкой, скорости, 
обращающиеся в нуль на самой поверхности, достигают значений, 
характерных для свободного потока уже на очень малых расстояниях 
от стенки. Иными словами, полное изменение скорости имеет место 
в очень тонком слое, примыкающем к поверхности. Таким образом 
влияние вязкости ограничено этим слоем, называемым пограничным  
слоем . Внутри данного слоя градиент скорости очень большой. 
Поскольку же сопротивление трения, или напряжения, на поверх
ности пропорционально произведению коэффициента вязкости на 
градиент скорости, то ясно, что даже жидкость с малой вязкостью, 
такая как воздух, может вызывать существенное трение при течении 
вдоль гладкой ровной поверхности. Используя это обстоятельство, 
Прандтль показал, как можно изменить уравнения Навье — Стокса, 
чтобы получить решение, хотя и трудоемкими, но несложными мето
дами, а отсюда —- определить трение о поверхность, так же как и 
многие свойства потока воздуха.

> Так называемый парадокс Даламбера, кратко сформулированный 
Релеем в следующих словах: „В данной теории винт затопленного судна 
был бы бесполезен, но, вместе с тем, его функции не были бы необходимыми*.
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Выше была изложена очень упрощенная схема развития концеп
ции пограничного слоя. В действительности же турбулентность 
в пограничном слое и влияние неровностей или шероховатостей 
поверхности делают неизбежными применения полуэмпирических 
методов. Тем не менее в этом направлении был сделан большой 
прогресс, были развиты многочисленные приложения к метеорологи
ческим проблемам.

В свободной атмосфере движение воздуха не только по существу' 
не зависит от вязкости, но с большой степенью точности может рас
сматриваться как безвихревое. Вихри не могут возникать внезапно 
в сплошной идеальной жидкости, ибо они обусловлены действием 
вязкости. Это обычно происходит только в непосредственной бли
зости от твердого тела, в пограничном слое и в оставшихся следах 
твердого тела. Общая картина потока вблизи поверхности земли 
такова, что лишенный трения безвихревой поток свободной атмосферы 
становится у почвы вязким, вихревым и обычно сильно турбулизиро- 
ванньш потоком.

Рассмотрим теперь особенности этого явления совместно с отно
сящейся сюда математической теорией.

2. 2. Кинематика идеальных жидкостей

‘ У с к о р е н и я .  Рассмотрим прямоугольную систему координат 
Ох, Оу, Oz, зафиксированную в поле потока (система закрепляется 
на земле). Пусть а, v  vi w  —  составляющие скоростей малой ча

стицы жидкости в момент времени так что ^ —
Поскольку 11 =  и (x ,y ,z ,t ) ,  то 

du
ЧГ

ди , д х да  ̂ ду ди , дг да
Ж +  dt дх dt ду dt dz
ди
dt +  “

да
дх

1 ди I
-1 -V  + W

ди
dz (2 .1 )

Это выражение представляет собой х  - овую составляющую уско
рения частицы с координатами х , у , z, t.

Аналогично этому jz-овой и г-овой составляющими являются

dv dv  ̂ dv . dv , dv

dw dw , dw , dw у dw

Физическая интерпретация этих выражений может быть следующая. 
Пусть Р  представляет собой точку х, у , Z. Частица, которая была 
в Р  в момент времени t, будет находиться в Q ( х  -h 8л:, у -f- Ьу,
2 - j-  02) в момент времени t  +  8^; так что мы делаем один шаг вперед 
во времени и другой —  в пространстве. Первые члены в первой 
части уравнений (2 .1 ) и (2 .3) отражают первый шаг, тогда как второй 
шаг представлен остальными членами.



Полученные выше выражения относятся к эйлеровой системе 
координат, в которой внимание направлено на все поле потока в не
который данный момент. Альтернативный подход, при котором про
слеживается история жизни типичной частицы, обычно приписывается^ 
Лагранжу, хотя, согласно Лэмбу, этот метод также введен Эйлером, 

С и л ы .  Рассмотрим малый элемент объема ЗлгЗуЗг (рис. 2 ) .

Если р  есть давление в центре левой стенки SySz, то сила давле
ния на поверхность будет рЗуЗг, при этом членами высшего порядка^ 
малости пренебрегают. Сила давления на правую стенку oySz равна

р Л-, дх ох

Отсюда результирующая сила давления в направлении х  равна&

^ ^ Ь х Ь у Ь г .

Если X  —  д:-овая составляющая некоторой внешней силы на еди
ницу массы, то полной силой в направлении Ох является

[ х ? - ^ ) Ш у Ь г .

У р а в н е н и я .  Поскольку масса элемента равна pSxSySz, то сог
ласно второму закону Ньютона

(^ Р -

или для всех трех составляющих

ди

dv

и ди

ди

ди I ди V-

dt
dw

дх
dw

V

ду
dv
ду
dw
ду

-\-W

■ W

dz
dv
dz
dw
~dz

= = r -  

=  z

1 dp 
P dx

_L ^
? dy 
1 dp 
p dz

(2 .4 >
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тде Y и Z  — составляющие внешней силы на единицу массы в на
правлении соответственно у и г .  Это —эйлеровы  уравнения дви ж е-  
мия Идеальной ж идкост и.

У р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и .  Эйлеровы уравнения выве
дены из второго закона движения Ньютона, согласно которому сила, 
необходимая для того, чтобы вызвать ускорение некоторого элемента 
жидкости, равна произведению ускорения на массу элемента. Если 
мы имеем дело не с твердым телом, а с элементарными объемами 
жидкости переменной плотности, то нужно привлечь еще второй 
-физический принцип о сохранении массы.

Возвратимся к рис. 2 . Количество жидкости, протекающее за 
«время 8  ̂ через левую етенку, равно pubybzU (пренебрегая при этом 
малыми величинами высшего порядка) и через правую стенку

рм (ри) 8х bybzU.

Отсюда результирующая масса, протекающая за  время 8г?, равна

— (рм) ЬхЬуЬгЫ

•с подобными вкладами, обусловленными потоком через другие стенки. 
Таким образом, увеличение массы благодаря потоку через всю поверх
ность, ограничивающую данный объем за время W, равно

-  (ри) +  ^  (рг») +  i  ( Р'®)] ЬхЬуЬгЫ.

Первоначальная масса в объеме равна рйлг'^уох, а увеличение ее 

за  время Ы составляет 8л:3у8г8^. Отсюда

|?- +  ^ ( р и )  +  | ^ ( р ^ ; ) + ^ ( р в у ) = - 0 .  (2 .5 )

Э то можно записать как

‘ ' " + 1 ^ + ^ + £ = » .  (2.ЧР dt ' дх ' ду ' dz 
d

где —  означает оператор

+  +  (2 .7 )

Уравнения (2 .5 )  и (2 .6 )  тъыъгют уравнениями неразрывности. 
В однородной несж и м аем ой  ж и дкост и  плотность везде одина
кова, и уравнение ( 2 .6) приобретает вид

+  f  +  “ (2 .8 )

т. е. дивергенция вектора скорости обращается в ноль.
Жидкость может быть, например, несжимаемой, но неоднород

ной, если плотность элемента не изменяется при движении, хотя
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плотность от точки к точке изменяется. В этом случае ^ = 0 ,  так

что уравнение (2 .8 ) все равно выполняется. Операцию (2 .7) назы
вают „дифференцированием вдоль движения жидкости" или „индиви
дуальной" производной.

Три уравнения движения и уравнение неразрывности являются 
основой классической  гидродинамики. В математической физике 
задачи сводятся к одному или к нескольким дифференциальным 
уравнениям со специальными условиями, называемыми начальными  
или граничными  условиями, которые делают задачу определенной. 
Обычно общее решение уравнения или системы уравнений не из
вестно и, как правило, представляет небольшой интерес для прак
тики, если бы даже и могло быть получено. Уравнений математиче
ской физики немного, но они имеют большую общность. Линейное 
уравнение 2 -го порядка в частных производных, известное как 
уравнение Лапласа, встречается в теориях тяготения, электростатики, 
термического равновесия и движения жидкости. Соответствующие 
задачи различают главным образом по граничным условиям, кото
рых столько же, сколько и задач, тогда как уравнения здесь одни 
и те же.

В динамике идеальной жидкости существенным граничным усло
вием является то, что скорость жидкости в направлении, перпенди
кулярном к фиксированной твердой стенке, должна обращаться 
в нуль. Это указывает на то, что поверхность непроницаема для 
жидкости. Для т ангенциальной  составляющей скорости на по
верхности не существует ограничений. Экспериментально установ
лено, что реальная, т. е. вязкая жидкость всегда прилипает к по
верхности, так что тангенциальная скорость должна быть равной 
нулю в точках соприкосновения фиксированной границы и реальной 
жидкости. Это, вероятно, является ^наиболее важным различием 
между динамикой идеальной и динамикой вязкой жидкости.

Л и н и и  т о к а .  П о т е н ц и а л  с к о р о с т и .  В задачах гидро
динамики часто удобно чертить поле скорости так, чтобы можно 
было легко получить наглядное представление о направлении и 
величине скорости. Это осуществляется построением карт ы линий  
т ока. Линии тока, или линии потока, определяются как кривые, 
которые в некоторый момент времени являются касательными 
к движению жидкости во всех ее точках. Жидкость не может пере
сечь линию тока. Трубка т ока  определяется как область простран
ства, ограниченная линиями тока.

Из этого определения видно, что линии тока должны удовле
творять дифференциальным уравнениям

=  /о O'!
и  V  W  ' \  * /

Если линии тока сохраняют свой вид в течение всего времени, 
движение называют установившимся. В  этом случае (но не в обрат- 
ном1 линии тока совпадают с действительными траекториями частиц 
жидкости.
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Из уравнения (2 .9 )  следует, что линии тока ортогональны к по
верхностям, которые удовлетворяют уравнению

udx-\ -'vdy-\ -w dz= 0. (2 .10)

Аналитическим условием существования таких поверхностей 
является

d v \  , да dw 'и \ду dz }  ̂\dz дх
Если выражение

udx vdy  4 - 'wdz 
есть полный дифференциал rfcp, так что

dz ’
(2.12)

то каждое из выражений

dw dv n da dw
2  ̂=  ё - | -  (2 .13 )

должно тождественно исчезать, и уравнение (2 . 11) удовлетворяется.
Функция ср называется пот енциалом скорост ей, а величины 

тг], С, определяемые посредством (2.13), называются сост авляю 
щими вихря. Когда  ̂== 7] =  ;; =  О, движение называют безвихре
вым, и из определения <р следует, что если потенциал скоростей 
существует, то движение должно быть безвихревым.

Для несжимаемого движения в двух измерениях, когда w =  0,

^х ' V =
dtf
~дУ'

(2 ,14)

Отсюда уравнение неразрывности (2 .8 ) приобретает вид

d2cp , д2ср
дх"̂ дУ^ =  0 . (2 .15)

Это есть двухмерное уравнение Л ап ласа . Данное уравнение 
с условием, что градиент tp вдоль нормали обращается на твердой 
поверхности в нуль, определяет ср, а отсюда и поле скорости.

Ф у н к ц и я  т о к а .  Уравнение (2 .9) для линий тока в случае 
двухмерного движения приобретает вид

vdx  — udy — 0 . (2 .16)

Уравнение неразрывности (2 .8 )  для двухмерного потока сво
дится к

да
дх ду
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Отсюда следует, что левая часть уравнения (2 .16) должна быть 
полным дифференциалом, например —  ФЬ, так что

v d x - u d y ^ ^ - ^ d x — ^ d y

или

Функция ф называется функцией Шока. Линии тока некото
рого движения могут быть вычерчены, если придавать различные 
значения постоянной С в уравнении

ф {X , у) =  С.

Легко проверить, что ф также удовлетворяет уравнению Лап
ласа (2.15), и поскольку

5tp дф I йср d i __л

то эквипотенциальные кривые 9 =  const и линии тока ф== const 
ортогональны между собой. При решении задач для безвихревого 
потока функция тока может рассматриваться как альтернативная по 
отношению к потенциалу скорости потока.

Разность значений функции тока в двух точках представляет 
собой поток через линию, соединяющую точки. Это непосредственно 
следует из определения ф; если ds  — элемент кривой и й — угол 
между касательной и осью Ох, то поток равен

J*(m  sin О —  -у cos &) ds = J ( u d y  —  vdx') —

Это свойство может быть также использовано для определения 
функции тока, значение которой в точке Р  равно величине потока 
через линию АР, где А — некоторая зафиксированная точка на пло
скости. И з-за этого свойства ф иногда называют функцией потока.

Ц и р к у л я ц и я  и в и х р ь .  В кинематике указывается, что дви
жение твердого тела может быть разложено на две составляющие; 
поступательное и вращательное. В поступательном движении угловое 
смещение тела относительно фиксированных осей остается неизмен
ным;, тело не поворачивается вокруг собственного центра, но может 
описывать прямой или искривленный путь в пространстве.

При чисто вращательном движении тело изменяет свое угловое 
положение относительно фиксированных осей без изменения своего 
местоположения в целом.

В  жидкости элементарный объем может свободно двигаться 
относительно независимого от него основного движения. При опре
делении безвихревого движения для н<идкости необходимо сосредо
точить внимание на малой частице. Если частицы жидкости не 
имеют угловой скорости относительно их центров, то движение
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в целом безвихревое. Таким образом, можно говорить без логиче
ских противоречий о безвихревом потоке жидкости вокруг цилиндра 
или некоторого другого тела с искривленной повзрхностью.

Ц и р к у л я ц и я  вдоль замкнутой кривой в жидкости определяется 
как линейный интеграл от касательной составляющей скорости по 
кривой. В формуле

F  =  I q cos a d s  
с

Г  — циркуляция, С — замкнутая кривая, q —  результирующая ско
рость в некоторой точке, а — угол между направлением q  и элемен
том кривой ds в точке.

Если кривая С  представляет собой малый прямоугольник со сто
ронами, параллельными координатным осям, то для двухмерного 
потока

где С —  представляет собой вихрь, определение которого дано на 
стр. 34 уравнением (2 .13), а d S — элемент площади. Отсюда вихрь 
может быть определен как половина предельной величины отноше
ния циркуляции к площади малого элемента.

Стоксом было доказано, ' что если малая частица жидкости, 
у которой три главных момента относительно центра тяжести равны 
между собой, была внезапно как бы заморожена и отделена от 
главного тела жидкости, то она начнет двигаться чисто поступа
тельно тогда, и только тогда, когда udx  +  vdy  +  w dz  есть пол
ный дифференциал. Этим объясняется то, что движение, удовлетво
ряющее данному условию, называется безвихревым.

Если имеется вихрь, то тело должно вращаться подобно волчку 
и его движение будет как вращательным, так и поступательным. 
Составляющие вихря определяют угловую скорость частицы относи
тельно его центра.

Математическая теория вихревого движения идеальной жидкости 
была значительно развита Гельмгольцем, Кельвиным, Кирхгофом и 
др. Эти ученые рассматривали вихревые линии, определяемые как 
линии, направление которых всюду совпадает с мгновенными осями 
вращения соответствующих частиц жидкости. Они, кроме того, рас
сматривали вихревые нити (жидкость внутри объема, ограничен
ного вихревыми линиями, которые проведены через бесконечно 
малую замкнутую кривую), а также вихревые т рубки и слои. Дан
ные названия и определения наводят на мысль, что вращательное 
движение часто ограничено относительно малыми областями про
странства, занятого жидкостью, и это является характерной чертой 
классической теории.

Вихри, используемые математиками, являются идеализацией тех, 
что встречаются в природе. В атмосфере имеется множество приме
ров отчетливо выраженных вихрей. Наиболее простыми, возможно,
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являются обычные кольца и малые „ветровые вихри“, образующиеся 
на углах улиц в ветреный день. К большему масштабу вихрей при
надлежат „пыльные бури“ на песчаных площадях и „тропические 
штормы“ в низких широтах.

Математический вихрь идеальной жидкости имеет одну харак
терную особенность. Он неизменяем, т. е. он не может быть создан 
или уничтожен силами инерции и давления. Это часто называют 
принципом сохранения безвихревого движения-, некоторое 
движение, начавшееся после покоя в идеальной жидкости без по
верхностей разрыва, должно оставаться всегда безвихревым. Когда 
имеются поверхности, отделяющие определенные массы в жидкости, 
вихри могут встречаться, но только в виде вихревых слоев. По
верхности разрыва, на которых нормальная составляющая скорости 
непрерывна, а касательная составляющая различна с обеих сторон, 
могут рассматриваться как тонкие вихревые слои, образованные бес
конечными вихревыми нитями, обусловливающими разрыв касатель
ной составляющей.  ̂ В реальной жидкости вихри возникают главным 
образом вследствие внутреннего трения, и поскольку влияние вязко
сти наиболее сильно проявляется в непосредственной близости 
к твердому телу, то в атмосфере вихри наиболее часто встречаются 
в слоях воздуха, примыкающих к поверхности земли. Постепенное 
уменьшение скорости потока воздуха до куля на границе означает, 
что частицы воздуха задерживаются в этих слоях и вынуждены вра
щаться вокруг собственного центра. На больших высотах, где влия
ние земли мало, движение воздуха приближается по своему харак
теру к безвихревому течению.

Ниже в этой главе будет показано, что вязкость определяет не 
только возникновение вихрей, но также их распространение и пол
ное уничтожение в основной области потока.

2. 3. Воздушный поток над неровной местностью

Идея применения теории идеального потока к важной метеоро
логической задаче о движении воздуха над неровной местностью 
принадлежит Покельсу [1]. Ниже приводится решение этой задачи.

Общий метод, на котором основано его теоретическое исследо
вание, заключается в следующем: если характер линий тока может 
быть установлен из гидродинамических уравнений, то относительно 
одной из этих линий тока можно предположить, что она относится 
к поверхности твердого тела.^ Это является следствием того, что 
идеальная жидкость может свободно двигаться вдоль такой поверх
ности и эту линию тока можно интерпретировать как твердую гра
ницу без какого-либо видоизменения потока.

Чтобы определить особенности линий тока на поверхности с не
ровным профилем, рассмотрим двухмерный безвихревой поток воз-

* R a m s e y  А. S. А treatise on Hydromech'nics. Part 11, G. Bell. 1947, 
стр. 239 -2 4 1 .
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духа, который на больших высотах совершенно горизонтален и 
имеет постоянную скорость V. На уровне земли поток должен при
способиться к поверхности, состоящей из последовательных парал
лельных гребней и впадин, простирающихся бесконечно далеко 
в поперечном к ветру направлении.

Пусть ось X горизонтальна, а ось z  вертикальна.
Если W потенциал скоростей, то составляющими скорости являются

И = d'f
дх w =_ dz (2 .1 7 )

Для установившихся условий уравнение неразрывности (2 .5 ) за
пишется в форме

д
дх (pH) +  ^  (р®) =  0. (2 .18 )

Предполагается, что плотность р изменяется только по вертикали. 
Отсюда из (2 .17) и (2.18)

1 rfp d(f
дх̂ dz2 dz dz (2 .19)

Для дальнейшего упрощения предполагается, что температура 
воздуха постоянна во всех точках, так что плотность уменьшается 
с высотой в соответствии с законом

о—
Р =  Ро^

где q  — постоянная (см. стр. 16Ч
Уравнение (2 ,1 9 ) теперь приобретает вид

(52̂  52(р
dz'i

Решением этого уравнения, согласно которому u = V ,  w — О 
при Z со , является

ср == V [ x  —  & cos тхе~'‘̂ ] ,
откуда

d<f =  Vbn cos m xe

при этом
« 2=  qn^
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что

(2.20)

До сих пор наземный контур не был определен. Предполагается, 
что поверхность совпадает с одной из линий тока, удовлетворяю
щей дифференциальному уравнению

dz___ ^ __  Ьп cos тхё~"‘
dx и 1 +  6я sin

В  результате интегрирования получим

где 5  — параметр линий тока. Одна из линий тока выбирается в ка
честве контура поверхности почвы, причем так, чтобы точка x  =  Z =  0
лежала на кривой профиля; для этих значений ^  =  так

л {  iL 'ZSI 
—  sin /ихе "  =  —  2m q

Пусть q  имеет порядок lO""* м~* ,  когда z  выражается в метрах,
3 максимум высоты неровностей’ таков, что

или г С | -  =  2 . 10^ м

(этому условию вполне удовлетворяют такие неровности, как песча
ные дюны или обычные пологие склоны жилых мест). Тогда в раз
ложении экспоненциальных функций в правой части ( 2 .20) можно

пренебречь членами и более высокими степенями.

Отсюда приближенно уравнением профиля будет

Ьп . ~ ггZ — —  sm т хе  . т
Эта кривая может соответствовать некоторой последовательности 

гребней. Если при этом через X обозначить „длину волны" или рас
стояние между вершинами, то

2тс

Моргане [2] использовал этот результат для построения теоре
тической кривой, соответствующей равным вертикальным скоростям 
над последовательно расположенными горными хребтами высотой 
2300 м и расстоянием между вершинами, равным 24 км. При этих 
значениях b — l27Q, я  =  2 , 0 6 6 /га =  2 ,6 1 8 -1 0 “ '*, q ~  
=  1 ,2 5 .1 0 “ ® м ~ * .

Из теоретического решения можно сделать следующие выводы
1. Максимум скорости ветра наблюдается на вершине, а минимум 

скорости на дне долины, если в обоих случаях направление ветра 
строго горизонтальное.
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2. Вдоль вертикали, пересекающей середину склона, горизон
тальная скорость постоянна и равна скорости на больш их вы со
тах V.

3. Вдоль вертикали, пересекающей вершину, скорость ветра, 
значение которой максимально на вершине, постепенно уменьшается 
до ее значений на бесконечности V. На дне долины ветер посте
пенно увеличивается с высотой до его конечного значения V.

4. Вертикальная скорость, которая везде уменьшается с высотой, 
достигает максимального значения на середине склона, где

W =  Vtgcn,
3l а  —  угол, характеризующий крутизну склона в этой точке. На 
больших склонах имеют место ббльшие вертикальные скорости.

5 . Кривые восходящ их и нисходящих скоростей симметричны 
относительно вертикали, пересекающей вершину.

Анализ, выполненный П окельсом, приводит к естественному 
вы воду, что наибольшая горизонтальная скорость достигается на 
вершине. Кроме этого, из него следует еще вы вод, который на 
первый взгляд кажется неожиданным, что максимум вертикальной 
скорости достигается на середине наветренной стороны неровности.

В  общем теория потока идеальной жидкости вблизи твердого 
тела находится в должном соответствии с наблюдениями в точках 
наветренной стороны. Однако она обычно совершенно не выпол
няется на подветренной стороне, поскольку в ней не учитывается 
образование возмущений. Согласованности с наблюдениями можно 
поэтому ожидать только на наветренной стороне холмов.

Идрак [3] использовал воздуш ные змеи для измерения вертикаль
ных скоростей над отлогими склонами холмов (максимальный на
клон 25 '’ ) высотой около 100 м над уровнем равнины, а также 
над неровностями высотой около 10 м. В  обоих случаях имело 
место значительное сходство между теоретическим и наблюденным 
распределениями вертикальных скоростей на наветренной стороне. 
Как и предсказывалось теорией, вертикальные скорости приближа
лись к нулю на вершине и на равнине, а максимума достигали на 
крутой части склона. Здесь такж е имело место хорош ее согласова
ние между измеренными и вычисленными максимумами вертикальной 
скорости. Формула П окельса при V = 1 0  м/сек. и а =  25° дает 
®щах =  4 ,7  м/сек., а кривые Идрака показывают, что в точках наи
больш его наклона при скорости ветра 10 м/сек. в свободном потоке 
были измерены вертикальные токи, достигающие 4 м/сек. Однако 
поле вертикальных скоростей оказалось не симметричным относи
тельно вертикали, проведенной через вершину, как это следует из 
теоретического решения, и на подветренной стороне преобладало 
состояние неупорядоченного движения.

Кошмидер оценил вертикальные скорости по наблюдениям, про
изведенным с помощью планеров, над Росситенскими дюнами. Он 
обнаружил заметное расхождение с теорией П окельса, заключающейся 
в том, что над вершинами вертикальные скорости сначала увеличи
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ваются с высотой, а затем уменьшаются. Кох [5] путем фотографи
рования малых клубов дыма обнаружил, что области максимума 
вертикальных скоростей встречаются на .середине склона, однако 
в общем наблюдения показывают значительно более сложное поле 
течения, чем это следует из простой теории безвихревого потока. 
Для более подробного ознакомления с экспериментальными работами 
рекомендуем читателю оригинальные статьи или обзор, данный Мор- 
гансом [2].

Из изложенного выше следует, что, несмотря на неучет вязкости и 
жесткое предположение об отсутствии вихрей в течении, теория идеаль
ной жидкости дает приемлемую картину потока вблизи низких холмов, 
на их наветренной стороне. Эта картина, однако, в значительной 
степени качественная и не может 
быть применена к точному коли
чественному анализу. Ошибка на
иболее явно обнаруживается на 
подветренной стороне холмов; 
это результат неучета вязкости, 
а отсюда и вихрей, поскольку 
движение позади крутой поверх
ности тела не является безвих
ревым.

И с т о ч н и к и  и с т о к и .  Т е 
ч е н и е  н а д  к р у т ы м  о б р ы 
в о м .  Приведенные выше при
меры показывают как можно 
применить потенциал скоростей 
для определения характерных 
особенностей потока идеальной
жидкости вблизи твердого тела, используя при этом положение о том, 
что некоторая линия тока может рассматриваться как граничная поверх
ность. Подобным образом может быть использована функция тока, 
если применить известные представления об источниках и стоках.

Источником  является точка, в которую, согласно предположе
нию, втекает жидкость с равномерной скоростью, а сток —  точка, 
в которой жидкость исчезает. Полагается, что жидкость вытекает 
из источника равномерно по всем направлениям вдоль радиаль
ных линий. Пусть Q есть мощность источника, т. е. скорость, 
с которой протекает жидкость. Для источника постоянной 
мощности

Q =  2иги^,

где r = ] / x ^  
скорость.

есть расстояние от источника и и .̂—  радиальная

Линии тока являются прямыми, радиально направленными от 
источника, а по определению функция ф — постоянная вдоль этих 
линий. Для некоторой радиальной линии ОА можно принять, что 
ф ==0 (рис. 3 ). Если В  некая точка на линии тока, образующей
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угол & с О А , то поток через дугу АВ  равен =

Отсюда

является функцией тока для ОВ.
Следует заметить, что источник представляет собой особую точку 

поля, т. е. уравнения движения не удовлетворяются в этой точке. Если 
источник расположен на линии тока, принятой за граничную поверх
ность, и характеристики выбранной линии тока удовлетворяют 
гидродинамическим уравнениям, то источник приобретает простой 
математический смысл, определяющий влияние тела на поток.

Глауэртом^ был предложен излагаемый ниже метод исследования 
оотока воздуха, принимаемого за идеальную жидкость, над ровной 
местностью и над крутым обрывом. Предположим, что источник 
мощностью Q помещен в однородный поток, движущийся со скоро
стью — и  параллельно оси х .  Очевидно, что для этого случая 
функцией тока является

t  =  - № + | - » .

Она представляет собой сумму функций тока для двух раздель
ных потоков. Если принять Q —  2 U h ,  то выражение для приобре
тет вид

Особенности потока можно определить, положив ф =  const, при
чем для постоянной принимается ряд значений (например. О, 1, 2, 3 . . . ) ,  
а и  п h задаются соответствующими численными значениями. Резуль
таты вычислений представлены на рис. 4.

Линия тока ф —  О состоит из положительной части Ох и кривой 
параболической формы; характеристики потока симметричны относи
тельно ф =  0. Предполагается, что эта линия представляет собой 
часть поверхности земли, состоящей из ровного участка и крутого 
обрыва. Источник находится внутри линии „обрыва“ и впредь его 
можно не учитывать, поскольку в задаче рассматривается внешний 
поток по отношению к ф =  0 .

Для обрыва

rsin &  =  2 =  ~  (0 < :& < т с ) .

Отсюда
, sin 9-
л =  ТГГ—гг- .

‘ G l a u  e r t  Н. The Elements of Aerofoil and Airscrew Theory. Cam
bridge, 1948, стр. 22.
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Таким образом, h определяет максимальную высоту обрыва 
когда г увеличивается и & - > к .  Компоненты скорости выражаются 
посредством:

hx

W

1 l t (^2 +  y2) J

Uhz Uh sin»
dx  П (x2 +  z2)

Рис. 4. Течение над обрывом (по Глауэрту).

У подножья обрыва u =  w =  0 (это точка, в которой линии 
тока симметрично расходятся). Отсюда координатами основания

обрыва являются х  — -^ , z =  0.
Распределение вертикальных скоростей определяется формулой

Uh sin &

На обрыве 

и таким образом

W =

W — U

sin Ь 

sin2&
а •
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Вертикальная скорость достигает максимального значения w — 
=  0 ,725 и  в точке & =  66,8° , г  =  0 ,37  h. Из данного вывода следует, 
что полеты планеров возможны вблизи этой точки на склоне такого об* 
рыва. Часто наблюдаются подобные полеты чаек над скалистым берегом.

Решение этого типа, хотя и относится к задачам, представляю
щим нечто искусственное, поскольку здесь не учитывается вязкость, 
имеет все же важные применения. В последние годы привлекалось 
внимание к задаче об использовании естественного ветра в качестве 
источника электрической энергии в дополнение к углю или энергии 
воды. Этот метод обычно состоит в сооружении ветровых турбин 
вблизи вершины холма с целью использования наибольших горизон
тальных скоростей, вызванных сгущением линий тока над гребнем. 
Теория идеальной жидкости дает первое приближение к решению 
задачи о нахождении увеличения горизонтальной скорости, вызван
ной возвышенностью.

В о л н ы  на  п о д в е т р е н н о й  с т о р о н е  г о р .  Планеристы 
часто сообщают о наличии системы стоячих волн на подветренной 
стороне гор. Поэтому для аэронавтики имеет важное значение 
вопрос об исследовании условий, при которых могут возникать 
такие волны. Соответствующая задача для рек исследовалась Кельви
ном в 1886 г. Кельвин получил выражение для деформации свобод
ной поверхности, обусловленной влиянием малых синусоидальных 
поверхностей дна. Эта работа и последующее ее обобщение рас
смотрены Лембом’.

В атмосферных задачах нет свободной поверхности и главный 
интерес заключается в исследовянии волн, которые имеют большую 
амплитуду в нижних слоях. Лира [6] и Квини [7] показали, что 
при однородном по высоте ветре на подветренной стороне препят
ствий имеют место волновые движения. Но в макрометеорологиче- 
ском масштабе такими волнами можно пренебречь.

Скорер [8] рассмотрел задачу об обтекании препятствий в слу
чае ветра, изменяющегося с высотой, при устойчивом (положительном) 
градиенте потенциальной температуры. Согласно его выводам, если 
масштабы таковы, что влиянием вращения земли можно пренебречь, 
вблизи земли на подветренной стороне препятствий могут наблюдаться 
волны с большой амплитудой. Такие волновые поверхности обязаны 
своему существованию, главным образом изменению ветра с высотой.

Анализ Скорера ограничен рассмотрением нетурбулентной иде
альной жидкости. Его основной вывод заключается в том, что волны 
большой амплитуды могут возникать только вблизи земли на под
ветренной стороне холмов, если величина

а 1 d^v
1/2 V dz‘̂

уменьшается кверху, где 6 —  потенциальная температура,

V — невозмущенный ветер.

1 Гидродинамика, пер. с 6-го англ. изд. Гостехиздат, 1947, § 242—246..
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Такие волны экспоненциально .затухаю т кверху и являются сущ е
ственно устойчивыми. Они встречаются только, если имеется пре
пятствие и если нет трения, и будут сущ ествовать бесконечно долго 
■в нисходящем потоке на подветренной стороне гор. Читателю р еко
мендуется оригинальная статья автора для ознакомления с диаграммами, 
иллюстрирующими поток воздуха 1) для изолированного гребня на 
ровной местности и 2 ) для склона, переходящ его в равнину, при 
л'словиях, благоприятных для образования подветренных волн. 
В этих примерах длина волны равна нескольким километрам, и 
диаграммы показывают в качественном отношении теоретическую 
схем у действительного явления над неровной местностью.

2. 4. Ветры на вращающейся земле

При исследованиях движения воздуха нужно принимать во внима
ние вращение земли везде, за исключением очень тонкого слоя 
вблизи поверхности. Вследствие этого появляется так называемая 
сила Кориолиса, или отклоняющая сила, величина которой легко 
определяется. Здесь не приводится вы вод выражения для этой силы, 
читатель может найти подробный анализ в учебниках по динамиче
ской  метеорологии^

Рассмотрим систему фиксированных осей на земле с Ох, направ
ленной по горизонтали на восток , Оу —  по горизонтали на север и 
Oz — вертикально вверх. Если ш —  угловая скорость вращения земли 
и <р —  широта, то частица в атмосфере подвержена силе, величина ко- 
-горой на единицу массы имеет компоненты;

—  2 »  {w  cos о  —  г» sin ф) параллельную Ох
—  2(яи sin <э параллельную Оу 

2<oKcos® параллельную Oz
(2.21)

где и, V, W —  составляющ ие скорости соответственно вдоль осей х ,  
у ,  Z. Направление вектора отклоняющей силы параллельно п лоско
сти экватора и перпендикулярно направлению движения частицы. 

Уравнения движения поэтому приобретают вид:

. ^  +  2u (ii;c o s= . — ^ista<p)—

(2.22)

где X , Y и Z — составляющие сил, не связанные ни с давлением, 
ни с силой тяжести.

> Б р е н т  Д. Физическая и динамическая метеорология. Гидрометео- 
издат, Л . - М . ,  1938 (гл. V III).
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Г е о с т р о ф  и ч е с к и й  в е т е р .  В свободной атмосфере вертикаль
ная составляющая движения воздуха w  обычно значительно меньше 
горизонтальных составляющих. Поэтому можно получить важное 
приближение к движению воздуха на достаточно больших высотах, 
положив, что ветер на этих уровнях горизонтален и не зависит от 
трения. Тогда:

4 т----- 2(й''У sin <р =  ^at ‘
dv
1и

р дх

L  ^
Р ду

(2 .2 3 )

\  Градиент 
\  давления

Эти уравнения показывают, что воздух приобретает такое уско
рение, чтобы установилось равновесие между срадиентом давления, 
отклоняющей силой и внешними силами. Для стационарной или

очень медленно движущейся 
jS- барической системы движе

ние можно рассматривать 
(Ь\хкак установившееся f ^  =

=  ^  =  Oj . Если в дополне

ние к этохму все силы, кроме 
' тех, которые вызваны вра

щением земли и полем да
вления, отсутствуют, то сила 
ветра может быть просто 
определена по градиенту 
давления, снятому с синоити- 
ческой карты.

Из решения, получен
ного для ускорения вдоль 
касательной и нормали к 

траектории, установлено, что обычно касательное ускорение,
или изменение скорости по ветру, мало по сравнению с центростре
мительным, или нормальным ускорением. Сила, возникающая вслед
ствие нормального ускорения, направлена к центру кривизны и при 
сделанных предположениях должна быть уравновешена силой Корио- 
лиса и градиентом давления. Сила Кориолиса ориентирована под 
прямым углом к траектории, и поэтому она имеет то же направле
ние, что и ускорение. Чтобы установилось равновесие, градиент 
давления должен быть также направлен вдоль той же линии, а это 
означает, что движение должно происходить вдоль изобары.

Ветер, удовлетворяющий этому условию равновесия, называется 
градиент ным ветром. Когда изобары являются прямолинейными 
или слегка искривлены так, что центростремительным ускорением 
можно пренебречь, то результирующим движением будет геост ро- 
фияеский ветер. Геострофический ветер, обозначающийся симво-

Сила Кориолиса

Рис. 5. Геострофический ветер 
(северное полушарие).
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лом G, есть „скорость свободного потока", или „скорость на бес
конечности", для задач, касающихся поверхностных слоев (рис. 5 ).

Приняв для удобства 2ш sin tp =  X, имеем по определению
О — градиент давления -т- Хр. (2 .2 4 )

Направление Q совпадает с изобарой, т. е. © направлено па 
нормали к градиенту давления.

Если изобара сильно искривлена так, что центробежным ускоре
нием нельзя пренебречь, то уравнение (2 .2 4 ) нужно заменить на

{ V - G )  =  ^ y ^ ,

где V — градиентный ветер, а г — радиус кривизны траектории.
Выполненный анализ подтверждает, что для двухмерного уравне

ния движения наиболее естественной формой является схема, в кото
рой составляющие образуют вектор где i = Y — 1. Уравне
ния (2 .23) тогда сводятся к одному

^  {u +  iv )-^ ik {u  -t- га) =  -  •

Для геострофического равновесия

(? =  a - f  to  =  ^  .

Последнее соотнощение показывает, что вектор скорости перпен
дикулярен к вектору градиента давления. Поскольку направление 
оси Ох можно выбрать произвольно, расположим Ох вдоль изобары,.

так чтобы ^  =  0 и ^  представляло собой полный градиент, давле

ния, а

Хр ду

Векторным уравнением движения тогда будет

i k { V - G ) ^ F ,  (2 .2 5 )

где V"— действительный ветер на некоторой высоте, а F  представ
ляет собой добавочные силы, обусловливающие, например, движение 
вдоль искривленной траектории или внутреннее трение.

2. 5. Вязкость и ее влияние

Вследствие молекулярной структуры все жидкости, будь тр 
собственно жидкость или газы, обладают в большей или меньшей 
степени сопротивлением к деформации, или вязкост ью. Это свой
ство легко обнаруживается при медленном движении вблизи твердой 
границы, где движение жидкости перестает быть однородным и про
исходит сдвиг, т. е. частицы скользят одна по другой в слоях, 
параллельных поверхности.
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Идеальная жидкость в классической гидродинамике есть некото
рая идеализированная субстанция, неспособная вызвать даже малое 
срезывающее усилие. В такой жидкости не может происходить дис
сипации энергии, обусловленной внутренним трением. Кроме того, 
как уже объяснялось, на границе твердого тела в идеальной жидко
сти не возникает тангенциальной силы. Поэтому такая жидкость 
может свободно двигаться по поверхности без диссипации энергии. 
С  другой стороны, реальная жидкость благодаря молекулярному 
притяжению обладает свойством прилипать к твердой границе. 
Часть кинетической энергии ее движения необратимо превращается 
в  тепло и этим усиливает энергию молекулярного движения.

и -z = Z

/
Ufz)

Z "

7
777////////////////////////////////////////////////77////////77Т^ z=0

Рис. 6. Течение между двумя параллельными плоскостями.

В я з к о с т ь  в г а з е .  Анализ вязкости в газе можно произво
дить двумя путями;

1. Ньютоновский метод. Жидкость рассматривается как сплошная 
среда, и вязкость вводится посредством постулирования системы сил 
для учета характерных явлений.

2. Метод кинетической теории газов. Жидкость рассматривается 
как совокупность молекул, благодаря взаимодействию которых возни
кает эффект внутреннего трения.

Н ь ю т о н о в с к и й  а н а л и з  в я з к о с т и .  Пусть некоторый 
объем газа расположен между двумя большими параллельными пло
скостями, одна из которых движется относительно другой (рис. 6). 
По причине, которая будет ясна позже, следует предположить, что 
скорость движущейся плоскости очень мала, или мало расстояние 
между плоскостями Z. При этих обстоятельствах в результате 
наблюдений установлено, что относительное движение твердых по
верхностей заставляет перемещаться весь объем газа параллельно 
границам. На границах газ прилипает к поверхностям и, если и =  
= « ( г )  —  скорость газа относительно закрепленной плоскости на 
расстоянии Z от нее, то:

и = и  на плоскости z  =  Z, 
ц ==0  на плоскости 2 =  0 , 

где и  — скорость движущейся , плоскости относительно фиксирован- 
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ной плоскости. Наблюдения также показывают, что при таком рас
положении скорость газа между плоскостями изменяется линейно, т. е.

и = и ^ ,  (2 .2 6 )

(2 .2 7 )

Выражение (2 .26) называется профилем скорост и, а (2 .27 ) — 
градиент ом скорост и.

Чтобы поддерживать движение, необходима сила, пропорцио

нальная ^  на единицу площади поверхности и действующая парал

лельно плоскости, т. е. по касательной к потоку. Этой силой 
является срезы ваю щ ее уси ли е. Срезывающее усилие на единицу 
площади пропорционально градиенту скорости.

Это соотношение может быть уточнено посредством введения 
коэффициента пропорциональности, характеризующего данный газ и 
называемого динамической вязкостью. В общем случае

 ̂=  ^ -1 - ,  (2 .2 8 )

где X —  срезывающее усилие на единицу площади, а [х не зависит 
от а  и 2 .

В  задачах о движении жидкости часто удобно использовать 
вместо [J. кинематическую вязкост ь  v, определяемую как

v =
Р ’

где р —  плотность жидкости. Размерность [х равна а v —

При обычных давлениях динамическая вязкость зависит только 
от природы и температуры газа. В табл. 3 приведено несколько 
типичных значений для ja и v.

Таблица 3

Вязкость сухого воздуха при различных температура^х*

Температура, °С . . .  . О 20 40
jxrcM -’ се к .- ' . . . .  1 ,7М 0~^ 1,81-10“  ̂ 1,90-10“ ^
V см  ̂ сек.“ ‘ ................. 0,132 0,150 0,169

Во многих задачах, особенно касающихся турбулентного потока, 
кинематическая вязкость входит только в дробной степени, напри-

мер . В  этих случаях относительно малыми изменениями в зави-

> Значение v соответствует нормальному атмосферному давлению на 
поверхности земли.
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силгости от температуры можно пренебречь и рассматривать v как 
совершенно постоянную величину. Попутно следует заметить, что 
кинематическая вязкость воздуха значительно больше, чем воды. 
В  общих словах, как будет видно ниже, это означает, что некото
рые особые характеристики движения, такие как вихрь, диффунди
руют  благодаря действию вязкости значительно быстрее в воздухе, 
чем в воде. Это свойство вязкости легче понять, основываясь на ки
нетической теории газа, излагаемой в следующем разделе.

В я з к о с т ь  к а к  с в о й с т в о  с о в о к у п н о с т и  м о л е к у л .  
Известно, что газ не является .сплошной средой, а представляет 
собой совокупность молекул, которые во многих задачах можно 
рассматривать как отдельные тела, имеющие определенную массу и 
размер. Для дальнейшего упрощения молекулы газа можно прини
мать в виде упругих шариков, движущихся (при обычных темпера
турах) с очень большой скоростью и непрерывно сталкивающихся 
друг с другом. Это основное положение кинет ической теории  
газов. Оно успешно применялось для объяснения ряда свойств, 
таких как вязкость, посредством введения для газа простой механи
ческой модели,, подобно тому как это было описано выше.

Молекулы азота, кислорода и аргона — трех основных состав

ляющих воздуха — имеют диаметр 10“ ® см. При обычных темпера
турах и давлении средняя скорость этих молекул около 4 • 10* см сек.~^ 
и они перемещаются между столкновениями на расстоянии при

мерно см (путь свободного пробега). Каждая молекула претер
певает около 10® столкновений в секунду, и свойство вязкости выс
тупает как прямое следствие этого непрерывного перемешивания.

Простейший анализ такого поля выполнил К. Максвелл в 1860 г. 
Он предположил, что молекулы газа движутся большей частью 
сложным беспорядочным образом с равными по всем направлениям 
средними значениями составляющих скорости. Это движение мо
жет быть названо „тепловым", обычно связанным с температурой^ 
которая измеряет энергию движения. Предположим, что газ медленно 
движется между двумя плоскостями (рис. 6), а дополнительное дви
жение, или течение, молекулярного поля в заданном направлении 
является настолько слабым, что оно не влияет на распределение 
теплового движения вдоль координатных осей. Тогда молекулы 
будут обладать не только количеством движения, соответствующим 
собственному беспорядочному движению, независящему от их поло
жения в поле; они будут также обладать в небольшой степени 
упорядоченным количеством движения в направлении общего течения, 
зависящего от положения молекул относительно границ.

Предположим, что достигнуто установившееся состояние для 
макроскопического движения и что между границами профиль ско
рости определяется как u — u{z) .  Пусть далее молекула на плос
кости z==z  обладает упорядоченным количеством движения mu{z)y 
соответствующим этому уровню. В результате теплового движения 
она будет двигаться со средней длиной свободного пробега
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сохраняя количество движения до того момента, когда произойдет 
столкновение. Молекула, которая покинет плоскость z  =  z, достигнет 
плоскости z  =  Z-{-t  без потери количества движения. В результате 
через слой газа толщиной I будет происходить перенос упорядочен
ного количества движения, равного

ти ( г  -f- /) — ти {z) .

Число молекул, пересекающих плоскость под прямым углом,
в среднем равно одной трети от полного числа, поскольку все на
правления движения равновероятны. Если N  —  число молекул в еди
нице объема и с  —  средняя молекулярная скорость, то количество 
движения, переносимое через единицу площади слоя за единицу вре

мени, равно у  N m cl ~  .
Поскольку макроскопическое движение является установившимся, 

то количество движения передается любым слоем следующему 
с такой же скоростью, с какой оно поступает, так что на единицу
движущейся площади плоскости действует сила — х, а на единицу
площади неподвижной плоскости -|-т.

Тогда

Но Nm  =  р (р — плотность газа), поэтому

Сравнивая это с уравнением (2 .2 8 ), получим

=  (2 .30)

ИЛИ

(2 .31)

Таким образом, получен важный вывод, согласно которому вяз
кость выражается посредством средней молекулярной скорости и 
длины свободного пробега. Проведенный выШе анализ крайне схема
тичен, но использование более строгих приемов приводит к таким 
же результатам. И если для примера предположение о сохранении 
количества движения при свободном пробеге заменить более точным 
предположением (так называемым „постоянством" молекулярных ско
ростей), то в результате немного изменится только числовой коэф

фициент 4 -  ̂ •0>

> Более подробные сведения о данном вопросе читатель может полу
чить в работах Джинса и Леба по кинетической теории газов.
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Необходимо строго оговорить, что подразумевается под понятиями, 
используемыми в данном анализе. Влияние непрекращающихся столк
новений молекул проявляется, во-первых, в имеющем место непре
рывном переносе количества движения из областей с большими 
макроскопическими скоростями в области с малыми скоростями. 
Степень переноса количества движения через единицу площади 
плоской поверхности в жидкости выражается произведением вязко
сти на градиент скорости. В этом смысле вязкость обусловливает 
диффузию количества движения. Во-вторых, здесь нет чистого пере
носа молекул через плоскость, параллельную направлению потока 
(в противном случае газ не сохранял бы однородную плотность). 
Однако несмотря на это, наличие градиента макроскопической ско
рости приводит к тому, что благодаря беспорядочному движению 
осуществляется перенос количества движения через сплошной по
перечный поток. Наконец, читатель должен был заметить важную 
роль, которую играет свободный пробег в анализе Максвелла. Сво
бодный пробег может рассматриваться либо как расстояние, на 
котором молекула сохраняет свой запас количества движения, либо 
как грубая оценка толщины слоя газа, в котором проявляется дей
ствие вязкости. Из гл. 3 будет видно, что эти соображения при
обретают важное значение в широком классе задач, относящихся 
к турбулентному движению.

2. 6. Уравнения движения вязкой жидкости

В предыдущем параграфе были рассмотрены сравнительно про
стые примеры течения между параллельными плоскостями. Влияние 
вязкости здесь проявлялось посредством обычного тангенциального 
напряжения. В  общем случае может быть девять таких составляю
щих напряжения на поверхности элемента объема жидкости (рис. 7 ). 
Три составляющие напряжения на некотор\ю боковую сторону, 
ориентированные параллельно осям, обозначены простыми индексами. 
Так, на стороне л: =  const, параллельной плоскости (у , z), имеют 
место напряжения: — нормальные к плоскости, и ■Zxz —  каса
тельные к плоскости.

Первый индекс указывает сторону, на которую действует на
пряжение, а второй индекс обозначает направление действия напря
жения. Напряжение можно рассматривать как положительное, 
а давление— как огрицательное. В  идеальной жидкости

'̂ хх ~  ~  ~

а касательные напряжения равны нулю по определению.
С о о т н о ш е н и я  м е ж д у  с о с т а в л я ю щ и м и .  Предположим, 

что элемент объема жидкости центрирован в точке ( х ,  у , Z). Его 
ребра длиной Ьх, 8у, Ьг параллельны осям. Если рассматривать 
поверхность, нормальную к оси л , то напряжения на единицу пло
щади в точке (х , у , Z) равны '^ху, '^хг. На двух соответствую
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щих боковых сторонах элемента объема напряжения равны;

1 d , 4 0,

в центрах боковой стороны, расположенной ближе к началу коор
динат. Подобные же выражения, но с заменой знака минус на плюс

представляют напряжения в центрах боковых сторон, удаленных от 
начала координат. Результирующими этих напряжений являются 
силы, соответственно параллельные осям Ох, Оу, Oz,

-1^{х,,)ЪхЬу1г, ^ i^ ,y )b x b y lz .

дх

и пары сил относительно Оу, Oz
—  т^2̂ л:8у§г, Хд̂ ,8л:8у 8г .

Две другие боковые стороны могут быть рассмотрены аналогич
ным образом. При этом получим подобные силы, параллельные 
осям, и пары сил;

—  tyjixbybz, <Zŷ bxbybz,
—  х̂ ,̂8л 8у 82, x ĵ(8a:8j782;.
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Разложение на компоненты относительно координатных осей 
приводит к трем уравнениям движения:

йи „
Р-Л = Р ^ -

dv 
dt

dw
Р Ж

=  р Г -

=pZ

dx
d-c
dx

dx

dy
dxШ.
dy 

' dy

дг
dz

dzzy
dz

dz

(2 .32)

где, как и прежде, X, Y я Z  —  составляющие внешних сил на 
единицу массы.

Если определить моменты относительно линий, проходящих через 
(л:, у , z) параллельно осям, то получим
(х 2̂ —  -|- (члены с более высокими степенями S^Sj/Sz) == 0 .

Отсюда, когда 8х 8у8г ^ О ,

т =  х ,х у  у х  ’

так что девять первоначальных составляющих напряжения сводятся 
к шести. Уравнения (2 .32 ) полностью выражают движение вязкой 
жидкости.

У р а в н е н и я .  Уравнения вида (2 .32) не могут быть приняты 
для практического использования, поскольку они содержат шесть 
неизвестных напряжений наряду с тремя неизвестными скоростями. 
Напряжения в элементе жидкости, очевидно, не зависят от посту
пательного перемещения или вращения элемента как целого, а обу
словлены некоторым кручением, т. е. относительным смещением 
отдельных частей элемента. Наиболее общее смещение элемента 
жидкости состоит из растяжения по направлениям, параллельным 
некоторой системе координатных осей, поступательного перемещения 
и вращения. Состояние напряжения зависит только от растяжения.

Подробный анализ (длительный и сложный) показывает, что 
шесть напряжений могут быть выражены линейно с помощью так 
называемых основных напряжений. Предполагается, что разность 
между этими напряжениями и их средним значением р  представ
ляет собой линейную функцию от скорости смещения элемента 
жидкости.  ̂ В окончательном виде вязкое напряжение может быть

> За подробным анализом читателю рекомендуется обратиться к уже 
цитированной книге Лемба, гл. XI.
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выражено посредством давления, вязкости и градиентов скорости 
так, что нормальные напряжения примут вид:

2- р —

^УУ
- р -

т

— р ~

ди
дх
ду

~ S i
dw
дг

(2.33)

а касательные напряжения:

уг ( dw I dv
■37 +

/ ди

' dv
ху

+

( dv I ди\

дг
дха
dx
ди

)
) (2 .3 3 ')

Если жидкость несжимаема,

зает. Подстановка в (2 .3 2 ) приводит 
для несжимаемой вязкой жидкости: 

da  _1
7

Y ___ 1 др
Р ду 
1 др

2 !ди , dv , dw\ 

к уравнениям Навье —  Стокса

d(
dv

~ d f
dw

1 д у г  ' '  < ? г 2 ,

! & iv ,  д к з ,  d 2 » '

1  ^ 3 , 2 1  d z 2 .

f f f ^ w  
\  ^ ‘2

, S k a
1  Л..2

1 д 2 щ > '

(2 .3 4 )

dt p йг ' V

Если v =  0, эти уравнения сводятся к эйлеровским (2 .4 ) .

2. 7. Течение вблизи плоской поверхности

Выше отмечалась нелинейность уравнений Навье — Стокса и 
вытекающие отсюда последствия. Если вектор скорости опре
деляется по потенциалу и таким образом поток принимается без
вихревым, то нетрудно показать, что вследствие этого тождественно 
исчезают все члены в уравнении Навье —  Стокса, которые умно
жаются на (это можно интерпретировать как наличие равновесия 
сил трения, подобно тому как это имеет место в твердом теле). 
Решение, полученное для потока идеальной жидкости, удовлетворяет 
также уравнениям Навье —  Стокса. Однако для такого движения 
исчезновение членов с производными второго порядка означает, что

• Так, если « — потенциал скоростей, V^'? =  О, где V * — оператор Лап- 
^2

ласа, равный +  ^  +  Отсюда grad ? =  grad и таким образохм
дг1̂ -
V2« =  =  0.
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порядок уравнений уменьшается, а это приводит к трудностям в слу
чаях, когда необходимо удовлетворять условиям на твердой границе. 
В  потоке идеальной жидкости движение полностью определено 
условием, что на границе нормальная составляющая скорости равна 
нулю. Вследствие же отсутствия членов второго порядка, опреде
ляющих трение, касательная составляющая не может исчезнуть, 
кроме частного случая, когда вся масса н<идкости находится в покое 
относительно поверхности. Отсюда, несмотря на тождественное 
исчезновение членов, определяющих трение, уравнения Навье — 
Стокса должны представлять движение, в котором частицы жидко
сти могут вращаться, т. е. вихревое движение.

Ниже приводятся простые, но важные примеры вязкого потока 
вблизи плоской поверхности, для которых можно найти точное 
решение уравнений Навье —  Стокса благодаря тому, что по усло
виям задачи нелинейные инерционные члены тождественно равны 
нулю.

П о т о к  К у э т т а .  Предположим, что пространство между 
двумя параллельными плоскими границами 2 =  0, z  =  Z > > 0  запол
нено однородной по плотности жидкостью. Пусть верхняя граница 
равномерно движется в направлении х , а нижняя граница непод
вижна. Если далее предположить, что воздух движется равномерно 
в плоскостях, параллельных границам, то v ~ w  ~ 0 .  Из уравнения

неразрывности ^  =  О, поэтому и =  и {£). Уравнения Навье —  Стокса

тогда приобретают вид:
д'^и др „

IJ- -тго- ^  = 0
(2.35)-

__  __ — л
ду dz

Поскольку инерционные члены равны нулю и так как ti не за 
висит от X, то градиент давления должен быть постоянным. Отсюда 
из уравнения (2 .3 5 )

где А W. В  — постоянные, определяемые на основании граничных 
условий и =  0  при 2 =  0 ;  u — U при z  =  Z .

Искомым решением является

+  (2 .3 6 )

С|зезывающее усилие в некоторой точке есть

а ЙМряжение трения на единицу площади нижней границы равно 
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При движении К у э т т а ^  =  0 и срезывающее усилие не зависит 

от расстояния от границы. Это усилие можно записать в форме

' „  =  ! ■ § - =  р£/‘ ( т ^ ) -  (2-39)

Безразмерная величина называется ш ел ом  Р ейнольдса  для. 

движения и обозначается символом Re. Тогда

(2 .40>

Смысл этой записи станет понятным позже.
Д и ф ф у з и я  в и х р я .  В предыдущем примере предполагалось,, 

что имеет место установившееся равномерное движение над некото
рой плоскостью, параллельной границам.

Предположим, что ограничения, связанные с установившимся 
потоком, сняты. Уравнения (2 .35) тогда заменятся следующими:

да д'̂ а др
=  (2 .4 1 ) '

д у ~ д г ~

Эти уравнения удовлетворяются подстановкой ^  =  const, и тогда-

поскольку V =  у . Уравнение (2 .42) соответствует линейному потоку-

тепла в теле или диффузии в газе (уравнение Фикка).
Предположим, что отыскивается решение уравнения (2 .42) пр» 

условиях;

и = и  для всех Z, когда  ̂=  О | 

и =  0 для 2 =  0, когда ^>>0  j

Эта задача относится к жидкости, находившейся до некоторого 
момента времени (^ =  0) в установившемся и равномерном движению 
со скоростью и ,  а затем (^ > ■ 0) подвергшейся торможению непод
вижной плоскостью бесконечной протяженности. Необходимо опре
делить характер влияния неподвижной плоскости на движение 
жидкости.

В  математическом отношении подобная задача встречается в тео
рии теплопроводности, когда одна из сторон полубесконечного тела ,̂, 
первоначально имевшего везде одинаковую температуру, затем под-
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держивается при нулевой температуре (гл. 4 ) . Решением задачи 
является

- ^  =  e r f - 4 = - .  (2-44)и  2V^t  ̂ ^
1где

erf :̂ =  : j ^  J

эдитеграл вероятности.
Это решение удовлетворяет начальным и граничным условиям

_для t  —  — l  и для г  =  О, 2? >  О, й  =  erf (0 )  =  0.

Можно показать, что это решение единственное, т. е. нет дру
гой функции, удовлетворяющей уравнению, а также начальным и 
'Граничным условиям. Из (2 .4 4 ) следует, что когда t неограниченно 
■возрастет, и - *  О для конечных z, так что в итоге напряжение тре- 
мия на границе приводит к покою всю массу жидкости.

Вихрь потока по определению равен

“  (2 .45)2 dz 2 TZ4t
Выражение справа является известным решением, представляющим 

распространение по всему телу теплоты, первоначально сконцентри
рованной на плоскости z  =  0. Если рассматривать плоскость z =  О 
•как вихревую плоскость, то уравнение (2 .4 5 )  показывает, что вихрь 
диффундирует благодаря вязкости по всему телу, точно так ж е, как 
диффундирует тепло. Таким образом, жидкость, в которой вначале 
ене было завихрений, приобретает вихри вследствие сопротивления 
»на плоскости z ~ 0 .  Это сопротивление обязано исключительно вяз
кости. С другой стороны, когда ^ -> о о , вихри везде уничтожаются, 

•что происходит опять-таки в силу действия вязкости. Таким обра- 
-зом, вязкость приводит и к зарождению и к уничтожению вихрей.

Из теоретического анализа следует, что за некоторое конечное вре
мя вихрь распространяется по всей жидкости. Верхнюю границу слоя Z , 
в котором имеют место завихрения, можно определить как высоту, на

которой тг) уменьшается до некоторой малой доли, например

своего максимального значения (относящегося к 2 =  0 ) . Установлено, 
•что значения Z  ко времени t  определяются посредством формулы

Z  =  21/ '^ ^ 7 .

Отсюда следует, что толщина слоя, в котором распространится 
вихрь, имеет порядок У  vt . Этот вывод можно также получить 
из чисто „размерных" соотношений.

При рассмотрении данных результатов необходимо отметить одно 
важное ограничение. Выше предполагалось, что течение происходит 
в параллельных плоскостях, так что v  =  w =  0 и нет пересечения 
потоков, кроме движения молекул. Движение этого типа, называемое
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л а м и н а р н ы м ,  может установиться только при некоторых особых 
условиях. Одним из таких условий является то, что скорость везде 
мала. Если эти условия не выполняются, движение становится го
раздо более сложным и нельзя предполагать, что инерционные члены 
исчезают.

Чисто ламинарное движение сравнительно редко встречается 
в атмосфере, но это состояние может быть достигнуто в потоке 
вблизи поверхности земли при „особых условиях, которые отнюдь 
не редко встречаются. Они будут описаны ниже.

2. 8. Теория ламинарного пограничного слоя

^ "С л е д у ет  заметить, что аналогия между распространением вихря 
в  жидкости и теплопроводностью в твердом теле вовсе не поверх
ностная. Физические условия, возникающие при движении вблизи

Рис. 8. Ламинарный пограничный слой над плоской 
поверхностью.

твердой границы, можно значительно легче понять, если рассмотреть 
повыщение температуры в жидкости вблизи нагретой поверхности. 
В  этот вопрос была внесена ясность работами Прандтля, которому 
принадлежит концепция и ранее развитые теории пограничного  
сл оя . Допустим, что в потоке холодной жидкости помещено нагре
тое тело. Если скорость потока мала, тепло распространяется во 
всех направлениях и воздействует на большой объем жидкости, но 
если течение быстрое, то прогреется только сравнительно тонкий 
слой жидкости вблизи тела. В  гидродинамических задачах, если 
в первоначально безвихревом потоке скорость мала, завихренность 
вызванная вязкостью, будет обнаруживаться на больших расстояниях 
от тела. В  быстрых же течениях вихри сосредоточатся в тонком 
слое жидкости, непосредственно примыкающем к поверхности, а. по
ток, удаленный от тела, будет оставаться безвихревым. Эти выводы 
подтверждены многочисленными экспериментами в гидродинамиче
ских трубах. Они показывают, как можно на основании качествен
ного анализа уравнений Навье —  Стокса получить очень важные ре
зультаты относительно течения жидкости вблизи твердой поверх
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ности, предположив, что вязкость очень мала или, более точно, что 
число Рейнольдса очень велико.

Д и н а м и ч е с к о е  п о д о б и е  и ч и с л о  Р е й н о л ь д с а .  По
скольку нельзя управлять естественными ветрами, то многие экспе
риментальные исследования в механике жидкости производились на 
моделях. При этом первым очевидным требованием является то, 
чтобы характер изучаемого движения ничем, кроме масштаба, не от
личался от характера движения модели.

Г е о м е т р и ч е с к о е  п о д о б и е  между двумя системами озна
чает, что одна из них может совпасть со второй при определенном 
изменении единицы длины; д и н а м и ч е с к о е  п о д о б и е  означает, 
что при соответствующих изменениях основных единиц (например, 
массы, длины и времени) уравнения движения и граничные условия 
для одной системы могут быть приведены к таковым для другой. 
Для этого имеется простое аналитическое условие.

Рассмотрим жидкость однородной плотности, в которой внешние 
силы, такие как сила тяжести, вызывают некоторое гидростатическое 
давление, от которого отсчитывается действительное давление. При
движении такой жидкости действуют три типа сил, выраженных по
средством;

, .  да ди \ йи2
1) инерционных членов р - ^  , ^

2) вязких членов т. п.,

3) членов, содержащих градиент давления и т. п.

Для двух динамически подобных движений отношение сил, пред
ставленных этими членами, должно быть одинаковым для обоих дви
жений. Однако в силу того, что в уравнении эти силы уравнове
шиваются, достаточно рассмотреть только отношения двух сил ука
занного типа. В  качестве последних выбирают силы инерции и 
трения.

Пусть и  — некоторая заданная скорость, а I —  характерная длина. 

Инерционные члены содержат , а вязкие члены —  Их от

ношение равно безразмерной величине называемой чис

лом Рейнольдса. Таким образом, необходимым условием динамиче
ского подобия двух движений, когда системы геометрически по
добны, является равенство чисел Рейнольдса и одинаковые граничные 
условия. Это основной принцип, относящийся ко всем исследованиям 
с моделями в аэродинамических трубах.

Приведенные выше соотношения можно рассматривать и по-иному. 
Для некоторого заданного движения число Рейнольдса указывает на 
преобладание инерционных или вязких эффектов; если число Рей
нольдса мало (например, меньше единицы), характер течения опре
деляется главным образом вязкостью, а очень большие числа Рей
нольдса (например, десятки или сотни тысяч) означают, что инер
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ционные эффекты значительно важнее вязких. Для иллюстрации 
сказанного рассмотрим течение воздуха с умеренной скоростью 
Примем за I  некоторый масштаб длины тела, например, его диаметр. 
Если в качестве заданной скорости взята скорость воздуха на боль
ших расстояниях от тела, то число Рейнольдса будет велико. Если 
же скорость потока воздуха измеряется очень близко к поверхно
сти, число Рейнольдса будет мало. В  общем случае это означает, 
что влияние вязкости будет в основном ощущаться в очень близких 
к телу слоях воздуха и оно будет совсем слабым в свободном 
потоке.

Важность числа Рейнольдса в аэродинамических задачах может 
быть видна из весьма общих результатов, полученных Рэлеем. Силы, 
действующие в потоке на помещенное в него тело, зависят от 
I )  плотности и вязкости жидкости, 2 ) скорости потока, 3 ) размера, 
формы и положения тела. Для тел с подобными формами и поло
жениями, если размер их I, из анализа размерности следует фор
мула Рэлея для аэродинамической, силы.

C и лa~ p ^ ;5/ 2R e^  (2 .46 )

где и  — скорость возмущенного потока относительно тела и й —  
безразмерное число, которое может быть найдено только, с помощью 
точного анализа или эксперимента. Составляющая аэродинамической 
силы, параллельная направлению невозмущенного потока, называется 
сопротивлением или напряжением. Для этой силы соотношение 
Рэлея обычно записывается в следующей форме:

сопротивление =

где Сд =  const R e" —  коэффициент пропорциональности, называемый 
коэффициентом напряжения. Точное решение, иллюстрирующее 
теорему Рэлея для срезывающего усилия на единицу площади в дви
жении Куэтта [уравнение (2 .4 0 )], дает

2
2  ̂ Re '

В  этом примере

t i = - l  (2 .4 7 )

Теорема Рэлея показывает, что для несжимаемого движения ха
рактер течения вокруг погруженного тела полностью определяется 
числом Рейнольдса, которое выступает здесь как основной параметр 
движения жидкости.

У р а в н е н и я  д в и ж е н и я  в п о г р а н и ч н о м  с л о е .  Прандт- 
левский анализ движения вблизи твердой границы основан на уста
новленном в опытах факте, что в жидкости с малой вязкостью, на-

1 Ограничение умеренной скоростью, т. е. скоростью значительно ниже 
той, с которой распространяются звуковые волны в воздухе, необходимо 
с целью исключения эффектов сжимаемости.
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пример в воздухе, влияние трения существенно только в очень тон
ком слое, примыкающем к границе. В  этом слое градиент скорости 
должен быть большим, поскольку переход от нулевой скорости от
носительно границы к скорости свободного потока осуществляется, 
на протяжении малой толщи жидкости. Вследствие же малой вязко
сти инерционные и вязкие члены в уравнениях Навье— Стокса могут 
иметь одинаковый порядок величин для тонкого слоя со значитель
ным градиентом скорости. Вне пограничного слоя жидкость может 
рассматриваться как идеальная, движущаяся с равномерной скоростью 
при известном поле давления.

Сущность метода состоит в исследовании порядка величины раз
личных членов уравнения движения и неразрывности в слое толщи
ной 8, которая предполагается малой. Для двухмерного движения 
за граничную поверхность принимается плоскость z =  0. Течение 
осуществляется в направлении х . Удобно использовать некоторые 
безразмерные переменные С) '';•

Если и  есть заданная скорость (обычно скорость свободного по
тока) и I —  характерная длина в направлении х  (например, длина 
поверхности по направлению ветра), то новые переменные опре
деляются как

f X „ г  и  ,
i  —  -у - , —  у -  —

Пограничный слой О С  г  С  8 определяется теперь посредством
0 < С < 1 .

Уравнения движения и уравнение неразрывности приобретают 
форму:

\ 1 , , д и  , ди , I д и \  I др . у д'^и , v д^а

\ / , , d w  I dw , I d w \  \  др .  ̂ d^w , v d̂>-w

1 _L 1 _  -

причем u - = w  =  Q) при C =  0 ; u — U, w =  0 для С >  1.

Положим, что ^  и ^  имеют О (1 ) и что большие уско-
ди и  ди

рения исключаются так, что ~  ~  также U ( 1).

Из уравнения (2 .5 0 ) следует, что

dw

Поскольку и изменяется от нуля до (/ в интервале 

то и ^  должны быть О ( 1) . Отсюда в уравнении (2 .48) все 

инерционные члены имеют одинаковый порядок величины.
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Возвратимся снова к вязким членам в уравнении (2.48). Если v- 

и 8 малы, но таковы, что -щ- имеет порядок О (1 )  и -р- мало, то-
V д^и ^членами ^  можно пренебречь и поэтому их можно опустить^  ̂

Член как и инерционные члены, имеет О  (1 ) и должен?

быть оставлен. Типичный инерционный член -Щ и вязкий член* 

таким образом равны, и поскольку и пропорционально Ц,.V  д'^и
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отсюда следует, что

8  ̂=  const и

или

(2.51>

где Re —  число Рейнольдса, а постоянная имеет порядок единицы. 
Этот результат представляет большое значение для последующего- 
развития теории.

Уравнение (2 .49) теперь сводится к

Р di Р /

или

i f
что свидетельствует о пренебрежимо малом значении изменения дав
ления по направлению, перпендикулярному к стенке. Таким образом,, 
давление остается постоянным вдоль некоторой нормали к поверх
ности и поэтому определяется посредством уравнения для потока- 
идеальной жидкости

д и
dt и д и 1 др

дх р дх ( г  > 8 ) . (2 .52>

Уравнениями движения и неразрывности в пограничном слое, вы
раженными посредством исходных переменных, будут:

дида ^ ^ д и
dt дх

дР

1 др I
 ̂ дх ' дг'-!

дг
ди t dw __„
дх~> дг

Z < (2 .53>

Здесь 0 =  0 {VI)-
Эти уравнения являются уравнениями Прандтля.
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2. 9. Применение теории пограничного слоя к потоку 
над плоской поверхностью

Исследование трения воздуха в непосредственной близости к по
верхности земли (поверхность предполагается плоская) представляет 
одну из основных задач микрометеорологии. Ниже эта задача будет 
рассмотрена для ламинарного движения с помощью метода, который, 
хотя и не строго, позволяет получить практически достаточное при
ближение к точному решению уравнений Прандтля. Он не требует 
■сложных вычислений, присущих строгим исследованиям.

Рис. 9. Применение теоремы о количестве движения 
к пограничному слою.

При рассмотрении задач пограничного слоя сразу же возникает 
затруднение, связанное с точным определением „толщины” погранич- 
«ого слоя 8. На самой поверхности и =  =  0. На верхней же

границе слоя и должно непрерывно приближаться к U, '
В  математическихобращаться в нуль. В  математических исследованиях такие условия 

обычно не могут быть удовлетворены при некотором конечном зна
чении Z.  Эта трудность преодолевается благодаря тому, что для 
данного конечного значения 8 требуется (т. е. при 2 =  8), чтобы и 
было равно и  с некоторой желаемой степенью точности (скажем, 
10,1 или 0 , 1®/о)- Для точных аналитических работ вводятся различ
ные определения, например, так называемая „толщина вытеснения"
•Sj, выражаемая как

СХ5

где интегрирование ведется вдоль нормали к пограничному слою. 
Эта величина определяет степень смещения линий тока вверх вблизи 
поверхности в невозмущенном потоке.
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или

Рассмотрим плоскость АА, перпендикулярную к поверхности 
z =  0. Количество жидкости, пересекающее элемент объема с еди
ничной шириной и высотой dz в единицу времени, равно pudz 
(рис. 9 ). Эта масса до того, как она достигла пограничного слоя, 
двигалась с невозмущенной скоростью U, и поэтому уменьшение 
количества движения равно р и ({/ — u)diz. Полное уменьшение ко
личества движения в единицу времени равно 

со S

р у*u(U-̂ it)dZ!̂  !'u{U — u)dz.о о
Эта скорость уменьшения количества движения должна быть 

равна суммарному сопротивлению трения на поверхности в точке А. 
Отсюда

3
j  x̂dx = p j  u{JU—u)dz 
0 0

6 

о
где Тд —  напряжение трения на поверхности, отнесенное к единице 
площади. Предположим, что профиль скорости в пограничном слое 
известен, так что

Отсюда
а 1

Р f  u ( U - u ) d z = p U 4  f  { f - f ) d ^ .
о о

при грубом предположении относительно профиля скорости, 
а именно, что он является линейным в пограничном слое или

/ ( 0  =  С, если 0 < С < 1 ,

/ ( 0  =  1,  если С > 1 ,

получим
1 1

о о

Тогда уменьшение количества движения равно

f/28
Р - 6 - -
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Напряжение трения на поверхности, по определению, равно

так что

'!М. =  У1 =  ^Ь ~  6 ~ d x  •
Отсюда

S =  2 | / ? J ^ ^ 3 ,4 6 4  | / ^ .

Из этого выражения может быть найдена толщина вытеснения:
оо 1

\ = ^ ] j f { U - u ) d z  =  b f { \ - f ) d : ,  =  \ b .

Отсюда __

§ ^ ;^ l ,7 3 2 | / g  =  b ^ .  (2 .54 )

Напряжение трения на поверхности равно

V-U 0,289рУ2 0,289р<У2

и полное сопротивление от х  =  0 до х  — 1

J X, dx  =  0,577и ч У ~ .

Найденное приближенное решение можно сопоставить с точным 
решением, полученным Блазиусом [9], который рассматривал урав
нения

ди I ди д'̂ и
“ г г + " й = ' ' 5 У

и
ди .d w __„
д х ~ ^ д г ~

при граничных условиях: u — w =  0 при 2 =  0, u = U ,  вдоль х  =  0  
и когда Z -*  со.

Эти уравнения относятся к установившемуся течению над плоской 
поверхностью при отсутствии градиента давления. Согласно полу
ченному решению __

8, =  1 , 7 2 ] / ^ ,

•
_  0 ,332р№
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Если сравнить эти выражения с (2 .5 4 )  и (2 .5 5 ) , то, несмотря 
на грубое предположение о линейном профиле, видно хорошее 
численное согласование. Предлагались и другие приближения, ко 
торые давали удовлетворительные результаты. Лемб, например, 
использовал профиль в форме синусоидальной функции; применялись 
также полиномы третьей и четвертой степеней. Изложение этих ре
зультатов дано в работе Гольдштейна

Основное значение полученного выше решения заключается не 
только в хорошем согласовании числовых факторов (которые, в слу
чае линейного профиля, в известной степени случайны), но в самом 
использованном методе. Как можно было видеть в данной задаче, 
для определения потока количества двин<ения требуется только зна
ние профиля скорости, а это имеет большое значение для микроме- 
тёорологии. Выполнить прямое измерение напряжения трения у земли 
нё легко и часто необходимы косвенные методы, такие, например, 
как приведенные выше, для того чтобы определить значение этой 
величины.

И н т е г р а л ь н о е  у с л о в и е  К а р м а н а .  Изложенный выше 
метод был использован Карманом [10] в целях получения общего 
соотношения для течения в пограничном слое. Соотношение Кармана 
может быть выведено следующим образом из уравнений погранич
ного слоя. Пусть м = / ( г )  при условии, что и = = 0  для 2  =  0, 
и a  =  t/ для 2  =  8. Интегрирование первого уравнения (2 .5 3 ) и 
использованные уравнения неразрывности дают

0 0 о
Далее

/  Р 5 F  Й  /  Р“ '  Р“ * -  Р ^ ' ё  •
0 0 о
Член исчезает при z = 0 ,  так что

U [ ? w \ l - = u f  p ^ d z  =  - U  f  P ^ d z ^
О и ^

=  -  +  \fu]l— u ^ / , u d z  +  e u > ^ .

Срезывающее усилие равно Хц при 2 =  0 и исчезает при

2  =  8. Отсюда окончательно

dt
о

О О

f  9 u d z - ^ ^  j '  p u {u — U ) d z ^ - b ^ £ ~ x ^ .  (2 .56)

■ Г о л ь д ш т е й н  С.  Современное состояние гидромеханики вязкой 
жидкости. Т. 1. ИИЛ, М., 1948.
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Это общее интегральное соотношение Кармайа. Из него видно, 
что для уетановившегоея движения при отсутствии градиента дав
ления

?u{U — u) dz==^o-

В более общем случае уравнение (2 .56) должно рассматриваться 
как соотношение, которое для установившегося движения опреде
ляет 8 как функцию X, если известны при этом профиль скорости 
и градиент давления.
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ГЛАВА

АТМОСФЕРА В ДВИЖЕНИИ (Н). ТУРБУЛЕНТНЫЙ 
ПОТОК

Движение воздуха вблизи земной поверхности редко является 
таким простым, как оно описано в примерах предыдущей главы. 
Вообще жидкость малой вязкости, двигающаяся вблизи твердого 
тела, не будет следовать устойчивому распределению линий тока, 
кроме весьма специфических случаев. Подлинно ламинарный поток, 
в котором частица жидкости всегда следует точно таким же путем, 
что и предыдущая, является математически идеализированным; его 
следует рассматривать лищь как ограниченное приближение к дей
ствительности. В  ест ест венном  состоянии движение отдельных 
частиц жидкости чрезвычайно сложное, хотя среди беспорядочного 
перемещения можно выделить достаточно простую среднюю модель.

Если тело с заметными поперечными размерами (плохо обтекае
мое), например сферу, подвесить в аэродинамической трубе или 
в каком-либо другом приборе, способном производить „сглаженный" 
поток, то вблизи тела можно различить два вида движения при усло
вии, что скорость потока не очень мала. Кверху от предмета и 
часто на определенном расстоянии над его поверхностью поток 
остается сглаженным и приспосабливается к форме тела, а позади 
тела и на значительном расстоянии за ним сглаженный поток раз
рушается настолько, что невозможно различить сколько-нибудь 
устойчивый или правильный характер линий тока. Этот тип движе
ния называется турбулентным.

За исключением некоторых особых случаев, ветер вблизи земли 
является турбулентным, особенно в непосредственной близости к та
ким препятствиям, как деревья, здания и холмы. До сих пор мате
матическая теория этого типа движений разработана только частично, 
и большая трудность экспериментального изучения микрометеороло
гии обусловлена весьма сложным движением воздуха в нижних слоях 
атмосферы.

3. 1. Понятие турбулентности
Изучение турбулентного движения лучше всего начать с рас

смотрения некоторых несложных опытов с потоком воды в длинных 
прямых трубах, впервые описанных Осборном Рейнольдсом' в 1883 г .;
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теперь они обычно демонстрируются в школьных аудиториях. В этой 
установке вода из большого резервуара пропускается через длинную 
прямую стеклянную трубу, тщательно изолированную от внешних 
колебаний; при этом характер потока становится видимым за счет 
введения окрашенной струи из дополнительной трубки рядом с вход
ным отверстием. Если движение воды в трубе достаточно медлен
ное, окрашенная нить сохраняет свою целостность от входа до вы
хода и дает незначительное расширение в направлении течения; но 
если скорость потока увеличивается сверх определенного предела, 
характер движения изменяется. В новом типе потока окрашенная 
нить быстро разрушается и рассеивается по потоку во всех направ
лениях; при этом труба, удаленная от входного отверстия, напол
няется разбавленной краской, в которой возможно различить перво
начально окрашенную нить.

Первый тип потока является чисто ламинарным, в нем движение 
происходит постоянно по линиям, параллельным стенкам трубы, без 
заметного смешения смежных слоев жидкости. Второй, или турбу
лентный, тип потока, характеризуется наличием вторичных движений, 
пересекающихся с основным потоком; они вызывают быстрое и не
прерывное смешение жидкости во всей трубе. Турбулентное движе
ние в значительной степени вращательное, но вращение не имеет 
никакого упорядоченного характера, и путь отдельной частицы чрез
вычайно извилист, хотя вся жидкость в целом неуклонно двигается 
по направлению к выходу. Следуя Рейнольдсу, можно предположить, 
что поток состоит из относительно простого среднего движ ения, 
на которое накладывается чрезвычайно сложное вторичное, или 
вихревое, движ ение  колебательного характера (но не обязательно 
периодического).

Тщательное исследование двух типов движения указывает на 
трудность (или на данной стадии даже на невозможность) создания 
удовлетворительного математического определения турбулентного 
движения. Даже в так называемом ламинарном потоке траектория 
частицы не вполне определяется решением уравнений гидродинамики, 
так как перемешивание молекул жидкости означает, что частица не
прерывно бомбардируется со всех сторон; поэтому траектория 
частицы всегда содержит в себе случайные пульсации. Это явление 
известно под названием броуновского движения. Но следует заметить, 
что флюктуации этого типа не имеют отношения к основному по
току и встречаются даже тогда, когда жидкость в общем находится 
в покое. С другой стороны, турбулентность означает, что эти слу
чайные пульсации наблюдаются не только в траектории частицы, но 
что они бывают гораздо больших масштабов и имеют отношение 
(каким-то не вполне еще объяснимым образом) к основному движе
нию. Эти соображения наводят на мысль, что нетурбулентный поток 
можно определить как поток, в котором любые случайные пульса
ции в движении элемента жидкости бесконечно малы, т. е. величины 
молекулярного масштаба.

Турбулентный поток есть движение, включающее случайные ко
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лебания конечного размера; эти колебания приводят к пульсациям 
в траектории частицы, которые по масштабу можно сравнить с раз
мерами, определяющими кинематику среднего движения, обусловлен
ного формой пограничной поверхности. Такие колебания вызывают 
перемешивание и поэтому по характеру совершенно отличны от 
правильного волнового движения, которое не осуществляет переме
шивания смежных слоев жидкости.

Основная теоретическая проблема турбулентности, разрешенная 
еще только отчасти, состоит в исследовании источника этих колеба
ний и их влияния на среднее движение; но это едва ли возможно 
до тех пор, пока не будет найдено удовлетворительное определение 
турбулентности

Обычно не возникает трудностей при распознавании турбулент
ного движения вследствие ясно выраженных нерегулярных пульсаций 
в движении и характерного вида потока. Почти все естественные 
движения как в воздухе, так и в воде турбулентны. Чувствитель
ный анемометр, помещенный вблизи земли, показывает, что движе
ние воздуха состоит из быстрой смены порывов и затиший, сопро
вождаемых непрерывными изменениями в направлении, но амплитуда 
колебаний меняется в зависимости от местности, погоды, высоты 
над земной поверхностью, времени суток. Значительная изменчивость 
турбулентности создает большинство трудностей при рассмотрении 
проблем метеорологии. Иногда невозможно с уверенностью сказать, 
является ли естественный ветер турбулентным или нет. Манометри
ческий анемометр может дать в некоторых случаях очень сглаженную 
запись скорости, так как он имеет большую инерцию, но если один 
и тот же поток исследовать термоанемометром и осциллографиче- 
ской трубкой, можно обнаружить значительные колебания, которые 
были уменьшены манометрическим прибором. Это иллюстрирует одну 
из повседневных трудностей микрометеорологии —  трудность оценить, 
насколько полученные результаты зависят от характеристик исполь
зуемых приборов.

3. 2. Возникновение турбулентности

В своих опытах по исследованию потока в длинных прямых тру
бах Рейнольдс показал, что движение становится турбулентным.

* Данное выше определение несовершенно, так как прилагательное 
, случайный* не выражается математически. Предполагается, что „случай
ный* здесь эквивалентно .особенностям, связанным с пограничными усло
виями*. Это означает, что характеристики турбулентности полей флюктуа
ций скорости имеют универсальный характер, независимо от конфигурации 
пограничной поверхности, над которой двигается жидкость. Имеется много 
доказательств, подтверждающих правильность этой точки зрения, но это 
утверждение не может быть справедливым для колебаний очень больших 
масштабов. Для дальнейшей дискуссии определения турбулентности можно 
рекомендовать отчет Совещания по атмосферной турбулентности в погра
ничном слое, проведенного в Массачузетском технологическом институте, 
июнь, 1951 г.
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когда число Рейнольдса ^  {d ~  диаметр трубы) превышает некото

рую критическую величину порядка 2000. С тех пор проблема воз
никновения турбулентности рассматривалась как экспериментально, 
так и теоретически.

Предполагается, что турбулентность возникает вследствие неус
тойчивости ламинарного потока, поэтому были предприняты много
численные попытки определить общий критерий для этого перехода. 
Проблема потери устойчивости упорно исследовалась многими выдаю
щимися математиками, включая Рейнольдса, Орра, Хайзенберга, Толь- 
миена и Шлихтинга. Вскоре, на основании экспериментов, было 
установлено, что независимо от того, как велика начальная неустой
чивость, поток в конечном итоге приходит к ламинарному состоя
нию, если число Рейнольдса ниже определенного предела. Но после
дующие исследования показали, что движение может оставаться 
ламинарным при более высоких числах Рейнольдса, если предпринять 
тщательные меры предосторожности для исключения всяких посто
ронних нарушений. Это означает, что ламинарный поток устойчив 
для бесконечно малых нарушений, а переход к турбулентному ре
жиму осуществляется, если имеет место некоторое конечное внеш
нее возмущение.

Микрометеорология имеет дело преимущественно с движением 
вблизи поверхности, поэтому исследования зарождения турбулент
ности в пограничном слое представляют особый интерес.

Проблема устойчивости ламинарного пограничного слоя без гра
диента давления (гл. 2 ) изучалась математиками Геттингенской школы 
с 1924 по 1935 г. Тольмиен [1] нашел, что ламинарный поток, если 
он подвержен небольшим периодическим нарушениям, должен дать

начало неустойчивым волнам, когда Де == —  (где и —  скорость

свободной струи, —  толщина смещения пограничного слоя) превы
шает 420. ШлИхтинг [2] принял критическую величину Re за 575. 
Прежние проверки этой теории (1938 г .)  недостаточны для того, 
чтобы обнаружить какие-либо неустойчивые волны в пограничном 
слое вблизи пластинки при таких низких числах Рейнольдса. С дру
гой стороны, имелись основания подтвердить теорию, Быдвинутук> 
Джеффри Тейлором, которая связывает образование турбулентности 
в ламинарном пограничном слое с турбулентностью в свободном 
потоке.

Эти противоречивые теоретические и экспериментальные резуль
таты теперь выяснены работой Шубауэра и Скрамштада из Нацио
нального бкзро стандартов Неустойчивые волны Тольмиен -г- Шлих
тинга встречаются в случае, когда турбулентность свободного по  ̂
тока очень мала, и поэтому они могут быть обнаружены только 
в специального типа аэродинамических трубах для слабой турбу
лентности.

1 Краткое изложение этой работы с иллюстрациями можно найти 
в статье Драйдена [18].
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в  обычной аэродинамической трубе турбулентность CBo6oflHo№ 
струи является регулирующим фактором и переход происходит со^ 
гласно механизму, предлагаемому теорией Тейлора. Сами по себе 
волны Тольмиена — Шлихтинга не образуют турбулентного потока, но* 
дают начало условиям ддя образования неустойчивых вихревых по-, 
лос, которые, в конечном итоге, свертываются в маленькие вихри^ 
Драйден [18] приходит к заключению, что, если турбулентность сво
бодного потока мала, спектр первоначально имевшегося нарушения- 
является наиболее важным, тогда как в свободном потоке с более 
высокюй турбулентностью наибольшее значение имеют интенсивность 
и масштаб турбулентности. Эти соображения особенно важны в аэрот 
динамике. Можно предположить, что в высоких слоях атмосферы, 
где ветер достаточно свободен от турбулентности, шум, создаваемый 
мотором, мог бы служить фактором, который позволит определить, 
будет ли поток над поверхностью крыльев турбулентным.

А т м о с ф е р н а я  т у р б у л е н т н о с т ь .  Все изложенные выше 
соображения относятся к движению, в котором плотность меняется! 
незначительно, так что влияние силы тяжести не сказывается. В  атмо
сфере вблизи земли это условие выполняется только тогда, когда 
небо покрыто облаками, Во всех других случаях большие суточные- 
изменения температуры поверхности, вызываемые главным образом; 
противоположным влиянием приходящей от солнца коротковолновой 
радиации и уходящей от земли длинноволновой радиации, радикально- 
влияют на воздушный поток. Чтобы объяснить эти соображения, 
рассмотрим условия вблизи поверхности земли, лишенной раститель- 
ностиоили покрытой невысокой травой, после полудня и вечером 
в ясный день, ранним летом или в конце его, когда синоптическая 
карта указывает на небольшие градиенты давления. При высоком* 
солнце температура поверхности поднимается значительно выше, чем 
температура воздуха, непосредственно примыкающего к ней, и ветер- 
является сильно турбулентным.

По мере опускания солнца температура земли быстро падает и 
становится ниже темпедатуры воздуха, в результате чего слои атмо
сферы, находящиеся в непосредственном соприкосновении с землей,, 
охлаждаются и становятся плотнее, чем вышележащие слои.

Поддержание турбулентного состояния связано с непрерывным, 
перемещением по вертикали отдельныз^ частиц воздуха, так что есл» 
падение плотности с  высотой ярко выражено, то необходимо совер
шить значительную работу по преодолению силы тяжести при подъ
еме более плотных масс за счет расхода энергии среднего движения.. 
В таких случаях турбулентное движение становится менее интенсив
ным и может даже совсем исчезнуть. Это, в свою очередь, означает, 
что пополнение движения за счет свободного потока для возмещения; 
той части, которая израсходована благодаря трению о землю, умень
шается вследствие уменьшения перемешивания и движение потока, 
в целом замедляется.

Если небо остается ясным и нет заметных горизонтальных гра
диентов давления, это состояние будет продолжаться до тех пор,.
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пока приходящая радиация повысит температуру поверхности земли 
я  вслед за этим температуру самых нижних слоев воздуха. Положе
ние теперь меняется на обратное, так как менее плотный воздух 
находится ниже и всякая тенденция к вертикальному движению уси
ливается распределением плотности. Вскоре после рассвета близкий 
к ламинарному поток уступает место турбулентному движению, ко 
торое продолжается весь день.

Турбулентность атмосферы вблизи земли, таким образом, прояв- 
-ляет резко выраженную суточную изменчивость, причем турбулент
ность велика при больших сверхадиабатических градиентах и мала 
при сильных инверсиях. Когда небо полностью покрыто толстым 
•слоем облаков и ветер сильный или умеренный, градиент темпера
туры остается небольшим и устойчивым; в этих условиях степень 
турбулентности мало меняется от дня к ночи. Часы, когда темпера
тура сильно падает с высотой и турбулентность наиболее выражена, 
будут относиться к сверхади абат ш еском у периоду, а время, 
4<огда существует обратное соотношение (ясная ночь), — к инвер- 
■сионному периоду

Большие трудности при разрешении метеорологических проблем 
возникают обычно вследствие того, что нельзя игнорировать влия- 
<ние термической стратификации в нижней атмосфере. Развитие 
таких исследований происходит медленно по двум причинам. Во- 
первых, введение переменного градиента плотности означает, что 
математическая теория оказывается значительно более сложной, чем 
для однородной жидкости, и в настоящее время едва ли может быть 
построена. Во-вторых, весьма трудным делом является создание 
в аэродинамических трубах полностью развитых профилей в реаль
ных слоях жидкости, имеющих градиенты плотности, сравнимые 
с градиентами плотности в нижней атмосфере. Поэтому имеется 
очень мало опытных данных по контрольным экспериментам, кото
рыми могли бы руководствоваться специалисты в этой области. 
Микрометеоролог должен полагаться в своих данных почти всецело 
:на наблюдения, проведенные на открытом воздухе, где в одинако
вой мере трудно и осуществлять контроль, и выбирать сколько- 
нибудь одинаковые условия, которые вряд ли встречаются. Ниже 
•будет показано, что в таких исследованиях основным параметром 
является не число Рейнольдса Re, а число Ричардсона Ri, определяе
мое через

\dz)

' Суточное изменение турбулентности в ясную погоду наблюдают 
жители деревень, так как дым от сжигания травы, который сильно рас
сеивается ветром во время полуденных часов, в сумерки скапливается 
в  тонкие плотные покрывала на значительных расстояниях без всякого 
перемешивания.
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где и —  средняя скорость, а другие обозначения имеют их обычное 
значение.

Исследование турбулентности в жидкости с различными градиен
тами плотности требует, таким образом, очень точных измерений 
градиентов температуры и скорости.

3. 3. Основы математической теории турбулентного 
движения

С р е д н и е  в е л и ч и н ы  и ф л ю к т у а ц и и .  Пусть и, V,  W  —  
составляющие скорости, измеренной в точке (х, у , z). В турбулент
ном потоке все три составляющие являются функциями как времени.

Рис. 10. Определение средней скорости.

так и координат. С редняя скорост ь  с составляющими « , г?, w  
■определяется в фиксированной точке во время соотношениями:

+ "2  ̂ 0̂+ Т

и = Y f  ® = ̂  f
^0- у  г Г

W I W  d t

(3 .1 )

где — произвольный интервал, называемый периодом о ср ед 
нения.

В  общем
й , V ,  w = f { x ,  у ,  Z,  to, Г ) .

Геометрически это означает, что если получены значения и, V ,  
W в точке за некоторый интервал времени, то площади между осями 
времени и кривыми u =  u(t), w  — w {t) ,  измеренные за
некоторый меньший интервал продолжительности Т, с центром 
ъ t =  tQ используются для составления средних скоростей и, ‘О, W
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так, чтобы части площади, которые лежат выше и = и ,  v  — v , 
W — W, были равны частям, лежащим ниже тех же линий (рис. 10). 
Очевидно, если скорость определена так, что характеризует движе
ние в целом, интервал Т должен быть большим, чтобы включать- 
достаточное число колебаний. С другой стороны, универсальное 
принятие очень большого периода осреднения может скрыть важные 
изменения, которые происходят в потоке. Например, общий уровень 
скорости может непрерывно подниматься или опускаться в течение 
выбранного периода, поэтому движение нельзя должным образом, 
представить простой постоянной средней скоростью.

Если среднюю скорость можно считать установившейся, то ана
лиз чрезвычайно упрощается. Во всех случаях пульсации ск оро
сти и', v', w' определяются разностью между абсолютной ско
ростью в какой-либо момент и средней скоростью, так что

и' =  и — и\ v' =  v  —  v ; w ' — w  —  w. ( 3 .2 )

• В  установившемся средцем потоке и =  и и т. д. 
и

' о +  J  Т

и' =  Y  f  [и — и) d t  =  и — и =  Q . 

Таким образом,
u',= v' =  Q. ( 3 .3 )

Но это не может означать а priori, что средние величины квадра

тов и произведений вихревых скоростей (например, и'^, w'v' и т. д .)  
обязательно равны нулю.

Если средний поток нельзя считать установившимся, необходимо 
принять некоторое другое ограничение; обычно при этом считают,, 
что изменения в и, V ,  W происходят достаточно быстро, что позво

ляет определить интервал Т, в котором и, v, w  изменяются очень 
медленно.

Во всех случаях уравнение (3 .3 ) должно выполняться или точно, 
или с высокой степенью приближения. Это равноценно предположе
нию о том, что некоторая доля упорядоченности имеется даже в тур
булентном движении.

Процесс, описанный выше, предполагает, что скорость в какой- 
либо точке можно разложить на устойчивую или медленно меняю
щуюся среднюю скорость и беспорядочно колеблющуюся вихревую 
скорость. В аэродинамических задачах обычно допустимы такие 
условия, при которых средняя скорость нечувствительна к периодам 
осреднения; поэтому можно определить единую характерную сред
нюю скорость из наблюдений, проведенных за произвольные интер
валы времени. Такие условия не всегда наблюдаются в атмосфере, 
и поэтому влияние периода осреднения часто резко проявляется
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в  метеорологических задачах. Этот вопрос встанет позже, при изло
жении теории диффузии. В  данном случае достаточно сказать, Что 
так  как во флюктуациях естественного ветра встречаются периоды, 
изменяющиеся от доли секунды до нескольких минут, выбор периода 
_цля создания характерной средней величины имеет обычно важное 
значение.

Описанный выше подход можно использовать для создания сред
них величин любой другой субстанции, которая беспорядочно ко- 
•леблется вследствие турбулентности. Наиболее важными примерами 
являются температура и концентрация взвешенного вещества. Боль
шинство стандартных метеорологических приборов предназначено 
для того, чтобы дать хорошее приближение к средней величине по 
интервалам порядка минуты или около этого; другие, например, раз
личного типа регистрирующие чашечные анемометры используют 
^олее длинные периоды осреднения. Микрометеорология требует, 
чтобы особое внимание обращалось на точную запись самих флюк
туаций, и в этом отношении она существенно отличается по своей 
аппаратуре от обычной метеорологии или климатологии.

Н а п р я ж е н и я  Р е й н о л ь д с а .  Легко показать, что уравнения 
Навье —  Стокса для несжимаемого движения на основании определе
ния вязких напряжений (см. гл. 2) могут быть написаны в форме

Р 1 г  =  I? “  Р“ ' )  “Г  | г  -  Р«®) +  ^  -  Р“ ®') ■ (3 .4 )ду

Аналогичным образом записываются уравнения для V, isj. Пред
полагается, что эти уравнения в равной мере справедливы для турбу
лентного потока, если и, V, w  представляют полные скорости.

Задача состоит в том, чтобы установить, удовлетворяют ли 
уравнения средним скоростям.

В  приведенных выше уравнениях положим и =  и-\-и.' и т . д .  
и определим средние величины по правилам, установленным выше.

Результирующие уравнения будут следующими:

p|f ^  Й  “  Р“' ~  Р“'')  +  h  Р“® ~  Р ^ ' )  +

dt д'х 

dw д ( —

(3.5)
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_  Каждое из этих выражений имеет вид уравнения (3 .4), еслк 
и заменяет н и т. д ., а

вязкое напряжение заменяется через — ри'*
(3.6>

» "  ■' .»г — И Т.  Д.

Это означает, что уравнения, которым удовлетворяют средние 
величины, не являются просто уравнениями Навье— Стокса со сред
ними величинами скоростей и вязких напряжений, заменяющими мгно
венные величины, а что к вязким напряжениям необходимо добавить 
некоторые дополнительные члены, не зависящие от вязкости и свя
занные с флюктуациями, а именно

— pи'^ —pv''\ —pw' ,̂ —pu'v', — pa'w', —pv'w' . (3 .7>
Эти члены, называемые напряж ениям и Р ейнольдса, указы

вают, что флюктуации скорости, подобно молекулярному перемеши
ванию, вызывают перенос количества движения. В  общем напряже
ния Рейнольдса перевешивают по значению чисто вязкие напряжения, 
которыми можно пренебречь в задачах турбулентного движения.

Физический смысл напряжений Рейнольдса можно показать без;

труда. Нормальные напряжения — ри'^ и т. д ., очевидно, представ
ляют дополнительное динамическое давление, вызываемое флюктуа- 
ционной скоростью; по этой причине трубка Пито в турбулентнол® 
потоке дает среднюю скорость несколько выше истинной. Танген
циальные напряжения — ^u'w' и т. д ., которые включают в себя, 
две компоненты скоростей, имеют решающее значение а задачах воз
душного потока вблизи поверхности земли.

Коэффициент корреляции г  между двумя флюктуационными ско
ростями w' будет по определению

( 3 .8 )

Величина и знак г, таким образом, зависят в основном от сред
ней величины u'w', а фактические напряжения — р«'да' и т. д. бу
дут отличаться от нуля тогда и только тогда, когда существует 
корреляция между соответствующими парами вихревых скоростей 
в некоторой точке. Как такая корреляция может возникать, видно, 
из примера устойчивого горизонтального среднего ветра у земли.

Пусть X  —  ось в направлении среднего ветра, _у — ось горизон
тальная, поперек среднего ветра, а 2 —  вертикальная ось, так что- 
u =  u {z), v  =  w ~ 0 .

В этой системе порывы или внезапные возрастания среднего 
ветра обозначим положительными величинами и', а временные за
тишья — отрицательными и '; левую и правую части отклонений 
ветра от его среднего направления обозначим, скажем, положи
тельным и отрицательным v' соответственно, а направленные вверх
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и вниз —  мгновенные течения —  положительным и отрицательным w '. 
Если средняя величина произведения w'v' не приближается к нулю, 
то среди последовательности значений u'v' должно быть преобла
дание членов одного и того же знака — или отрицательного, или 
положительного, которое означает, что более вероятно найти по
ложительные величины и' с положительными веичинами г»', чем 
с отрицательными величинами.

Нет никаких оснований связывать порывы или затишья со стрем
лением ветра колебаться в каком-либо одном направлении, и наи
более вероятным результатом является u!v' =  0. С другой стороны,, 
так как установившееся состояние сохраняется, несмотря на влияние 
поверхностного трения, благодаря тому, что быстродвигающийся воз
дух сверху приносится ближе к поверхности, а замедленные массы 
воздуха переносятся снизу вверх, то имеются все основания ожи
дать, что порывы (положительные и ')  будут более часто встречаться! 
с нисходящими течениями (отрицательные да'), чем с восходящими 
течениями (положительные w ').

Следовательно, u'w' не будет исчезать, и напряжение Рейнольдса 
— pu'w' будет существенно отличаться от нуля. Эта величина, на
зываемая вихревым касат ельны м  нап ряж ени ем , является мате
матическим выражением переноса движения флюктуациями скорости 
через какую-либо плоскость, параллельную 2 = 0 .  Меллер [3 ], 
используя результаты Скрейса [4] для ветра в самых нижних слоях 
атмосферы над равниной, нашел хорошо выраженную корреляцию 
(г  =  0 ,8 ) между и' и w ', причем быстродвигающиеся частицы воз
духа опускались, а замедленные —  поднимались. Это иллюстрирует 
полную реальность напряжений Рейнольдса в потоке вблизи земли.

3. 4. Аналогия с молекулярными процессами

Хотя введение напряжений Рейнольдса вносит значительную 
ясность в общий механизм турбулентности, математические труд
ности при этом не уменьшаются. Пока неизвестен аналитический 
метод, посредством которого эти напряжения можно было бы вы 
разить через средние скорости и их производные, поэтому уравне
ния для большинства задач остаются еще неразрешимыми.

Основные результаты, которые до сих пор были достигнуты 
в теории и наблюдениях, основывались на введении достаточно 
правдоподобных эмпирических связей между турбулентными напря
жениями и средним потоком. Рациональной теории турбулентности, 
сравнимой, скажем, с теорией, развитой для невращательного дви
жения невязкой жидкости, не существует до настоящего времени.

Рассуждения относительно турбулентного потока напоминают тео
рию вязкости, развитую в кинетической теории газов (гл. 2).

Можно предположить, что жидкость в турбулентном движении 
имеет нечто вроде зернистой структуры, в которой „куски" жидко
сти откалываются от среднего движения и начинают (по крайней
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мере, на короткие промежутки времени) независимую жизнь дб тех 
пор, пока они не поглотятся средним потоком на каком-Лйбо другом 
уровне. Это создает Картину переноса турбулентностью количества 
Движения или других свойств, которая почти полностью Соответ
ствует простым молекулярным моделям газа.

Правдоподобность этой аналогии подтверждается тем, что такое 
движение небольших индивидуальных масс жидкости может иМеть место, 
причем хорошо известным примером Является „вихревая дорожка“ 
Кармана. Именно в потоке, наблюдаемом позади плохо обтекаемого 
тела при малых числах Рейнольдса, вихри отрываются попеременно 
от одного из двух краев, идут по направлению потока по опреде
ленной траектории и рассеиваются посредством вязкости только че
рез значительное время.

Настоящий турбулентный поток можно рассматривать с достаточ
ной достоверностью как движение, в котйром вихри очень много
численны, а их распределение не вполне упорядочено. Поэтому 
неудивительно, что многие из ранних работ, и особенно работы по 
атмосферной турбулентности, основывались на модели „кинетической 
теории", по которой двигающиеся массы жидкости, называемые 
вихрями, ведут себя подобно молекулам, передающим движение, 
тепло и взвешенное вещество от одного слоя к другому благодаря 
столкновениям.

Предполагается, что окончательная передача свойств включает 
процесс, не совсем ясно определяемый как „смешение с основным 
телом жидкости".

Прежде чем вникнуть в детали математического развития этой 
аналогии, можно с достаточной точностью утверждать, что общие 
выводы такого характера согласуются с известными фактами.

Один из наиболее примечательных результатов турбулентности 
вытекает из сравнения профилей скорости для ламинарного и турбу
лентного потока в длинной трубе с круглым поперечным сечением. 
Если число Рейнольдса значительно ниже критической величины, 
характеристики движения в круглой трубе известны из точного ре
шения уравнений вязкого движения, данного Пуазейлем.

Если 2 —  радиальное расстояние от центра трубы, а а - ^  радиус, 
профиль Пуазейля есть

(3 .9 )

где — Р 2) — перепад давления на расстоянии I. Распределение 
скорости, таким образом, параболическое, и градиент скорости

du P l-P 2  ̂
dz ~  2̂ 1 ^

возрастает линейно от значения величины —  {р  ̂—  /?,) на стенке 

(z =  a)  до нуля в центре трубы (г  =  0 ).
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Когда поток турбулентный, распределение средней скорости на 
большом расстоянии от входа существенно иное. Общий характер 
движения показан на рис. 11. Профиль над центральной частью 
почти неизменный^ но у стенки имеется большой градиент скорости. 
Для профиля не было получено никакого точного выражения, но 
известно, что эмпирическое соотношение

— г\7

с удовлетворительной точностью отражает измерения от стенки почти 
до центра трубы для умеренных чисел Рейнольдса « 2 0 0 0 0 0 ) .

Рис. 11. Профили скорости в ламинарном (/) 
и турбулентном (2) потоках по наблюдениям 

в трубе.

Для больших чисел Рейнольдса получены меньшие величины пока

зателя степени ------ , а более точное выражение, выведен

ное еще Карманом, показывает, что средняя скорость изменяется 
пропорционально логарифму расстояния от стенки.

Какое бы выражение ни использовалось, ясно одно, что измене
ние скорости с расстоянием от стенки происходит крайне медленно, 
за исключением непосредственной близости от границы. Это является 
характерной чертой турбулентного потока, и подобное состояние 
имеет место в атмосфере.

Скорость ветра над оголенной или покрытой невысокой травой 
поверхностью очень медленно изменяется с высотой (за исключением 
непосредственной близости к поверхности) в период падения темпе
ратуры с высотой, когда турбулентность высока, но имеет более 
крутой градиент в период инверсии, когда поток ламинарный или 
близок к нему. Это один из наиболее важных фактов в микроме- 
теорологии, который детально будет рассмотрен в гл. 7.

Такие свойства полностью согласуются с картиной кинетической 
теории турбулентной жидкости. Подобно молекулам, вихри переносят 
движение от одного слоя к другому. Можно представить себе вихрь, 
который вначале является частью основного потока в области сравни-
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тельно высоких скоростей, затем отрывается и перемещается с со 
хранением части или всего количества движения до тех пор, пока 
он не смешается в области более низких скоростей. Такое переме
шивание должно обнаруживаться в форме мгновенного порыва или 
возрастания скорости на новом уровне. Конечный эффект непрерыв
ных вторичных движений этого типа должен сглаживать разности 
скоростей, кроме случаев непосредственного соседства с границей, 
где твердая поверхность несколько ограничивает поперечное дви
жение.

Основной эффект турбулентности состоит в вызывании п ерем е
шивания больш ого масш т аба. Это утверждение является спра
ведливым независимо от того, правдоподобна ли или нет аналогия 
с кинетической теорией. Большое значение турбулентности в изучении 
условий вблизи земли заключается почти полностью в этом поло
жении, так как без непрерывного смешения, вызываемого вихревым- 
движением атмосферы, ее свойства должны чрезвычайно сильно от
личаться от тех, которыми она обладает.

3. 5. Коэффициент обмена
Естественно, что первым шагом теории турбулентности является 

заимствование основных идей кинетической теории газов в выраже
нии переноса количества движения или каких-либо других субстан
ций посредством виртуальных коэффициентов вязкости, проводимости 
или диффузии, определенных тем же самым Образом, как и их мо
лекулярные аналоги. Такие величины были названы Вильгельмом 
Шмидтом коэффициентами обм ена. Шмидт основательно развил 
соответствующую теорию в своей классической монографии „Обмен 
масс в свободном воздухе", опубликованной в 1925 г. Подобная 
идея была предложена намного раньше Буссинеском; в Англии Тей
лор и Ричардсон также применили эту теорию к метеорологии.

Основное выражение для турбулентного потока можно получить 
независимо от какой-либо теории о структуре вихревого движения.

Пусть Е  — есть количество какого-нибудь допускающего пере
дачу консервативного свойства в единице массы жидкости, напри
мер количества движения, тепла или взвешенного вещества. Пред
положим, что Е  (средняя величина Е) — постоянная на плоскости* 
X, у ,  а движение таково, что v  =  w  =  Q.

Количество Е, переносимое в единицу времени через единичное 
поперечное сечение плоскости, параллельной плоскости z =  0, есть- 
— pEw' (отрицательный знак указывает, что, когда поток движется 
в направлении увеличения г ,  Е  уменьшается с z) плюс небольшой

вклад, возникающий за счет молекулярного перемешивания к — ,uZ
где к  — соответствующий молекулярный коэффициент (вязкости, про
водимости, диффузии). Отсюда на единицу площади

мгновенный поток =  к ^  — pEw '=^k^{E-\-E') — {p-\-p'){E-\-E')w'.. 
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Беря среднюю величину,

средний поток =  ^ ^  —  pE'w' — E^'w' — E'p'w'. (3 .1 0 )

Если флюктуациями плотности пренебречь и р =  р, то
dE

средний поток =  ^ ^  — pE'w'. (3-11)

Таким образом, средний поток через плоскость, перпендикуляр
ную к направлению z, зависит главным образом от наличия корре
ляции между флюктуациями скорости и переносимого свойства. Если 
переносится движение,, то Е  =  и, k==^  и, таким образом.

Средний поток — —  pri'w', (3 .12)

в котором второй член можно считать соответствующим напряже
нием Рейнольдса, а средний поток количества движения является 
силой трения на единицу площади, или касательным напряжением. 
Для веществ во взвешенном состоянии, таких как водяной пар, 
дым или пыль, Е  следует выражать в граммах вещества на грамм 
воздуха; таким образом, для диффузии водяного пара Е  должно 
быть удельной влажностью, или отношением абсолютной влажности 
к плотности влажного воздуха, так что рЕ является абсолютной 
влажностью, или концентрацией, водяного пара (масса в единице 
объема).

Случай переноса тепла требует специального рассмотрения, и об 
этом речь будет ниже (гл. 4 ).

Существенно, конечно, чтобы величина Е  была консервативной, 
т. е. не менялась во время процесса переноса. Например, если рас
сматривается диффузия водяного пара, должна исключаться конден
сация.

Основной проблемой при анализе турбулентного перемешивания 
является выражение (3 .1 1 ) через среднее значение Е  и его произ
водные. Гип от еза коэффициента обм ена  состоит в том, что
—  pE’w' может быть выражено произведением виртуального коэф

фициента перемешивания на градиент среднего свойства ^  . Если 

А —  этот коэффициент, то по такой гипотезе

средний поток =  (А +  А ) ^  . (3 .1 3 )

Таким образом, для движения

средний поток на единицу площади =  х =  (fj,-|-Л ) ^  (3-14)

или, обозначая Км  =  —  и v =  — , ж  р р

^ = ( - + Х м ) § ^ к „ ‘§ .' > с ш  (3 .1 5 )

6* 83



— вихревая вязкост ь.
Д о этого момента проводился чисто формальный анализ, причем 

определялось соотношением

dz

которое не дает никаких сведений относительно поведения К^, на

пример, является ли он функцией и, и', w' ж z  или он постоянен. 
Очевидно, первый этап состоит в том, чтобы найти порядок вели
чины /С  ̂ для атмосферных процессов и установить хотя бы в первом 
приближении, что является абсолютной постоянной (т . е. не за
висящей от положения в поле действия), подобно его молекуляр
ному аналогу V.

3. 6. Приближение к геострофическому ветру

Ветер вблизи поверхности земли обычно связан с преобладающим 
распределением давления большого масштаба и поэтому может рас
сматриваться как геострофический ветер, измененный трением. Если 
силы трения; каково бы ни было их происхождение, выражаются 
виртуальными напряжениями уравнения движения двухмер
ного установившегося среднего потока, отнесенные к осям, закреп
ленным на земле, будут следующими:

, — 1 до , 1 й
— — —  р Ш +

__
р ду р dz

(3 .17 )

, Они, по сути дела, являются уравнениями (2 ,2 3 ) из гл. 2 с вклю
чением трения, Задачу необходимо решать так, чтобы найти, каким 
образом геострофический ветер, который является скоростью сво
бодного, потока, изменяется по величине и направлению вблизи по
верхности земли (z — 0) виртуальными напряжениями, возникающими 
за счет турбулентности.

Если пренебречь молекулярным трением (что возможно, как 
будет показано позже), то напряжения выражаются следующим 
образом; _

(3-18)

В соответствии с гипотезами коэффициента обмена.
В  первом приближении принимается, что =  Л  =  const,

а члены с трением в уравнении (З .Г7) заменяются' через и
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Kj^ соответственно, где =  ~  является вихревой вяз

костью.
Основные результаты вихревого трения видны .при изучении 

упрощенной задачи, в которой градиенты давления и плотности 
принимаются одинаковыми на всех высотах, а изобары —  прямыми 
и параллельными. Если ось х  направлена вдоль изобар, как в гл. 2, 
то легко показать, что уравнения (3 .17 ) сводятся к простому выра
жению

=  (3 .19)

где V = и -\ - iv, а G — геострофический ветер.
Задача завершается включением граничных условий;

V =  0 на 2 =  0,

lim V =  G .
г —♦ <х>

Отсюда V, компонента скорости, перпендикулярная изобарам, 
приближается к нулю на больших высотах, так как геострофиче
ский ветер дует вдоль изобар.

Соответствующее решение легко найти подстановкой в уравнение 
экспоненциальной функции. При разложении на действительные и 
мнимые члены выражение для отношения переменного ветра к по
стоянному геострофическому ветру будет следующим:

COS г

Обозначая Z т /  ( ^ — ^̂ =  С, компоненты скорости можно пред-
|/ V J

ставить как

u =  G { \ — e~'cosC) , 
v  =  Ge~'s\n^.

График связи и Vi V для положительных С является равноуголь

ной спиралью с м =  {?, v =  0 как пределом при С -^ о о . Это так 
называемая спираль Э км ана, впервые примененная Экманом [5] 
при рассмотрении аналогичной задачи для океанических течений, 
вызываемых поверхностными напряжениями.

Угол а, который образует ветер на какой-либо высоте с гео- 
строфическим направлением, равен

м е’ — cosC
'(3 .2 1 )
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Эта функция дана на рис. 12 для 0 -< С < 'п :.  

На поверхности, где а =  - влияние напряжений таково, что

отклоняет ветер от направления свободного потока, и в поверх
ностном пограничном слое ветер отклоняется на угол в 45° от 
изобар в направлении уменьшения давления. Качественно это под
тверждается наблюдениями, но нормальные дневные величины а

Рис. 12. Угол между ветром на данной высоте 
и геострофическим ветром.

в этом слое, при установившемся состоянии над сушей, гораздо 
ближе к 20°.

Когда С =  '̂ > а =  0; это означает, что ветер вначале достигает 
геострофического направления на ограниченной высоте Z , где

С яz =
V 2Км У 2Км

Если эту высоту можно установить из подъемов шаров-пилотов, 
используя их в сочетании с синоптической картой, то оценка по
рядка величины может быть найдена из формулы

(3 .22)

Добсон [6] из анализа подъемов, произведенных с Салисберий- 
ской равнины в Англии, получил, что Z  находится в пределах от 600 
до 900 м, откуда Тейлор оценил порядок величины в 10^ см* сек .~ *. 
Эта величина резко отличается от кинетической вязкости воздуха,
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которая имеет порядок 10~^ см'* сек. Таким образом, сама вязкость 
слишком мала, чтобы объяснить наблюдаемое распределение скорости 
в первом километре над поверхностью, и это приводит к заключе
нию, что атмосферное перемешивание имеет масштабы, далеко пре
восходящие молекулярную диффузию.

Приведенные результаты основаны на предположении о независи
мости Kj  ̂ от высоты; эта гипотеза теперь рассматривается как не
состоятельная. Задача о приближении к геострофическому ветру для 
переменного детально рассматривается в главе 7.

3. 7. Дальнейшее развитие молекулярной аналогии; 
теория пути перемешивания

В кинетической теории газов выражение, выведенное для кинема
тической вязкости, включает произведение среднего свободного про
бега на среднюю молекулярную скорость; обе эти величины не зави
сят от положения в поле потока. Дальнейшая аналогия между моле
кулярным и вихревым движением была продолжена Прандтлем [8], 
который ввел путь перемешивания, аналогичный свободному про
бегу, но меняющийся в поле потока.

Теорию можно развивать различными путями. Прежде всего можно 
предположить, что в результате общего беспорядочного движения 
„вихрь", рассматриваемый как дискретный объем жидкости, отры
вается от начального уровня z и переносится потоком, соответствую
щим среднему движению на уровне z, к новому уровню 2  где 
он смешивается с основным потоком.

Ассимиляция вихря на новом уровне дает начало флюктуации 
скорости и', где

+  (3 .23 )

Так как в общем все три флюктуационные компоненты имеют 
тот же самый характер и ту же самую величину, подобные выра
жения, различающиеся только численно, должны иметь место для <v' 
и w'. Гип от еза пути перемеш ивания  состоит в том, что вве
денная таким образом величина / является уникальной длиной, кото
рая характеризует локальную интенсивность турбулентного переме
шивания на каком-либо уровне, но которая, в отличие от среднего 
пути свободного пробега, может быть функцией положения, средней 
скорости и т. д. Касательное напряжение Рейнольдса х, будучи про
порциональным средней величине произведения и' w ', представляется 
в этой системе уравнением

(3 .24 )X =  -  рм'хе»'=  р/2 dz

причем отделение членов ^  неизбежно приводит к тому, что знак х 

du
изменяется с dz
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На основании уравнения (3 .16) вихревая вязкость

(3 .2 5 )

dz
Здесь предполагается, что коэффициенты пропорциональности 

включены в величину /.
Приведенные выше аргументы можно расширить, чтобы охватить 

диффузию какого-либо консервативного свойства через введение 
несколько отличного определения пути перемешивания.

Пусть E {z)  есть свойство, средняя величина которого, постоян
ная на какой-то плоскости, параллельной г  =  О, сохраняется во время 
прохождения вихря от плоскости z =  z-̂  к z =  z .̂

Средняя скорость переноса q для Е  (z) в направлении 2  есть

q =  — w' [Я (га ) —  Е (2 i) ]  -  да' (2  -  2 i)  ^  . (3 .2 6 )

Гипотеза пути перемешивания подразумевает, что при всех таких 
движениях имеется уникальная средняя длина /, при которой

W' (22 — 2 i)  =  / K , (3 .2 7 )
поэтому поток Е, вызванный турбулентностью, выражается через

. (3 .28)

Это позволяет выразить виртуальный коэффициент диффузии АГ 
следующим образом:

(3 .2 9 )

Полагая £ ' =  р«, т. е. если речь идет о вихревом переносе коли
чества движения в несжимаемой жидкости, уравнение (3 .28 ) стано
вится

=  х =  g .  (3 .30 )

Это выражение в отношении основной концепции то же, что и 
выражение (3 .2 4 ), но оба I могут отличаться по величине.

Как один, так и другой вывод, дают несколько больше, чем 
простое постулирование, которое само по себе не является надежным 
основанием для предположения о существовании универсального пути 
перемешивания. Хотя это представление, очевидно, создается удачным 
использованием концепции свободного пробега в кинетической теории 
газов, имеются очень важные различия между проблемами молеку
лярного и турбулентного перемешивания,

В  кинетической теории столкновение является событием, опреде
ляемым как прерывное изменение количества движения эластичных 
сфер.

В данной задаче „смешение" нельзя определить с такой же точ
ностью, не представляется также возможным развить теорию дальше



посредством тщательно разработанной механической модели турбу
лентного движения, в которой „вихри" имеют свойства, подобные 
тем же упругим сферам. Только логический подход дает возможность- 
использовать уравнение (3 .2 4 ) или (3 .3 0 ) в качестве определения /

(считая ''̂ 5 и известными или измеримыми) и соверщенно'

пренебрегать аргументами, основанными на свойствах дискретных, 
масс жидкости. Тогда величина / становится удобным параметром,, 
имеющим размерность длины, но не имеющим какого-либо точного» 
физического значения.

После введения концепции пути перемещивания в 1925 г., этот 
вопрос энергично исследовался как теоретически, так и экспери
ментально. Величину I непосредственно измерить нельзя, но теорию- 
можно проверить двумя путями. При первом методе вводят некоторую' 
правдоподобную гипотезу относительно I как функции положения и. 
устанавливают, насколько следствия этой гипотезы совпадают с наблю
дением. При втором методе путь перемещивания находят из измере
ний касательного напряжения, профиля скорости и т. д. и резуль
таты также анализируют с точки зрения согласования. Оба метода! 
использовались в метеорологии.

3. 8. Турбулентный пограничный слой

Детальное изучение движения в пограничном слое над ровно® 
поверхностью, параллельной средней скорости, при больших числах 
Рейнольдса можно рассматривать как идеализированную задачу дви
жения атмосферы над небольшим участком поверхности земли.

Рассмотрим гладкую плоскую поверхность (например, полирован
ную металлическую пластину), определяемую через z — 0, х  >• О,, 
где X  —  расстояние от края, а z — -толщина потока, и установив
шееся двухразмерное среднее движение, в котором средняя ско
рость и в какой-либо плоскости является только функцией х , z.- 
Начиная от края, образуется ламинарный пограничный слой, но при 
достаточно больших скоростях или на значительных расстояниях по- 
направлению течения поток в пограничном слое становится турбу
лентным. Таким образом, при движении по направлению потока о г  
пограничного рубежа вначале встречается, во-первых, ламинарный- 
пограничный слой, затем переходная область, и, наконец, развитый, 
турбулентный пограничный слой (рис. 13). Эксперименты показывают,, 
что разрушение ламинарного потока начинается тогда, когда локаль- 

ихное число Рейнольдса—  достигает критической величины, котора® 

зависит от турбулентности в свободном потоке^.

1 По результатам, полученным в Бюро стандартов, оказывается, что- 
это имеет место, когда илг/v находится между и 10®, причем более- 
высокие величины соответствуют турбулентности свободного потока, при
которой (и'*)/гг ==5 • Ю~^ (Dryden. I. Aeronaut. Sei., I, 71, 72, 1934).



в  метеорологических задачах наветренный край считают располо- 
экенным на бесконечном расстоянии от точки наблюдения, и можно 
.принять, что турбулентность в пограничном слое всегда вполне развита.

Применение теоремы количества движения к движению вблизи 
плоской поверхности показывает, что толщина ламинарного погра-

личного слоя возрастает как л:  ̂ (уравнение (2 .54). Тот же самый 
метод можно применить к турбулентному движению, если линейный

О

_

1  -

' .  г  . '

с

'Ломинарный'^ереход- Турбулент ны й

Рис. 13. Турбулентный пограничный слой.

-профиль скорости, принятый для ламинарного потока, заменяется 
профилем, в котором средняя скорость меняется как 2“  при / г а > 0 .

.Для tn = } j  [см. ниже уравнение (3 .54 )] поверхностное касательное

напряжение- на единицу площади Тд и толщина турбулентного погра- 
еичного слоя 8 выражаются следующими формулами:

To =  0 ,0228p « ‘̂ ( - ^ j^ ,

о =  0,366д: -  V5
\uxj

соответственно^. Таким образом, турбулентный пограничный слой над 
гладкой ровной поверхностью зависит от расстояния от начального 
^края более сильно, чем ламинарный пограничный слой.

Детальное рассмотрение характера движения во вполне развитом 
турбулентном пограничном слое показывает, однако, что фактическое 

-состояние может быть более сложным, чем это указано выше. Если 
пограничная поверхность гладкая, в  обычном смысле слова, то можно 
выделить несколько областей потока:

1) непосредственно примыкающий к поверхности очень тонкий 
лам инарный подслой, в пределах которого вертикальные вихревые 
движения практически отсутствуют. Внутри этого слоя градиент

* Для детальных расчетов см. P r a n d t l  L. and T i e t j e n s O .  G. 
Applied Hydro-and Aeromechanics. Me Graw-Hill, 1934, стр. 74—76.
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скорости —  достигает очень больших величин, и касательное напря

жение вызывается главным образом только вязкостью;
2) над ним собственно турбулентный пограничный слой, 

характеризующийся сильными вертикальными движениями и неболь
шим градиентом средней скорости. В этом слое напряжение Рей
нольдса по крайней мере равно вязкому напряжению, а может быть 
гораздо больше;

3 ) над пограничным слоем —  свободный поток, в котором вяз
кие напряжения незначительны.

Таким образом, вблизи гладкой плоской поверхности скорость 
падает до нуля, вначале медленно, а затем быстро по мере прибли
жения к пограничной поверхности; поэтому градиент скорости, в ко
нечном итоге, достигает очень больших величин, которые во многих 
исследованиях рассматривались, как бесконечные.

Д и н а м и ч е с к а я  с к о р о с т ь .  На данной стадии удобно ввести 
вспомогательную величину, имеющую размерность скорости 
Динамическая скорость (Schubspannungsgeschroindigkeit) опреде
ляется соотношением

в  большинстве метеорологических приложений касательное на
пряжение X рассматривают не зависимым от высоты в некотором тон
ком слое (см. п. 3 .9 ) и, следовательно, равным значению на поверх
ности так что

и * =  ] / (  у  )  =  ]/ '(  I ) . (3 .32)

Динамическая скорость, таким образом, зависит от характера по
верхности и величины средней скорости. Происхождение этой ско
рости легко выяснить, если вспомнить, что обычно в турбулентном 
движении касательное напряжение примерно пропорционально квад
рату средней скорости (при ламинарном движении, скажем в потоке 
Куэтта, уравнение (2.39), касательное напряжение пропорционально 
первой степени скорости). Соотношение между касательным напря
жением и квадратом средней скорости приближенное а динамическая 
скорость определяется так, чтобы квадратичный закон для нее выпол
нялся точно. И з уравнения (3 .32) видно, что должна иметь тот 
же порядок величины, что и вихревые скорости, и в качестве гру
бого, но полезного правила для метеорологических задач можно

принять Яй— 2

■ Так, в примере турбулентного потока через гладкую трубу при уме
ренных числах Рейнольдса соотношение между касательным напряжением
и средней скоростью более точно представляется через —^ .

рам'*
2 Для более точных величин — см. табл. 23.
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Г л а д к и е  и ш е р о х о в а т ы е  п о в е р х н о с т и .  В  обыденной 
речи говорят, что поверхность „шероховатая", если она волнистая 
или покрыта случайно распределенными неровностями. Если давать 
точное определение, то в качестве меры шероховатости различных 
поверхностей следует ввести по крайней мере две длины: высоту 
волнистостей или выпуклостей и некоторый харайтерный интервал 
длины между индивидуальными элементами, такими как длины волн 
для правильных волнистостей, или среднее расстояние между выпук
лостями.

Здесь рассматривается особый случай, когда шероховатые эле
менты настолько близко распределены, что в рассмотрение входит 
одна высота. Задача ограничивается предположением о том, что не
ровности достаточно сходны по форме и дают возможность опреде
лить характерную среднюю высоту (например, когда ветер дует над 
обработанной почвой, высота растительного покрова которой пог 
стоянна на значительной площади в данное время года).

Определение гладких или шероховатых поверхностей в аэродина
мическом смысле основывается на сравнении средней высоты неров
ностей е с глубиной ламинарного подслоя.

Обычно поверхность называется аэродинам ически гладкой , 
если неровности настолько малы, что позволяют образовать ламинар
ный подслой, в который они полностью погружены.

На аэродинам ически ш ероховат ой  поверхности неровности 
настолько велики, что препятствуют образованию такого слоя, и дви
жение является турбулентным до самой поверхности.

Так как толщина ламинарного подслоя зависит от значения числа 
Рейнольдса, классификация поверхности по данному выше опреде
лению включает не только геометрические характеристики погранич
ной поверхности, но также величину средней скорости; поэтому 
поверхность, которая является „гладкой" при малых скоростях, может 
становиться „шероховатой" по мере возрастания средней скорости. 
Практически, так как ламинарный подслой всегда очень мал, поверх
ность, которая является аэродинамически гладкой при умеренных 
числах Рейнольдса, должна быть совершенно гладкой в обыденном 
смысле слова.

Приведенные выше выводы можно было получить на основании 
количественных исследований Шиллера [9], Никурадзе [10], Шлих
тинга [11] с существенными результатами для метеорологии.

Шиллер теоретически исследовал максимальные размеры неровг 
ностей, не меняющих заметно характер ламинарного движения в трубе^ 
найдя условие, по которому не должно быть возбуждения позади 
неровности. Его результат (выраженный в значениях динамической 
скорости) состоит в том,, что не встречается никакого изменения 
в движении, если

~ < 5 , 5 .

Если принять й.̂ ; =  10 см се к .~ ‘ (которая, вероятно, еще ниже),
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то это означает, что неровности более 1 мм по высоте будут обычно 
ухудшать гладкость поверхности в аэродинамическом смысле.

Никурадзе в своих исследованиях (важных для метеорологии) 
имел дело с турбулентным потоком в трубах, внутренние поверх
ности которых были сделаны однородно шероховатыми посредством 
песчаных зерен. Его критерий для вполне ш ероховат ого  потока 
■основан на представлении о том, что при данных обстоятельствах 
движение фактически не зависит от вязкости, а это имеет место, когда

^ > 7 5 .  (3 .33 )

Для другого конца диапазона Никурадзе подтвердил результаты 
Шиллера.

Между этими двумя границами находится переходная область, 
в которой поверхность не гладкая, не шероховатая, т. е. имеется 
заметное влияние вязкости. Эти исследования впоследствии были про
должены Шлихтингом, который применял шероховатые поверхности 
с частицами, значительно различающимися по размеру и форме. 
Шлихтинг соединил в одну связную теорию результаты Для всех 
таких поверхностей введением длины, названной эквивалент ной  
ш ероховат ост ью песка.

Под последней понимается высота шероховатостей поверхности, 
покрытой зернами песка, которая вызывает такое же трение, как и 
фактическая поверхность со сложной шероховатостью.

При метеорологических проблемах, очевидно, трудно говорить 
с достаточной уверенностью о „средней высоте “ частиц, которые 
обыкновенно находятся на поверхности земли. Позже будет пока
зано, что эту трудность можно преодолеть, и критерий Никурадзе 
для шероховатости действительно применяется за счет использования 
длины, связанной с высотой частиц, но находится она из измерения 
профиля скорости.

е
Если поверхность вполне шероховатая (и^ -  около 100 или больше),

непосредственное влияние вязкости незначительно и число Рейнольдса 
яе входит в число аргументов. Возможное исключение вязкости из 
выражения для , торможения на вполне шероховатой поверхности 
объясняется следующим фактом: на такой пограничной поверхности 
ламинарный подслой не существует, поверхность действительно 
состоит из плотной массы маленьких крутых тел, сопротивление 
которых состоит почти всецело из торможения. Отсюда следует, что 
поверхностное напряжение на такой поверхности почти точно про
порционально квадрату относительной скорости.

Позже будет показано (гл. 7 ) ,  что это справедливо для поверх
ности земли в громадном большинстве случаев.

3. 9. Профиль скорости в турбулентном пограничном слое 
в связи с гипотезой пути перемешивания

Рассмотрим устойчивое двухразмерное среднее движение вблизи 
плоской твердой поверхности 2  =  0.
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Предполагается, что и есть функция только 2 , а целью является 
определение профиля скорости и (z) при вполне развитой турбу
лентности, которая обусловлена данным касательным напряжением т. 
Метеорологически это означает задачу об изменении ветра с высотой 
над горизонтальной поверхностью земли, когда температурный гра
диент близок к адиабатическому, т. е. влияние силы тяжести 
исключается.

У р а в н е н и е  д в и ж е н и я .  Если д; — ось в направлении среднего 

ветра, так что v =  w =  0 по всему рассматриваемому слою, а силой 
Кориолиса пренебрегают, то уравнение среднего движения сводится 
к одному уравнению:

<?х__ф
дг дх

d f

(3 .3 4 )

где т =  —  р и W , — градиент давления в направлении сред

него ветра.

Если предположить, что ^  не зависит от высоты в рассматривае

мом поверхностном слое, уравнение (3 .34) после интегрирования 
дает

" =  ^о +  2 | ^ ,  ( 3 . 3 5 )

где Хр — величина т: при г  —  ̂ 0.
В большинстве метеорологических задач изменение давления 

в направлении среднего ветра мало, и в том случае, когда z  неве
лико, скажем, не превышает 25 м, обычно можно пренебречь вторым 
членом правой части уравнения (3 .35) по сравнению с первым.  ̂
Поэтому анализ ограничивается случаем, в котором т: =  То по всему 
рассматриваемому слою. Это означает, что динамическая скорость

также не меняется с высотой в этом слое.

Г и п о т е з ы  о т н о с и т е л ь н о  п у т и  п е р е м е ш и в а н и я .  
Прежде чем приступить к определению профиля, необходимо сделать 
некоторые предположения относительно функциональной формы I. 
Существуют различные возможности.

Гипот еза 1. Предполагается, что / в какой-либо точке опреде
ляется исключительно расстоянием от пограничной поверхности и 
физическими свойствами жидкости. В общем

; ^  ==/(/, 2,-10, Р).

' Для более детального анализа см. работы Эртеля [12] и Калдера [13].
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Из уравнения (3 .2 4 )

или

и единственным безразмерным соотношением, которое можно обра

зовать из величин правой части, будет j ,

Отсюда

^ — f ( L  
к* U  ’ W  ■

i i - i -
Это выражение является дифференциальным уравнением для про

филя средней скорости в пограничном слое. В качестве первого^

шага разумно принять — =  k, где k  — постоянная, выражающая интуи-Z
тивное соображение о том, что масштаб перемешивания пропорцио
нален расстоянию от пограничной поверхности. Тогда уравнение 
(3 .36) перепишется как

=  {Ъ.ЪТуи.̂ _ dz kz \ /

После интегрирования оно дает

— =  4 -  1п 2, 4 -  const, 

что можно переписать в безразмерном виде

Постоянную интегрирования можно определить из соответствую
щего граничного условия. Характерной чертой поведения реальных, 
жидкостей вблизи твердой граничной поверхности является отсутствие 
всякого относительного движения на самой границе. В данной задаче- 
это означает, что н =  О на 2 =  0 —  условие, которому нельзя удов
летворить выбором постоянной интегрирования в уравнении (3 .3 8 ).- 
Поэтому следует удовлетворить некоторому более частному гранич
ному условию и выбрать его в той области, где справедливо урав
нение (3 .38). Такое условие, подтвержденное детальным исследова
нием движения вблизи гладкой поверхности, состоит в том, что 
градиент скорости возрастает беспредельно по мере приближения 
к поверхности. Это автоматически удовлетворяется уравнением (3.37).

Для движения вблизи гладких поверхностей Никурадзе нашел,,
что

1  =  5-4
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Здесь ^  =  0,4. Это уравнение может быть написано в более прос
той приближенной форме, как

«откуда видно, что средняя скорость приближается к нулю на по

верхности 2 = 0^ ,  причем уравнение не, имеет никакого смысла для

меньших величин z. Даже если принять и.-̂ . таким малым, как 
"10 см се к ."" ’ , уравнение формально справедливо до высоты при
мерно 2•10“ ® см от поверхности.

Если пренебречь v по сравнению с /С^, уравнения (3 .15 ) и (3 .37) 
.дают

2

K „  =  - ^  =  u J  =  ku^.z. (3 .41)

dz

По данной гипотезе вихревая вязкость возрастает линейно с рас- 
«стоянием от пограничной поверхности. Так как для ветра над очень

тладкой поверхностью k  около 4 • 1 0 ~ ‘ , а щ  обычно порядка 
10— 20 см сек .“ ‘ , то, следовательно, в метеорологических задачах 

гна высоте 100 см над поверхностью ЛГ  ̂ должно быть порядка 
10  ̂ см  ̂ с е к . - ’ . Это находится в соответствии с оценками, сделан

ными другими путями, и подчеркивает важный общий результат 
■о том, что путь перемешивания имеет  тот оке порядок  вели- 
-ш ны, к а к  и высот а рассм ат риваем ой плоскост и над по
верхност ью  земли.

Очевидно, такие заключения относятся к приземным слоям; 
в противном случае должен возникать невероятный результат —  вих
ревая вязкость достигает беспредельных величин на значительных 
.высотах, т. е. в областях атмосферы, почти лишенных турбулент
ности, типа, имеющегося вблизи земли.

Гипот еза 2. Другое выражение для I, первоначально получен
ное из соображений подобия, было получено Карманом [14]. Сред- 
йюю скорость можно устранить, выбирая оси, двигающиеся по по
току со средней скоростью, соответствующей рассматриваемому 
уровню Z. Гипотеза подобия состоит в том, что в такой системе 
.флюктуации во всех точках отличаются только масштабами длины и 
времени (или скорости). Это равносильно требованию, что путь пере
мешивания должен зависеть непосредственно от распределения сред
ней скорости и только косвенно от расстояния от граничной поверх
ности. Таким образом, в простом случае установившегося двухраз- 

.;мерного среднего движения вдоль оси х  получается, что

ч   й!2гг \

'' ~  1 rfF ’ . Ш ’ I '
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Пренебрегая производными выше второй, из соображений размер
ности получаем

du

1 =  к ~ ,  (3 .4 2 )
d 4  ^
dz-i

где k  — постоянная. Если х не зависит от z, например, когда нет 
градиента давления в направлении движения, уравнение (3 .24) 
дает

=♦

откуда

\dz) 
d2u\̂  ’ 
dz'i)

— == 4: In 2 4- const,

что идентично с профилем, полученным по гипотезе 1.
Таким образом, при отсутствии градиента давления две гипотезы 

приводят к одинаковым результатам, и постоянную k  в уравнении 
(3 .4 2 ) можно отождествлять с использованной ранее, т. е. / = k z  и 
А =  0 ,4 .

Чй:ло А называется п о с т о я н н о й  К а р м а н а ,  и ниже будет 
показано (гл. 7 ), что величина 0 ,4  пригодна также и для движения 
вблизи поверхности земли.

3. 10. Изменения уравнений профиля для шероховатых 
поверхностей

При режиме развитой шероховатости влияние вязкости незначи
тельно, поэтому, пользуясь терминами предшествующего раздела,

— должно зависеть только от z, / и s.

Принимая, как и ранее, l  — kz, профиль будет

- = т М -  .к \ const, (3 ,43)

что обычно записывается в виде

. Здесь Zq —  постоянная интегрирования, известная как парам ет р  
ш ероховат ост и, который должен быть связан с размером неровно
стей. На основании измерений в трубах, поверхность которых имела од
нородную шероховатость (благодаря песчаным зернам), было показано,

что Уравнение (3 ;4 4 ), таким образом, означает, что средняя
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(3 .45)

скорость приближается к нулю на высоте, зависящей от средней 
высоты неровностей, причем ниже этого уровня уравнение не имеет 
смысла.

Если принять соотношение ^о =  ^> ^о можно написать критерий

Никурадзе для гладких и шероховатых поверхностей.
Для потока над гладкой поверхностью

• ^ < 0 , 1 3 .

Для потока над шероховатой поверхностью 

, ^ > 2 , 5 .
V  ’

Величина называется м акровязкост ью  и обозначается че
рез N.

Таким образом, критериями Никурадзе являются 

для потока над гладкой поверхностью 

Л/<  0 ,13v 0 ,02 ;см Ч е к .“ *
для потока над шероховатой поверхностью 

i V >  2,5vf5s 0 ,4  см  ̂ с е к .~ ‘ . )

Макровязкость следует рассматривать как величину, которая 
в потоке с развитой шероховатостью играет роль, аналогичную роли 
кинематической вязкости в потоке над гладкой поверхностью. Пре
делы (3 .4 5 ) не следует считать точными, и они в приложении 
к метеорологии не обязательно должны быть таковыми. Если N  на 
несколько порядков больше, чем v (т . е. 10 см^сек.~‘ ), то
можно с уверенностью утверждать, что движение происходит над 
поверхностями развитой шероховатости; такими будут почти все при
меры, представляющие метеорологический интерес (см. табл. 23, 
гл. 7 ).

Гипот еза Россби. Задача о пути перемешивания и профиле 
скорости в непосредственной близости к вполне шероховатой поверх
ности рассматривалась Россби [14] в предположении, что влияние 
шероховатости на путь перемешивания фактически ограничивается 
теми слоями, в которых z и Zg сравнимы, считая

/ =  А (г  +  го ) ; (3 .4 6 )
это не отличается от обычной формы l  =  kz  для z'^zs^. Тогда 
дифференциальное уравнение для профиля будет

\ d u __ 1
U^dz  & ( 2 - f 2 o )  ’

откуда

-  =  y l n ( 2 - f 2 : o ) + c o n s t .

(3 .47)



Если удовлетворить условие и == О на 2 =  0, то результирующий 
профиль будет

Градиент скорости имеет предел при z — >• О, а на z =  0 стано

вится равным Исследования, основанные на этой формулировке,

рассматриваются в гл. 7.
У н и в е р с а л ь н ы й  п р о ф и л ь .  Недостаток вышеуказанной 

формулировки состоит в том, что ни (3 .44), ни (3 .4 8 ) не согласуются 
с профилем над гладкой поверхностью (3 .40) для 2(, =  0 ; поэтому на 
параметр шероховатости нельзя смотреть,- как на постоянно изменяю
щуюся величину. Трудность можно преодолеть, используя макровяз- 
кость (Сеттон [16]), следующим образом. Уравнение (3.44) можно 
написать как

а уравнение (3 .48) как

Универсальный профиль, пригодный как для шероховатой, так и 
для гладкой поверхности, определяется интерполяционной фор
мулой

/

9 ,

соответственно уравнению (3 .44) и через

k

(3 .51)

(3 .52 )

соответственно формуле Россби. Для аэродинамически гладкой по
верхности следует положить N = 0  (так как Zq — Q), тогда оба 
уравнения сводятся к уравнению (3 .4 0 ). Для большинства метеороло
гических задач N  гораздо больше v; при этом результирующие 
уравнения (3.51) и (3.52) не отличаются от уравнений (3 .44) и (3 .48 ), 
соответственно.

Макровязкость (вследствие того, что она зависит или от конфи
гурации поверхности или от динамической скорости и *)-п о л 
ностью определяется аэродинамическим качеством поверхности и 
особенно полезна при анализе диффузии вблизи поверхности земли.
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Д р у г и е  в ы р а ж е н и я  д л я  п р о ф и л я .  В ряде метеорологи
ческих задач профиль удобно выражать через среднюю скорость на 
стандартной высоте, например, на высоте 1 м над поверхностью. 
Уравнение (3.48) эквивалентно

- = = , - 7 - 1 — In ( - 4 - 1) , (3 .5 3 )
ц, In (а +-1) Vzi ' / ’ '' ’

если — средняя скорость на упомянутой стандартной высоте Z j;

на а =  — можно смотреть как на параметр, выражающий аэродина- 
0̂

мические свойства поверхности.
В ряде математических задач, включающих подробное использо

вание профиля скорости (например, в проблеме диффузии, гл. 8 ) , 
введение логарифмического профиля в дифференциальные уравнения 
встречает трудности, и часто можно решать эти уравнения, если 
логарифмическую функцию заменить простой степенной. По этой при
чине выгодно развивать разобранную выше теорию в виде степенных 
законов.

В качестве простейшей гипотезы зависимость пути перемешивания 
от высоты можно выразить как

l =  UzP, р ^ \ ,
где —  величина пути перемешивания на единичной высоте. 

Дифференциальное уравнение профиля будет

J_ ^ __  1

откуда _

— =  т- , }  •— г +  con st.
«* Л ( 1 - Р )  ^

При О <^/7 < ;  1 условие й == О на z  =  О может быть удовлетво
рено, если профиль представить через

де
1 —р 1

Эта формулировка применима к гладким поверхностям. Наблюде-
бния показывают, что для таких поверхностей />==:у ; в этом случае

скорость возрастает, как корень седьмой степени из расстояния от 
границы. Для умеренных значений чисел Рейнольдса профиль корня 
седьмой степени дает очень хорошее представление об изменении 
скорости вблизи гладкой стенки, а для больших чисел Рейнольдса

7 8р  должно возрастать д о д - и л и д ,  чтобы скорость соответствовала 
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наблюдениям. С другой стороны, логарифмический профиль нахо
дится в хорошем согласовании с наблюдениями для гораздо большего 
предела чисел Рейнольдса без всяких подгонок величин параметров.

В  метеорологии часто удобно использовать профиль степенного 
закона в виде

о, (3 .5 5 )

где « 1  —  средняя скорость на упоминавшейся высоте ẑ .
Если t  не зависит от высоты, соответствующее выражение для 

вихревой вязкости есть

(3 .56)

где K i  —  вихревая вязкость на высоте z i- Уравнения (3 .55 ) и (3.56) 
известны в метеорологии, как ст епенные закон ы  Ш мидт а.

Важно отметить, что связь между и к  справедлива только 
в пределах сравнительно небольшого слоя, в котором х можно при
нять независящим от высоты. Это ограничение не всегда имеют в виду 
при исследованиях атмосферной турбулентности, получая сомнитель
ные результаты.

Таблица 4

Общие формулы для 1, и w вблизи поверхности (т: не зависит от г)

Г ипотеза Поверхность Путь
перемешивания

Профиль
скорости

Вихревая
вязкость

lo o z

/cX32-f2o

Icoz^

гладкая

шероховатая

шероховатая

гладкая

kz  

kz  

k  (z-j-zi)) 

l,zP
« ,г у - р

V V /

ka,^z

kU-ifZ

uJ^zP

3. 11. Обоснованность гипотез коэффициента обмена и 
пути перемешивания

Гипотеза коэффициента обмена основывается на постулате, что 
скорость переноса консервативного свойства в поле потока, где 
средняя скорость меняется только в одном направлении, пропорцио
нальна градиенту средней концентрации этого свойства. Коэффициент 
обмена является просто коэффициентом пропорциональности.

Если это принимать в качестве определения, то никакие возра
жения математического характера к теории коэффициента обмена не 
должны возникать. Физически, однако, это означает, что процесс
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переноса возникает за счет флюктуационных движений короткого 
„периода", т. е. движений, связанных с малыми масштабами, условно 
называемыми размерами вихрей. Гипотеза пути перемешивания 
Прандтля вводит два добавочных предположения: 1) что коэффи
циент обмена включает единственную характерную длину и характер
ную флюктуационную скорость; 2) что введенная таким образом 
длина пропорциональна частному от флюктуационной скорости на 
градиент средней скорости.

На (1) можно смотреть, как на определение I, а (2) вносит 
определенное предположение о том, что средняя скорость допускает

перенос в высказанном выше смысле и что и' ,̂ v' ,̂ яв
ляются почти одинаковыми во всех точках. ^

Наиболее очевидный недостаток теории пути перемешивания ста
новится ясным, если определять величину I из наблюдений. На стр. 96 
указывалось, что на основании измерения профилей ветра вблизи 
земли I имеет тот же порядок величины, что и высота наблюдений, 
и поэтому не является „маленькой" в смысле пути свободного про
бега. Почти такой же вывод получается из лабораторных измерений 
вихрей и струй. Особенно серьезный недостаток выявляется при 
сравнении распределения энергии в следу.

Т72__ _В теории Прандтля и' пропорционально . Отсюда следует,

du „
что энергия должна уменьшаться до нуля в центре следа, где =  О,

если I не бесконечно, что неприемлемо из физических соображений. 
Фактически измерения показывают, что вихревая энергия высока 
в центре следа и уменьшается до нуля только на границе нарушен
ного потока.

Вывод, полученный Драйденом [18], состоит в том, что не только 
теория пути перемешивания несостоятельна, но что значительное 
сомнение вызывает основная гипотеза о том, что виртуальное каса
тельное напряжение в пограничном слое непосредственно связано 
с градиентом средней скорости.

Теория пути перемешивания Прандтля не придает должного веса 
влиянию крупных вихрей

Из рассмотрения условий в следу предполагается, что в турбу
лентном потоке может иметь место некоторый процесс переноса, 
который не зависит от градиента переносимого свойства, т. е. могут 
существовать некоторые „конвективные" процессы, так же как в 
обычном механизме диффузии (Бетчелор [17]). Различие между про
цессом диффузии типа, хорошо известного из кинетической теории 
газов, и другими способами переноса обсуждается в гл. 4 ; здесь 
достаточно указать, что не всегда возможно формулировать удовле-

' Бетчелор [17] показал, что положение (2 ) эквивалентно предположе
нию, о том, что турбулентность имеет одну и ту же структуру во всех 
точках поля и что нет никакого рассеяния турбулентной энергии.
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творительную теорию турбулентного переноса простым предположе

нием ч а ' Е о о ^  (стр. 83). Может быть дополнительный член или

члены, зависящие от и некоторой средней скорости.
Трудность еще более возрастает в случае переноса тепла (гл. 4 ), 

когда входит такой посторонний эффект, как плавучесть. По-види
мому, количество движения переносится главным образом неболь
шими вихрями, и этим можно объяснить первоначальный успех, кото
рый имел место при введении пути перемешивания,

3. 12. Гипотеза переноса вихря

При формулировании выражения пути перемешивания для вихре
вого касательного напряжения принималось, что движение является 
консервативным транспортабельным свойством, как указано на стр. S3. 
Это означает, что флюктуации давления, которыми ни в коем случае 
нельзя пренебречь в турбулентной жидкости, не влияют на средний 
перенос количества движения. В  общем это не должно быть обяза
тельным, но когда турбулентность определенно двухразмерная, со 
храняется одна компонента вихря. Это замечание является основой 
теории вихревого переноса, выдвинутой Тейлором [19].

Рассматривая, как и прежде, турбулентное движение, в котором 
средняя скорость является только функцией z  и в котором средне
квадратичные величины флюктуаций постоянны, уравнение движения 
будет

где rj —  удвоенный вихрь, т. е.

ди dw 
^ Ш  дх  '

Принимая средние величины,

dt f  дх  ‘ ’

где T j'—-удвоенная пульсация вихря. Отсюда скорость изменения 
количества движения в единице объема будет —  Полагая
£" =  р1Г} в уравнении ,(3 .2 8 ) , следует, что

=  р/ V{w'^) J j -  =  р/]/"(то'^) g  , 

так как по определению, Таким образолг, по теории пе-uZ
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реноса вихрей, скорость, с которой количество движения передается 
единице объема жидкости благодаря флюктуациям, будет

где, как и прежде,

K {z) =  l V М  .

Его можно сравнить с выражением, выведенным в теории пере
носа движения

_L А
Р  d z  d z

Два выражения одинаковы, если коэффициент обмена не зависит 
от Z.

Теория вихревого переноса была далее развита Тейлором, но 
окончательные уравнения с трудом поддаются анализу. Этот вопрос 
не будет здесь больше обсуждаться, так как различия между двумя 
теориями до сих пор не имеют большого значения для микрометео- 
рологии. Читатель, пожелающий продолжать исследования дальше, 
должен обратиться к какой-либо специальной работе по динамике 
жидкостей. 1

3. 13. Статистические теории турбулентности

В положениях, о которых речь была выше, основное внимание 
уделялось распределению средней скорости и в этой связи влиянию 
трения на турбулентность. Флюктуации, или выхревые скорости, 
исключались из анализа (на ранней стадии) через введение коэффи
циента обмена или использование концепции пути перемешивания. 
Такие теории являются „статистическими" только в том смысле, что 
они имеют дело со средними свойствами движения и поскольку кор
реляционные функции имеют место в определении виртуального на
пряжения. Все такие теории по сути дела включают значительные 
элементы опыта.

На основании современных экспериментальных исследований 
чрезвычайно трудно сохранить основные положения теории пути 
перемешивания в первоначально предложенном виде, и в последние 
несколько лет общая линия развития проблемы турбулентности идет 
по направлению так называемых статистических теорий. Во многих 
отношениях этот подход более естественный, так как он включает 
свойства флюктуаций, которые представляют турбулентность самым 
непосредственным образом. Статистическая теория, основанная Тей
лором в 1921 г., исходит из внутренних свойств и соотношений

' Например, Goldstein. iModern Developments in Fluid Dynamies. Oxford, 
1938.
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компонент флюктуационных скоростей и выводит свойства сред
него потока через рассмотрение определенных статистических функ
ций флюктуаций. Различие между двумя подходами сводится по сути 
дела к тому, что в то время, как эмпирические теории принимают 
средний поток установившимся и поэтому исследуют его характер и 
влияние на другие свойства, статистические теории начинают с флюк
туаций и стараются показать, как характер всего поля, включая 
средний поток, возникает из свойств флюктуаций, рассмотренных 
в качестве статистической совокупности.

Исторически статистические теории возникли из отдельной работы 
по проблеме диффузии, опубликованной Тейлором в 1921 г. в Тру
дах Лондонского математического общества, в журнале, посвящен
ном главным образом проблемам чистой математики. В это же деся
тилетие возникла Геттингенская школа, с которой связаны первые 
успехи концепции пути перемешивания. За исключением нескольких 
замечательных и высоко оригинальных статей Ричардсона, эмпири
ческие теории сохраняли свое доминирующее влияние до 1935 г.,. 
когда Тейлор снова выступил с замечательной серией работ, сразу 
поставивших статистическую теорию в центр внимания исследо
вателей. Затем последовали другие статьи, например Кармана,. 
В разработке проблемы были достигнуты большие успехи, но даль
нейшие исследования были прерваны второй мировой войной 
в 1939 г.

Когда военные действия прекратились, ученым за пределами 
России стали известны новые исследования А. H.i Колмогорова, к 
именно это развитие теории, которое имеет много общего с концеп
циями, недавно выдвинутыми Гейзенбергом, Вайсцекером и Онзаге- 
ром, рассматривается теперь многими, как наиболее обобщающее из- 
всех предложенных до сих пор теорий.

В  области микрометеорологии, помимо работы Ричардсона, кото
рая является классической, единственное непосредственное приложе
ние статистических концепций к атмосфере во время этого периода 
было сделано Сеттоном в 1932 и 1934 гг. — также в отношении 
проблем диффузии.

Б е с п о р я д о ч н ы е  б л у ж д а н и я  и б р о у н о в с к о е  д в и ж е ;  
н и е. Основные концепции статистической теории удобнее всега 
вводить при рассмотрении диффузии вначале для случая молекуляр
ного перемешивания (броуновское движение), а затем в турбулентном 
потоке. Преимущество этого подхода состоит в том, что при этом 
становится ясно, какие статистические функции (и почему) важны, 
в развитии динамической теории.

Отдельная молекула газа вследствие столкновения с другими 
молекулами должна следовать очень беспорядочным путем. Для 
упрощения анализа можно предположить, что все свободные пробеги 
имеют одну и ту же длину X и параллельны некоторому условному 
направлению, так что после большого числа столкновений молекула 
продвинется в указанном направлении на расстояние 
Это можно свести к задаче „о походке пьяницы": пьяный гражданин
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делает несколько шагов одной длины, но каждый из них может быть 
сделан как назад, так и вперед; какова вероятность того, что он 
продвинется на данное расстояние после п шагов?

В  пособиях по кинетической теории газов показано, что приме
нение этой концепции к движению молекулы ведет к следующему 
результату: среднее расстояние пропорционально корню квадратному 
из времени, которое прошло от начала движения. Если бы движе
ние не было беспорядочным, то пройденное расстояние было бы 
пропорционально времени и (как считает Джинс), „двигаясь наугад, 
мы должны сделать в четыре раза больше шагов, чтобы пройти две 
мили, чем для того, чтобы пройти одну".

Ясно, что движение этого вида отчасти подобно тому, которое 
влияет на частицу в турбулентном потоке, но вихревая диффузия 
«два ли настолько проста, как это показано выше, и, в частности, 
невозможно принять отсутствие непрерывности, как в примере моле
кулярного движения. Важным фактом является идея диффузии как 
•беспорядочного движения.

В броуновском движении предполагается, что частица, которая 
велика по сравнению с молекулой, но достаточно мала, чтобы реаги
ровать на влияние молекулярной бомбардировки, испытывает при 
движении в жидкости вязкое сопротивление (это иллюстрирует тот 
■важный факт, что анализ на некоторой стадии должен принимать 
во внимание внутренние свойства среды). На движение частицы, 
таким образом, влияют: 1) Инерция, 2) вязкое трение и 3) посто
ронние влияния, включающие столкновения, которые рассматриваются, 
как статистические группы беспорядочного характера. Уравнение 
движения в одном измерении будет

(fix . j;dx , n  n

где m — масса частицы, f  ̂ — вязкое трение, а составляет посто

ронние силы.

. Требуется найти среднюю скорость рассеяния, или =

=  — ^ — ==S, в этом поле. Уравнение движения можно написать как 
dt (дг2)

1 ( х^)  -  яг ( g ) ' + 1 / J  (^ 2 )- f  X/?, =  0.

При осреднении по большому числу молекул xRx =  О вследствие 
случайного характера посторонних сил и отсюда

1 </5 I 1 “ а

dxтак как и =  ^  является скоростью молекул.
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-Если температура газа постоянна в пространстве и времени, то
_  ПТ»

т и‘‘=  где R  —  газовая постоянная, Т  —  абсолютная температура,

а N — число молекул в единице объема.
Интегрируя по времени,

S  =  ? ^ F [ l - e x p ( - - | ) ] .  (3 .57)

Так к а к / = 6 п р .г ,  где —  динамическая вязкость, а г — радиус 
частицы, которая предполагается сферической (закон Стокса), то о т

сюда следует, что ^  в общем велико, так как г  должно быть

■очень малым для того, чтобы броуновское движение было за
метным.

Экспоненциальный член, таким образом, становится малым через 
очень короткое время, и после второго интегрирования получаем 
хорошо известную формулу Эйнштейна

=  (3 .58)

где К  — коэффициент диффузии, величина которого в этом случае 
зависит от абсолютной температуры, вязкости газа и формы частиц. 
Уравнение Эйнштейна проверено экспериментально.

Т е о р е м ы  Т е й л о р а .  Тейлор в 1921 г. указал, что можно 
поступать следующим образом.

Из обычных законов образования средних величин

-^х^ =  2 х и ~ 2  У * u {t)
о

Если к® не меняется, коэффициент корреляции R(ji) между ско
ростью и, испытываемой частицей во время  ̂ и по определе
нию будет

«2

Отсюда
t

5  =  ^ Э  =  2Й2 J ‘ R (Z )d l  (3 .60 )О
Из сравнения уравнений (3 .5 7 ) и (3 ,6 0 ) следует, что в этом случае

й и = = . р ( - 1 ) ,
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поэтому R{1), который равен единице при  ̂=  0, действительно нуль 
при больших величинах

Из уравнения (3 .6 0 )

t i
J 2 = 2 w 2  f  d t  f  R {\ )d l  (3 .e i>

0 0

Для / ? ( i ) = = e x p ^ .: :^  это дает 

a пренебрегая членами порядка > получаем

Т 5__2тм 2  
^ ------

Как и в простом случае беспорядочного движения, покрываемое 
расстояние пропорционально У  t.

Эти соображения проливают значительный свет на общую проб
лему турбулентной диффузии. В  качестве полезной аналогии вихри 
в турбулентной жидкости можно сравнить с молекулами в газе, в ко
тором движение частицы будет результатом его столкновений с раз- 
личными вихрями, но „вихрь“ является здесь только удобным сп осо ' 
бом описания флюктуации скорости, связанной с определенным мас
штабом длины.

Теорема Тейлора показывает, что дисперсия, испытываемая груп
пой частиц в таком поле, определяется средней величиной интенсив
ности флюктуаций и 2 и характером корреляции между флюктуа
циями, которые влияют на частицу в различное время. Этот тиге 
корреляции не похож на тот, который входит в выражение дл» 
касательного напряжения в том отношении, что он включает только- 
одну компоненту скорости.

Экспоненциальная форма для R{1) в примере броуновского дви
жения объясняется следующим. Предположим, что, подобно молеку
лам, вихри имеют один и тот же размер. Часть ii^(t-\-\) благодаря* 
корреляции с и (t) есть R"̂  (|) (t), а часть (t +  ?), независящая
от a [t ) ,  есть [ 1 — (Е)] u^it). Отсюда действующая на частицу 
в конце интервала вихревая энергия составляется из той части, ко
торая сохраняется на протяжении всего интервала, плюс часть, кото
рая получается за счет движений, возникающих в течение всего* 
интервала. Продолжая процесс во время следующего интервала (2> 
до истечения 2^ сек., часть вихревой энергии за счет первоначаль

ных вихрей есть —R  ̂(|) (t). Отсюда для поля, в котором все вихри^
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появляющиеся и исчезающие с одной и той же неизменной ско
ростью, одного размера

R  (2S) =  ) или /?($) =  ехр ( — а|),

еде а  —  постоянная, зависящая от размера вихря.

Таким образом, броуновское движение, в котором дисперсия воз
растает как квадратный корень из времени, является результатом 
выбранного типа беспорядочного движения. Так как /?(?) при этом 
.действительно нуль для всех случаев, за исключением очень малень
ких величин I, движение приближается к ряду разобщенных, но сход- зных движений. Турбулентное движение не является движением этого 
типа, и любую теорию, основанную на концепции поля, в котором 
,®се вихри имеют одинаковый размер, следует считать несостоятель
ной (см. раздел 8 .2 ).

Если функция R  (I) (которая на основании физических представле
ний должна стремиться к нулю, когда ? стремится к бесконечности)

оо

является такой, что J *  R  (5) сходится, можно определить длину
о

через соотношение
____ со

=  (3 .6 2 )
о

а  виртуальный коэффициент через
О О

К := У (и '-)1 , =  и̂  f R { ^ ) d l  (3 ;6 3 )

Последнее можно сравнить с уравнением (3 .2 9 ), из чего стано
вится ясным, что /j аналогично пути перемешивания в эмпирических 
теориях; но в трактовке Тейлора концепция смешения не является 
•существенной для аргументации, а вышеуказанные уравнения имеют 
смысл, когда никакого смешения не происходит. Теорема Тейлора, 
распространяя идеи анализа процессов беспорядочного движения на 
случай непрерывного цътжентля, создает отправную точку для боль
шинства важных исследований, касающихся особенностей турбулент
ного поля.

М а с ш т а б ы  т у р б у л е н т н о с т и .  При рассмотрении флюктуа
ций в двух точках Я  и Q в турбулентной жидкости корреляция 
между и' (Р )  и и' (Q ) будет в общем меняться с расстоянием PQ. 
Можно ожидать, что корреляция будет уменьшаться по мере возрас
тания PQ, а это позволяет определить длину, которую следует счи
тать „размером” вихря. Если R (y )  есть коэффициент корреляции 
между флюктуациями в точках, разделенных расстоянием у,, т. е.

---------
У [ и Ц Р ) ]  V [ u H Q ) ] '
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причем ось у направлена вдоль PQ, длину L можно определить из- 
соотношения

(3 .64 )

при условии, что интеграл сходится. Это будет, например, если /? (_у) 
есть нуль для у ,  больших некоторой определенной конечной 
длины.

Длина L, называемая масш т абом т урбулент ност и, представ
ляет средний размер вихрей, или масштаб длины флюктуации; при 
этом не подразумевается какая-либо определенная модель вихря.

Вся турбулентность, и особенно естественный ветер, являете» 
комплексом движений, охватывающих большой диапазон масштабов, 
от таких, которые связаны с флюктуациями, включающими наиболь
шее количество энергии движения, до таких, которые типичны для 
очень маленьких вихрей, связанных с диссипацией энергии в тепло 
под действием вязкости. Соотношение между R {y)  и масштабом 
самых малых вихрей может быть получено в следующем виде (Тей
лор [21]).

Если и' не зависит от \', то

R{ y )  =
1 у

dyi

,ди'и ду = 0,
,  д'̂ и'И dy'i -Ч )

Отсюда

или
da'S^
ду ) = 2и'  ̂lim

у — о
у2

2и'^ (3 .6 5 )

где к —  отрезок на оси у параболы, проведенной по касательной 
к кривой [/?(j/), у]  в ее вершине, причем кривизна кривой R iy )

при у =  О есть, таким образом, мера ’

Длина X называется м икром асш т абом  т урбулент ност и  и 
является мерой среднего диаметра самых малых вихрей, или, более 
точно, масштабом флюктуаций, которые главным образом обусловли
вают диссипацию энергии.

И з о т р о п н а я  т у р б у л е н т н о с т ь  и д и с с и п а ц и я  э н е р 
г и и .  Теория пути перемешивания Кармана применима к так называе
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мому однородному турбулентному движению, в котором распределе
ние флюктуаций и их корреляций в разных точках отличается только 
масштабом. Более простым типом турбулентного движения является 
такое, в котором средние величины компонент скорости или их 
пространственные производные не меняются при вращении или зер
кальном отображении координатных осей. Такое турбулентное поле 
называют и з о т р о п н ы м  (Тейлор [2 1 ]) ; оно составляет наиболее 
простой тип поля для теоретического изучения. Естественно, что 
такое поле имеет ограниченное значение, так как по определению 
изменения в направлении и величине флюктуаций в данной точке 
случайны, а корреляция между флюктуационными компонентами 
в различных направлениях отсутствует. В  изотропной турбулентности

нормальные напряжения ри'^, pv'  ̂ и pw'  ̂ равны, а тангенциальные 

напряжения — pu'v', —pv'w', — pu'w' близки к нулю.

Турбулентные поля этого типа не имеют места вблизи земли, где 
движение сильно анизотропное, к изотропии атмосфера приближается 
на значительных высотах. Одно из преимуществ изучения изотропной 
турбулентности состоит в том, что такие поля можно осуществлять, 
по крайней мере приблизительно, в хорошо сконструированной аэро
динамической трубе, так что результаты теоретических исследований 
можно проверять экспериментально. Существенная особенность изо
тропной турбулентности состоит в том, что статистические свойства 
поля зависят главным образом от интенсивности и масштаба; оба 
эти фактора легко можно менять в лаборатории.

Большинство экспериментальных работ связано с разрушением 
турбулентности. Обычно вблизи входного конца рабочей части поме
щается проволочная решетка; это обеспечивает хорошо выраженную 
и совершенно правильную вихревую систему, быстро переходящую 
в изотропное поле, свойства которого можно изучать в различных 
точках по направлению ветра. Такие исследования имеют небольшое 
непосредственное приложение к микрометеорологии, но важны в тео
ретическом отношении. Здесь будут вкратце рассмотрены основные 
моменты.

Общее выражение для средней скорости диссипации в вязкой 
несжимаемой жидкости имеет вид

Г = [ х 2
ди'
дх

I fdw' dv'\ I Ida' . dW  ̂
“ TV йу "*■ дг) ~ ^ \д г  ^  дх}

В изотропном поле оно сводится к
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Величины в скобках не независимы, так как жидкость несжимае
мая, а поле изотропное. Можно показать \ что для таких полей 
выражение сводится к

Из уравнения (3 .65) следует, что

w =  . (3 .66)

с  другой стороны, кинетическая энергия флюктуаций в единице

объема есть - g - р ( и' ^- j - +  ® '^), что для изотропной турбулент- 
3 ” ~2ности сводится к - j - p a ' . Скорость разрушения энергии турбу

лентности, таким образом, есть — —  р .

Если вихри двигаются по потоку с постоянной скоростью и == 
dx скорость ра;

Таким образом,

скорость разрушения на расстоянии л: б у д е т -| -р и

dx''-  ̂ / - ‘ - г

представляет уравнение, которое можно подтвердить опытами в аэро
динамической трубе.

Напряжения Рейнольдса приблизительно пропорциональны квад
рату турбулентных флюктуаций, а работа, совершаемая против этих 
напряжений (которая при отсутствии внешних сил должна черпаться

■ _3
2

из кинетической энергии системы), пропорциональна , где

L — масштаб турбулентности [уравнение (3 .64 )].
Отсюда следует, что, когда геометрически подобные системы 

сравнимы в различных масштабах и при различных скоростях,
3

W — — р —  пропорционально р-̂ — 

или

),2 =  c o n s t ( 3. 67)

Это уравнение дает соотношение между микромасштабом турбу
лентности и масштабом турбулентности в изотропном поле.

1 в деталях см. Гольдштейна (цитируемое произведение), т. 1, стр. 222 
или оригинальную работу Тейлора.
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С п е к т р  т у р б у л е н т н о с т и .  До сих пор в турбулентном 
поле анализировались средняя интенсивность флюктуаций и свя
занные с ними характерные длины, что до некоторой степени по
добно анализу кинетической энергии молекулярного движения га
зов через такие характеристики, как температура и свободный 
пробег. Основная задача касается распределения энергии флюкту
аций для движений различных масштабов или по вихрям разных 
размеров.

Если чувствительный и малоинерционный прибор (такой, напри
мер, как термоанемометр) поместить в какой-либо точке турбулент
ного потока для регистрации величины одной компоненты флюктуа
ций, скажем и', то результатом будет неправильная кривая скорости 
по времени без каких-либо достаточно заметных периодических 
составляющих. Заимствуя выражение из радиотехники, запись будет 
иметь характеристики „шума“. Однако (при определенных ограни
чениях, которые здесь не приводятся) любая функция может быть 
выражена как ряд Фурье, или интеграл Фурье, так что и' {t) в какой- 
либо фиксированной точке можно разложить в ряд гармонических 
компонент различных длин волн или частот. Средняя величина 
будет составляться вкладами из всех частот, но в зависимости от 
характера поля флюктуации определенных частот будут производить 
наибольшие вклады и будут, таким образом, в значительной степени

определять величины тогда как влияние флюктуаций других ча
стот будет незначительным.

Идея, используемая здесь, в значительной степени подобна той, 
которая лежит в основе спектроскопического анализа.

Призма, помещаемая в пучке белого света, разлагает изменения 
(во времени) интенсивности в точке на гармонические компоненты 
и таким образом образует спектр. В  1938 г. Симмонс и Солтер 
показали, как отдача от термоанемометра, помещенного в турбулент
ном потоке воздуха, может быть разложена электрическими филь
трами в подобный спектр. При обычном образце призмы тот факт, 
что скорость света одинакова для всех длин волн, означает, что 
анализ временных изменений точно эквивалентен гармоническому 
анализу пространственных изменений интенсивности вдоль траекто
рии. В  задаче о турбулентности применимы те же самые аргументы, 
если вихри проносятся мимо фиксированной точки с постоянной 
средней скоростью. Используя эти представления, Тейлор показал,, 
как спектр турбулентности, измеренный за некоторый интервал вре
мени в фиксированной точке, связан с корреляцией между одновре
менными величинами флюктуаций в разных точках вдоль среднего 
ветра.

Средняя величина которая является мерой среднего уровня 
энергии турбулентности, создается вкладами флюктуаций различных 
частот. Спектральная функция Fin), где п — частота (циклы в се
кунду), определяется следующим. Пусть F  {п) измеряет часть общей 
энергии, которая связана с индивидуальной частотой п так, что
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u''^F{n)dn будет вкладом в и'^ из частот, лежащих между п и 
п-\-4п. .

Таким образом,
___ оо  оо
и.'̂  =  f  uP'F(n)dn. или j  F { n ) d n = \ .

о о

График F  (л ) в зависимости от п. называется спектральной
кривой.

Теперь следует рассмотреть разложение а' {i) на гармонические 
компоненты. Так как разложение должно быть произведено по не
ограниченному интервалу, анализ основывается на интеграле Фурье, 
а не на ряде. Величины а {п )  и ^ ( « ) ,  определяемые соотноше
ниями

оо
а ( л )  =  ^  j  и' {t) cos 2'KTitdt, (3 .6 8 )

-о о
со

й (я )  = у *  и ' ( t ) s m 2 T . n t  d t ,  (3 .6 9 )
—со

соответствуют в интегральном представлении обычным коэффи
циентам ряда Фурье. Таким образом, требуемое представление, вклю
чающее все частоты, будет

со
и' (t) =  2т: [а (« )  COS 2rMt - f  b (n) sin 2’Ktit] dn.

Чтобы рассчитать средний квадрат u'^{t), необходим интеграл, 
аналогичный теореме Парсевала для ряда а именно: 

со со
[и '{t)Y  d t =  2'!ẑ  [а  ̂( п ) ( п ) ]  dn.

—оо о

Если принять, что предел интегрирования — очень продолжитель
ный интервал времени, но не бесконечность, то из обычных правил 
образования средних следует, что

со
г о2( я )_|_&2 (п)и'̂  — '2тг2 f  lim

• '  Т — ^СС.
dn.

1 Теорема Парсевала является следствием ортогонального свойства 
тригонометрических функций и состоит в следующем: если функция f  {х )  
удовлетворяет определенным, очень общим условиям и а cos пх - \ -Ь  s innx  
является и-м членом ряда Фурье, то

тс оо

^  /  р  {x )d x  =  \ a l  +  '^{c^n^- Ь1).
—  Л — 1
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Это. показывает, что и'  ̂ составляется вкладами флюктуаций раз
личных частот. Вклад от флюктуаций, частота которых находится

ап  к, таким обра-между й и я  dn, будет 2тг Итг-»о
зом, по определению, будет F {n )d n .  Отсюда

ф (и) 4 - Й2 („)
/ = '( « ) =  2тг*И т 

г — оо
(3 .70)

Предположим, что средняя скорость и, поддерживающая турбу
лентность, гораздо больше и  поэтому можно принять, что по
следовательность изменений и ' в фиксированной точке является 
следствием проносящихся через данную точку неизменных во вре
мени структурных неоднородностей турбулентного потока. В .таком 
случае

V  {t) =  и'

где X —  расстояние против потока от фиксированной точки, в ко
торой и' измеряется по данной неоднородности в момент t — O.

а'
Это, очевидно, справедливо только, когда —  мало.

а
Коэффициент корреляции R {x )  определяется как

и (t) а'  ( t  ^

R { x ) = ----------- (3 .7 1 )

В  учебниках по анализу*^ показано, что
оо со
^  и! it) и! dt  =  2тт2 [а  ̂ (я )  -f-  (л )] cos 2шЬ' d n .

—оо о

Применяя это к вышеприведенному случаю при f  =  -йг и ис-
и

пользуя уравнение (3 .70 ) и (3 .7 1 ) , получаем

со

R { x ) =  J F {п) dn. (3 .7 2 )

' Обычно это можно обеспечить в аэродинамической трубе, но такое 
предположение не всегда может оправдываться в атмосфере, например, 
в непосредственной близости к большим предметам, таким как деревья или
дома. Над плоской местностью и’ обычно имеет порядок 0,1 И у земной 
поверхности.

 ̂ Например, W i e n e r  N. The Fourier Integral, p. 70, Cambridge, 1933. 
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Здесь естественно использование формулы преобразования Фурье: 
есл и / (д :) является монотонной функцией, определяемой через

1 СО

/ (^ ) =  f  gi-n) cos-rixdri.

тогда
1  оо

f  f(x)cosrixdx.
О

Полагая

=  ^  , f ( x )  =  R {x ) ,  g-(v]) —-  . s v i .  2 ^ 2 ^  ’

ИЗ (3 .72) следует, что
оо

F (n )  =  ~  f R  (X ) cos dx. (3 .7 3 )

Б  этом именно и состоит основной результат Тейлора: коэффи
циент корреляции R {x )  и видоизм ененная сп ект ральн ая

функция 1̂вляют ся парой преобразований Ф урье.

Таким образом, зная F {n ) ,  можно вывести R (x)  из (3 .7 2 )  или, 
наоборот, из измеренного R (x )  мы можем вывести F  {п) из (3.73).

И з общих физических соображений очевидно, что должно суще
ствовать соотнощение между R {x )  и F\n). Для больших вихрей 
R ix )  будет падать до нуля при возрастании х  более медленно, 
чем в случае маленьких вихрей. Отсюда следует, что если измерен
ная кривая R {x) имеет большое протяжение по оси х ,  спектр будет 
ограничен относительно низкими частотами, и наоборот. Тейлор 
сравнил свою теорию с измерениями в аэродинамической трубе, сде
ланными на расстоянии около 2 м по ветру от сетки, которая соз
дает турбулентность при средних скоростях ветра, изменяющихся 
от 500 до 1000 см/сек.—̂ . За исключением случаев, близких к jc =  0, 
найдено, что R {x )  не зависит от средней скорости ветра, т. е.

uF (п) является функцией ~ . Соответствие между измеренными
и

величинами R {x )  и рассчитанными по выражению (3 .7 1 ) (используя 
спектральную функцию F {n ),  полученную по термоанемометру и 
системе фильтров) было удовлетворительным. Спектральная кривая 
может использоваться для оценки величины X микрошкалы турбу
лентности. Из определения X (уравнение (3.65))
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. сов2т^пх  /о -704 1 — 2п^х^п?Когда п  мало, — =------------------ в (3 .73 ) можно заменить чер ез---= --- .
и Ф •

Отсюда

1  =  ^ /  n ?F {n )dn . (3 .7 4 )
“  о

При опытах в аэродинамической трубе Тейлор нашел неплохое 
соответствие между X, рассчитанным по спектральным кривым и 
полученным непосредственно из наблюдений над диссипацией энергии. 
Величины X были порядка 1 см и слегка уменьшались с увеличением 
средней скорости.

3. 14. Применение теории подобия при исследованиях 
по турбулентности

В 1941 г. Колмогоров [24] развил оригинальную и заманчивую 
теорию турбулентности, основанную на гипотезах о структуре мало
масштабных флюктуаций при очень больших числах Рейнольдса. 
Вследствие военного времени эти положения широко не исследова
лись до 1947 г ., когда Бэтчелер опубликовал несколько докладов 
и критических дискуссий по этой теории. Аналогичные идеи были 
независимо выдвинуты Гайзенбергом [26], Онзагером [27] и Вайсце
кером [28], а в последние годы испытания в аэродинамических тру
бах дали много подтверждений в их полезности. Нижеследующее 
соображение основывается главным образом на работах Бэтчелера.

Основная идея этой работы заключается в том, что турбулент
ное движение состоит из широкого диапазона отдельных движений 
с различными масштабами и что энергия непрерывно переходит от 
больших масштабов к малым. Обычно принято говорить, что флюк
туации происходят благодаря вихрям различных размеров, но ничего 
при этом не предполагается о модели процесса. Всякое индивидуаль
ное движение большого масштаба не может существовать в атмо
сфере как таковое неопределенно долго; оно неустойчиво для малых 
возмущений и рано или поздно должно разрушиться в движение 
меньших масштабов, т. е. в меньшие вихри. В конечном итоге, 
предел должен достигаться тогда, когда энергия переходит в флюк
туации, число Рейнольдса которых является слишком низким, чтобы 
допустить образование еще более мелких вихрей. Затем энергия 
непосредственно переходит в беспорядочное движение молекул по
средством вязкости. Колмогоров предполагает, что по мере распада- 
ния вихрей непосредственное влияние больших вихрей постепенно 
ослабевает так, что малые вихри приобретают свойства, которые 
являются более или менее их собственными, т. е. общими для всех 
типов турбулентности. Как следствие, маломасштабная структура 
всякого турбуледтного движения должна быть изотропной, и испыта
ния Б аэродинамических трубах должны показать, насколько это 
близко к действительности.
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Нельзя утверждать, однако, что средние свойства небольших 
вихрей будут строго одинаковыми для всех типов турбулентности; 
имеется ряд ограничений, которым они должны подчиняться на осно
вании закона сохранения энергии. Если средний уровень турбулент
ной энергии постоянный, небольшие вихри должны превращать 
в тепло всю энергию, которая переходит к ним при распаде боль
ших вихрей. Отсюда следует первая гипот еза подобия К олм о
горова.

Средние свойства м ало  масш т абных ком понент  к акого-  
либо т урбулент ного дви ж ения при больш их числах  Р ей 
нольдса  определяю т ся т олько через кинетическую вязкост ь  
ж идкост и  (v) и среднюю скорост ь диссипации энергии в еди 
нице массы ж идкост и  (г).

Следует заметить, что в этой гипотезе выражение „маломасштаб
ный” означает, что исключаются движения. Которые содержат замет
ную долю полной энергии турбулентности. Большие вихри состав
ляют наибольшее количество энергии, а малые вихри являются 
основными поглотителями, и именно к последним применяется первая 
гипотеза подобия.

Вторая фундаментальная гипотеза Колмогорова непосредственно 
связана с условием, что характерное число Рейнольдса очень велико 
(как в обычных атмосферных проблемах). По мере того как число 
Рейнольдса возрастает, Конечная вязкая диссипация все более и 
более будет смещаться в направлении к более мелким вихрям, кото
рые при этом возникают; и в свое время самые большие вихри 
этого диапазона, подчиняющиеся первой гипотезе подобия, окажутся 
не зависимыми от Процесса, посредством которого энергия переходит 
к молекулам (т. е. не зависимыми от v), и будут зависеть исключй- 
чительнО от сил инерции.

В т орая гипот еза подобия К олм огорова  состоит в сле
дующем.

Д л я  дост ат очно больш их чисел Р ейнольдса имеется п о д 
област ь в област и м алы х  вихрей, в кот орой средние свой
ства определяю т ся исключит ельно через среднюю скорост ь  
диссипации энергии в единице массы ж идкост и  (е).

Если обратиться к аналогии товарных обращений, эти вихри 
представляют собой „посредников", чьи характеристики опреде
ляются скоростью, при которой энергия переходит из значительных 
вместилищ, а не основной диссипацией, через „потребителя* малого 
масштаба. Очевидно, что теория ничего не может сказать о свой
ствах, зависящих от движений большого масштаба, а прилонсима 
только к средним величинам, которые заметно зависят от маломас
штабных компонент движения. Тогда такие средние величины 
должны выражаться по гипотезе, как универсальные функции ® и v 
и некоторой переменной длины или времени, входящей в зависи
мости от характера задачи. Вид универсальных функций ;М0жн6 вы
вести из анализа размерности.

В  качестве примера Бэтчелер взял для рассмотрения величину
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\u'{x-\-r) —  u'{x)\‘, где u'{x)  и a'{x-\ -r)  — мгновенные скорости 
в двух точках пространства, определяемых векторами х  vi х -\ -г  
соответственно. Если две точки достаточно близки, то на разность 
скоростей могут влиять только те вихри, масштаб которых не слиш
ком превышает г  (величину г). Поэтому гипотезу подобия можно 
применять.

Так как мелкие вихри, вероятно, однородны в пространстве, 
средняя величина должна зависеть главным образом от г, а не от х . 
Отсюда можно написать

\и' {х -\ -г) — и '{x )Y  =  f  {г, V, £ ) ,  

г д е / — универсальная функция. Из анализа размерности получаем

/ 1 \

/
где —  другая универсальная функция.

Из условия неразрывности и изотропности маленьких вихрей 
Бэтчелер вывел, что

[ u ' ( x ^ r ) - u ' { x ) Y  =  V R  ( / ,  +  ,

где r j  —  компонента г  в направлении и', а Д  — третья универсальная 
/ 1\

функция от 1. Далее вводится вторая гипотеза на том основании,

\ v ^ 7
что вихрь гораздо меньшего масштаба, чем будет также не очень 
заметно влиять на [а '{х -\ -г )  —  и'{х)\^\ поэтому средняя величина 
определяется главным образом размерами вихря в непосредственной 
близости от г. Если г  ограничить Двумя предположениями: что оно 
гораздо меньше размеров вихрей, являющихся основными носителями

3

энергии, и что оно гораздо больше, чем размер — т. е. больше,

чем диаметр вихрей, зависящих от вязкости, функция /а должна 
иметь такой вид, чтобы v исчезло из искомого выражения. Это бу
дет справедливо, когда

/ 1\ 2

h  =  4

где Cl —  абсолютная постоянная. Отсюда

[ « ' {X +  г) -  и '(x)Y =  с, { e r f  ( 1  +  ^ )
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для г в указанном диапазоне. Это положение можно проверить 
в аэродинамической трубе, и оно, согласно Бэтчелеру, удовлетво
рительное. Того же типа аргумент можно использовать, чтобы сде- 
.пать некоторые предположения о виде функции для спектральной 
энергии, и здесь результаты оказались удовлетворительными.

Теория Колмогорова позволила вывести интересное выражение 
для корреляционной функции R (х). Для изотропных полей позади 
решетки теория дает, что

/? W  =  1 -  i  С =  1 -  ,

где А не зависит от х .  Это выражение справедливо, как правило, 
если X  гораздо больше X и гораздо меньше, чем масштаб самых 
больших вихрей. Формула довольно хорошо подтверждается наблю
дениями.

Вопрос о том, насколько концепции Колмогорова можно при-
2.

— 1 играет

почти ту же роль в теории подобия, что и микрошкала турбулент
ности X; он является мерой масштаба движений, энергия которых 
диссипируется непосредственно вязкостью.

Брент 1 указывает, что скорость, при которой кинетическая энер
гия земной атмосферы диссипируется турбулентностью, имеет поря
док 5 см ^ сек .-з  в самых нижних 10 км. Таким образом, если при-

/v3\ ^
пять эту цифру, f — j  имеет порядок миллиметров или, самое

большое, сантиметров. Отсюда атмосферные вИхри, зависящие от 
вязкости, имеют диаметры, сравнимые с микрошкалой турбулент
ности, найденной в аэродинамических трубах. С другой стороны, 
большие по масштабу флюктуации скорости в атмосфере имеют 
периоды порядка десятков секунд ,или даже минут и связаны, таким 
образом, с характерными масштабами длины порядка десятков или 
сотен метров. Можно сделать вывод, что предел размеров атмосфер
ных вихрей, к которым применима вторая гипотеза подобия Колмо
горова, очень велик.

Серьезное ограничение, однако, накладывается требованием, что 
флюктуации, к которым гипотезы подобия применимы, должны быть 
свободны от внешних влияний. Колмогоров рассматривает консерва
тивную систему, в которой перенос энергии происходит исключи
тельно от больших к малым вихрям. Если имеется некоторый внеш
ний источник, поставляющий энергию к определенному участку 
спектра вихрей (например, к сравнимому по размеру с глубиной

1 Physical and Dynamical Meteorology, 2 d ed., p. 286, Cambridge 1939.
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слоя, в котором вертикальные течения вызываются различиями плот
ности), теория подобия может прилагаться только к средним вели
чинам, которые зависят от флюктуаций со значительно меньшими 
размерами, чем рассмотренный предел. Это вызывает некоторое 
ограничение при применении в микрометеОрологии.

Положение в данное время следующее: в то время как новая 
теория подобия открыла свободные пути исследования в динамике 
турбулентного движения, она до сих пор недостаточно вышла из 
лабораторной стадии Для эффективного продвижения в область ме
теорологии. Метеорологи должны внимательно следить за развитием 
теории, особенно в приложении к теории диффузии, которая рас
сматривается в гл. 8.
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Г Л А В А  4

ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ и ДИФФУЗИЯ

Возникновение и перенос тепла —  широко распространенное явле
ние природы, чрезвычайно интересное для метеоролога, которому 
атмосфера часто представляется огромной, весьма сложной тепловой 
машиной. Исследование переноса тепла в воздушном океане, ограни
ченном снизу твердой и жидкой поверхностью, температура которой 
непрерывно меняется, и в котором содержание водяного пара пере
менно, представляется весьма сложным и является предметом изуче
ния многих наук. Огромные трудности изучения явления, однако, 
часто возрастают для метеоролога из-за фактической невозможности 
определения точных границ (например, точной „поверхности" земли, 
покрытой растительностью) или даже температуры воздуха в пасмур
ный день. Бесполезно ожидать в микрометеорологии последователь
ности тщательно проверенных лабораторных экспериментов. Как 
указывает Брант, „воздух не знает свою собственную температуру 
до такой степени точности".

На данной стадии развития науки самое большее, что можно 
ожидать от теории, это обоснованные и взаимно непротиворечивые 
объяснения явлений, которые имеют место в пределах нескольких 
футов от земли.

Традиционное изложение теплопередачи сводится к рассмотрению 
трех различных процессов; проводимости, конвекций и радиации. 
Проводимость, или диффузия тепла в газе, обусловлена упругим 
столкновением молекул в условиях отсутствия переноса массы и по
добна, таким образом, переносу количества движения благодаря вяз
кости. Конвекция вызвана смешением сравнительно больших объемов 
с различными температурами при движении жидкости. Радиация 
является передачей энергии посредством электромагнитных волн при 
участии промежуточной среды. Все эти процессы могут одновре
менно встречаться в атмосфере, и часто трудно или даже невозможно 
полностью разделить различные эффекты.

При детальном изучении необходимо дальнейшее подразделение. 
Конвекция называется свободной, если движение жидкости в грави
тационном поле сохраняется только благодаря различиям в плот
ности, вызванным локальными разностями температуры. Вынужденная 
конвекция означает, что движение жидкости происходит благодаря
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градиенту давления. В обоих случаях поток может быть как лами
нарным, так и турбулентным. В  ветреный день при облачном небе 
обмен тепла между землей и воздухом является хорошим примером 
вынужденной конвекции, но если ветер мал и поверхность земли 
сильно нагрета, то процесс переноса тепла включает оба типа кон
векции. Термины „свободный" и „вынужденный" могут поэтому быть 
применены к атмосферной конвекции только в несколько неточном 
смысле, указывающем, что в рассмотренных условиях преобладает 
один или другой процесс, но он не обязательно единственный.

При ламинарном движении имеется определенная связь между пе
реносом количества движения, вязкостью и переносом тепла в жидко
сти, а также менее точная, но несомненная аналогия между пере
носом количества движения и тепла при вынужденной конвекции 
в турбулентной жидкости. В обоих процессах внутренний механизм, 
по существу, тот же самый. Динамика свободной конвекции неиз
бежно более сложная, поскольку любое движение, возникшее благо
даря различиям плотности, сразу же изменяется под действием вяз
кости и теплопроводности. Таким образом, на первый взгляд пред
ставляется как относительно простая проблема — термодинамический 
режим неглубокого слоя жидкости, нагретого снизу, в котором 
вертикальное движение не создается немедленно, поскольку вырав
нивающие действия теплопроводности и вязкости стремятся сгладить 
различия температуры и скорости, и только когда температурный 
градиент достигает критической величины, появляются вертикальные 
токи. Это легко доказывается в лаборатории и очевидно, что по
добное состояние может встречаться в атмосфере.

4. 1. Математическая теория теплопроводности

Т в е р д о е  т е л о .  Классическая теория теплопроводности в твер
дом теле основана на фундаментальном предположении, что поток 
тепла из одной области в другую пропорционален площади попереч
ного сечения, перпендикулярной направлению потока, и температур
ному градиенту в этом же направлении. Если q  —  поток тепла на 
единицу площади (в калориях на 1 см'^/сек.), Т — температура и 
X  — направление потока тепла, то

Величина X называется коэффициентом теплопроводности и яв
ляется свойством тела, в котором переносится тепло. Так же как 
и в случае вязкости, удобно определить второй коэффициент к , 
называемый коэффициентом температуропроводности, аналогичный 
кинематической вязкости; оба коэффициента связаны зависимостью:

k ^ L ,ср ’
где с является удельной теплоемкостью твердого тела, р —  его плот
ностью.
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Уравнение теплопроводности получается очень просто, если рас
смотреть поток тепла через маленький прямоугольный объем со сто
ронами 8л, Sj;, 6г. Исходя из точно таких же соображений как и 
при выводе уравнения непрерывности (гл. 2 ) , легко увидеть, что 
приток тепла в объем за единицу времени, вызванный л:-вой компо
нентой потока, есть

(4 .1 )

остальные компоненты потока дают аналогичные вклады. Прираще
ние тепла в объеме может быть выражено как

ср ^ Ь х Ь у Ь г.  (4 .2 )

Приравнивая выражения (4 .1 ) и (4 .2 ), получим уравнение тепло
проводности для изотропного тела

д Т  u f d n  , а з г  , д П \

Ж и а к о с т и .  Полное рассмотрение переноса тепла благодаря 
теплопроводности в жидкости связано со значительными трудностями, 
поскольку, строго говоря, необходимо учитывать изменения плот
ности, тепло, возникшее в жидкости благодаря работе вязких сил, 
и зависимость теплопроводности и вязкости от температуры. В про
стейшем случае, при котором жидкость рассматривается как несжи
маемая, а теплом, возникшим благодаря трению, пренебрегают, 
уравнение, описывающее перенос тепла в движущейся жидкости, 
•является простым обобщением уравнения для изотропного твердого 
тела. Повышение температуры движущейся частицы жидкости за 
время Ы есть

а г  , ,  , . а г . , , д Т .

(сравните с уравнением (2 .1 )).
Деля на Ы и устремляя 8  ̂ к О, получим выражение для скорости 

изменения температуры

d T  д Т  , д Т  , дТ  , д Т

в обычных обозначениях. Уже было показано (гл. 1 ), что если 
количество тепла dQ подается к единице массы воздуха, то

d Q = = C p d T ~ ^ d p .

Если изменения давления незначительны, то уравнение сводится 
к dQ  =  CpdT и приращение тепла в элементарном объеме 8д: 8j; 8z 
за  единицу времени есть

"рР I f
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Это должно равняться приращению тепла благодаря теплопро
водности, т. е.

на основании аргументов, которые приводились в предыдущих пара
графах. Отсюда искомое выражение имеет следующий вид:

’ дТ . д Т  , , ( т Т _ , д П , д Щ

где А =  ■

дТ_ 
dt

X

Уравнение (4 .4 )  получено с некоторыми ограничениями. Если их 
устранить и рассмотреть общую проблему переноса энергии в дви
жущейся жидкости, то можно показать что уравнение, определяю
щее распределение температуры в любом поле потока, есть

dT  , . (ди  . dv , dw\ , (д-^Т , д^Т I а г п  . .  .  , .

где —  удельная теплоемкость при постоянном объеме, А —  вели
чина, обратная механическому эквиваленту теплоты, Ф — функция 
диссипации, определенная следующим образом:

сЬ „Г ^Ф =  + 2  + 2 ( g j ;  +

I fdw  I (?y\2 I idu dwV  , fdv  . d u y
+  (57 +  57; +l55^d?j +151 +  57У. •

Для идеального газа уравнение (4.5) имеет следующий вид:

й + г + й - ) + л Ф .  (4 .6 )
(d'^T , d^T . д'^Т

P^d( dt ,дх̂  ' dŷ  ' (?«2

Слагаемое, в которое входит Ф, выражает диссипацию энергии 
благодаря вязкости, проявляющейся в жидкости в форме тепла. Это 
слагаемое, а также слагаемое, выражающее изменение давления, 
обычно малы, чтобы иметь большое влияние в проблемах микро
метеорологии, и можно предположить, что уравнение (4 .4 ) дает 
адекватное представление о переносе тепла при несжимаемом лами
нарном движении атмосферы.

4. 2. Простейшие процессы диффузии

Уравнения, полученные выше, содержат оператор Лапласа V ^ :

V л 1 /дх̂  ‘ dŷ  ' дг-̂  '

1 Г о л ь д ш т е й н .  Современные состояния гидроаэродинамики вязкой 
жидкости, т. II, ГИИЗ, 1948. Есть также интересное исследование — В о и s- 
s i n e s q .  Theorie analytique de la chaleur. Vol. II, Paris, 1903.
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Наличие этого оператора в очень многих уравнениях математи
ческой физики может быть объяснено, если обратиться к одной 
общей теореме Пусть Е  —  скалярная физическая характеристика 
(например, температура), и пусть Е  ̂—  значение Е  в точке О. Сред
нее значение W  ъ кубе со стороной а  вокруг точки О определяется

2

Раскладывая Е  в ряд Тейлора, получаем

в  результате интегрирования по указанной выше области (куб со 
стороной а)  все интегралы, содержащие нечетные степени или про
изведения переменных, оказываются равными нулю благодаря сим
метрии, и останутся только слагаемые а^Е  ̂ и слагаемые, содер
жащие х ,̂ . . .  и т. д ., причем

2

у * у  у  x ' ^ d x d y d z = ^  и т. д.

Таким образом, если всеми четвертыми и более высокими про
изведениями от Е  пренебречь, то

=  | (V ^ £ ')o

или

^ - ^ o  =  g (V ^ ^ ) o .

Так, было показано, что при некоторых резонных ограничениях 
относительно Е  величина SJ Е  пропорциональна разности между 
значениями Е  в точке и его средним значением в некоторой области, 
окружающей эту точку. Если среда имеет такую структуру, что 
процессы диффузии в ней происходят всегда при наличии локальных 
различий свойств в данной точке и средних по области ее окру
жающей, то уравнение, описывающее эти процессы, будет содержать 
оператор Лапласа.

1 Н о г f. Enfiihrung in die Differentialgleichungen der Physik. 1933.
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Таким образом, если в среде имеется местный перегрев („hot sp o t"), 
т о  скорость изменения температуры в этой точке будет пропор
циональна разности Т — Го и, следовательно,

^ о о Г — 7’о с о ( у ' 2  7’)о.

Это и есть уравнение теплопроводности. Аналогично, если Е  
представляет концентрацию вещества во взвешенном состоянии, то 
уравнение диффузии есть

f  =  ,

где k —  коэффициент диффузии. Те же самые соображения могут 
также быть применены для вывода уравнений Лапласа и Пуассона 
в электростатике или для волнового уравнения и т. д ., так что 
теорема, приведенная выше, может рассматриваться как фундамен
тальное соотношение математической физики Ч

Общая форма уравнения диффузии, учитывающая пространствен
ные изменения коэффициентов, есть

Простой процесс диффузии — это процесс, который может быть 
полностью описан вышеприведенными уравнениями. Если коэффи
циенты не зависят от х, у, Z, то

dE . d?E dm , rf2£ ^

и диффузия называется фикковской. Простой процесс диффузии яв
ляется, таким образом, процессом, в котором скорость переноса 
свойства через единичную площадку равна произведению коэффи
циента диффузии на градиент свойства на рассмотренном уровне, 
т. е.

где q —  поток свойства. Таким образом, перенос количества движе
ния благодаря вязкости или распространение тепла благодаря тепло
проводности, а также диффузия одного газа в другой являются 
простыми процессами диффузии. Согласно гипотезе о коэффициенте 
обмена (гл. 3) перенос среднего значения свойства благодаря турбу
лентности является процессом этого же типа. С другой стороны, 
перемещение тепла свободной конвекцией не может рассматриваться 
как простой диффузный процесс.

Рассмотрение этих проблем методами кинетической теории газов 
уже проводилось в гл. 2. Для более детального ознакомления чита-

> Н о р f, стр. 59.
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телю следует обратиться’ к  специальным работам по кинетической 
теории. Э тот метод вйяМляет осн 6 вну1б характеристику подлйнйой 
диффузии, а именно: св’ОЙствЬ переноеИтся от однОгб уровня к д р у
гому благодаря колебанйяй или бёсйбрядЬчнбму дви5кенИю в малых 
масш табах, действуйщ их независимо от основного двйжения в Сочё- 
танйй С сущёетву!ю1цим градиентом.

На первый взгляд может показаться, что передача' .ййбого 
свойства' может рассматриваться как прбцёсс; диффузии, в котором 
уравнение (419) прйм'енймЬ для определения соответствующего коэф'- 
фициента' диффузий! (Этот мётоД находйЛ сравнйтелййо бёлыИё п^й- 
мёнеййя на ранних стадиях развития теорий атмосферной' турбулёй'т- 
ности). Однако надо прйзйать, что этот подход, хотя матёйатй^ёскй 
и бсуществйй, ябляётсй й(:1̂ усствённым, й мало вёрбятйЬ\ что он 
будет эффёктИвён, если’исследуемые физические процессы' нё яйля1бтсй 
процессами того же типа, что и в кинетической теории. Из сообра
жений практики должно быть показано, что коэффициент проводи
мости, определяемый уравнением (4 .9), яйляётся илй постоянным, или 
простой' универсальной функцией' переменных, прежде чем изучаемый 
процесс Может быть действЙ'гельно опиЬан кай' диффузия'

Коэффициенты Молекулярной диффузий являются функциями тем 
пературы. 6  больш инстве мётёбролОгическйХ проблем этими вариа
циями можно пренебречь, и во всёЙ этой работе молекулярная про
водимость и диффузия буДут рассматриваться как ф й ккой кйе.

4. 3. Граничные условия

Уравнения, выведёйныё выше, по Св'оёМу сущестй^у являются Hg? 
достаточными, чтобы разрешить какую-либо конкретную проблёйу' 
теплопроводности. В  любой конкретной задаче необходимо у^итйг- 
вать начальные и гранйчные условия, которыё делают проблему 
определенной; они, явЛяясь такОй же частью проблемы, как и само 
уравнение, требуют внимательного рассмотрения, особенно в при
ложении к метеорологии.

Решение проблемы в математической физике должно удовлетво
рять трем условиям:

1! Решение должно существовать,
2. Решение должно быть единственным.
3. Решение должно непрерывно изменяться в зависимости от 

исходных данных.
Условие (1 ) просто означает, что математическая форма решения 

свободна от внутренних противоречий, но она не дает уверенности 
в том. Что уравнение мОжет быть решено в форме, которая даст 
применимый для практики ответ на конкретную проблему.

Условие (2) позволяет математику утверждать, что, кроме полу
ченного решения проблемы, сформулированной дифференциальным 
уравнением и краевыми условиями, никакое другое независимое ре
шение не может быть найдено. (Часто то же самое решение М̂ Ьжно 
выразить в двух или более эквивалентных формах, но они пй cyule-
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ству не различаются). Прежде чем показать единственность решения, 
проблема должна быть верно сформулирована, т. е. должны быть 
правильно выбраны количество и тип краевых условий.

Условие (3) означает, что проблема должна быть физически опре
деленной, и небольшие различия в исходных данных в некоторой 
области должны приводить также к малым изменениям решения 
в этой области.

Можно показать, что решение уравнения теплопроводности при 
заданных краевых условиях является единственным, если на Г  на
ложены некоторые обоснованные ограничения, например, что в рас
сматриваемой области температура и ее производные являются не
прерывными функциями времени и пространства.^

Читатель должен заметить, что в общем произвольные условия 
могут быть наложены на Г  и его первые производные по коорди- 

дТнатам, но не на или вторые производные по координатам,

потому что последние связаны дифференциальным уравнением.
К р а е в ы е  у с л о в и я  в м е т е о р о л о г и ч е с к и х  п р о б л е 

м а х .  Выбор граничных условий в проблемах математической физики 
часто представляет значительные трудности. Обычно граничные усло
вия не означают, что решение (или его производные) принимает пред
писанное значение в определенный момент времени или в определен
ной области, но задается предел, к которому должно стремиться 
найденное решение. Краевое условие является предсказанием свойства 
решения при некоторых специальных условиях.

В  проблеме распространения тепла от нагретой почвы в атмо
сферу точное значение температуры на большой высоте не может 
быть определено заранее, но совершенно очевидно, что действие 
источника будет убывать с увеличением высоты. В этом примере 
необходимым граничным условием является то, что Т О, когда 
Z -> ос, и задача состоит в отыскании частного решения уравнения 
именно с этим свойством. После того как решение найдено, числен
ное значение температуры может быть определено для любого уровня.

Проблемы метеорологии обычно касаются обмена тепла между 
землей и атмосферой, т. е. двух безграничных сред с различными 
проводимостями, имеющими границу г: =  0. Основные условия на 
общей границе следующие.

1. З а д а н н а я  т е м п е р а т у р а .  Т  может быть известно нз 
z =  Q как постоянная величина или функция времени (например,^ 
в дневные часы Т  как функция может задаваться первыми не
сколькими членами ряда Фурье).

2. З а д а н н ы й  п о т о к .  Поток тепла через 2  =  0, согласно 
определению,

1 Подробнее см. C a r s l a w  и J a e g e r .  Conduction of Heat in Salids 
Oxford, 1947.
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Если —  температуропроводность воздуха, а ~  температуро
проводность почвы, то непрерывность потока тепла через z =  0 
дает

как необходимое условие, Т ,̂ —  температура воздуха и почвы,
соответственно.

3. З а д а н н о е  и з л у ч е н и е .  Ньютоновский „закон охлажде
ния" устанавливает, что при небольших температурных разностях 
скорость теплоотдачи пропорциональна превышению его температуры 
над температурой обтекающего воздуха. В  первом приближении 
этот путь учитывает влияние теплопроводности естественной кон
векции и радиации.  ̂ В этой формулировке благодаря введению 
„коэффициента внешней теплоотдачи" („exterior conductivity" h) 
граничные условия есть

где Т  —  температура земли и Гц — температура обтекающего воз
духа. Если Л =  0, (4 .11 ) сводится к „заданному потоку" для идеаль
ного теплоизолятора но если h к, данное условие приближается 
к условию, соответствующему „заданной на поверхности темпера
туре".

4. 4. Ламинарный тепловой пограничный слой

При движении холодной жидкости над нагретой поверхностью 
наблюдается, что температурный градиент велик в непосредственной 
близости к поверхности и мал в остальном пространстве. Это изве
стно из измерений, сделанных вблизи тщательно скошенного луга 
в жаркий летний день. Приблизительно в полуметровом слое от 
земли температурный градиент может быть в тысячу раз больше 
адиабатического температурного градиента, но на высотах порядка 
нескольких метров градиент составляет только около одной сотой 
от наблюденного вблизи земли. В  жидкости с небольшой температу
ропроводностью, такой как воздух, естественно рассматривать тепло
вой пограничный слой того же происхождения, что и динамический 
пограничный слой, описанный выше. Хотя в настоящее время нельзя 
утверждать, что эти два слоя имеют почти одну и ту же толщину, 
из общих физических соображений такое условие весьма возможно.

1 Действительно, потеря тепла излучением определяется законом Сте
фана — Больцмана: тело при обсолютной температуре Т, окруженное обо
лочкой, которая имеет абсолютную температуру T q  и  излучает, как черное 
тело, теряет тепло со скоростью че {Т^ — 7q), где а — постоянная Стефана, 
а е — излучательная способность. Если Т — Tq мало, то

ае (  74 -  Г«) 7-3 ( Г -  Го) =  const ( Г -  Го).
Это соотношение есть закон Ньютона.
2 Случай, когда h нужно рассмотреть особо. См. Karslaw и Jaeger.
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Уравнение (4 .4) для установившегося двухразмерного, движения 
имеет следующий вид:

, дТ , /д^Т , а2Г\

где и ш W связаны с уравнением непрерывности

йи I ^ __л
длг“Г(9г '

Если §я есть толщина теплового пограничного слоя и / -^ хар ак 
терная длина на плоскости в направлении л:, то переменные можно 
сделать безразмерными так же, как при рассмотрении динамиче
ского пограничного слоя:

1 =  — С =  —

Преобразованные уравнения будут
и дТ , W дТ _  k д'̂ Т , k д̂ 1 .
Т д \ ~ г  —  р. Ш  "Г  ^

1 ^  I
T d i ~^t^dZ “ ■■ ■

Пограничный слой теперь определяется соотношением 0 < С < 1 -  
Предполагается, что

дТ дП  дТ ^27-__ 
di ’ > д!- ’ д& —

Легко понять, что члены левой части уравнения (4 .1 2 ) должцы быть 

оба 0 ( 1 ) .  Член в правой части Должен быть мал, по

скольку А мало, а / конечно. Если член

должен быть величиной того же порядка, что и член в левой части, 
то следует, что

§я =  const —”  и
с постоянной, имеющей порядок единицы. Поскольку и пропорцио
нальна и  —  скорости вне динамического пограничного слоя, то

^  =  const ,  (4 .13 )

что можно сравнить с уравнением^ (2 .5 1 ) для толщины динамиче
ского слоя:

Т  =  const
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Ul VТаким образом, если велико й если отношение о = = - ^  не

очень отличается от единицы, то распределение температ}фы вблизи 
нагретой поверхности, над которой имеет место ламинарное течение 
жидкости, должно быть подобно распределению скорости, и оба, 
пограничных слоя будут действительно одинаковы. Уравнение рас
пространения тепла в слое есть

дТ  , дТ  ,<?2Т

Количество Щ- называется числом Пекле (Р е), а отношение

а = - | -  числом Прандтля (Р г). Очевидно, что Ре =  а Re. Для воз

духа вблизи поверхности земли а ~ 0 , 7 .
Проблема теплоотдачи гладкой плоской поверхности, поддержи

ваемой при постоянной температуре, в ламинарный воздушный по
ток, направленный параллельно поверхности, рассматривалась Поль- 
гаузеном. Полученные им теоретические формулы удовлетворительно 
согласуются с имеющимися измерениями. Большой интерес для мйкро- 
метеорологии представляет обширная проблема переноса тепла 
с плоской поверхности турбулентным воздушным течением, которая 
рассматривается ниже (п. 4 .7 ).

4. 5. Свободная конвекция

Свободная конвекция означает подъём воздуха в гравитационном 
поле из-за местного повышения температуры, которое! вызывает 
уменьшение плотности, а отсюда и направленную вверх силу, или 
плавучесть. Величина направленной вверх силы легко определяется 
по принципу Архимеда. Если является этой силой на единицу 
объема, то следует, что

g'̂  =  m - 5 - p  =  5 'p ( 7  - i ) ,

где р есть плотность нагретого Объёма, а ро —  плотность окружаю
щей жидкости. Коэффициент расширёния: жидкости а определяется 
по уравнению

| = i [ l  +  « ( 7 - - 7 - o ) l ,

где Г  и Тд —  абсолютные температуры, соответствующие каждая р 
и Ро- Отсюда направленная вверх сила, вызванная плавучестью, 
есть

=  Го) =  g-ap Д Г ,

где Ь .Т = Т — Го является местным повышением температуры.
Для идеального газа р==Щ Т, а отсюда

1

133



Это значит, что при свободной конвекции ускорение, испыты

ваемое нагретой частицей, есть Коэффициент расширения, та-

КИМ образом, появляется только умноженным на ускорение силы 
тяжести, т. е. в комбинации get.

Вышеуказанные выражения являются основными для теории. Если 
считать Го средним значением в тонком слое вблизи почвы, то пла
вучесть на любом уровне пропорциональна местному температур
ному перегреву.

А н а л и з  с в о б о д н о й  к о н в е к ц и и  м е т о д о м  р а з м е р 
н о с т и .  Приведенные рассуждения подсказывают, что потери тепла 
равномерно нагреваемой поверхностью за единицу времени благо
даря свободной конвекции в находящемся над ней воздухе, могут 
быть выражены соотношением типа

q =  hAT,
где Д Г  —  разность между температурой поверхности и температурой 
воздуха, находящегося в контакте с ней. Такое уравнение опреде
ляет коэффициент теплоотдачи h, но скрывает большинство реаль
ных трудностей явления. Наблюдения показывают, что температура 
воздуха над нагретой поверхностью быстро меняется с высотой 
8 непосредственной близости к поверхности; таким образом, Д Г  не 
может быть определено однозначно без более глубокого рассмотре
ния. Найдено, что h так же, как и теплопроводность, далека от 
постоянной, и необходим дальнейший анализ, из которого будет 
получена полезная связь между h  и другими переменными. (Те же 
самые замечания относятся к так называемому „уравнению Дальтона" 
для испарения, в котором сделана попытка выразить скорость пере
носа пара с влажной поверхности заменой Д Г  разностью между 
давлением пара на поверхности и давлением окружающего воздуха 
и определением h  как коэффициента переноса массы).

В учебниках по теплопроводности показано, что если записать

Л = / ( / ,  Д Г, р, t., Ср, g , X),

где I —  характерная длина, а другие обозначения имеют их обыч
ный смысл, то, применяя анализ размерностей, получим:

, Nm
г) ’

М  gocis V-
v2 ) [ k j

где С, т и п являются неизвестными числами, а а — коэффициен

том объемного расширения. Для идеального газа а =  , где Г —

абсолютная температзфа газа вдали от нагретой поверхности. Отсюда

-к

Количество ~ , называемое числом Нуссельта (Nu), выражает 

отношение температурного градиента у поверхности к среднему 
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температурному градиенту в ж и д к о с т и Г р у п п а  , называемая

числом Гразгофа (Gr), играет в свободной конвекции роль, до не
которой степени подобную числу Рейнольдса в вынужденной кон

векции. Остающееся отношение уже определено как число

Прандтля (Рг). Таким образом, уравнение переноса тепла при сво
бодной конвекции может быть написано, как

Nu =  CGr"o™.
Для воздуха вблизи поверхности земли число Прандтля прибли

зительно постоянно (о ~  0 ,7), а число Нуссельта в некоторой степени 
пропорционально числу Гразгофа.

Приведенный анализ является основой многих полуэмпирических 
исследований. В частности, Фишенден и Саундерс утверждают, что 
скорость потери тепла с единицы площади горизонтальной поверх
ности составляет

^ =  кал. см~^ с е к .~ ‘ , (4 .1 5 )

где ДГ® С  —  разность между температурой поверхности и темпера
турой воздуха, находящегося значительно выше слоя с большим 
температурным градиентом. Это соотношение было исследовано для 
атмосферы Рамоном, который нашел удовлетворительное согласова
ние между формулой и наблюдениями, если Д Г  принять за разность 
между температурой почвы и температурой воздуха на расстоянии 
4  футов над поверхностью. Если число Гразгофа превышает при

мерно 10®, то оказывается, что индекс необходимо заменить ,
4 3

движение тогда имеет турбулентный характер.
С в о б о д н а я  к о н в е к ц и я  о т  в е р т и к а л ь н о й  с т е н ы .  

Рассмотрим двухразмерную вертикальную поверхность, определенную 
3; =  О, 2 >  О, которая поддерживается при постоянной температуре 
Гц, в атмосфере, температура которой в районах, удаленных от сте
ны, Гц. Пусть нагретый воздух (температура Г ')  находится в тон
ком слое, примыкающем к стене, в пределах этого слоя имеется 
конвекционный поток, который предполагается слабым. Проблема 
является тогда проблемой движения несжимаемого ламинарного по
граничного слоя с плавучестью, замещающей обычный градиент дав
ления; все другие действия переменной плотности считаются второ
степенными. Соответствующими уравнениями задачи являются

dw I dw df̂ w . I T  — Ti\ , -
+  " ' 7o ') (уравнение движения)

(уравнение теплопроводности), 

^ - f - 0  =  O (уравнение непрерывности).

> l a k o b .  Heat Transfer, vol. J, New-Jork, 1949.
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Здесь w  — вертикальная составляющая скорости и v —  скорость, 
нормальная к стене, так что пограничные условия имеют вид w — 
=  v =  0,T' — на у  =  0 и W 0,Т' Tf), так как ^  оо. 
Далее предполагается, что V  мало по сравнению с 7„.

. Эти уравнения были решены Польхаузеном. Было показано, что 
его решение хорошо согласуется с наблюдениями Шмидта и Бекмана. 
Результат Польхаузена для высоты над нижним краем поверх
ности

N u =  2|o =  0 ,359 s 4 { T ^ - n )
v27-n

{  1  
=  0 ,3 5 9 G г ^

где q  теперь означает скорость переноса тепла с единицы пло
щади для единичной разности температуры. Уравнения, приведенные 
выше, составляют основу для объяснения горных и долинных ветров 
в п. 7.6.

При использовании этих результатов должна быть соблюдена 
осторожность, так как число Грасгофа здесь не слишком велико. 
Если термический пограничный слой становится турбулентным, то

L
оказывается, что число Нуссельта пропорционально Gr® , вместо 

_1_

Gr^ для ламинарного пограничного слоя.
В о з н и к н о в е н и е  с в о б о д н о й  к о н в е к ц и и  н а д  г о р и з о н 

т а л ь н о й  п о в е р х н о с т ь ю .  Анализ свободной конвекции с вер
тикальной поверхности не представляет больших затруднений главным 
образом потому, что результирующее движение легко находится 
при условии, что оно не является турбулентным. Проблема, пред
ставляющая наибольший интерес в микрометеорологии, —  это проб
лема свободной конвекции с горизонтальной поверхности, но она 
далеко не проста, и сложное движение жидкости, нагреваемой снизу, 
являлось предметом тщательного изучения первоначальных матема
тических исследований Релея в 1916 г.

Физическая сущность процесса целлюлярного конвективного 
движения описана в исторических экспериментах Генри Бенара 
в 1900 Г.1

Если неглубокий горизонтальный слой жидкости равномерно 
нагревается снизу, то вначале движение жидкости отсутствует и 
тепло перемещается в верхние слои одной теплопроводность^. Это 
состояние может продолжаться неопределенно долго при условии, 
что разность температур в жидкости остается сравнительно неболь
шой, поскольку любая тенденция образовать вертикальные потоки 
тормозится вязкостью. Если температурный градиент в жидкости 
превышает некоторую величдау, то начинается конвективное движе-

1 Бенару справедливо приписывают честь этого открытия, но почти за 
40 лет до него Джемс Томсон предположил, что некоторые расцветки на 
поверхности моря могут быть вызваны вертикальными целлюлярньщи тече
ниями.
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ние, а если слой не слишком глубок, то это движение принимает 
упорядоченный характер. Слой разделяется на ряд вертикальных 
„ячеек", более или менее одинаковых, внутри которых жидкость, 
циркулирует снизу вверх и обратно. По крайней мере, в начальной 
стадии движение установившееся —  отсутствует беспорядок, типич
ный для динамической турбулентности.

При рассмотрении сверху жидкость обычно имеет очень харак
терный вид: поверхность покрыта узором правильных многоугольни
ков, обычно шестиугольников.!

На значение этого явления для метеорологии было впервые ука
зано Брантом и Лау в 1925 г. Впоследствии были проведены иссле
дования Мола, Филлипса, Уокера и Чандры.^ Механизм конвектив
ных ячеек также изучался в связи с проблемой распределения теплж 
в свободной атмосфере, и отмечалось, что некоторые облачные 
узоры дают указания на существование этого типа движения в боль
шом масштабе в атмосфере. Этот аспект проблемы здесь рассматри
ваться не будет.

М а т е м а т и ч е с к и й  а н а л и з  я ч е и с т о г о  к о н в е к т и в н о г о -  
д в и ж е н и я .  В  своем основном исследовании по динамике ячеек. 
Бенара Релей рассмотрел геометрию форм ячеек и сформулировал 
критерий для определения критического градиента плотности, при 
котором может существовать установившееся движение. С тех пор,,, 
как эта теоретическая проблема привлекла больщое внимание, наи
более важные результаты получены такими учеными, как Джеф
фрис, Пелью и Саусвелл.

Полное рассмотрение проблемы связано с громоздкими математи
ческими выкладками и заняло бы здесь слишком много места.

Существенной особенностью является то, что Релей и все после
дующие ученые считают эту проблему проблемой динамической 
устойчивости движения. Предполагается, что медленное движение 
возникает из начального покоя с заданным распределением темпе
ратуры, и основные уравнения, уравнения вязкого движения, про
водимости и непрерывности исследованы для того, чтобы выяснить,, 
какая зависимость должна существовать между параметрами д л г 
установившейся конвекции.

Допустим, что первоначально тепло перемещается только прово- 
димрстью. Если жидкость находится в состоянии покоя, давление

1 Читатель, желающий увидеть это явление, очень легко может ега- 
получить, налив некоторое количество летучей жидкости (бензина или 
четыреххлористого, углерода) в неглубокую посуду и посыпав поверхность- 
порошком алюминия. Быстрое испарение охлаждает верхнюю поверхность 
жидкости,, образуя большой перепад температуры между нижней и верхней, 
поверхностями. Почти немедленно поверхность делится на многоугольники,, 
и легко увидеть, что жидкость поднимается у центра каждого многоуголь
ника и опускается у краев. Этот эксиеримент может быть проделан и 
с папиросным дымом. При пропускании дыма в воздух, находящийся между 
двумя большими горизонтально расположенными стеклянными пластинками,., 
нижняя пластинка нагревается.

2 См. Б р е н т  „Физическая и динамическая метеорология", 2-е изд.,- 
стр. 219 (Кембридж, 1939).
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изменяется только по вертикали, согласно гидростатическому уравне
нию (1 .1 2 ), и если предположить, что температура постоянна во 
времени и однородна по горизонтали, то уравнение теплопровод
ности приводится к виду

 ̂dz2 —

так что, если T^{z) является начальной температурой, то

7 'о = Г ( 0 )  +  рг,

где Т (0 ) —  температура на 2 =  0, а  ̂— температурный градиент 
‘(постоянный). Таким образом, первоначально предполагается, что 
во всем слое жидкости существует линейный температурный профиль. 

Уравнение термического расщирения есть

р =  Р о (1 — a^z),

где ро —  плотность, соответствующая Т  (0 ), и а ~  коэффициент рас
ширения. Таково состояние, при котором начинается конвективное 
движение. Предполагается, что оно настолько медленно, что кеадра- 
-тами и произведениями компонент скорости и, V, w  можно пре
небречь. Приращение температуры V  предполагается также неболь
шим, так что, представив

Г = Г о 4 - 7 ’' = 7 ' ( 0 )  +  р2 +  Г

«  пренебрегая всеми членами второго порядка малости в » , v, w, 
V , уравнения возмущенного движения можно привести к 

«иду

+  =  (4 .1 6 )

В период конвективного движения

Р =  Ро[ 1 — “ ( Р 2 + Г ) ] .

Отсюда следует, что изменение р, вызванное конвективным дви
жением, составляет часть —  а Т ' '( 1 —■ a^z) первоначального значения
и, таким образом, может быть не принято в расчет, если оно умно
жается на н, V, W или Т'. Аналогично, если р' является измене
нием и давления, вызванным конвекцией, то изменением плотности, 
обусловленным р ' , можно пренебречь и, таким образом, следует, 
что р может рассматриваться как постоянная во всем движении, 
исключая те случаи, когда оно непосредственно выражает силу 
Архимеда. Это значит, что расширение жидкости нагреванием не 
1имеет динамического значения, за исключением одного уравнения 
(для w), где она проявляется в качестве внешней силы, т. е. когда 
я  умножается на g.
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Уравнения Новье-Стокса для конвективного движения, таким об
разом, принимают вид

dt f d x '

(4 .1 7 )

тде p — постоянная величина. Недостающим уравнением является 
уравнение непрерывности для несжимаемой жидкости

ё  +  |  +  Й  =  0- .

В результате перестановки и, V, р' и V  из уравнения (4 .1 6 ) 
1в уравнение (4 .18) получается дифференциальное уравнение шестого 
порядка для W

(Которое составляет основу для последующего анализа.
Нет надобности в точной формулировке граничных условий. 

Трудность возникает главным образом из того факта, что некото
рые соотношения уже существуют между температурой и компонен

тами скорости, поскольку они связаны уравнениями. У твердой по-
dw „  ̂ du dv■верхности w =  - ^  =  0, a y  свободной поверхности и ^  ис-

ff‘‘W „
■чезают и, следовательно, -^р- =  0 на основании уравнения непре- 

. рывности; таким образом, условия на свободной поверхности есть w==
= = -g ^  =  0. Если температура остается постоянной на обеих границах,

т о  на этих поверхностях Т' — 0.
Дифференциальное уравнение в частных производных шестого 

.порядка (4 .19 ) относительно w  можно решить методом „разделения 
«переменных”, если искать

w = ^ f{ x ,y ) F { z ) e ° ‘ . (4 .20 )

В  этом выражении f ( x ,  у) характеризует боковую геометрию 
-ячеек. F  (2) означает изменение Z& с высотой и поэтому зависит от 
граничных условий. Точные выражения д л я / (л :, у ) известны для 
жвадратных и шестиугольных ячеек, но они не необходимы для 
■определения критерия устойчивости. Параметр о в показательном 
■члене вообще является комплексной величиной, поскольку движение 
может убывать (действительная часть а отрицательна), колебаться 
’В ограниченных пределах (действительная часть а нулевая) или 
безгранично возрастать (действительная часть о положительна).
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Конвекция предполагает, что движение не должно затухать, 
и легко понять, что конвекция может поддерживаться только тогда, 
когда о —  действительная величина. Таким образом, неустойчивость 
будет возникать при о ^ О ;  критические условия соответствуют
о =  О, и проблема сводится к определению режима установившегося 
движения. При этих упрощениях уравнение (4 .19 ) принимает вид

V®az; =  - kv “I”

В  качестве вертикальной координаты принимается величина С =

—  ~  , где /г —  глубина всей жидкости. В преобразованном уравнении
. — В^а h*

постоянные сгруппированы в форму — -- ----- , и анализ сводится

к нахождению самого нижнего значения для которого мо

жет иметь место медленное установившееся движение

Таким образом, — ^ — - , называемое числом Релея и обозначае

мое через Ra, является (безразмерным) характеристическим числом.
Окончательный результат таков, что если Ra ниже некоторого 

критического значения, то состояние равновесия устойчиво, и любые 
зарож даю щ и еся  конвект ивные дви ж ения гасят ся совмест 
ными действиями  вязкости и проводимости. Значение критического 
числа зависит от физических условий задачи, т. е. от существа по
граничных условий, а не от формы ячеек. Основные результаты, 
достигнутые до сих пор, приводятся ниже.

Критическое значение числа Релея

Природа границ Критическое значение Автор

Две свободные . . . .
27п4
- J - = 657,5 Релей

Одна твердая, одна сво 1100,7 Пелью и Саусвелл
бодная .........................

Две твердые..................... 1707,8 Джеффрис

П р и л о ж е н и е  к м и к р о м е т е о р о л о г и и .  Физическая интер
претация этих результатов легко получается, если имеется в виду, что-

T[0)— Tjh) ДГ
Л h

. Р j h)  -  Р (0) __ Ар
Р(0)Д7’ Р (0) ДТ-

‘ Для уточнения см. Pellew и Southwell [8]; эта проблема рассматри
вается также в книге l e f f r e y s .  Methods of Mathematical Physics, pp. 413ff. 
Cambridge, 1947.

140



где T {h), р(Л) и Г ( 0 ) ,  р (0 ) означают температуры и плотности; 
на верхней и нижней границах, соответственно, в, начальной стадии. 
Результат’ Релея, таким образом*, означает, что конвекция начинается,, 
если

где Ra^ есть одно из критических значений числа Релея, приведен
ных. выше. Если h  мало, а производными от р выше первого по
рядка можно пренебречь, то

или •
Ар _  h л 

Р ( 0) p(0)W2/o’

Для идеального газа, пбкоющегося в гравитационном поле, 
имеем

1 & — _   ̂
р dz~~ Т \dz ^  R )

(гл . 1). Величина есть так называемый автоконвективный гра

диент. Его значение для сухого воздуха составляет 3 , 4 -  10~^°G  см~Ч 
Таким образом, критерий может быть выражен в форме

Итак, конвекция* будет иметь место, когда разность между рас
сматриваемым градиентом и автоконвективным!; градиентом^ дости
гает некоторого значения. Поскольку температурный профиль- в  на
чальной- стадии считается линейным, отношение (4 .2 1 ) может быть 
заменено

Г ( 0 ) ^  с i?7(o) •

Для таких газов> как воздух или углекислый газ, если А не пре

вышает нескольких метров-, ч л е н о м ^ ^ щ  можно пренебречь, когда

Г ( 0 )  порядка 3 0 0 °  К, т. е. при нормальных земных температурах. 
Обычно форма критерия такова:

Результат Релея в этой форме со значением R a ^ = 1 7 0 8  (Дж еф 
фрис), соответствующим слою газа, ограниченному сверху и снизу 
горизонтальными твердыми поверхностями, был исследован К. Чанд- 
рой для воздуха и Д. Т . Е . Дассанаяке (не опубликовано) для.
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углекислого газа. Эти эксперименты показывают, что в действитель
ности явление гораздо сложнее, чем предполагается в анализе Релея». 
Чандра и Дассанаяке нашли, что возможны, по крайней мере, два 
вида установившегося движения при возникновении конвекции. Еслш 
глубина слоя превышает некоторое значение, зависящее от природы, 
газа, то начинается обычный ячеистый тип конвекции для значений 
Д Г, которые достаточно хорошо согласуются с критерием (4 .2 2 ) . 
Если, однако, глубина слоя меньше, чем эти критические величины,, 
то при значительно меньших величинах Д Г, по сравнению с требуе
мым критерием Релея —  Джеффриса, начинается другой, совершенно^ 
отличный тип конвекции, названный Чандрой столбчатой конвекцией,-

Переход от столбчатого к ячеистому типу движения имеет место, 
когда температура нижней поверхности и разность температур между 
границами значительно возрастает.

Недавно эта проблема была пересмотрена Сеттоном, которы{^ 
указал, что одно из основных требований анализа Релея —  установ
ление линейного температурного профиля по всей глубине жидко
сти — маловероятно, если скорость нагрева нижней поверхности не' 
очень медленна. Рэмдас и Молуркар в исследовании, подсказанно»; 
наблюдениями миражей вблизи нагретой земли, нашли, что при уста
новившейся свободной конвекции существует неглубокий поверх
ностный слой, в котором температура падает с высотой очень- 
быстро и равномерно; в вышележащем слое температурный градиент 
много меньше.

Область приблизительно постоянного градиента имеет толщину 
около 1 см или меньше. Таким образом, возможно, что возникно
вение свободной конвекции обычно начинается с неустойчивости 
движения в неглубоком пограничном слое, толщина которого не за
висит от расстояния между верхней и нижней границами.

На основании анализа размерностей, используя уравнение Фишен- 
дена— Саундерса для теплопроводности в установившейся свободной 
конвекции (4 .15), Сеттон нашел, что толщина слоя приблизительно» 
равна

_
8 =  (Д Г ) \

где Д Г  измеряется в градусах С. Критерий потери устойчивости 
в этом слое должен включать только отношение абсолютных тем
ператур нижней и верхней поверхностей. Столбчатая форма конвек

ции, найденная Чандрой, имеет место, когда отношение дости-J  щ)
гает величины между 1,02 и 1,03 (приблизительно), независимо о т  
природы газа или расстояния между границами. Переход от столб
чатой формы к ячеистой имеет место, когда Д Г  удовлетворяет урав
нению

4
ДГ  , /  k s \ b

7Ч0) =  “ “ ‘ Ы
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Это исследование более точно характеризует условия возникно
вения свободной конвекции в слое газа, ограниченном двумя гори
зонтальными поверхностями. Критерий Релея— Джеффриса означает^ 
что Д Г-»-О , если h -^ 0 .  Если слой достаточно глубок, то Д Г очень 
быстро достигает соответствующего критического значения критерия. 
Релея— Джеффриса. Конвекция тогда начинается с целлюлярной формы 
и оказывается, что если эта форма осуществляется, то переход 
к любому другому типу установившегося движения невозможен. Если, 
однако, глубина слоя меньше, чем некоторая критическая величина, 
то критерий, найденный Сеттоном, удовлетворяется прежде чем Д Г  
достигает значения, требуемого формулой Релея— Джеффриса, и при. 
таких обстоятельствах начинается столбчатая форма. При длительном 
нагревании нижней поверхности линейный температурный профиль 
устанавливается во всем слое, а столбчатая конвекция переходит 
в цёллюлярную.

П р и м е н е н и е  к а т м о с ф е р е .  Результаты Релея были ис
пользованы для объяснений существования очень больших градиентоЕ 
температуры в воздухе вблизи земной поверхности в жаркий день. 
Эти теории основаны на предположении, что критерий Релея го
дится для турбулентного движения, если ^ и v заменены соответ
ствующими характеристиками для турбулентного потока. ТруднО' 
согласиться с такой трактовкой, поскольку начальные условия, при
нимаемые Релеем и другими учеными, не выполняются, и имеются 
иные трудности, связанные с изменением по высоте вихревой про
водимости и вихревой вязкости.

Малеркар развил теорию, по которой распределение температуры 
вблизи нагретой поверхности может быть объяснено лучистым тепло
обменом, причем разность температур между верхней и нижней по
верхностями — это разность, найденная экспериментально. Рассматри
ваемая проблема расчленяется им на две главные части:

1. Изучение природы температурного профиля, связанного с дан
ной температурной разностью.

2. Определение максимальной температурной разности на данном 
интервале высот с заданным температурным профилем.

Температурный профиль, принимаемый Малеркаром, имеет сле
дующий вид:

ah  sin Ь (h  — z) 
sin bh ’

где h  —  толщина слоя, a a  и — постоянные. Малеркар находит, 
что критерий устойчивости зависит от формы температурного про
филя и что более высокие значения Д Г  могут сохраняться, когда 
профиль представляется кривой с вогнутостью вверх, чем в том 
случае, когда он прямолинеен. Профиль, описываемый гиперболиче
ским синусом, использованный Малеркаром, хорошо согласуется 
с измерениями температуры вблизи нагретой поверхности, если 
постоянные а  и Ь выбраны подходящими.
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Проблема возникновения свободной конвекции и сохранения боль
ших температурных градиентов йё была удовлетворительно разре- 
жпена даже для относительно простых условий, создаваемых в' лабо
ратории. Соответственная проблема для атмосферы гораздо сложнее 
из-за наличия динамической турбулентнбйтй и действия шерохЬвато- 
•сти земли. Вопрос о величине температурных градиентов, которые 
могут существовать в жаркую погоду вблизи зеМЛи, далек ОТ ака
демического и имеет большое значение для йзучения зкйзнй живот- 
шых и растений, но едва лй можно ждаТь удовлетворительного ре
шения до тех пор, пока предмет не будет изучен в лабораторных 
услоеиях.

4. 6. Д^)Ьблемй фйкковСкойг диффузий

Типичное фикковское уравнение — уравнение теплопроводности 
•в твердом теле — привлекало внймание математиков прошлого сто
летия, в результате чего изучение этого линейного па'рабйлическогб 
уравнения принадлежит как к чистОй математике, так и к приклад- 
«ой. Техника получения решений нё нуждается' в дётальном рас
смотрении, поскольку эта сторона подробно излагается й курсах 
математической физики. Вместо этого основное внимание будет 
обращено на метеорологическую интерпретацию некоторых Хорошо 

знакомых результатов Ч Приводимые ниже результаты выражены 
через обычные характеристики теплопроводности, в качестве зависи
мой переменной принята температура. Удобно выбрать некоторую 
»фиксированнуй температуру за нулевую, но это не означает, что 
температура в этом случае обязательно является точкой- измерения 
;яа стоградусной шкале или какой-Либо другой физически значащей 
температурой. Необходимо выразить переменную температуру как 
разность между ней и любой удобной дЛя фиксации температурой! 
■чтобы избежать ненужных осложнений в формулах.

Основные проблемы в большинстве своем  ̂ удобно клаесйфицй^ 
ровать в зависимости от типа пограничного условия;

З а д ан а  т ем перат ура поверхност а. П олубескднечнШ  срё- 
■да с фиксированной тел^пераМурой повёрхност и и заданным  
начальны м  распределением  температуры. Это можно рас
сматривать как исследование фикковской диффузии в атмосфере, 

-ограниченной снизу плоской поверхностью ( г  =  0 ), поддерживаемой 
при постоянной (нулевой) температуре. Атмосфера простирается до 
бесконечности в сторону положительного значения z ;  в момент 
i =  О распределение температуры есть F{Z), где F  —  известная 
-функция. Задача состоит в определении температуры для всех г  >■ О 
„для любого момента времени ^ > 0 .

J Обширный обзор методов решения фикковского уравнения дан Саг  ̂
rslaw и Jager. Классические решения и применения методов математики 
.даны в работе I n g e r s o l l ,  Z o b e l  и I n g e r s o l l .  Heat Conduction with 
-Engineering and Geological Applications. Me Craw-Hill, 1948.
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Математически проблема сводится к решению уравнения
д Т _ . ^

при t =  Q, г > 0

с начальным условием

T =  F { z )  
и граничным условием

Т = 0  при ^ > 0 ,  2 =  0.

Частным решением уравнения является

( “ T & l)’

а отсюда могут быть выведены другие решения на основании свойств 
линейных уравнений: сумма любого числа решений является также 
решением. Таким образом.

1
СО

/ F  (С) ехр Ш
2(Ш У  _'6э

является решением, удовлетворяющим уравнению при t->- О, Т  -*■ F (z ) .  
Для удовлетворения того условия, что плоскость z  должна оста
ваться при нулевой температуре, продолжим решение в отрицатель
ную сторону оси Z и потребуем, чтобы в той области удовлетворя
лось начальное условие при z  —  —  'Q ( С > 0 )  Г  =  —  F  (С). Искомое 
решение, которое удовлетворяет начальному и граничному условиям, 
легко получить на основании решений в обоих полупространствах 
а именно,

1 / /=■(0 ехр 4kt —  ехр (г+С)2
4kt

п!Ж . (4 .23 )

Когда F  (z) =  Tq — постоянной, из (4 .2 3 ) вытекает важный част
ный случай. Решение при этом принимает вид

r = T n e r f (4 .24)

Таким образом, распределение температуры зависит только от 

безразмерной комбинации у  ’ •

Как пример использования этого решения рассмотрим следующую 
проблему: воздух, достигший определенного распределения темпе
ратуры при продвижении над нагретой землей, входит в контакт 
с морем, которое может считаться границей с постоянной (нулевой) 
температурой. Требуется найти распределение температуры воздуха 
над морем. Температурный профиль воздушной массы дается в (4 .23)

• Карслоу и Джеджер (см. стр. 40). 
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как функция высоты и времени, которое прошло с того момента, 
когда воздух пришел в контакт с морем. Если ветер установившийся 
и постоянный с высотой, время t  может быть заменено через

, где и —  скорость ветра, а л  —  новая независимая переменная,

указывающая расстояние от берега. Уравнение тогда принимает вид

д_Т_ид2Т
^ d x — ^dx-i

с начальным условием i
T = P { z )  при x  =  Q, 2 > 0  

и граничным условием
Т — 0 на Z — 0 при л > 0 .  _

Для F  (г )  =  Го =  постоянной решение есть
1

(4 .25)Т {х, z) =  erf _____  ,
« Л  Y(^kx)

Интеграл вероятности стремится к нулю, когда л: схэ, выражая
тот факт, что в конечном итоге вся воздз?шная масса достигнет тем
пературы поверхности моря. Это свойство могло бы быть предска
зано вначале, но в этом нет необходимости, поскольку проблема 
полностью определена начальным и граничным условиями, приведен
ными выше.

Решение (4 .2 5 ) показывает, что действие поверхности, строго 
говоря, чувствуется на всех высотах. На практике принято считать, 
что действие простирается только до некоторой конечной высоты Z , 
определенной условием, согласно которому действие поверхности 
фактически прекращается, когда

T { x . t )
То 10

Поскольку erf (6) =  0 ,1 , когда 6 ? t ;0 ,0 9 ,  то следует, что верхняя 
граница слоя, подвергшегося трансформации, выражается уравнением

Ь у
Z^ =  0 , 3 2 H ,  (4 .26)

т. е. параболой с вершиной у x  — z =  0. Это показано на рис. 14.
В действительности установлено, что диффузия тепла в атмосфере 

существует обычно не вследствие молекулярной проводимости, а бла
годаря турбулентности и не подчиняется уравнению Фикка (см. гл. 6 ). 
Тем не менее, приведенное выше рассуждение представляет собой 
первое приближение к действительности, если k  заменено постоянной 
вихревой проводимостью К, которая на несколько порядков больше, 
чем k  (а также является функцией скорости ветра). Таким образом, 
можно рассматривать (4 .2 6 ) как определение слоя, внутри которого 
турбулентное перемешивание эффективно в формировании темпера
турного профиля. Это является основой метода, использованного
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Тейлором в его рассуждениях о вертикальном распределении темпе
ратуры в воздухе вблизи Ньюфаундленда.

Как дальнейшее важное применение этого решения рассмотрим 
двухразмерную проблему испарения при ветре, постоянном с высо
той, и постоянном коэффициенте диффузии К. Граничное условие на

Температура всюд^ постоянно (Тд)

Профиль температуры T(ẑ
’Г'о-

С\/ша т=0
Слой переменной 

температурь/
Моое X

Рис. 14. Образование инверсии при ветре, дующем 
с суши на море.

г  =  0 нуждается в специальном рассмотрении и из очевидных физи
ческих соображений непосредственно не следует. Граничным усло
вием, которое приводит к результатам, согласующимся с наблюде
ниями, является равенство концентрации пара на увлажненной поверх
ности насыщающей концентрации Если испаряющая поверхность 
определена как О ■< л: г  =  О, то уравнение есть

с условиями
5̂  =  0 для л: =  0, 2 > 0 ,

=  на 2  =  0, 0 < л : < л о .
Решением является

а \
(4.27.)

где erfc х  — функция дополнения к интегралу вероятности
X

е г [ с л =  f  e~^"'db.
V-!Z J  
* о

Уравнение (4.27) годится только применительно к увлажненной 
площади, где местная скорость испарения на единицу площади 
есть

t /Ki i (4 .28)

' Для рассмотрения граничных условий в проблемах испарения см. 
гл. 8.
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а полная скорость испарения от д: =  0 до х  — х,, пропорциональна, 
таким образом, У  Xq. Это приводит к двум важным выводам: 1) что 
испарение не просто пропорционально площади увлажненной поверх
ности и 2) что местная скорость испарения убывает с расстоянием 
от края (Джеффрис). Обсуждению этой проблемы отведено большое 
место в гл. 8.

П ол у безгр ан т н ая  среда, т ем перат ура поверхност и к о 
т орой являет ся известной периодической функцией времени. 
Предположим, что температура поверхности Т (0,^) =  cos (ш  ̂—  е) 
( 7 j  =  const), а начальная температура нуль. Можно показать, что 
требуемое решение уравнения теплопроводности  ̂ есть

Г  ( г ,  t) = 27-1 / COS
Это решение может быть выражено в форме

\ jv m
2 Г,

/ - /1-0 о
COS t - — s

Можно также показать, что интеграл с бесконечным пределом 
равен

T iexp cos wt ■ (4 .29 )

что представляет затухающую волну, амплитуда и фаза которой ме
няются с высотой. Интеграл с конечным пределом обозначает пере
мещающееся возмущение, первоначально вызванное колебанием темпе
ратуры у поверхности. Если время t  велико для того, чтобы величина

 ̂ была достаточно малой, второй интеграл стремится к нулю;

тогда решение дается выражением (4 .29 ), и это является обычно 
принятой формой. Предположение, что t  может быть принято не
ограниченно большим, подразумевает, что эта волна является одной 
из ряда однородных волн, которые существовали достаточно долго, 
чтобы исключить нестационарность и установить почти квазистацио- 
нарное состояние. Не ясно, годится ли это предположение для ниж
них слоев атмосферы даже по отношению к температурному полю 
в течение долгого периода хорошей погоды, потому что, хотя 
в такие дни температура поверхности земли между восходом и за
ходом может быть приблизительно представлена выражением типа 
TjCOS (о)  ̂—  г),чЭто выражение не описывает ночных температур по- 
рерхности. Поэтому применение решения (4 .29) к атмосфере вызы
вает некоторые сомнения, и при подробном рассмотрении должно

> Карслоу и Джеджер, см. стр. 46.
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быть исследовано влияние слагаемого, выражающего нестационар- 
ность.

Если 4 .29  принято как искомое рещение, то следует, что:
1) амплитуда волны уменьшается с ростом высоты, как

ехр

2) фаза волны запаздывает, как г  значит, что вре

мя максимальной температуры наступает позднее, с ростом высоты.
Решение (4 .2 9 ) было использовано многими учеными в микро

метеорологии. Очевидно, что если измерения амплитуды и времени 
наступления максимальной температуры сделаны на различных высо
тах, то может быть подсчитана эффективная проводимость. Тейлор, 
Шмидт, Джонсон, Бест и др. применили это решение именно таким 
образом для нижних слоев атмосферы, чтобы определить порядок 
величины вихревой проводимости, если ее принять одинаковой на 
различных высотах.

Нет сомнения, что наблюденные температуры могут быть прибли
зительно представлены затухающей волной с изменяющейся фазой, 
но это решение имеет недостатки в других отношениях. Данная 
проблема рассматривается в гл. 6 ; здесь можно считать, что (4.29) 
дает качественную характеристику изменения суточной тедшературной 
волны с высотой.

То же самое решение может быть применено с гораздо большим 
успехом к проблеме проникновения суточной температурной волны 
в почву. Нетрудно обобщить результат для случая, когда темпера
тура представляется рядом Фурье. Если

со

Т  (О, zJ) =  Го +  Y  COS {mt -  S J ,

I
TO реш ение есть

Г ( г ,  )̂ =  Г о +  2  Г „ е х р ( - г  j / g ] c o s
л =  1

Этот результат следует из линейности уравнения и граничных 
условий, именно в таких случаях сумма любого числа решений также 
является решением.

З а д ан  т епловой пот ок. П ол у безгр ан и т ая  среда  с пот о
ком  через  г  =  0, пост оянным или заданным, в виде функций 
времени, при задан н ы х  начальны х условиях. Тепловой поток 
через любую плоскость по определению является

J — ^dz •

Тепловой поток удовлетворяет тому же самому дифференциаль-
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d t  ~ ' ^ d z 2  •

Если поток через z  =  0 постоянен и равен /о, то искомое реше
ние является простой модификацией решения уравнения (4 .2 4 ),

ному уравнению, что и Г , а именно:

а именно:

/ = / o e r fC :
У (Ш )

Интегрируя это выражение, имеем

е х р ( ' - ^ )  — i- z e r f c
\т .)  V  ^ k t j  2  Y  ( 4 k t )

(4 .30)

Это решение было использовано Брантом при рассмотрении паде
ния температуры земной поверхности в ясную спокойную ночь, когда 
земля теряет тепло с приблизительно постоянной скоростью на еди
ницу площади. Температура поверхности тогда выражается в виде

. (4 .3 1 )

Таким образом, падение температуры земной поверхности в ясную 
спокойную ночь должно быть представлено на температурно-времен
ном графике параболической кривой, при условии, что нет большого 
выделения скрытой теплоты благодаря конденсации. Этой проблеме 
отведено большое место в гл. 5.

Если предположить, что температура среды всюду равна нулю 
при t==0, а поток тепла через z =  0 дается известной функцией <р {t), 
то последующий температурный профиль имеет вид^:

П ол у безгр ан т н ая  среда, сост оящ ая из двух слоев, с р а з 
личными коэффициентами т еплопроводност и; поверхност ь 
поддерж ивает ся при пост оянной т емперат уре. В ясную ночь 
быстрое охлаждение земной поверхности благодаря излучению часто 
вызывает затухание турбулентности вблизи земной поверхности. 
В любой момент времени после заката можно предполагать наличие 
внизу слоя холодного воздуха, в котором тепло распространяется 
только благодаря молекулярной проводимости, и над ним слоя теп
лого воздуха, в котором турбулентный обмен более активен. Нижний 
слой разбухает со временем, и проблема заключается в определении 
скорости, с какой поверхность раздела (температура которой прини
мается за нулевую) движется вверх. С этой целью допускается, что

' См. стр. 57.
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вихревой перенос тепла в более теплом воздухе может быть пред
ставлен постоянным коэффициентом вихревой проводимости.

Пусть Го будет температура (постоянная) земной поверхности z = 0 .  
Если T j и А являются температурой и температуропроводностью 
слоя воздуха от земной поверхности до верхней границы Z  слоя 
холодного воздуха, то

o < 0 < Z ( O ,dt (?г2

Ti =  Го на Z =  О

(4 .3 2 )

и если Г 2 и К — соответствующие величины для турбулентного воз
духа, то

dj\
ot z > Z ( ^ ) .

На больших высотах предполагается, что Т -̂ 
На поверхности раздела

(4 .3 3 )  

Гд (постоянная).

6z j
(4 .3 4 )

Уравнение (4.32) и его граничное условие удовлетворяются выра
жением типа

2

У Т Ш )\  ’
где А — постоянная величина. Уравнение (4 .33) удовлетворяется

Г , =  Го +  Лег1

7^2= Г д - f  5 e r fc
V m t)

где В  —  другая постоянная. Из п ер ^ го  условия в (4.34),

А erf
Z

V (4/</) 
z  ■

5  erfc
У  (4Kt)

(4 .3 5 )

Поскольку уравнение (4 .35 ) должно удовлетворять всем значе
ниям t, то следует, что аргументы интеграла вероятности должны 
быть независимы от t, т. е.

z = c y i ,
где С  —  постоянная, которую следует определить. Теоретическое 
определение С требует использования второго условия в (4 .3 4 ) , 
ведущего к трансцендентному уравнению, которое может быть ре
шено только приближенно. Ввиду недостаточно обоснованных пред
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положений, которые были сделаны относительно проводимости в двух 
слоях, такие вычисления здесь вряд ли уместны. Основным резуль
татом является то, что толщина нижнего слоя возрастает пропорцио
нально квадратному корню из времени. Наблюдения Джонсона и 
Хейвуда относительно толщины „инверсионного слоя“ в ясную ночь 
(аналогичное явление) показывают, что приведенные теоретические 
соотношения сравнительно хорошо согласуются с фактами.

Этот пример важен для практики. Он показывает, как граница 
приземного слоя воздуха в ясную ночь постепенно перемещается и 
как скорость углубления слоя монсет быть оценена при условии, что 
постоянная С определена из наблюдений.

Наиболее известным примером, относящимся к проблеме этого 
типа, является процесс промерзания почвы или замерзание озера. 
В  этом случае второе условие в (4 .34) должно быть заменено через

— KCpP'z =  Ip i ^ ,

т. к. если L является скрытой теплотой плавления, то £pj •— коли
чество тепла, освобождающееся на поверхности раздела при переме
щении ее на расстояние dZ. Это тепло уносится благодаря прово
димости.

Рассмотренная проблема была разрешена Нейманом и Стефаном^, 
решение которых показывает, что толщина слоя льда возрастает 
пропорционально корню квадратному из времени.

Математически эта проблема отличается от обычных проблем 
теплопроводности тем, что в ней не даны начальные условия. Можно 
показать, что в проблеме Неймана начальные условия задаются 
в виде изотермии (Tg) во всей среде.

М е т о д  и с т о ч н и к о в .  Метод источников, открытый Кельви
ном, находит свое естественное применение в метеорологии при 
проблемах, касающихся диффузии вещества. Метод основан на 
существовании решения уравнения диффузии, характеризующегося 
тем, что при t — S-0 решение равно бесконечности в одной точке и 
нулю всюду в остальном пространстве, причем полное количество 
тепла по всему пространству в любой момент времени конечно. 
Такое решение имеет простую физическую интерпретацию, оно 
описывает температуру безграничного твердого тела, обусловленную 
ограниченным количеством тепла, мгновенно сообщаемым отдельной 
точке. Из этого решения путем интегрирования возможно образова
ние других решений, представляющих непрерывные источники или 
источники, распределенные вдоль линий или на поверхностях.

Этот метод развивается здесь по отношению к источникам 
вещества (таким как дым или газ), но так же хорошо может при
меняться и к источникам тепла, если концентрацию вещества рас
сматривать как эквивалент температуры.

 ̂ См. Ииджерсолл, Зобелл и Инджерсолл, гл. 10.
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М г н о в е н н ы й  т о ч е ч н ы й  и с т о ч н и к .  Количество вещест
ва Q г возникает при ^ = 0  и подвергается рассеиванию.

Дифференциальное уравнение при сферической симметрии есть

—  « V  X — г-2, дг дг)
где X — концентрация, равная плотности взвешенного вещества 
(в граммах на кубический сантиметр) у ‘‘ с началом
координат в источнике, г к — коэффициент диффузии.

Краевые условия следующие:

z r O
X -

наряду с ними должно выполняться условие непрерывности

при  ̂— О, г > 0 ,  
* О при t - *  оо.

О О

I f f  =

которое выражает тот факт, что вещество в процессе диффузии не 
создается и не исчезает. Решением является

Х ( х ,  у,  Z, t)-- Q ■ ехр
Akt) •

(4 .3 6 )
8 {-akty

Это решение было использовано Робертсом, чтобы представить 
диффузию клуба дыма, образованного взрывом. Предполагается, что 
разбухание клуба дыма не зависит от скорости ветра, облако просто 
переносится ветром, так что система координат перемещается вместе 
с ветром. Робертс также допускает, что к  можно отождествлять, 
с коэффициентом вихревой диффузии.

Если начало координат в точке {х ' , у ',  z'), то решением 
является

1 (X , у , Z, t) ■■ Q

8 (nktf
ехр (X - х ’ )'2 +  (у + { г -  ZQ 2  

Ш

М г н о в е н н ы й  л и н е й н ы й  и п л о с к и й  и с т о ч н и к и  (н е 
о г р а н и ч е н н ы е ) .  Решениё для мгновенного линейного источника 
мощности Q г см“ ’ , параллельного оси у и проходящего через 
точку {х', у', z'), достигается интегрированием вдоль линии мгновен
ных точечных источников мощности Qdy' в точке у'. Решением 
является

X {X, Z, t) ■■ Q

8 { Ш у
ехр / ( х - х ' ) 2 + ( у - у ' ) * ‘4-(2-г')2

Ш

Ш

d y '=

(4 .3 7 )
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Аналогично распределяя линейные источники мощностью €ldx' 
яо плоскости г; =  z', можно интегрированием получить решение для 
мгновенного плоского источника, параллельного плоскости г  =  О и 
проходящего через (0 ,0 , z'). Решение есть

Н е п р е р ы в н ы й  т о ч е ч н ы й  и с т о ч н и к .  Если среда нахо
дится в покое, то решение для постоянно действующего в точке 
{x ',y ', z') источника в период от t =  Q а о  t =  t  достигается без 
'груда интегрированием по времени выражения для мгновенного 
точечного источника. Если

г-^ = -{х~  х'У z ' f .
то

Х(-^. У> 2, t

А-ккг У{ Ш)

Когда t — S- оо, выражение сокращается до

Х (^ , У, 2 ) = ^ , -

Это выражение соответствует неограниченно долго действующему 
источнику.

Проблемой, представляющей огромный интерес в метеорологии 
из-за ее значения при расчетах атмосферной загрязненности, является 
задача о непрерывном точечном источнике при наличии ветра. 
В  последующем анализе предполагается, что скорость ветра всюду 
постоянна и что распространение дыма может быть представлено 
уравнением Фикка с коэффициентом вихревой диффузии К. Ограни
чения, допущенные этим предположением, рассматриваются в гл. 8.

Решение для непрерывного точечного источника в движущейся 
•среде может быть получено из решения для мгновенного точечного 
источника, если взамен системы координат, движущейся по направ
лению ветра вместе с клубом, ввести систему координат, закреплен
ную в пространстве. Направление оси х  выбирается по ветру, 
а источник Q г с е к “ ‘ располагается в начале координат (рис. 15). 
В закрепленной системе координат координаты (х  —  ut, у, z)  заме
няют координаты (х, у, z) движущейся системы. Непрерывный 
точечный источник эквивалентен ряду элементарных точечных мгно
венных источников, так как концентрация в любой точке соответ
ствует суммарному действию элементарных клубов. В момент f  ис
точник дает Qdt' г вещества, но из-за ветра элемент воздуха, ко
торый находится B { x , y , z , t ) ,  пришел из [х —  u { t  — t'), у, z, t']-,
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концентрация в (х , у, г, t), благодаря мгновенному клубу с содер
жимым Qdt', возникшим в момент t', является на основании (4 .36 )

Q d t '

8 [7zK(t-t')]2 Г (4 .3 9 )

Полная концентрация в (х , у, z, t) в облаке, созданном непре
рывным точечным источником, есть сумма всех таких вкладов, т. е. 
равняется интегралу (4 .39) по времени {t') от =  О до t ' =  t.

Рис. 15. Система координат при непрерывном точеч
ном источнике.

Если источник действует неограниченно долго, то пределы интегри
рования будут от t' =  0 до t' =  oo; этот случай является более 
важным для практики.

Решение может быть легко получено после некоторых преобра
зований:

dr =

'2К ( г - х ) (4 .40)

Наблюдения над дымовыми облаками показывают, что если ветер 
не очень слабый, облака принимают форму длинного тонкого пера, 
причем наибольший интерес представляет концентрация в точках, не 
слишком удаленных от оси облака ( у = 2: =  0 ) . В большинстве
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(у2_|_22)'
практических приложений —-  может рассматриваться как вели

чина, квадрат которой пренебрежимо мал. В  этом случае

a ( r —jc)
X 1

у2 +  г2^2
лг2 ) ■ X2К 2К

Отсюда для всех, кроме очень слабых, ветров

АКх

Q И(,у2 +  г2)- 
4Кх . (4 .41 )

На практике это выражение часто заменяется через

X {X, у, Z) -■ AizKx ехр
и(у2 +  2̂)

АКх  J
(4 .4 2 )

без серьезной погрешности.
Решение (4 .40 ) и приближение (4 .4 1 )  были получены Робертсом 

прямым решением дифференциального уравнения

с учетом условия „непрерывности", которое означает, что лоток 
вещества через поверхность, окружающую источник, равен Q.

Н е п р е р ы в н ы й  б е з г р а н и ч н ы й  л и н е й н ы й  и с т о ч н и к  
( п е р п е н д и к у л я р н ы й  в е т р у ) .  Если вещества поступают со 
скоростью Q г сек~^ см вдоль линии x  =  z — Q, то концентраций 
в {х, z) есть

Х ( х ,  z) = 4%К

со

I
ехр

2К\ )d y '

[■ ^ 2 + (y -y ')2  +  2S]

к (л:2 4-22)2
2К

где Ко —  функция Бесселя второго рода. Если -  ^

(4 .4 3 )

доста

точно велико, то можно использовать асимптотическое разложение 
для Ко, опуская все, кроме первого члена. Таким образом.

К ,
Г   ̂ ‘ г  п I I ’
и (лг2 4 - г2) 2 2кК 2

ехр u(x^+z^f
2К

- a ( j c 2  +  z2)2 .
2К

Отсюда, пренебрегая квадратами и более высокими степенями.
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получим:

7  (X, z) = Q

L2̂ a: ( x 2 + z2 )" J  

Q
V(.2kK x )

exp

^ e x p
2

K22

H«2\

(4 .44)

Робертс также дает решения для системы, в которой диффузия 
анизотропна (например, как в атмосфере вблизи земли), вводя три 
коэффициента: К^, Ку, Кг- Решениями, соответствующими (4 .36), 
s(4.42) и (4 .4 4 ) , являются: 

мгновенный источник

а  {X, У, Z, t) ■■
2 /Ь' ь- LT \ 28ЫУ(К^К^К^) 

непрерывный точечный источник

QX i x . y ,  z) exp

4 t z x

z2\l

(4 .45 )

(4 .46 )

непрерывный безграничный линейный источник (перпендикулярный 
ветру)

1  (.X, Z) :
У

ехр —
кг2 

4К х̂ (4 .47)

Легко понять физический смысл этих выражений. Вдоль цент
ральной линии или оси облака точечного источника (y =  z = 0 )  или 
на центральной плоскости облака безграничного линейного источника 
(z  =  0 )  концентрация падает непрерывно с расстоянием х  вдоль

_ 1
ветра как х~^ в облаке от точечного источника и как х   ̂ в облаке 
от линейного источника. При фиксированном расстоянии от источ
ника ( а : =  постоянной) распределение концентрации описывается нор
мальным законом Гауса перпендикулярно ветру и вертикально. 
Теоретически облака распространяются до бесконечности во всех 
направлениях, но для практики удобно определять конечные границы 
облака тем условием, что концентрация практически равна нулю, 
когда она падает от максимального значения на этом расстоянии до

некоторой условной дроби, скажем Есту^  и Zq — половина

бокового и половина вертикального размера облака, определенного 
указанным выше образом, то следует, что

z 2 = - i ( i n i o ) / c , x
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Таким образом, ширина и высота облаков увеличиваются как х. 
Видимые контуры облаков не могут быть определены так просто 
потому, что это потребовало бы привлечения теории видимости. 
Подробности этой теории и ее применение к диффузии могут быть 
найдены в работе Робертса.

Хотя эти решения должны теперь рассматриваться не более как 
грубые приближения к атмосферной диффузии вблизи земли, они 
образуют основы большинства выводов, которые имели место в не
давние годы при изучении рассеяния дыма или газа в атмосфере. 
Несостоятельность этих точных решений в применении к наблюде
ниям указывает на то, что вихревая диффузия в атмосфере не может 
быть описана уравнением Фикка (см. гл. 8).

М е т о д  о т о б р а ж е н и я .  Если источник вещества расположен 
на или вблизи поверхности земли, как в проблемах атмосферных 
загрязнений, то необходимо внимательно рассмотреть влияние гра
ницы. Если облако состоит из отдельных частиц вещества, таких 
как пыль или пепел, то обычно существует значительное отложение 
вблизи источника, вызванное выпадением больших частиц под дейст
вием силы тяжести. Даже в отношении облаков, состоящих из очень 
маленьких частиц или газа, имеет место некоторое отложение или 
поглощение растительностью, но во многих примерах поверхность 
земли без большой погрешности может считаться непроницаемой 
границей. Математически условием для непроницаемой поверхности

является =  0 на z =  G, но задача решается много легче, если

использовать уравнение непрерывности.
Если непрерывный точечный источник расположен на уровне 

земли или вблизи нее, то условием, что вещество не исчезло и 
не создано при движении облака вдоль ветра, является

С О  (ТУЭ

/  J  и-/_(х,у, z ) d z d y  =  Q (4 .4 8 )
— со о

для всех Если источник находится на земле, а ветер всегда
горизонтальный, то ось симметрии облака расположена на плос
кости Z =  О и вид решения должен быть тот же самый, что и в среде, 
простирающейся до бесконечности во всех направлениях. Отсюда для 
облака, образованного на уровне земли,

ч А Г н(у24_22)
X  ( X ,  у , Z )  =  ехр ---------

где А —  постоянная, величина которой должна быть выражена через 
мощность источника на основании условия непрерывности. Обращаясь 
к (4 .48), получим A =  2 Q , таким образом, действие непроницаемой 
границы таково, что концентрация в любой точке в два раза больше, 
чем для источника в безграничной среде. В этом смысле земля 
действует как идеальный рефлектор. Очевидно, этот жб результат 
справедлив и для облака от безграничного, перпендикулярного ветру,
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линейного источника, расположенного на уровне земли. Этот резуль
тат был доказан для фикковской диффузии, которая не применима 
к атмосфере, но такой же вывод следует и для нефикковских про
цессов.

Если источник поднят (случай с фабричной трубой), то действие 
непроницаемой границы более сложно. Если высота h источника 
достаточно велика, то облако вблизи источника будет вести себя, 
как если бы граница отсутствовала, но по мере увеличения рас
стояния л: вдоль ветра влияние границы будет чувствоваться все 
больше вследствие диффузии дыма к земле. Решение поэтому должна

JC
вести себя как решение для безграничной среды при малых —, Н0‘

для больших ^  должно приближаться к решению для источника, по

мещенного на уровне земли.
Проблемы этого типа в большинстве случаев легко решаются 

методом отображения. Полубезграничная среда О заменяется
безграничной средой —  c o ^ z ^ c o ,  а граница Z — Q уничтожается. 
Действие непроницаемой поверхности учитывается путем рассмотре
ния не только действительного источника х = у = 0 ,  z =  h, но 
также его отображения относительно 2 = 0 , т. е. источника равной 
силы в л := _ у  =  0, 2  =  —  h. Искомая концентрация в любой точке 
в' области 2 > » 0  равна сумме концентраций от обоих источников 
поскольку отсутствие потока через плоскость 2  =  0 автоматически 
удовлетворяется благодаря симметрии.

Искомое решение, таким образом, есть:

z f c  y . * ) = % F 7  « р  + “ <р . « ■ « )

—иу
iiKx

А%Кх
и {Zr— h'f

АКх J АКх

оно основано на приближенном решении (4.42) для непрерывного 
точечного источника.

Легко увидеть, что это решение обладает необходимыми свойст
вами. Когда X, у — !- О, а 2  — h, концентрация возрастает до беско
нечности, как

u {z  —
АКх

Это указывает, что вблизи д: = у  =  0, z =  h решение ведет себя, 
как решение для непрерывного точечного источника в безграничной

среде. Когда ^  становится очень большим, решение не отличается

от решения для непрерывного точечного источника на уровне земли 
(Л =  0 ) . Наконец, условие непрерывности (4 .48) удовлетворяется для 
всех л : ^ 0 .  ,

' Для. дальнейшего подробного изучения этого метода и его применения 
см. Carslaw и Jaeger.
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Физическая интерпретация этого решения легко видна из рис, 16, 
на котором изображена концентрация вдоль линии у = 2  — О, т. е. 
прямо от источника по направлению ветра. У основания дымовой 
трубы концентрация практически равна нулю и остается малой на 
некотором расстоянии вдоль ветра, после чего она круто поднимается 
до максимума и затем убывает снова до нуля, но более медленно.

Рис. 16. Концентрация примеси у поверхности 
земли от дымовой трубы при постоянном 

ветре.

Эти особенности были обнаружены на практике, но из-за предполо
жения о фикковском характере решение, приведенное выше, должно 
рассматриваться для атмосферы только как качественное. Эта проб
лема развивается дальше в гл, 8.

4. 7. Распространение тепла благодаря турбулентности
Теоретический анализ вихревой теплопроводности в технике или 

лабораторных исследованиях, как например при движении в трубах 
или каналах, обычно содержит много упрощений. Самые важные из 
них —  предположения о том, что профиль средней скорости и вели
чина вихревой скорости являются такими же, как и в изотермическом 
потоке, и что нагревание, вызванное изменением давления, и дисси
пация энергии вязкостью незначительны. К тому же большая часть 
опубликованных работ относится к несжимаемому потоку.

В  метеорологии, по крайней мере, некоторые из вышеназванных 
предположений неприемлемы, и это сразу ставит серьезные пре
пятствия на пути развития теории. Основная трудность возникает из 
того факта, что нижние слои атмосферы подвержены суточным изме
нениям градиента плотности, который действует непосредственно на 
характер турбулентности; профиль средней скорости и величина 
колебаний скорости тесно связаны с градиентом температуры. Кроме 
того, большая толщина атмосферных слоев делает неприемлемым 
допущение о несжимаемости потока. Отсюда следует, что теплопро
водность благодаря атмосферной турбулентности является предметом 
специального исследования и что многие, если не большинство.
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лабораторные исследования представляют весьма ограниченный инте
рес для метеорологии.

П е р е н о с  т е п л а  т у р б у л е н т н о с т ь ю  в н е с ж и м а е м о м  
п о т о к е .  Если жидкость рассматривается как несжимаемая, то урав
нение вихревой теплопроводности является простым и естественным 
обобщением уравнения молекулярной диффузии. Пренебрегая дисси
пацией из-за вязкости, получим уравнение теплопроводности для 
несжимаемого газа

[уравнение (4 .4 )].
В  турбулентном движении фактическая температура Т  может 

рассматриваться как сумма средней температуры Т  и флуктуации 
температуры Т', т. е.

Т =  r - f  V .

Движение состоит из средней скорости (и , ю, w) и вихревых ско
ростей (и ', V', w'). Применяя операцию осреднения и используя 
уравнение непрерывности, получим

дТ
дх

+ f   ̂ ^
Это уравнение нужно сравнить с уравнениями (3 .5 ) для переноса 

количества движения пульсациями скорости. Формально здесь имеется 
полное подобие. Скоростями вихревой теплопроводности являются 
{ d'T ^( — Срри'Т'] и т. д ., таким образом, полная скорость пере

носа рассматривается как сумма скорости, возникающей благодаря 

молекулярной проводимости и скорости, зависящей от кор

реляции между колебаниями температуры и скорости. Пока градиент 
средней температуры не очень велик, вихревой перенос доминирует 
над молекулярным.

Если исследуемое явление относится к квазистационарному типу, 
такому, как изменение с высотой суточной температурной волны, 
которая рассматривается как одна из ряда подобных волн, то можно 
считать процессы перемешивания однородными по горизонтали. Тогда 
отсутствует результирующий средний ветер (и  = -у = ге ; =  0) потока 
тепла по горизонтали. Уравнение теплопроводности принимает вид
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• Пренебрегая молекулярной проводимостью и изменением плот
ности с высотой, имеем

d f
(4 .51 )

Если корреляционный момент гу 'Г 'м о ж ет  быть выражен как произ
ведение коэффициента перемешивания на градиент средней темпера - 
туры, т. е. если

- W T ' = ^ K { z) % ,

то уравнение (4 .51) становится

dt ' дг K ( z ) § (4 .52 )

Если К  {z) =  К — постоянной, оно сводится к

дТ d'if
dt dz2

—  знакомому уравнению теплопроводности в твердом теле.
Т е о р и я  п у т и  с м е ш е н и я .  Уже было показано (п. 3 .8 ) ,  что 

если турбулентное перемешивание подобно молекулярной диффузии, 
то средняя скорость переноса q некоторого свойства Е  ( г )  в направ
лении Z через единицу площади, нормальной к оси z, есть

—П------------  ̂ дЕ^ = — ^/'(22 — Z i ) ^  .

Для переноса тепла в несжимаемом газе Е  — СррТ. Пусть смеше
ние I определяется из соотношения

w' (z ~  Zi) =  I 
или по гипотезе Прандтля

— ------------л 19 duW' =  .

Отсюда

ИЛИ

q =  ~ c„pP du
dz dz ■

Это позволяет предположить, что корреляционная функция w'E' 
и длина / одинаковы для теплопроводности и для переноса коли
чества движения, поскольку в основе обоих явлений лежит один и 
тот же механизм перемешивания. Эта гипотеза может быть получена
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из более общих соображений, если определить путь смешения для 
тепла 1  ̂ уравнением

(4 .5 3 )

И предположить, что

— w'V = lм du
dz

где —  путь смешения для количества движения (Сеттон [16]). На 
этой стадии эти уравнения носят чисто формальный характер.

Предположение о том, что в турбулентном движении количество 
движения и тепло переносятся одним и тем же путем, было впервые 
выдвинуто Рейнольдсом в 1874 г. и известно как аналогия Рей
нольдса. Для движения, параллельного оси х , с переносом тепла 
в направлении оси z  это утверждение означает, что колебание ско
рости, параллельной среднему потоку, должно быть пропорционально 
колебаниям температуры и что:

где q Vi X — скорости переноса тепла и касательное напряжение, 
соответственно отнесенные к единице площади, а /С — коэффициент 
перемешивания, предполагаемый одинаковым для количества движе
ния и тепла. Эта гипотеза была всесторонне рассмотрена, особенно 
в отношении переноса тепла в трубах Ч

П е р е н о с  т е п л а  б л а г о д а р я  в ы н у ж д е н н о й  к о н в е к 
ц и и  с п л о с к о й  п о в е р х н о с т и ,  п о д д е р ж и в а е м о й  п р и  
о д н о р о д н о й  т е м п е р а т у р е .  Предположение о том, что дина
мические и термические пограничные слои одинаковы и что профили 
скорости и температуры подобны, ведет к очень простому решению 
проблемы переноса тепла вынужденной (турбулентной) конвекцией 
с полубесконечной плоской поверхности при однородной температуре. 
Решение этой проблемы для ламинарного потока дано на стр. 195 
как пример потока воздуха, имеющего одинаковую температуру и 
движущегося над холодным морем (образование инверсии благодаря 
прибрежному ветру).

Предположим, что поток воздуха, который характеризуется 
одинаковой температурой в нижних слоях, движется над плоской 
поверхностью постоянной температуры, вытянутой до бесконечности 
перпендикулярно ветру. Предполагается, что образующийся терми
ческий пограничный слой одинаков с динамическим пограничным 
слоем и имеет толщину 8. Если х  измеряется по направлению ветра,

1 См. ГолдштеРн.
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начиная от наветренного края плоской поверхности, и z  —  высота, 
то профили скорости и температуры могут быть представлены 
уравнениями:

и = и  „ г  > 8 ,

т=т, . 2>s,
где и  и Го —  соответственно скорость и температура воздуха, кото
рые он имел до поступления на поверхность О, z =  0. Предпо
лагается, что поверхность имеет нулевую температуру. Пограничный 
слой начинается от наветренного края (x =  z =  0) и разбухает 
с увеличением z, соответственно уравнению типа (§ 3.8)

Скорость переноса тепла с плоскости х ^ О ,  г  =  О находится 
теперь методами, подобными тем, которые использовались при оценке 
поверхностного трения на плоской поверхности через потерю коли
чества движения (гл. 2 ).

Рассмотрим элементарный объем длиной d x  и единичной ширины, 
простирающийся от поверхности до вершины пограничного слоя. 
Тепло проходит через границы благодаря действию смешения, и раз
личные потоки могут быть выражены следующим образом.

1. Поток через плоскость z  =  0; это величина, которую необхо
димо определить.

§

2. Приток, равный pCj,uTdz, через грани, перпендикуляр-

0
ные Ох.

5

3. Приток, равный рСрГо ( J *  itdz, через верхнюю поверх-

0
ность. При установившемся состоянии эти потоки должны балансиро
ваться. Отсюда, обозначая поток тепла у поверхности через q  ( х ) ,  
следует, что

S 8

4ix ) =  9CpTo-g^J udz — pC p-^fuT dz.
6 о

Интегралы могут быть найдены из уравнения для профиля и 
толщины пограничного слоя. Конечным результатом является

H x ) = f c , U T , { ^ ) ' a  (1 - р )  ( ^ - ^ )  .
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в  случае гладкой плоской поверхности приближенными величи
нами будут

а  —  0,366, ш  =  ) р  — -g-.

Подстановка этих величин ведет к формуле Лацко для местной 
скорости потери тепла турбулентной вынужденной конвекцией

1

Для микрометеорологии необходимо пользоваться другими значе
ниями постоянных, чтобы принять в расчет шероховатость поверх
ности, которая значительно увеличивает величину 8.

Решение, данное выше, представляет местный теплообмен между 
плоской поверхностью и воздушным потоком при условии, что по
верхность имеет конечные размеры в направлений ветра и безгранична 
в направлении, перпендикулярном ветру. Таким образом, эти резуль
таты применимы к воздуху, который пересекает береговую линию, 
перпендикулярную к направлению ветра. Следует заметить, что то же 
решение применяется также к проблеме испарения, когда воздух 
с заданной постоянной по вертикали влажностью проходит над 
увлажненной поверхностью. В  этом случае температура поверхности 
заменяется поверхностной концентрацией водяного пара, а соответ
ствующее предположение состоит в идентичности динамического и 
массового пограничных слоев. Тогда тепловой поток преобразуется 
в местную скорость испарения. Эта проблема подробно рассматри
вается в гл. 8.

П е р е н о с  т е п л а  в а т м о с ф е р е .  До сих пор нет общепри
нятой формулировки проблем теплопроводности благодаря атмосфер
ной турбулентности. Основными теориями являются следующие.

В ы р а в н и в а н и е  п о т е н ц и а л ь н о й  т е м п е р а т у р ы .  В ежи - 
маемой жидкости, такой, как атмосфера, в объеме воздуха, который 
вынужден изменить свой уровень, происходят изменения температуры 
из-за адиабатического нагревания или охлаждения, если никаких 
других факторов нет. По этой причине абсолютная температура 
воздуха не является консервативным свойством в процессах смеше
ния большого масштаба. В 1915 г. Тейлор провел анализ, который 
показал, что средняя потенциальная температура б, остающаяся 
постоянной в течение любого адиабатического процесса, должна, 
вероятно, рассеиваться турбулентностью так же, как абсолютная 
температура в твердом теле. Тот же вывод был сделан Шмидтом и 
Ричардсоном.

Одноразмерная форма уравнения, примененная вышеназван
ными авторами, есть

dt dz (4.54)

где К  (z) — коэффициент перемешивания для тепла, или вихревая
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температуропроводность. Поток тепла через любой уровень z есть

q =  - K { z ) c / ^ ^ .  (4 .5 5 )

Согласно этой теории, в изотермической атмосфере будет иметь 
место поток тепла, направленный вниз, так как в такой атмосфере 
потенциальная температура возрастает с высотой. Конечным резуль
татом вихревого теплообмена является выравнивание потенциальной 
температуры.

У р а в н е н и е  Б р е н т а .  Брент вывел уравнение турбулентной 
теплопроводности для атмосферы, которое очень близко к уравне
нию (4 .54 ). Его анализ заключается в следующем.

Предполагается, что типичный вихрь, который пересекает уровень 
Z, возник на уровне z  —  /, где он имел среднюю температуру 
окружающей среды. Таким образом, если Т (z) является средней 
(абсолютной) температурой воздуха на уровне г , то первоначальная 
температура вихря была

Tiz~l)^T(z)-l§.
Если вихрь движется от z — / до г  без потери или приобрете

ния тепла из-за смещения или проводимости, то его температура 
изменяется благодаря изменению давления на величину Г/, где Г  — 
адиабатический температурный градиент. Таким образом, температура

вихря на уровне z—T —  / Г j и теплосодержание воздуха, ко

торый проходит через единицу горизонтальной поверхности в еди
ницу времени, есть

поскольку pw ' является потоком массы через единицу площади. 
Если рассматриваемая поверхность представляет собой изобарическую 
поверхность, то полный перенос воздуха за достаточно большой 
период должен равняться нулю. Осреднив приведенное выше выра
жение на достаточно большой площади и за достаточно длинный пе
риод времени, получим выражение для результирующего, направлен
ного вверх потока тепла через единицу площади за единицу вре
мени

' дТ  ,
—  с pw'l дг

Длина I  может теперь рассматриваться как путь смешения, а вели
чина w'l —  как вихревая температуропроводность. Следовательно, 
поток тепла через изобарическую поверхность есть

q = - K { z ) C p p [ §  +  v ) .  (4 .5 6 )
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приращение тепла между р  и p-\ -dp  есть

др ‘̂ p = т , K ( z ) c , f [ § + r dz

J  d T  , dT
и это должно равняться Cppdz отсутствии сред

него движения. Таким образом, перемещение тепла по вертикали над 
большой плоской поверхностью описывается уравнением

дг
l i -  
р dz

f K ( z ) [ § + T (4.57)

Если пренебречь изменением р с высотой, то уравнение (1 .57) 
принимает вид

dt ' 'д г

Это и есть уравнение Брента. Если К  (г) 
нение (4 .5 8 )  сводится к

дТ__г.д^Т 
dt дг2 '

(4 .5 8 )

■ / С =  const, то урав-

(4.59)

Разность между двумя этими выражениями для потока тепла КСрР-^

и КСрР ( ^  + 1 ')  ® нижних слоях атмосферы небольшая (для

Z •< 100 м), поскольку на этих высотах 9 ~  Г - } -  Г г . В большинстве 
случаев уравнения (4 ,54) и (4.58) неразличимы, и в обеих теориях 
поток тепла направлен из области с высокой потенциальной темпе
ратурой в область с низкой потенциальной температурой.

П р е о б р а з о в а н н ы е  у р а в н е н и я .  Представленная выше 
теория создает некоторые трудности. Согласно указанным уравне
ниям, общее действие турбулентного перемешивания —  это ослабле
ние до нуля градиента потенциальной температуры таким образом, 
что атмосфера в целом должна стремиться к состоянию с постоян
ной потенциальной температурой по вертикали. Наблюдения показы
вают, что, наоборот, потенциальная температура обычно возрастает 
с  высотой в свободной атмосфере, а средний градиент меньше, чем 
адиабатический температурный градиент, В нижних слоях атмос
феры трудности для наблюдений возникают из-за небольшой вели
чины разности температур, соответствующей адиабатическому темпе
ратурному градиенту, но здесь снова имеются указания, что гради
енты, наблюдавшиеся в пасмурные ночи с ветром, меньше, чем адиаба
тические —  состояние, которое, на основании вышеописанных теорий, 
не могло быть достигнуто турбулентным перемешиванием. Анализ 
уравнений Тейлора и Брента, строго говоря, применим только к вы
нужденной конвекции; ни одной попытки не предпринято, чтобы 
учесть действие горизонтальных неоднородностей температуры,
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которые могут дать повод вертикальным движениям. Предполагается, 
что вертикальная скорость перемещает элемент воздуха со средней 
температурой начального уровня. Это аналогично предположению, 
что процесс смешения не зависит от местных возмущений темпера
туры и возникает исключительно благодаря динамической неустой
чивости. В нижних слоях атмосферы всегда имеются горизонтальные 
градиенты температуры, и элемент воздуха, имеющий температуру 
более высокую или более низкую, чем окружающая среда, может 
подниматься или опускаться только по этой причине.

Как указано выше, имеются основательные причины полагать, что 
перенос тепла в атмосфере связан обычно как с вынужденной, так 
и со свободной конвекцией, но очень трудно (если не невозможно) 
определить вклад каждого типа переноса в полный поток, за исключе
нием некоторых частных случаев. В последние годы было несколько 
попыток пересмотреть проблему, , а именно Эртелем, Пристли и 
Свинбэнком.

Эртель считает, что поток тепла в атмосфере определяется 
градиентом абсолютной температуры, как в твердом теле или несжи
маемой жидкости. Его аргументы оспариваются Прандтлем, и во
прос об их справедливости остается нерешенным.

В своей работе, которая во многом сходна с работой Эртеля, 
Пристли и Свинбэнк предполагают, что типичный вихрь был послед
ний раз в покое на расстоянии I ниже фиксированного уровня z. 
Это означает, что w' к I имеют всегда тот же знак. Когда вихрь 
находится в покое, то предполагается, что он имеет там избыток 
температуры 7"  относительно средней температуры Т (z —  /) своего 
уровня. Если температура вихря при движении меняется адиаба
тически от Z —  I до Z, то

f i z )  +  T ' i z ) = T i Z  —  l ) - \ - T " - V l ^ T { z ) - l ^ ^ j - \ -  Т "  - V I

и, таким образом, _

T'(z) =  T"-l[  ̂+  V

Средний поток тепла через уровень z  при обычных обозначениях, 
таким образом, есть

q  =  c.pw 'T  =  с_р ■ w ' l ( § + V )  +  w'T''

Первое слагаемое в этом выражении для потока выведено Брен
том, оно означает, что поток тепла направлен из областей высокой 
в области низкой потенциальной температуры. Второе слагаемое не 
зависит от градиента потенциальной температуры и выражает дейст
вие, аналогичное свободной конвекции, состоящее в том, что для 
более теплых вихрей ( Г " > > 0 )  имеется тенденция подниматься 
вверх {w' 0), этот член существенно положительный. Пристли и
Свинбэнк указывают на первый тип переноса как на механическую
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турбулентность и на второй —  как на конвективную турбулент
ность.

Член w'T"  не может быть измерен непосредственно, а его» 
значение может быть только выведено. Однако даже небольшая кор
реляция между w' и Т"  сделала бы w 'T"  величиной сравнимой; 
или даже больше чем w'T'. Таким образом, согласно этой теории, 
результирующий поток тепла из областей низкой в области высоко» 
потенциальной температуры возможен. Этим путем Пристли и Свин- 
бэнк находят объяснение для некоторых макрометеорологических. 
явлений, которые не объясняются прежними теориями, однако трудно^ 
судить, насколько снижается убедительность аргументов тем, что> 
в расчет не принимается радиация.

Анализ механизма переноса тепла, данный Пристли —  Свинбэнком,. 
должен рассматриваться как первая попытка разрешения проблемы: 
переноса тепла при наличии свободной и вынужденной конвекций. 
Основная критика, которой следует подвергнуть этот анализ (а также 
многие существующие в настоящее время теории), заключается: 
в том, что он (анализ) ведет к слишком буквальному толкованию 
слова „вихрь".

„Средняя температура" на любом уровне является математической 
абстракцией, зависящей от периода наблюдений (стр. 7 5 ) , а понятие 
вихрь как изолированная частица воздуха, которая движется верти
кально, а ее температура отличается от средней температуры среды 
в зависимости от расположения начального уровня, нуждается?; 
в физическом обосновании. Частица воздуха начинает двигаться под. 
влиянием архимедовых сил, когда ее температура отличается на 
некоторую конечную величину от температуры окружающего воз
духа (см. стр. 141), а последняя может совпадать или не совпадать- 
со средней температурой, о которой идет речь в математическом 
анализе проблемы. Главную ценность этой работы составляет тот 
факт, что она указывает на возможность диффузии тепла, обуслов
ленной в некоторых случаях факторами, отличными от неустойчи
вости, связанной с градиентом средней скорости.

4. 8. Теория пути смешения при свободной конвекции

Ясные летние дни часто сопровождаются слабыми ветрами, ш 
в этих условиях вблизи поверхности земли существуют вертикаль
ные потоки термического происхождения, распространяющиеся до̂  
значительных высот в атмосфере. (Такие потоки знакомы плане
ристам и, очевидно, ощущаются и используются большими птицами,, 
парящими в поисках добычи.) В таких условиях перенос тепла, 
в атмосфере вызван главным образом движениями, обусловленными! 
архимедовыми силами.

Уже указывалось, что перенос тепла с поверхности благодаря; 
свободной конвекции, вообще говоря, не является действительным- 
диффузным потоком. Возможно, однако, достигнуть некоторого прог
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ресса в проблеме переноса тепла в более низких слоях атмосферы 
в жаркий спокойный день благодаря введению понятий, подобных 
использованным в обычной теории диффузии (Сеттон).

Подъемная сила нагретых масс послужила бы поводом для очень 
больших вертикальных скоростей, если бы не было постоянной 
деградации кинетической энергии благодаря дроблению на более 
мелкие вихри. Этот факт позволяет анализировать перенос тепла 
в  спокойный день как функцию пути смешения, соответствующего 
всплывающим объемам.

Анализы могут быть доведены до конца двумя путями. Первый 
метод связан с использованием выражения Тейлора для рассеяния 
энергии в зависимости от масштаба турбулентности при изотропиче- 
ской турбулентности [уравнения (3 .6 6 ) и (3 .6 7 )]. Интенсивность 
конвекционных струй опцеделяется балансом между скоростью 
дробления начальных масс в мелкие вихри и скоростью уменьшения 
гравитационной потенциальной энергии. Средняя скорость уменьшения 
кинетической энергии турбулентности W  благодаря действию вяз- 
жости дается выражением

1 1 7 =  const (4 .6 0 )

тде W —  средняя вертикальная компонента мгновенной скорости

■да =  w ’’̂ ) и Z. — масштаб турбулентности.
Когда воздух, перегретый на величину Д Г  по сравнению с темпе- 

фатурой окружающей атмосферы, движется вверх со скоростью w, 
то скорость уменьшения потенциальной энергии на единицу объема 

■есть

p w g ^ , (4 .6 1 )

где Г  — средняя абсолютная температура не нагретого воздуха, пола- 
огаемая здесь постоянной. Если конвективные потоки сохраняют свою 
индивидуальность на расстоянии L, то Д Г  может полагаться про- 

дТ
яорциональной —L  на основании обычных аргументов теории

шути смешения. Отсюда из (4 .6 0 )  и (4 ,6 1 )

== const (4 .6 2 )

•и коэффициент перемешивания для тепла K {z) =  wL  может быть 
представлен как

/C(2) =  c o n s t L 2 | / - ( - f g ^ )  . (4 .63 )

Это выражение получено на основании принципов Тейлора. 
Другим путем тот же результат следует из представлений о мо

дели движущихся масс. Если нагретая масса имеет характерный ли-

'нейный размер L, то сила Архимеда пропорциональна При
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■пробивании через холодный воздух масса испытывает сопротивление, 
«ропорциональное Установившаяся скорость движения рас
сматриваемой массы может происходить, если сила Архимеда равна 
<силе сопротивления. Это немедленно дает уравнение (4 .62) для w.

Применяя выражение (4 .6 3 ) к атмосфере, Сеттон заменяет гра
диент абсолютной температуры разностью между наблюденным гра
диентом и адиабатическим. Оправданием этого шага является ис
следование Джеффриса, который показал, что при не очень больших 

^разностях плотности в сжимаемой жидкости вполне возможно исполь
зовать потенциальную температуру (или, с достаточной степенью 
приближения, отклонение температуры от адиабатического распре
деления) вместо абсолютной температуры. Определенное возмущение 
температуры производит в первом приближении то же действие на 
движение несжимаемой жидкости, что и на движение сжимаемой. 
Таким образом, в условиях выраженной свободной конвекции

К  ( г )  =  const Z. -̂‘У  [ - 4 г 1 ^ - 1 - Г 1  

Э то выражение может быть приближенно заменено

K { z )  = i f + r (4 .6 4 )

где I —  путь смешения для температуры, равный

Г
‘и = -

D+"^dz.
З а в и с и м о с т ь  м е ж д у  д л и н о й  п у т и  с м е ш е н и я  д л я  

т е м п е р а т у р ы ,  в е р т и к а л ь н о й  с к о р о с т ь ю  и к о э ф ф и ц и -  
■ентом п е р е м е ш и в а н и я .  Если вертикальный поток тепла q не 
зависит от высоты, то существует некоторая простая зависидюсть 
между W, К  (z) тл Т .

И з (4 .6 4 )

Ш оток тепла дается следующим выражением;

или

к  (2) =  const

Аналогично;

■гг» =  const/ 3
Н ’

(4 .6 5 )

(4 .66 )
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(?7 '-}- Г  — const/^y^ , (4 .6 7 )

F  == c o n s t . ( 4 .6 8 )

Эти соотношения были использованы при анализе свободной кон
векции в нижних слоях (см. стр. 247).

4. 9. Влияние градиента плотности на турбулентность

При изучении атмосферной турбулентности возникают огромные 
трудности вследствие того, что градиент плотности в нижних слоях 
атмосферы в ясную погоду подвержен хорошо выраженным суточным 
колебаниям. Это ясно видно из смены падения температуры с высо
той днем, инверсией — ночью и соответственно усилением и ослабле
нием порывистости. Трудно воспроизвести полностью подобные явле
ния в аэродинамической трубе, так что опытные данные в основном 
ограничены измерениями в нижних слоях атмосферы или в море с неиз
бежной потерей точности и надежности из-за отсутствия контроля.

К р и т е р и й  Р и ч а р д с о н а .  Фундаментальным исследованием 
действия силы тяжести в гашении турбулентности в жидкости раз
личной плотности является исследование Л. Ф. Ричардсона. Анали» 
Ричардсона основан на том принципе, что на стадии, когда движение 
граничит с ламинарным, кинетическая энергия флюктуаций будет воз
растать или уменьшаться соответственно тому, превосходит ли или 
остается ниже скорость поступления энергии от осредненного движе
ния (благодаря напряжениям Рейнольдса) той скорости, с которой 
вертикально движущиеся массы жидкости совершают работу в грави
тационном поле.

Критерий наиболее просто выводится следующим образом 
Объем воздуха, начинающий двигаться благодаря турбулентным

д т
пульсациям с уровня z — I, имея температуру Т {Z — 1 ) ^  Т — I 
движется без смешения к новому уровню z.  На новом уровне его- 

температура Т’ — а избыток плотности над окружающей

средой на этом уровне Так как объем тяжелее, чем

окружающая среда, то он испытывает силу, направленную вниз„ 
равную

на единицу объема. Скорость потока жидкости, направленного вверх^ 
на единицу площади w', таким образом, средняя скорость работы

> См. Брент.

4
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против силы тяжести на единицу объема

В  этом выражении величина w'l  может быть отождествлена 
с  коэффициентом турбулентности

Работа, совершенная напряжениями Рейнольдса на единицу объема,
€ С Т Ь

да
дг

тде X —  вихревое касательное напряжение, отнесенное к единице 
ллощади, /Сд, — вихревая вязкость и и —  средняя скорость, нормаль-

шя  к оси Z. По принципу Ричардсона, если рЯ (2, t) — средняя энер
гия турбулентности единицы объема на высоте Z, то

dt — г  \(?z +  у

К■м g \dz} + Г

Кн т
Поскольку Kfj ди

\ д г) существенно положительно и отлично от нуля

дЕ(исключая случай, когда в =  постоянной), знак 

сбудет ли безразмерное число

(д Т

Ri

dt зависит от того,.

' (F\дг

<9 — потенциальная температура), называемое числом Ричардсона Ri, 

«больше или меньше, чем отношение т;Д .

В  своем исследовании Ричардсон допускал и утверждал,
что слегка турбулентное движение {Е отлично от нуля) остается 
турбулентным, если R i< ^ l ,  и перейдет в ламинарное движение, 
«если Ri >  1. Это означает, что существует критическое значение 
числа Ричардсона. В рассмотренном случае оно равно единице.

Из вышеприведенного анализа следует, что необходимым усло
вием для гашения турбулентности градиентом плотности является то,

что потенциальная температура должна возрастать с высотой >  0  ̂ ,

но это условие недостаточно. Турбулентность может существовать
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при инверсии потенциальной температуры, если достаточно ве

лико. В  метеорологии хорошо известен факт, что в ясную ночь 
скорость ветра в слоях, примыкающих к земле, обычно очень низка,, 
тогда как ветер на более высоких уровнях остается сильным. Быстрое 
понижение плотности с высотой благоприятствует существованию» 
большого градиента скорости, а это возможно только тогда, когда! 
турбулентный обмен в приземных слоях падает до малого, значени® 
или вовсе затухает.

Физическая интерпретация критерия Ричардсона также ясно видна 
из следующего грубого вывода. Вертикальная скорость воздуш
ных масс с характерным линейным размером движущихся с ко
нечной скоростью, есть

w , =  const | > 0

[уравнение (4 .62)]. Энергия этого движения на единицу объема

K  =  c o n s t p / ^ f | .

Энергия вертикального компонента турбулентных скоростей^ 
возникающих из неустойчивости, связанной с градиентом средней 
скорости на единицу объема, есть

где —  путь смешения для количества движения, по определению» 
Прандтля. Отношение этих энергий

fwl / /, ■ 2
- =  const ^ ) - И .  (4.6!)>

V
критерий Ричардсона получается теперь при предположении, что> 

„постоянная* в уравнении (4 .69) равна единице и что =  Е сл» 
энергия, связанная с градиентом плотности который в данном
случае стабилизирует движение больше чем энергия, поступающая( 
благодаря неустойчивости среднего движения так 4 T o R i > l „
турбулентность будет убывать, и если имеет место обратное явле
ние (R i< ^ l) ,  то турбулентность сохранится.

Проблема устойчивости движения в присутствии градиента плот
ности обратила на себя внимание математиков. В  1931 г. Тейлор» 
опубликовал отчет о некоторых ранее проведенных исследованиях 
по этому ■ предмету и достиг определенного результата для безгра
ничной жидкости, в которой плотность изменяется по вертикал» 
соответственно закону р =  Ро ехр ( —  Рг), а скорость —  соответ
ственно м == «о +  где Z — 0 —  некоторый условный уровень

(нетвердая граница), так что р =  —  ( ^ г )   ̂ ® такой

174



жидкости могут существовать прогрессирующие внутренние волны, 
если

gp V р У \dz) ,  1 
/duV 4 ’
(§)■'

но никакие волны, прогрессирующие или экспоненциально неустой-

чивые, не могут существовать неограниченно, если

Этот результат применим только для жидкости безграничной про
тяженности. Устойчивость движения вблизи твердой границы при 
наличии градиента плотности была исследована Шлихтингом, а также 
Толмином в работах по устойчивости пограничного слоя в изотер
мической вязкой несжимаемой жидкости (см. гл. 3 ) . В  этом случае

было найдено, что критическое значение ^  зависит от числа Рей-

иЬ л, инольдса —  и от числа Фруда ^̂ г̂-===г (о =  толщина пограничного

слоя). Для больших чисел Рейнольдса и малых чисел Фруда (соот
ветствующих условиям в атмосфере, где 8 велико) Шлихтинг нашел,.

что ^  не должно превышать 0,0409, если турбулентность сохра

няется.
Самым поздним является исследование Кольдера, пересмотревшего 

методику Ричардсона, в которой некоторые члены были опущены, 
так как предполагалось, что они пренебрежимо малы в состоянии 
перехода к ламинарному движению.

Уравнение Кольдера

-  dE -
Р dt

д_ 
дг

где Ф представляет диссипацию энергии благодаря вязкости. Отличие 
от зфавнения Ричардсона состоит главным образом в существовании 
последнего члена, который представляет работу, совершаемую пульси
рующими градиентами давления в вихревом движении. Кольдер заклю
чает, что в атмосфере с адиабатическим распределением температуры

при установившихся условиях =  o j члены, опущенные Ричардсо

ном, точно уравновешивают величину трансформации энергии сред
него движения в вихревую энергию. Из полученного выражения сле
дует, что если =  Kfj,  то критерий должен быть написан в такой 
форме, что турбулентность будет затухать, когда

Ш >  1 —  а ,
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гд е а  — некоторая положительная величина, значение которой не 
«было определено.

Попытки проверить критерий Ричардсона для нижних слоев 
.атмосферы не имели успеха и можно сомневаться в существовании 
•единственного значения, применимого для всех типов поверхностей 
(см. гл. 7 в результатах экспериментальных работ). Возможно, что 
(Некоторые из этих отклонений возникают из природы обтекаемой 
ловерхности.

Определение числа Ричардсона для тонких слоев, прилежащих 
ж поверхности, бросает некоторый свет на этот вопрос. В ясную 
«очь температурная инверсия начинается от поверхности земли; таким 
•образом, в ранних стадиях затухания турбулентности движение, 
граничащее с ламинарным, устанавливается в тонком слое относи- 

-тельно плотного воздуха вблизи земли. В  пределах такого слоя 
градиенты скорости и температуры могут полагаться постоянными 
с  высотой без серьезной ощибки, так что производные могут заме
няться конечными разностями, деленными на толщину слоя (8). Таким 
■образом, в слое (О, 8)

в  ламинарном движении
чи 1ди\ 2

иь) 4
гд е Сд —  коэффициент поверхностного трения, определенный соотно-

:я

•шением

Первая группа членов в выражении (4.70) является числом Грас- 
софа и, таким образом, при близком к ламинарному движению у по- 
шерхности земли

R i ; ^ l G r q , .

Измерение коэффициента поверхностного трения у земной поверх- 
шости показывает, что вообще Со не зависит от скорости, но изме
няется в зависимости от характера поверхности (см. гл. 7 ). Из общих 
физических соображений можно ожидать, что турбулентность гораздо 
легче затухает над относительно гладкой поверхностью, чем над 
поверхностью, покрытой большими неровностями. Поэтому вероятно, 
но не установлено, что критическое значение Ri зависит от шерохо
ватости поверхности земли. Результат Шлихтинга и Рейхарда для 
.движения вблизи гладкой поверхности не противоречит заключению
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Ричардсона о том, что турбулентность вблизи деревьев ослабляется, 
когда Ri >  1, но в целом этот вопрос требует более глубокого изу
чения, прежде чем может быть получена подробная картина процесса 
затухания турбулентности благодаря градиенту плотности.

С теоретической стороны до сих пор нет полного, заслуживаю
щего доверия исследования действия градиента плотности на про
филь средней скорости и на пульсацию скорости. Из наблюдений, 
проведенных вблизи земли, точно установлено, что при возникнове
нии инверсии градиент скорости возрастает и приближается к постоян
ной величине (линейный профиль скорости), но еще не найдено 
теоретическое выражение, которое устанавливает соотнощение между 
профилем скорости и профилем температуры. В период инверсии 
величина колебаний скорости значительно уменьшается, иногда до 
полного исчезновения, но здесь снова нет теоретического соотноше
ния, которое направило бы экспериментатора.

Проблемы диффузии при разных температурных градиентах, 
исследовались в направлении, указанном Сеттоном, при этом про
филь скорости выражается степенным законом высоты, а показа
тель степени рассматривается как функция температурного градиента. 
Вблизи земли средняя скорость может быть выражена приблизи
тельно в форме

где K j— скорость на фиксированном уровне z — ẑ .̂ При больших 
температурных градиентах т  мало, а при глубоких инверсиях т 
увеличивается до единицы. Такие изменения в форме профиля сред
ней скорости указывают на влияние градиента плотности на передачу 
количества движения, и можно предположить, что другие диффун
дирующие качества, такие как концентрация вещества, подвергаются 
такому же действию. Таким образом, можно получить представление
о действии градиента плотности на диффузию. Эта проблема под
робно рассматривается в гл. 8.
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Г Л А В А  5

РАДИАЦИЯ

Земля получает основное количество тепла от солнца; другие 
небесные тела участвуют в нагревании земли незначительно. Теоре
тический анализ температурного режима поверхности земли и непос
редственно прилегающей к ней атмосферы должен, таким образом, 
включать детальное изучение солнечной энергии, однако это не будет 
являться полным содержанием проблемы. Поверхность земли в свою 
очередь излучает в атмосферу и мировое пространство, при этом 
оказывается, что водяной пар, обычно находящийся в атмосфере, 
способен сильно поглощать и излучать радиацию в определенных дли
нах волн спектра земной радиации. К тому же солнечный луч под
вергается диффузному рассеянию молекулами воздуха и взвешен
ными частицами, что обусловливает образование так называемой 
радиации неба. В  то же время значительное количество радиации 
связано с отражением от облаков, снега и водных поверхностей. 
Атмосфера, таким образом, пронизывается комплексом лучей, часть 
из которых проходит ее с небольшим поглощением, но при значи
тельном рассеянии и отражении; другая часть лучей замечательна 
тем, что включает так называемую длинноволновую радиацию, 
постоянно поглощаемую и вновь излучаемую. Точная математическая 
трактовка этого очень сложного поля едва ли может быть дана, так 
как мы имеем здесь дело с такими нерегулярно меняющимися вели
чинами, как количество облаков, содержание водяного пара и сте
пень загрязнения атмосферы.

Радиация, проходя сквозь атмосферу, воздействует на метеороло
гические процессы благодаря ее свойству передавать энергию воз
духу и земле. Эта энергия проявляется в первую очередь как тепло. 
Сложность метеорологических проблем возникает часто вследствие 
того, что радиация не является монохроматической, и поглощение 
атмосферой значительно изменяется с длиной волны и частично из-за 
неизбежных изменений в среде. Следовательно, при анализе различ
ных процессов надо принимать во внимание такие факторы, как 
спектры первой и второй радиации в атмосфере, а также селектив
ность переноса и поглощения лучей при различных состояниях атмос
феры и поверхности земли.
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5, 1. Основные зависимости

Основные законы радиации изложены здесь кратко, для справок. 
В  этой книге они не будут подробно обсуждаться и для более глубо
кого ознакомления с ними читателю рекомендуется обратиться 
к специальным трудам.

1. Е д и н и ц ы .  Интенсивность радиации  определяется как 
количество энергии, получаемой в единицу времени единицей поверх
ности, и может быть выражена в эрг см~^ с е к ." '.  В  метеорологии 
эта величина обычно выражается числом калорий на квадратный 
сантиметр в минуту. Следует иметь в виду приведенные ниже зави
симости

1 г кал.~^ мин.~' =  4, 19 • 10  ̂ эрг cм''^ мин.~’ =  6 ,97  • 10~^ вт см ~^.

2. О п р е д е л е н и е  ч е р н о г о  т е л а .  Интенсивность радиации, 
испускаемая телом, является функцией длины волны радиации, абсо
лютной температуры тела и площади излучающей поверхности. Для 
данной температуры, длины волны и площади поверхности интен
сивность имеет верхний предел. Тело, которое излучает для каждой 
длины волны максимальную интенсивность радиации, называется 
полны м  излучат елем , или черным т елом. Необходимо отметить, 
что последнее название не имеет отношения к естествённому цвету 
тела.

3. З а к о н  К и р х г о ф а .  Отношение интенсивности излучения 
(интенсивность радиационного излучения) к абсорбции (поглощен
ная часть радиации) тела есть универсальная функция длины волны 
и абсолютной температуры. Для черного тела это отношение равно 
интенсивности излучения. Из этого следует, что каждое тело погло
щает радиацию точно таких же длин волн, которую оно способно 
излучать при той же температуре. Характер и интенсивность радиа
ции черного тела зависит только от абсолютной температуры 
тела.

4. 3  а к о н С т е ф а н а .  Черное тело при абсолютной температуре 7\, 
помещенное в однородную среду с абсолютной температурой 
получает или теряет энергию в количестве

( 5 1 )

где о — абсолютная постоянная, равная 5 ,7 7 - lG ~ S p r см“  ̂ сек.~*.
5. Ф о р м у л а П л а н к а , . Радиация Е  (X, длины волны,

лежащей между 1  и X-rf- rfX, которая излучается единицей поверх
ности черного тела при абсолютной температуре Т, дается выра
жением

Е  (X, ^)'rfX =  q l-® (e x p  ^  — l ) - ‘ dk эрг с е к . - ' ,  (5 .2 )

где и Сз —  постоянные.
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6 . З а к о н  с м е щ е н и я  В и н а .  Из формулы Планка следует,
что

T)=^f{\T). (5 .3 )

Функция / (X T ’) равна нулю при Х =  0 и при Х->-оо и достигает 
максимума при длине волны которая выражается уравнением
Вина

Х „ з , Г = 2 9 4 0 ,  (5 .4 )

где X — измерена в jj,= = 10~ * см и Г  в ®К.
К о р о т к о в о л н о в а я  и д л и н н о в о л н о в а я  р а д и а ц и я .  

Солнце можно принять как черное тело, поверхность которого из
лучает при температуре около 6000 °К.

Из законов Планка и Вина следует, что максимальная интенсив
ность солнечной радиации находится около 0 ,5  [j. и почти все сол
нечное излучение содержится между 0 ,15  и 4 [х. Поверхность земли 
приближенно можно также считать черным телом, излучающим при 
температуре 300 ®К. Максимум интенсивности радиации земли при
ходится на длину волны около 10 (х, границы спектра излучения 

, лежат около 3 и 80 [х. Фактическое несовпадение этих двух спектров 
дает возможность провести заметное различие между корот ковол
новой солнечной радиацией  и длинноволновой земной р а 
диацией.

Р а д и а ц и о н н ы й  б а л а н с .  Поскольку не наблюдается замет
ного накопления или потери тепла землей и атмосферой, количество 
приходящей радиации должно балансироваться с количеством уходя
щей. Значения составляющих этого баланса по-разному оцениваются 
авторами, и этот вопрос более относится к климатологии, чем 
к микрометеорологии. Имеются следующие значения баланса, под
считанные Бауэром и Филлипсом [1] и уточненные Мёллером [2 ]. 
Около 48®/о приходящей солнечной радиации достигает поверхности 
в виде прямой (27®/о) и рассеянной радиации неба (16®/о). Около 
42®/о теряется в мировое пространство, главным образом путем пря
мого отражения от облаков и поверхности земли, и около 15®/о 
поглощается атмосферой. Таким образом, для того чтобы поддер
живался баланс, 587о от приходящей радиации должно излучаться 
поверхностью земли и атмосферой в виде длинноволновой ра
диации.

Чистая уходящая радиация от поверхности земли составляет 

около части приходящей радиации, а полная интенсивность из

лучения поверхности равняется около 120®/о приходящей солнечной 
радиации. Из этой величины должна быть вычтена обратная радиа- 

а д я  от атмосферы (противоизлучение атмосферы) к поверхности, 
-«Оставляющая около 96®/о приходящей радиации. Разница составляет

9 1
24®/о, из которых около —  вновь поглощается атмосферой и —О О
теряется в мировое пространство.

181



Одной радиации недостаточно, чтобы обеспечить тепловой- ба
ланс поверхности, так как имеется внутренний перенос энергии 
турбулентным перемешиванием и перенос тепла от поверхности 
к атмосфере испарением и последующей конденсацией на более вы
соких уровнях. В  целом поверхность земли теряет почти равное 
количество энергии излучением и переносом водяного пара, и эта 
потеря почти полностью восполняется приходящей радиацией, прямой 
и рассеянной. Количество тепла, связанное с турбулентным переме

шиванием, мало и, вероятно, менее ^  части приходящей от солнца 

радиации.

5. 2. Коротковолновая радиация

С о л н е ч н а я  п о с т о я н н а я .  Измерения солнечной радиации 
часто выражаются в значениях солнечной постоянной, определенной 
как интенсивность радиации солнца на половинном расстоянии от 
земли, при предположении, что атмосфера отсутствует. На практике 
солнечная постоянная рассматривается как интенсивность солнечного 
потока на внешней границе земной атмосферы и определяется экстра
поляцией из измерений, сделанных на высокогорных станциях. При
нятое значение солнечной постоянной , Д ,|зУ

1,94 кал. см~^ мин.~\ (5 .5 )

С о л н е ч н ы й  с п е к т р .  Наблюдения показывают, что солнеч
ный спектр ограничен длинами волн, лежащими между 0 ,3  и 2 р.. 
Радиация длин волн ниже 0 ,36  (i обычно относится к ультрафиоле
товому, а радиация длин волн выше 0 ,76  ^ — к инфракрасному 
участкам спектра.

Спектр солнечного света имеет много линий поглощения, часть 
из которых вызвана составом солнечной атмосферы, а часть является 
следствием поглощения земной атмосферой. Почти полное отсутствие 
радиации длин волн меньше 0 ,3  р. обусловлено озоном, который 
имеет полосы поглощения между 0 ,2  и 0 ,3 2  и кислородом в верх
ней атмосфере. Из остальных составляющих атмосферы углекислый 
газ имеет две небольшие полосы поглощения в участках от 2 ,3  до 
3 ,0  [J. и от 4 ,2  до 4 ,4  [I и, следовательно, оказывает небольшое 
влияние на поток в целом. Кислород поглощает в участках спектра 
0 ,69  и 0,76 [J. —  эти полосы узкие и вызывают небольшую потерю 
энергии. Основное поглощение связано с наличием водяного пара 
в атмосфере, который имеет полосы поглощения в области длин 
волн 0 ,7 2 ; 0 ,8 1 ; 0 ,9 3 ; 1 ,1 3 ; 1 ,37 ; 1,89 и широкие полосы с цен
трами около 1,91 и 2,03 р..

Таблица 5, для Давоса, показывает процентное распределение 
солнечной энергии в различных длинах волн для некоторых месяцев.
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Таблица 5

Процентное распределение энергии солнечной радиации 
в различных длинах волн для полудня
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48 ,5

1,49
1.45
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1,35

Таким образом, около половины энергии, приходящей от солнца^ 
представляет собой видимый свет, и значительная часть радиации, 
около 40®/о, приходится на инфракрасную область спектра.

З а к о н  Б е е р а .  Соотнощение между солнечной постоянной и 
интенсивностью радиации, приходящей на земную поверхность, дает
ся законом Беера. Если I^q —  интенсивность после прохождения через 
слой единичной толщины, то интенсивность после прохождения через, 
слой толщиною в т  единиц будет

/  =  / о ^ '” .

Величина q  называется коэффициентом прозрачности. Вве
дением коэффициента ослабления а ,  которое определяется выра
жением

а  =  — 1п^, (5 .6 )
получаем закон Беера

/ =  /цехр ( — а/п). (5 .7 )

Воздушная масса, через которую проходит луч, обычно выра
жается через некоторый фиксированный стандарт, за который условно 
принимается т =  \, что относится к состоянию, когда солнце нахо
дится в зените, а точка наблюдения — на уровне моря. Для других 
положений солнца т  пропорционально секансу зенитного расстояния.

Закон Беера действителен только для монохроматического по
тока; для радиации, охватывающей широкий ряд длин волн, коэф
фициент ослабления понижается с увеличением толщины воздушной
массы. Коэффициент ослабления может быть выражен в виде

а  =  4 -  +  wa^,

где Cg. — коэффициент рассеяния для молекул воздуха, — коэф
фициент рассеяния для сухих частиц, — коэффициент поглощения 
для водяного пара, да и s  —  относительное содержание водяного 
пара и частиц соответственно.
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Значение дается хорошо известным выражением Релея

323̂ 3 (и- 1 ) 2

где N  —  число Лошмидта, п — коэффициент рефракции для сухого 
воздуха и X —  длина волны. Формула может быть применена к воз
духу, содержащему отдельные твердые частицы, диаметр которых 
меньше, чем длина волны света, подвергающегося рассеянию.

М у т н о с т ь .  Количество радиации, падающей на единицу пло
щади земной поверхности, зависит от ряда астрономических факто
ров, таких как солнечная постоянная, широта места и время дня и 
года. Все это может быть учтено сравнительно простыми подсчетами. 
Фактор, который остается не учтенным — прозрачность атмосферы,—  
является наиболее неприятным. Линке предложил выражать колеба
ния прозрачности, обусловленные содержанием водяного пара и 
пыли, введением так называемого „фактора мутности“ (Tmbungs- 
fa k to r )  Т, который определяет отношение полного коэффициента 
ослабления к коэффициенту ослабления только для одного молеку
лярного рассеяния, каким оно дается формулой Релея. Таким об
разом,

7 = - =  1 4 - ^ - f .
S g g

Комбинируя это выражение с законом Беера, получаем соотно
шение

или

2,303

Аналогичная величина коэффициента мутности  была опре
делена Онгстремом.

Фактор мутности, как это и можно было предполагать, показы
вает заметное изменение со временем и местом. Обычно наблюдается 
резко выраженное годовое колебание с максимумом летом и мини
мумом зимой, но наибольшие изменения связаны с колебаниями 
загрязнения атмосферы. Чистый горный воздух на Цугшпитце (2962 м) 
показывает наибольшие годовые колебания от 7" = 1 , 8  до 7’ =  2,1, 
в то время как на Кью, вблизи Лондона, фактор мутности от 4,1 
зимой повышается до 5,1 летом.

М е с т н а я  и н т е н с и в н о с т ь  с о л н е ч н о й  р а д и а ц и и .  
Если параллельный поток' радиации, падающий под углом Л к го
ризонтальной поверхности, имеет интенсивность / на поверхности, 
нормальной к лучам, интенсивность на горизонтальную поверхность 
определяется как

/' =  /sin/z.
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Интенсивность радиации солнца для небольшого ряда длин волн^ 
прошедшая через чистую атмосферу, изменяется как синус угла 
наклона солнца. Выражая угол наклона солнца через склонение 8  ̂
часовой угол солнца т: и широту места у, получим

Г  =  / (sin 8 sin 9 cos 8 cos 9 cos т).

Это простое соотношение не является точным вследствие того^ 
что поглощение радиации составными частями атмосферы зависит от 
длины волны. Исходя из закона Беера, q"‘ является функцией длины 
волны А, вследствие чего при низких высотах солнца короткие вол
ны испытывают значительно ббльшие потери, чем длинные волны. 
Высчитано для ультрафиолетовой области (к <  0 ,35  [х), что окол& 
38®/о энергии достигает поверхности земли при . солнце в зените w 
только небольшое количество (около 0 ,0 4 % ) достигает почвы при 
высоте солнца 7°. Значительно большие изменения наблюдаются дл 1̂ 
красного конца спектра

Длина пути солнечных лучей через атмосферу не является един
ственным фактором, воздействующим на годовые и дневные колеба
ния. На Давосе (1600  м) весной радиация превьшиет осеннюю 
при той же высоте солнца, и в летнее солнцестояние имеет места 
резкое падение максимума. С другой стороны, в Неаполе радиация 
наиболее интенсивна осенью, тогда как на Яве возрастание радиации 
происходит в ноябре, после сухого сезона Такое различие, ве
роятно, связано с повышением содержания пыли в атмосфере в сухую- 
погоду. Эти примеры показывают, что нельзя полагаться ни на 
один закон для выражения средней величины и дневных колебаний 
солнечной радиации для какого-то определенного места и времени. 
Хорошая погода вызывает проявление очень многих „местных* осо
бенностей.

Р а д и а ц и я  н е б а .  Земля получает тепло не только от прямого 
солнечного потока, но также и от коротковолновой радиации, рас
сеянной воздухом и составными частями атмосферы. Рассеянная ра

диация создает очень важный источник тепла для земной поверхно
сти, особенно в высоких широтах, где интенсивность прямой солнечной 
радиации значительно уменьшается в зимние месяцы. Для средних 
широт Кинг [3] и Траберт [4] оценивают рассеянную радиацию 
равной около 30— 40®/о от прямой солнечной интенсивности. Онг- 
стрем [5] в табл. 6 приводит значения распределения суммарной 
радиации (солнца и неба) по ее составляющим— прямой и рассеян
н о й — для Стокгольма (за 1 9 0 5 — 1926 гг .).

Цифры этой таблицы ясно показывают большое значение рассеян
ной радиации неба в поддержании температуры поверхности земли 
в течение зимних месяцев.

1 Hann-Sttring „Lehrbuch der Meteorologie*, 5 th ed„ p. 51, Leipziq, 1937.
2 S h a w ,  Manual of Meteorology, Vol. II, Cambridge, 1930.
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Таблица 6

Распределение приходящей коротковолновой радиации 
для Стокгольма, 1905—1926 г. (проценты)

Радиация I И III IV V VI VII VIII IX X XI XII

«Солнца.......................... 37 44 57 73 77 76 81 74 66 48 23 13
Н еб а.............................. 63 56 43 27 23 24 19 26 34 52 77 87

Онгстрем предложил эмпирическую формулу для выражения за
висимости радиации неба от действительного количества облаков

Q ,  =  Q . ( 0 , 2 3 5 + » - ^ ) .

где —  суммарная приходящая коротковолновая радиация в тече
ние данного периода, —  суммарная радиация для безоблачного 
неба, п  —  период ясной, солнечной погоды, N  — максимально воз
можный период ясной, солнечной погоды.

Для /г =  0 имеем случай совершенно облачного неба и тогда

Q^ =  0,235Qo-

Таким образом, при пасмурном небе приходящая коротковолно
вая радиация в среднем равна около четвертой части радиации при 
безоблачном небе.

О т р а ж е н н а я  к о р о т к о в о л н о в а я  р а д и а ц и я .  А л ь б е д о .  
Значительное количество коротковолновой радиации подвергается 
отражению и рассеянию и теряется в мировом пространстве. Наиболее 
эффективными отражательными поверхностями являются облака, вода, 
•снежные и ледяные поля. Для очень небольшого элемента шерохо
ватой поверхности луч солнца подвергается диффузному отражению, 
и часть падающей энергии рассеивается во всех направлениях. Для 
идеальной шероховатой поверхности количество отраженной энергии 
не зависит от направления приходящего потока, но для естественных 
поверхностей интенсивность отраженного луча есть функция направ
ления и угла падения приходящего потока. Для строгого определе
ния альбедо большой ровной поверхности, например поверхности 
почвы, представим себе небольшую горизонтальную вспомогательную 
ловерхность, установленную на некотором расстоянии от нее. Тогда 
а л ь б е д о  поверхности почвы (большой поверхности) определяется

как отношение где i — интенсивность радиации, проходящейI
вспомогательную поверхность по направлению вниз, а г  — интенсив- 
ность потока, направленного вверх. При этом предполагается, что 
обе поверхности не излучают. В  практике это условие сохраняется 
благодаря использованию прибора, чувствительного к коротковолно
вой радиации и нечувствительного к радиации с длиной волны 

больше 4 W. Прибор направляется приемной поверхностью к небу

,186



и к почве, и для определения альбедо берется отношение этих пока
заний.

Онгстрем [6] приводит результаты своих наблюдений, получен
ных таким прибором (пиранометром), а такж е результаты Люне- 
ланда [7 ] , Стактея и Вегенера [8 ] . Некоторые данные, полученные 
Онгстремом, представлены в табл. 7.

Таблица 7
Альбедо различных естественных поверхностей, по Онгстрему

Ровная почва, покрытая т р а в о й .................................................................0 ,2 5 —0,33
Ровная почва, горная п ор од а.........................................................................0 ,1 2 —0,15
П е с о к ....................................................................................... 0,18
Сухая черная з е м л я ..........................................................................................0, 14
С н е г.......................................................................................... 0,70—0,18

Измерения Онгстрема и подобные им наблюдения Стактея и 
Вегенера включают ближнюю инфракрасную радиацию солнца.

И з этих наблюдений можно сделать вы вод, что отражение длин
ных волн значительно больш е, чем суммарной радиации, которая 
содержит короткие волны. Этот результат может иметь некоторое 
биологическое значение, так как ночная радиация состоит из длин
ных волн и, как полагает Онгстрем, излучательная способность 
живых растений для длинноволновой радиации мала, то это обеспе
чивает естественное предохранение их от заморозков. Измерения 
Онгстрема показываю т, что мокрая почва обладает почти в два раза 
меньшей отражательной способностью , чем сухая.

Такая разница является следствием как поглощения красного 
конца спектра в тонком слое воды, так и главным образом след
ствием эффекта, возникающего и з-за  полного внутреннего отраж е
ния в пленке воды.

Облака являются очень действенными отражающими поверхностями, 
и Онгстрем для количества облаков п  дает выражение

Альбедо =  0 ,7 0 - j - 0 , 1 7 ( 1  —  л ) ,

показывающее, что 70*/о приходящей коротковолновой радиации 
отражается в мировое пространство при небе, полностью покрытом 
облаками. По мнению Онгстрема, для водных поверхностей, даже 
при наличии волн, формула Френеля для ровной поверхности и не- 
поляризованного света

S i n 2 ( i - r )  , t g 2 ( / - r ) ' 
L Sin2 (г -I- r) tg2 (i +  r)_

{ i  —  угол падения, г  — угол между нормальным и отраженным лу
чом) удовлетворительна для высот солнца не ниже 15°.

И з этого следует, что альбедо значительно изменяется с измене
нием направления падающего луча.

П о г л о щ е н и е  к о р о т к о в о л н о в о й  р а д и а ц и и  р а с т и 
т е л ь н о с т ь ю .  В  табл. 8 приведены данные Онгстрема [6] о транс
формации коротковолновой радиации зелеными листьями.
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Таблица 8

Влияние растительности на приходящую радиацию

Раннее лето—листья с высоким 
содержанием воды, %

Позднее лёто-глистья с низким 
содержанйем воды, %

Отражение
Поглощение
Прохождение

19
55.5
25.5

29
38
33

Влияние древесных насаждений на приходящую радиацию может 
быть Охарактеризовано следующим примером:

Приходящая коротковолновая радиация...................................г кал. см~^ мин.~*
На открытом м е с т е ....................................................................................................... 0 ,99
Тонкие стволы ................................................................................................... 0 ,0 4 —0,07
Толстые стволы . ...........................................................................................  0 ,007—0,01

Влияние высокой травы характеризуется следующими данными:

Приходящая коротковолновая р а д и а ц и я .......................... . г кал. см“  ̂ мин.~‘
На вершине травы 1 м в ы с о т о й ..............................................................................1,08
50 см над п о ч в о й ................................................................., .........................................1,04
10 см над почвой .................................................................! .........................................0 ,28
Поверхность почвы ........................................................................................................0, 19

Из представленных выше примеров видно, что при наличии 
плотного растительного покрова поверхность почвы, даже в безоб
лачный день, получает небольшую часть прямой и рассеянной ра
диации. Большое количество тепла, получаемое почвой, может быть 
следствием поступающих к ней потоков тепла, вызванных теплопро
водностью и турбулентным перемешиванием. Необходимо отметить, 
что из наблюдений, проведенных на лугу, нельзя заключить, что на 
поверхности земли дневные колебания солнечной радиации полностью 
такие же, как и измеряемые приборами, установленными в несколь
ких футах над поверхностью. Пренебрежение этим фактом может 
привести к серьезным ошибкам при изучении распределения тепла 
в нижней атмосфере.

5. 3. Длинноволновая радиация

В проблеме излучения и поглощения радиации, поступающей от 
поверхности земли и атмосферы, главную роль играет находящаяся 
в атмосфере вода в виде пара или жидкости.

Радиация при температурах, наблюдаемых на земле, является 
длинноволновой (1.), и для такой радиации существенную роль
играют атмосферные газы — углекислый газ и водяной пар, из ко
торых последний наиболее важен. Большая сложность решения про
блемы возникает из-за того, что водяной пар поглощает селективно
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во всем спектре. Радиация некоторых длин волн приходит через 
большие слои атмосферы без поглощения или с небольшим погло
щением, а радиация других длин волн поглощается частично или 
полностью и вновь излучается атмосферой. Подробное исследование 
изменений температуры в атмосфере влечет за собой необходимость 
изучения поглощения с помощью специальной аппаратуры. Но и при 
этом крайне важно развитие теоретической основы, так как процесс 
происходит на очень длинной траектории, а поглощающие газы на
ходятся при различных давлениях.

П о л о с а т ы е  с п е к т р ы .  Известно, что спектры поглощении 
газов, состоящих из простых атомов, значительно отличаются от 
спектров поглощения газов с многоатомными молекулами, такими 
как Н2О. Первые известны как линейные спектры и содержат ясно 
отмеченные отдельные линии. Спектр многоатомных тазов характе
ризуется структурой, образующей провалы, известные как полосы. 
При наблюдении такого спектра прибором с высокой разрешающей 
силой полосы кажутся составленными из большого числа линий.

Существование полосатого спектра зависит от того, получает или 
теряет многоатомная молекула 1) энергию электронов, 2) энергию 
вращения и 3) энергию колебания. В  прострй двухатомной молекуле 
(такой как НС1) полная внутренняя энергия образуется в результате 
движения электронов, общего колебания ядра и от вращения всей 
молекулы около оси, проходящей через центр тяжести. Между 
этими тремя движениями не наблюдается взаимодействия, а лишь 
индивидуальные „квантования" энергии, и в силу этого могут иметь 
место три вида молекулярного спектра — электронный, колебатель
ный и вращательный.

Теория молекулярного спектра очень сложна и еще не полностью 
разработана даже для такой на вид простой молекулы, как Н2О, 
и нами рассматриваться не будет. Для наших целей достаточно от
метить, что электронный спектр ограничен почти полностью ультра
фиолетовым и видимым концами спектра, колебательный спектр — 
областью от 1 до 30 [J. и чисто вращательный спектр —  от 15,(а и 
выше. Таким образом, метеоролога интересуют колебательные, вра
щательно-колебательные и вращательные полосы спектра водяного 
пара.

С п е к т р  п о г л о щ е н и я  в о д я н о г о  п а р а  в д а л е к о й  и н 
ф р а к р а с н о й  ч а с т и  с п е к т р а .  Молекула водяного пара является 
примером тех молекул, которые в спектроскопических работах на
званы ассиметрияескими молекулам и,  т. е. обладающими тремя 
неравными моментами инерции. Важные исследования инфракрасного 
спектра поглощения выполнены Хеттнером [9 ], Рубенсом [10 ], В е 
бером и Рандалем [11] и, наконец, наиболее полно Рандалем, 
Деннисоном, Гинзбургом и Вебером [12].

Подробный обзор результатов Геттнера и последующих уточне
ний, выполненных Вебером и Рандалем, дан во втором издании 
Брента: „Физическая и динамическая метеорология^.

Оригинальная работа Геттнера имеет большое значение для
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метеорологии, так как она создала основ)г известным исследованиям 
Симпсона и Брента.

Для областей спектра, обладающих большим поглощением, Гетт- 
нер использовал водяной пар при температуре 127°С и там, где 
поглощение было найдено очень большим, он применял смесь воздуха 
и пара. Основные результаты работы Геттнера можно сформулиро
вать следующим образом:

1. Полосы поглощения центрированы около 1,37, 1,84 и 2,66 р..
2. Область почти полной прозрачности от 3,5 до 4 ,5  ja.
3. Интенсивное поглощение в полосе с центром при 6 ,26  р..
4 . Полная прозрачность от 8 ,5  до 9,5 р..
5. Широкая полоса с увеличивающимся поглощением, начиная 

от 9 ,5  [А и до границы измерений, около 34 р..
Особый интерес вызывает существование двух „окон" при 4 

и 9 соответственно. Из них окно при 9 р. имеет большое значение, 
так как по закону Вина радиация черного тела при температуре 
3 0 0 °  К наиболее интенсивна, около 10 [л. Измерения Вебера и Ран
да ля в общем подтвердили результаты Геттнера, однако значения 
коэффициентов поглощения ими получены значительно меньшие. 
Одним из важных результатов работы Вебера и Рандаля является 
доказательство того, что „окно" околэ 10 (л более широкое, чем 
оно дано Геттнером.

Из газов, составляющих атмосферу, необходимо отметить угле
кислый газ, который имеет одну узкую, но интенсивную полосу 
поглощения с центром около 15 [а.

Обширная картина, представленная указанными выше исследо
ваниями, подтверждает мнение, что атмосфера является для части 
спектра длинноволновой радиации прозрачной, а для части спектра 
непрозрачной. Наиболее интересные попытки исследовать перенос 
энергии радиации в такой атмосфере предприняты Симпсоном [13} 
и Эльзассером [14], результаты которых будут рассмотрены ниже.

И с с л е д о в а н и я  д л и н н о в о л н о в о й  р а д и а ц и и  С и м п 
с о н о м .  До работы Симпсона существовало много теорий атмо
сферной радиации, основанных на представлении о „серой" атмо
сфере, т. е. такой, в которой излучение радиации для всех длин 
волн является определенной частью радиации черного тела при той 
же самой температуре. Такое приближение является очень грубым, 
особенно когда влажный воздух пересекается лучами длинноволно
вой радиации, но так как какие-то упрощения должны быть сделаны 
при решении ряда метеорологических проблем, можно считать, что 
представление об атмосфере, как „серой", являлось полезным первым 
приближением. Исследование Симпсона почти не оставляет сомнений, 
что схема серой атмосферы неприемлема.

Представления о серой атмосфере рассмотрены в первой из трех 
работ Симпсона. Имеются три основные трудности при использова
нии этой гипотезы. Во-первых, уходящая радиация оказывается не
зависящей от широты — обстоятельство, которое затрудняет объяс
нение особенностей стратосферы (область радиационного равновесия);
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в серой атмосфере трудно объяснить изменения температуры страто
сферы с широтой. Во-вторых, имеет место преобладание уходящеЛ 
радиации над приходящей. И, наконец, схема серой атмосферы не 
допускает изменений в инсоляции. Мы не будем здесь рассматривать 
подробно эту работу, но отметим, что проведенное исследование 
исключает предположение об излучении водяного пара, как серого 
тела.

Свою вторую работу Симпсон начинает с обсуждения коэффи
циентов поглощения водяного пара и углекислого газа, основываясь 
на измерениях Геттнера для водяного пара и на работах Рубенса и 
Ашкинаса [15] для углекислого газа. По данным этих работ Симп
сон построил график, показывающий поглощение воздухом, содер
жащим 0 ,3  мм осажденной воды и 0 ,0 6  г углекислого газа. Так как 
данные Геттнера относятся к пару при высокой температуре, а из
мерения Фоуля для водяного пара в атмосферных условиях показы
вают по всему спектру меньшее поглощение, Симпсон принял ком
промиссное решение, полагая правильным принять полную прозрач
ность для водяного пара в области спектра от 8 ,5  до И  jj,. Учитывая- 
поглощательные свойства водяного пара и углекислого газа в длин
новолновой области для столба воздуха, содержащего 0 ,3  мм оса
жденной воды, им получено следующее:

1. Полное поглощение от 5 ,5  до 7 |л и от 14 р. и выше.
2. Полная прозрачность ниже 4 р. и между 8 ,5  и И  р.,
3. Неполное поглощение от 7 до 8 ,5  р. и от 11 до 14 р..
Простота и эффективность анализа Симпсона хорошо показаньк

при рассмотрении проблемы уходящей радиации для средних широт. 
Оно основано на двух положениях, равнозначных закону Кирхгофа::

1. Слой газа при температуре Т, который полностью поглощаег 
радиацию длины волны X будет излучать радиацию, как если бы* 
он являлся черным телом при той же температуре Т.

2, Если слой газа находится непосредственно на черной поверх
ности бесконечной протяженности при температуре Т  и если темпе
ратура внутри газа понижается от поверхности вверх так, что на’, 
его внешней границе температура газа равна T i, то уходящий поток 
радиации некоторой длины волны не может быть больше чем поток 
радиации от черного тела при температуре Г , или менее чем поток, 
радиации от черного тела при температуре Т̂ .

Второе положение выражает свойства влажной атмосферы, в ко
торой происходит непрерывное поглощение и излучение радиации^ 
а радиационный поток уменьшается с высотой из-за понижения- 
температуры.

Эти законы и интерпретация Симпсоном спектра поглощения- 
дают возможность подсчитать уходящую радиацию обычным плани
метрированием.^ Земная поверхность рассматривается как черное 
тело при 280° К, а температура стратосферы принята равной 218® К*

* Подробнее см. статью Симпсона [13]. Диаграмма также воспроиз
ведена Брентом. Физическая и динамическая метеорология, 2-е изд. I939i
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«ебо предполагается безоблачным. Исходя из первого положения 
Кирхгофа, имеем уходящую радиацию в стратосфере, возникающую 
из-за полос излучения от 5,5 до 7 [х и ниже 14 (*.

Земная радиация в прозрачной полосе 8 ,5 — 11 (л уходит в миро
вое пространство. Для полос неполного поглощения от 7  до 8 ,5  и 
от 11 до 14 fx Симпсон, принимая во внимание второе положение, 
полагает, что их эффект может быть представлен на диаграмме 
некоторой промежуточной площадью.

Конечный результат планиметрирования представлен в нижесле
дующей таблице.

Длины волн JJ. Область, в которой 
возникает радиация

Интенсивность, 
г кал. см“  ̂ мин.~^

5 , 5 - 7
7 - 8 . 5

8 , 5 - 1 1
1 1 - 1 4

>  14

Стратосфера.....................
Среднее из излучения 
поверхности и страто

сферы ......................  .

Поверхность земли . . 
Среднее из излучения 

поверхности и стра
тосферы ..................... :

Стратосфера . . .

0 . 0 0 3

4 - ( 0 , 0 4 1  + 0 . 0 0 7 )  = 0 . 0 2 4  

0 . 0 7 9

| - ( 0 . 0 9 1  +  0 , 0 2 8 )  = 0 , 0 5 9  

0 , 1 2 8

Всего . . 0 . 2 9 3

Величины, приведенные в таблице, относятся к ясному дню. Для 
облачного неба температуру поверхности земли можно заменить 
средней температурой верхней поверхности облачного слоя. Когда 
эта замена произведена и подсчитано среднее количество облаков, 
то оказывается, что уходящая радиация тесно связана с величиной 
приходящей радиации, определенной по значению солнечной постоян
ной и средней величине альбедо, полученной Альдрихом. Таким об
разом, проблема теплового баланса атмосферы, по-видимому, удов
летворительно решена.

Необходимо отметить, что при решении этой задачи Симпсон 
•непосредственно не использовал значения коэффициентов поглощения, 
полученные Геттнером. Его работа основана на определении влияния 
полос пропускания и поглощения и некоторых промежуточных полос, 
при которых даже грубый подсчет дает приемлемую точность ре- 
•зультатов. Но для этого необходимо точное определение границ 
полос, а это условие подчеркивает важность результатов более 

■поздних исследований, которые показывают, что интервал прозрач
ности шире, чем он принят Симпсоном.

Более поздняя работа Рандаля на основании других соображений 
вызывает некоторые сомнения в точности выводов Симпсона. Полу
ченные коэффициенты поглощения- водяного пара значительно 
меньше, чем коэффициенты, данные Геттнером. Это означает, что
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для полного поглощения необходимо большее количество водяного 
пара, и вместо 0 ,3  мм осажденной воды требуется около 1 мм. 
Однако Аббот высказал сомнения, что в стратосфере может содер
жаться 0 ,3  мм осажденной воды, а так как количество воды в стра
тосфере из-за меньших коэффициентов поглощения должно быть 
даже больше 0 ,3  мм, то пригодность метода Симпсона становится 
сомнительной.

Р а д и а ц и о н н а я  д и а г р а м м а  Э л ь з а с с е р а .  Последовав
шие за работой Геттнера лабораторные измерения поглощения водя
ного пара приборами с высокой разрешающей силой показали, что 
кривая коэффициента поглощения каждой длины волны является 
более сложной, чем предполагалось прежними исследованиями, В ра
боте Симпсона эти крайне нерегулярные колебания в поглощении 
устранялись использованием схемы, в которой коэффициент погло
щения принят постоянным или слабоизменяющимся в определенном 
интервале длин волн, Эльзассер [14] развил этот принцип, разрабо
тал диаграмму, которая допускает быстрое определение радиацион
ного потока на любом уровне (включая земную поверхность), если 
известны профили влажности и температуры. Основные особенности 
схемы Эльзассера следующие:

1) атмосфера предполагается прозрачной, за исключением водя
ного пара и углекислого газа;

2) углекислый газ принимается прозрачным, за исключением 
длин волн с центром около 15 (х. В этой полосе поглощение при
нимается настолько интенсивным, что толщину слоя газа, полностью 
поглощающего эти длины волн, можно принять очень небольшой;

3) задача поглощения и излучения водяного пара решается мето
дом сглаживания, приводящего к определению обобщенного коэф
фициента поглощения, который имеет относительно простой вид.

Рассматривая выражение (3 ) ,  можно закон Беера написать в виде 
/(> )̂ =  Д  (>̂ ) ехр ( — Л^и), 

где — коэффициент поглощения, и —  оптическая толщина, равная 
массе поглощающего вещества в вертикальном столбе единичного 
поперечного сечения между рассматриваемыми уровнями.

Если весь ряд длин волн разделить на некоторое число подын
тервалов, то сглаживание колебаний в поглощении можно выполнить 
путем замены функции ехр ( —  к^и) средним значением для подынтер
вала. По существу это является заменой закона Беера, который 
действителен только для единичных длин волн, более общим, но 
менее точным соотношением

/=/oX i(M ),

тде т, — обобщенная функция переноса для определенного интервдла 
длин волн. Эльзассер показал, что эта функция может быть пред
ставлена следующей приближенной формулой:

> i  =  erfc| / | -/ ,tt , ^  -
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где — обобщенный коэффициент поглощения, который графически 
изображен на рис. 17. Ясно, что большая часть изменений истинного 
коэффициента поглощения удалена сглаживанием.

Вся ценность работы Эльзассера в основном зависит от того, 
насколько правильно выполнено сглаживание. Оно должно быть 
точным, чтобы обеспечить практическое применение кривой, но не 
такими сильным, чтобы терялся действительный характер спектра.

5 б %  >0 20 оа JU

Рис. 17. Обобщенный коэффициент поглощения.

Как известно, поглощение зависит от давления и температуры, 
и этим нельзя пренебрегать заранее из-за большой длины проходи
мого радиацией пути. Все же температурный эффект не нуждается 
в рассмотрении, за исключением очень точных расчетов. По-види- 
мому, не вызывает сомнения, что пропорционально квадратному 
корню из давления, а так как давление изменяется во всем столбе 
воздуха, то необходимо ввести поправку на оптическую толщину и', 
которая определяется уравнением

I

где — определенное стандартное давление.
Схема диаграммы Эльзассера представлена на рис. 18. Она пред

ставляет клинообразную площадь, пересеченную изотермами (верти
кальные линии) и изоплетами исправленной оптической толщины 
(наклонные линии), причем последние пересекаются в точке (нахо
дящейся вне диаграммы), в которой абсолютная температура равна 
нулю. Горизонтальным основанием диаграммы является линия и' =  со.
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Радиация углекислого газа, по гипотезе Эльзассера, является функцией 
только температуры и представлена на диаграмме линией, обозначен
ной словом „черная", выше изоплеты, так что площадь между этой 
линией и изоплетой и' =  О, расположенная вправо от изотермы, равна 
потоку радиации углекислого газа при данной температуре (около 
18*/о радиации черного тела при тропосферных температурах).

Поток радиации, поступающей от основания слоя, определяется 
п.таниметрированием. Температура основания слоя и температура

T j на верхней границе слоя определяются двумя точками В (п' ~ 0 ,  
Г = 7 | , ) и  — Т = Т ^ ) ,  где относится к верхней гра
нице слоя. Площадь ОВСО  соответствует потоку радиации, относя
щейся к водяному пару, находящемуся в этом слое. Поток, связан
ный с углекислым газом, определяется площадью ОАВО, где А —  
точка на пересечении линии „черная" с изотермой Т̂ . Это находится 
в соответствии со вторым допущением Эльзассера. Полный радиа
ционный поток слоя определяется площадью ОАВСО. Поток от 
черного тела (такого, как почва) эквивалентен потоку от столба 
бесконечной оптической толщины и дается площадью OBDO.

Для подробного ознакомления с диаграммой читателю рекомен
дуется работа Эльзассера или „Руководство по метеорологии", 
стр. 3 0 1 — 303 (Нью-Йорк, 1945), в которой приведена диаграмма 
(по второму исправленному изданию).

Критическое рассмотрение номограммы Эльзассера было выпол
нено Г. Д. Робинсоном [16], который сравнил радиационный поток, 
подсчитанный по диаграмме, с данными измерений, выполненных 
в обсерватории Кью (Англия). Результаты сравнений показывают, 
что диаграмма дает завышенные значения атмосферной радиации, 
особенно при небольшой ее интенсивности. Ошибки достигают по
рядка 6 — 14®/о при радиации 0 ,3  и 0,35 г кал. см“  ̂мин.“ ‘ и умень
шаются до + 3 %  при радиации 0,4 г кал. см“  ̂ мин." ' и выше.
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Большие значения радиации могут наблюдаться или при высокой 
температуре, или при высокой влажности, но Робинсон показал, что 
завышение сохраняется, когда разность между подсчитанной и наблю
денной радиацией нанесена на график как функция длины пути 
радиации (полная атмосферная влажность, исправленная на давление), 
выраженной в миллиметрах осажденной воды. Расхождение между 
подсчитанными и наблюденными значениями может быть объяснено 
двумя причинами;

1) излучение, принятое Эльзассером. слишком велико для отно
сительно низкого содержания влажности, но оно достаточно точно 
при большой влажности, или

2) существует добавочный источник радиации, который обычно 
связан с оптическими путями большой длины (низкая влажность).

Робинсон показал, что, используя метод, предложенный Ф. А. Брук
сом [17], можно произвести исправление кривой изотермического 
излучения для ненаправленной радиации при данной длине оптиче
ского пути, причем вклад от СО2 учитывается добавлением 18,5^0 
радиации черного тела. Эта более сложная кривая дает результаты, 
лучше согласующиеся с наблюденными, чем расчеты по диаграмме 
Эльзассера. Робинсон отмечает, что этот метод был использован 
при конструировании эмпирической радиационной номограммы, ко
торая при испытании на Кью дала хорошие результаты. Диаграмма, 
разработанная в обсерватории Кью, основана на исследованиях Эль
зассера и Брукса для изотермических условий до оптической длины 
пути, эквивалентной 0 ,2 5  см осажденной воды, и на надежных изме
рениях, выполненных для больших оптических путей по методу 
Брукса. Эта диаграмма справедливо может рассматриваться как уточ
нение и дальнейшее развитие диаграммы Эльзассера.

Н о ч н а я  р а д и а ц и я .  Для микрометеорологии важно знать до
пустимую точность подсчета потери тепла излучением при обычных 
температурах. Наблюдения показывают, что сильные заморозки 
имеют место в ясную ночь, когда температура воздуха на высоте 
нескольких футов над почвой значительно выше точки росы. Эконо
мическая важность изучения заморозков очевидна —  „губительные" 
заморозки мог\ т̂ уничтожить за одну ночь большую часть дорого
стоящего урожая. Проблема заморозков подробно будет обсуждена 
позже. В  настоящем разделе мы рассмотрим, как можно методом 
Симпсона очень просто оценить ночное излучение.

Обычно полагают, что поверхность земли, независимо от того, 
является ли она обнаженной, покрытой ли растительностью, водой 
или снегом, обладает свойством черного излучателя. Оценка дей
ствительной точности такого допущения затруднительна. Измерение 
температуры естественной поверхности является трудной задачей, 
особенно когда „поверхность" представляет собою растительный 
покров. В таких случаях радиация, поступающая от почвы и по
верхности растений, суммируется принимающим радиацию прибором 
и записывается как „радиация поверхности". Так как температура 
быстро изменяется с высотой в первых нескольких сантиметрах над
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почвой, то почти невозможно определить температуру излучающей 
естественной поверхности,

Робинсон [16] в ходе указанного выше исследования выполнил 
важную в практическом отношении работу. В  проводимых им опытах 
температура поверхности определялась стандартным напочвенным 
минимальным термометром (с  цветной жидкостью), установленным 
на густой, коротко остриженной траве. Показания этого термометра 
сравнивались с данными радиометра, по которому определялась 
радиационная температура этой лужайки. По данным 95 сравнений, 
Робинсон установил, что излучение данной поверхности подобно 
излучению черного тела при температуре, которую отмечает уста
новленный на ней термометр с отклонением в среднем около ± 0 ,5 °  С. 
Данные сравнений получены по наблюдениям за сухой, мокрой и 
покрытой снегом поверхностями, днем и ночью, при низкой высоте 
солнца, при освещенных солнцем траве и термометре. Если исполь
зовать полученные Робинсоном результаты, то отпадает необходи
мость в исследовании действительной температуры листьев расти
тельного покрова. По данным термометра, установленного на по
верхности, возможно вычислить радиацию, эквивалентную радиации 
черного тела, с ошибкой, не превышающей ± 7  • 10" ** г кал. см~* мин.—̂ .

Разность между радиацией поверхности, которая принимается 
черным излучателем, и длинноволновой радиацией атмосферы назы
вают эффективным излучением  (чистая уходящая радиация) или 
ночной радиацией  поверхности. Последний термин является невер
ным потому, что эффективное излучение является днем почти таким же, 
как и ночью, но измерять его значительно легче после захода 
солнца. В  теории черного тела радиация поверхности выражается 
формулой Стефана ( 5 .1 ) ,  и определение полного излучения, таким 
образом, сводится к оценке интенсивности приходящей радиации 
{противоизлучения)  атмосферы.

Для использования метода Симпсона необходимо заранее рас
считать толщину интересующей нас массы воздуха. Теория Симпсона 
основана на том, что столб воздуха, содержащий 0 ,3  мм осажден- 

-ной воды, полностью поглощает радиацию основных длин волн. 
Длину I такого столба легко определить, если рассматривать водя
ной пар как идеальный газ. Если е  — давление пара В  миллибарах, 
рда —  плотность водяного пара и —  газовая постоянная для водя
ного пара (/?да==4,62-10^), то;

/р̂  =  о ,оз,
а следовательно,

е

Для Г  =  288° К (15°С ) насыщающее значение е  около 17 мб 
дает длину столба воздуха / == 24 м. Если воздух не насыщен, на- 
ирпмер, ^ = 1 0  мб (отн о с!тл ьн ая  влажность около 6 0 % ), то длина
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столба увеличится до 40 м. Таким образом, по теории Симпсона, 
слои воздуха, которые определяют длинноволновую радиацию атмо
сферы, расположены относительно близко к поверхности почвы. 
Внутри таких слоев температура и содержание водяного пара могут 
быть с небольшой ошибкой заменены средними значениями. Метод 
Симпсона для расчета радиации, поступаюш,ей от атмосферы, сле
дующий; поглощение принимается полным в полосах от 5 ,5  до 7 р. 
и для длин волн больше 14 fj. в приземном слое воздуха толщиною 
около 50 м. Действительная толщина слоя зависит от содержания 
в нем водяного пара. В таком относительно тонком слое воздуха 
температуру можно считать постоянной. В этих участках спектра 
поверхность получает от атмосферы длинноволновзао радиацию. Для 
длин волн между 8 ,5  и 11 jj. воздух прозрачен, и, следовательно, 
в этих длинах волн поверхность при безоблачном небе не получает 
радиации. В частично прозрачных полосах радиационный поток зави
сит от содержания водяного пара. Для этих полос можно выполнить 
расчет по радиационной диаграмме. Пределы колебаний ночного 
излучения на станциях, где давление пара у поверхности превосхо
дит 1 мб, по расчетам Симпсона, представлены в табл. 9,

Таблица 9

Пределы ночного излучения по Симпсону

Т°к
Ночное излучение, г кал. см' мин.—'

гаах min среднее

261 0,146 0,055 0,100
271 176 066 121- .
280 211 079 145 , ■
292 262 100 181
299 293 115 204

Симпсон сравнил значения табл. 9 с результатами наблюдений, 
выполненных Дайнсом в Бенсоне, и показал, чТо их результаты 
находятся в пределах, указанных в таблице. Данные других авторов 
представлены в табл. 10-

До сих пор наш анализ ограничивался ясным небом. Облачный 
слой можно принять за черное тело при температуре его нижней 
поверхности, от которой поверхность земли получает радиацию 
в прозрачных участках спектра. Таким образом, низкие облака могут 
быть очень эффективными в предохранении поверхности от потери 
тепла, и в некоторых случаях, когда имеет место температурная 
инверсия, поверхность может получать от атмосферы радиации 
больше, чем она ее излучает. В первом приблиисении можно при
нять, что в ясную ночь результирующий уходящий поток энергии

составляет :около радиации черного тела при температуре воз-

духа и давлении водяного пара порядка 10 мб. Если температура
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Таблаца W

Ночная радиация при ясном небе
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2 7 3 -2 8 3
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0 ,4 5 9 -0 .5 3 0
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0.609
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49

3 4 -2 9
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почвы на 5° ниже температуры воздуха, потеря тепла поверхностью 
уменьшается на величину, составляющую примерно 25‘*/о от радиации 
черного тела. В среднем поверхность земли теряет между 0,1 и
0 ,2  г кал. см”  ̂ мин.“ ,̂ что составляет потерю в течение всей ночи 
при отсутствии облаков и ветра (радиационная ночь) порядка 
10  ̂ г кал. см-^. Эта потеря значительно уменьшается при наличии 
низких плотных облаков, но очень мало меняется при тонких высо
ких облаках. Брент [18] полагает, что в среднем чистая потеря

тепла почвой составляет около потери тепла, наблюдаемой при

ясном небе. Онгстрем [19] предложил эмпирическую формулу, уста
навливающую отношение потери радиации когда л  десятых неба 
покрыто облаками, к той потере, которая должна наблюдаться при 
тех же условиях для температуры и влажности, но при ясном небе 
(Rq), а именно

^ = 1Ro
0,09 п.

Брент отметил, что это уравнение имеет ограниченное примене
ние, так как оно не дифференцирует очень эффективные низкие 
плотные облака и неэффективные высокие тонкие облака.

Влияние твердых частиц на уменьшение потери длинноволновой 
радиации менее ясно. Верьярд [20] наблюдал, что ночная минималь-^ 
ная температура в Пешаваре (Индия) оставалась неожиданно высо
кой, но при этом наблюдалась сильная пылевая дымка.

Робинсон считает, что взвешенные частицы могут изменить поток 
ладающей радиации на несколько процентов, но по общему мнению 
этот эффект не первого порядка для большинства районов.

Этот вопрос может быть важным при проблеме защиты o r  за 
морозков с помощью искусственных туманов.
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5. 4. Предсказание ночного минимума температуры
Точное определение скорости потери тепла поверхностью земли 

в течение ночи имеет большое экономическое значение. Связь ноч
ного понижения температуры с заморозками очевидна и, кроме того, 
эта проблема находится в поле зрения синоптической метеорологии 
в связи с „радиационными туманами". Таким образом, вполне есте
ственно, что было сделано много попыток отыскания простого пра
вила, которым можно было бы облегчить предсказание ночного 
минимума температуры. В основном мы располагаем эмпирическими 
соотношениями; несколько формул имеют теоретическую основу, но 
и они не являются более надежными, чем эмпирические.

Полное рассмотрение этой проблемы выходит из рамок настоя
щей книги, и поэтому мы остановимся здесь только на тех вопросах, 
которые относятся к микрометеорологии нижней атмосферы.

Ф о р м у л ы  д л я  р а с ч е т а  н о ч н о г о  и з л у ч е н и я  п р и  
я с н о м  н е б е .  Из предшествующего раздела очевидно, что низкий 
ночной минимум температуры имеет место при 1) относительно сут 
хом воздухе, 2) ясном небе или при наличии высоких тонких облаков,
3 ) слабом ветре и штиле. Эффективное излучение при ясном небе 
является разностью между излучением черного тела (поверхность 
.земли) в мировое пространство и излучением водяного пара нижних

слоев атмосферы и обычно составляет около ~  излучения самой
3

поверхности. Этот факт дает возможность составить приближенное 
выражение излучения атмосферы

R ^ f { e ) { o T * ) ,  (5 .8 )

.где / ( е )  — некоторая функция давления пара в нижней атмосфере 
м Т  — температура „поверхности". Наиболее известны две формулы 
такого типа.

1. Онгстрема [211

f { e ) =  А — В  - 10~^® (где Л , В,  х —  постоянные). (5 .9 )

2. Брента [22]

f { e )  — a - \ - b Y e  (где а,  — постоянные). (5 .1 0 )

Ни то, ни другое выражение не сравнимо по точности с отдель
ными расчетами, выполненными с помощью радиационных диаграмм 
но известным профилям влажности и температуры; большей точности 
р нельзя ожидать от формул этого типа. И выражение Онгстрема 
и выражение Брента представляют собою статистическое обобщение 
результатов наблюдений. Для любого ряда наблюдений возможно' 
найти значения постоянных, которые дают высокую корреляцию 
между данными, полученными по формулам, и данными наблюдений, 
но обычно наблюдается значительный разброс отдельных точек от
носительно теоретической линии, и „постоянные" зависят от периода 
и от места наблюдений. Средние значения постоянных
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Л =  0 ,2 5 , 5 = 0 , 3 2 ,  f  =  0 ,052 .
Брента;

а  =  0 ,44 , ^)== 0 ,080 ,

если давление пара е  измерено в миллибарах.
Имеется некоторое, теоретическое обоснование этих уравненийг.. 

Оба выражения не принимают во внимание радиацию от C O j, и он№ 
ненадежны для малых значений е.  При применении уравнений Онг
стрема и Брента следует иметь в виду, что не все излучение атмо- 
^сферы зависит от условий у поверхности земли и что заметная часть- 
радиации не связана с излучением водяного пара.

Робинсон [16] учел излучение и водяного пара и СО ,̂ а также- 
нашел, что свыше 8®/о радиации черного тела при температуре тро
посферы должно доставляться дополнительным источником. Однако 
происхождение дополнительного излучения еще яе определено.

П а р а б о л и ч е с к а я  ф о р м у л а  Б р е н т а  д л я  р а с ч е т а  
н о ч н о й  т е м п е р а т у р ы  п о в е р х н о с т и .  Излучение в ясную- 
ночь зависит от температуры поверхности и температуры и влажно
сти приземных слоев воздуха. Радиационный поток, таким образом,. 
не зависит от природы нижней границы, но температура, которую 
имеет земная поверхность в ясную тихую ночь, зависит от потока 
тепла снизу и, следовательно, связана с проводимостью материала 
который формирует деятельный слой почвы. Этим деятельным слоем 
может быть почва, покрытая растительностью, горная порода, песок,, 
вода, снег или лед, имеющие различные тепловые константы. К тому 
же проводимость почвы существенно зависит от содержания в неЙ1 
воды. Скорость падения температуры в ясную тихую ночь, вероятно,, 
может определяться влажностью воздуха, физическими свойствами »  
состоянием поверхности.

Брент [18] построил теорию изменения температуры поверхности, 
в ясную безветренную ночь. В  его анализе оценивается влияние этих 
факторов. Абсолютная влажность нижнего слоя, выраженная плот
ностью или давлением пара (гл. 1), обычно подвержена нeбoльши^ft 
изменениям в течение ночи.^ Изменение температуры составляет /не
большую часть а б с о л ю т н о й  температуры поверхности и, следо
вательно, — чистая уходящая радиация —  дается выражением

7?д, =  о Р - а Р ( а - 1 - & 1 / ё )  (5 .11>

( 7 — температура поверхности в градусах Кельвина, и в первом при
ближении она может считаться постоянной в течение ночи). Нагре
вание поверхности благодаря теплопроводности воздуха или теплу, 
выделяющемуся при конденсации водяного пара, ничтожно. Спра
ведливость этих предположений будет обсуждена позже.

Онгстрема;

* Относительная влажность значительно изменяется в течение суток и 
(грубо) суточные колебания ее являются .зеркальным отображениеи" 
суточной кривой температуры.
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Существенная особенность анализа Бренга заключается в том, что 
благодаря этим упрощениям атмосфера как влияющий фактор устра
нена и температура поверхности определяется переносом тепла в верх
них слоях почвы. Математическая формулировка проблемы включает 
начальные условия. Брентом приняты следующие условия: в началь
ный момент (например, заход солнца) рассматриваемые слои почвы 
имеют однородную температуру [ 7 ( 2 ,  ^) =  Гд =  постоянной при 
t  =  Q], Задача сводится к определению температуры для полубеско
нечного тела, которое имеет в начальный момент всюду одинаковую 
температуру, а через поверхность г  — О происходит потеря тепла 
с  постоянной скоростью. Решение этой проблемы дано уравнениями 
(4 .3 0 )  и (4.31), В  принятых обозначениях температура поверхности

" r U .
i f

где pj, Cj и /Sj — плотность, удельная теплоемкость и температуро
проводность соответственно для верхних слОев почвы,

Брент сравнил результаты, полученные по этой формуле, с дан
ными наблюдений Джонсона над изменением температуры воздуха 
вблизи почвы в безоблачные ночи в Южной Англии. ЛетОм, когда 
почва сухая, совпадение было хорошее. По формуле предсказанное 
понижение температуры составляло 11°, а наблюденное падение тем-

_1.

!пературы было 9° С. Для зимних условий значения должны
быть увеличены в пять раз, учитывая повышение содержания водя
ного пара в почве. При использовании этих значений коэффициентов 
предсказанное падение температуры было 3,3® С, а наблюдение со
ставляло 2 ,9 ° . Для условий Исмаилии (Египет) Флоуер [23] нашел 
очень хорошее совпадение расчетных и наблюденных данных для 
зимнего сезона и значительное расхождение для летних месяцев. 
В  общем формула Брента находится в удовлетворительном соответ
ствии с фактами, причем должно быть отмечено, что сравнение 
результатов производится с минимумом, отмеченным в будке (4 фута 
над почвой), а не с действительной температурой поверхности. По
нижение температуры на уровне почвы должно быть больше, но мы 
д е располагаем данными о температуре на поверхности земли.

Р а з в и т и е  ф о р м у л ы  Б р е н т а .  Баланс тепла на поверхно- 
-сти земли может быть записан в виде

Это уравнение выражает тот факт, что поток тепла в почву ба
лансируется эффективным излучением молекулярным или турбу
лентным потоком тепла из воздуха А и тепловым потоком С , во з
никающим при конденсации или испарении воды на поверхности.
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А с  положительны, когда поток направлен к поверхности. Вели-- 
чины А и С Брент принимает пренебрежимо малыми, а —  по
стоянной, величина которой определяется средними значениями (тем
пературы и содержанием водяного пара) для приземных слоев атмо
сферы в течение ночи. В более поздних работах некоторые из этих 
условий были уточнены. Филлипс [24] и Джегер [25] рассмотрели 
-задачу, когда постоянно, С — О, но Л > 0 ,  т. е. имеется доба
вочный перенос тепла проводимостью от воздуха к почве. Гройн [261 
решил задачу при условии, что А =  С — О, а R^  является функцией 
времени при начальном изотермическом состоянии почвы. Им же 
рассмотрена эта задача при меняющейся с глубиной начальной тем
пературе почвы. Если перенос тепла в воздухе всегда обусловлен 
молекулярным процессом, то задача, рассмотренная Филлипсом и 
Джегером, заключается в нахождении температуры поверхности, 
разделяющей две среды с различной проводимостью при данных на
чальных условиях, и она решается классическим методом. Эти 
результаты получаются, если в уравнение Брента подставит£з 

± 1  1
-\-pCpk^) вместо где р, п k  относятся к воз

духу.
_1_  .

Характерные значения для сухой почвы pjCj^x = 4 - 1 0 ~ ^  в еди
ницах CGS; для воздуха примем к — 0,2 см  ̂ сек.~^ и значение

J
pCpk  ̂ около 10“  ̂ в тех же единицах. Таким образом, учет притока 
тепла из воздуха, если имеет место молекулярная теплопроводность, 
ш л о  меняет результаты, полученные по формуле Брента.

При порывистом ветре увеличивается проводимость воздуха в ре
зультате увеличения вихревого движения. Этот вопрос рассмотрен 
Джегером [25], который отождествил вихревую проводимость воз
духа с вихревой вязкостью (сомнительная процедура, см. гл. 6) и 
предположил, что коэффициент температуропроводности изменяется 
с высотой по степенному закону. Задача, таким образом, сводится 
опять к средам различной проводимости, но с более сложным ре
шением, так как уравнение проводимости тепла в воздухе имеет 
вид

дТ д Г рдТ\  ^  п

а распределение температуры в почве удовлетворяется уравнением 
Фикка. Решение Джегера, полученное методом преобразования Лап-

2.
ласа, довольно сложное, оно включает значение (как и ;В,ре
шении Брента) вместе с бесконечным рядом, члены которого содер
жат другие степени времени. Трудность в выборе надежных значе
ний параметров, выражающих вихревую проводимость тепла в не- 
установившемся потоке воздуха, в котором меняется интенсивность
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турбулентности, делает это уравнение малопрактичным в проблеме 
предсказания ночных температур.

В решении Гройна основное внимание обращено на значение 
/?д,; А и С приняты пренебрежимо малыми. Напишем

(5 .1 4 )

где / ? '— противоизлучение атмосферы. ГроЙн отмечает, что пред
положение Брента о постоянстве значения в течение ночи не 
является полностью обоснованным, так как такое допущение пред
полагает, что термическая структура нижней атмосферы в течение 
всей ночи остается количественно неизменной, что очень редко бы
вает. Из анализа при помощи радиационной диаграммы Эльзассера 
(в типичном случае) Гройн нашел, что может понизиться от
0,15 до 0,09 г кал. см~® мин.- i  в течение ночи, если температура 
поверхности падает на 12° С. Эти изменения /?дг являются слишком 
большими, чтобы их игнорировать на практике.

Если бы было известно точно как функция времени, то ре
шение было бы таким, как оно дано в уравнении (4 .31а ). Но такое 
рассмотрение вопроса невозможно, так как Ry  тесно связано с из
менением температуры во времени, т. е. с величиной, которая 
должна быть определена. Гройн эту трудность преодолел, предста
вив как функцию, зависящую от переменной Т, которая и вхо
дит в пограничные условия.

Используя первый член ряда Тейлора,

/?лг(Л  =  /?о +  ( 7 ’ - 7 ' о ) ^ ,  (5 .15)

где R q есть значение и Тд — значение Т при t = 0 .  В  после- 
dRдующем анализе будем считать постоянной. Это эквивалентно 

пренебрежению изменением с изменением скорости ветра и со
держания водяного пара в течение ночи, а основное внимание обра
щается на изменения, связанные с абсолютной температурой. В ка

честве примера сошлемся на Гройна, который нашел, что ^  =

=  0,005 г кал. см"= МИН.-1 соответствует образованию сильной ин
версии.

RВведем температуру 7 ^ =  —  -щ ,  для которой, согласно ураа-

1 f
нению (5 .1 5 ), / ? у = 0 ;  граничное условие при z ~ 0 .

Тогда

- К с л ( Ц \  =  1 ^ ) ^ Т - Т , ) .  (5 ,1 6 )
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Начальным условием, как и прежде, является 

Т (z, 0 ) =  Тд ДЛЯ 2  <  0.
Граничные условия относятся к типу [см. уравнение (4 .1 1 )] , по

добному закону охлаждения Ньютона, и, таким образом, задача ре
шается классическим методом.  ̂ Температура на поверхности Т дается 
в виде

/2/
erfc-

Piqk
1 (5 .1 7 )

aj?
где через / обозначено Раскрывая это выражение, имеем

T ^ T o - f 2/

-PiCi^r
l i W -

/Д  V

\ PiCikf
+  ■

\piCiAf /

. ( 5 . 1 8 )

Из этого выражения можно получить формулу Брента, если при
нять / = 0  и тогда все слагаемые, включающие в себя t,
исчезают, за исключением первого. Решение может быть представ

л е н о  в удобной неалгебраической форме, принимая к  за единицу

температуры и х =

8 этих единицах имеет вид

за единицу времени. Уравнение (5 .1 7 )

- Ц ^  =  е х р ( 4 ) е г к | / ( 4 ) - 1  . (5 .1 9 )

На рис. 19, заимствованном из статьи Гройна, дано сравнение 
уравнений (5 .12) и (5 .1 9 ) ,

Для небольших значений — ( <^ 0 ,0 2 ) оба выражения находятся

в хорошем согласии, но для больших значений t  имеет место зна
чительное расхождение, которое становится особенно большим 
при о о , когда, согласно Гройну, Т - *  со скоростью, про- 

— L
порциональной t   ̂ . Однако показанное на рис. 19 расхождение 
кажется ббольшнм, чем оно есть в действительности. В  расчетах

Гройна (/? =  0 ,15  кал. см— 2 —1 dR -  3 —2 —1мин. , -т:;;—  5 - 1 0  г кал. см мин. ,dT

= 0 , 1 5  г кал. см“  ̂ м и н .-’) единица температуры «  =  3 0 ‘> С и 
единица времени х =  100 час. Как температурная шкала, так и шкала 
времени этого графика представлены в мелком масштабе, и разница

Подробности см. в статье Гройна [26].
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между результатами, полученными по формулам Брента и Гройна^ 
не должна быть большой для периода порядка ночи для средних и 
низких широт. Это подтверждается примером, данным Тройном, ко
торый, используя указанные выше значения, подсчитал, что за 9 час. 
температура упадет на 8° С. Формула Брента для этих же условий, 
дает падение температуры в 10° С. Для полярной ночи расхождение 
результатов, полученных по этим формулам, будет значительным 
из-за низкой теплопроводности снега.

В  развитие этой работы Гройн рассматривает эффекты, вызывае
мые другими ограничениями. Задача легко решается, когда начальная 
изотермия почвы заменяется линейным профилем температуры в слоях,,

прилегающих к поверхности;

Т

т (2, 0) =  Го +  mz.

Как показал Гройн, это 
приводит к замене действитель
ной радиации R  „кажущейся 
радиацией" R

Влияние теплопроводности 
воздуха уже рассматривалось. 
Остается еще проблема кон
денсации, для решения которой 
Гройн использовал измерения 
Франсилла [27], указывающие 
на справедливость линейного 
закона типа.

Рис. 19. Сравнение уравнений Брента и t-p  __ j\
Гройна для ночного понижения темпе- **

ратуры (I. Meteorol. 4, 1947). „
I -  Гройн, 2 -  Брент. где 7 о — Г  — падениб темпера

туры в течение ночи. Таким об
разом, принципиальное обобщение проблемы достигается подстановкой

в ф ор м ул ы / + / ^  вм есто/ [  Как отметил Гройн, выраже

ние (5.19) оказывается еще пригодным для общего случая при 
условии, что н и т определяются;

Rvf -Ь P|C|fe|W-f- Ср 
/ + / '

где г — количество тепла, поступающего посредством теплопровод
ности из воздуха, и определяется согласно уравнению Филлипса — 
Джегера

Г —

P l C l * 2
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в  качестве численного примера Гройн рассматривает наблюдения^, 
выполненные Франсиллом [27] на лугу с низким травяным покровом, 
в летнюю ночь. Значения констант следующие;

т  ~  0 , 1 2 5 °  С см /?5 =  0,15 г  кал. см  ̂ мин. ' 
dR 
dT/  =  ^  =  5 - 1 0  ®г к ал .  см  ̂ мин. 'град. '

=  0 ,5 9  г кал. см ® град. ,

/ ' =  2 , 5 '  10 г кал. см~^ мин. град.“ ' , /̂ j =  3 ,3  • 10“  ̂ см~^ се к .~ “̂
г  =  0 ,32 , Со =  0.

Из этих значений следует, что

ц =  2 2 °С , т =  37 час.

Гройн сравнил вычисленные кривые с измерениями Франсилла,, 
принимая в качестве исходной температуру, измеренную при заходе 
солнца. Им получена хорошая согласованность данных для всей 
ночи.

Наиболее важным в этой работе является выяснение роли терми
ческих констант верхних слоев почвы в формулах типа Брента —  
Гройна. Теплопроводность в почве будет рассмотрена более под
робно в гл. 6, где будет показано, что физические константы зна
чительно изменяются с изменением природы и состояния поверх
ностных слоев, особенно с изменением содержания влаги в почве_.

Брент отмечает, что значения для снега составляют только-
около 0,1 их значений для почвы; из его уравнения вытекает боль
шое различие в величинах температуры на поверхности снежного, 
поля, что подтверждается наблюдениями, выполненными в полярных 
областях.

Эта изменчивость констант почвы существенно ограничивает 
практическое применение теоретических формул рассмотреннога^ 
типа, так как маловероятно, чтобы точные значения плотности 
почвы, удельной теплоемкости имелись бы у метеорологов для всех 
случаев. Средние значения констант малопригодны, так как срав
нительно небольшие изменения в содержании влаги в почве, в ко
личестве растительности и т. д. вызывают большие изменения 
в теплопроводности почвы. Гройн дает некоторые рекомендации дл»> 
практического применения формул, но в настоящее время строго 
математический подход к проблеме предсказания ночного минимума 
температуры вызывает некоторое недоверие у практиков-метеороло- 
гов, которые более часто полагаются на эмпирические формулы, не
имеющие теоретической базы или, в крайнем случае, имеющие не
которое теоретическое обоснование.

Э м п и р и ч е с к и е  ф о р м у л ы  п р е ц с к а з а н и я  н о ч н о г о  
м и н и м у м а  т е м п е р а т у р ы .  Важность своевременного предсказа-
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«ИЯ радиационного тумана на аэродромах привела к тому, что 
в повседневных прогнозах много внимания уделяется смежной про
блеме—  проблеме прогноза ночного минимума температуры. При 
этом методе предсказания тумана метеоролог концентрирует внимание 
на ночном минимуме температуры и точке росы; если ночной мини
мум ниже точки росы, то туман прогнозируется и указывается время 
начала его образования; для определения начала образования тумана 
требуются сведения о скорости понижения температуры поверхности. 
Исходными данными для прогноза возможного ночного минимума 
температуры являются данные наблюдений, проведенных в более 
ранние часы.

С в я з ь  м е ж д у  м и н и м а л ь н о й  т е м п е р а т у р о й  п о в е р х 
н о с т и  и в о з д у х а .  Пик и Патон [28] и позднее Пик [29] изу
чили отношение между минимумом температуры в будке (4  фута 
над поверхностью) и минимальной температурой травяного покрова 
по данным наблюдений на аэродроме в Гранвилле (в Англии). Они 
нашли удовлетворительную связь в виде

а ~  "Ь
гдеГд — минимальная температура по данным б  будке и —  темпера
тура на поверхности по минимальному термометру в градусах Фарен
гейта, Для ясных ночей, для которых среднее количество облаков 
не превышает 4 баллов, были определены значения постоянных; они 
^приводятся в нижеследующей таблице.

Средняя скорость ветра 
на высоте 13 м, м/сек.

Зима Лето

а Ъ “F а Ъ “F

< 3 ,6 0 ,84 11 0 ,96 8 ,0
от 3 ,6  до 6 ,7 0,89 8 0 ,97 6 ,6

> 6 ,7 0,94 5 1,05 3 ,2

Такая таблица безусловно полезна для общей ориентировки, но 
„постоянные" а  к Ь пригодны только для данного места. Приведен- 

адая формула согласуется с результатами, полученными Робинсоном, 
из которых следует, что температура поверхности земли, полученная 
по данным напочвенного термометра, почти точно равна радиацион
ной температуре поверхности, принятой как черное тело. Так как 
мы располагаем более полными данными о минимальной температуре 
в будке, то эмпирические уравнения указанного выше типа бывают 
часто полезны при отсутствии данных о минимальной температуре 

шочвы.
Ф о р м у л ы  д л я  п р о г н о з а  м и н и м а л ь н о й  т е м п е р а т у р ы  

на в ы с о т е  б у д к и .  Большое внимание было уделено определению 
минимальной температуры на уровне будки по значениям других 
метеорологических элементов. Среди ранее существовавших спосо
бов наиболее известно правило Каммермана,. по которому минималь
ная температура получается вычитанием постоянного числа градусов
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из показаний смоченного термометра за определенное время до на
чала минимума. Как отмечает Онгстрем, для ясных ночей это правило 
дает хорошие результаты, особенно если используется отсчет смо
ченного термометра при заходе солнца. Значительно лучший резуль
тат может быть получен, если используются показания сухого и смо
ченного термометров и учитывается наличие облачности.

Существует много формул, основанных на показаниях сухого 
термометра Т, смоченного термометра точки росы скорости 
ветра 1) и количества облаков п. Несколько типовых уравнений при
водится ниже.

Автор Место исследования Тип уравнения

Онгстрем [30] . . 
Пик [31] . . . .
Фловер и Девис

[ 3 2 ] ......................
Пиитфилд [33] 
Мак-Дональд [34]

Бойден [35] . . .

Упсала, Швеция 
Крэнвелл, Англия

Исмаилия, Египет 
Альдергров, Англия 

Хаббания (Habbaniya)

Различные места Бри
танских островов

Британские острова

Т ш ы =  T ^ { t ) - a n t )  - Ь  
^min =  ^

T ^ i n ^ a T {t )  +  bT^{t)-\-c
Train =  aT{t) +  bT^it)

Tmin =  aT{t) +  bT^{t)^c
7’ш1п =  -|-[Т'а, (max)-f-^

- j - 7^ ( m a x ) ] с 

7'т1п=у[7'щ , ( m a x ) ( m a x ) ] -|- 

+ПЩп)

В данной таблице T^{t) и другие подобные обозначения выра
жают значение элемента для какого-то произвольного времени t  
(обычно для 15 00 или 18 00  час. того же дня); (max) и 

(max) — максимальные значения температуры смоченного термо
метра и точки росы соответственно для этого дня. В формуле 
Мак-Кензи / (t> i« ) —  величина, зависящая от скорости ветра и ко
личества облачности, но независящая от температуры. Формула Пика 
сходна с формулой Каммермана, но в формуле Пика значение а  глав
ным образом зависит от скорости ветра.

П р е д с к а 3 а н и е  н 0 4  и ы X з а м о р о з к о в  в о  ф р у к т о в ы х  
с а д а х .  Убытки в урожае фруктов и других плодов, вызванные 
«очными заморозками в Северной Америке, побудили произвести 
детальное изучение формул для местного прогноза, основанных на 
статистическом обобщении данных наблюдений. Сборник статей по 
данному вопросу издан в виде приложения 16 к журналу „Месячное 
обозрение погоды" (1920 г .) .

Более сложный процесс имеет место в долинах, где низкие 
температуры являются следствием не только потери тепла почвой, 
но и результатом стекания холодного воздуха в долину (гравитаци
онный эффект). Динамика таких ветров будет обсуждена в гл. 7. 
Механизм явления заключается в том, что холодный и, следовательно,
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плотный воздух скользит вниз по склону долины и запол
няет ее.

Формулы для предсказания понижения температуры, базирующиеся 
на статистическом обобщении наблюдений, обычно представляют 
собой развитие правила Каммермана и его предположеиия, что влаж
ность воздуха регулирует потерю тепла поверхностью через излуче-

Рис. 20. Зависимость ме;жду ночным минимумом температуры, точкой росы, 
и относительной влажностью, в вечернее время для Калиф0р|г1ии.

ние. Однако, кроме этого фактора, необходимо учитывать и влияние 
других, не менее важных факторов, как например, стекание холод
ного воздуха с тем, чтобы более точно определить значение постоян
ных для данного места.

Большая часть методов основана на связи между минимальной 
температурой, точкой росы и относительной влажностью. Если от
ложить разность между ночной минимальной темпе;ратурой, в будке 

и вечерней точкой росы T^{t) в зависимости от вечерней отно
сительной влажности /, мы получим диаграмму типа, представлен
ного на рис. 20 Очевидно, что имеется высокая корреляция между 
этими переменньщи, и как это следует, из физического анализа 
явления, разность в температурах тем больше, чем суще, воздух- 
Метод прогноза, предложенный Варреном Смщом, состоит в том,, 
что нужно при помощи параболической, формулы
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провести среднюю кривую, проходящую через точки. Здесь а, Ь и 
с —  постоянные, которые должны быть определены статистическим 
методом (таким- как метод наименьших квадратов) по данным этой 
станции. Если температура выражена в градусах Фкренгейта, то а  — 
обычно порядка 4 0 ; Ь — около  2 и с  — около 0,01, но они значи
тельно колеблютс^я в зависимости от з'словий местности. По правилу 
Каммермана> Ь =  с — 0, и возможную точность этой формулы можно 
оценить на основании упомянутого выше рис. 20.

Другой тип уравнения был использован Ф. Д. Юнгом для Кали
форнии

где V  и V  — переменные, зависящие от вечерней точки росы и отно
сительной влажности; и а  — „постоянная местности", также завися
щая от состояния неба.

Уравнения указанных выше видов дают надежные результаты, 
когда они используются опытными метеорологами, хорошо знающими 
местные условия. Однако эти уравнения эмпирические, и их теорети
ческая значимость крайне невелика.

Параболическая формула Варрена Смита сводится к удобному 
статистическому обобщению данных, представленных на диаграмме,
и, возможно, что могут быть получены одинаково хорошие резуль
таты формулами разнообразных видов (например, экспоненциальная 
функция или дробные степени переменной величины).

Теория здесь дает лишь общее руководство тем, что указывает 
наиболее существенные переменные величины, а конечные, прибли
женные формулы (определение постоянных) зависят от данных наблю
дения. Если местные условия остаются неизменными в течение дли
тельного периода, приемы, описанные выше, будут успешны, по
скольку в настоящее время полного теоретического решения этой
проблемы еще не предвидится.
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ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ В НИЖНИХ СЛОЯХ АТМОСФЕРЫ
В данной главе подробно исследуется структура атмосферного 

поля температур от поверхности земли до высоты около 100 м. 
В  этом слое над ровной местностью в принципе возможны непос
редственные измерения с помощью закрепленных приборов. Над 
большими водными пространствами получать данные труднее и обычно 
они менее надежны. В  результате многочисленных исследований 
в настоящее время основные черты указанного поля довольно под
робно изучены. Однако процессы теплообмена в этом слое во мно
гом еще подлежат теоретическому анализу.

6. 1. Общие характеристики
Для изменений температуры в нижнем слое атмосферы в течение 

суток характерны определенные суточные колебания. При ясной 
погоде в профиле температуры в нижних ста метрах также отчет
ливо проявляются суточные изменения. Это лучше всего обнаружи-

dTвается при исследовании вертикального градиента температуры ^  .

В  течение дневных часов в периоды времени, начинающиеся вскоре 
после рассвета и примерно за час до захода солнца, температура 
уменьшается с высотой, причем быстрее в нижнем слое и медленнее 
на больших высотах. Ночью температура увеличивается с высотой, 
причем градиент ее остается наибольшим в нижнем слое. Колебания 
профиля температуры в ясную погоду отчетливо видны на рис. 21, 
который относится к условиям весны и к высотам от 1,2 до 87,7 м 
над лугом в пересеченной местности в Лифилде [1] (Южная Англия). 
Есть короткий период (от 8 до 9 час. утра) вскоре после рассвета, 
когда в рассматриваемом слое наблюдается состояние, близкое 
к изотермии, и подобный период с малым температурным градиен
том перед заходом солнца (с  15 до 16 час.). Кривизна профиля наи
более отчетлива в нижнем слое (от 1,2 до 12,4 м). Между этими 
высотами средний градиент численно значительно больше, чем адиа
батический.

ГЛАВ А 6
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Рис. 21. Профили температуры воз
духа в слое между 1,2 и 87,7 м 
в Лифилде (Южная Англия) весной 

(по Джонсону и Хейвуду).'
1 — сухоадиабатический градиент.

При облачных условиях суточные 
колебания профиля температур поч
ти совершенно исчезают, на всех 
высотах величины градиента малы.

Описанные выше случаи осно
вывались на данных регистрации, 
произведенной на открытой местно
сти в умеренных широтах. Однако 
такого же типа колебания обна
руживаются над пустынями и в 
тропических странах. Как и мож
но было ожидать, величины гра
диентов колеблются в зависимости 
от местных условий. В Англии, 
например, средние градиенты в 
Портоне [2, 3] (известковая почва) 
оказываются значительно больше, 
чём в Лифилде [1] (суглинок),
находящемся от Нортона на рассто
янии менее 100 миль. Максималь
ные же значения градиентов в Пор
тоне почти такие же, как в Исмаи
лии, в Египте [4]. Обычно дневные 
значения температурных градиен
тов в тропических странах значи
тельно больше летних градиентов 
в умеренных климатах. В  гористой 
местности или в густом лесу 
профиль температуры часто иррегу
лярен вследствие наличия затене
ний от солнечного излучения 
днем и застоя холодного воздуха 
ночью.

Кривые повторяемости различ
ных температурных градиентов по
казывают, что на всех уровнях сред
нее значение мало отличается от 
адиабатического градиента. На 
нижних уровнях диапазон изменения 
широкий, а на больших высотах 
наблюдаемые градиенты приближа
ются к их среднему значению. Кри
вые обычно сильно ассиметричны, 
наибольшие градиенты на всех 
уровнях связаны с инверсиями

^ ^ > о ) .  Сверхадиабатические и

инверсионные градиенты, численно
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во много раз превышающие адиабатический градиент, являются су 
щественными характеристиками температурного поля в нижних ста 
метрах над землей.

Значительно меньше имеется сведений относительно профилей 
температуры над океаном, и полученные здесь результаты менее 
достоверны. Чаще всего наблюдаемые градиенты над океаном меньше, 
чем измеренные в тех же слоях над сушей. Этот результат можно 
было ожидать вследствие относительно малого влияния приходящей 
и уходящей радиации на температуру поверхности моря, а также 
большой интенсивности турбулентного обмена по вертикали в верх
них слоях океана. Суточные колебания наблюдаются над мелкими, 
окруженными сушей водоемами, однако их трудно обнаружить над 
океаном вдали от суши. Сверхадиабатические градиенты имеют место 
над водой, но они обычно относятся к сравнительно тонким слоям 
вблизи поверхности.

Суточный ход температуры отчетливо проявляется на всех высо
тах в нижних ста метрах над землей в ясные дни, особенно летом, 
причем амплитуда колебаний уменьшается с высотой. Время насту
пления максимума температуры также изменяется с высотой. Он 
за(паздывает по мере удаления от земли. Эти факты позволяют 
трактовать суточный ход температуры как волну, амплитуда и фаза 
которой изменяются с высотой, а также зависят от сезона и состоя
ния неба.

При ясной погоде средний градиент температуры в нижних слоях 
быстро увеличивается в течение короткого периода утром, но остается 
весьма устойчивым в часы около полудня. Максимальное значение 
достигается примерно в полдень. После полудня градиент умень
шается по величине. Он обращается в нуль в некоторый промежуток 
времени перед заходом солнца, обычно когда высота солнца состав
ляет от 10 до 15° над горизонтом в открытой местности. При ясной 
погоде в дневное время для изменений температуры и градиента ее 
характерны значительные флюктуации. Эти колебания исчезают, когда 
градиент достигает адиабатического значения. В  облачные и ветреные 
дни как температура, так и температурный градиент очень устой
чивы, и резкие колебания не наблюдаются. В  течение ясной ночи 
(инверсионный период) градиент в нижних слоях менее устойчив, но 
подвержен длиннопёриодным колебаниям. Он обычно медленно уве
личивается до максимального значения, а затем быстро падает до 
малых значений, после чего снова медленно растет и т, д. В  ветре
ные и облачные ночи градиент остается малым и устойчивым, как и 
в дневное время.

6. 2. Условия на поверхности земли

Для подробного исследования температурного поля в нижней 
атмосфере необходимо рассмотреть условия на самой поверхности, 
связанные со свойствами почвы как теплопроводной среды.

Вопросы теплопередачи в почве выходят за рамки данной книги

215



и относящийся к ним подробный материал читатель может найти 
в специальной литературе Здесь будут приведены лишь краткие 
сведения.

П о ч в е н н ы е  п о с т о я н н ы е .  Плотность вещества, из которого 
состоит поверхность земли, существенно изменяется от места к месту. 
Она зависит от состава почвы, т. е. от того, является ли последняя 
влажной или сухой, неразрыхленной или свежевспаханной и т. п. 
При исследованиях почва рассматривается как состоящая из комочков 
или частиц со значительными пустотами между ними, которые могут 
быть заполнены или не заполнены водой. Плотность почвы зависит 
от удельного веса комочков или частиц, отношения объемов пустот 
и твердого вещества, а также от влажности (определяемой посред
ством отношения веса воды к весу твердого вещества, выраженного* 
в процентах). Ниже приводится несколько характерных значений 
плотности.

г/см“ ^
Сухой, рыхлый с у г л и н о к ............................................................................................1
Влажный с у г л и н о к .....................................................................  ...............................1 ,8
Глина .......................................................................................................................................... 2
С у п е с о к .................................................................................................................................1 ,5
Песок мелкий, неплотный...............................................................................................0 ,7
Песок плотный, вл а ж н ы й ................................... .......................................................  1 ,8
Легкая почва (содержащая корни т р а в ы ) ...................... ..............................от 0 ,3

до 0 ,5

У д е л ь н а я  т е п л о е м к о с т ь  почвы также сильно меняется. 
Ведмор [5] приводит значения от 0 ,8  для глины до 0,27 для су
песка. Удельная теплоемкость, кроме того, отчетливо зависит от 
содержания воды. Обычно влажные почвы имеют большую удельную 
теплоемкость, чем сухие почвы.

Из общих физических соображений следует, что т еплопровод
ность  почвы должна быть переменной и, в частности, зависеть 
в сильной степени от влажности. Последний вопрос исследовался 
Паттеном [6], который нашел, что теплопроводность песчаного глино
зема быстро возрастает с увеличением влажности, а температуро
проводность растет до максимума, который достигается при влаж
ности примерно 12%  и затем уменьшается. Несмотря на сложный 
характер этих зависимостей, можно все же с некоторым приближе
нием установить, что, с одной стороны, средние значения темпера
туропроводности большинства почв лежат в пределах между 10~^ и 
10~® см  ̂ сек.“ ‘ . Это справедливо даже для таких весьма различных 
сред, как глина (р̂  =  1,8 г см~^, с-̂  =  0 ,8 , k̂  — 2 - 10“ ® см  ̂ се к .~ ')  и 

легкие почвы, содержащие корни травы (р] =  0,82 г см~^, =  0,3,
k  ̂=  b- \Q~̂  см  ̂ сек.“ * ) . (Ведмор [5 ], Райдер и Робинсон [7 ] .)  
С другой стороны, из данных Каллендера и Маклеода [8] хорошо 
видны кратковременные изменения, которые может претерпевать

‘ Б. А. Кин.  Физические свойства почвы. ГТТИ, Л .— М., 1933.

216



температуропроводность почвы в определенном месте. Эти авторьк. 
получили в Канаде малые значения =  1,6 • 1 0 “  ̂см^ с е к .~ ')  дл»- 
мерзлой почвы под снегом и весьма большое значение (Ai =  0,3*' 
см  ̂ сек.~^), когда в ту же почву проникало много воды (последнее 
значение, возможно, скорее указывает на наличие конвекции тепла-! 
при нисходящих движениях воды,, чем на истинную проводимость- 
тепла).

П р о н и к н о в е н и е  т е п л а  в п о ч в у .  Приведенные выше ре
зультаты показывают, что в общем случае температуропроводность 
почвы мала, она значительно меньше температуропроводности непод
вижного воздуха (^  ̂=  0,2 см  ̂ с е к . - ’ ). Поэтому можно ожидать, что-* 
наблюдаемая на поверхности почвы суточная волна температуры 
будет быстро затухать с глубиной. Это хорошо подтверждается 
наблюдениями. Амплитуда суточной волны пренебрежимо мала на. 
глубинах примерно больше 5 0 — 60 см. По наблюдениям Вуевича [9],. 
в Белграде суточные колебания, равные на поверхности почвы 
в июле 29° С (от 15. до 44° С ), уменьшаются до 11° С (от 19,5 до> 
3 1 ,5 °  С) на глубине 1 см, до 2 ,5° С (от 2 2 ,5  до 2 5 °  С) на глубине 
20 см и не обнаруживаются на глубине 50 см.

Керенен [21] на основании данных Хомена [10] в Финляндии: 
составил таблицу значений первых трех гармоник суточной волны:
1) в граните, 2) в песчаной почве, покрытой короткой травой и* 
куманикой, и 3) в торфянике, покрытом травой и мхом.

Из его таблицы видно, что летом имеет место очень малое изме
нение средней температуры с глубиной в граните и в сухой песчаной 
почве, а также на уровнях ниже 5 см во влажном торфянике. Наи
высшее значение средней температуры наблюдается в граните, при 
этом оно на 6° выше средней температуры воздуха на обычной вы
соте наблюдений. В песчаной почве и торфянике амплитуда гармоник, 
быстро уменьшается с увеличением глубины, и на глубине 40 см* 
(в песчаной почве) и 20 см (в торфянике) становится пренебрежимо- 
малой. В  каменистых слоях уменьшение происходит значительно- 
медленнее. Эти различия связаны с влажностью среды; в торфяниках, 
и в меньшей степени в песке много тепла расходуется на испа
рение.

Годовой ход температуры проникает на значительно большие 
глубины. Допустим, что температурные волны распространяются- 
в почве соответственно теории теплопроводности в твердом теле. 
Тогда глубина затухания годовой волны должна быть в У  365 sri- 
~ 1 9  раз больше, чем глубина проникновения суточной волны, по-- 
скольку отношения глубины пропорциональны корню квадратному 
из отношения периодов (см. гл. 4 ). Это подтверждается данными?, 
наблюдений

В северном полушарии минимальная температура верхних слоев 
почвы наблюдается в феврале. Поток тепла зимой и ранней весной^

Кегапеп [21], стр. 212—214,
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зд е сь  направлен вверх. В  марте верхние слои стайовятся теплее, 
-тогда как нижние Остаются холодными. В  апреле же направленные 
эднйз потоки тепла приостанавливают охлаждение нижних слоев, при
водя к повышению температуры почвы в целом. Максимум дости
гается в августе. Затем верхние слои почвы начинают охлаждаться, 
«  результате чего в ноябре потоки тепла направлены вверх. Так
• продолжается до февраля, когда весь цикл начинается снова.

Быстрое уменьшение с глубиной амплитуды суточной волны озна- 
*чаёт, что очень большие температурные градиенты могут наблю
даться только в самых верхних слоях почвы в некоторые периоды 
•суток. Интересный пример крайне больших градиентов приводится 
Синклером [11] для пустынной почвы в Таксоне, Аризона.-В таб
лице, приведенной ниже, даны максимумы и минимумы температуры,, 
-зарегистрированные 21 июня.

Глубина,
см

Максимум
температуры

°С

Время 
максимума, 

час. мин.

Минимум
температуры

°С

Время 
минимума, 
час. мин.

0 ,4
2
4
7

71, 5
62,1
48.1
44.1

13 00
14 00
15 30
16 30

15.00
22.0 
23,5 
25,2

04 00—05 00 
05 00
05 30
06 00

О значении температуры собственно поверхности можно лишь 
«редполагать; ее максимальное значение может достигать 71 ,5°  С 
«{161°F ) .  Для микрометеорологии значительный интерес представляют 
•очень большие градиенты О  6° С с м к о т о р ы е  могут наблюдаться 
вблизи поверхности, особенно во время максимума температуры по
верхности, а также огромные амплитуды (56,5° С) суточных измене
ний температуры в самых верхних слоях почвы в пустыне в течение 
периода максимальных температур.

Данные для Таксона представляют собой пример крайне больших 
«изменений в температуре, обычно наблюдаемых на очень малых рас- 
•стояниях от поверхности земли. Изменения с меньшЁй амплитудой, 
но еще достаточно большие по сравнению с колебаниями темпера
туры воздуха на обычных высотах наблюдений, обнаруживаются 
в верхних слоях почвы даже в умеренных климатах. Это обстоятель
ство  имеет большое значение при биологических исследованиях.

Т е м п е р а т у р а  п о в е р х н о с т и .  При исследовании температур
н о го  режима трудно дать определение „поверхности“ земли; исклю
чение составляет почва, не покрытая растительностью. Для метео
рологов вопросом первостепенной важности является установление 
положения деятельной поверх:ностй. Таковой может быть либо почва,,, 
либо листья растений. Даже тогда, когда граница определяется 
•единственным образом, как в случае оголенной почвы, трудно вы-
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полнить ее измерение, а особенно осуществить регистрацию истинной 
температуры поверхности.

Исследование процесса развития растений и жизни мелких живот
ных часто требует сведений об амплитуде колебаний температуры 
деятельной поверхности. Для этого нужно производить измерения 
температуры поверхности при различных условиях, включая сюда 
условия интенсивной инсоляции и значительного эффективного излу
чения. При идеальной методике измерений излучение должно сво
бодно доходить и уходить от поверхности, сам же прибор должен 
быть экранирован от прямой радиации. Эти условия на практике 
нелегко выполнить, в особенности, когда нужна автоматическая 
регистрация.

Для преодоления этих трудностей были внесены различные пред
ложения, но ни одно из них не оказалось полностью удовлетвори
тельным. Некоторые экспериментаторы помещали термометр так, 
чтобы половина приемной части находилась в воздухе, а половина 
в почве; другие слегка углубляли прибор в почву, покрывая прием
ную часть тонким слоем почвы. Мгновенные измерения температуры 
поверхности могут быть выполнены с помощью специальных термо
метров (обычная термопара, прикрепленная к полоске из эластичного 
металла). Прибор необходимо перемещать быстро от места к месту, 
и среднее значение можно принять за собственно температуру поверх
ности. Этот вопрос исследовался Вильдом, Вуевичем, Керененом и др. 
До сих пор, однако, не найден удовлетворительный метод непре
рывной регистрации температуры поверхности. Вследствие этих 
трудностей приводимые ниже результаты необходимо рассматривать 
как приближенные и не всегда взаимно согласующиеся.

Г о д о в ы е  и з м е н е н и я  т е м п е р а т у р ы  п о в е р х н о с т и  
легко определяются. В северном полушарии максимальное значение 
достигается в июле и августе, а минимум — в январе и феврале. 
Очень отчетливо сказывается изменение места, наибольшие амплитуды 
обнаруживаются в низких широтах (например, Павловск, 59° с. ш., 
имеет годовое колебание около 19° С, тогда как в Лагоре 31® с. ш., 
изменения составляют 40°С, при этом почва оголенная в обоих 
пунктах).

Большой интерес для метеорологов представляет вопрос о суточ
ны х колебани ях  и, в частности, вопрос о максимальной темпера
туре, достигаемой при условиях интенсивной инсоляции. Значение 
верхнего предела для температуры поверхности указано Джонсоном 
и Девисом [15]. Они исходили из того, что в наиболее жарких 
областях земного шара в случаях, когда температура в метеороло
гической будке (1 ,2  м над землей) достигает значений, близких 
к 5 7 °С , маловероятно, чтобы температура поверхности огйленной 
почвы превышала 93®С. Нет прямых доказательств того, что реаль
ная температура поверхности будет столь высокая, как указано. 
Однако из примера с Таксоном (Аризона), приведенного на стр. 218, 
отчетливо видно, что в этой области температуры поверхности должны 
иметь значительное превышение над 71,5°, а Филд [12], например
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зарегистрировал 69°С в Агре (Индия). В Америке (Риверсайд, Ил
линойс), по измерениям Итона [1 3 ], 51°С  наблюдался на поверх
ности асфальтированной дороги в день, когда температура воздуха 
над соседним газоном не превышала 37°С . Другие примеры высоких 
температур поверхности приведены Гайгером [14].

С)'щественное влияние оказывает природа вещества, из которого, 
состоят поверхностные слои. Джонсон и Девис [15] исследовали, 
температуру в слое до глубины 15 см в: 1) просмоленной щебенке 
(в материале, из которого делают дороги), 2) оголенной земле,
3) почве, покрытой травой, 4) песке, 5 )  гальке и 6) оголенной 
глине. Они избежали прямого измерения температуры поверхности 
благодаря экстраполяции наблюденной суточной волны на глу
бине 1 см, используя для этой цели классическое решение уравнения 
теп.топроводности (гл. 4 ) .  Для условий Портона (Южная Англия) они 
нашли, что наивысшие температуры достигаются в слое просмолен
ной щебенки, поверхность которой нагревается до 60°С в самые 
жаркие дни. Соответствующий максимум для песка был 55°С, а для 
поверхности, покрытой травой, 44°С.

А м п л и т у д а  с у т о ч н ы х  к о л е б а н и й  т е м п е р а т у р ы  
п о в е р х н о с т и  в значительной степени зависит от широты, сезона, 
природы поверхности и состояния неба. Из данных Синклера для 
Таксона видно, что максимальное значение может достигать 56 ,5°С  
в пустынях. Для Финляндии в один и тот же период в августе 
Хомен определил амплитуды 34 ,5° (в песчаной степи), 21 ,4° (в тор
фянике) и 20,3®С (в граните). Для ясных суток и оголенной или 
почти оголенной поверхности везде, кроме тропиков, в сезон, когда 
наблюдается максимум температуры, суточные колебания обычно 
составляют примерно 25°С. Вместе с тем суточные изменения могут 
ослабляться почти до полного исчезновения в периоды со значитель
ной и плотной облачностью и при сильных ветрах.

В р е м я  н а с т у п л е н и я  м а к с и м у м а  т е м п е р а т у р ы  п о 
в е р х н о с т и  представляет интерес для теоретического анализа 
теплопередачи в нижней атмосфере. Бест [3] в Портоне (Ю жная. 
Англия) провел специальное исследование этого вопроса. Он при
шел к заключению, что в ясные дни температура на поверхности 
достигает своего максимума в 13 час. 17 мин. по гринвичскому вре
мени, примерно через 1 час после наступления максимума солнечной 
радиации. Данные наблюдений Шрайберга [16] в течение ясных 
июньских дней в Дрездене (песчаная почва) показывают, что кривая 
температуры достигает максимума около 13 час. 00  мин., однако 
здесь имеются небольшие колебания от 12 до 14 час.

Наблюдения Вильда и Вуевича [9] также показывают, что мак
симум температуры поверхности наступает примерно через час после 
местного полудня. Минимум температуры поверхности во время 
ясной погоды определяется главным образом соотношением между 
эффективным излучением и потоком тепла из почвы. Обычно он наб
людается незадолго до рассвета. Эта задача уже рассматривалась 
в гл. 5.
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Максимальная температура поверхности достигается тогда, когда 
поток тепла в почву в точности равен потоку, направленному вверх, 
и это зависит не только от приходящей радиации, но и от тепло
передачи в почве и воздухе. Поэтому неудивительно, что максимум ■ 
температуры поверхности наступает через довольно значительное 
время и после полудня. Ночью поверхность обычно продолжает 
■охлаждаться, пока падение температуры не приостановится с появле
нием солнечной радиации после рассвета; с этого момента темпера
турная кривая начинает круто подыматься.

В л и я н и е  п о к р ы т и я  п о в е р х н о с т и .  Приведенное выше 
рассмотрение относится либо к оголенным почвам, либо к почвам, 
покрытым редкой и низкой растительностью. Если растительность 
густая или высокая, температура поверхности не может быть опреде
лена простыми способами. В таких случаях сами листья образуют 
собственно деятельную поверхность, уменьшающую приходящую 
радиацию вследствие поглощения и отражения, и действующую, как 
первичный источник радиации в ночное время. В  общем этот эффект 
приводит к тому, что температура поверхности почвы, имеющей то 
или иное покрытие, колеблется значительно слабее, чем температура 
оголенной поверхности.

Наблюдения Вильда [17] в Павловске показывают, что в период 
май — август почва, покрытая травой, в среднем на 2 — 3°С холоднее 
оголенной почвы. Измерения Любославского [18] в Ленинграде 
представляют значительный интерес, поскольку они четко иллюстри
руют, как снежный покров защищает почву от очень больших холо
дов. Наблюдения проводились в оголенном песке и на соседнем 
участке, покрытом растительностью (главным образом травой), 
а  зимой покрытом снегом. От декабря до марта самый верхний слой 
почвы, покрытый снегом, был на 6°С  теплее, чем на оголенном 
участке. Летом же (от мая до августа) почва, на которой была рас
тительность, оказалась на 2 — 4°С холоднее, чем оголенный песок.

Приведенные выше примеры иллюстрируют общую тенденцию 
уменьшения амплитуды температурных колебаний благодаря наличию 
растительности. Для более подробного ознакомления читателю реко
мендуются многочисленные примеры, приведенные Гайгером [14] в его 
исследовании по микрометеорологии.

Т е п л о о б м е н  в в е р х н и х  с л о я х  п о ч в ы .  Во мно
гих микрометеорологических задачах (например, при определении 
испарения) необходимо оценить возможно точнее различные члены 
уравнения теплового баланса. Поток тепла через поверхность опре
деляется посредством

Ча

где i ’l, относятся, как обычно, к почве. На основании тщатель
ных исследований теплопередачи в песчаной почве в Дрездене Шрай
бер [16] получил выражение для первых нескольких членов ряда 
Фурье, представляющего температуру в некоторый момент времени
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года на глубине 2 ,5  м. С помощью такого выражения можно рассчи
тать предположив, что Cj и известны. В  . следующей таб
лице, приводятся , осредиенные результаты расчетов для каждого 
месяца.

I 11 III IV V VI VM VIII !1Х X XI XII

Температура
поверхности
“G .................

Солнечная радиа
- 1 , 5 0, 9 5, 5 1,1,,:5 17.1 20,9 21,7 19,4 14,5 8, 5 2, 9 - 0 ,7

ция, г кал. см~^
сухки~' . . . .  

Поток тепла,
10 34 105 236 330 408 372 308 172 69 34 7 '

г кал. см~^
сутки~‘ . . . . -7 ,8 -4 ,4 2 ,5 12,9 18,3 14,6 7 ,3 1,3 -5 ,5 -12 ,9 -15 ,6 -12,1:

Эти расчеты показывают, что в типичный июньский день, когда 
солнечная радиация достигает максимума, только небольшая доля 
(менее 4®/о) приходящей радиации проникает в почву. В течение зим
них месяцев количество тепла, отдаваемое землей (отрицательный 
знак), достигает, а иногда превышает (в декабре) количество тепла,, 
получаемого от солнца.

В подобном исследовании суточных колебаний, выполненном 
Шрейбергом, также Обнаруживаются некоторые интересные особен
ности. б  приводимой ниже таблице даются значения для ясных суток 
в июне в Дрездене.

Время 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Температура 
поверхности 
°С . . . . 15,1 15,1 16,7 19,3 22,5 25,1 26,7 26,7 25,1 22,5 19.3 16,7 15,1

Поток тепла, 
г кал. см“  ̂
мин.~' . . -0,07 0,04 -0.01 0,06 0,09 0,11 0,09 0,06 0,01 -0,04 -0,07 -0,08 -0 ,07

Согласно этому анализу, поток тепла в почву достигает 
своего максимального значения (0,1 г кал. см~^ мин.~’) между 
9 и И  час. Наибольшее значение направленного вверх потока 
(0,08 г кал. см~^ мин.“ ')  имеет место непосредственно перед полу
ночью. Этот ход Шрайдер выразил посредством формулы

=  0 ,01  0 ,0 9 7  sin (tp-j- 300^) г кал. см  ̂ мин.,

где 9 =  360° - ^ ,  а t выражается в часах после полуночи.
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приведенные выше данные выражают общий характер потоков 
тепла на поверхности. Теплообмен в почве изучался Бецольдом [19 ], 
Пусть АВ  и CD  на рис. 22  представляют профили температуры» 
T — T{z,  и T = T \ z ,  соответственно в моменты времени.

и 2̂- Площадь между этими профилями и линиями z  =  0, Z~Z■  ̂
показывает количество тепла, которое получает почва за период, 
о т /j до t̂ . С помощью формул это записывается следующим., 
образом;

d t .

При условиях, когда нет источников или стоков, тепла в почве 
(совершенно сухая почва, температур,а выше точки замерзания), го
довой или суточный тепло
обмен Д// определяется как 
разность между наибольшим и 
наименьшим значениями Н  в 
рассматриваемый период. Обоб
щенная, задача, в которой учи- 
тываются также источники теп
ла, рассматривалась Керене
ном.

Кюль [20] изучал измене
ние теплосодержания несколь
ко отличным и более прак-

Температура —-  

Рис. 22. Изменение теплообмена, 

тичным способом, используя „температурный интеграл"

V ^ f { T ~ T ) d z ,  •

где Т — средняя по вертикали температура почвы.
Величина теплообмена выражается посредством

где Д1/— разность между экстремальными значениями V.
Когда Т  известно как функция z тл t, V (а отсюда и Д//) легко»- 

определяются.
Несколько характерных суточных значений Д//, основанных на 

данных Керенена [21], приведены в табл. 11.
Предел изменений Д/У очень велик, примерно от 10 до 1. Кюль 

также получил обширную сводку годовых значений V  и Д// для. 
различных широт и самых разнообразных типов почв. Д ля,ознаком
ления с , подробностями читатель может обратиться к статье Керенена 
или оригинальным работам.
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Суточные значения изменений теплосодержания в 
поверхностных слоях почвы

Тип местности Ш  v кал. см~^
,Лес, песок или торфяная почва .......................... .... 15—24
Торфяной луг ............................................................ .......................................... 33—43
Песчаная почва, оголенная ( л е т о ) ............................................................95—105
Песчаная почва, оголенная (о се н ь )............................................................27—42
Песчаная почва, покрытая т р а в о й ............................................................ 52—67
Камень (г р а н и т )................. • • • ,..................... ..................................................................128

Т е п л о в о й  б а л а н с .  Полное определение теплового баланса
^поверхности является сложным вследствие трудностей, возникающих 
-из-за испарения и конденсации. Пэсквилл [22] провел подробное
исследование ряда отдельных случаев. Эта работа имеет большое
.значение, поскольку производились прямые измерения различных 
тепловых потоков, однако выводы из нее, естественно, требуют 
•обобщения. В  табл. 12 приведен ряд величин потоков тепла, полу
ченных Пэсквиллом в ясный день в марте на пастбище с глинистой 

щочвой вблизи Кэмбриджа, Англия. Температура поверхности изме- 
Ерялась при помощи спиртового термометра, положенного на землю; 
«большинство из приведенных величин получены путем прямого из- 
■мерения, а турбулентный поток оценивался как остаточный член.

Таблаца 11

Таблица 12

Тепловые потоки в ясный весенний день на пастбище с глинистой 
почвой, по Пэсквиллу °С и г кал. см"■-2 м и н .-‘

Время 10 час. 12 час. 15 час. 17 час. 19 час.
(гринвичское) 33 мин. 30 мин. 30 мин. 30’ мин. 30 мин.

Температура поверхности 16,3 17,9 13,4 7 ,3 5 ,7
Приходящая солнечная ра

диация ................................... 0 ,715 0,770 0,336 0,031 0
'Отраженная солнечная ра

диация ................................... 0 ,123 0,128 0,073 0,008 0
Эффективное излучение 0,191 0,196 0,153 0,116 0,109
Тепловой поток в почву 0,057 0,105 0 ,017 - 0 ,0 4 8 - 0 ,0 6 3
Затраты тепла на испарение 0,120 0,126 0,097 0,029 0,023
Турбулентный поток тепла 0,224 0,215 - 0 ,0 0 4 - 0 ,0 7 4 - 0 ,0 6 9

Эти результаты можно сравнить с данными Хомена [10] для 
■участка в Финляндии (табл. 13).

Ряд значений был дан (в графической форме) Леттау [23] на 
•основе : наблюдений в пустыне Гоби во время экспедиции Свена 
Гедина в 1931 г. Один такой ряд, осредненный за шесть дней 
® июне, приведен в табл. 14.
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в  этой сводке член „радиационный баланс" включает прямую и 
рассеянную радиацию, за вычетом отраженной от поверхности радиа
ции, и эффективное излучение. Радиационный баланс уравновеши
вается суммой затрат тепла на испарение, потока в почву и турбу
лентного потока тепла.

Для этих трех примеров характерна определенная степень согла
сованности, несмотря на то, что они относятся к совершенно раз
личным типам почвы и климатических условий. Хотя данные Хомена 
получены как средние за много часов, все же видно, что приведен
ные числа имеют тот же порядок, что и у Пэсквилла и Хауде.

Эти измерения трудно сравнивать с лабораторными данными, но 
все же здесь можно привести один из результатов такого сопостав
ления. Для свободной конвекции от нагретой горизонтальной поверх
ности Фишенденом и Саундерсом дано следующее выражение;

5_

^ =  3 ,6  • 10“ ® (А Г) г кал. см  ̂ мин.“ '

(уравнение (4 .15) стр. 135).
Это дает

^  =  0 ,1 5  г кал. см~^ мин.~‘ при Д Г = 2 0 ' 'С ,

^ =  0 ,2  г кал. см~^ Д1нн.~' при Д Г = 2 5 ° С .

В ясный летний день поверхность, если она будет оголена или 
покрыта редкой либо густой растительностью, может иметь темпе
ратуру на 20— 25° С выше, чем воздух на обычной высоте наблюде
ний (например, 1 м). Эти данные хорошо согласуются с лаборатор
ными наблюдениями свободной конвекции.

6. 3. Профиль температуры
Сведения о температурном поле в нижней атмосфере (от О до 100 м)  ̂

приводимые в этом параграфе, основаны главным образом на данных 
наблюдений Джонсона [2] и Беста [3] в Портоне (Англия), Джон
сона и Хейвуда в Лифилде (Англия) и Флауера в Исмаилии (Еги 
пет). Портонские записи относятся к условиям открытой долины 
в Солсбери Плейн, где подпочва представляет собой мел, покрытый 
тонким слоем дерна. Лифилд лежит на севере от Солсбери Плейн, 
в Котсволде —  области с холмистыми лугами и пахотными землями. 
В отношении Исмаилии можно принять, что она характеризует ус
ловия на периферии пустыни.

В  рамках данной книги невозможно дать обширный обзор сущест
вующих результатов по профилям температуры вблизи земли в раз
личных климатических условиях. Поэтому остановимся на главных 
особенностях, обнаруженных в указанных выше исследованиях. Такое 
рассмотрение будет связано с некоторым уменьшением общности, 
но это, вероятно, будет более чем компенсировано тем, что эти част
ные разработки основаны на систематических и непрерывных иссле
дованиях детальной структуры температурного поля, проведенных
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специально в микрометеорологических целях. К TOivsy же все четыре 
исследователя использовали, по существу, один и тот же тип ап
паратуры—  защищенный и аспирационный электротермометры, уста
новленные на башнях на открытой местности. Результаты эти на
дежны и сопоставимы между собой.

, • Время захода солнца

Рис. 23. Средний суточный ход разностей температур на высотах 2,5 и 
30,5 см (/) и 30,5 и 120 см (2) над поверхностью с короткой травой 
в январе (я) и в июне (ff) в Портоне (Южная Англия) в единицах сухо- 

диабатического градиента.

В е л и ч и н а  т е м п е р а т у р н о г о  г р а д и е н т а. Бест измерил 
разность температур в интервалах высот от 2 ,5  до 30 см и от 30 до 
120 см в том же месте, где Джонсон исследовал разности в интер
валах от 120 до 710 см и от 7 1 0  до 1710 см. Интервалы высот 
в Лифилде составляли 120— 1240 см, 1240—3050 см, 3050— 5740 см 
и 5740— 8770 см, а в Исландии 110— 1620 см, 1620— 4640 см и 
4 6 4 0 - 6 1 0 0  см.

На рис. 23 показан суточный ход разностей температур в Пор
тоне для января и июня. В табл. 15 ,даны средние полуденные раз-

15* 227



носТй температур, представленные как градиенты^ выраженные через 
адиабатический градиент Г  для вы сот до 1710 см (Портон).

Таблица 15

Средние полуденные градиенты температур над травой 
в Портоне, Южная Англия, по Бесту

Слой, см

Температурный
градиент

январь июнь

2 ,5 - 3 0
Ж)-120

1 2 0 -7 1 0
7 1 0 -1710

100 г 625 Г
1 1  г 78 Г
2 Г 14 Г
1 Г 5 Г

Характерной особенностью здесь являются наличие больших 
градиентов в нижних слоях, даже зимой, и быстрое уменьшение 
температурного градиента с высотой в метровом слое над почвой. 
Сверхадиабатические градиенты должны поэтому рассматриваться 
как характерная особенность температурного поля нижних слоев 
в период времени около полудня.

Приведенные значения не представляют собой абсолютного макси
мума, и часто в течение коротких промежутков времени наблюдаются 
ббльшие градиейты. Наибольшие часовые значения разностей, заре
гистрированные Бестом во время его работ, были 9,7° С, в слое 
от 2 ,5  до 30 см, что эквивалентно среднему градиенту в 1800 Г . 
Бест сравнивал эти результаты с теоретическими выводами Брента. 
Согласно последним, если 1 —  приходящая радиация в г кал. см”"  ̂
мин. а е  — давление водяного пара в миллибарах, значение гради
ента вблизи поверхности не может превзойти 100 е /Г. Согласно 
данным измерений солнечной радиации в обсерватории в Кью, вблизи 
Лондона, значение / = 1 , 5  г кал. см~^ мин““' может быть достиг
нуто при чистой атмосфере (максимальное значение в Кью I  — 
= i= l,39 г/кал. см~*мйн.“ ^). При этом значении I  и измеренном зна

чении е = 1 1 , 7  мб формула Брента дает =  1755 Г , что
\ ^тах

нахййится в полном соответствии с наблюженяйма. Зимой инверсия 
преобладает в течение 24 час., летом в течение 'большей части этого 
периода преобладают сверхадиаба'тические градиенты.

Величины сверхадиабатичёскйх градиентов во много раз больше 
летом, чем зимой, в отношемйй же «очных инверсий отмечается 
несколько меньшая их зависимость от сезона. В  зимние месяцы наи
большие значения ночной инверсии в слое от 2,'5 до 30  см обычно 
относятся к полуночи, Чисиенйо они имеют порядок 1000 Г  и
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в общем больше, чем максимальные значения сверхадиабатических 
градиентов в том же интервале высот. Летом наибольшие значения 
инверсионных разностей обычна отмечаются после полуночи, однако 
численно они меньше, чем максимум сверхадиабатических градиентов 
в том же интервале высот.

Влияние скорости ветра на величину температурного градиента 
довольно сложно. Данные Беста показывают, что в сверхадиабати- 
ческий период градиенты уменьшаются с ростом скорости ветра 
больше 400 см сек .~ ‘ (измеренной на высоте 13 м над землей). 
При скорости ветра меньше 400 см с е к " ’ имеется тенденция 
к уменьшению градиента с ослаблением ветра. В инверсионный, пе
риод градиент очень быстро уменьшается, когда ветер усиливается 
от штиля до 200 см сек.“ ' ,  а при больших скоростях усиление 
ветра оказывает малое влияние.

Эти результаты не легко объяснить, поскольку можно было ожи
дать, что турбулентный обмен, обусловленный увеличением скорости 
ветра, должен неизменно приводить к уменьшению температурного 
градиента.

С у т о ч н о е  и з м е н е н и е .  В табл. 16 приведены данные по 
суточному ходу температуры в ясные дни в Нортоне и Лифилде.

Таблица 16

Суточные изменения температуры в ясные дни 
в Портоне и Лифилде

Портон Лифилд

месяц высота, см суточный 
ход, “С месяц высота, см суточный 

ход, °С

Декабрь 2,5 3 ,7 Декабрь 120 3 ,2
30 3 .3 1240 2 ,2

120 3,1 3050 1,6
710 2 ,7 5740 1,2

1710 2 ,4 8770 0 ,9

Июнь 2 ,5 11,8 Июнь 120 10,8
30 10,2 1240 8 ,8

120 9 ,4 3050 8,1
710 8 ,3 5740 7 ,4

1710 7,1 8770 7 ,0

Бестом для Нортона, а Флауером для Исмаилии суточные изме
нения были также представлены посредством ряда Фурье. Их резуль
таты даны в табл. 17.

Эти результаты имеют некоторые интересные особенности. 
В .Нортоне в декабре амплитуда второй гармоники сравнима по 
величине с амплитудой первой гармоники Су Таким образом, зимой 
суточная кривая температуры не может быть представлена с доста
точной точностью посредством простой синусоидальной волны. Летом
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Таблица /7

Коэффициенты первых двух  гармоник суточной волны 
температуры

Месяц
I

Высота, см 92

П о р то н

Декабрь 
(все дни)

Июнь 
(все дни)

2,5 1.37 244° 0,84 59°
30 1,23 238 0,72 , 55

120 1.16 233 0,64 52
710 1,03 225 0,54 45

1710 0.93 218 0,46 40

2.5 5,78 246 0,48 108
30 5,14 238 0,29 107

120 4,72 235 0.25 110
710 4,10 228 0,28 107

1710 3,76
1

223 i 0,31 103

И с м а и л и я

Декабрь 
(ясные дни)

Август 
(ясные дни)

Температурная 
+  C2Sin (2z; +  92)- i
J L  =  15° == 1 час. 
12

110 6,40 228 1.97 61
1620 4,06 219 1.32 42
4640 2,49 209 0.98 28
6100 1,94 204 0.92 27

ПО 6,56 225 1,41 50
1620 5,28 219 1,30 42
4640 4,82 218 1,41 31
6100 4.69 219 1.41 28

разность (отклонение от средней) =  C|Sin (^ +  ?])-}-  
— время от полуночи, измеренное в градусах;

вторая гармоника имеет меньшее значение, и суточную волну темпе
ратуры можно выразить без большой погрешности простым синусои
дальным изменением в течение всех 24 часов. Имеется также боль
шое изменение в величинах амплитуды гармоник при. переходе от 
зимы к лету. В Египте амплитуды второй гармоники всегда состав
ляют значительно большую часть от амплитуд первой гармоники, 
особенно на больших высотах, а сезонные изменения отмечаются 
только в поверхностных слоях.

Зависимость времени наступления максимума температуры от вы
соты имеет большое значение при теоретическом анализе. В табл. 18 
приведены данные для Портона, Лифилда и Исмалии.
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Время наступления максимума температуры на различных высотах

, Таблица 18

П о р т о н

0 2 ,5 30 120 .. 710

1403 1424 1445 1518
1317 1348

!
1405 1430 1445

]\ и ф и л д

120 1240 3050 5740 8770

1330 1342 1400 1438 (?) 1514 (?)
1545 1635 1700 1714 1724

И см а и л и я

110 1620 4640 6100

1447 1524 1603 1623
1459 1522 1525 1525

1710

1533
1500

Выс.ота, см 
Время (гринвичское) на

ступления максимума 
температуры 

Ясные дни в марте, 1932 
Ясные дни в марте, 1933

Высота, см 
Время (гринвичское) 

максимальной темпе
ратуры 

Ясные дни в декабре 
Ясные дни Ё июне

Высота, см 
Времп (зональное) мак

симума температуры 
Ясные дни в декабре 
Ясные дни в августе

6. 4. Анализ наблюдений температуры вблизи 
поверхности земли

Приведенные в предыдущем параграфе данные могут быть про
анализированы двумя способами:

1) посредством применения достаточно развитой в математическом 
отношении теории, позволяющей детальное сопоставление с наблю
дениями, или

2) с помощью исследований эмпирических соотношений, которые 
впоследствии могут послужить основанием для рациональной теории. 
Историческая последовательность в исследовании этих вопросов 
указывалась выше; в первую очередь развивался второй способ под
хода, приведший, естественно, к различным теориям, которые раз
вивались в соответствии с наблюдениями.

Э м п и р и ч е с к и е  с о о т н о ш е н и я .  П р о ф и л и .  Изменчивость 
температурного поля вблизи земли создает трудности в получении 
простого математического выражения для профиля, который был 
бы справедлив для любых условий. Было бы безосновательно ожидать
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существования такого выражения, поскольку физические факторы, 
которые преогО^ладают в период сверхадиабатических градиентов и 
в период инверсий, совершенно различны. Более обещающим под
ходом является выделение некоторых периодов суток с квазиустано- 
вившимися условиями, когда можно ожидать, что профиль темпе
ратуры имеет относительно простую форму. Один такой период 
существует в часы около полудня, и Бест [3], анализируя профили 
в ясные июньские дни от 10 до 14 час., нашел, что температура 
приближенно выражается линейной функцией Igz {z —  высота) 
между 30  и 1710 см. Подобный закон справедлив и для средины 
инверсионного периода. Шеппард [24] установил, что в слое 
от О до 100 м температура уменьшается примерно пропорционально 
логарифму высоты в течение дневного времени, но он не дал точ
ного выражения этой зависимости.

Сделанные выше заключения относились к молекулярным темпера
турам на различных уровнях. На основании исследований профилей 
в ясные июньские дни в Лифилде, Сеттон [25] заключил, что

в часы около полудня ^  +  Г  уменьшается, как для z  между

7 и 45 м. Это означает, что в период максимального сверхадиабатичес- 
кого градиента потенциальная температура уменьшается примерно, 
как Быстрое уменьшение градиента потенциальной темпера
туры в нижних слоях означает, что температурный градиент дости
гает адиабатического значения с увеличением высоты. Поэтому два 
закона, соответственно для молекулярной и потенциальной темпера
тур, не противоречат друг другу. Следует заметить, что эти выраже
ния не выполняются на очень близких к земле расстояниях.

В  недавно выполненном исследовании Дикона [26] утверждается, 
что профили потенциальной температуры в нижних слоях атмосферы 
удовлетворяют соотношению

^  =  const (6 .1 )

где 8 — положительное и большее, чем единица, число в период 
сверхадиабатического градиента, а в период инверсии отрицательно 
и численно меньше единицы. Наблюдениями это предположение не 
подтверждено и не получено действительных значений для S. Сле
дует заметить, что для сверхадиабатических периодов это соотно
шение, по существу, того же типа, что и полученное Сеттоном для 
ясных дней в Лифилде.

Если обмен тепла и количества движения осуществляется совер
шенно одним и тем же способом, то профили температуры и ско
рости должны быть подобны при установившихся условиях, если 
всеми изменениями, кроме тех, что происходят по вертикали, мржио 
пренебречь. Граничные условия могут быть одинаковыми, если опре
делять температуру, как отклонение от ее значения на поверхности.
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П|ри таких обетоятельствах уравнением обмена является

: о, . ( 6 .2>dz

где под Е  понимается либо температура, либо скорость.
Изменение скорости с высотой в приземном слое происходит 

медленнее в сверхадиабатические периоды, и профиль скорости может 
быть представлен логарифмом от высоты или степенной функцией 
с малым показателем степени. Профиль температуры также может 
быть выражен посредством логарифма высоты. Однако эта задача 
чрезвычайно сложная и данные слишком неопределенны для того,, 
чтобы сейчас уже утверждать о наличии полного подобия между 
обменом тепла и количеством движения при всех условиях. Имеются 
некоторые основания и для противоположного заключения.

С у т о ч н о е  и з м е н е н и е .  Для того чтобы описать уменьшение- 
суточной амплитуды с высотой, Бест [3] предложил логарифми
ческие и степенные законы на основании данных наблюдений в ясные- 
мартовские и июньские дни, а также за полные месяцы — декабрь, 
март и июнь. В о  всех случаях диапазон изменения температуры ^  
выражался посредством линейной функции от \gz для 2 ,5  с м < г <  
<  1710 см. Бест также нашел, что степенной закон типа

/ ? =  const 0'’ (6 .3 )

может быть применен к данным наблюдения в слое z  от 2 ,5  см. 
до 120 см. Значения s изменялись от —  0 ,04  до —  0,07.

Эти законы должны рассматриваться как чисто эмпирические, 
поскольку не было теоретически показано, что суточные изменения^ 
зависят от Z ни как IgZ, ни как z .̂

Из теоретических соображений следует, что фаза смещения су
точной волны увеличивается пропорционально высоте (в некоторой 
степени), и это хорошо согласуется с большинством данных наблю
дений. Бест нашел, что время наступления максимума температурьь 
в Портоне возрастает, как Это соотношение было найдено не
зависимо от предположений, касающихся времени наступления макси
мума температуры на поверхности. Из эмпирического же закона 
следует, что максимум на поверхности должен достигаться; 
в 13 час. 18 мин. (по гринвичскому времени), а это почти в точ
ности согласуется со временем, полученным другими способами,., 
в частности с 13 час. 17 мин. Запаздывание максимума температуры 
с высотой для ясных июльских дней в Лифилде [1] также под
тверждает простой степенной закон, если время наступления макси
мума температуры на поверхности принято за 13 час. 15 мин. (по- 
Гринвичу). Однако показатель степени здесь хотя такого же порядка, 
как и у Беста, но все же меньше, и примерно равен 0 ,1 . Данных, 
наблюдений в Исмаилии недостаточно, чтобы получить хорошо- 
выраженный степенной закон. Лишь для ясных дней в декабре по
ложение максимума температуры, если принять, что на поверхности
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•он наступает через 75 мин. после полудня, может быть приближенно 
представлено с помощью степенного закона от высоты с показате- 
.лями степени 0,13. Отсюда следует вывод, что в ясные дни фаза 
■смещения суточной волны обычно увеличивается пропорционально 
«ысоте в небольшой степени. При этом показатель степени нахо
дится в пределах от 0,1 до 0 ,2 . Учитывая же трудности точного 
'Определения времени наступления максимума по данным наблюдений 
(особенно набольших высотах, где кривая зависимости.температуры 
от времени имеет, тенденцию к выпрямлению), следует признать 
«ецелесообразиым попытки определить показатель степени с большей 
точностью.

В р е мя ну л е в о г о  г р а д и е н т а .  В течение суточного периода 
при ясной погоде температурный градие;нт дважды меняет знак: 
вскоре после восхода и перед заходом солнца. Бест [3] нашел, что 
^вечерний переход наблюдается в большинстве случаев в одно и то 
:же время перед заходом солнца в течение года, тогда как. время 
утреннего перехода значительно изменяется от зимы к лету. Его 
результаты приведены, в табл. 19. .,

Таблица, 19 ̂т
Время изменения з н а к а п о  Б есту

Утренний переход, в ми Вечерний переход, в ми
Сезон нутах после восхода солнца нутах до захода солнца

2 ,5 - 3 0  см 11 3 0 -1 2 0  см 2 ,5 —30 см 1 30—120 см ;

Зима 91 96 115 111
Лето 35 78 ' 107 98

По наблюдеМийм в Исмаилии, Флауер [4] получил значительно 
‘большую изменчивость во времени для вечернего перехода, чем для 
утреннего. Учитывая значение радиационного охлаждения для на
ступления ночной инверсии, Флауер исследовал эти данные в зависи
мости от влажности. Он предположил, что время вечернего перехода 
можно представить в форме

где ^  —  время в минутах от захода солнца, -у — скорость ветра, 
■ig — давление водяного пара, а, Ь, с, d  — постоянные. Для данных 
Т ТА V, если е  увеличивается, время нулевого градиента наступает 
позже. Это можно ожидать, поскольку при большей влажности 
в нижней атмосфере потеря тепла от почвы меньше. Для утреннего 
перехода подобное соотношение не удается получить.

Т е м п е р а т у р н ы е  п у л ь с а ц и и .  Имеется мало надежных 
данных о величине и распределении флюктуаций 7’''̂  обусловленных 
турбулентностью. Шмидт [27] нашел, что суточные изменения Т
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на фиксированном уровне подобны колебаниям солнечной радиации 
и порывистости ветра. Все три величины имеют один и тот же тип 
колебаний, каждая из них достигает максимума в часы около по
лудня.

Температурные флюктуации в сильной степени зависят от гра
диента температуры и стремятся к нулю, когда градиент становится 
малым. Из небольшого ряда наблюдений, относящихся к ясным
летним дням в Лифилде, Сеттон [25] нашел, что путь смешения
для температуры определяемый формулой

, (6 .4 )

удовлетворяет соотношению

7 м <  2 <  45 м. 

дТ

(6 .5 )

_1,75

Те же исследования показывают, что -f- Г  уменьшается, как 

(см. стр. 232), так что

7 '= c o n s t 0 - ° - ^  . (6 .6 )

К этому небольшому числу данных не нужно относиться с боль
шим доверием, особенно из-за того обстоятельства, что значения Т', 
полученные Джонсоном й Хейвудом [1] ,  включают инструментальную 
ошибку. Эта ошибка может отразиться и не отразиться на получен
ных выводах об изменении Т' с высотой.

д 'Г дТ
С у т о ч н о е  и з м е н е н и е  -g j • Значения в течение суток

при ясной июльской погоде были получены Сеттоном [25] по дан
ным в Лифилде для высот от 1,2 до 87,7 м. Наибольшие значения- 
относились к раннему утру и вечеру, они приведены в табл. 20.

Таблица 20

Максимальные изменения температуры со временем в ясные 
июньские дни, по Сеттону

(время дано с точностью до получаса)

Высота, см

Сверхадиабатический период Инверсионный период

время (грин
вичское)

°С сек. '

время (грин
вичское)

10- «  . 

°С сек. '

120 06 30 5 ,93 19 30 —6,78
1240 06 30 4 ,20 20 30 - 4 , 5 7
3050 07 30 , 3 ,43 20 30 —3,83
8770 07 30 2.47 20 30 - 3 , 4 2
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л
в  часы около полудня от 10 час. 30 мин. до 13 час. 30 м и н .-^

почти не зависит от высоты и времени. Среднее значение за эти 
часы для высот от 1,2 до 87,7 м

Л 7̂
—  =  1, 83-  10“ '^°С с е к . - '  1,2 м < 2 < 8 7 , 7 м .  ( 6 .7 )

Обнаруживается тенденция к независимости величины от вы

соты за .короткий промежуток времени перед полуночью, но по- 
численному значению она больше, чем для полудня.

Отчетливо проявляется интересная особенность^ заключающаяся

в том, что ^  обращается в нуль почти одновременно на всех вы-
дТсотах в утренние часы, тогда как вечером изменяет знак сначала

на нижнем уровне и гораздо позже на больших высотах. На рас
свете температура в течение короткого промежутка времени начи
нает быстро возрастать на всех высотах до уровня 100 м. Вечером 
же охлаждение атмосферы начинается на нижних уровнях и медленно 
распространяется к большим высотам. Подобные особенности отме
чены Джонсоном для Портона и Чэпменом по данным, полученным, 
на Эйфелевой башне.

П р о ф и л и  т е м п е р а т у р ы  н а д  в о д о й .  Немногочисленные 
наблюдения, относящиеся к температурному полю над морем, был№ 
подытожены Шеппардом [24]. Он показал, что репрезентативные 
средние профили почти полностью согласуются с линейной зависи
мостью Т — Го (Го — температура поверхности) от Igz  в интервале 
от О до 38 м (Вюст [28], Джонсон [29], Монтгомери [3 0 ]). Общий 
характер поля значительно отличается от того, что наблюдается над 
сушей главным образом вследствие различных свойств поверхности 
по отношению к радиации. Шеппард заключил, что знак и величина 
температурного градиента над морем в основном определяется ха
рактером атмосферной циркуляции и океаническими течениями. На 
профилях сказывается сильное влияние предшествующей истории 
воздушных масс, особенно вблизи материка. Суточные колебания 
здесь обычно очень малы по сравнению с теми, какие имеют место 
на суше.

6. 5. Теоретическое исследование теплообмена 
в нижних слоях

К л а с с и ч е с к а я  т е о р и я  т е п л о п р о в о д н о с т и .  В тейло
ровском исследовании турбулентной теплопроводности основной ги
потезой является то, что перенос тепла через некоторый уровень z
выражается посредством — где о — средняя потенциаль

ная температура и —  коэффициент турбулентного обмена. В слоях

236



воздуха вблизи земли это выражение очень близко к тому, что было 
яредложено Брентом для потока

- « « v ( s + r ) ,

где Т —  средняя температура на высоте Z. Если пренебречь изме
нением плотности, то эти выражения приводят к следующим урав
нениям (см. параграф 4 .7 ):

dt'

dt dz 5 я (з 1  +  '')]  (бЯ)

в  первом приближении можно предположить, что Kfj  не зависит 
от высоты. Тогда указанные уравнения приобретают вид

^  =  ( 6 1 0 )

На этой основе можно рассмотреть два типа задач.
1. Вертикальное распространение тепла в атмосфере с заданийм 

начальным распределением температуры и постоянной температурой 
иа нижней границе.

2. Распространение в атмосфере суточной волны температуры.
Классическим примером первой из этих задач является анализ

вертикального распределения температуры над Гренд Бенксом в Нью
фаундленде, выполненный Тейлором [31]. При наблюдениях во время 
тумана, типичного для этих морей ,̂ обнаружилась четко выражен
ная инверсия в нижпйх слоях, вызванная натеканием теплого воздуха 
на холодное море.

В  математическом отношении данное исследование сводится к за 
даче о прохождении воздуха с начальной температурой, равной 
Т =  Tq — Pz (Р =  const), над поверхностью, температура которой 
T j <С Tq. Решение ее дано в гл. 4 и в настоящих обозначениях 
выражается следующим образом:

Т (Z, t) =  Го —  р 2  +  ( F i —  Го) erfc •

Теоретически эффект холодной поверх!йости распростраияется 
до 6et:KOHe4H0GTH для всех ^ > 0 .  Практически 1ке достаточно пред
положить, что высота слоя, в которой обнаруживается влияние

поверхности, определяется посредством равенства 77т—г  =  1-iKfjt
На основании измерений высоты инверсионного слоя в движу

щемся над холодным морем воздухе и времени перемещения воз
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духа Тейлор нашел, что Kfj  примерно пропорционально силе ветра 
и имеет порядок 10® см* сек.''^ .

Исследования этого типа позволяют установить порядок величины: 
коэффициента турбулентного обмена и предложить простую зависи
мость Kjf  от скорости ветра. Они, однако, не позволяют достаточно»' 
проверить предпосылки теории. Более тщательная проверка возможна 
путем анализа распространения суточной волны температуры при 
ясной погоде.

Температура поверхности земли в период безоблачной погоды 
может быть представлена с желаемой точностью посредством конеч
ного числа членов ряда Фурье.

В ясную летнюю погоду суточные колебания температуры поверх
ности хорошо апроксимируются одним синусоидальным членом, 
а в общем случае требуются две гармоники. Тогда проблема сводится 
к решению задачи при заданных начальных условиях и известном 
изменении температуры во времени на границе ее, представлен
ном с помощью ряда Фурье.

Эта задача математически рассматривалась в гл. 4. Если началь
ные условия таковы, что температура везде равна нулю, то полное 
решение содержит начальный член плюс выражение типа затухающей 
волны. Если для ряда дней (как, например, в период хорошей по
годы) изменения температуры поверхности однотипны, то начальный 
член можно исключить, сместив начало отсчета времени. При этих 
обстоятельствах, если температура поверхности: задается рядом

N

/"(О, <̂) =  Г о -Ь  У  г „ с о 8 (п (й г ;-Е „ ) ,  (6.12)
п =  1

искомым решением является

n w t~T { z ,  +  ^ ) c o s
n=l V I

] / ^  S (6 .1 3 )

Это решение, обычно при N = l  или 2, применялось Шмид
том [27], Тейлорохм [32 ], Джонсоном [2 ], Бестом [3], а также Джон
соном и Хейвудом [1 ]. В общем, этот метод применялся для оценки 
К ц  в различных слоях, толщина которых обычно обусловливалась 
высотами установки термометров.

Прежде чем рассматривать подробно эти результаты, целесооб
разно исследовать тщательно их предпосылки. Во-первых, предпо
лагается, что условия типичны для среды, которая подвержена про
должительному воздействию ряда совершенно подобных температурных 
волн, так что начальным членом вполне можно пренебречь. Во-вто- 
рых, для успешного, применения метода требуется, чтобы характе
ристики суточной волны могли быть легко определены на всех рас

■238



сматриваемых высотах, и, наконец, высота интервалов не должна 
быть большой, если изменяется с высотой.

Первые два условия практически означают, что можно ожидать- 
согласования результатов только с полем температур, измеренных, 
в период теплой ясной погоды, когда обеспечены большие суточные- 
изменения. ; При таких условиях обычно наблюдаются слабые ветрьь 
или штили. Поэтому сразу возникает вопрос, как представлять про
цесс теплопередачи в такие дни; посредством уравнения диффузии- 
или с помощью, свободной конвекции, которая должна здесь играть.. 
такую же, а может быть даже преобладающую роль.

Результаты, полученные Бестом [3] (для Портона) и Джонсоном 
и Хейвудом [1] (для Лифилда), являются типичными для подобных 
исследований. Бест использовал две гармоники (см. табл. 17) и по
лучил значения Kf  ̂ с помощью различных методов:

1) по времени наступления максимума температуры,
2) по величине суточной амплитуды колебаний температуры,
3) по амплитуде и фазе каждой из Двух гармоник.
Его данные относятся к совокупности ясных дней в марте, июне- 

и ко всем дням декабря, марта и июня. Его метод расчета может 
быть проиллюстрирован путем рассмотрения одного из членов реше
ния (6 .13), соответствующего первой гармонике ряду. Форма этого- 
члена '

,Т^е  ̂ cos 

Отношение амплитуд на высотах и Zj равно

(6.14)

 ̂ ^  . .(6Л 5>

и. если и 2̂ — время наступления, максимума, а температуры сортт 
ветственно на высотах Zj и Z ,, то

=  .„ (6 .16>

Отсюда могут быть вычислены значения соответствующие-
интервалу высот Zs — Z ., если известен вид суточной волны на этих 
высотах. При этом не нужно делать никаких предположений отно
сительно точного вида суточной во л н ы  для z = 0 ,  кроме того, что 
она может быть представлена рядом Фурье. Результаты Беста для 
шести принятых методов расчета обнаруживают некоторые расхо
ждения . между собой, однако в целом они хорошо согласуются. 
Средние значения по всем методам для ряда выбранных месяцев даны 
в табл. 21.
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Таблица 21
Значения полученные на основе анализа суточной температуриой 

вошы, по Бесту, см2 сек “ '

Период 2 ,5 - 3 0  см 30— 120 см 12 0 -7 1 0  см 710-1710  см

Март, ясные Дни . , . 
^И'Юнь, ясные дни . 
Декабрь, все дни . 
Июнь, все дни . . 
Среднее по всем расче

там ...............................

2 .7  
1.0
3 .8  
1,3

2,2

39
Ш

48

43

1310
510

1015
750

917

6800
4100
4700
4950

4940

Результаты, полученные другими исследователйми при использо
вании этих методов, в общем подобны, имеются лишь отдельные 
.расхождения. Значения, представленные в табл. 21 , Дают только 
лорядок величин.

Из этих и других результатов отчетливо видно, что предполо
жение о /Сд. =  const не согласуется с фактическими данными. Очень 

•быстрый рост Kfi  с высотой указывает на то, что гипотеза о постоян
стве коэффициента обмена неприемлема, за исключением случаев 
крайне грубого приближения. Часто встречающееся в метеорологиче
ской литературе утверждение о том, что коэффициент обмена имеет 
.порядок 10® или 10* см^ сек.~^, является необоснованным упроще
нием. Если его применять для очень близких расстояний от поверхности 
■почвы, то можно прийти к результатам, весьма далеким от истины.

Существует тенденция объяснить подобные результаты посред
ством „модели" теории турбулентности, интерпретируя увеличения 

с высотой, как указание на то, что средний „размер" вихря 
увеличивается с расстоянием от границы. Хотя это в некотором 
смысле справедливо, легко видеть, что такое объяснение неудовле
творительно. ПредположейИё, что Kff  не зависит от высоты, приво
дит, например, к тому, что фаза суточной волны должна увеличи
ваться прямо пропорционально высоте. Однако столь быстрые изме
нения фазы не наблюдаются. Согласно фактическим результатам, 
увеличение фазового угла пропорционально очень малой степени 
высоты. Таким образом, функциональная форма решения (6 .13) не 
согласуется с данными наблюдений. Она должна поэтому яриводить 
к п|)01*ив0речиям и несоответствиям в случаях применения к анализу 
наблюдений.

Каулинг и Уайт {33] подвергли тщательному исследованию дан
ные, иолученные в Лифилде, с целью определить закониостъ сооб
ражений о кoэффициeиte обмена и, в  особенности, устаиовить в о з 
можность использования в нервом приближении ~  const. Они 
убедительно показали, что методы анализа, основанные на этом 
предположении, если они даже применены к тонким слоям, дояжны
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приводить к несогласующемуся с наблюдениями результату. В  част
ности, Каулинг и Уайт получили, что суточное изменение кото
рое может быть большим, и некоторые особенности кривой зависи
мости потенциальной температуры от высоты не могут быть объяс
нены с помощью концепции турбулентного обмена, как это имеет 
место в классических теориях. В  атмосферном теплообмене суще
ственную роль должны играть и другие факторы, в частности 
радиация.

Д а л ь н е й ш е е  р а з в и т и е ;  п е р е м е н н о е  K f j• Бест [3] 
применил средние значения К,н> данные в табл. 21 , для определения 
возможной зависимости Kjj  как функции высоты. Средние значения 
удовлетворяют с достаточной степенью точности эмпирическому 
закону

/Су =  const (6 .1 7 )

при / 7 = 1 ,8 .  Примерно такие же результаты следуют из данных 
Хомена и Росси, проанализированных Бестом. Джонсон и Хейвуд [1] 
также нашли отчетливые изменения Kfj  с высотой по степенному 
закону и получили значения р,  представленные в следующей таблице:

6 - 2 1  м 2 1 - 7 2  м

Ясные июньские дни . , Р  =  2,Ъ i» =  l , 9
Ясные декабрьские дни. jO =  0 , 9 не определялось

Эти результаты показывают, что в ясную теплую погоду Kjj  с уда
лением от поверхности земли приближенно увеличивается, как квад
рат высоты. Зимой же, когда температурные градиенты значительно 
меньше, чем летом, увеличение Kfj  примерно пропорционально вы
соте в слое до 20 м.

Вследствие закономерных изменений Kfj  с высотой, отмеченных 
Бестом и другими исследователями, желательно искать решение за 
дачи, описываемой уравнением теплопроводности и обычными гра
ничными условиями, заменив при этом постоянное значение на 
степень высоты. Если принять брентовское определение потока 
тепла, то должно быть решено уравнение

dt '' ■ дг (6 .18)

где Kfj  =  K^zP, K i  =  const. Вводя приближенно потенциальную тем
пературу 6 =  Г - ] -  Г 2 , сведем это уравнение к

что представляет собой уравнение Тейлора с переменным К^- 
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Это уравнение рассматривалось Кёлером [34], который получил 
общее решение его, удовлетворяющее начальному условию 6 = / ( 2:) 
при  ̂=  0 и граничному условию 6 = g ‘ (^) при z — 0. Решение для 
периодического источника может быть получено из выражения, дан
ного Кёлером, если подставить вместо g-(^) соответствующую три
гонометрическую функцию и положить f { z )  =  0. Такое же решение 
может быть получено посредством метода источников.

Решение уравнения (6 .19 ) для мгновенного плоского источника 
тепла мощностью Q при  ̂=  0 на плоскости 2  =  0 легко найти с по
мощью простого обобщения решения подобной задачи классической 
теории теплопроводности в твердод! теле, а именно:

fi _____ ш
2 7/  гМ

(гл. 4 ) . Для K  — KiZ^, р~>0,  соответствующее решение обобщен
ного уравнения есть

где q — 2 — р.  Это выражение справедливо для О </7 <  2.
Решение для периодического источника мощностью Qg sin wt 

можно получить, заменив Q на где S  — комплексная часто
та и)|/— 1, и разложив найденный после интегрирования результат 
на действительную и мнимую части.

Предполагается, что исследуемая температурная волна есть одна 
из совокупностей подобных волн. Таким образом, принимается, что 
состояние квазиустойчивое и бесконечно удалено от начального мо
мента времени. Этим в решении устраняется член, представляющий 
влияние начальных условий (стр. 149). При данном условии решение 
для периодического источника будет

9 =  const

( t - t r

t

!■
Если заменить переменную интегрирования, положив t  — t'— , то

б =  const

о

Этот интеграл может быть выражен с помощью функций Бесселя
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второго рода от мнимого аргумента К^{х)у используя тождество^
с оСО

a<f

Искомое решение тогда приобретает форму

0 - const е ж
- V -q V

_  9 \ ? - 1

к̂  J V
£\

/с. (6 .20)

До сих пор проводился формальный анализ и необходимо удо
стовериться, удовлетворяет ли полученное выражение для б гранич
ным условиям. Согласно этим условиям, б -> О при г  -> оо и б остается 
конечным (равным Qo^® )̂ при 2 -»-0 .

Для очень больших и очень малых значений z решением будет

q~\ \ - р

2 - р

Если z - * c o ,  то 6 -> -0  при 0 < / ? < ; 2 .  Если же г -*  О, значение 
6 может остаться конечным тогда, и только тогда, когда /> <  1. 
Отрицательные значения р  не имеют физического смысла в данной 
задаче. Таким образом, следует предположить, что О <  /7 <  1 
Окончательным решением, удовлетворяющим обоим граничным усло
виям, является

6 = 2Qoe‘.ш
2 - р У /о)

\1- р
2 - р

К х - р
2 - р 2 - р ' (6 .21)

причем принимается, что О < / ? <  1.
Физический смысл этого выражения легко понять, рассмотрев 

форму решения для больших значений z. Для больших I л: | и
3 3------<  arg-л  <  —  1Г асимптотическим представлением функции Бес

селя является

К Л х)- 8л:

1если пренебречь при этом членами —  и членами более высоких сте

пеней. Для достаточно больших значений z мнимая часть (6 .21)

1 В а т с о н  Г. Н. Теория бесселевых функций. ИИЛ, М, 1949, стр. 203.
2 Это ограничение для р  было дано Е. Найтингом (Knighting, Quart. J  

Mech. Applied. Math. 5, 1952.
В  решении, полученном Кёлером, имеется также ограничение значе

ний р  в пределах от О до 1.
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будет равна

_ L  I _̂р_ \
S ~ c o n s t 2;  ̂ е  ^

Это выражение сводится к классическому решению при / С ^ =  const, 
когда /7 =  0. На достаточно больших высотах решение проявляется 
в виде затухающей волны, фаза которой увеличивается пропорцио- 

1 - £
нально Z ^. Из наблюдений следует, что для высот до 100 м 
фаза суточной волны запаздывает как z '̂‘ или z°'̂  (стр. 233). Для 
согласования этого результата с теоретическим решением при боль
ших Z необходимо в последнем положить /7 =  1,8 или 1,6. Такие 
значения лежат вне пределов справедливости данного решения, но 
они согласуются с результатами, получаемыми не строгим путем, 
при предположении, что K^j не зависит от высоты (стр. 241). 
Вместе с тем, если / 7 ^ 1 ,  из асимптотической формы решения 
следует, что увеличение фазы с высотой не может происходить 
медленнее, чем ] / ^  Наблюдения же за временем наступления ма
ксимума температуры в нижних слоях показывают, что сдвиг фазы 
происходит значительно медленнее. Отсюда ясно, что решение, ко
торое удовлетворяет обоим граничным условиям, не может быть 
согласовано с результатами наблюдений. Этот анализ, однако, не 
должен рассматриваться, как окончательный, поскольку не была 
доказана возможность пренебрежения начальным членом, а также 
не показано, что асимптотическая форма бесселевой функции спра
ведлива в интервале высот, для которых применим эмпирический 
закон сдвига фаз. В задаче о переносе количества движения доста
точно удовлетворительное согласование с наблюдениями может быть 
достигнуто, если положить, что коэффициент турбулентной вязкости 
растет, как z^ ( О С / 7 .^ 1 ) .  Однако для теплообмена положение 
иное, В  настоящее время нет бесспорных доказательств того, что 
подобное предположение для коэффициента турбулентной теплопро
водности может дать значительно лучше согласующиеся с опытами 
результаты, чем это можно получить при предположении о постоян
стве

Случай, когда / 7 = 1 ,  представляет значительный интерес, по
скольку наблюдения за профилем ветра подтверждают линейное 
изменение коэффициента обмена с высотой. Гаурвиц [35] подробно 
рассмотрел эту задачу, используя закон

где / С (0)— температуропроводность при г  =  0 и — постоянная, 
Гаурвицем получено решение в форме

б =  а(>/) cos [(oif — § () ;) ] ,  (6 .2 3 )
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где

e ( y )  =  flo

tg S  =

1/ (keiji)2 +  (kery)2
(ке!з-о)̂  +  (кегуоЯ

kel у ker уо +  ker у kei ур 
ker у ker уо +  kel у kei уо

Функции k e r j; и kei_y представляют собой действительную и мни
мую части функции Бесселя второго рода и нулевого порядка Ко- 
Эти функции затабулированы, так что возможно подробное исследо
вание данного частного случая.

В  числовом примере Гаурвиц полагал, что коэффициент переме
шивания A =  Kff? увеличивается от 10 до 100 г см~^.сек.~' от по
верхности до 100 м, так что при принятых здесь обозначениях

АГ(0) =  8 • 10'̂  см* сек.— 1 Ki =  7 ,2  см сек. - 1

(эти значения постоянных должны рассматриваться только в отно
шении порядка величин). Из табл. 22 и рис. 24 видна степень 
согласованности рассчитанных Гаурвицем амплитуд с фактическими 
значениями для ясных дней в июне и декабре в Лифилде. Для удоб
ства все результаты даны по отношению к амплитуде, равной 10 м, 
наблюденные значения при этом интерполировались и экстраполи
ровались (от 87,7 до 100 м) по данным табл. 16.

Таблица 22
Изменение амплитуды суточной волны дл^ ясных июньских дней (а), 

для ясных декабрьских дней (б) в Лифилде и вычисленные при 
)ЛГя =  8 ,3 -103+  0,72 2 см2 сек.~ (в) (по Гаурвицу)

Высота, м .............................. 0 10 25 50 75 100
Относительные амплитуды 
(а ) ию нь................................... 1 ,00 0,90 0 ,84 0 ,79 0,77
(б) декабрь .......................... 1,00 0,74 0 ,54 0 ,44 0 ,40
(в ) теория .............................. 1,20 1,00 0,845 0,701 0,614 0,552

При принятых значениях постоянных теоретическое решение ле
жит между двумя рядами величин, полученных на основании наблю
дений. Отчасти это, без сомнения, обусловлено выбором постоянных, 
но тем не менее видно, что, согласно теоретическому решению, 
уменьшение амплитуд происходит значительно быстрее, чем это наблю
дается в летнее время. Имеется, однако, некоторая согласованность 
кривых, полученных теоретически и представляющих зимние наблю
дения на больших высотах. Это подтверждает возможность их сов
падения, если выбрать соответствующим образом постоянные, опре-
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деляющие Однако трудно сказать, можно ли это сделать для
летних данных.

Приведенное выше сопоставление является скорее качественным, 
чем количественным. Тем не менее, оно убедительно показывает, 
что если сохранить концепцию турбулентного обмена, то необходимо 
допустить некоторые изменения в функциональной форме Kf  ̂ при

Относительная амплитуда
Рис. 24. Изменение амплитуды суточных колебаний 

температуры с высотой.
7— ясная погода, декабрь, 2  — по теории Гаурвиц а» 5  — ясная 

погода, июнь.

переходе от зимы к лету. Это предположение подкрепляется и ре
зультатами сравнения теоретических и наблюденных данных, касаю
щихся изменения фазы с высотой. В теоретическом решении фаза

П
запаздывает приблизительно, как г  ’ в рассматриваемом интер
вале высот (для больших Z асимптотическим значением является 
]/ г ) , а это не может быть согласовано с наблюдениями в летние 
месяцы. Зимние наблюдения времени наступления максимума темпе
ратуры являются слишком скудными и неопределенными для того, 
чтобы можно было выполнить определенное сравнение.

Относительно малое изменение амплитуды суточной волны выше
10 м в летнее время по сравнению со значениями для зимы указы
вает на то, что летом действует более эффективный, чем зимой, 
механизм переноса тепла вверх. Согласно теоретическим исследова
ниям, нет возможности найти простую формулу для увеличения зна
чений K fj  от зимы к лету. Понятно, что, допуская наличие доста
точно большого потока тепла вверх в этих слоях, необходимо 
принять значительно более быстрое изменение с высотой летом, 
чем зимой. Это подтверждает то, что летом появляется дополнитель
ная форма переноса тепла. Отсюда следует обратить внимание иа
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роль свободной конвекции, в противоположность тепловому пере
носу, обусловленному динамической неустойчивостью, связанной 
со срезывающим усилием среднего движения.

Прежде чем подробно рассматривать теорию конвекции, необхо
димо указать на одну из многих неопределенностей, связанных 
с этой задачей. Данные, полученные в Лифилде, показывают, что 
имеется отчетливое различие в процессах переноса тепла вверх при 
ясной погоде в летнее и зимнее время. Однако весьма трудно сде
лать такое же заключение на основании анализа данных по Нортону. 
В слое от 2 ,5  до 1710 см (табл. 16, Портон), как это видно из 
эмпирического закона Беста [уравнение (6 .3 ) ] ,  степень уменьшения 
амплитуды с высотой не сильно различается в декабре и июне. 
Неизвестно, с чем это связано, с местными особенностями, в част
ности топографическими, или же с тем, что сезонные изменения не 
столь отчетливы в нижних слоях. Данный вопрос может быть решен 
только с помощью систематических наблюдений в других местах.

Р о л ь  к о н в е к ц и и  в т е п л о о б м е н е .  Сеттоном [25] была 
выдвинута гипотеза, согласно которой наблюдаемые свойства темпе
ратурного поля в слое между 10 и 100 м при ясной летней погоде 
обусловлены главным образом конвекцией. Основы его метода уже 
были изложены в гл. 4 ., где было показано, что свободная конвек
ция может быть приближенно описана посредством введения харак
терной длины определяемой как

дГ

Она называется путем смешения для температуры, и коэффициент 
обмена может быть определен, как

= const (f + г) . (6.24)
В последующем анализе принимается, что постоянная в формуле 

для равна 1. Далее предполагается, что обусловленный конвек
цией поток тепла q через уровень z  может быть выражен обычным 
уравнением

так, что уравнение теплопроводности запишется, как

д Г  dq 
d t ~  дг '

После интегрирования это дает

^ = 1 - 3 1  f g . d z ,Яо % J  dt
о

где — поток тепла через 2 =  0.
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д Тв  часы около полудня в ясные летние дни почти совсем не

зависит от высоты и времени в слое между 1,2 и 87 ,7  м и в сред
нем равно

1 1 =  1,83 •10“ ' ' °С с е к “ ‘

Тогда для этого периода и между этими высотами

9о 9о Ча

где подставлены соответствующие значения и р, а г  измеряется 
в сантиметрах. Необходимо еще оценить значение Здесь
требуется лишь порядок величины. Мы не сделаем большой ошибки,
если предположим, что находится в пределах между 0,1 и
0,3 г кал. см -2 мин.“ ,̂ в соответствии с порядком величин из
табл. 12— 14.

Отсюда приближенно

^ = 1 - 1 , 8 . 1 0 - ^ 2 ,  (6 .2 7 )%
так что поток тепла вверх в ясный летний день в Южной Англии 
фактически не зависит от высоты между 120 и 10* см.

Если q не зависит от высоты, то из анализа, выполненного

в гл. 4, следует, что величина Kf  ̂ {z), —  -\-Т, Т' и вертикальная

составляющая скорости w '— могут быть выражены через 1^.
Из данных Сеттона следует, что

Z j^ = c o n stz ‘’*  . (6 .2 8 )

Отсюда, используя уравнения (4 .6 5 )— (4 .6 8 ), получим

гг;'== const 2°’̂ ® , (6 .2 9 )

H  +  r ^ c o n s t 2 ~ ‘ ’\  (6 .30)

A r^(2) =  co n st2 ’’®- (6 .3 1 )

Анализ данных наблюдения показывает, что эти выводы могут 
быть проверены независимо друг от друга. Для слоя 7 м <| 2 <С 45 м 
получено, что

| | + Г  =  const2~^ ’̂ ^  (6 .3 2 )

Это хорошо согласуется с уравнением (6 .30 ). Из данного ре
зультата и уравнения (6 .25 ), используя принятые значения для q̂ ,-
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получим, что Ki^{z) изменяется от 10* до 5 - 10^ см* сек.-^  в интер
вале высот 7 — 60 м. Эти оценки также согласуются по порядку ве
личин с тем, что следует из уравнения (6 .24), если использовать- 
значения получаемые на основании наблюдений, совместно с из
меренными величинами температурного градиента.

В  выполненном выше анализе предполагалось, что теплообмен: 
при теплой ясной погоде обусловлен главным образом движением, 
отдельных „пузырей" нагретого воздуха, подымающегося вследствие 
конвекции. Математическая модель конвекции, основанная на этой 
идее, была развита Сеттоном в упомянутой статье. Имеется доста
точно указаний на то, что при некоторых обстоятельствах (нагретая: 
поверхность, слабый ветер) действительно наблюдается конвекция, 
такого типа.

Джонсон и Хейвуд [1] нашли, что при значительной инсоляции,, 
записи наблюдений показывают четко выраженные отдельные флюк
туации температуры. Они встречаются примерно каждую минуту и 
возникают в слоях нагретого воздуха вблизи земли, который, в ко
нечном счете, становится неустойчивым и движется вверх. Подобные 
флюктуации были обнаружены Свинбэнком, использовавшим более 
чувствительную аппаратуру.^

Нет больших сомнений в том, что в теплую погоду изолирован
ные массы .нагретого воздуха прорываются от поверхности и попа
дают в верхние холодные слои воздуха. Суммарный эффект от таких 
пузырей над большой горизонтальной площадью подобен эффекту, 
вызванному непрерывным рядом мгновенных плоских источников 
тепла, расположенных на уровне земли. При этом объемы теплого; 
воздуха, окруженные более холодной средой, подымаются вертикально- 
вверх. Типичная конвекция вихрей может рассматриваться подобно» 
распространению клубов дыма, первоначально расположенных тон
ким слоем на большой горизонтальной площади и подымающихся 
в атмосферу благодаря перегреву. При подъеме вихрей их размеры, 
увеличиваются в вертикальном направлении и их перегрев умень
шается аналогично тому, как становятся менее плотными клубы дыма! 
при движении в холодном воздухе. При этом они охлаждаются бла
годаря адиабатическому расширению. Поток тепла, обусловленный; 
конвекцией, такой же, как и при подъеме воздуха, нагретого от- 
твердого тела. Средняя температура поля определяется средним по
времени эффектом прохождения этих нагретых масс через различные- 
уровни. Исходя из этих соображений, Сеттон пришел к выводу, что< 
распределение температуры, наблюдаемое в Лифилде в ясные летние- 
дни, может быть объяснено действием мгновенных плоских источни
ков тепла. Мощность этих источников должна быть взята около-

> Свинбэнк описывает эти флюктуации следующим образом: ,В  ясные- 
дни имеются очень кратковременные флюктуации температуры, и это про
является весьма отчетливо в записи. Частота несколько меньше минуты —  
Характерным для этих колебаний... является тонкая структура, которая^ 
не может быть достаточно точно зарегистрирована современными приборами; 
и записывающей аппаратурой* (цитируется по Сеттону [25]).



5 - 1 0 “ 2 г кал. см -*, скорость возникновения — около четырех в ми- 
«З'ту, а средняя скорость подъема на высоте 2 м должна составлять 
примерно 25 см/сек.~^.

Введение конвекции при рассмотрении процессов теплообмена 
•в атмосфере позволяет объяснить, в частности, почему коэффициент 
турбулентного обмена увеличивается с высотой более быстро летом, 
•чем зимой. Когда температура поверхности земли лишь немного 
выше, чем температура воздуха, как это имеет место зимой, или 
когда скорость ветра велика, теплообмен должен быть обусловлен 
полностью турбулентностью, являющейся результатом действия тре
ния. Это обычный случай вынужденной конвекции. Теплообмен 
в атмосфере следует рассматривать в общем случае, как взаимодей- 
■ствие вынужденной и свободной конвекции, соотношение между ко
торыми изменяется соответственно общим условиям погоды.

Изложенные соображения являются основой теории, развитой 
К. Пристли и В. Свинбэнком [36], которая уже кратко рассматри
валась в гл. 4, Поток тепла представляется посредством двух чле
нов, один из которых определяется „механической турбулентностью" 
(или турбулентностью, которая ранее связывалась со сдвигом сред
него движения) и другой „конвективной турбулентностью”, либо 
-свободной конвекцией (или же движением, связанным с * всплыва
нием"). Таким образом, поток может быть записан, как

{см. стр. 168). При исследовании этой теории возникают трудности, 
связанные главным образом с тем обстоятельством, что отклонение 
температуры Т" не является наблюдаемой величиной.^ Пристли и 
Свинбэнк положили, что Т" должно быть равным по величине изме
нению температуры V  на фиксированном уровне. Благодаря исполь
зованию модели вихрей со сферической формой, они нашли, что 
«аблюдаемые пульсации на высоте 1,4 м не могут быть обусловлены 
•только механической турбулентностью. С другой стороны, придавая 
разумные значения величинам, входящим в различные члены выра
жения для потока, они указывают, что даже при малой корреляции 
между w' и Т" может иметь место конвективный поток, несколько 
больший, чем поток, связанный с механической турбулентностью. 
Этот вывод является существенным, поскольку механический поток 
тепла направлен от областей с высокой к областям с низкой потен
циальной температурой. Конвективный же поток не зависит от

знака . Если в целом поток записать в форме 

9 =  ̂ , Р « ; Ч / - 0 &  +  Г

' См. стр. 169. Т" представляет собой разность между температурой 
вихря и средней температурой уровня, на которой этот вихрь возникает.
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где I' — „конвективная длина", определяемая как
Т"I'

то отсюда следует, что коэффициент турбулентного обмена можно 
определить, как

В отличие от обычного коэффициента обмена, не обязательно 
должен быть положительным. _ Поэтому направление потока тепла 
в  атмосфере не всегда определяется знаком градиента потенциальной 
температуры. Величина в большой степени определяется ампли
тудой температурных пульсаций на рассматриваемом уровне.

Из анализа этой задачи, выполненной Эртелем еще до работы 
Пристли и Свинбэнка, следует, что поток тепла в основном опре-

дТделяется градиентом температуры , а не градиентом потенциаль- 
дд

ной температуры или же разностью между градиентом темпе

ратуры и его адиабатическим значением Аргументы Эртеля

оспаривались Прандтлем, и эти вопросы теории пока не ясны.
В  общем, представляется, что при больших скоростях ветра и 

малых разностях температур теплообмен в атмосфере подчиняется 
обычным законам вынужденной конвекции и во многом подобен 
переносу количества движения. При таких условиях конвективным 
влиянием можно пренебречь без значительной погрешности. Обычные 
метеорологические задачи относятся к промежуточной зоне между 
вынужденной и свободной конвекцией и поэтому являются сложными 
для математического решения. По причинам, которые становятся по
нятными после ознакомления с характерными данными регистрации 
наблюдений, имеется стремление сосредоточить внимание на данных, 
полученных в ясную теплую погоду, когда градиенты достаточно 
велики для более точных измерений. Это неизбежно придает преуве
личенное значение условиям, в которых преобладает влияние кон
векции. Теплообмен при сильных ветрах является несколько менее 
сложной задачей, но здесь имеется значительно больше трудностей 
для сравнения теории с наблюдениями вследствие весьма однородной 
структуры температурного поля.

Дальнейшее исследование задачи о теплообмене в атмосфере 
требует изучения поля скоростей. Это рассматривается в гл. 7.

Р а д и а ц и о н н ы й  п е р е н о с  т е п л а .  Выполненный выше ана
лиз является неполным, поскольку не было учтено возможное влия
ние радиации на распределение температуры. Эта задача, являющаяся 
одной из наиболее сложных в метеорологии, рассмотрена подробно 
в „Физической и динамической метеорологии" Брента (гл. 6 ), и даль
нейшее изложение в основном следует этой работе.
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На температуру воздуха влияет радиация, которая поглощается 
или излучается атмосферой. Из анализа, приведенного в гл. 3, сле
дует, что необходимо рассмотреть только длинноволновую радиацию 
( X ^ 4 f i . ) ,  поскольку коротковолновая радиация в нижней атмо
сфере при ясном небе очень мало ослабляется. Единственной со
ставляющей атмосферы, которая весьма существенна в этой задаче, 
является водяной пар. Трудности анализа возникают вследствие трех 
главных причин: 1) радиация поступает не строго параллельно, 
а образует пучки различной интенсивности, падающие под разными 
углами к земной поверхности; 2) распределение влажности с высо
той необходимо знать очень точно; 3) коэффициент поглощения для 
водяного пара в далекой инфракрасной области является сложной 
функцией длины волны, которую нельзя выразить посредством неко
торой простой математической формулы. Длинноволновая радиация, 
излучаемая поверхностью земли, частью поглощается атмосферой, 
а частью проникает через различные „окна" в спектре поглощения 
с очень малым ослаблением. Кроме того, водяной пар, содержащийся 
в атмосфере, сам излучает.

Брент полагал, что некоторые из этих трудностей можно пре
одолеть, принимая пучки лучей вертикальными и используя метод 
Симпсона по упрощению спектра поглощения водяного пара для 
длинных волн. Главной особенностью этого спектра является то, 
что столб воздуха, содержащий 0 ,3  мм осажденной из влаги воды, 
полностью поглощает всю радиацию с длинами волн между 5 ,5  
и 7 [Л, а также больших 14 (х, и пропускает ее в остальной части 
спектра (стр. 191). Для нижней атмосферы при нормальной влажно- 
ности это означает полное поглощение радиации с данными длинами 
волн слоями воздуха толщиной порядка 50 м. Разделив атмосферу 
на слои с толщиной такого порядка, Брент показал, что радиацион
ный перенос тепла по вертикали является простым диффузионным 
процессом, описываемым уравнением

д Т _  д^Т

где Kff —  коэффициент обмена, называемый коэффициентом радиа
ционного обмена. Это уравнение означает в первом приближении, 
что радиационный перенос тепла в нижней атмосфере подобен 
молекулярной теплопроводности в твердом теле. Брент получил, что

/X _  дЕ
бОрс^е дГ  '

где Е  — интенсивность радиации в непрозрачном участке спектра 
поглощения водяного пара, е  —  давление водяного пара в миллиба
рах, другие же символы имеют обычное значение. Данные Симпсона 

дЕпоказывают, что очень мало изменяется с высотой в интере

суемом диапазоне значений Т. Отсюда Брент заключил, что Kĵ  яв
ляется практически постоянной в нижней атмосфере со значением
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около 10  ̂ см  ̂ сек.“ .̂ Согласно этим результатам, коэффициент ра
диационной проводимости значительно больше, чем коэффициент 
молекулярной температуропроводности воздуха, и имеет тот же по
рядок величин, что и коэффициент турбулентного обмена на высоте 
нескольких метров от поверхности земли, Брент далее применил 
уравнение диффузии, показав с помощью данных наблюдений за 
температурой на Эйфелевой башне в Париже, что на высоте 
300  м радиация влияет на суточные изменения температуры незна
чительно, При оценке справедливости этих результатов следует 
иметь в виду, что выполненный анализ непосредственно зависит от 
значений коэффициента поглощения, полученных Хеттнером и теперь 
замененных данными Рэндалла (стр. 190). Последние данные указы
вают на значительно большую толщину слоев воздуха, необходимую 
для полного поглощения. Метод Брента не дает никаких сведений 
■относительно нижних слоев атмосферы, например, ниже 50 м. На 
основе концепции радиационного обмена вполне удовлетворительно 
доказывается, что на высоте нескольких сот метров радиация не 
может оказывать первостепенного влияния на суточный ход темпе
ратуры. Наблюдаемое на этих высотах поле может быть описано 
только посредством перемешивания, т. е. с помощью динамической 
турбулентности или свободной конвекции.

Данный вопрос не будет подробнее разбираться, поскольку в на
стоящее время нет достаточно удовлетворительных результатов отно
сительно радиационного переноса в нижней атмосфере и нет возмож
ности убедительно установить, в какой степени наблюдаемое рас
пределение температуры вблизи земли обусловлено непосредственным 
влиянием радиации. Малый прогресс в этом вопросе отчасти объяс
няется отсутствием надежной непрерывной регистрации данных о кон
центрации водяного пара в нижних 100 м над поверхностью земли, 
но  главным образом он обусловлен математической сложностью всей 
задачи. В настоящее время радиационный обмен тепла от поверх
ности земли к вышележащим слоям воздуха и, наоборот, должен, 
рассматриваться, как нерешенная задача метеорологии.
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ПРОБЛЕМЫ СТРУКТУРЫ ВЕТРА ВБЛИЗИ 
ПОВЕРХНОСТИ

Жизнь на Земле, и в особенности жизнь людей, в значительной 
степени зависит от наличия активного обмена воздушных масс вблизи 
поверхности. Трудно представить себе Землю, окруженную непод
вижным воздухом или воздухом, двигающимся только ламинарно. 
Однако с уверенностью можно сказать, что если бы такое состояние 
имело место, условия жизни очень сильно отличались бы от со 
временных. Основное содержание микрометеорологии определяется 
не только тем, что атмосфера находится в постоянном движении, 
но и тем, что это движение обычно имеет турбулентный характер 
и сопровождается непрерывной диффузией свойств из одного района 
в другой. Проблемы структуры ветра в самых нижних слоях атмо
сферы являются, таким образом, фундаментальными, и при исследо
вании этой стороны вопроса потрачено много энергии и проявлена 
известная изобретательность.

7. 1. Общий характер поля скорости у поверхности

^Движение воздуха в средней тропосфере обусловливается гра
диентами давления и влиянием вращения Земли. На достаточно боль
ших высотах (выше 500 м над уровнем местности) установившееся 
движение близко к геострофическому ветру (см. гл. 2). В нижних 
слоях движение более сложное вследствие возмущающего влияния 
поверхности^ В этих слоях ветер зависит от силы трения, величина 
которой меняется с изменением характера поверхности и распреде
ления плотности по вертикали; влияние этих факторов трудно выра
зить точным математическим законом. Дополнительные трудности 
возникают за счет наличия местных воздушных течений, не связан
ных с основным полем давления, особенно ночью в холмистой или 
горной местности.

Наблюдается хорошо выраженное суточное изменение ветра. 
В  континентальных областях ветер в самых нижних слоях достигает 
максимальной |^скорости днем, со слабовыраженным пиком около 
полудня. На высотах порядка 100— 300 м наблюдается обратный

Г Л А В А  7
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ход  с максимумом ночью, а минимумом днем, На промежуточных 
высотах изменение более сложное. Так, наблюдения Гельмана [1] 
на ровном лугу в Науене (анемометры были установлены на высо
т а х  2, 16, 32 м над землей) указывают, что на верхних уровнях 
могут встречаться два максимума —  один около полудня, а другой 
около полуночи и два минимума — ранним утром и после полудня. 
Брент [2] считает, что при слабых ветрах обратный суточный ход 
наблюдается ниже 40 м, а при сильных ветрах обращение происхо
дит выше 40 м. Общий характер этих результатов подтверждается 
лнализом Хейвуда для ветров в Лифилде, Южная Англия.

Для представления о суточном изменении ветра над большими 
годными пространствами имеется сравнительно мало данных, но эти 
данные говорят о том, что амплитуда над водой намного меньше, 
■чем над сушей. На побережье нормальный суточный ход нару
шается брИЗЗАШ.

В направлений ветра также наблюдается суточная изменчивость. 
Однако регулярность такого изменения всегда нарушается локаль
ными явлениями, особенно нОчью.

! При теоретическом изучении атмосферной турбулентности очень 
•важны точные определения профиля ветра вблизи земли,! и метеоро- 
доги должны уделять этому вопросу большое внимание. Более ран
ние исследователи_выражали профиль ветра формулой u — u- ẑ ,̂ 
при р ^ О ,  или = а 1 о ^ г  +  й. При сравнительно грубых наблю

дениях этого периода выбор выражения, по-видимому, определялся 
главным образом удобством. Вскоре, однако, выяснилось, что для 

точного определения профиля не только необходимы специальные 
чувствительные анемометры, которые могут измерять как слабые, 
так и сильные скорости ветра, но следует также уделять внимание 
•влиянию градиента плотности и шероховатости поверхности.! В 1932 г. 
•Сеттон [4] показал, что индекс р  в степенном законе и — и г̂Р

имеет суточный ход при ясной погоде и изменяется от при боль

ших инверсиях до при больших сверхадиабатических градиентах.^

Подобные же изменения были найдены другими исследователями. 
^iKpefic [5], рассматривая наблюдения при очень малых температур
ных градиентах, показал, что профиль ветра на высотах от 3 до 
.13 м над уровнем nqBepxHocTH 'можно достаточно точно выразить 
законом й =  j  Это выражение представляет особый интерес
для теории атмосферной турбулентности, так как, по существу, 
является тем же самым профилем, что и хорошо известный „закон 
,корня седьмой степени" изменения скорости ветра с высотой в тур- 
•булентном пограничном слое над плоской поверхностью. Другие 
.исследователи, в частности Бест и Пешке, подтвердили справедли
вость логарифмического профиля.

Эти результаты выражают тот факт, что турбулентный перенос 
количества движения от одного уровня к другому или усиливается,
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или ослабляется под влиянием градиента плотности. В  условиях 
сверхадиабатического градиента турбулентность максимальна, и при 
этом имеется значительный поток количества движения сверху вниз 
для компенсации затрат кинетической энергии на преодоление тре
ния на поверхности. В  таких условиях скорость сильно выравнена 
по высоте, за исключением непосредственной близости к поверх
ности. При инверсии вертикальный обмен количеством движения 
уменьшается, скорость вблизи земли резко падает, в результате 
чего наблюдается более резко выраженная кривизна профиля ско
рости. В этом состоит объяснение низких величин индекса р  в се
редине дня и высоких ночью/

Функциональная форма профиля скорости ветра вблизи земли зна
чительно прояснилась за счет исследований Торнтвейта, Кейзера [6] 
и более современных исследований Дикона [ 7 ] . 'Торнтвейт и Кейзер 
провели точные наблюдения профиля от 1 до 28 футов (0 ,3— 8,5  м )' 
в течение июньского дня й Нью-Филадельфии, Огайо. Они нашли, 
что при условиях небольшого температурного градиента зависимость 
и от log 2  в рассматриваемом слое линейная, а при других условиях 
значительно отклоняется от_прямой линии. При сверхадиабатически^с 
градиентах график связи u^logz  был выпуклым по отношению 
к оси и, а в периоды инверсий — вогнутым к той же самой оси 
(см. рис. 25). Таким образом, логарифмический закон изменения 
ветра с высотой справедлив трлько тогда, когда поток воздуха 
однородный или близок к нему, Дикон на основании анализа тща
тельно измеренных профилей над равниной на высотах от 0 ,5  до 4 м 
(и в некоторых случаях до 13 м) сформулировал общий закон

{ а  не зависит от 2), при р =  1 для небольших или адиабатических 
температурных градиентов, р > 1  для сверхадиабатических градиен
тов и Р < [1  —  для инверсий. Величина Р =  1 приводит к логариф
мическому профилю, а при других условиях выражение для профиля 
включает высоту в некоторой степени.’

Измерения величины и повторяемости вихревых скоростей и' 
{вдоль ветра), Ч)' (поперек ветра) и w ' (вертикальной) были про
деланы несколькими экспериментаторами, из которых в первую оче
редь следует отметить Скрейса [5] и Веста [8]. При таких иссле
дованиях необходимо с большой тщательностью выбирать период 
осреднения из-за широкого предела частот, найденных в колебаниях 
естественного ветра. Данные показывают, что для „промежуточной 
шкалы турбулентности “ (средние величины за периоды порядка не
скольких минут) при небольшом температурном градиенте все три 
составляющие приблизительно пропорциональны средней скорости 
ветра, но горизонтальная компонента v' примерно, на 50®/̂  больше, 
чем вертикальная компонента w' на высоте 2 м над уровнем мест
ности. Асимметрия уменьшается с высотой, и на уровнях, превы-
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шающих 25 м над поверхностью, все три компоненты приблизительна 
равны. Таким образом, равенство вихревой энергии наблюдаетсяк 
в верхних областях приземного слоя, а не вблизи земли. Этот факт 
имеет большое значение в проблемах диффузии. Частота распреде
ления вихревых скоростей следует нормальному закону Максвелла 
и, следовательно, имеет близкое сходство с распределением молеку
лярных скоростей в газах. При больших сверхадиабатических гра
диентах вихревые скорости значительно больше (для той же самой 
средней скорости ветра), чем скорости, наблюдаемые при адиабати
ческих или близких к ним условиях; обратная картина имеет место; 
при больших инверсиях, когда флюктуации стремятся к нулю.

Ниже эти особенности будут рассмотрены более подробно.

7. 2. Профиль ветра

При анализе структуры ветра в самых нин^них слоях атмосферы 
полезно рассматривать эти слои как часть развитого турбулентного- 
пограничного слоя, в котором как сила Кориолиса, так и изменения! 
градиента давления в направлении среднего ветра незначительны. 
Это означает, что для установившегося движения вихревое касатель
ное напряжение не меняется с высотой. Поэтому анализ ограничи
вается движением в слое мощностью, не превышающей нескольких 
десятков метров [см. уравнения (3 .3 4 ) и (3 .35)]. Изменения направ
ления ветра с высотой в таком слое также малы, в связи с эти» 
системой фиксированных осей можно считать такую, в которой х  
измеряется в направлении среднего ветра, у —  поперек ветра тл. z -—  
вертикально. В такой системе

t i= = u {z ) ,  v  =  w =  0.

Р а в н о в е с н о е  с о с т о я н и е .  Если температурный градиент 
небольшой по всему слою, т. е. воздух фактически является одно
родным по плотности, движение должно быть таким, каким оно 
найдено в лабораторных экспериментах по исследованию потока 
над плоской поверхностью.

Из анализа пп. 3 .9  и 3.10 следует, что профили скорости можно- 
подчинить одному из следующих уравнений.

Для потока над гладкой поверхностью

|= т ‘" (=?)+“ “*•
Для потока над шероховатой поверхностью

=  (7 -2 )

иди
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где ' и. / ( f ) является динамической скоростью, а 2д —  пара

метром шероховатости. Удобно ввести коэффициент трения поверх
ности С д , определяемый как •

(7.4)

Предположение о том, что профиль естественного ветра должен 
соответствовать вышеприведенным уравнениям в условиях равновес

ного состояния =  О, по-видимому, принадлежит Прандтлю

(1932). После этих данных точные наблюдения Беста [8], Свердру
па [9 ], Пешке [10], Тортнтвейта и Кейзера [6], Дикона [7] и др. 
установили несомненность этого факта, а также дали возможность 
определить основные параметры щ  и для разнообразных есте
ственных поверхностей. Обширный материал по величинам Zg был 
собран Диконом [7]. В  табл. 23 Сеттоном приведены величины Zq 
и и макровязкости N==B*%>'(CM. гл. 3) по данным, опублико
ванным П. А. Шеппардом [11]. Эти величины, следует принимать 
только для общего руководства.

Таблаца 23

Характерные величины Z q и  и *  д л я  естественныз^поверхностей 
(равновесное состояние; величины соответствуют м =  500 см сек.~’

на 200 см)

Тип поверхности Zq см й* см сек. ' yvсм2 сек., ■

Очень гладкая (грязевая поверх
ность, л е д ) ............................... 0,001 16 0,016

Луг с травой до 1 см высотой . . 0,1 26 2,6
Равнина, редкая трава до Ю см вы

сотой ......................................... 0,7 36 26
Густая трава высотой до Ю см . . 2,3 45 104
Редкая трава высотой до 50 см . . 5 55 275
Густая трава высотой до 50 см . . 9 63 560

В большинстве случаев по существу, не зависит от и, но 
Дикон показал, что над высокой травой Zg уменьшается с возраста
нием средней скорости ветра; этот эффект приписывается сгибанию 
стеблей растений ветром, что производит или сглаживание, или уве
личение шероховатости поверхности.

Леттау [12] показал, что наблюдения Пешке над рядом разно
образных поверхностей (снег, луг, корнеплодные посевы) указывают

на постоянство для данной поверхности при а  (измеренных 
и

на 500 см над землей), изменяющихся примерно от 20 до 500 см сек.“ .̂
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Величины и.̂  меняются в пределах от 3 до 1 2 %  от средней 
скорости ветра, причем меньшие величины связаны с внешне глад
кими поверхностями. Величины N, однако, показывают, что только 
в исключительном случае естественная поверхность может быть глад
кой в аэродинамическом смысле. Критерий Никурадзе для потока 
над вполне шероховатой поверхностью состоит в том, что N  должно 
превышать 0 ,4  см  ̂ сек.~1, а для потока над гладкой поверхностью 
необходимо, чтобы N  было меньше 0 ,02  см  ̂ сек.~^, принимая v =  
=  15 см  ̂ сек.~^ во всех случаях (см. гл. 3). Таким образом, для 
среднего ветра в 500 см сек.~^ на высоте 200 см можно назвать 
гладкой только поверхность, залитую водой, или обширную ледяную 
поверхность. Скошенный и хорошо выровненный луг может быть 
аэродинамически гладким для ветров (на высоте 200 см) ниже 
100 см с е к .- ',  а шероховатым —  при более умеренных скоростях.

Заключение о том, что почти все естественные поверхности 
аэродинамически шероховаты, имеет очень большое значение в про
блемах диффузии. Для метеорологических целей, по-видимому, наи
более подходящим является профиль, предложенный Россби [уравне
ние (7 .3 ) ] . Теоретически он справедлив до г  =  0, но следует отметить, 
что при наличии плотной и высокой растительности это не реально. 
Ясно, что на пшеничном поле, например, движение воздуха среди 
стеблей должно значительно отличаться от движения над вершинами 
растений. Уравнения профиля выражают интегральный эффект флюк
туаций на перенос количества движения и поэтому могут применяться 
только в тех областях, где такой перенос имеет место. Ниже будет 
показано, что при густой растительности можно использовать изме
ненную форму уравнения профиля для потока над шероховатой по
верхностью.

У с т о й ч и в а я  и н е у с т о й ч и в а я  а т м о с ф е р а .  На рис. 25 
приведены некоторые наблюдения Торнтвейта и Кейзера [6], которые 
ясно показывают, что логарифмический профиль является переход
ным типом профиля по сравнению с профилем, наблюдающимся 
при заметном градиенте плотности. Характер профиля исследовался 
также Диконом [7 ], который ввел в качестве основного параметра 
число Ричардсона. В  общем,

^ = / ( R e ,  Ri, 2о).,

Если движение происходит над поверхностью с развитой шеро
ховатостью, то влияние вязкости, а отсюда и числа Рейнольдса, не
значительно, а если наблюдения проводятся всегда над одной и той 
же поверхностью, шероховатость можно принять постоянной. При

этих предположениях должно зависеть только от Ri, которое,

таким образом, выполняет ту же роль, что и число Рейнольдса при 
движении однородного воздушного потока. Если температурный
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градиент сверхадиабатический, то Ri <С О, а при инверсии потен- 
ииальной температуры R i ) > 0 ;  случай Ri =  i  подразумевает, что

dz ' '
- - o ’- ' 4
V ". ■ ". -  /  '

Скорость ветра

Рис. 25. Профили скорости по наблю
дениям Торнтвейта и Кейзера в тече

ние .петних суток.

На рис. 26, взятом из работы Дикона, дан ход отношения сред
ней скорости ветра на z  =  4 ,5  м к скорости на 2 =  0 ,5  м в зави
симости от средней величины Ri в том же слое (по наблюдениям 
над короткой травой на открытой равнине). По этой связи градиент 
ветра с хорошим приближением можно считать функцией только 
числа Ричардсона при постоянной шероховатости поверхности. Из 
рис. 27 можно видеть дальнейшее развитие этой идеи. На этих гра
фиках профили скорости разделены, согласно знаку и величине Ri. 
Как видно из рисунков, профили ветра (в координатах H jlo g z ) 
являются выпуклыми по отношению к оси к  для Ri <  О и вогну
тыми к той же оси при R i > 0 ,  т. е. подтверждают тот тип изме
нения скорости ветра с высотой, какой был найден Торнтвейтом 
и Кейзером.

Дикон показал, что для таких групп связь

da (7 .5 )
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( а  не зависит от z) „совсем близко" удовлетворяет данным при

р >  1 для Ш <  О, *
р =  1 для Ri =  О,
р < 1  для R i > 0 .

Рис. 26. Связь отношения скорости ветра на высотах 4 и 0,5 м 
с числом Ричардсона (по Дикону).

Изменение Р с Ri показано на рис. 28 , который построен болёе 
чем на 600 наблюдениях продолжительностью 15 минут в пределе 
величин р от 0 ,75  до 1,2. Некоторые признаки говорят о том, что, 
когда R i> > 0 ,l ,  соотношение становится очень неопределенным.

Интегрируя уравнение (7 .5 ) при условии и =  О при Z — 2®, Дикон

1 (7 .6 )

1 Это уравнение найдено значительно раньше исследований Дикона и 
опубликовано в {55]. — Ред. '
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R i  -0,38 -a. О’

о,a 1,0 1,2 /,4 1,6 us и ,  2,0 2,2
Отношение скорости ветра

Лрофиль при равновесны)! условиях везде показа» прерывистой линией

Ю,055 + 0.06S -to,09

КО !,г 1,4 1,6 1,8 г ,о  2,2
О т нош ение скорости вет ра -ц^

Школа отношения скоростей дана везде для крайнего левого 
профиля; кан<дь1й следующий профиль смещен вправо на 0,2

Рис. 27, Изменение профилей екорости при изменении устой
чивости (по Дикону).



при этом постоянная а  в уравнении (7 .5 ) взята равной — чтобы
UZq

иметь возможность выполнить переход к обычному логарифмическому 
лрофилю [уравнение (7 .2 )].

Рис, 28. Зависимость р от стратификации 
(по Дикону).

1 — поверхность — короткая трава, 2 (1= 0 ,27  см ; 2  — tio 
наблюдениям Свердрупа над снегом, г» =  0,25 см.

Если раскрыть правую часть уравнения (7 .6 ) , то выражение про
филя станет

что дает уравнение (7 .2 ), так как ^ ^ 1 .
Следует отметить, что величина шероховатости го предполагается 

постоянной для данной местности и всех условий устойчивости. При 
решении уравнений Zq является просто постоянной интегрирования 
в предположении, что скорость приближается к нулю на плоскости 
z  =  Zo, высота которой над землей определяется только средней 
высотой неровностей, однородно распределенных по поверхности. 
Связь между и размером неровностей была установлена только 
для движения однородного воздушного потока (см. гл. 3 ) , но пока 
не ясно, можно ли с равной вероятностью считать справедливым 
соотношение для потока при различных градиентах плотности. Сет
тоном было показано, а позже подтверждено Шеппардом [И ] , что, 
если предположить справедливость логарифмического профиля для
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всех градиентов, неизбежно следует изменение Zj с температурным 
градиентом. На основании более поздних исследований было уста
новлено, что логарифмический профиль не выполняется в условиях- 
заметных градиентов плотности; это дает возможность рассматри
вать Zg независимым от термической стратификации, что значительно»* 
проще, а это и делает Дикон [7]. ЭтоТ вопрос нуждается в деталь
ном исследовании.

При данных обстоятельствах имеется некоторое доказательство*' 
в защиту п]рофилей Дикона при условиях, отличающихся от адиаба
тических, но эта истина никоим образом не является полностью- 
установленной. Дикон полагает, что р зависит от высоты при не
устойчивом состоянии; это' можно объяснить вторжением значитель
ных возмущений от шероховатой поверхности, которая окружала» 
площадку в 200 квадратных ярдов с низкой скошенной травой' 
и установленными на ней анемометрами. Этот вопрос также нуждаетс5г 
в дополнительной проверке.

Профили, о которых шла речь выше, измерялись в относительно- 
тонком слое вблизи земли. Более высокие слои, от 5 до 400 футов- 
( 1 ,5 — 122 м) и от 4 до 1000 футов (1 ,2 — 305 м), исследовались- 
Фростом [13] при использовании подвешенных на привязных аэро
статах приборов на аэродроме в Кардингтоне, Южная Англия. Е го  
результаты указывают на то, что в этих слоях профиль можно- 
представить степенными законами для любых условий температур
ного градиента.

Используя соотношение

-  —
(7 .7 >

где и —  средняя скорость на фиксированной высоте Zi, значения р' 
были найдены (табл. 24) для высот от 400 до 5 футов для несколь
ких групп температурных разностей.

Таблица 24'

Величины р  из уравнения и =  И) в зависимости от 1разностгеч

температуры Д Г  =  — Т ,̂ в  слое 5 —400 футов (по Фросту)

(Разность температуры во всем слое, соответствующая адиабатическому 

градиенту, равна Д Г — — 2,15°Р) ■

Д7°Р от —4 
до —2

от —2,5 
до —1,5

то —2 
до 0

от — I 
до 1

от 0 
до 2

от 2 
до 4

от 4 
до 6

от 6 
до 8

от 8 
до 10

от Ш > 
до 12:

Р 0,145 0 ,17 .0 ,2 5 0 ,29 0,32 0 ,44 0 ,59 0 ,63 0 ,62 0,77
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Из дальнейшего исследования профилей в слое от 4 до 1000 футов 
-Фрост заключает, что в условиях адиабатических градиентов значе-

•чение р  составляет 0,149, что близко к у  ( = 0 ,1 4 2 )  в обычно при

нимаемом степенном законе для профиля в турбулентном погранич
ном слое плоской пластины, помещенной в аэродинамической трубе. 
Можно не сомневаться в том, что в условиях равновесной страти- 
«фикации форма профиля по степенному закону не совпадает с лога
рифмической формой, особенно вблизи поверхности; но результат 

•Фроста находится в хорошем соответствии с выводом Скрейса [5 ], 
!-который нашел, что /? =  0,13 при небольшом температурном гра- 
-диенте в слое от 3 до 13 м, и формула корня седьмой степени, 
вероятно, имеет удовлетворительное приближение к профилю 
в довольно большом слое, когда равновесная стратификация оцени
вается величиной температурной разности по всему слою.

В  большинстве попыток приспособить степенные законы к наблю
денным профилям применялось уравнение (7 .7 ) и неизменно обнару- 

:живалось, что O c '/ x ^ l .  Наибольший (из до сих пор известных) 
предел наблюденных величин р  дал Баркат Али [14 ], а именно, 

-0 ,02 /7 < ; 0 ,87 , но в величине верхнего предела можно усомниться
вследствие недостаточной надежности регистрации нижнего анемо
метра в некоторых случаях при сильной устойчивости. Наибольшая 
из опубликованных надежных величин р  составляет р  =  0,85 по дан
ным, полученным Бестом [8] в небольшом слое от 10 до ПО см 
в условиях исключительной устойчивости. Степенной закон, предло
женный Диконом [уравнение (7.6)] ,значительно отличается от закона, 
который дается уравнением (7 .7), так как он состоит из члена, не 
зависящего от высоты, плюс член, включающий высоту в степени, 
а величины р ,  приведенные выше, имеют сложную связь с показа
телем (1 —  р).

Случай р — 0 является предельным для атмосферы, в которой 
турбулентность настолько велика, что обеспечивает постоянную ско
рость по всему рассматриваемому слою. Наблюдения Барката Али 
и данные Джиблета [15] для Кардингтона, Южная Англия, показы
вают, что такое состояние наблюдается при случаях очень больших 
сверхадиабатических градиентов.  ̂ Верхний предел /> =  1 соответ
ствует профилю, полученному при ламинарном движении над плоской 
поверхностью в отсутствии градиента давления (см. гл. 2 ) .  Близкие 
к линейным профили, наблюдавшиеся Баркатом Али и Бестом, озна
чают приближение к ламинарному движению в самых нижних слоях 
в условиях большой устойчивости.

О ч е н ь  ш е р о х о в а т ы е  п о в е р х н о с т и .  Все вышесказанное 
относится к поверхностям, оголенным или покрытым очень короткой 
растительностью, не превышающей нескольких сантиметров. Большая

1 Джиблет констатировал, что при очень больших сверхадиабатических 
градиентах отношение скорости на 150 футах к скорости на 50 футах со
ставляло 1, 01, но в данном случае имеется некоторое сомнение относиц 
тельно установки анемометров (см. Фрост [13]).
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часть земли, однако, покрыта более мощной растительностью 
(высокая трава, посевы хлебов или деревья), и в этих условиях 
профиль скорости становится более сложным, а в некоторых слу
чаях едва ли возможно его математическое представление.

Некоторое приближение можно получить за счет эмпирической 
модификации уравнения профиля, если элементы шероховатости 
достаточно неизменны по высоте и плотности. Если логарифмический 
профиль написать в виде

где d  — смещ ение нулевой плоскост и, то указанные выше поло
жения можно распространить на слои воздуха над поверхностью, 
покрытой высокой растительностью. Величина d  принимается за услов
ный уровень, над которым происходит нормальный турбулентный 
обмен; поэтому уравнение (7 .8) справедливо только для 
Если и йд —  независимые произвольные постоянные, то выраже
ние (7 .8 ) нельзя вывести из основного дифференциального уравне
ния (3 .3 6 ), так как уравнение (3 .36) — первого порядка и решение 
его должно включать не более чем одну произвольную постоянную.

Профиль (7 .8) использовался многими исследователями. Пешке, 
который рассматривал как гладкие, так и шероховатые поверхности, 
принимал d  равным средней высоте элементов шероховатости. Дикон 
считает, что при небольших температурных градиентах логарифми
ческий закон в пределах высот от 1 до 13 м с очень большой точ
ностью дает распределение скорости ветра над поверхностями, по
крытыми травой различной длины, при условии, что d  выби
раются независимо (чтобы дать наилучшую подгонку). Калдер [16] 
при изучении диффузии дыма над равниной (см. гл. 8 ) дает следую
щие величины для постоянных в уравнении (7 .8 ) .

Короткая трава (1— 3 см):

и * =  33 см се к .~ ‘ ,

Zo =  0 ,5 c M ,  r f= = 0 .

Высокая трава (60— 70 см):

== 50 см сек .“ ' ,

Zj =  3 см, d  — 30  см

при и = = 5 0 0  см сек.~^ для z  =  2 0 0  см над землей. Задача о выра
жении для профиля над высокой травой при неадиабатических усло
виях не изучена в достаточной степени.

П р о ф и л и  н а д  в о д о й .  Распределение скорости ветра над 
большими водными пространствами существенно отличается от изме
нения ветра с высотой над сушей главным образом из-за образо
вания волн. Влияние устойчивости при этом мало выражено вслед
ствие меньших колебаний температурных градиентов, но встает 
вопрос о влиянии скорости ветра на „шероховатость" поверхности.-
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в  дополнение к этому, чисто экспериментальные трудности прове
дения надежных измерений структуры ветра над морем дают сомни
тельную оценку некоторым опубликованным работам.

Россби и Монтгомери [17] рассматривали условия на границе 
в о д а — воздух и пришли к заключению, что взаимодействие проис
ходит как через тангенциальное, так и через нормальное напряжение, 
причем последнее важно только при более сильных ветрах. Для 
слабых ветров движение в самых низких слоях соответствует урав
нению (7 .1). Для умеренных и сильных ветров поверхность стано
вится аэродинамически шероховатой, и Россби и Монтгомери счи
тают, что при этих условиях вблизи вершины волны имеется разрыв 
в характере напряжения, причем ниже этого уровня профиль соот
ветствует сглаженному потоку. Для ветра менее 6 — 7 м/сек. морская 
поверхность рассматривается как аэродинамически гладкая. Для 
более сильного ветра поверхность считается шероховатой, а Zq обычно 
принимают равной 0 ,6  см. Работа Мунка [18] подтверждает выводы 
Россби и Монтгомери в отношении величины критической скорости 
ветра, при которой море становится аэродинамически шероховатым.

Модель [19], анализируя наблюдения Браха над Балтикой 
и внутренним озером, пришел к выводу, что наилучшим выражением 
профиля ветра над морем является уравнение (7 .8 )  с rf =  4 см 
и 00 =  0 ,0 3  см. Величина ẑ  значительно меньше, чем полученная 
Россби и Монтгомери, но два выражения для профиля, строго 
говоря, несравнимы вследствие смещения нулевой поверхности.

Из вышеприведенного видно, что собранный до сих пор разными 
авторами экспериментальный материал не вполне согласуется, 
а удовлетворительная оценка движения воздуха над океаном еще не 
найдена. Общая картина, однако, несущественно отличается от струк
туры ветра над сушей, если принять во внимание нарушающее влия
ние волн. Вопрос структуры ветра над водой (отчасти океанографи
ческий и отчасти метеорологический) включает проблемы, которые 
пока еще недостаточно разрешены в каждой из указанных наук.

7. 3. Приближение к геострофическому ветру

В предшествующем разделе рассматривались условия для не
большого слоя вблизи поверхности, не превышающего 100 м. 
В  данном разделе рассматривается задача об изменении ветра в более 
мощном слое, распространяющемся от поверхности до 500— 1000 м 
(в  зависимости от широты); при этом за верхний уровень принимается 
высота, на которой нет систематических отклонений от движения 
геострофического ветра. Этот более мощный слой называется 
планет арны м  пограничным слоем  Леттау [12], в отличие от 
приземного пограничного слоя, рассмотренного ранее.

Геострофическое равновесие наступает при отсутствии трения. 
Поэтому верхний предел планетарного пограничного слоя можно 
рассматривать как уровень, на котором движение воздуха подчи
няется уравнению Эйлера для невязкой жидкости (см. гл. 2), Мате
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матически это означает, что вихревые касательные напряжения равны 
нулю для z '^ H ,  где Я  —  высота планетарного пограничного слоя. 
Для Z<^H  распределение скорости определяют следующие факторы;
1) градиент давления; 2 ) сила Кориолиса, обусловленная; вращением 
земли; 3) трение на поверхности; 4) гравитационные силы. В  даль
нейшем градиент давления принимается не зависящим от высоты по 
величине и направлению для всего слоя. Среднее движение пред
полагается двухмерным с горизонтальными _  компонентами и, v  ; 
поэтому сила Кориолиса имеет компоненты рХг», —рЫ в направле
ниях X  я у  соответственно, где

X =  2(0 sin ® 1 ,458 • 10~'*sin о сек."”* ,

при этом ш есть угловая скорость вращения земли, а о — широта 
места наблюдения. Кроме того, изменение плотности с высотой будет 
приниматься незначительным для О С  2

О б щ и й  а н а л и з  з а д а ч и .  Если поле давления устойчивое или 
медленно меняется, то, как показывают наблюдения, среднее движе
ние воздуха над некоторым уровнем z= = H  соответствует геостро
фическому ветру и, следовательно, происходит параллельно изобарам. 
На более низких уровнях ветер не только ослабляется по скорости 
за счет трения о поверхность, но направлен под углом к изобарам. 
Общее объяснение этим особенностям дается спиралью Экмана 
{см . гл. 3 ), но для объяснений деталей распределения скорости при 
0<^z<C H  необходимо более тщательное исследование. Одним из 
дополнительных факторов является учет изменения турбулентности 
■с высотой, и уже показано, что наилучшее согласование с наблюде
ниями можно получить, если принять вихревую вязкость, зависящей 
от высоты (см. гл. 3 ).

Математическая постановка задачи требует особого внимания. 
Планетарный пограничный слой можно считать состоящим из двух 
слоев: приземного пограничного слоя и лежащей над ним зоны пере
хода к движению без трения в свободной атмосфере. В  нижнем слое 
движение в значительной степени зависит от состояния поверхности, 
а  в верхнем слое шероховатость поверхности должна играть незна
чительную роль. Влияние температурного градиента, устойчивого или 
неустойчивого, трудно выделить, и, по крайней мере, для начала 
следует предполагать его влияние на движение для всех уровней. 
В  приземном слое касательное напряжение фактически не зависит от 
высоты, и существующие в этой области теории турбулентности 
предполагают, что вихревая вязкость безгранично увеличивается 
с  высотой. Турбулентный перенос количества движения на уровне 
геострофического ветра незначительный, поэтому касательное напря
жение в переходной зоне должно с заметной скоростью уменьшаться 
до нуля. Математически это не противоречит предположению о том, 
что вихревая вязкость повсюду возрастает с высотой, где градиент

скорости быстро уменьшается, так что п р о и з в е д е н и е ( I /— ско
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рость в области O ^ z ^ H )  стремится к нулю для г !>-//; но с физи
ческой точки зрения можно выдвинуть возражение о нереальности 
предположения о больших величинах K ^ (z)  на уровне, где турбу
лентность пренебрежимо мала. Этого возражения можно избежать^ 
если предположить, что вихревая вязкость нормально возрастает 
с высотой во всем приземном слое, а затем медленно уменьшаете» 
до нуля или до некоторой малой величины на z =  H, так что ( z )  
достигает максимальной величины на некотором уровне между по
верхностью и высотой, на которой влияние трения является неза
метным.

Профиль этого типа не должен означать, что турбулентный 
обмен достигает максимума на некотором уровне (порядка 100 м ) 
над поверхностью. За исключением сложного изменения в небольшом 
слое вблизи земли, турбулентность, характеризуемая средней квадра
тичной величиной амплитуды колебаний с периодом порядка несколь
ких минут, равномерно уменьшается от поверхности вверх. Физи
чески существенным фактом является то, что касательное напряжение 
и градиент средней скорости уменьшаются с высотой по всему 
планетарному пограничному слою; но изменения в касательном на
пряжении настолько малы, что ими можно пренебречь в слое, нахо
дящемся под воздействием шероховатости поверхности. Возраста
ние с высотой внутри этого слоя отражает просто уменьше

ние ~  с Z. Уменьшение Kj^iz) выше в переходном слое являете® 

■следствием исчезновения турбулентных напряжений на уровне гео
строфического ветра, а своеобразное изменение Kj^iz) вытекает из; 
принимаемого математического метода и не имеет особого физиче
ского значения.

Таким образом, имеется два возможных подхода к проблеме 
структуры ветра в пограничном слое земли. Один из них состоит 
в том, чтобы принимать Kj^{z) монотонно возрастающим по всему 
планетарному пограничному слою и отыскивать решение уравнение 
среднего движения, которое удовлетворяет необходимым граничным, 
условиям на Z — Q и z -> оо. Этот метод введен Прандтлем и Толь- 
миеном [20] в 1923 г., а позже развит Кёлером [21] в ученых 
записках, опубликованных в 1933 г. При этом подходе не прини
маются во внимание изменения в шероховатости поверхности.

Второй метод, предложенный Россби и Монтгомери [22, 17], как 
указано в предыдущем параграфе, учитывает влияние неровностей 
поверхности для относительно тонкого приповерхностного слоя, 
а в переходном слое им пренебрегают. Этот подход находится 
в большем соответствии с физической концепцией, так как шерохо
ватость поверхности не может значительно влиять на структуру 
ветра, за исключением непосредственной близости к поверхности.

Р е ш е н и е  д л я  =  K\Z’̂  п о  в с е м у  с л о ю .  Используемая 
координатная система та же, что и в п. 3 .6 , ось х  лежит вдоль
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прямой, параллельной изобарам, и на основании геострофического-

равновесия ^  =  О и ^  =  —  pXG, где G —  геострофический ветер..

Развивая анализ п. 3 .6 , легко показать, что уравнения установивше
гося двухмерного движения сводятся к

(7 .1 0 ) .

где V — ti-\-iv  —  результирующий ветер. Граничными условиями? 
являютс^!, как и раньше,

У  == О на 2  =  0
\хт V = 0  I

г - ч - о о  )

В анализе Прандтля —  Т о л ь м и е н а п р и н и м а е т с я  пропорциональ

ным что соответствует профилю и — в слое постоян
ного касательного напряжения (выражение, полученное из профиля» 
ветра по наблюдениям в пограничном слое в трубе). Тогда решение
уравнения (7 .9 )  при условиях (7 .1 0 ) получается в виде бесконечного»
ряда. Кёлер рассмотрел более общий случай

K ,,{z )  =  Kxz'  ̂ 0 < / ? г < 1 ,  ( 7 .1 1>

где К -1 —  величина K ^ iz )  для z= = l.  Это выражение учитывает- 
влияние как шероховатости поверхности, так и устойчивости, которая» 
должна отражаться через соответствующие изменения и т.. 
Уравнение (7 .9 ) тогда становится

Чтобы свести уравнение (7 .12) к обычной форме, Кёлер вводит- 

и обозначает
V — G ^ W .

Так как яг <  1, то отсюда следует, что С О, когда z  -> О" 
и С -> оо, когда Z -* со. Преобразованное уравнение и граничные 
условия будут:

т

W = = - 0  на С =  0, (7 .1 5 )

Иш W = 0 ,
с - ►  оо

I т.
где ( 1 — от)(*~ '"> .
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Уравнение (7 .14) является уравнением типа Бесселя.
Решение, стремящееся к нулю, когда С -> о о , и не равное нулю 

.для С =  0, будет

( 2- m)
т) (7 .1 6 )

<агде АГ, (х ) является функцией Бесселя второго рода порядка v^, 
,а Л  является постоянной, найденной при раскрытии степенного ряда 
для /С,(х) и условия, что W = G  на С =  0. Подробное выражение 

_для А можно найти в работе Кёлера вместе с таблицами величин 

других постоянных в выражении для V, для т =  ^ ,  у ,  у ,

Т ’ Т ’ ’ Т ’  ̂=  сек.“ ‘ (соответственно широте 60®),
1 =  15,4 CGS единиц.®

Анализ Кёлера, таким образом, дает возможность представить 
пветер в планетарном пограничном слое через выражение типа

V {z) =  0 + C z ^ ^ ' ~ " \ ( l - m ) [ D z ~ ^ " ]  , (7 .17)
(2 -  m )

тде О — геострофический ветер, а С и D  —  сложные величины, 
зависящие от т, Ki и G. Для /ге==0 [/С  ̂( г )  =  const] ращение 

-можно выразить через элементарные функции, используя известные 
результаты теории функций Бесселя:

/С^(Х) =
2

Полученное таким путем выражение идентично уравнению (3 .2 0 ), 
-т. е. аналитическому представлению спирали Экмана.

Принципиальные результаты исследования Кёлера следующие.
1. В слоях воздуха, прилегающих очень близко к земле, профиль 

равнодействующего ветра близко приближается к простому степен- 
-иому закону типа V =  где V j — величина, зависящая от X,
т, K i  ̂ G и, таким образом, не зависящая от высоты. Это выра
жение совпадает с профилем, получаемым из объединенного степен- 
«ого  закона Шмидта, и означает, что равнодействующее касательное 

dV•напряжение X =  р д ^  —  не меняется с высотой в этих слоях. 

М.З исследования порядка величин различных постоянных Кёлер

1 Watson G. N. А Treatise on Bessel Functions, 2 d. ed., Chap. Vll, Cam
bridge, 1944. Af, (jc) не следует путать с вихревой вязкостью (г ) .

2 Кёлер [21], стр. 12—14. Читатель должен заметить, что обозначения, 
«спользованиые Кёлером, не идентичны с теми, которые даны выше.
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заключает, что это приближение справедливо для z  <  10 м и со 
гласуется с наблюдениями в приземном слое.

2. Угол а между приземным и геострофическим ветром дается 
выражением

В  табл. 25  даны величины а для ряда значений т, использован
ных Кёлером.

Таблица 25
Угол а между поверхностным и геострофическим ветром как функция 

т в соотношении =  K\z'̂
т - i - A . A J L A A i ____Ё_

■ ■ ' 2 3  4 5  6 7 8 9
а . . . .  30° 28°30' 18° 15° 12°48' 1Г15' 10° 9°

Уравнение (7 .18) указывает, что л зависит только от экспоненты т 
(т. е. главным образом от устойчивости движения) и не зависит^ от 
параметра Кориолиса X и, следовательно, от широты.

Имеется хорошее доказательство как для подтверждения этого 
вывода, так и величин а, данных в табл. 25 . Окерблом [24] зареги
стрировал изменения а в Северной Атлантике на широтах 9 — 10°; 
его величины а колеблются от а =  2 2 °  до а =  12° со средней вели
чиной в 18° и не показывают систематического изменения с широтой. 
Джеффрис [25], проведя 600 наблюдений над Северным морем, 
нашел, что а имеет несимметричную повторяемость распределения 
со средней величиной в 16° и модой в 11°. Вестфатер [26], используя 
данные полетов над морем, нашел средний угол поворота в 8 °  между 
30  и 30 0 0  футов ( 9 — 900 м). Эти результаты говорят о том, что

3 8
для ветров над океаном т  лежит между ^ i и означают, что над

морем приземный ветер увеличивается, как z  ̂  —  z  ®. Очень важно 
отметить, что величина моды, данная Джеффрисом (*  =  11°), соот-

1
ветствует профилю вида V  =  V , z  ^, т. е. для типичной равновесной 
стратификации. Приведенные данные согласуются с результатами 
наблюдений, по которым в большинстве случаев над нетропическими 
морями в нижних слоях имеются очень небольшие отклонения от адиа
батического градиента.

Вышеприведенное сравнение относится к ветру над морем. Над
2

сушей средняя величина а около 20°, т. е. т около у  ; отсюда
'I

средний профиль вблизи земли можно представить через V — VjZ* , 
что указывает на несколько более выраженный градиент скорости, 
чем над морем. Такой результат можно объяснить большей шерохо
ватостью суши и возрастающим влиянием температурного градиента.
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3. Характер структуры ветра для больших величин z можно ви
деть при использов1ании асимптотического разложения К  ( х ) .  Сохра-

няя только основные члены, для больших величин Dz

(7 .1 9 )

л /  d V  /  Ч d Vгде А — постоянная; отсюда видно, что как так и

стремится к нулю, когда z оо. Таким образом, вихревое касатель
ное напряжение уменьшается на больших высотах, несмотря на то, 
что ( г )  безгранично увеличивается с z  и система физически 
возможна.

Вывод, полученный из исследования работы Кёлера, состоит в том» 
что он дает убедительное объяснение основных свойств структуры 
ветра в планетарном пограничном слое. Изменения условий на по
верхности можно учесть, подбирая соответствующие величины Кх, 
но это не вполне удовлетворительно, так как означает, что влияние 
неровностей поверхности равнозначно на всех высотах до уровня 
геострофического ветра; при всяком практическом приложении на К\ 
следует смотреть, как на среднюю величину, которая дает наилучшее 
приближение к наблюдениям по всему слою, где влияет трение. 
Некоторые другие положения Кёлера и, в частности, его анализ 
характера атмосферной турбулентности являются более умозритель
ными и не будут здесь рассматриваться, но все его многочисленные 
работы (как пример удачного приложения степенного закона к про
блемам атмосферной турбулентности) заслуживают более тщатель
ного изучения.

В ы с о т а  п л а н е т а р н о г о  п о г р а н и ч н о г о  с л о я .  В пред
шествующем разделе планетарный пограничный слой теоретически 
предполагается простирающимся до бесконечности. Из решения для

— const можно сделать грубую оценку высоты этого слоя. 
По уравнению (3 .20), следуя Бренту [2 ], векторное влияние поверх
ностного трения на ветер оценивается через

1/20 Sin «ехр ( - г
п р и н и м а я =  10 см сек. , высота, на которой экспонен

циальный член равен 0,1, будет z  =  W  см для <р =  60 ‘’ . Таким 
образом, влияние трения на поверхности ограничивается слоем, 
не превышающим 1 км высоты, а для многих практических целей 
достаточно принимать гораздо меньшие высоты, скажем, 500 м. Для

данного Км  высота слоя меняется, как ■ ,}  , т. е. он будет больше
l/sln (р

в низких широтах. Таким образом, теоретически вихревое трение 
в тропиках должно влиять на ветер до гораздо больших высот, чем 
в умеренных зонах. Но, принимая во внимание уменьшение зна
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чимости компоненты Кориолиса по мере приближения к экватору 
и ограниченный характер предположения о том, что движение точно 
двухмерное на всех высотах, такое заключение нельзя считать доста
точно надежным.

Д в у х с л о й н о е  р е ш е н и е  Р о с с б и  —  М о н т г о м е р и .  И з
ложение решения задачи, предложенной Россби и Монтгомери, 
содержится в двух статьях: первая (1932) Россби [22] и вторая (1935) 
Россби и Монтгомери [17]. В  нижнем слое ( 0 < [ г < А )  касательное 
напряжение предполагается неизменным по высоте, при этом путь 
перемешивания принимается равным

/ =  ^ ( г  +  2о),

что ведет к обычному логарифмическому профилю (7 .3 ) . В  верхнем 
слое, простирающемся от 2 =  А до z  =  H, где // —  высота, на кото
рой ветер геострофический, градиент давления принимается постоян
ным во всех точках, а напряжение трения параллельно ветру на 2 =  А. 
В  более ранней работе Россби показывает, что при этом путь пере
мешивания должен выражаться через

» 0.065 f гг .

так что I становится нулем при z — H. Если —  касательное на
пряжение на z — h, то

''» ~ 9 (0 ,0 6 5 )^

И равнодействующий ветер на z =  h  будет

V(k) =  О ^cos а — sin а

Вихревая вязкость дается через

3V2
т. е. становится нулем на уровне геострофического ветра.

Решения для верхнего и нижнего слоев удовлетворяют условию 
неразрывности пути перемешивания, касательного напряжения, ско
рости и направления ветра на уровне z — h. Из условия неразрыв
ности пути перемешивания

и t и i  ̂ \__0.065 гг^ (A -j-S o )  — - р | г Я

или, так как ẑ  мало по сравнению с й и Я ,

А =  0 ,1 2 Я .

Таким образом, путь перемешивания и вихревая вязкость дости
гают максимальных значений на уровне, который составляет около 
одной восьмой мощности планетарного слоя (т. е. А =  50 —  100 м).
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Условие неразрывности в касательном напряжении и скорости 
ветра дает соотношение

Г  2 й  1 \  \  W
. 9(0,065)

из которого можно вывести уравнение

G 2 1/ ^  [ 2 k  / , 1 м
?<1W65P“ “ ‘ “ 1з№065)-('*®* "  УГ). ■

Безразмерный параметр — , который зависит только от началь-

ных условий (величины геострофической скорости ветра, широты 
и шероховатости земли), дает возможность легко оценить угол а. 
Найдено, что а почти не зависит от О и X, но возрастает примерно 
от 15° при 2о =  0,1 см до 21® при 2 o = = 10  см. Эти результаты 
применимы только к условиям равновесной стратификации вследствие 
использования логарифмического профиля в нижнем слое, и поэтому 
можно заключить, что при таких условиях возрастание шерохова
тости поверхности производит небольшое, но заметное увеличение и.

Соотношение между скоростью ветра, измеренной анемометром 
в нижнем слое, и геострофической скоростью ветра найдено сле
дующим:

в  примере Тейлора для сильных ветров над Салисберийской
равниной 0  =  1560 см сек.“ ‘ , а =  20°, =  3 ,2  см (ориентировочно),

^^^^ =  0 ,595 , т. е. имеется превосходное согласование с измеренным

соотношением 0 ,61 .
Для холмистой местности Россби и Монтгомери, принимая 

2д =  320  с м , находят (если Другие величины те же, что и принятые

раньше) 0 ,2 9 ; но это, возможно, выводит теорию шерохова

той поверхности за пределы законного применения.
При развитии этой работы Россби и Монтгомери снимают огра

ничение о том, что вихревое движение исчезает полностью на 2  =  //, 
а вместо этого принимают, что на всех уровнях существует „оста
точная турбулентность®, соответствующая постоянной величине 
коэффициента обмена,

Л ^  =  /С^р =  50 г см ~ ' сек .~ '

Это предположение вызывает радикальное изменение в соотно

шении между и а. В первом решении, соответствующем Км — О

и  ат  Z =  ri, а возрастает равномерно с , а во втором решении а 

примерно постоянно (около 20®) для широкого предела величин
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Имеющиеся наблюдения недостаточно надежны, чтобы выявить пре
имущества одного из двух предположений.

При дальнейшем развитии теории влияние изменения устойчивости 
исключается. Предположения, на которых основывается анализ, 
до некоторой степени сомнительны и рассматриваются ниже (стр. 294).

7. 4. Структура ветра вблизи поверхности

Ф л ю к т у а ц и и  с к о р о с т и .  Если производить анализ записи 
скорости ветра, полученной, например, манометрическим анемометром, 
характерной чертой является беспорядочное изменение скорости 
ветра; подобные колебания имеются и в направлении. При равно
мерной шкале времени следы имеют вид „лент“, ширина которых 
(приближенно) пропорциональна средней скорости ветра. П орыви
стость  ветра, определенная как отношение средней ширины полосы 
скорости к средней скорости, обычно используется в качестве гру
бой меры степени турбулентности в данном месте.

Шоу [27] при рассмотрении характеристик ветра различных 
местностей как в открытых местах или на побережье, так и в засе
ленных районах, дает величины порывистости, колеблющиеся в пре
делах от 0 ,25  до 1. Эти величины типичны для записей, получаемых 
по манометрическому анемометру Дайнса, когда датчик находится 
в 30 или 40 футах над землей. Некоторые сведения о флюктуациях 
ветра верхних слоев были даны Дайнсом [28] в 1911 г. на основа
нии измерений натяжения воздушного змея. Современное системати
ческое исследование пульсаций скорости ветра или вихревых ско
ростей начинается с изучения Тейлором [29] расчленения вихревой 
энергии вблизи земли.

Если конечная точка вектора, представляющего мгновенную ско
рость, движется внутри круга, то

Утах— V m ia — oit, J-  6 
Vmax+ 2

где 6 —  угловая ширина полосы колебаний направления ветра.
При исследовании записей, полученных на вершине отдельной 

трубы, Тейлор показал, что это соотношение практически подтвер
ждается и что поэтому средняя величина компоненты вихревой ско
рости в направлении среднего ветра равна средней величине компо
ненты, поперечной ветру. При исследовании колебаний привязного 
шара включается вертикальная компонента скорости, при этом было 
получено, что на умеренных высотах вихревая энергия разделена 
вдоль всех трех осей поровну. С другой стороны, Тейлор показал 
(посредством двойной ф люгарки'), что поперечная компонента вихре
вой скорости больше, чем вертикальная компонента до высот в не
сколько футов над землей.

* Флюгарка расположена так, что свободно двигается поперек ветра и 
вертикально. Для полного описания см. Best А. G., Geophys. Mem. 65.
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Для того чтобы охватить широкий предел условий, встречаю
щихся в микрометеорологии, необходимо точное определение системы 
координат и некоторых функций скорости. Примем поверхность 
земли за плоскость z  =  Q, над которой дует ветер V. В  общем, V 
меняется быстро от точки к точке и от одного момента времени 
к другому, но если наблюдения сделаны в фиксированной точке, то 
средний ветер V можно определить следующим образом:

t+ i-T

f
t - j T

где Т —  период осреднения с серединой интервала в момент t. 
Предполагается, что условия неизменны по всей горизонтальной 
поверхности, так что V  зависит только от высоты 0, времени t 
и выбранного периода осреднения Т. С направлением V совмещается 
ось X, принимаемая горизонтальной, поэтому компоненты скорости 
обозначаются в обычных терминах так, как это дано в следующей 
таблице.

Оси л: У

Мгновенная скорость . и V W
Средняя скорость . . . 
Вихревые скорости

и 0 0

(флюктуации) . . . . и' V' w'

Так как по горизонтали условия не меняются, скорости являются 
только функциями Z, t VL Т. По определению, u'— v' =  w ' — 0, 
а  средню ю велиш ну вихревых скорост ей  можно обозначить или
как и.' г» w' или через их средние квадратичные вели-

чины и' , V' , г
Компоненты порывистости: продольной (g^), поперечной {g^)

и вертикальной {g^  определяются через отношения средних величин 
флюктуаций к средней скорости ветра. Подобно вихревым скоростям, 
компоненты порывистости являются функциями Z, t  VI Т.

Время t ,  которое входит во все выщеприведенные выражения, 
можно без ущерба исключить из дальнейшего рассмотрения за счет 
предположения. (которое обычно удовлетворяется в практике) о д о 
статочной стационарности условий в течение периода наблюдений; 
поэтому отдельный момент, около которого центрируется период 
осреднения, является несущественным. С другой стороны, во всякой 
работе, имеющей дело с флюктуациями естественного ветра, выбор
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периода осреднения существенен вследствие широкого диапазона 
частот колебаний в вихревом спектре. Скрейс [5] при анализе вихре
вых скоростей над поверхностью разделил свои результаты на сле
дующие типы: т урбулент ност ь больш ого м асш т аба (Т ^  1 часу), 
т урбулент ност ь пром еж ут очного м асш т аба ( Т = 2  — Ъ мин.) 
и т урбулент ност ь м алого масш т аба {Т  равно нескольким 
секундам). Такое подразделение является произвольным и опре
деляется характеристиками приборов и методикой, использованной 
для исследования, но необходимо для того, чтобы ясно отразить 
широкий диапазон периодов флюктуаций ветра вблизи поверхности.

Скрейс исследовал довольно тонкую структуру ветра (турбулент
ность малого масштаба) посредством киноаппарата (16 кадров 
в секунду) на шарнирной плите и легкой двойной флюгарки и при
шел к результатам, которые показывают, какую важную роль играют 
флюктуации периодов порядка секунд. Анализ подтверждает, что, 
по крайней мере, две трети вихревой энергии связано с флюктуа
циями, продолжающимися менее 5 сек., а в некоторых случаях можно 
обнаружить значительное увеличение вихревой энергии, когда период 
уменьшается от 0 ,2  до 0 ,06  сек. Если эти результаты типичны, 
то отсюда следует, что значительные вклады в вихревую энергию 
естественного ветра возникают от колебаний, частота которых 
довольно высока (10— 20 циклов в секунду). Для другого конца 
шкалы (что видно из просмотра записей анемометра) большие коле
бания, продолжающиеся в течение минут, являются редкими.

Наиболее важные результаты, полученные Скрейсом, относятся 
к разделу вихревой энергии вблизи земли. Для турбулентности про
межуточного масштаба, анализ которой проводился посредством 
двойной флюгарки при небольших температурных градиентах, Скрейс 
подтвердил результат, полученный ранее Тейлором, а именно, что 
на высотах порядка 2 м горизонтальная вихревая скорость v' при
мерно на 50®/о больше по сравнению с вертикальной компонентой w',
так что '0'’̂  равна удвоенному значению На более значительных 
высотах асимметрия уменьшается и стремится к нулю на высоте 20 м 
в соответствии с наблюдениями Тейлора по шарам-пилотам, о кото
рых говорилось выше. Это неравное расчленение вихревой энергии 
в слоях воздуха у земной поверхности является очень важным для 
проблемы диффузии (см. гл. 8). Скрейс показал, что при небольших 
температурных градиентах и', V' и w' приблизительно пропорцио
нальны средней скорости (порывистость не зависит от средней ско
рости ветра), за исключением, может быть, очень слабых ветров.

Работа Скрейса ограничивается в основном рассмотрением перио
дов малых температурных градиентов. Более детальное исследование 
структуры турбулентности вблизи земли, охватывающее широкий 
диапазон температурных градиентов, было сделано Бестом [8], 
использовавшим термоанемометр и двойную флюгарку. Для точного 
измерения флюктуаций ветра необходимо использовать чувствитель
ный быстро реагирующий прибор, а при реальном изучении атмо
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сферной турбулентности нельзя игнорировать характеристики измери
тельных приборов.

Бест показал, что термоанемометр, состоящий из тонкой платино
вой проволоки длиной около 1 см, измеряет не н, а

2и

Отсюда измеренная таким прибором

€ - ~ ( € г \
2и2 \2й2/

(7 .20)

Бест приходит к заключению, что член в скобках в уравне
нии (7 .20) обычно достаточно мал; это позволяет считать прибор 
пригодным для измерения скорости (с  достаточной степенью при
ближения) только вдоль оси X . Во время работы в течение 3 минут 
левая часть уравнения (7.20) оценивалась через 10-секундные интер
валы; 19 таких записей были осреднены для получения g^. Наблю
дения были сделаны на стадионе с травой 1— 2 см высоты для сле
дующих условий.

Пределы высоты z с м .................................................... 2 ,5 —200
Пределы средней скорости (измеренной на

2 =  200 см), см сек.“ ‘ .........................................  50—800
Пределы температурного градиента (10—110 см),

°С с м - ' ..............................................................................- 0 , 0 1 5 - + 0 ,0 1

Результаты можно суммировать следующим образом:
' 1. Почти все величины g^ лежат между 0,1 и 0,2.

2. g^ не дает заметно выраженного изменения с высотой для
2 ,5  <  г  < 2 0 0  см.

3. g^ фактически не зависит от температурного градиента для 
высот 2 , 5 < г < 1 0  см, но уменьшается для г ^ 2 5  см с изменением 
от сверхадиабатического состояния до инверсии.

4. Изменения g^ со средней скоростью нерегулярны; имея в виду 
результаты в целом, можно считать, что продольный компонент 
порывистости в первом приближении не зависит от средней скорости.

Так как g  заметно не меняется с высотой, то отсюда сле-
и

дует, что для рассмотренного интервала и' возрастает с высотой 
почти с той же самой скоростью, что и и. Бест дает уравнение

la '|  =  0 , 1 5 1 o g ( 2 : - l ) - f  с ,

где Z измеряется в сантиметрах. Ясно, что возрастание и' с высотой 
ограничивается небольшим слоем.

Повторяемость распределения вихревых скоростей была исследо
вана Хессельбергом и Бьоркдалем [30], Вагнером [31] и Бестом. 
По аналогии с кинетической теорией газов и более ранними теориями
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турбулентности следует, что обычное распределение Максвелла 
должно хорошо выполняться и для флюктуаций скоростей. Это под
тверждается наблюдениями. Бест выразил результаты в виде

/ = / а  ехр ( — k g l)  , (7 .2 1 )

где / — число флюктуаций, выраженное в процентах от общего 
рассмотренного числа к единице диапазона в (т. е. поры
вистость, выраженная как процентное отношение). Величины лежат 
между 9 ,8  и 25,4  в соответствии с тем, выше или ниже 400 см се к .~ ' 
на z  =  200 см средняя скорость ветра; имеется также некоторое 
доказательство влияния температурного градиента.

Вышеприведенные результаты относятся к флюктуациям в на
правлении среднего ветра. Продольные и вертикальные флюктуации 
исследовались также Бестом [8 ], который так же, как Тейлор-, 
и Скрейс, использовал двойную флюгарку. Этот прибор устанавли
вается так, что движение в плоскостях (х, у )  и {х, 2 )  представляется 
в виде беспорядочных площадей из линий и петель. Площади —  или 
овальные, или круглые; горизонтальные и вертикальные диаметры- 
их связаны с gy к соответственно. Однако при анализе записей 
возникают большие трудности. Довольно легко, как показывает Бест,, 
провести совпадающие овалы, которые огораживают почти все петли, 
сделанные пером, а диаметры этих кривых можно считать „экстре
мальными" величинами g  ̂ и g .̂ Более трудно провести кривые, 
которые представляют средние отклонения пера, и поэтому данные, 
полученные для „средних" g  ̂ и g ,̂ менее определенны. Несмотря; 
на эти трудности, двойную флюгарку следует считать удобным при
бором при изучении структуры турбулентного ветра, а выводы, 
полученные из исследования записей прибора, в общем, являются на
дежными.

Основные результаты следующие.
На высоте 200 см над травянистой поверхностью:
1. Экстремальные горизонтальные и вертикальные порывистости

практически не зависят от величины средней скорости ветра в уело-
f  д Т \аиях сверхадиабатических градиентов <С О j  , но обе компоненты 

резко возрастают с увеличением скорости ветра при инверсиях.

2. Экстремальные горизонтальные и вертикальные порывистости 
уменьшаются по мере изменения величины температурного градиента 
от сверхадиабатического до инверсии (средняя скорость постоян
ная).

3. Отношение экстремальных величин g  ̂ к экстремальным вели
чинам g  ̂ составляет около 1,8 независимо от средней скорости ветра 
и величины температурного градиента.
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4. Средние величины и g  ̂ возрастают со средней скоростью 
в периоды инверсий и сверхадиабатических градиентов.

В  интервале высот 25— 506 см;
1. Отношение экстремума к экстремуму g  ̂на различных

высотах показано в следующей таблице:

Высота, см . . 25 49 100 200 506
Отношение . . 2,93 2,58 2,13 1,81 1,40

Асимметрия очень заметна на 25 см, где горизонтальная вихревая 
энергия может быть почти в 9 раз больше, чем вертикальная 
вихревая энергия р®'^. При возрастании высоты наблюдается при- 
-ближение к равномерному распределению; по экстраполяции Беста 
горизонтальная и вертикальная компоненты должны быть почти равны 
на высотах более 25 м. Наиболее интересный факт, обнаруженный 
этим исследованием, состоит в том, что в то время как горизон
тальная компонента экстремальной порывистости уменьшается с вы
сотой между 25 и 500 см, вертикальная компонента увеличивается
€  высотой в том же самом интервале.

Бест дает эмпирические законы для:
экстремальной горизонтальной компоненты

(7 .2 2 )

экстремальной вертикальной компоненты

(7 .23 )

Таким образом, вертикальная компонента экстремальной поры
вистости возрастает с высотой почти с той же самой скоростью, 
как и средняя скорость в слое 2 5 — 500 см над травой.

2. Изменение вихревых скоростей с высотой (средние величины) 
дается в табл. 26.

Таблица 26
4Изменение компонент вихревой скоростн с высотой при температурном 

градиенте, равном нулю, над травяной поверхностью (по Бесту)

Z  см и и' V' w '  см сек. '

25 262 41 86 24
49 299 44 96 29

100 331 — 103 37
200 370 52 111 50

, 506 405 109 64

Из табл. 26 видно, что изменение сложное. Можно предполагать, 
что горизонтальная компонента v' достигает максимума на высоте 
между 200 и 500  см, а вертикальная компонента w' увеличивается 
во всем интервале. Это несколько отличается от результата, ранее
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полученного Скрейсом, что как v', так и w' имеют хорошо выра
женный максимум около 1,5 м над землей. Бест считает, что 
эмпирические законы

i; ' =  const2'’-‘’ , (7 .24 )

=  c o n s t ( 7. 25)

справедливы для 25 <  г  <  500 см и температурного градиента, рав
ного нулю. Такое заключение совпадает с данными Фейджа и Таун
сенда [32] для движения вблизи стенки в трубе. Относительно 
влияния шероховатости на компоненты порывистости сведения неве
лики, но достаточно точные. Некоторое общее представление можно 
получить из табл. 27 (стр. 286 ), в которой даны величины коэффи
циента трения на поверхности Сд для различных поверхностей.

Так как =  2 , а численно имеет почти ту же вели

чину, что и и', то, следовательно, между Сд и должна быть 
тесная связь. Также известно, что шероховатость поверхности влияет 
на расчленение вихревой энергии вблизи земли; над очень гладкой 
поверхностью (снег) одинаковое расчленение достигается на более 
низком уровне, чем над шероховатой поверхностью. Полное объясне
ние этого вопроса отсутствует.

Можно привести один добавочный результат вследствие его 
важности в проблемах диффузии (гл. 8 ) . Величина площади, описы
ваемой пером двойной флюгарки, быстро возрастает только в пер
вую минуту, а затем растет очень медленно. Это можно интерпрети
ровать как влияние, вызванное смещением больших или маленьких 
вихрей при естественном ветре.

Вышеприведенный результат показывает, что объяснение струк
туры ветра вблизи земли далеко не полное и картина поля скорости 
пока не выяснена. Сведения, полученные до сих пор, вызывают 
сомнение в некоторых предположениях, обычно принимаемых 
в математическом анализе атмосферной турбулентности; например, 
обычно считается, что вихревые скорости фактически не зависят от 
высоты вблизи земли, тогда как наблюдения указывают на изменение 
их с высотой того же самого порядка, что и средней скорости 
[сравните уравнения (7.22) и (7 .2 5 )].

Сомнительно, чтобы данные, полученные при использовании 
совершенно различных приборов (термоанемометр и двойная флю
гарка), были бы вполне сравнимы. Все эти сомнения можно разре
шить только систематическими наблюдениями микроструктуры воз
душного потока вблизи поверхности. Пока еще таких исследований 
проводилось очень мало.

Т р е н и е  на  п о в е р х н о с т и  и к а с а т е л ь н о е  н а п р я ж е 
ние .  Оценки трения на поверхности земли были сделаны:
1) из наблюдений о приближении к геострофическому ветру,
2) из профилей ветра в нижних слоях, 3) непосредственным изме
рением с помощью „заторможенных пластинок“. Метод (1 )  дает
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среднюю величину трения на поверхности над большой площадью, 
и результаты его относятся больше к области общей климатологии, 
чем к микрометеорологии. Метод (2 ) обычно дает величины для 
типичных площадей порядка нескольких тысяч квадратных метров, 
тогда как метод (3 )  можно рассматривать как самый удачный 
(в настоящее время) для определения трения в точке на земной по
верхности.

1. Оценка трения на поверхности из профиля ветра в планетар
ном пограничном слое обычно включается в учебники динамической 
м етеор ол оги и п оэтом у  здесь она будет дана только в самых общих 
чертах. Равнодействующее касательное напряжение на каком-либо 
уровне по определению есть

+  i-̂ zy == ^

в обычных обозначениях и в общепринятой системе координат. Для 
определения порядка величины напряжения на поверхности, до
статочно рассмотреть профиль для =  const (гл. 3 ) . Отсюда

1

(1 +  г) ехр — (1 -4- г) Ж,м
Z

Если Z  высота, на которой ветер становится геострофическим, 
то касательное напряжение на поверхности дается через

Из наблюдений Добсона за Z  над Салисберийской равниной 
получены следующие величины:

G см сек.~ ‘ . . . . 4б0 910 1560
То дн. см~2 . . . .  0, 8 2, 2 4, 2

/ Обычно трение на поверхности выражается через коэффициент 
по уравнению

■̂0 —  >

где — скорость ветра „вблизи" поверхности, т. е. скорость на не
которой высоте, удобной для непрерывных наблюдений. При анализе 
наблюдений Добсона Тейлор [33] принял как ветер на 30 м и

• См., например, Brunt. Physical and Dynamical Meteorology. 2 d ed., 
pp. 259—260, Cambridge, 1939 или Berry, Bollay and Beers. Handbook of Meteo
rology, pp. 454—455, Me Graw-Hill, 1945.
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нашел Сд, равным около 0 ,005 . i Из работы Тейлора ясно, что 

пропорционально и|, т. е. Сд почти не зависит от величины ско
рости ветра.

Оригинальное исследование Тейлора было продолжено другими. 
Сатклиф [34], используя несколько иной метод, получил для 
суши около 0 ,0 1 , принимая в качестве рекомендуемой скорости ветер 
на высоте 10 м. Для океана Сатклиф дает среднюю величину Сд, 
равную 0,0008 . Дарст [35] считает, что имеется значительное разли
чие в Сд для полярного и экваториального воздуха, причем большая 
величина для экваториального воздуха 0,0014 по сравнению
с С д — 0,0006 для полярного воздуха) приписывается большей устой
чивости экваториального воздуха по Сравнению с полярным. Дарст 
нашел, что для океанов Сд изменяется так же, как и скорость ветра, 
и что Kj  ̂ пропорционально четвертой степени скорости ветра на 
поверхности.

Существенно отметить, что величины Сд, полученные описанным 
выше путем, имеют тот же порядок, как и применяемые в аэроди
намике. Для больших чисел Рейнольдса (Ю^ <  Re <  10®) коэффициент 
для искусственных поверхностей (крылья самолета и стойки, плоские 
пластины и корпус самолетов) меняется в пределах от 0,001 до 0,007 
(Пирке [3 6 ]) ; этот предел включает большинство величин, найден
ных для суши. Особенность этого результата становится еще более 
замечательной, если сравнить масштабы двух систем определений —  
километры в метеорологической задаче и сантиметры при работе 
в аэродинамической трубе. Очень маленькие величины Сд для океа
нов несомненно вызваны особыми условиями, которые преобладают 
на поверхности раздела вода — воздух.

2. Величины Тд или Сд, полученные из профилей ветра вблизи 
поверхности, более интересны для микрометеорологии. При равновес
ной стратификации или небольших отклонениях от нее уравнения 
(7 .1 )  —  (7 .3 ) справедливы для гладких и шероховатых поверхностей, 
если покрывающая их растительность не слишком высока. По опре
делению [см. (7 .4 )]

С . = 2 ^ = 2 / 1* 
К

1 Читателю следует обратить внимание на то, что нет единообразия 
в определении коэффициента трения на поверхности. Некоторые исследова

тели пренебрегают коэффициентом и принимают т =  йр«2 вместо т =

=  Сдри2. Результаты Тейлора вначале были даны в зависимости от

который равен Сд, по определению в этой книге.
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Отсюда уравнения профиля можно написать как

^  ^  1п +  const (гладкая поверхность),

У
или Z + £ о \

го /

(шероховатая поверхность)

Выражения для шероховатых поверхностей указывают на то, что 
коэффициент трения на земной поверхности должен зависеть от вы
соты на которой измеряется скорость, а не от самой величины 
скорости. При использовании профиля Россби (7.3)

С _  2Д;2

где — некоторая удобная высота (100  или 200 см).
Утверждение о том, что для шероховатой поверхности не

зависит от величины скорости на фиксированной высоте, подтвер
ждается всеми наблюдениями, кроме наблюдений над поверхностями, 
геометрическая форма которых изменяется со скоростью ветра (поле 
с высокой травой или водное пространство). Во всех случаях вели
чины С д , полученные из профилей, отражают до какой-то степени 
непосредственную историю ветра и являются типичными для поверх
ности, над которой движется воздух (прежде чем он достигает
анемометров). При изучении дымовых облаков на уровне земли
в условиях равновесного состояния (см. гл. 8) на анемометр на вы
соте h  будет влиять характер поверхности на расстоянии от 10 к 
до 20 h по ветру, если неровности не превышают высоты несколь
ких десятков сантиметров. Более крупные неровности (деревья, дома 
и небольшие холмы) будут влиять на профили (особенно на их под
ветренной стороне) на более значительных расстояниях.

В  табл. 27 даны величины С д , полученные по уравнению (7 .4)

из величин и^, приведенных в табл. 23 (стр. 260) для и =  500 см сек .~ ' 
на 2  =  200 см.

Таблица 27
Величины коэффициента трения Сд для естественны х поверхностей

(равновесное состояние, скорость гГ = 500  см сек.“ * на г  =  200 см)

Тип поверхности Ср
Очень гладкая (лед, залитая водой суша) . . . 0 ,002
Луг, трава до 1 см вы со то й ....................................... 0,005
Равнина, редкая трава высотой до 10 см . . . . 0 ,010
Густая трава высотой до 10 с м ............................... 0 ,016
Редкая трава высотой до 50 с м ...............................0,023
Густая трава высотой до 50 см ...............................0 ,032
Море ...................................................................................... 0,002
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Для поля с высокой травой уменьшается с увеличением ско
рости ветра за счет снижения торможения поверхности при сгибании
стеблей под действием ветра.

Вышеприведенные величины не показывают какой-либо выражен
ной зависимости от скорости ветра. Величина для моря, данная М о
делей [19] из анализа профилей Браха, является такой же, что и 
для очень гладкой суши. Это, вероятно, объясняется движением 
воды, вызванным ветром.

Величина Моделя для над морем несколько больше, чем она. 
получается при анализе замедления геострофического ветра над 
океанами, но независимо от этого можно сказать, что анализ про
филей ветра подтверждает результаты, данные методом (1 ) для боль
ших масштабов.

Вышеприведенные величины С д справедливы для условий равно
весной стратификации. Вопрос о возможных изменениях с устойчи
востью рассматривается ниже (на стр. 29 0 ).

3 . Метод непосредственного измерения трения на поверхности 
в точке был предложен Шеппардом и продолжен Пэсквиллом [37].. 
По существу метод Шеппарда заключается в том, что небольшой 
кусок поверхности помещают на горизонтальную пластинку, плаваю
щую в масле и находящуюся под влиянием момента скручивания; 
пластинка отклоняется от своего первоначального положения за счег 
напряжения ветра. Из измерений отклонения можно найти горизон
тальную силу, действующую на пластинку, а отсюда —  касательное 
напряжение на поверхности. Шеппард использовал гладкую плоскую- 
пластинку в центре обширного обтекаемого круга и поместил весь- 
прибор вблизи наветренного края горизонтальной круглой площадки 
из бетона диаметром около 160 м на гребне Салисберийской рав
нины. Поэтому его результаты относятся только к очень гладкой; 
поверхности.

Прибор Пэсквилла имел, в общем, тот же характер, за исклю
чением того, что гладкая тормозящая пластина заменялась невысо
ким цилиндром, наполненным той же дерновиной, на которой про
водились опыты. Выводы Пэсквилла типичны для ровного лугш 
с травой от 1 до 15 см высоты. Основные результаты измерений, 
приведены в табл. 28.

Эти результаты находятся в удовлетворительном соответствий' 
с величинами, полученными из структуры ветра.

О п р е д е л е н и е  п о с т о я н н о й  К а р м а н а  к  и п у т и  п е 
р е м е ш и в а н и я  I. Шеппард в той же работе [ 11 ] анализировал* 
также непосредственные определения А и / вблизи земли. В  аэроди
намических задачах обычно принимают А =  0 ,4 ; эта величина также 
используется в большинстве исследований по атмосферной турбу
лентности. Для равновесной стратификации к  можно получить не
посредственно при использовании уравнений (7 .1 )— (7 3 ) . Шеппард,, 
принимая логарифмическую формулу для профиля скорости в слое 
О < 2  < 2 0 0  см для,всех температурных градиентов, получил вели
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чины k  (приведенные в нижеследующей таблице) из профилей Беста 
иад короткой травой:
Разность температуры, °С

1 1 0 -1 0  с м .................  —0,167 0 ,0  + 0 ,5 6
к  .................  0,61 0 ,40  0 ,22

Пэсквилл считает, что средний профиль над травой согласуется 
-с теоретическим уравнением

•если Zq — 0,66 см и 

«*

и (г) ^ logiQg 
й(ЮО) к 

logiQg 
k

_и(100)^
log d

10’

=  0 ,466 . Средняя величина
. а (100).

по опытам Пэсквилла была 0 ,0 7 5  с небольшими колебаниями
и (100)
при изменении температурного градиента. Это дает к — 0,Ъ7 — вели
чину, находящуюся в хорошем согласовании с величиной, получен- 
.иой из лабораторных исследований.

Таблица 28
Величины трения на поверхности тд и коэффициента трения Сд , 

измеренные тормозящими пластинками
Г л а д к а я  б е т о н н а я  п о в е р х н о с т ь  ( по Ш е п п а р д у )

Скорость ветра на 
.высоте 100 см, см сек.~ '

То дин. 
см -2

Разность температур 
°С на высоте 
7 1 0 -1 2 0  см

480 0,310 0,0020 - 0 , 4 4
377 0,206 0,0021 - 0 , 4 4
356 0,193 0,0023 - 0 , 5 6

Т р а в я н а я  п о в е р х н о с т ь  ( по П э с к в и л л  у)

Скорость ветра 
на высоте 100 см, 

см сек.—'

to дин. 
см -2

Разность тем
ператур, °С на 

высоте 
1 5 0 -3 7 ,5  см

Высота 
травы, см

403 0,90 0,009 - 0 , 4 0 1 - 5
478 1,44 0,011 - 0 , 4 7
483 1,53 0,011 - 0 ,3 4 5 - 1 0
513 1,53 0,010 - 0 , 1 8
429 1,38 0,013 + 0 ,4 1 1 0 - 1 5
440 1,59 0,014 + 0 ,4 0

Изменения в k, таким образом, близко связаны с изменениями 

их трудно разделить на данном этапе знаний.

Если к  рассматривать просто как постоянную в уравнении профиля,

> Относительно в, измеренного на 2 =  200 см.
2 Относительно и, измеренного на г  =  100 см.
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то всякое распространение результатов на неадиабатические гра
диенты можно считать сомнительным вследствие нарушения лога
рифмического профиля при больших сверхадиабатических градиентах 
и мощных инверсиях. Если к  определяется уравнениями

д̂ и
йг2

[(уравнение 3 .4 2 )] , то отсюда следует, что

"б̂ и
(7 .2 6 )

Это определение можно принимать для всех условий устойчи
вости. Применяя его к простому степенному профилю

H { Z ) = U { Z i) { £ f  / 7 > 0 ,

следует, что

И

Шеппард использовал это уравнение и величины Беста по и 
получил уменьшение к  с изменением от неустойчивых к устойчивым 
условиям.

Если принять те изменения для к, о которых говорится выще, 
то для применения логарифмического профиля к наблюдениям Беста 
по скорости ветра над травой необходимо ввести некоторое услож
нение, а именно, что должен также зависеть от устойчивости 
в небольшой степени для неусточивых профилей и в сравнительно 
большей —  для устойчивых условий. При этих предположениях Сд 
остается приблизительно постоянным в пределах устойчивостей, 
встречающихся в работе Беста. Эти взгляды противоречат мнению 
Дикона о том, что Zq можно считать параметром, фактически неза
висящим от термической стратификации.’ Величины Zq и к в профиле 
степенного закона Дикона для неадиабатических условий аналогичны 
величинам, применяемым в логарифмическом профиле для равновес
ной стратификации.

В настоящее время не представляется возможным провести с д о
статочной пользой дальнейшее развитие различных теорий, и окон
чательное решение проблемы зависит от экспериментальной работы. 
Однако из работ Шеппарда и Пэсквилла очевидно, что для данной
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поверхности мало меняется при любых условиях, кроме случаев 
очень больших отклонений от равновесного состояния.

Шеппард [11] рассчитал путь перемешивания /, как функцию 
высоты, из уравнения

I -

© ■

Шеппард считает, что для температурных градиентов, данных 
в табл. 28 (сверхравновесные условия), полученные точки соответ
ствуют линии

/ = 0 ,4 5 2

для 2 0 - < 2-<;100  см, а для г  >  100 см I возрастает быстрее, чем 
высота. Величина 0,45 (тангенс наклона линейной части зависимости) 
находится в хорошем соответствии с величиной к , полученной выше. 
Вся кривая связи / от 2 хорошо представляется через

/ =  0,252*’'®

для 20 < ;  2 <  200 см. Из того факта, что кривая log 2 выпуклая 
по отношению к оси и при сверхадиабатических условиях и вогну
тая при инверсии (рис. 25), следует, что если изменение I с высо
той при всех условиях представить степенным законом

то можно ожидать, что ^ >  I при неустойчивых условиях, q — i для 
равновесного состояния и q <С, I для устойчивых условий. При 
сверхадиабатических градиентах путь перемешивания возрастает 
быстрее, чем высота, а при инверсиях менее быстро.

Н е п о с р е д с т в е н н ы е  и з м е р е н и я  н а п р я ж е н и я  Р е й 
н о л ь д с а .  Скрейс [5] рассчитал напряжение Рейнольдса

X =  — pu'w'
непосредственно из записей движения легких флюгарок на кино
пленке на высотах 1,5 и 19 м над равниной при равновесном со 
стоянии. Его расчеты основаны на найденной корреляции между и' 
и w'. При первом опубликовании величины Скрейса давали значи
тельное увеличение (грубо: от 4 до 1) т с  высотой в этом интер
вале. Такой вывод находится в резком противоречии с обычным 
предположением о том, что т не меняется с высотой для 2 <  25 м 
(стр. 9 4 ). Позднее Скрейс исправил этот результат и дал соотно

шение =  2 ,5 . Это соотношение также еще слишком велико,

чтобы устранить вышеуказанное противоречие; оно пока не объяс
нено. Пэсквилл указывает, что поскольку напряжение на высоте
1,5 м всецело зависит от характера поверхности в пределах не
скольких десятков метров от анемометра, оно не является в точ
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ности сравнимым с напряжением на 19 м, так как последнее под
вергается влиянию условий поверхности на гораздо больших расстоя
ниях; если это так, то нельзя ожидать, что наблюденные в этих слоях 
профили достаточно согласуются с рассчитанными по теории. Абсо
лютная величина, полученная Скрейсом (х =  0,9 дин. см~^ для 
«  =  468 см с е к . н а  2 =  150 см), хорошо согласуется с величи
нами, полученными Пэсквиллом для однородной поверхности.

Работа Скрейса по непосредственному определению u'w' имеет 
фундаментальное значение, так как вся теория атмосферной турбу
лентности основана по концепции напряжения Рейнольдса; следует 
отметить, что необходимо проводить дополнительные наблюдения по 
широкому пределу различных условий.

Россби дал некоторые величины

г  =
u'w'
и'”" рк'*

на семи различных высотах между 0 ,5  и 7,7 м в непосредственной 
близости к песчаным дюнам восточного берега озера Мичиган. Его 
результаты приведены в следующей таблице:

Высота, см 50 100 200 400 500 600 770
г ,  . . 0,51 0,31 0 ,28  0 ,23  0 ,27  0 .23  0 ,22

Эти величины хорошо согласуются с данными, найденными Ват- 
тендорфом [39] в прямоугольной трубе, а именно, г  =  0,32 на рас
стоянии 0 ,3  от центра трубы до стенки и в непосредственной близо
сти к стенке. Рейхард [40] нашел в Геттингене г  = 0 , 2 3 .  Россби 
не определил рй'^, поэтому непосредственное сравнение с величи
нами X, полученными другими исследователями, невозможно. Вслед
ствие неопределенного характера изменения и' с высотой неблаго
разумно делать какое-либо детальное заключение относительно изме
нения X ,  но, по-видимому, любое изменение его с высотой не будет 
настолько большим, как это найдено Скрейсом.

К о р р е л я ц и и .  Статистическая теория турбулентности исходит 
из корреляций между флюктуациями скорости. Такие корреляции
могут быть во времени (например, автокорреляции между скоростью
в фиксированной точке за разные промежутки времени) или в про
странстве (например, корреляция между скоростями в фиксирован
ный момент в различных точках).

Измерения коэффициента автокорреляции (корреляция скорости 
с самой скоростью) были впервые опубликованы Джиблетом [15] для 
аэродрома в Кардингтоне, Англия. Один такой пример дается в ни
жеследующей таблице, основанной на записях, взятых по манометри
ческому анемометру на высоте 50  футов над землей.

Время, сек...................................О 5 10 20 30 40 50 60
Коэффициент корреляции 1 ,0  0 ,69 0 ,50  0,11 —0,08 —0,19 —0,42  —0,38

Это можно рассматривать, как доказательство наличия модели, 
которая повторяется примерно через 100 сек., что при средней ско

19* 291



рости около 17 м сек.“  ̂ указывает на вихревую структуру размера 
рколо 1700 м.

Автокорреляционный коэффициент R  (|), который встречается 
в теории Тейлора (гл. 3), находится как корреляция между флюктуа
циями скорости, которые действуют на частицу в промежуток вре
мени t  и через Измерения подобной величины были сделаны
Шеппардом в 1936 г. с помощью термоанемометра и приводились 
Сеттоном [40] в 1939 г. Данные приведены в нижеследующей 
таблице:

5 сек. . . .  О 0 ,05  0,1 0 ,2  0 .5  1 2 3 4 5 10
R  (I) . . .  1 ,0  0 ,907 0,885 0,788 О.бЗО 0,572 0,456 0,431 0,358 0,281 0 ,034 
Высота наблюдений: 200 см.
Местность; равнина, трава высотой до 30 см.
Корреляция для и', где и'^ =  6,51 "10® см2 сек.~^

Сеттон показал, что изменение, данное в этой таблице, в сред
нем хорошо выражается формулой

=  (7 .2 8 )

где N  =  m*Zq =  100 см  ̂ сек.—1 и я  =  0 ,15. Это выражение важно 
для проблемы диффузии (гл. 8 ).

Вихревая вязкость KĴ  ̂ дается через
__ 0̂

K^ =  u ' \ f  (7 .2 9 )
6

где tg — время пробега возмущения по ветру до смешения с основ
ным потоком турбулентной жидкости, Это расстояние должно быть 
того же самого порядка, что и вертикальный путь перемешивания /, 
и составляет около 100 см на высоте 200 см над землей. Таким

образом, ta ~ - у = = г  не превышает 2 сек. Величина j  R  (I) d i
У (и' )̂ __ 5̂

около 1,32 сек., так что

АГ  ̂=  6,51 - Ю^ - 1, 32 =  8 , 6- 10® см" сек.“ ‘

Эта оценка согласуется с величинами, полученными другими 
методами.

7. 5. Влияние расслоения потока
Типичная ночная инверсия в нижней атмосфере исключительно 

устойчива во время ясной ночи, но обычно характеризуется после
довательным возрастанием до больших величин, которые сменяются 
относительно быстрым падением до нуля или до некоторой малой 
величины. Возрастание температурного градиента обычно сопро
вождается увеличением градиента скорости и резко выраженным
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уменьшением порывистости ветра. В общих чертах, по-видимому, 
при стабилизации градиента плотности движение приближается к ла
минарному потоку, но при больших разностях скорости между смеж
ными слоями жидкости движение становится очень чувствительным 
к влиянию случайных возмущений и рано или поздно переходит 
в турбулентное. Последующее перемешивание вызывает быстрое 
падение градиентов температуры и скорости. Хорошо выраженный 
пример этого процесса дан Дарстом [41] при исследовании струк
туры ветра над аэродромом в Кардингтоне, Англия; этот пример 
был использован для получения критического числа Ричардсона 
(п. 4 .9 ). _

_  / йи V  / (3 In ONi
В то время, когда примерно равно ^  , манометри

ческие анемометры указывали совершенно устойчивое движение, но 
такое состояние продолжалось только в течение короткого периода, 
а затем быстро заменялось вновь появившимися порывами с одно

временными быстрыми падениями и Из этих наблюдений

Дарст пришел к заключению, что турбулентность затухает, когда 
. /^0'

Ri =  — 7 -= —5 =  1. Это согласуется с известным выводом Ричард- 

сона.
По другим метеорологическим исследованиям получен широкий 

диапазон величин для Risp. Некоторое рассеяние связано с отсут
ствием ясно выраженного определения турбулентности, и поэтому 
имеется основание полагать, что выводы зависят от типа использо
ванного анемометра. Пешке [10] сравнил свои результаты, относя
щиеся к ветру вблизи поверхности, с теоретическим критерием 

Шлихтинга RiKp =  - ^ ,  но при этом не сделано никакого опреде

ленного заключения, кроме того, что величина колебаний умень
шается по мере возрастания Ri. Другое доказательство, подтвер

ждающее величины Rixp между и 1, было приведено Сетто

ном [42]. Возможное влияние шероховатости поверхности отмеча - 
лось в гл. 4 , а имеющиеся до сих пор сведения подтверждают, что 
одна величина для Rixp не может иметь места.

Бесспорно важные основания против этого предположения были 
получены Диконом [7] при анализе работы Россби и Монтгомери [17], 
а также работы Гольцмана [43] по профилям скорости в термически 
стратифицированном потоке. Россби и Монтгомери полагали, что 
главное влияние устойчивого градиента состоит в уменьшении пути 
смешения по сравнению с его величиной при безразличном равнове

сии (/^<С0- Если — градиент скорости при безразличном равно-
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f  д й \
зесии, а I s — —  то же для устойчивого равновесия, соответствую-

щие турбулентные кинетические энергии пропорциональны Р f '^ )  

f  ди \^и ll ■—  ] . Ослабление кинетической энергии флюктуаций пропор- 
V 0Z Js

ционально работе, проведенной против сил тяжести при вертикаль
ном перемещении вихрей в устойчивом состоянии. Россби и Монтго
мери выражают это через уравнение

 ̂ \dz]s ‘' A d z ) s ~ ^  Ъ ‘'S dz^

где предполагается, что р —  абсолютная постоянная, а различия 
между градиентами скорости незначительны. Отсюда

и профиль скорости поэтому должен удовлетворять дифференциаль
ному уравнению

(7 .3 1 )
S

при всех условиях. Уравнение (7 .3 1 )  приводится к обычной форме 
(3 .36) при безразличном равновесии (R i= = 0 ), и в этом отношении 
уравнение Россби— Монтгомери согласуется с предыдущей работой; 
но предположение о том, что существует одно лишь значение для р, 
является произвольным, оно может быть подтверждено только бла
годаря привлечению наблюдений. Свердруп при широком анализе 
профилей ветра над снегом (обычно при R i > 0 )  дал подтверждение 
этой теории и получил величину р = 1 1 ;  но Дикон, используя про
фили, измеренные над короткой травой и в пустыне, нашел, что р 
систематически увеличивается по мере роста устойчивости.

В ламинарном потоке перемешивание характеризуется бесконечно 
малым молекулярным путем свободного пробега с исчезанием турбу
лентного пути перемешивания, что указывает на угасание турбулент
ности. Выражение Россби— Монтгомери для 4  очень медленно стре
мится к нулю при возрастании Ri и не исчезает при любом конечном 
значении числа Ричардсона. Это свойство противоречит большинству 
наблюдений. Гольцман сделал предположение (чисто эмпирически), 
что более приемлемой формой для ^  является

/̂  =  / ] / ( l _ a R i ) = b y ( l  - o R i )  , (7 .3 2 )

где о — другая (положительная) постоянная. Это приводит к 1̂  — 0 
при Ri =   ̂ т. е. к конечной величине. Дифференциальным урав- •

нением для профиля будет
du к * _____
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при условии, что o R i ^ l .  Предположение Гольцмана можно про
верить двумя путями: во-первых, указывает или не указывает а на 
какое-либо систематическое изменение при изменении шероховатости 
поверхности и устойчивости, и, во-вторых, путем исследования пред

положения о том, исчезает ли турбулентность, когда Ri =  . Эти

проверки с очень удовлетворительными результатами были дове
дены до конца Диконом для сравнительно широкого диапазона усло
вий, при этом в первую очередь использовались профили, измеренные 
над травяным покровом и пустыней (0,03 <  Zq <  0 ,4 ; — 0 , 4 < R i < 0 ,3 ) ,  
и во вторую очередь —  записи по двойным флюгаркам и манометри
ческому анемометру Дайнса (приемная часть на высоте 13 м над 
равниной). Величины о, полученные из профилей ветра, не дают 
никакого систематического изменения ни с Z q ,  н и  с  Ri, а группи
руются случайным образом около средней величины а =  7, причем 
диапазон отдельных величин варьирует от 4 до 11. При проверке 
вторым способом как двойная флюгарка, так и анемометр показали 
полное отсутствие порывистости, когда R i !^ 0 ,1 5 .  Это хорошо со 

гласуется с величиной 0 ,14 , полученной из профилей.

Если Ri очень мало, выражение Гольцмана для почти одина
ково с выражением, предложенным Россби и Монтгомери, но в от
личие от него уравнение (7 .32 ) не имеет теоретического обоснова
ния. Вывод Дикона о том, что RiKp =  0 ,15 , по-видимому, основан 
на более достоверном материале, чем большинство прежних результа
тов, но для окончательного заключения необходимо продолжить 
исследования над различными поверхностями. Наиболее положитель
ные черты этой работы состоят в том, что она указывает на во з
можную связь между турбулентным и ламинарным состоянием. При 
данном состоянии развития теории атмосферной турбулентности 
трудно достаточно надежно описать диффузию процессов при экстре
мальных температурных градиентах, и поэтому следует приветство
вать любое развитие этих вопросов. Общая задача перехода от тур
булентного к ламинарному потоку остается пока еще одной из са
мых трудных и непонятных в метеорологии.

7. 6. Ветры местного происхождения

Предыдущее изложение относилось к ветрам, которые образуют 
часть динамической системы больщих масштабов. Но вблизи поверх
ности земли существуют воздущные движения чисто местного про
исхождения, только косвенно связанные с основным полем давления. 
Такие ветры обычно продолжаются всего несколько часов и рас
пространяются, самое больщое, на несколько десятков километров 
на земной поверхности. Очень часто они оказывают важное влияние 
на сельское хозяйство и другие виды человеческой деятельности.

Б е р е г о в ы е  и м о р с к и е  б р и з ы .  Наиболее знакомый при
мер местного ветра встречается на побережьях. При-сильном сол
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нечном сиянии поверхность земли нагревается больше, чем примы
кающий океан, и в результате давление над сушей падает с высотой 
медленнее, чем над морем. На границе раздела суши и моря изоба
рические и изотермические (равной плотности) поверхности накло
няются в различных направлениях, пересекаясь над береговой линией. 
Это условие, как показывает Брент [2], приводит к циркуляции, 
и ветер днем дует с моря на сушу. Холодный воздух, приходящий 
с моря, вытесняет теплый воздух, находящийся над сушей. Ночью, 
когда суша холоднее поверхности моря, движение воздуха происхо
дит с суши на море.

Наблюдения морского бриза на побережье Новой Англии были 
сделаны Биллетом [44], который нашел, что это течение невысокое, 
обычно от 250 до 400 м по высоте. Влияние морского бриза обна
руживается до 30 миль (50 км) в глубь суши от открытого моря. 
Вечером морской бриз становится параллельным береговой линии.

Гаурвиц [23] рассмотрел общую теорию морского бриза и нашел, 
что сила Кориолиса имеет при этом важное значение. Член, экви
валентный градиенту давления в теореме циркуляции, пропорциона
лен разности температуры над сушей и морем. Пирсон [45] недавно 
продолжил эту работу, включив влияние силы трения; но полное 
математическое выражение для скорости чрезвычайно громоздко и 
сложно и здесь не приводится. Качественно результаты согласуются 
с данными Виллета для Новой Англии, а также с наблюдениями 
в Бостоне, Массачусетсе, но в деталях имеются противоречия.

Г о р н ы е  и д о л и н н ы е  в е т р ы .  Явление горных и долинных 
ветров, которое имеет большое значение в экономике сельского 
хозяйства в горных районах, исследовалось Вагнером, Дефантом 
и др. Наблюдения показывают, что хорошо выраженные местные 
циркуляции проявляются в долинах, связывающих равнины с горами. 
Такие циркуляции дают заметное суточное изменение в условиях, 
где основное поле давления устойчивое. Дефант [46] на основании 
работы Вагнера дал следующее идеализированное описание долинных 
ветров. Перед восходом солнца имеется устойчивое движение воз
духа вниз по долине к равнине, так называемый горный ветер 
(Bergwind). По мере того, как солнце поднимается, склоны долины 
нагреваются и более легкий воздух начинает двигаться по ним, 
чтобы снова опуститься к центру долины. Этот поднимающийся 
по склонам ветер (Hangaufwinde) преобладает до полудня, когда он 
соединяется вместе с ветром, поднимающимся по долине с равнины. 
После полудня долинный веТер преобладает, а поднимающийся по 
склонам ветер слабеет и исчезает. Вечером охлаждение воздуха от 
верхних частей склонов дает начало спускающемуся по склону, или 
нисходящему, горному ветру, при котором воздух скатывается по 
склонам и подтекает к центру долины. Поздно ночью такая цирку
ляция сменяется горным ветром и начинается перемещение воздуха 
с центра долины к равнине, продолжающееся до рассвета.

М а т е м а т и ч е с к о е  р а с с м о т р е н и е  в е т р а  с к л о н о в .  
Кинематика движения воздуха в холмистой местности рассматривалась
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в гл. 2 как пример невращательного движения идеальной жидкости. 
Прандтль [47] дал простое решение задачи конвективного движения 
на склоне с учетом трения.

Рассмотрим случай ветров вверх по склону (для течений вниз 
по склону анализ требует незначительного изменения). Пусть О Р  
будет частью плоскости, расположенной над углом ср к горизонту,, 
а I, — координаты, измеряемые вдоль склона и нормально к нему. 
Если Z — высота над горизонтальной плоскостью Ох, то

z= = Ssln (p -f-^ cos(p . (7 .3 4 )

Ночью атмосфера находится в устойчивом состоянии, при эток 
потенциальная температура растет вверх. На рассвете лучи солнца 
нагревают поверхность и тепло передается воздуху, вызывая откло
нения 6' от начального состояния. Примем, что ночью потенциаль
ная температура линейно возрастает с высотой. Вскоре после рас
света

б - Л - f  5 z  +  e '(C ), (7 .35>

где А VI В  —  постоянные. Ускорение воздуха по вертикали за счет 
плавучести равно ^аб', где а — коэффициент термического расши
рения (гл. 4 ) . При рассмотрении движения параллельно склону 
уравнение движения для ветра и вверх по склону будет

^  =  5^a6'sin<p-l-/C ^||. (7 .3 6 )

Оно предполагает, что и есть функция только  ̂ и всегда парал- 
dti ди ттлельна склону, так что — /С  ̂— вихревая вязкость, посто-

янна. Уравнение переноса тепла есть

db /а20 , (3204
dt ~  +  ^̂ 2 j . (7 .3 7 ) ’

где К  и  — вихревая проводимость, также принимаемая постоянной.. 
Предполагается, что К^^ФК^-

Устойчивое состояние, определяемое через ^  =  0, означает, что- 
db (38 д̂ в
—  =  и ^ ,  а далее принимается, что исчезающе мало в сравне

нии с . Уравнения (7 .36) и (7 .3 7 )  сводятся к

,  б2ц 
|̂2 >

Э

O =  g a 0 's i n 9 - f / C ^ g ,  (7 .38>

=  (7.39>
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Преобразуя координаты через (7 .3 4 ), получаем

иВ sin о =  . (7 .40)

Дифференцируя уравнение (7 .40 ) дважды по С и заменяя ^  

в уравнении (7.38), получаем уравнение четвертого порядка

Решение этого уравнения, которое ограничено для С =  0  и стре
мится к нулю, когда С оо, будет

6;(C) =  0 ; c o s - i e x p ( - ^ )  , ( 7 . 4 1 )

где е/ —  приращение температуры на поверхности склона (С ==0), 
■а /-— постоянная длина, определяемая уравнением

/4 _  4  cosec2 у
ga J В

Профиль скорости ветра на склоне по нормали к склону дается 
через

1

« = « 0

Этот профиль имеет вид затухающего колебания относительно 
м =  0 с амплитудой, уменьшающейся с расстоянием по нормали 
к склону. Скорость приближается к нулю и меняет знак при С =  О 
тг/, 2 тс/ . . . ,  но практически ветер ограничивается слоем (О, л/)

вследствие быстрого уменьшения фактора ехр , так как С ста-

!НОвится большим (рис. 29). Градиент скорости, нормальный к еклон}^/

а н _ о ,  / \̂ / ^
)  ехр - )  (cos - sm

Таким образом, ветер достигает своего первого и абсолютного 
-максимума на расстоянии по нормали к склону, которое опреде
ляется через

=  (7 .43)
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Н а б л ю д е н и я  з а  в е т р а м и  с к л о н о в .  Дефант привел ре
зультаты наблюдений, сделанных по шарам-пилотам на крутом склоне 
^ 42°) в Инсбрукской горной цепи. Они даны в табл. 29.

Примечательно, что хотя оба течения достигают довольно хорошо 
выраженного максимума около С ==27 м, ветер вверх по склону 
не дает заметного уменьшения на С =  130 м, тогда как ветер вниз 
по склону уменьшается до нуля примерно на С = 1 0 0  м.

Таблаца 29

Ветры вверх и вниз по склону для крутого холма (tp =  42°), по Дефаиту

В е т е р  в в е р х  п о  с к л о н у  
Расстояние по нормали

к склону С, м 
Скорость и см сек.—'

5 10 15 20 25 30 35 40 50 100 120 130
229 291 339 370 386 386 380 367 339 242 226 238

В е т е р  в н и з  п о  с к л о н у
Расстояние по нормали 

к склону С, м . . . .  5 10 15 20 25 30 35 40 50 100 110 
Скорость и см с е к .- ' 96 150 195 222 234 235 227 215 191 23 - 2  
Из уравнения (7 .43 ) и отмеченного максимума скорости на 

"С =  2 7  м следует, что

/ =  34 ,4  м.

Следовательно, ветер как вверх, так и вниз по склону не яв
ляется мощным течением, а ограничивается слоем 0 < С < ’':^ =  108 м. 
Этот факт согласуется с наблюдениями за вётром вниз по склону, 
но опровергается измерениями течения вверх по склону. Для опре
деления фактических скоростей, которые для данного I зависят

только от отношения Км
принимается, что вихревая проводимость
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на 5 0 %  больше, чем вихревая вязкость; это заключение основано 
на наблюдениях Элиаса и Лоренца в аэродинамической трубе. Р е
зультаты дают приемлемое согласование с абсолютными величинами^ 
полученными из анализа шаропилотных данных, за исключением 
противоречия (отмеченного выше) между теоретическим и наблю
денным ветрами вверх по склону для величин С вблизи 100  м.

Дефант обобщил решение Прандтля для случая, отличающегося 
от равновесного, подробности этого читатель может найти в ориги
нальной работе. Таким образом, элементарный анализ Прандтля,. 
несмотря на смелый характер предположений, дает результаты, ко
торые находятся в хорошем согласовании с наблюдениями. Поэтому 
его можно рассматривать, как первое удачное решение чрезвычайно 
важной проблемы. Сток холодного воздуха в долину может оказать- 
серьезное влияние на посевы и даже на благосостояние людей,, 
особенно если при этом существует источник загрязнения; в связ№ 
с этим проблема заслуживает самого глубокого изучения.
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ДИФФУЗИЯ и ИСПАРЕНИЕ

Проблемы диффузии в нижних слоях атмосферы подразделяются 
на два основных класса в зависимости от того, влияют ли свойства 
окружающей атмосферы на скорость возникновения диффундирую
щего вещества. Диффундирующее вещество может быть газообраз
ным или твердым в дисперсной форме.

Типичная проблема первого класса —  это проблема распростра
нения дыма из промышленного района, в котором мощность источ
ника практически не зависит от метеорологических условий. Во вто
ром классе ваишой проблемой является испарение со свободно» 
поверхности воды или с почвы, в этом случае необходимо опреде
лить мощность источника в зависимости от скорости ветра, темпе
ратуры и влажности воздуха.

Большинство экспериментальных данных по атмосферной диф
фузии, известных в настоящее время, получены из исследований», 
которые проводились в армии в связи с необходимостью точного- 
определения рассеивания ядовитых газов при различных метеороло
гических условиях в период химической войны. Такие данные полу
чают обычно по скорости диффузии от контролируемых источников,, 
и из-за своей точности и сравнительной простоты эти данные позво
ляют выяснить особенности турбулентности в нижнем слое атмо
сферы.

8. 1. Характеристики облаков от искусственных 
источников

Проблема атмосферной диффузии наиболее легко может быть 
исследована для случая распространения дыма от установившегося; 
непрерывного источника, расположенного на уровне земли. При уме
ренном ветре дым от такого источника движется по направлению 
ветра в виде длинного расширяющегося облака. Мгновенная фото
графия, сделанная сбоку, покажет характерную неровную кромку 
вершины, поднимающейся вверх от источника под углом, завися
щим в большей или меньшей степени от скорости ветра, природы 
источника (горячего или холодного) и устойчивости атмосферы.

Г Л А В А  8
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Форма облака на горизонтальной плоскости, как показывает ана
логичная фотография, сделанная сверху, напоминает по виду перо 
с неровными границами. Таким образом, облако от непрерывного 
точечного источника расширяется вертикально и горизонтально с из
менением расстояния от источника, а частицы движутся от места 
возникновения со скоростью ветра. Основная теоретическая проблема 
атмосферной диффузии состоит в установлении соотношений между 
разбуханием облака и связанным с ним падением концентрации взвеси 
от скорости и турбулентности потока.

Важной проблемой является нахождение путей определения ско
рости диффузии из измерений чисто метеорологических характери
стик, таких как ветер, температура и влажность. Концентрация ве
щества характеризуется флюктуацией в любой точке, но внимание 
неизменно направлено на поведение средней концентрации за выбран
ный период забора пробы.

Т е р м и н о л о г и я .  В главе используются следующие понятия.
1. Мощность источника Q есть скорость возникновения вещества

в виде газа или мелкой взвеси. Если вещество образуется мгно
венно, как при взрыве, то мощность источника является просто
массой вещества, поступившей при этом в атмосферу. Когда веще
ство постоянно возникает в точке, как в случае с газовым балло
ном, дымовым генератором или трубой, Q выражается в граммах 
в секунду. Перпендикулярный ветру линейный источник состоит из 
целого ряда точечных генераторов, расположенных перпендикулярно 
направлению среднего ветра, а Q выражается в г сек .—̂  см~^ и 
представляет собой количество вещества, которое поступает в атмо
сферу с единицы длины источника за единицу времени. При пло
ском источнике, который возникает при испарении, Q выражается 
в г сек.-^  см“ ®.

2. Средняя концентрация, или плотность, взвешенного газообраз
ного или диспергированного вещества выражается в граммах на ку
бический сантиметр. Чтобы избежать очень маленьких чисел, удобно 
при военно-химических исследованиях измерять концентрацию в мил
лиграммах на кубический метр. Стехиометрическая система часто 
используется для реальных газов, особенно в работах, относящихся 
к атмосферному загрязнению. При этом концентрация выражается 
в количестве частиц на единицу объема. Соотношение между плот
ностью и стехиометрическим отношением зависит от закона Ава- 
гадро, согласно которому одна граммолекула газа при нормальных 
температуре и давлении занимает приблизительно объем в 22,4  литра. 
Для двуокиси серы (S O j, молекулярный вес 64), наиболее частого 
загрязнителя атмосферы, соотношение есть 1 m gm -^ =  0 ,35 ppm.

В этой главе используется абсолютная система единиц, так что 
результаты применимы к любому газу и твердому веществу во взве
шенном состоянии при условии, что частицы достаточно малы, 
чтобы можно было пренебречь седиментацией.

3. Размеры облака (высота и ширина) удобно определить усло
вием, что граница облака проходит через точки, где концентрация
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51вляется фиксированной дробью, обычно одной десятой от наивыс
шей концентрации в той же самой плоскости.

В л и я н и е  п е р и о д а  з а б о р а  п р о б ы .  Определение концен
трации от фиксированного точечного источника обычно выполняется 
помещением аппаратов, берущих пробу по центрированным относи
тельно источника дугам, расположенным перпендикулярно ветру на 
фиксированных расстояниях от источника. Аппаратами можно взять 
пробы для периодов, колеблющихся от „мгновенных" (т. е. полное 
время взятия пробы меньше 1 сек .) до минут или часов.

Рис. 30. Концентрация примеси в облаке от точеч
ного источника.

I  — мгновенные заборы, 2  —  осредненные по времени заборы.

Результаты очень ясно выявляют важность периода забора пробы 
в области, где происходит диффузия. Мгновенная проба, если ее 
нанести в зависимости от расстояния перпендикулярно направлению 
ветра, изображается кривой с одним максимумом типа „поднятой 
шляпы" с относительно высокой вершиной и узким основанием. 
Осредненная по времени проба, характеризующая среднюю концен
трацию за несколько минут, с аппаратурой для забора проб, закреп
ленной в определенном положении относительно источника, показы
вает кривую того же типа с более низкой вершиной и более широким 
основанием.

На рис. 30 приводится обычный характер этих результатов, кото
рые относятся к концентрации от точечного источника дыма при 
небольшом температурном градиенте.

Полная ширина облака на расстоянии 100 м от источника около 
20  м, осредненная по времени — около 35 м. По-видимому, анало
гичный эффект характерен и для высоты облака, но он не так резко 
выражен.
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Измерения показывают, что ширина облака от точечного источ
ника довольно быстро возрастает, когда продолжительность забора 
проб увеличивается от нуля до 2 мин., но с дальнейшим увели
чением продолжительности забора скорость возрастания ширины ста
новится намного меньше, и можно ожидать, что устойчивые ре
зультаты будут получены, если направление средней скорости ветра 
не изменится, а период забора проб не меньше 3 мин. Это уста
новлено для малых температурных градиентов (Сеттон [1 ]) , но 
не для больших температурных градиентов и больших инверсий, и 
возможно, что в этих условиях требуются более длительные заборы, 
чтобы полностью исключить действие продолжительности забора.

Действие продолжительности забора отражает широкую зону 
частот в вихревом спектре естественного ветра. Мгновенные харак
теристики обусловлены множеством маленьких вихрей и одного или 
двух больших вихрей, что приводит к узкому конусу дыма. Этот 
конус колеблется над широким фронтом под влиянием больших 
вихрей, так что средние по времени характеристики обусловлены 
как диффузией малых масштабов, так и больших масштабов турбу
лентности.

Аналогичное явление обнаруживается при анализе записи двойной 
флюгарки (гл. 7 )  и может быть сравнено с лучом прожектора, 
который движется под влиянием случайных порывов. В  любой момент 
луч имеет определенную ширину и определенное распределение интен
сивности освещения, но суммарное действие за любой очень длинный 
период времени составляется из нормального рассеяния луча и широ
ких размахов прожектора.

Публикуемая работа относится главным образом к осредненному 
во времени распределению, имеется в виду, что заборы проб бра
лись не менее 3 мин.

Э м п и р и ч е с к и е  с о о т н о ш е н и я  д л я  д и ф ф у з и и  п р и  
н е б о л ь ш и х  т е м п е р а т у р н ы х  г р а д и е н т а х .  Приводимые 
ниже данные осредненных по времени проб были установлены для 
облаков дыма и газа над гладкой поверхностью земли при неболь
шом температурном градиенте (Сеттон). Во всех случаях источники 
были помещены на уровне земли.

1. В любой точке, расположенной по направлению ветра от не
прерывного источника, концентрация изменяется прямо пропорцио
нально мощности источника, при условии, что источник не вызывает 
заметных конвективных потоков.

2. Средневременная концентрация в каждой точке по направлению 
ветра от непрерывного точечного источника изменяется (приблизи
тельно) обратно пропорционально средней скорости ветра.

3. Средневременная ширина и высота облаков от непрерывных 
источников мало зависит от средней скорости ветра. Величины, по
лученные при условиях небольших температурных градиентов, даны 
в табл. 30.

Результаты могут быть экстраполированы для больших расстоя
ний на основании следующих эмпирических соотношений.
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Данные для диффузии от установившихся непрерывных точечных и 
линейных источников (перпендикулярно ветру), расположенных на уровне 

земли при небольших температурных градиентах, по Сеттону

Таблица 30

Тип источника

лнооя
gо

§

се I

cu

sr 
о 
® g 
H я 
о  к

s  s
к w 
о  s  a =r

%
и
so*я

CO EQЯ g tr 
^  Я О

2 S 23 § |2CD с  о

Непрерывный то
чечный источ
ник ......................

Непрерывный ли
нейный источ
ник бесконеч
ной длины, пер
пендикулярный 
в а т р у .................

1 г сек.'—1

1 г сек." 
см” '

—1

500

500

100

100

35

3500

10

10

Н е п р е р ы в н ы й  т о ч е ч н ы й  и с т о ч н и к .  Центральная, или 
максимальная, концентрация уменьшается с расстоянием вдоль ветра, 
соответственно закону

V / ^  ̂ \ 1.76
(8.1)

Х(.У1) —

Х(Х2)
где X (л )  —  концентрация в {х. О, 0 ).

Н е п р е р ы в н ы й  л и н е й н ы й  и с т о ч н и к  б е с к о н е ч н о й  
д л и н ы ,  р а с п о л о ж е н н ы й  п е р п е н д и к у л я р н о  в е т р у

Х(х,)
^(^2)

0,9
(8.2)

где X (л ) —  концентрация в ( х ,  0).
Данные, приведенные выше, и эмпирические законы применимы 

только к условиям небольшого температурного градиента (облачное 
небо и средние или сильные ветры). Данные для больших темпера
турных градиентов до сих пор не опубликованы.

Изменения концентрации перпендикулярно ветру и по вертикали 
следуют приблизительно нормальному закону ошибок. Таким обра
зом, если изменение концентрации перпендикулярно ветру на фикси
рованных расстоянии и высоте представлено

X ( j ; )  =  X ( 0 ) e - “" \  

то следует, что полуширина облака уд дается

или
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Подобное соотношение справедливо для высоты Zq. Следует за
метить, что ширина и высота, определенные таким образом, не зави
сят от мощности источника. Вообще, эти размеры не имеют никакой 
определенной связи с видимым контуром облака, который, помимо 
степени рассеяния облака, определяется оптическими свойствами 
дыма, такими, как поглощение и рассеяние.

8. 2. Теоретическое изучение диффузии от искусственных 
источников

Система координат, применяемая в математическом анализе, та 
же, что и в гл. 7, в ней ось jc горизонтальна и имеет направле
ние среднего ветра, ось у горизонтальна и направлена перпендику
лярно ветру, а ось г  — вертикальна. Средний ветер предполагается 
установившимся и зависящим только от высоты над землей (z  =  0), 
так что и — u{z), V =  W =  Q. Земля предполагается непоглощаю
щей и непроницаемой для диффундирующего вещества.

Проблемы, рассмотренные в этом разделе, относятся к устано
вившемуся непрерывному точечному и бесконечному (перпендикуляр
ному ветру) линейному источнику, сохраняющемуся неограниченно 
долго. Выражения для концентрации в облаках от источников, дей
ствующих в течение ограниченного времени, могут быть получены 
стандартными математическими методами из основных решений, но 
поскольку они не имеют никаких метеорологических приложений и 
интересны главным образом в военных целях, они здесь рассматри
ваться не будут.

Проблемы этого типа влекут в первую очередь решение уравне
ния диффузии для турбулентного потока:

(см. гл. 4 ) , где X (х ,  у , z, t )  —  средняя концентрация диффунди
рующего вещества, а Кх> Ку, Кг —  коэффициенты турбулентной 
диффузии в направлении главных осей. Поскольку v =  w =  О, то 
следует, что

rfx дг , ~дг 

дг
а в установившемся состоянии - ^  =  0.

Краевые условия для мгновенного источника были рассмотрены 
в гл. 4 . Для непрерывных источников, помещенных на уровне земли, 
граничными условиями являются:

(1 ) Х - * 0  при X, у, z -* -oo .
(2 )  К г - ^ - * 0  при z - * 0 ,  л : > 0  (земля непроницаема для газа).

(3 ) X ->• оо в x  — y — z — 0.
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(4 ) Условие непрерывности;оо оо
J J  иХ {х, j ; ,  z )d z d y  =  Cl.

Условие (4) выражает тот факт, что вещество при движении 
облака не исчезает и не возникает.

Р е ш е н и я  п р и  п о с т о я н н о м  к о э ф ф и ц и е н т е  т у р б у 
л е н т н о с т и .  Основные особенности математической проблемы 
выясняются при исследовании решения уравнения (8 .3 ) , данного
О . Ф. Т . Робертсом [2] для Ку, Кц —  постоянных и «  — не за 
висимого от Z. Эти решения были уже получены в гл. 4 [уравне- 
ция (4 .4 6 )  и (4 .47 )].

На основании приведенных выше определений полуширины Уо и 
высоты Zq облака показательные члены в решении дают

4 In 10/С, 
У о = | ------ (8А)

1

2̂ 0 =
/4 In 10 а: ,  \2

)г ^ х )  . (8 .5 )

Для л = = 1 0 *  см табл. 30 дает Уо =  1,75.'10® см, 2 о = 1 0 ®  см; 
опыты были проведены при средней скорости ветра около 500 см с е к .-* . 
Эти данные и уравнения (8 .4 ) и (8 .5 ) дают =  1,6 • 10* см  ̂ сек."^ , 

=  5• 10^ см  ̂ сек.~^. Эти значения согласуются с данными, полу
ченными для вихревой вязкости и вихревой температуропроводности 
при тех же предположениях. Боковое и вертикальное распределения 
концентраций следуют нормальному закону ошибок в соответствии 
с наблюдениями.

Исследование результатов для концентрации как функции рас
стояния по направлению ветра, однако, показывает, что предполо
жения о постоянстве вихревого коэффициента диффузии неприемлемы. 
Максимальные концентрации в облаке от точечного источника обна
ружены на линии y  =  z=^0, а для безграничного перпендикуляр
ного ветру линейного источника —  на плоскости 2 =  0.

Из решений (4 .46) и (4.47) следует, что для непрерывного точеч
ного источника

Т .  ( 8 .6 )

для безграничного линейного источника
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Из сравнения с эмпирическими формулами (8 .1 ) и (8 .2) вытекает,, 
что теоретическая скорость уменьшения концентрации с расстоянием 
от источника слишком мала. Наблюдения показывают, что в состоя
нии безразличного равновесия концентрация от точечного источника 
у земли уменьшается очень быстро, а именно, как тогда как
в теоретическом выражении скорость падения дается, как х~^. Та
кого же рода расхождение обнаружено в выражении для линейного 
источника. Следовательно, численные значения для Ку и АГ,, полу
ченные из наблюдений над максимальными концентрациями и из вы
ражений (8.6) и (8 .7 ) , неограниченно возрастают с расстоянием от 
источника.

Невозможно приписать определенный физический смысл пара
метрам, численное значение которых определяется расстоянием точки 
наблюдения от произвольного начала. Этот результат попросту озна
чает, что допущения о постоянстве Ку и К  ̂ не применимы в пробле
мах турбулентной диффузии в атмосфере. Такое допущение позволяет 
получить выражение, дающее лишь качественное описание процесса, 

Р е ш е н и я  п р и  м е н я ю щ е м с я  к о э ф ф и ц и е н т е  т у р б у 
л е н т н о с т и .  Д в у х р а з м е р н а я  п р о б л е м а .  Уравнение уста
новившегося состояния диффузии в двух измерениях имеет вид:

=  (8.8)

если пренебречь членом [Кх  Проблема, рассматриваемая

здесь, является проблемой диффузии от линейного источника неогра
ниченной длины, расположенного на линии x =  z =  0; в течение 
длительного времени источник выделяет вещество с постоянной ско
ростью Q. Краевые условия следующие:

(1 )  X О при x ,z - ^ c x ) .

(2 )  при г - > 0 ,  х > 0 .

(3 )  X -»■ оо вдоль x =  z =  0
О О

(4 )  у * и Х (JC, z ) d z — Q для л :> 0 .
о

Наблюдения показывают, что в состоянии безразличного равно
весия высота облака, возникающего на земной поверхности, состав
ляет 5 — 10®/о от пройденной дистанции. Следовательно, для расстоя
ний, не превышающих километр, диффузия имеет место внутри слоя 
постоянного касательного напряжения, где применяется степенной 
закон Шмидта (гл. 3 ). Если допустить, что коэффициент турбулент
ности подчиняется тому же закону изменения с высотой, что и вихре
вая вязкость, то следует, что

АГ, =  const ( ^ )
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Здесь возникает математическая трудность. В условиях безраз
личного равновесия профиль скорости наиболее точно описывается 
логарифмической функцией (гл. 7 ). Это значит, что пропор
ционально Z, но решение уравнения (8 .8) для и =  log г ,  Кг — '̂  
неизвестно.

С другой стороны, если

(8 .9 )

(8.10)

(где «1 и Ki являются соответственно величинами и и /Q на фикси
рованной высоте Zi, которая для удобства может быть принята за 
единицу), )фавнение очень легко решается через элементарные функ
ции.

т +  \ \
Если обозначить s =  , ю  решение есть

X (X, Z) =  . Л -  
a,V(s)

щ
{т — п +  2Щ 1Х ехр

(да -  «-1-2)2
(8 .1 1 )

при условии, что т — п +  2'^ 0 . В частном случае, когда касатель
ное напряжение не меняется с высотой, из степенного закона Шмидта 
следует соотношение п =  1 — т ( 0 < / г а < 1 ) ,  и уравнение (8 .1 1 ) 
сердится к

QX (х, Z) = 2 ("t +  l)
(2/й 4 -1 )

-^2m + I

(m +  1)

X  ехр

X

(8 .12)(2m-(-l)2/<iA:J

Над гладкой поверхностью или над поверхностью с невысокой 
травой при безразличном равновесии структура ветра приближается

к известному профилю корня седьмой степени. Для т — - ^ ,  уравне

ние (8 .12) становится

X { х ,  Z) = ------- Q ехр

(̂ у)
(8 .1 3 )

Если допустить, что K i пропорционально то выражение (8 .13 ) 
хорошо согласуется с наблюдениями диффузии от непрерывного 
линейного источника, перпендикулярного ветру. Теоретические ре
зультаты показывают, что концентрация у земли обратно пропор-
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—  - Тциональна « j  и уменьшается, как х  ^ х  . Высота облака не
зависит от скорости ветра и возрастает с расстоянием вдоль ветра, 

L
как л® . Эти свойства были проверены измерениями диффузии дыма 
над открытой равниной при небольших температурных градиентах 
(стр. 306).

Результаты, приведенные выше, применимы к любой поверхно
сти, для которой простой степенной закон (8 .9 ) хорошо описывает 
профиль ветра, в частности для гладкой местности. Величина Ki 
может быть найде(^а, если известно (или M̂ j:). Для шероховатых 
поверхностей К. Л. Кэлдер [3] предложил приближенное решение, 
которое состоит в вычислении щ  и из логарифмического про
филя

1

который годится для безразличного равновесия. Для того чтобы 
избежать математических трудностей, встретившихся^ когда а  выра- 

жается как логарифм высоты в члене и ^ , Кэлдер заменяет точный 

профиль приближенным степенным законом

где д н а ,  выбираются так, чтобы достигнуть найлучшего приближе
ния к логарифмическому профилю. Поскольку степень не может 
равняться логарифму для всех значений переменной, q ц а. изме
няются с толщиной рассматриваемого слоя, а потому и с расстоя
нием площадки наблюдений от начала. Это значит, что предвари
тельная оценка высоты облака должна быть сделана до того, как 
найдены q u a ,  но на практике это не является серьезным препят
ствием, так как на больших расстояниях (>■ 100 м) от источника 
q u a  изменяются очень мало с высотой слоя z.  Когда степенной 
закон принят, то следует, что

К  _
^  ^  “9 \го/

дг
где N =  Û Zq —  макровязкость. Решение проблемы двухразмерной 
диффузий теперь дается уравнением (8 .12) со значением /С], которое 
следует из приведенного выше выражения.

Для поверхности с высокой растительностью Кэлдер применяет 
эмпирический профиль

где d  — смещение-нулевой плоскости, а и « ' — числа, выбранные,
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как и раньше, так, чтобы наилучшим образом представить логариф
мический профиль

Ug, k \ Zq J

Для z<C.d отсутствует какой-либо определенный профиль, и 
Кэлдер поэтому перемещает начало оси z  на плоскость z =  d, 
которая, таким образом, становится действующей поверхностью земли. 
Решение (8 .1 1 ) , использованное таким образом, дает результаты, 
которые практически превосходно согласуются с наблюдением (Кэя- 
дер [3 ]) , но такой метод встречает возражение, поскольку плоскость 
z — d  не является действительно непроницаемой поверхностью, 
такой как земля, и возможность применения этого решения к усло
виям, требующим больших значений d, вызывает сомнение. Основ
ной результат этой работы двоякий: во-первых, показано, что, по 
крайней мере, в условиях безразличного равновесия обмен количе
ством движения и массой осуществляется по одинаковым законам, 
во-вторых, понятие о параметре шероховатости, установленное в ра
ботах с аэродинамическими трубами, непосредственно применимо 
к атмосфере и играет значительную роль в проблемах диффузии.

Т р е х р а з м е р н ы е  п р о б л е м ы .  Типичная трехразмерная про
блема — это проблема непрерывного точечного источника, ее реше
ние связано с математическими затруднениями, которые необходимо

преодолеть. Если, как и раньше, пренебречь [К^ j , то урав

нение диффузии есть

Функциональная форма для АГ̂  выражается степенным законом, 
но невозможно найти аналогичный путь для определения К /,  оче
видно, что Ку не может рассматриваться как функция от у , потому 
что это означает, что боковая диффузия зависит от расстояния диф
фундирующих частиц от произвольной плоскости, при этом един
ственная рациональная возможность состоит в том, чтобы Ку, по
добно принять функцией высоты. Наиболее естественным является 
принятие для Ку степенного закона. Уравнение

не может быть решено для любых значений р .  Если р  =  т, то ре
шение, соответствующее непрерывному точечному источнику, может 
быть найдено без труда через степенные функции х  и через пока
зательные функции, но такое решение не согласуется с наблюдением. 
По-видимому, индекс р  должен быть или немного больше или не
много меньше, чем 1 —  т, чтобы сохранить согласование с экспе
риментальными данными. В целом проблема нуждается в радикальном 
математическом исследовании.
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М е т о д ,  о с н о в а н н ы й  на с т а т и с т и ч е с к о й  т е о р и и .  
Один из путей изучения проблемы, который дает возможность найтк 
приближенные решения для двух- и трехмерных задач, был раз
вит Сеттоном [4] в 1932 г. Метод, по существу, состоит в нахо
ждении подходящей формы для —  коэффициента корреляции 
между скоростью вихря в моменты t  и t-\-% (гл. 3) —  на основа
нии анализа размерности. Развитие теории основывалось на идеях 
Тейлора.

До сих пор средствами точного анализа не было найдено выра
жения для в неизотропном поле. По определению,

R  (I) =  та>' £)
w'“

где w'  ̂ полагается постоянной. Для движений вблизи гладкой по
верхности корреляция между флюктуационными скоростями в после
довательные моменты времени может приниматься зависящей в основ
ном от интенсивности турбулентности (мерой интенсивности являете» 
вихревая энергия pw'^) от вязкости р., которая в конечном счете 
приводит к затуханию флюктуаций, и времени Единственной без
размерной комбинацией, которая может быть образована из этих ве

личин, является , а отсюда
^w'4

\ w ' 4 l

г д е / — неизвестная функция. Очевидно, / ?(0 ) =  1, и естественно 
ожидать, что R  (?) -> О, когда $ оо. Простейшая функция, обла
дающая этими свойствами, есть

/?(1) =  Г— Ц - ) " ,  (8 .1 6 )
V v-t-w 'V

где п — некоторое положительное число. [Было показано, что по
казательная форма для соответствует броунову движению
(см. гл. 3)].

Выбор определенного вида для R (i)  дает возможность развить 
теорию турбулентного обмена двумя путями. Первый из них основан 
на концепции пути смешения. Если смешение определено как после
довательное уменьшение корреляции между флюктуациями, которой 
подвергается элемент жидкости в различные моменты времени, то 
путь смешения может быть определен как расстояние, которое про
ходит вихрь за время tg, пока корреляция не упадет до нуля или 
достаточно малой величины. Таким образом,

4

K m { z ) = W I  — w ' ' ‘ R X ^ )  t o y ~ " , (8 .1 7 )

если Ha основании выражения Кармана для пути сме-
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шения
д и

i = k S ~d'-̂'U
dz2

и соотношения между w'  ̂ и \w' которое следует из максвел
ловского закона распределения, может быть показано, что

vl-n
d a

3 d ^ u
- 2  у \ — n

d z d ^ i
(8 .18 )

Поскольку Kj^{z) существенно положительно, то следует, что 
0 < л < 1 .

Если профиль скорости выражается уравнением (8 .9 ), то легко 
видеть, что

пт =
2 - и  ■

(8 .19)

Это соотношение дает возможность найти п из наблюдений над 
структурой ветра вблизи земли, например, если используется про

филь, описываемый корнем седьмой степени, то значение п есть

Из профиля

и уравнения (8 .18) следует, что

( 2 - я )

(8.20)

1
(2  —

 ̂ у
( 1 — л) ( 2 - и)2 ( '-" )

2 (I—я) —п(1—л)
(2 -л ) . (8.21)

Выражение (8 .21) дает возможность оценить вихревую вязкость 
для потока вблизи аэродинамической гладкой поверхности при 
условии, что профиль скорости может быть выражен как степенной 
закон типа (8 .20). Если профиль, описанный корнем седьмой степени, 
годится, то следует, что

7  =  '^<m(2^)S- =  0,020v“ « f ^ r \

Экспериментальный результат для касательного напряжения вблизи 
гладкой поверхности есть ^

L  L  _  JL 
у  =  0 ,0225  \

* Р г а п d 11. The Physics of Solids and Fluids. Ewald, PoschI, and Prandtl, 
p. 282.
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Следовательно, выражение (8 .16) дает удовлетворительные резуль
таты для аэродинамически гладкой поверхности.

Сеттоном было показано, что для шероховатых поверхностей 
подходящей формой для ,/?(?) является

\N +  4 +  w’ î J V a  +  и;

если Л/ ^ ^ v , где N  — макровязкость (гл. 3 ).
Введение макровязкости (которая включает размер неровности 

и скорость сдвига, определяемые из логарифмического профиля) 
вызывает необходимость использования степенного закона, прибли
жающегося к профилю, полученному Россби [уравнение (7 .3 )] . Таким 
профилем является

N

— и.

( 1̂ +  гр \Р 
го /

—  1

(г +  zqY
Zq /

- 1 (8 .2 3 )

где р  —  положительное число, которое нельзя смешивать с индексом т 
уравнения (8 .9 ). Для Ẑ  — 2 см, и * =  50 см се к .~ ' (значение, харак
терное для равнины) Сеттон показывает, что профиль, найденный 
Россби, аппроксимируется, если /7 =  0 ,08 . Из уравнения (8 .22) сле

дует, что р  — ^ , как и для гладкой поверхности, так что\Z Т1)
в этом примере л  =  0 ,1 5 . С этим значением решение проблемы 
диффузии для безграничного линейного источника в виде (8 .12) 
согласуется с наблюденными значениями, данными в табл. 30 . Этот 
метод является альтернативой по отношению к методу Кэлдера, 
и оба дают адекватные представления диффузии в двух измерениях 
над аэродинамически шероховатой поверхностью в условиях безраз
личного равновесия. Для ознакомления с точными формулами, 
использованными в вычислениях, довольно громоздкими в обоих 
методах, читатель должен обратиться к оригиналу.

Второй метод развития теории использует теорему Тейлора 
(гл . 3 ) ,  из которой следует, что если о —  средние рассеяния частиц 
за время Т, первоначально сконцентрированных на плоскости ( х ,  z), 
то

т t
(8 .24)

о о

Решение проблемы диффузии, таким образом, сводится к нахо
ждению функций, представляющих распределение концентрации, 
которая при заданном /?(£) удовлетворяет уравнению (8 .2 4 ), уравне
нию непрерывности и граничным условиям. Асимметричная природа 
диффузии вблизи земли учитывается введением трех различных 
корреляционных коэффициентов для трех составляющих флюктуаций:

315



R J i ) -
/ V Л» 

\v4-tt'®S> 

\ ___ \"

\ n

:/

(8 .2 5 )

\v+4®"*5/

Эти выражения применяются к аэродинамически гладким поверх
ностям. Для шероховатых поверхностей кинематическая вязкость 
заменяется, как и ранее, макровязкостью N.

Из уравнения (8 .24) следует, что

2 v "

2-fi

(1 -  и) (2 -  л) и
2v7’

2-л

(1 — п) (2 — л) иА 1 - л  •

в  этом уравнении членами порядка v можно пренебречь по сравне

нию с и'̂ Т, и для достаточно большого Т выражение сводится к

2v" (z .r =(1-л) (2-л)и'*

где

О : 4v”

(1 — л) ( 2 -л) и" V и2
W‘ 1— п

(8 .26)

(8 .2 7 )

(8 .28)

—  обобщенный коэффициент диффузии. Аналогичные выражения 
имеют место для и а̂ . При изотропной турбулентности =  =
а С  ̂=  Су — С̂  =  С. Это условие выполняется выше приземных 
слоев атмосферы.

Уравнение (8 .27) указывает, что размер движущейся серии частиц 
возрастает, как некоторая степень расстояния от источника.

Для п = 1  этот закон напоминает закон, данный Эйнштейном для 
броунова движения

Ĝ =  2Kt.

В противоположной области масштабов л  == О, это указывает, 
что при любой турбулентности радиус диффундирующей серии не 
будет возрастать быстрее пройденной дистанции.
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Сэттон показал, что выражение д л я / г = ^ , а именно,

а* == const {иТУ (8 .29 )

дает точное описание диффузии в атмосфере для расстояний, изме
няющихся от метров до десятков или сотен километров. Есть осно
вание полагать, что закон (8 .29) достаточно точен для описания всех 
процессов диффузии больших и малых масштабов в свободной 
атмосфере.

Для применения этого метода к диффузии вблизи поверхности 
земли рассмотрим задачу о мгновенном точечном источнике (гл. 4 ) .  
Выражение

X (̂ . У. 2:, t) = ̂ -----5-- 3----ехр X
С Х „ С , (и^)2

X Cut) (8 .3 0 )

где X, у, Z отсчитываются от начала координат, перемещающегося 
вместе с облаком с постоянной скоростью и, является выражением 
требуемого типа. Граничные условия для мгновенного источника и 
З'словие непрерывности удовлетворены, а распределение плотности 
частиц вдоль осей следует закону (8 .2 7 ). Решение, полученное ранее 
для постоянного коэффициента турбулентности в неизменном устано
вившемся поле ветра [уравнение (4 .4 7 )] , получается из (8 .30) при 

4А:п = \  V. С̂  =  ~ .
а

Из уравнения (8 .3 0 ) путем интегрирования могут быть получены 
решения для непрерывного точечного, конечного линейного и без
граничного линейного источников при постоянной скорости ветра. 
Эти решения следующие.

Непрерывный точечный источник

20г { х ,  у ,  2г)== ехр — X,п -2

)] (8 .31)

Непрерывный 
длиной 2 _уо

Х(.«, у, г) =

перпендикулярный ветру

Z2

erf I

-линейный источник

'  У о - У
+

(8 .3 2 )
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Непрерывный перпендикулярный ветру безграничный линейный 
источник

X (X ,  Z) =  ехр  ( -  . (8 .3 3 )

г их

Множитель 2 в числителе выражений (8 .3 1 ) и (8 .33) и отсутствие 
того же множителя в (8.32) выражает ^,отражение“ дыма непрони
цаемой почвой.

Вышеприведенные выражения дают простейшие обобщения, реше
ний для постоянного коэффициента турбулентности при постоянном 
среднем ветре, которые можно получить из выражения (8 .16) для /^(^). 
Эти обобщения не единственные, поскольку возможно удовлетворить 
уравнению (8.27) выражениями, включающими члены типа

ехр .1. 
ах!'/

S 2
у — (2 -и ) -

Развернутые формулы этого типа были получены Сэттоном [1 ], 
который показал, что с их помощью можно обеспечить лучшее со 
гласование с наблюдениями, но для большинства целей более простые 
решения (8 .31), (8 .33) удовлетворительно согласуются с опытными 
данными и легче для расчетов.

Т у р б у л е н т н а я  д и ф ф у з и я  к а к  с л у ч а й н ы й  с к а ч к о 
о б р а з н ы й  п р о ц е с с .  Недавно Найтинг показал, что (8 .30) может 
быть получено на основании теории случайных скачкообразных про
цессов. Если движение частицы состоит из серии шагов в каком- 
либо направлении, то вероятность Р ,̂ что она будет в {х, у ,  z ) 
после V шагов, есть

2ic 2я
Р ,(х , у, z ) = - ^  J '  у *  P ,_ J  (х — sin & cos tp, у — а ,  sin & sin ®, ■ 

о о

Z  —  Gv COS & sin ф)

Это выражает тот факт, что частица приходит из любой точки 
на поверхность сферы радиуса имеющего центр в {х, у, z). Ме
тодом трансформации Лапласа Найтинг показывает, что

р  ехр Г 3(^2 +  з,» +  , 2) -
\ 2 i:v o 2 )  L 2vo2

где о определяется так, что

Если все шаги равны, а х  —  время, необходимое для совер
шения одного шага, то продолжительность диффузии есть t= v z .  
Выражение для Р ,̂ данное выше, ведет тогда к распределению ве
щества вокруг мгновенного точечного источника такого же, как и 
при фикковской диффузии (4 .36 ). Из физических соображений ясно,
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что l a ,  должна расходиться (иначе частицы не могут рассеиваться 
за сферу конечного радиуса), так как часть не ограничена.

Предположим, что а  так что vo® =
2 а + 1

-)  И Z? =  VT,

как раньше. Выражение для становится в этом случае

'3(2а +  1)т
£

,2а+П 2
ехр

3 (2а +  1) (л̂  +  у2+г2)
2й2/2«+1

Это дает (8 .30), если удовлетворить условию сохранения вещества

и а положить равным ^ ( 1 — я ). Отсюда формула диффузии Сэттон»

может быть получена из случайного ступенчатого процесса при 
условии, что длина шага возрастает с продолжительностью диф
фузии. Это мом<ет рассматриваться как эквивалент аналогичному 
понятию, т. е. что в атмосфере влияние больших вихрей чувствуется 
во все возрастающей степени при увеличении продолжительности 
диффузии, но точная физическая интерпретация такого случайного 
ступенчатого процесса ясна не полностью.

О б о б щ е н и е д л я  с л у ч а я  н е а д и  а б а т и ч е с  к и х  г р а д и 
е н т о в .  Определение скорости рассеяния дыма при крайних темпера
турных градиентах представляет большой интерес в практических 
приложениях, но удовлетворительная трактовка этих процессов дело> 
будущего. Двухразмерная проблема рассматривалась Диконом [5 ], 
который использует обобщенный профиль скорости [уравнение (7 .6 )] , 
пригодный для всех состояний устойчивости. В слое постоянного 
касательного напряжения этот профиль приводит к соотношению

где А/ — —  макровязкость ш к — постоянная Кармана. Индекс ^
меньше, чем единица в инверсиях, и больше единицы при больших 
вертикальных градиентах. Это выражение применимо для в проб
леме диффузии при условии, что количество движения и масса 
переносятся одинаково при любых температурных градиентах.

В  трактовке Кэлдера профиль скорости в члене и заменяется на

основании соотношения

«о

где q u a ,  находятся сравнением с точным профилем (7.6). Решение 
(8 .1 2 ) может быть представлено тогда в форме

kp'̂ Xj
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где

Р = 2  +  а - Р ,

с _ ( 1 + “)
7 — >

Л = ^ У ^ - 1 Г ( 5 ) ,

N — tt̂ Zg.
Дикон сравнивает это выражение с суммарными концентрациями 

перпендикулярно ветру от непрерывного источника, измеренными над 
степью (го =  0 ,7  см) в Альберте, |;Канада. Так как в этих случаях 
число Ричардсона колеблется от 4 - 0 ,0 2  до— 0,8, то соответствующие 
пределы для р — от 0 ,97  до 1 ,135 . Эти результаты неубедительны, 
поскольку они дают хорошее согласование между теорией и практи
кой лишь для небольших отклонений от безразличного равновесия, 
ио при большой неустойчивости имеют место заметные расхождения, 
а наблюденные концентрации разбросаны в больших пределах. 
Сравнение также показывает, что при больших вертикальных гради
ентах скорость уменьшения концентраций с расстоянием происходит 
быстрее, чем предсказывает теория.

Наблюдения, отнесенные к вышеизложенному, очень ясно демон
стрируют действия стабилизирующих градиентов на вертикальную 
диффузию. В  ста ярдах по ветру от источника изменения Ri от 0 ,25  
до 0 ,02  сопровождалось увеличением суммарной перпендикулярной 
ветру концентрацией от 155 до 1360 мгм® при одинаковой средней 
скорости ветра 2 м/сек.

Метеорологическая литература содержит очень много примеров 
точного измерения диффузии при устойчивом состоянии, и данная 
выше иллюстрация, хотя и единичная, указывает на необходимость 
точного определения температурного градиента (или лучше числа 
Ричардсона) во всех расчетах по диффузии вблизи земли.

Формулы, полученные статистическим методом [уравнения (8 .30) — 
(8 .33 )], обеспечивают простые, с первого взгляда, средства оценки 
стабилизирующих или не стабилизирующих действий температурных 
градиентов при условии, что величина л  может быть определена как 
функция температурного градиента. На практике это сделать не
легко, и трудности, встречающиеся при этой работе, рассматриваются 
в следующем разделе.

8. 3. Формулы диффузии при полевых исследованиях

Теории диффузии, описанные выше, допускают, что перенос 
массы следует тем же законам, что и перенос количества движения, 
и их практическое применение поэтому зависит от точного измерения 
профиля скорости в слое, через который распространяется диф
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фундирующее вещество. В  ранней стадии развития этих работ, пред
шествующих опубликованию исследований Никурадзе и Шлихтинга
о потоке над шероховатой поверхностью, влияние поверхности почвы 
на профиль скорости было выяснено не полностью, и выражения 
для диффузии при потоке над гладкой поверхностью сравнивались 
с измерениями диффузии над шероховатой землей. Такие работы 
были выполнены Сеттоном [1] и Кэлдером [3 ].

Обобщенные коэффициенты диффузии Су и в статисти
ческой теории диффузии зависят от составляющих порывистости, 
средней скорости на фиксированном уровне и величины п. Поры
вистость может измеряться различными путями; двойная флюгарка, 
в частности, полезный инструмент для полевой работы при условии, 
что может быть найден способ, посредством которого определяется 
среднее значение порывистости из полученных записей. Наибольшая 
трудность, несомненно, состоит в определении соответствующего 
значения л , которое должно быть точным из-за чувствительности 
формул к небольшим изменениям п. Прямое определение п  из из
мерения RQ ) совершенно не осуществимо при установившейся 
практике полевой работы. Первоначально примененный метод осно
ван на допущении, что л  определяется профилем скорости

(•2-п)

полученным из представления о пути смешения. Этот образ действия 
несовместим с тем, который использовался для получения выраже
ний (8 .31) —  (8.33), в которых средний ветер предполагается неиз
менным с высотой, но может быть показано, что ошибка, допущен
ная в этом случае, небольшая. Облако от непрерывного источника 
ослабляется боковым ветром и вертикальной диффузией и разбав
ляется воздухом благодаря среднему ветру; последний процесс

учитывается членом в уравнении диффузии.

Статистический метод содержит допущение, что изменения ветра 
с высотой могут игнорироваться в этом члене, предположение, 
вероятно, правильное для всех условий, за исключением глубоких 
инверсий. Статистический метод поэтому использует изменение ветра 
с высотой только как меру скорости переноса количества движения 
(а отсюда и массы) и пренебрегает другими действиями градиента 
ветра как второстепенными.

Если бы профиль ветра точно соответствовал степенному закону, 
то измерение отношения скорости ветра на любых двух высотах 
было бы достаточным для определения п, но на практике установлено 
(по крайней мере в условиях безразличного равновесия), что п не 
только быстро изменяется с высотой в слое О— 200 см, но также 
зависит от размера и распределения неровностей поверхности. На 
больших высотах степенной закон лучше выполняется, и в  этих 
слоях значение п  определяется главным образом устойчивостью.
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Изменения неровности поверхности имеют, таким образом, первосте
пенное значение для профиля ветра в непосредственной близости 
к почве и второстепенное значение для диффузии облаков в целом. 
С другой стороны, устойчивость оказывает большое действие на
профиль скорости и на скорость диффузии, и трудно, если не не
возможно, различить два влияния использованием простого степен
ного закона, который не включает влияние неровностей поверх
ности.

Сеттоном [6] был предложен метод для расчета диффузии над 
шероховатыми поверхностями, который преодолевает эти трудности 
в условиях безразличного равновесия. Для этого заменяют кинема
тическую вязкость в выражении для /?($) макровязкостью, так что 
обобщенные коэффициенты диффузии даются выражениями типа

^2 4/V"
( 1 - n )  ( 2 - n )  u"\ 11‘

При таком предположении и значении п =  соответствующем

профилю, найденному Скрейсом для интервала высот 300 <  1300 см
над равниной, формулы диффузии (8.31) и (8.33) дают результаты, 
хорошо согласующиеся с наблюдением для N =  10® см  ̂ сек.—’ .

Замена v через N  в выражении для R{1) означает, что приближе
ния, использованные для вывода уравнения (8 .26), требуют больших 
значений Т, чем в случае гладкой поверхности, так что над очень 
неровной поверхностью в непосредственной близости к источнику 
нельзя ожидать удовлетворительных результатов от решений на 
основе статистической теории.

Для диффузии над ровными поверхностями, такими как равнина, 
в условиях небольшого температурного градиента и умеренного 
ветра формулы (8 .31 ) — (8 .33) дадут удовлетворительные результаты 
до нескольких километров от источника, если используются следую
щие величины:

L i .
П =  Су =  0 ,4  см®,  С г = 0 , 2 с м ® .

Эти величины основаны на данных, полученных в Портоне 
(Англия). Для больших вертикальных градиентов и больших ин
версий достоверных величин еще нет.

8. 4. Диффузия от высотных источников

Решения, рассмотренные в предыдущем разделе, применимы 
к облакам, возникающим на поверхности земли. В проблемах 
атмосферного загрязнения источники находятся обычно на значи
тельной высоте над землей, и основная задача, которую надо решить, 
заключается в определении концентрации дыма на уровне земли, 
создаваемой дымом или газом от изолированных промышленных 
труб.
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Математическая формулировка этой задаШ' 'рассматривалась 
в гл. 4 , а решение получено по тому ж е принщдау, что и в случае 
с постоянным коэффициентом диффузии. Особой трудностью проб
лемы для реальной атмосферы, в которой коэффициент диффузии 
не может рассматриваться независимым от высоты, является то, что 
неизвестно ни одно точное решение для точечного источника при 
переменном ветре и для переменного коэффициента диффузии, в связи 
с чем должно быть использовано приближенное решение (8 .3 2 ).

Разработка проблемы, данная Сеттоном, следующая: наблюдения 
над разрывами снарядов на значительных высотах показывают, что 
диффузия в свободной атмосфере удовлетворяет^ уравнению (8 .29 ), 
но значения С гораздо меньше значений, получейных вблизи земли. 
Было найдено, что коэффициент С уменьшается с '  высотой в соот
ветствии с эмпирическим законом

C  =  C ( 0 ) - 0 ,0 7 5 1 o g i „ 2 ,  , (8 .34)

где С (0 )  — значение С на уровне земли, а z  измеряется в метрах 
(Сеттон). Дым, выделяющийся из труб на значительной высоте над 
землей, вначале диффундирует в потоке с относительно небольшой 
порывистостью и ведет себя таким образом, как если бы земля 
отсутствовала; но с увеличением расстояния пб' направлению ветра 
постепенно увеличивается действие земли. Это йроявляется не только 
в „отражении* частиц дыма от непроницаемой поверхности, но 
также в возрастании турбулентности ветра в нижних слоях. Учет 
этого факта представляет огромные математические трудности, ко
торые могут быть частично преодолены путем использования сред
него коэффициента диффузии для слоя, определяемого высотой 
трубы. Такой образ действия допустим благодаря сравнительно 
медленному изменению С  с высотой [уравнение (8 .3 4 )]. Таким обра
зом, масштаб диффузии уменьшается с высотой источника, но исполь
зованные решения соответствуют коэффициенту диффузии, возрастаю
щему с продолжительностью диффузии. В этом смысле нижний слой 
атмосферы может сравниваться с рядом слоев, которым свойстве
нен коэффициент диффузии, постоянно уменьшающийся вверх, с тем 
же типом нефикковской диффузии в каждом слое.

Рассмотрим прямоугольную систему осей Ох в направлении сред
него ветра, который считается горизонтальным, Оу перпендикулярно 
ветру и Oz вертикально. За плоскость z — 0 принимается поверх
ность земли. Непрерывный точечный источник, помещенный 
в x  =  y =  z==0  с учетом непроницаемости поверхности 2 =  0, 
обусловливает концентрацию х (х, у, z), где

20
Х ( х ,  у, 2 )  =  ^ — ^  ехр 

СуС^их
(8 .3 1 )

В  этом выражении принято, что: 1) средний ветер установив
шийся й равномерный, 2) нет подъема облака из-за плавучести и 
3) облако состоит из невыпадающих частиц.

21* 323



Если аналогичный источник поместить в л  =  у =  0 , Z — h, тогда 
проблема будет заключаться в нахождении выражения для 2;),

(г-/г)2;
„2— П когдакоторое становится бесконечным, как х  '  ехр

л  О, Z  - *  h ,  причем учитывается непроницаемость поверхности г = 0 .  
Это последнее условие означает, что

оо от
J '  j  их(х,  у, z)dydz =  Q
о —оо

для всех Искомое решение получается методом отображе
ний (гл. 4 ) и представляет собой

Qexp

Х{Х, у , 2 ) =
(

TiCyCz их̂  ”

{z+ h y

(г — н у
ехр +

+  ехр
С1х^~"

(8 .35)

Для А =  О это выражение сводится к решению для источника 
на уровне земли (8 .3 1 ).

Легко выводятся следующие свойства решения.
1. Максимальная концентрация на уровне земли

Х ш ах ■
2Q С,

(8 .36)

2. Расстояние точки, в которой достигается 
концентрация на земле, от основания трубы

■ I

• ^ ш а х  (^2 j

максимальная

(8 .3 7 )

Эти выражения указывают на наиболее важные черты распределе
ния, а именно.

1. Концентрация дыма на уровне земли возрастает до максимума 
на расстоянии, приблизительно пропорциональном высоте трубы, 
а затем падает до нуля с увеличением расстояния по направлению 
ветра.

2. Максимальная концентрация на уровне земли прямо пропорцио
нальна мощности источника и обратно пропорциональна скорости 
ветра и квадрату высоты трубы.

Закон обратного квадрата (2 ) для влияния высоты трубы был 
впервые сформулирован Ц. X. Бозанкетом и Я. Л. Пирсоном и имеет 
фундаментальное значение в проблемах атмосферного загрязнения.

Результаты, полученные на основании этой теории, показаны 
в табл. 31 и 32.
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Таблица 31
Концентрации на уровне земли от высотных источников

для Q =  1 г сек. к =  100 см сек. '
(в мг м

при безразличном равновесии

Высота
трубы

Расстояние от источника, м
5 0 100 5 0 0 1000 2000

О
10
2 5

5 0

7 5

100

2 6 , 9

0,02
О
О
О
О

8,0
0 , 8 9

О
О
О
О

0 , 4 8

0 , 4 2

0 , 3 7

0,01
О
О

0 , 1 4

0 , 1 3 7

0 . 1 9 5

0 , 0 8 8

0 , 0 0 9

О

0 , 0 4

0 , 0 4

0 , 0 7

0 . 0 7

0 , 0 4

0 , 0 0 7

Изменение концентрации по направлению ветра аналогично кри
вой, представленной на рис. 16 (гл. IV).

Проблема осаждения загрязнений от трубы, выделяющей дым, 
содержащий частицы ощутимого размера, была рассмотрена Бозан- 
кетом, Кореем и Холтоном [9].

Таблица 32
Расстояние точки максимальной концентрации на уровне земли от 
основания трубы и конц^трация в этой точке 0 = 1  гсек.“ '

и к =  100 см сек.—‘

h м х,„ м м г  м  3

0 0

1 0 1 5 8 1 , 3 4

4 5 4 3 9 0 . 3 7 5

5 0 1 2 2 4 0 . 0 9 4

7 5 2 3 5 0 0 , 0 4 2

1 0 0 4 0 7 0 0 , 0 2 3

Скорость осаждения частиц на земле в точке, расположенной на 
расстоянии X  от основания трубы, можно представить следующим 
выражением:

0 ,0 0 3 2 -
06(20>1)

+2

Л2Г (̂ 4)
ехр (-?)■

где
/ — скорость частиц,
Д — высота трубы,

Q —  скорость эмиссии, 
и — скорость ветра,
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выраженные в общепринятых единицах. Величина Ь означает время, 
в течение которого ветер находится в секторе 45°, ограничивающем 
рассматриваемую точку, с вершиной в источнике; Ь, таким образом, 
соответствует фактору порывистости в формуле Сеттона. Вывод 
формулы в опубликованной работе не приводится.

8 . 5. Свободная конвекция в атмосфере

Большая часть загрязнений в атмосфере создается в форме 
клубов нагретого, загрязненного дымом воздуха, поступающего из 
фабричных труб; изучение динамики таких струй очень важно. Хилл, 
Томас и Аберзольд [10] выяснили, что нагрев источника двуокиси 
серы вызывает уменьшение концентрации газа на поверхности земли. 
Высокие трубы, предназначенные сохранять как можно больше тепла, 
должны рекомендоваться как средство наибольшего рассеяния струи 
дыма. Поведение струи горячего газа в гравитационном поле — очень 
трудная проблема в динамике жидкости, особенно при наличии ветра. 
Если атмосфера неподвижна и в ней существуют только конвектив
ные потоки, то струя поднимается вертикально, при этом проис
ходит проникновение холодного воздуха через ее границы. Верти
кальная скорость непрерывно возрастает от границы к центру струи, 
так что процесс смешения, который вносит холодный воздух^ анало
гичен процессу, имеющему место в турбулентном пограничном слое 
вблизи твердой поверхности. При наличии ветра струя наклонена 
к вертикали, в этом случае процесс проникновения обусловлен как 
динамической, так и термической неустойчивостью.

Проблема клуба дыма в неподвижной атмосфере была решена 
Шмидтом [11] ,  использовавшим гипотезу пути смешения Прандтля. 
Шмидт рассматривает двухразмерную задачу о струе над длинным 
линейным источником и трехразмерную задачу для струи от точеч
ного источника тепла.

Л и н е й н ы й  и с т о ч н и к  т е п л а .  Выберем ось z  вертикально 
(направление движения) и ось у перпендикулярно оси z  и нагретой 
линии. Направленное вверх ускорение частицы есть g/xQ, где а —  
коэффициент расширения и б —  разность между температурой струи и 
окружающего воздуха (гл. 4). Уравнения движения, теплопровод
ности и непрерывности примут вид:

dw , dw I дт , г,

I  58 I Й0\ 6q
dz ' d y j ду

dw , dv 
dz~^ d y ^  '

где p —  плотность газа, w ц v  —  составляющие скорости вдоль z h j ;  
соответственно, х — касательное напряжение и ^ —  поток тепла на 
единицу площади.
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Проблема состоит в решении этих уравнений при соответствую
щих граничных условиях, но можно получить основные свойства 
явления простым применением анализа размерности и законов дина
мики. Шмидт допускает динамическое и геометрическое подобие для 
процессов смешения в поперечных сечениях струи, перпендикулярных 
направлению движения, и следует Прандтлю, принимая путь смеше
ния I пропорциональным ширине струи Ь на всех уровнях. Можно 
полагать, что Ь пропорционально z, и отсюда l =  cz, где с  — коэф
фициент пропорциональности.

Если мощность источника Q постоянна, то тепло, передаваемое 
через поперечное сечение, есть

Q =  wbpCpb =  const, (8 .3 8 )

откуда

W =  const (pQz)~\ (8 .3 9 )

Изменение количества движения J  вдоль пути dz равно подъем
ной силе, так что

ipbw' )̂ dz  =  bgp%Mz. (8 .40 )

Принимая 0 =  Dz~"', где т неизвестно и D  —  постоянная про-, 
порциональности, получим, что

У =  coпst(pD ^г^"-‘)“ ’ . (8 .41 )

Если разность между температурами струи и окружающего во з
духа достаточно мала, чтобы можно было считать аб малым по 
сравнению с единицей, то плотность р может приниматься равной 
плотности окружающего воздуха. Подъемная сила тогда пропорцио
нальна и, следовательно, из уравнений (8.40) и (8.41)

2т ~  2 =  I ~  т 
или '

о т = 1 .

Следовательно, избыток температуры в струе 6 уменьшается как

—, где г —-высота над источником, а из уравнения (8 .39) вытекает,

что скорость W не зависит от z.
Т о ч е ч н ы й  и с т о ч н и к .  Рассмотрение точечного источника 

проводится аналогичным образом. Шмидт пишет, что Q =  Dz~'", как 
и раньше, и полагает w  =  const ^ . Из условия, что тепло, 
перенесенное через любое сечение струи, постоянно следует, 
что '

Q =г pTzb-wCpQ,
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где радиус струи. Следовательно,

2-\-р =  т. (8 .4 2 )

Скорость изменения количества движения есть

а подъемная сила равна

так что

_  ~2р+1 
rfi >

2 — m  =  2^  +  l .  ( 8 .4 3 )

Из уравнений (8 .4 2 )  и (8 .4 3 )  следует, что

7?г =  1г , /7 =  — 4 ’ (8 .4 4 )о

таким образом, температурный избыток в струе уменьшается, как
_  5 _  1

3 3
Z , и скорость —  как z

Определение точных выражений для скорости и температуры 
сводится к решению дифференциальных уравнений. Это может быть 
сделано только в форме бесконечных рядов, с которыми вычисления 
затруднительны. Для подробного ознакомления с вопросом читатель 
может обратиться к первоначальной работе Шмидта.

Д р у г о й  с п о с о б  р а с с м о т р  е н ия.  Последующие исследова
ния трехразмерной проблемы, проведенные Сеттоном [12], приводят 
к тем же самым результатам, но они не связаны с трудностями 
вычислений, встречающимися в работе Шмидта. Рассмотрим непо
движную атмосферу при постоянной потенциальной температуре, 
которую можно принять равной нулю без уменьшения общности. 
Как и в теории Шмидта, избыток температуры в струе предпола
гается малым по сравнению с абсолютной температурой воздуха 
и анализ применяется только к стрз^ям, в которых газы заметно 
смешаны с воздухом.

Сеттон, следуя Шмидту, принимает путь смешения I пропорциональ
ным радиусу г  струи на любом уровне, но., отходит от теории 
Прандтля, предполагая, что флюктуации скорости в струе 

, г dw“ГУ =  / , т. е. пропорциональны градиенту скорости по направ

лению течения. Скорость, с которой воздух увлекается благодаря 
процессу турбулентного смешения на границе струи, зависит от 
подвергающейся воздействию площади А, скорости флюктуации w' я 
пути смешения I.

В рассмотренных выше гипотезах
, . ,  dw . dw

скорость увлечения - const рА1 -т- —  рА сг-г- ,

где с — постоянная пропорциональности.

328



Рассмотрим (рис; 32) элемент струи, лежащий между плоскос
тями Z и z-\-bz. Поток через нижнюю поверхность есть 
вытекание через верхнюю поверхность —  р (гу -1-8и;) ( 5  +  8 5 ) , где 
5 — площадь поперечного сечения при этом предполагается,
что изменениями р можно пренебречь. Разность с точностью до бес
конечно малых величин первого порядка есть р (S o W - j-®о5'), она

Рис. 31. Облако от точечного источника, 
расположенного на поверхности земли.

tit/
Рис. 32. Поток в струе-

должна равняться массе увлеченного воздуха, который, на основании
.  dw .

исходных гипотез, есть р А с г -^ , где А —  площадь поверхности эле

ментарного цилиндра.
Отсюда

- j-  2 itm > 8 r=  bz

или в пределе при ►О

dr (8 ,45)

Вторым исходным допущением является то. что радиус струи 
связан с высотой над источником уравнением типа, аналогичного урав
нению, встречающемуся в теории диффузии дыма при наличии ветра, 
а именно

7 -= (1 п 1 0 )"  Cz
1

1,5 С г
1

где С  —  обобщенный коэффициент диффузии; множитель 1п10, 
встречающийся в выражении, связан с тем, что при распределении 
плотности в соответствии с норм)альным законом ощибок граница 
струи определяется, как геометрическое место точек, в которых 
концентрация падает до одной десятой от концентрации в центре. 
Индекс т не фиксируется.
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Подставляя это значение г  в (8 .45) и решая полученное уравне
ние первого порядка, имеем

w =  wiz''  ̂ , (8 .4 6 )

где —  постоянная интегрирования, значение которой будет най
дено поздаее.

Если О — избыток температуры, средний по какому-нибудь по
перечному сечению, то условие постоянства мощности источника 
дает

Г -  9  Q

Вертикальная скорость определяется по принципу, сформулиро
ванному Тейлором, согласно которому интенсивность конвективных 
потоков определяется балансом между скоростью диссипации энергии, 
благодаря дроблению нагретых масс в меньшие вихри, и скоростью 
уменьшения потенциальной энергии. Отсюда (гл. 4 , стр. 150)

— const ,
 ̂а

где —  абсолютная температура невозмущенного воздуха.
Принимая „постоянную” за единицу, получим

_____
2,STiĈ ẑ Cp̂ wT̂  

или
____

1— ОТ
l,5nCCp?TaẐ  

Следовательно, из уравнения (8 .46) имеем
Зт 1

2 с - I  2 

или

с = ^ ,  (8 .4 7 )

Теперь проблема полностью решается в замкнутой форме, если С
и т считать известными. Решение есть;

--------- -------Щ ,  (8 '4 « )
2fiizCp̂ Ĉ WiZ ®

1~ — т
W =  Ŵ z ' , (8 .49)
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в  решении Шмидта г  пропорционально z  и, таким образом, т = 2 ^  
Наблюдения над облаками дыма показывают, что т — 1,75 (стр. 306).. 
Таким образом, имеем следующие два решения;

Шмидт Сеттон
_  5_

О =  const Z  ̂ Ь =  ^

1
2.Zi:CpfĈ WiZ1,46

да =  const Z  ̂ W =  Ŵ Z~°'̂ ^
1

(Постоянные выражены бесконечными ^  ( 728,5 Q \ з
рядами)  ̂ \ ^pP^aW

Сеттон сравнивает свое решение с экспериментальными данными,.
полученными Шмидтом из лабораторных экспериментов со струей,
образованной нагретыми кольцами, и показывает, что в целом оно»
несколько лучше согласуется, чем решение Шмидта. Особенный-
интерес представляет то, что значение обобщенного коэффициента!
диффузии С, выведенное из экспериментов Шмидта, равно прибли- 

1_
8

зительно 0 ,2 6  см , что совпадает с величиной, найденной для диф
фузии дыма вблизи земли при безразличном равновесии (см. стр. 322).. 
Это ведет к поразительному заключению, что один и тот же коэф
фициент диффузии относится как к смешению маленького столба! 
нагретого воздуха с холодным воздухом лаборатории, так и к дыму, .̂ 
проходящему расстояния порядка сотен метров или более.

Сеттон применил теорию к случаю типичной промышленной; 
трубы, беря Q =  3,5-10®  кал. се к .~ ‘, и нашел, что на расстоянии 10 м> 
от выходного отверстия трубы вертикальная скорость около 6 м сек .~ ’ ,. 
т. е. сравнима со средней скоростью ветра. По-видимому, это под
тверждается наблюдениями.

Н а г р е т а я  с т р у я  п р и  н а л и ч и и  в е т р а .  Точное решение 
задачи о струе нагретого воздуха, возникающей из-за термической* 
и динамической неустойчивости при боковом ветре, оказываетсяа 
невозможным при современном состоянии теории турбулентности.. 
Сеттон применил приведенную выше теорию, чтобы достигнуть от
носительно грубого приближения к решению, допуская, что формш 
оси нагретой струи напоминает траекторию частицы, имеющей) 
постоянную горизонтальную скорость ветра и вертикальную скорость,, 
которая убывает вдоль траектории соответственно установленным 
выше законам. Если принять решение Шмидта, то формулы можно* 
дать в замкнутом виде.

_  ^
Если S —  расстояние вдоль траектории, w  =  w^s ® — вертикаль

ная скорость и и =  const — боковой ветер, легко показать..



что

3
2 U

(8 .5 1 )

(8 .52)

где 'h —  наклон траектории к горизонтали, когда частица достигла 
’ВЫ СО ТЫ  Z  над источником. Для типичной промышленной трубы Сет- 
тон нашел, что струя фактически горизонтальна (ф < С 10°), когда 
Z — 100 м, 5 =  400 м, если и =  5 м с е к .~ ', но для и = 1 0 м  сек-“ ‘ 
струя горизонтальна, когда z =  12,5 м. Достигаемая высота пропор
циональна иГ^, что показывает существенное влияние бокового ветра 
«а  отклонение струи от вертикали. Это влияние можно также наблю
дать по колебаниям пламени свечи в легком потоке воздуха.

Формулы для вычисления пути, пройденного дымовым следом 
в боковом ветре, также были даны Босанквитом, Кореем и Холто
ном [9], которые рассматривают распространение нагретого газа, 
поступающего с вынужденной скоростью v  и температурной раз- 
«остью  Д между газом и окружающим воздухом Т .̂ Данные ими 
'Выражения следующие: подъем, вызванный только вынужденной 
•скоростью,

■ 0 ,8 ? 5 ^ ) ,  когда JC > 2 Z „

4,77 У (Qy)

1 + 0 .4 3 ^

шри этом X —  расстояние по горизонтали от трубы по направлению 
«ветра. Подъем, вызванный избытком температуры поступающего газа, 
т путь струи даются уравнениями:

QA
z =  6 , 3 7 ^ T - Z ,

а

-где ^  и Z — величины, которые находятся по гра

фикам. Вывод этих выражений не дается в опубликованной работе. 
■Остановлено, что формула для скорости подъема согласуется 
с экспериментальными результатами в аэродинамической трубе и что 

-сравнение формул с наблюдениями, проведенными над действитель- 
шыми струями из труб, удовлетворительны.
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В л и я н и е  п о д в о д а  т е п л а  к и с т о ч н и к у  з а г р я з н е н и я .  
Предположим, что из трубы высотой h  поступает вещество со ско
ростью г сек.” ,̂ имеющее температуру воздуха.

Из уравнения (8 .36) следует, что максимальная концентрация на

уровне пропорциональна где а  —  скорость ветра. Если

добавляется источник тепла Q// кал. сек .~ \  то в результате ось 
облака поднимается так, что источник фактически будет на высоте

й -f- дА. Из уравнения (8 .52) SA пропорциональна которая в свою

•очередь пропорциональна [уравнение (8 .5 0 )].
В этом случае

у  ^  ________QyH ^  ______  QyM________________
и  ( / г  +  a Q f j U - ^ f  2 a Q ^ ^ й - ^  и ~ ^  - f  ’

где а  равно постоянной. Пренебрегая членом a^Q^h~^и~  ̂ (что всегда 
допустимо, за исключением очень слабых ветров), получим, что

Новый Хшах ^  л  I ^  1

Старый Хтах \ йцЗ )  hu^ '

Это показывает, что в результате добавления источника тепла 
мощностью Qh максимальная концентрация на поверхности земли

Qh Qhуменьшается на величину, пропорциональную ^  или если и рас

сматривается как постоянная. Несмотря на медленное возрастание 
конвективной скорости при подводе тепла, уменьшение концентрации 
на уровне земли пропорционально силе теплового источника. Это 
действие особенно эффективно для низких труб. Следовательно, 
добавление тепла к источнику загрязнения является эффективным 
путем уменьшения нежелательной концентрации на уровне земли. 
Преимущество, достигнутое таким образом, ослабляется при сильных 
ветрах, но при этих условиях облако обычно и так достаточно раз
бавляется.

8. 6. Теоретическое изучение испарения

В атмосфере испарение воды происходит с поверхности морей, 
озер, рек, с твердых тел, таких как почва, растительности, со снеж
ных поверхностей и ледников, с капель воды, снежинок и кристал
лов льда. Результаты, приведенные ниже, ограничиваются наиболее 
простыми процессами в нижних слоях атмосферы. Будет рассмотрено 
испарение со свободной поверхности жидкости и с насыщенной водой 
твердой поверхности.

Проблема высыхания почвы чрезвычайно сложна, она включает 
не только механизм диффузии пара, но также движение жидкости 
из внутренних слоев почвы к поверхности, до сих пор теория этого 
процесса мало развита.
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Суммарное испарение воды из резервуара или озера можно 
найти, измеряя в течение наблюдаемого периода приток и сток, 
осадки и уровень воды. Расчеты этого типа часто достаточно точны 
для инженерных нужд, но такие результаты мало освещают всю 
сложность проблемы. Испарение из небольших изолированных бас
сейнов, определенное таким образом, входит в программу некото
рых метеорологических наблюдений, но получаемые результаты 
представляют сомнительную ценность (см. стр. 346). Методы этого 
типа содержат или слишком мало, или совсем не содержат теории.

Теоретическое изучение испарения развивается двумя совершенна 
отдельными путями. Первый путь концентрирует внимание на меха
низме перемещения пара диффузией и в первую очередь применим для 
определения местных скоростей испарения. Второй не требует каких- 
либо знаний о механизме процесса испарения, но основывается на 
количестве энергии, использованной для превращения воды из жидкой 
фазы в фазу пара за определенный интервал времени. Этот метод 
находит свое естественное применение при определении испарения 
с больших площадей. Эти два способа будут соответственно отне
сены к методу диффузии и к методу энергобалансовому.

И с п а р е н и е  к а к  п р о ц е с с  д и ф ф у з и и .  О г р а н и ч е н н ы е  
п л о щ а д и .  При отсутствии ветра водяной пар поступает в атмос
феру благодаря молекулярной диффузии; этот процесс до некоторой 
степени аналогичен охлаждению тела. Если V — масса водяного пара 
на единицу массы воздуха, то уравнение установившейся диффузии 
есть

Д = \ / = 0 .

Это уравнение Лапласа, и проблема испарения легко сводится 
к хорошо известной проблеме электростатики, проблеме распределе
ния потенциала вблизи заряженной плоскости. Скорость испарения 
при этом дается по аналогии с известной формулой в электроста
тике

E  =  — J ^  f  { 8 . 5 3 }

где dS  —  элемент площади, /% — коэффициент молекулярной диффу
зии воды в воздух, С —  электростатическая емкость поверхности 
и I / o разность между значением V  на бесконечности и на z  =  О 

(Джеффрис [1 3 ]). Поскольку С пропорционально площади заряжен
ной поверхности, то следует, что испарение в спокойную атмосферу 
также пропорционально поверхности, если форма в обоих случаях 
одна и та же.

Испарение при постоянном ветре представляет много больше 
трудностей. Математически эта задача обратна задачам, разобранным 
а предыдущих разделах, в которых задан источник, а ищется 
концентрация. В проблеме испарения источник должен определяться, 
а сведения, касающиеся концентрации пара, даются в форме гранич
ных условий.
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процесс диффузии описывается, как и в упомянутых задачах, 
общим уравнением диффузии

„ dy —dyДля установившегося двухразмерного случая  ̂ член,

содержащий у, отсутствует. Пренебрегая, как обычно, диффузией 
по направлению ветра, получим

(8 .8)

Это уравнение рассматривалось выше для безграничного, располо
женного перпендикулярно ветру линейного источника, оно должно

теперь применяться к испарению с площади, которая безгранична 
перпендикулярно ветру и ограничена по направлению ветра. Такая 
площадь определяется, как г  =  0. Предполагается, что
для X  >  лГо или х<С.О земля с\хая (рис. 3 8 ). Сформулируем гранич
ные условия. Очевидно, что х =  О хкЦО и для всех г, ^ О 
при Z — оо для но этих условий недостаточно, поскольку
в них не задано у при 2 — О для 0 < л :< ; Х о .  Здесь возможны три 
типа условий.

1. Значение х  задается на испаряющей поверхности, т. е.

limx'(x, Z) =  =  0<х-<Хо.
г—о

2 . Задается скорость испарения, т. е. 

Иш ('/Сг^) = = / ( х ,  и ),
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где / — некоторая функция положения и скорости ветра.
3. Комбинация из (1) и (2 )  подобна условию о внешней тепло

отдаче в теории тепла (гл. 4), а именно, что значение х  на испаряю
щей поверхности и местная скорость испарения связаны линейной' 
зависимостью.

Сеттон выбрал условие (1 ): концентрация на поверхности отож
дествляется с насыщающей концентрацией которая зависит только- 
от температуры поверхности и природы испаряющейся жидкости. 
Правильность этого допущения частично подтверждается лаборатор
ными измерениями влажности в непосредственной близости от испа
ряющей поверхности и частично правильностью формул для опре
деления скорости испарения с небольших насыщенных поверхностей- 
в аэродинамических трубах. В такой формулировке проблема испа
рения сводится к определению плоскостного источника, который 
поддерживает постоянную концентрацию водяного пара на плоскости
0 =  0, несмотря на непрерывное удаление водяного пара турбулент
ным потоком воздуха.

Условие (2) было применено Джиблетом, который использова.'! 
эмпирическое соотношение, указанное Байглоу, чтобы выразить ло
кальную скорость испарения через упругость водяного пара и ск о 
рость ветра; изменением испарения с расстоянием от наветренного 
края источника он пренебрегал. Такая трактовка не может быть 
доказана математически или опираться на наблюдения. Третий тип 
граничных условий, по-видимому, никем не применялся.

Детальный анализ двухразмерЕЮй диффузии и соответствующих 
граничных условий был дан Сеттоном, чье исследование является 
обобщением работы Гурса по теории теплопроводности. Необходимо 
также упомянуть работы Жеври, Егера, Кёлера [18] в этой же 
области.

Р е ш е н и е  д в у х р а з м е р н о й  з а д а ч и .  Проблема испарения! 
с насыщенной или свободной поверхности жидкости, имеющей без
граничную протяженность поперек ветра и ограниченную длину по> 
направлению ветра, была разрешена Сеттоном для ветрового про
филя (8 .20 ) и коэффициента вихревой диффузии (8 .21). Граничные 
условия, принятые для вещества, которое не содержится в воздухе, 
поступающем на испаряющий участок, следующие:

(1 ) lim X(.^, 2) =  Xs для 0 < ^ :< J C o ,
>0

(2 ) lim х(-^ , г )  =  О для 2 > 0 ,
JT—>0

(3)  lim Z) =  0 для 0 < х < Л о .
Z— C O

Для вещества, которое содержится в поступающем воздухе,
условия (2 )  и (3 )  должны быть заменены через

(2 ')  lim X (х, Z) =  Хо Для 2 >  О
ДГ—>0

( 3 ' )  l im  X (-^7 О <  X  <
z^co
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где Хо —  концентрация (постоянная) в воздухе прежде, чем он дости
гает испаряющую полосу. В  последующих формулах это просто 
означает замену х  через X “  Хо ** Xs через Xs —  Необходимо 
заметить, что решение дает концентрацию пара только иад влажной 
поверхностью. Полная скорость испарения

£  (и, Х д )  =  J  их ( Х о ,  Z )  dz, (8 5 4 )

поскольку интеграл, очевидно, представляет полную массу пара^ 
которая переносится ветром через плоскость л: =  Хо.

Решение уравнения (8 .8 ) для данного выражением (8.21),, 
удовлетворяющее приведенным выше граничным условиям, есть

Х (х , z ) =

(2+«) 
“ П ^(2—л)

» -П .
где

а-

_п__ 
2  +  п

{п̂ ~п)
■ г -п )

( 1 - и) ( 2 - 2 « ) 2 - 2 «

й Р) — неполная гамма-функция, определяемая через
О

Г(е ,  р ) =  f  х'’ -^ ё~^ d x .

(8 .5 5 )

(8.5&>

Полная скорость испарения с полосы, ширина которой перпенди
кулярна ветру и равна единице, есть

_  (2-я) 2
Я ( и ,  Х о )= = А и / '+ " ’ X o ^ '+ "^  (8 .5 7 )

где

л= ш " ш  ^
/

Эти выражения показывают, что скорость испарения с гладкой 
поверхности можно рассчитать, зная «,Mi и постоянную Кармана k. 
Выражение (8.57) можно легко проверить на основании лаборатор

ных данных. Для « —  ^  [для которого уравнение (8 .20) соответ

ствует профилю, описываемому корнем седьмой степени] следует.
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что
£  =  const (8 .5 9 )

Значение 0 ,78  показателя степени для скорости ветра было уста
новлено экспериментально Гимузом, Пауэллом и Гриффитсом, а также 
Тизенгаузеном и Хайном (данные анализированы Сеттоном). Экспери
менты Дерффила дали для показателя степени величину 0 ,71 , но 
Мроуз, использовавший ту же аппаратуру, нашел значение 0 ,75. 
Леттау и Дерффил получили показатель степени для Хд, равный 0,873, 
3X0 очень близко к теоретическому значению. Пауэлл и Гриффитс 
установили, что в их исследованиях этот показатель степени зависит 
о т  размеров испаряющей площади в направлении, перпендикулярном 
-ветру, это означает, что в их экспериментах диффузия не была 
действительно двухмерной.

Наиболее удовлетворительной проверкой решения является про
верка, выполненная Пэсквиллом в очень тщательном и глубоком 
исследовании, которое проводилось с помощью специально скон
струированной аэродинамической трубы; опыты проводились с раз
личными жидкостями. В  этих экспериментах большое внимание было 
уделено тому, чтобы избежать искажающего влияния края сосуда, 
с  которого происходит испарение, и обеспечить полное развитие 
турбулентного пограничного слоя над насыщенной поверхностью. 
Результаты показывают близкое согласование между теорией и опы
том не только относительно характера зависимости от основных 
параметров, но также и по абсолютным значениям величины испа
рения (рис. 3 4 ).

Кривая, отмеченная через 'k — D, изображает результат видо
измененной теории, предложенной Пэсквиллом. Выражение (8 .21 ) для 
коэффициента вихревой диффузии на основании (8 .2 0 ) может быть 
написано как

(8 .60 )

Пэсквилл предположил, что кинематическую вязкость v в этом 
яыражении, которая фигурирует при рассмотрении переноса коли
чества движения, следует заменить общим коэффициентом X и что1 = Z) — молекулярный коэффициент диффузии при расчете переноса 
вещества, а X — k  —  коэффициент температуропроводности, если 
речь идет о переносе тепла. Данные по бромо-бензину не показы
вают значительного улучшения, когда D  заменяется v, но для других 
жидкостей это видоизменение первоначальных формул имеет опреде
ленное основание. Дополнительным доказательством служит исполь
зование Пэсквиллом уравнений (8.57) и (8 .58) для определения 
теплоотдачи при вынужденной конвекции с плоской поверхности, 
имеющей постоянную температуру. Если концентрация i  заменяется 
СррТ и V через к, то дифференциальное уравнение и граничные 
условия для диффузии пара переходят в дифференциальное уравне
ние и граничные условия для переноса тепла. Скорость теплоотдачи
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тогда может быть вычислена, если известен профиль скорости, 
и Пэсквилл нашел хорошее согласование между теоретическим 
результатом и измерениями (Элиаса) вынужденной конвекции с метал
лической плошадки при сильном ветре (около 35 м се к .~ ‘). Большая 
скорость существенно уменьшает действия свободной конвекции, 
и достойно внимания то, что в этих условиях Элиас нашел почти 
полное подобие между профилями скорости и температуры над пло
щадкой.
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Рис. 34. Экспериментальные и теоретические величины испарения бром-

бензина.

Эти результаты показывают, что решение (8 .55 ) достаточно точ
ное для определения испарения с гладкой поверхности при лабора
торной работе, если горизонтальной диффузией можно пренебречь. 
Эксперименты на открытом воздухе с небольшими насыщенными 
листками промокательной бумаги (разложенными на стекле), которые 
устанавливались в середине стадиона с низйо подстриженной травой, 
дали достаточное согласование при небольших температурных гра
диентах (Сеттон [1 ]).

Результаты этой теории могут быть важны для метеорологии, их 
следует тщательно изучить. Во-первйх, необходимо заметить, что ско
рость испарения пропорциональна концентрации насыщения или для 
таких веществ, как вода, которая уже находится в поступающем
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воздухе, —  разности между насыщенной концентрацией при темпера
туре поверхности и ^концентрацией пара в воздухе.

Bo-BTOpbiXj скорость испарения прямо пропорциональна продоль
ному размеру не в первой степени, а в некоторой степени, меньшей 
единицьь Это значит, что местная скорость испарения уменьшается 
с расстоянием от наветренного края, так что выражение „испарение 
на единицу площади” не однозначно, пока не указан весь размер 
площадки. Уменьшение скорости испарения с расстоянием по направ
лению ветра обусловливается тем, что воздух насыщается паром по 
мере своего движения от наветренного края, и если влажная поверх
ность простирается безгранично по направлению ветра, то будет 
в конце концов достигнуто такое состояние, когда воздух над по
верхностью станет насыщенным и испарение прекратится. Математи
чески это следует из того, что для 0 < < 2 -< о о , x (x ,z )-*X s’ 
когда л:—*■ со . Изменение Е  в зависимости от скорости ветра показы
вает, что простое соотношение, принятое во многих эмпирических 
исследованиях, о том, что скорость испарения прямо пропорциональна 
скорости ветра, строго говоря, не оправдывается.

Ш е р о х о в а т а я  п о в е р х н о с т ь .  Приведенные выше решения 
относятся к аэродинамически гладкому потоку. Для потока над 
шероховатой поверхностью Кэлдер использовал те же самые методы, 
что и в задаче о бесконечном точечном источнике, заменив лога
рифмический профиль приближенным степенным законом (см. стр. 310). 
Выражения, полученные таким путем, фактически аналогичны выраже
ниям, приведенным выше, но были получены методом источников, 
приводящим к интегральному уравнению типа Абеля. Для ознаком
ления с этими формулами, которые довольно сложны, читателю 
надлежит обратиться к оригинальной работе.

Кэлдер сравнил теорию с результатами измерений концентраций 
пара над площадями, политыми анилином. Результаты дали доста
точно хорошее согласование теории с наблюдением для высот 
около 2 м при безразличном равновесии.

К о н ц е н т р а ц и я  в н е  и е л а  р я ю щ е г о  у ч а с т к а .  Для х~^хд  
земля предполагается сухой, так что в этой области взамен 
условий (1 ) прирайниваётсй нулю локальная скорость испарения. 
Выражение для X ( х ,  г )  в этой ббласти было получено У. Д. Л. Сет
тоном, а Позднее Кэлдером (исиользовавшим метод источников) 
в форме

Х {х, 2) -=  X ,sin  J  -  6) ^  Х

(2 + в)
1(2 ~П)

т .  (8.61)



До сих пор этот интеграл не был затабулирован. Вышеприведен
ные решения применимы к площадям, которые простираются пер
пендикулярно ветру безгранично, или к условиям, в которых гори
зонтальной диффузией можно пренебречь. Трехразмерная проблема 
испарения с площади, ограниченной как поперек ветра, так и вдоль 
ветра, все еще нуждается в удовлетворительном решении. Д. Р. Дей
вис [27] рассмотрел уравнение (8 .15 ) для p  — m vi нашел решение 
для полубесконечной области, ограниченной параболической кривой, 
яо допущение, что К  у возрастает с высотой так же, как и скорость 
ветра, не имеет теоретического обоснования и, как известно, ведет 
к неправильному результату для непрерывного точечного источника 
(см. стр. 313) С. Д ж. Тренте [28] недавно рассмотрел эту проблему, 
использовав методы, примененные при решении уравнения теплопро
водности для твердого тела; полученное им решение представлено 
в виде бесконечного ряда интегралов, содержащих функции Матье. 
Приводим решение задачи об испарении методом Тренте для постоян
ных К  у VI Кг-

, Рассмотрим полосу шириной 2 /г, которая представляет собой 
либо поверхность, насыщенную водой, либо свободную поверхность 
воды, расположенную на плоскости z =  О, более длинная сторона 
ее параллельна направлению среднего ветра. Уравнение диффузии 
а этом случае имеет следующий вид;

“  йх ~  Йу2 

Граничные условия задачи:

И т Х (л :, у , г )  =  0 2 > 0 ,
д : - * 0

Urn X (х, у ,  Z ) =  X  >  О, — h < <  h, 

lim / С г ^  =  0 x > 0 ,  — Л > у > А
г - »  о

И X О на больших расстояниях от полосы. Введем замену пере
менных:

L  1
x  — ut, у = 7 < 'у  ch^cosYj, z==/('^ shSsin nj,

тогда
(Ж  , <J2X * 2 .  . -J. -  .дг

Это уравнение аналогично уравнению, рассмотренному в теории 
теплопроводности, и то же решение (с  некоторыми несущественными 
изменениями) применяется к проблеме испарения. Следовательно, 
для постоянных коэффициентов диффузии известно точно решение!, 
но оно содержит незатабулированные функции Матье, поэтому 
в настоящее время не может найти практического применения.
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Н е о г р а н и ч е н н ы е  п о в е р х н о с т и .  Имея в виду метеороло
гические приложения, необходимо заметить, что данные выше реше
ния применимы только к сравнительно небольшим поверхностям, 
таким как озера и водоемы. Испарение с центральных областей 
океанов или других насыщенных поверхностей представляет собой 
совершенно другую проблему. В этих случаях скорость испарения 
на единицу площади имеет вполне определенный однозначный смысл, 
поскольку нет зависимости от горизонтальных координат.

В  этих условиях концентрация пара зависит только от высоты и 
времени, и уравнение диффузии имеет следующую форму:

dt ~  dz \^^dz

При решении этого уравнения необходимо знать временные из
менения Кг на всех высотах; в настоящее время этот вопрос недо
статочно изучен. Большая часть исследований касается установивше-

гося состояния { откудз  слелует, что

Kz 55- =  const.

Поскольку  ̂— местная скорость испарения, т о  о т с ю д й

вытекает, что поток водяного пара не зависит от высоты, и если 
Kt тождественно вихревой диффузии, то профиль водяного пара по
добен профилю ветра, видоизмененному соответствено новым гра
ничным условиям. Из

■ щ
Ш ”

следует, что
-  X =  const FoZ'", (8 .6 2 )

где F q —  ̂—  поток водяного пара на поверхности. Такое

выражение достаточно хорошо согласуется с наблюдениями влажно
сти при неустойчивом состоянии и несколько лучше в условиях 
инверсии (Шеппард). Если К  ̂ предполагается прямо пропорциональ
ным высоте, то разность Хд— X пропорциональна логарифму высоты^ 
что согласуется с наблюдениями при небольших температурных гра
диентах, но существенно расходится с наблюдениями при других 
состояниях (Свердруп, Фаерзах).

Хорошо известная и наиболее широко применяемая формула испа
рения, выведенная из этих соображений, —  это формула Торнтвейта 
й Хольцмана, опубликованная в 1939 г. и впоследствии обобщенная 
Хольцманом в 1943 г. В условиях адиабатического градиента, когда 
профиль ветра логарифмический, выражение для скорости испарения
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запишется как

с- p J f e 2 ( ^ l - 9 2 ) ( « 2 - “ l) /о со .
( , .  ь ;  ’

где ^1, ^2 и “ i> «2 ~  удельные влажности и средние скорости ветра 
на высотах и Zj соответственно, к  —  постоянная Кармана. Эту 
формулу нетрудно получить из обычного логарифмического профиля 
для шероховатой поверхности [уравнение (7 .2)] при предположении, 
что Кг тождественно вихревой вязкости, и., таким образом,

__ щкЧг

In .\̂ e

Как указано Пэсквиллом, выражение (8 .63 ) может быть написано 
с достаточной точностью в более удобной форме

£■ =  5 й2 (^1 —  б ,) , (8 .6 4 )
где

о __ш м  V «2

\  г, J

(УМ — молекулярный вес воды, R  —  газовая постоянная, Т — абсо
лютная температура воздуха, и — давление пара) постоянна для 
ф.1КСированной шероховатости, поскольку в условиях адиабатического

градиента зависит только от шероховатости поверхности, кото

рая предполагается постоянной. Таким путем получается очень про
стое выражение, в котором скорость испарения с единицы площади 
может быть получена из измерений скорости ветра на какой либо 
одной небольшой высоте и давления пара на двух высотах.

Пэсквилл испытал эту формулу в ряде работ и рассмотрел видо
измененную форму для очень шероховатых поверхностей, а именно

Е  =   ̂ (8 .65 )
, Zo — d .п I ----- -

L \Zi — d ,■)J
где — смещение начальной плоскости (гл. 7 ). Теоретическая фор
мула, которая содержит только метеорологические параметры, сравни
валась со скоростью испарения, найденной по взвешиванию образцов 
через равные интервалы. Такая процедура, требующая тщательной 
проверки и мер предосторожности, необходимых для получения до
стоверных результатов, выполнена Пэсквиллом. Конечный результат, 
основанный на 41 сравнении скорости испарения Е ,̂ вычисленной 
по уравнению (8 .65) и скорости, найденной по потере веса образ
цами почвы в условиях действительно адиабатического градиента 
при скорости ветра, колеблющейся от 300 до 900 см сек.~^, дал
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Е
среднее значение ^  —  0 ,99 . Отдельные отклонения были в преде

лах 10 ,  2 0  и 30®/о в 24, 66 и 90®/о случаев. Это означает, что в со 
стоянии безразличного равновесия расчет средних скоростей испаре
ния за периоды порядка часа, из градиентных измерений, имел бы 
ошибку не более чем на 20®/о> в 70®/о случаев это является удовле
творительным результатом.

Хольцман, используя эмпирическое соотношение для пути смеше
ния при неадиабатических условиях, рассмотренных в гл. 7, вывел 
выражение для испарения в любых условиях, аналогичное формуле 
для состояния безразличного равновесия, а именно

р  __ (?1 -  92)(«2 -  “ !) /о

г, г, (1 -  szi)

где S —  экспериментально определенный параметр устойчивости.
В  условиях адиабатического вертикального градиента s  =  О, 

и уравнение (8 .66) приводится к уравнению (8 .63).
Р . Б . Монтгомери исследовал испарение с океана. В  его работе 

профиль влажности описывается через коэффициент испарения, 
определенный как

{ер -е ,)Т {\ Г г) ’ (8 .67)

где е  ̂—  давление пара на уровне z. Для гладкой поверхности Монт
гомери принимает во внимание наличие ламинарного подслоя и пишет:

Кг — D  -{■ kuz  для гладкой поверхности, (8 .68)

Kz— D k u { z - \ - Z d )  для шероховатой поверхности, (8 .6 9 )

где D  —  молекулярный коэффициент диффузии водяного пара в воз
дух. В ламинарном подслое все свойства меняются линейно с вы со
той, и, таким образом,

(8 .70)

где 8 —  толщина ламинарного подслоя и р — атмосферное давление. 
Для 8 Монтгомери использует уравнение

3 =  ^ .  (8 .71)

В  турбулентном слое

Spin
(8 .72)

D

Ш



что следует на основании уравнения (8 .6 8 ). Исключая о из урав
нений (8 .70) и (8 .72 ) и используя уравнение (8.67), Монтгомери 
получает

(8 .7 3 )
ор ^

Коэффициент испарения может также выражаться через коэффи
циент поверхностного трения.

Для того чтобы учесть действие волн, Монтгомери рассматривает 
три слоя: 1) ламинарный слой с линейным профилем скорости;
2) промежуточный слой с логарифмическим профилем для гладкой 
поверхности; 3) турбулентный слой с логарифмическим профилем 
для шероховатой поверхности. Толщина промежуточного слоя равна 
высоте волны. При выводе принимается непрерывность скорости 
между слоями, но не касательного напряжения. Конечный результат 
имеет вид, аналогичный (8 .73).

Из анализа Монтгомери следует, что коэффициент испарения для 
шероховатой поверхности равен половине коэффициента для гладкой 
поверхности, но поскольку динамическая скорость возрастает при 
переходе от гладкой к шероховатой поверхности, то делается вывод, 
что испарение с гладкого моря, почти такое же, как и испарение 
с шероховатого моря, если не учитывать вклады брызг в испа
рение. Это не согласуется с работой Норриса, который допускает, 
что отношение потока пара в промежуточных и турбулентных слоях 
пропорционально отношению касательного напряжения в этих слоях, 
а поэтому и квадрату отношения динамических скоростей, характер
ных для этих двух слоев. На этой основе Норрис заключает, что 
скорость испарения с полностью шероховатой поверхности в четыре 
раза больше скорости для гладкой поверхности. До некоторой сте
пени аналогичные выражения были даны Свердрупом.

В  целом большинство наблюдений подтверждает правильность 
теорий Норриса и Свердрупа, но противоречит теории Монтгомери. 
Для ветров (на высоте 6 м) меньше чем 800 см сек."^  все три 
теории приводят почти к одинаковому результату и удовлетвори
тельно согласуются с наблюдениями. Для ветров, превышающих 
800 см сек .-^ , формула Монтгомери дает скорости испарения много 
ниже скоростей наблюденных, которые согласуются с теорией Сверд
рупа и Норриса.

Б а л а н с о в ы й  м е т о д .  Метод баланса основан на законе со 
хранения энергии. Для поверхности воды или слоя почвы

=  +  +  (8 .7 4 )

где F j  —  суммарная радиация (прямая и рассеянная); Fj  ̂—  отражен
ная солнечная радиация; — поток (длинноволновой) радиации, 
направленный вверх; — поток тепла вверх, обусловленный тепло
проводностью; Fg  — поток тепла вниз, который повышает теплосо
держание; — потеря тепла на испарение.
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Все величины выражены в г ’ кал. см-® мин.~^. Предполагается, 
что адвекция тепла отсутствует ■ и что поглощение радиации расти
тельностью пренебрежимо мало. Задача состоит в определении . 
Величины F j ,  Fj^, Fg  были рассмотрены в гл. 5, а значение 
Fg для почвы дано в гл. 6. Наибольщая трудность заключается 
в точном определении — скорости передачи тепла молекулярной 
и турбулентной теплопроводностью. Переписывая уравнение ( 8 J 4 )  
в форме

^ Я - Р в  +  Ps (8-75)

И введя так называемое уравнение Боуэна = -g r-(отношение кон-
‘"е

вективного потока тепла к потере тепла благодаря испарению), 
получаем

Ре - ----------- T T R - ------  •

Таким образом, если L  — скрытая теплота парообразования, то 
скорость испарения с единицы площади

F  (Ч77\
------ Г о + ^ 1 ------- •

Теперь задача сводится к определению R, так как все другие 
величины или известны, или легко измеряются.

В  ранней работе Шмидта значения R  находятся в пределах от 2 
до 0,3. Позднее Онгстрем пришел к выводу, что эти величины 
слишком велики, и считает, что R  имеет порядок 0 ,1 . Впослед
ствии Боуэн пытался выразить R  через легко измеряемые величины, 
так чтобы уравнение (8 .7 7 ) можно было применять без больших 
трудностей. Он рассмотрел следующие два крайних случая.

Случай I. В  тонком слое, примыкающем к поверхности, скорость 
ветра постоянна, выше этого слоя движение либо отсутствует, либо 
очень медленное. Весь объем воздуха внутри рассматриваемого слоя 
все время заменяется новым. Однако температура воздуха, непосред
ственно примыкающего к испаряющей поверхности, неизменна. Диф
фузия через верхнюю границу слоя не принимается во внимание.

Случай II. Предполагается наличие неподвижного слоя у самой 
поверхности, выше этого слоя скорость ветра значительна. Тепло и 
водяной пар, диффундирующие через этот слой, немедленно уносятся 
проходящим над ним потоком. Здесь диффузия является доминирую
щим фактором.

Для этих двух экстремальных случаев Боуэн нашел:
случай I

/? =  6,6. 10- V f v ^ - ) ’ (8.78)
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слз'чай II

/ T s -  Уд \-/ ? = 5 , 8 - 1 0 - >  ;  /  , (8 .7 9 )\ ---вя

где Т^, 7 д , , бд — температура (в ®С) и упругость водяного пара
у поверхности и в воздухе соответственно, а р  —  атмосферное дав
ление. Для практического применения Боуэн выбрал значение сред
нее между случаями I и II

=  . (8 .80)
V «5 -  «А

Эти уравнения предполагают молекулярную диффузию и тепло
проводность, а поэтому применимы только для ламинарного движе
ния. Боуэн предположил, что это отношение будет почти таким же 
и при турбулентном движении. Это предположение было проверено 
Куммингсом и Ричардсоном, которые на основании сравнения резуль
татов испарения с небольшой чаши и большого резервуара пришли 
к выводу о его правильности. Куммингс построил номограмму, ко
торая позволяет определить отношение Боуэна быстро и точно.

8. 7. Наблюдения испарения

Выше упоминался принятый порядок наблюдений над скоростью 
испарения по непосредственному измерению уменьшения веса воды 
в небольших открытых чашах или резервуарах (эвапориметрах). 
Кроме чисто технических трудностей, связанных с получением на
дежных данных, неясно, насколько такие наблюдения применимы 
в метеорологии. Трудно привести сколько-нибудь достаточные осно
вания для существования однозначной связи между испарением с ре
зервуара и потерей воды верхними слоями почвы, по-видимому, 
здесь речь может идти только о корреляционной связи.

Опыты Пэсквилла, в которых применялись насыщенные испа
ряющие поверхности, расположенные на почве, показали хорошее 
согласование с решением Сеттона (8 .57 ), при малых температурных 
градиентах это решение, строго говоря, пригодно только для по
тока над гладкой поверхностью при безразличном равновесии.

Последующие эксперименты, проводившиеся по той же методике, 
но при больших температурных градиентах, не дали значительного 
расхождения со скоростью испарения, измеренной при безразличном 
равновесии. Если согласиться с этим результатом, то следует заклю
чить, что испарение не зависит от устойчивости, если только не 
сомневаться в пригодности эвопариметра как метеорологического 
прибора.

Сеттон предположил, что такие результаты указывают на зави
симость диффузии водяного пара с небольшой поверхности, распо
ложенной на почве, главным образом от пограничного слоя, обус
ловленного этой поверхностью, но отнюдь не от пограничного слоя
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атмосферы, поэтому экстраполяция на большие поверхности не обос
нована. С другой стороны, известно, что условия вблизи земной 
поверхности даже при хорошо выраженном температурном градиенте 
в верхних слоях не отклоняются сильно от безразличного равнове
сия. Эксперименты Пэсквилла показывают, что выражение (8.57> 
позволяет вычислить скорость испарения с небольших насыщенных 
поверхностей по измерениям температуры, ветра и влажности с такой 
же точностью, как и по непосредственным измерениям, таким обра
зом, для применения эвапариметров существует мало оснований. 
Вопрос об испарителе, как заслуживающем внимание метеорологи
ческом инструменте, является более чем сомнительным. Пэсквилл 
определял сумму и суточный ход испарения с луга на глинистой 
почве в хорошую весеннюю погоду в Англии, используя только ме
теорологические наблюдения; опубликованные им данные представ
лены на рис. 35 . Эти величины основаны на формуле Торнтвейта—  
Хольцмана, поскольку отклонение от, безразличного равновесия мало- 
влияет на результат, если измерения метеорологических элементов,, 
необходимых для расчетов. Сделаны в непосредственной близости, 
к поверхности (2  > 5 0  см). Действие устойчивости определяется,, 
очевидно, только числом Ричардсона, которое уменьшается по мере 
приближения к поверхности. Пенман рассчитал средние значения 
годового испарения с Британских островов, в основу вычислений 
положены многолетние средние температуры воздуха, продолжитель
ности солнечного сияния, давления пара и скорости ветра. Расчетная' 
формула получена на основании уравнения теплового баланса и эмпи
рического соотношения для учета скорости ветра и давления пара, 
полученного из измерений испарения при помощи испарителей. 
Испарение с поверхности снега было исследовано Кёлером, который 
приводит большую серию значений, полученных взвешиванием. Эта 
работа содержит также интересное обсуждение математической сто
роны проблем.

8. 8. Сравнение коэффициента перемешивания для 
количества движения, тепла и массы

Опыты по испарению дают отличный способ проверки тожде
ственности коэффициентов перемешивания для количества движения, 
тепла и массы. Трудность согласования изменений с высотой вихре
вой вязкости и коэффициента турбулентности уже рассматривалась 
в гл. 6. Предполагалось, что очень быстрое увеличение с высо
той, полученное из наблюдений над суточной температурной волной 
летом, в значительной степени связано со свободной конвекцией. 
Пэсквилл сравнил коэффициенты обмена, используя отношения для 
количества движения
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для массы

K z - - - W .  (8-82)
dz

и образуя из второго соотношения безразличную величину

г2

- £
 ̂йи \ J  ди\ (Н\  ■

\ д г  )   ̂ \ d z f ^ d z )

Если и идентичны, то из (8 .81) и (8 .83) следует, что

^ ■ '^ = й . (8 .84)

- ш) т .
Эта формула может быть проверена на основании наблюдений.
Пэсквилл показал, что для — 0,004  <  Ri 0 ,004 значение к, 

рассчитанное по левой части уравнения (8 .84), очень близко к 0 ,4  
для большого интервала скоростей ветра. Поэтому он считает, что 
в условиях безразличного равновесия или при небольших отклоне
ниях от него вихревой коэффициент диффузии для водяного пара 
идентичен с вихревым коэффициентом диффузии для количества 
движения и что постоянная Кармана для атмосферы имеет то же 
значение, что и по опытам в аэродинамических трубах. Те же за
ключения следуют из наблюдений над рассеиванием искусствен
ного дымового облака (см. стр. 311 ). Пэсквилл показал, что между 

К К^  и ------г _  при неустойчивом состоянии имеется хорошее

4§)
согласование, почти такое же, как и при безразличном равновесии. 
При устойчивом состоянии имеет место значительное расхождение, 
которое Пэсквилл объясняет той же причиной, по которой „профиль" 
Дикона [уравнение (7.6)] расходится с опытными данными при ин
версии, если принять шероховатость, не зависящей от устойчивости.

Из уравнения для потока тепла

Пэсквилл получает значения K fj и находит, что они того же 
порядка, что и /С* при z — 75. см над поверхностью травы. Более 
тщательное сравнение получается, когда безразмерные величины

dz dz

«анесены как функции числа Ричардсона. При этом обнаруживается
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тождественность К „  и при устойчивой стратификации и расхо
ждение при больших вертикальных градиентах, причем Kj  ̂>  Kg • 
Вывод поэтому таков, что К^ =  К 2 при неустойчивой стра

тификации и Kff =  К ^ 'Ж м  при устойчивом состоянии. Эти вы

воды совпадают с результатами, показанными в гл. 6 , на основании 
Анализа распространения суточной температурной волны от поверх
ности земли.

8. 9. Исследование турбулентной диффузии методами 
теории подобия

В 1926 г. Л. Ф. Ричардсон опубликовал весьма оригинальные 
соображения по теории диффузии, которые в известной мере пред
восхитили многие из идей, недавно предложенных Колмогоровым, 
Вейсзеккером, Гейзенбергом и др. (см. гл. 3). В  любом типе диф
фузии расстояние между парой частиц будет иметь тенденцию уве
личиваться с течением времени. Характерной особенностью фикков
ской диффузии является то, что скорость разделения двух таких 
частиц в среднем не зависит от расстояния между ними. В  своей 
работе Ричардсон исследовал весьма общий тип диффузии, который 
близок к диффузии в турбулентном потоке.

Пусть I — проекция расстояния между любой парой меченых 
частиц на некоторое направление О х и пусть ^ —  яЧисло соседей" 
на единицу I определяется черезоо

q { l ) =  f  y S x ) i i x - \ - l ) d x ,

где х (-^ ) —  концентрация частиц в точке х. Если частицы располо
жены симметрично в том смысле, что х { ~ х )  =  х {х ) ,  то можно по
казать, что обращение интеграла однозначно определяет х(-^) через 
д{1). Ричардсон показал, что q  удовлетворяет параболическому диф
ференциальному уравнению в частных производных

где F  {L) имеет смысл некоторого коэффициента диффузии. Свой
ства F  (I) могут быть выяснены на основании наблюдений над па
рами частиц. Пусть будет первоначальным значением I, а /у — его 
значение на Т  сек. позднее; Т  выбирается таким образом, что Ij. —  
измеримо, но мало по сравнению с I. Осредняя многие такие пары, 
можно показать, что

среднему от (/у-— /о)̂  Д'®" всех пар 
/ = '(/ о )= —  2Г ;

Для атмосферы Ричардсон, используя довольно грубые экспери
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ментальные данные, нашел, что
''" ’ ■ L  -

F ( l)  =  0,Ql^ см -сек

для ГО* < ;  / <  10® см. Если бы атмосферная диффузия была фикков
ской, то F ( l)  не зависело бы от /. Отсюда следует, что в атмо
сфере скорость разделения двух частиц возрастает с увеличением 
расстояния между ними. Этот результат указывает на, широкий 
интервал характерных масштабов длины, с которыми связаны флюк
туации скорости. В  более позднем исследовании Ричардсон и Стом- 
мель, наблюдая пары плавающих предметов в Лош Лонге (Шотлан
дия) нашли, что

/=•(/) =  0 ,07

как для больших, так и для малых Iq. Что касается показателя сте
пени, то последнее исследование согласуется с результатом для 
атмосферы. Первоначальная теория Ричардсона не предсказывает 
точной функциональной формы F{1), и достоинством новых анало
гичных теорий является то, что они дают возможность вывести тео
ретически такие соотношения. Ричардсон и Стоммель утверждают, 
что эмпирические законы, приведенные выше, подтверждаются тео
риями Вейсзеккера и Гейзенберга, которые вывели теоретически 
„закон четырех третьих". Дальше эти вопросы рассматривались 
Г. К. Бэтчелором в связи с гипотезой подобия, сформулированной 
Колмогоровым. Бэтчелор делит процессы на (1) диффузию от фикси
рованного источника и (2) диффузию облака, движущегося вместе 
с ветром. В  первом процессе распределение концентрации вокруг 
источника известно теоретически из статистического поведения одной 
частицы, первоначально возникшей в источнике, например отноше
нием между средним квадратным смещением частицы с удалением 
от источника и продолжительностью диффузии t. Из теоремы Тей
лора [ур. (3 .6 0 )] удовлетворяет уравнению 

_  t 
^ = 2 X ( t ) i i { t )  =  2 j ' T { t ' ) u { t ) d t ' ,

о

1где X  тл. и — проекции смещения и компоненты скорости на Ох. 
Величина a{t')u{t)  зависит главным образом от  ̂— t  —  t' , обозна

чив 5  (О == и {t'y и {t), получим

^ - 2 / 5 ( £ ) Д .
О

Для правильного применения теории Колмогорова необходимо 
установить пределы размеров вихрей, которые, вероятно, оказывают 
влияние на эти процессы (см. гл. 3). Для  ̂=  0, 5 ( ? )  =  к^ ; S ( ? )
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является полной вихревой энергией системы и потому не очень за
висит от малых вихрей. Когда  ̂ возрастает, 5 ( 5 )  начинает все 
больше и больше зависеть от больших вихрей, к которым теория 
не применима. Вывод таков, что теория Колмогорова, строго говоря,

dX^не может применяться к определению .
Проблема диффузии от центра, движущегося по ветру, аналоги;»'  ̂

ным образом сводится к статистическому рассмотрению относитель
ного движения двух меченых частиц. Если %{t) —  проекция расстоя
ния I на фиксированные оси и если bu{t)  есть х-компонент отно
сительной скорости частиц через t сек. после разъединения, то 
в среднем для многих пар имеем

t

=  2ёГ(̂ ) Ьи (t) =  2 Г 8«(^ ) 8 « ( f )  d f .
о

Для малого приблизительно равно ог̂  (0 ), а отсюда

^  2Ш̂ - (.0) =  2t [и {X  +  /о) -  и (х)Г^.

Правая часть этого уравнения рассматривалась в гл. 3, где пока
зано, что она определяется главным образом небольшими вихрями, 
когда /о достаточно мало. По мере увеличения t  частицы оказы
ваются далеко друг от друга и их поведение определяется боль
шими вихрями, т. е.

dt dt '

система, таким образом, попадает за пределы применимости гипо
тезы подобия. Это показывает, что теория Колмогорова может при-

меняться для определения только при ограниченных значениях 

I q и  L  Из соображений размерности следует, что

dî
dt :V/

( -

3  > 1

У
где s —  средняя скорость диссипации энергии на единицу массы 
жидкости, а /  — универсальная функция. Бэтчелор рассматривает 
различные случаи (малые t, средние и большие, I — малые и сред
ние) и получает на основании гипотезы подобия различные выраже
ния. Наиболее важными предсказаниями являются;

=  +  (8 .85)
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где Cl и C2 — постоянные при условии, что много меньше верх
него предела для размера вихрей, к которому применимы гипотезы 
Колмогорова.

Эти предсказания были сравнены с экспериментальными резуль
татами Ричардсона — Стоммеля. Изменения /ц не согласуются  ̂ с наблю
дениями, но значения, полученные для з, —  величины того же по
рядка, что и в наблюдениях. С другой стороны, Вайсзеккер говорит, 
что процесс вычисления рассеяния относительно среднего положения,, 
примененный Ричардсоном в его ранней работе по атмосферной 
диффузии, уничтожает влияние больших вихрей, так что уравне
ние (8 .86) соответствует его результатам.

Это уравнение эквивалентно предположению, что

■ 1  
/С==̂  consts/g^ .

Таким образом, имеются основания для утверждения, что эмпи
рическое отношение Ричардсона для коэффициента диффузии совме
стимо с гипотезой подобия. Согласование имеет место вплоть да

L
постоянного множителя при (Бэтчелор).

Пока нет неопровержимых доказательств, подтверждающих (8 .85) 
или (8 .8 6 ) , и такие доказательства трудно получить. Измерения 
рассеяния серии шаров-пилотов дают достоверные сведения только 
в том случае, если они проведены над достаточно большим числом 
выпусков шаров-пилотов, так что систематические погрешности 
исключены. Более перспективным является фотографирование клубов 
дыма, но эти результаты требуют весьма внимательной обработки. 
Несомненно, что гипотезы подобия указывают н овы е: направления 
развития в такой трудной и во многих отношениях еще не понят
ной области.
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