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П Р Е Д И С Л О В И Е  П Е Р Е В О Д Ч И К О В

П еред исследователями, занимающ имися расчетами прилив
ных явлений в эстуариях, реках, каналах и прибрежных водах, 
встает целый ряд специфических проблем. По сравнению с ана
логичными расчетами в открытом глубоком море здесь прихо
дится учитывать деформацию  приливной волны на мелководье, 
адвекцию скорости, нелинейный характер трения, а такж е эф 
фекты, возникающие при взаимодействии приливной волны и 
стационарного речного потока. Это услож няет уравнения, опи
сывающие явления, и соответствующие расчеты. Вместе с тем 
расчеты приливов в узких бассейнах типа каналов несколько 
упрощ аются благодаря тому, что в таких бассейнах можно пре
небречь действием силы Кориолиса.

В Советском Союзе расчеты такого рода до сих пор не нахо
дили широкого применения. Однако в связи с проектированием  
и строительством приливных гидроэлектростанций они понадо
бятся уж е в самое ближайш ее время. В Н идерландах сами 
природные условия определили давний и глубокий интерес 
к проблемам, связанным с приливами в реках и каналах. М ного
численные работы в этой области нашли обобщ ение в моногра
фии голландского исследователя И. Д ронкерса «Расчеты прили
вов в реках и прибрежных водах».

Книга начинается общим описанием явления прилива и пере
числением различных способов расчета и моделирования этого 
явления. П одробно разбираю тся причины приливов, представле
ние прилива с помощью гармонических составляющих, различ
ные способы гармонического анализа. Большое внимание у д е 
ляется обоснованию целесообразности гидродинамического и 
гидравлического моделирования явления. Приводятся основные 
сведения из гидродинамики, обсуж даю тся типы волновых дви
жений и подробно анализируются уравнения длинных волн мел
кой воды. Решения этих уравнений в зависимости от характера  
явления и условий, в которых оно протекает, может быть осу
ществлено тремя различными методами: гармоническим мето
дом, методом характеристик и численным методом.
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С помощью гармонического метода обычно получают анали
тические решения, описывающие распределение гармонических 
постоянных приливных составляющих. Применение метода ха 
рактеристик не связано с ограничением, требующим гармониче
ского характера прилива. Явление рассматривается в целом, а не 
как сумма отдельных гармонических составляющих. П реимущ е
ством метода характеристик является возможность учета непе
риодических эффектов, обусловленных, например, метеорологи
ческими причинами. Этот метод позволяет такж е исследовать  
перемещения разрывов в движущ ейся воде. При изложении чис
ленных методов расчета приливных явлений автор последова
тельно проводит мысль о важности и необходимости исследова
ния сходимости решений разностных уравнений к решениям 
дифференциальных уравнений. П оследняя часть работы касается  
практических приложений этих методов. Рассмотрен целый ряд 
вопросов, связанных с производством наблюдений, схем атиза
цией эстуариев и русел рек, определением коэффициента Ш ези, 
приливными расчетами при перекрытии проходов в дам бах и т. д.

Книга переведена не полностью. В частности, мы сочли воз
можным опустить те разделы, в которых исследуются причины 
приливов, разлож ение приливообразующ его потенциала, гармо
нический анализ приливов, а такж е некоторые общ ие вопросы 
гидродинамики и гидравлики. С этими вопросами читатель мо
ж ет ознакомиться по отечественным и переводным источникам.

Б. А. К аган , А. В. Н екрасов



П Р Е Д И С Л О В И Е  АВТОРА

Основы теории приливов были заложены  в период подъема  
классических естественных наук — в годы м еж ду появлением р а
боты Коперника и опубликованием «Principia M athem atica» Н ью 
тона в 1687 г. В течение девятнадцатого столетия значение тео
рии приливов для целей навигации все время возрастало. В конце 
концов прежний качественный подход уступил место количест
венным методам, основанным на результатах работ Л апласа; н а
пример, для описания и предсказания приливов был введен гар
монический анализ.

Последние десятилетия ознаменовались началом разработки  
многих крупных проектов, связанных с дноуглубительными р або
тами, сбросом сточных вод и перекрытием русел рек. В каждом  
случае при планировании таких проектов возникает необходи
мость изучения приливных эффектов либо путем расчета, либо 
с помощью моделей.

Поскольку технические проекты осуществимы лишь в райо
нах ограниченной глубины, то в этой книге рассматриваются  
главным образом  приливные расчеты в прибрежных водах и ре
ках. Приливы в океанах здесь не рассматриваются, однако чита
тель может ознакомиться с ними по книге «М оре», изданной  
недавно под редакцией М. Н. Хилла, а такж е по «Физической 
океанографии» А. Д еф анта.

С ледует отметить, что под «приливными расчетами» подра
зумевается как гармонический анализ приливов, так и расчеты  
распространения приливов.

И сследование приливов в Н идерландах были в значительной  
степени стимулированы работами Комитета по Зёй дер -Зе под ру
ководством великого физика X. А. Л оренца (1918— 1926). П осле  
этого наиболее полное исследоваие по длинным волнам,
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включая приливы в реках и прибрежных водах, было опублико
вано в диссертации Ш ёнфельда (1951). В качестве введения 
в приливную гидравлику можно рекомендовать книгу Г. Б. Пилл- 
сбери.

В диссертации Ш ёнфельда и в работе «Приливные расчеты 
в мелководных районах» Д ронкерса и Ш ёнфельда (1955) был 
дан обзор методов приливных расчетов вплоть до 1955 г. С тех 
пор получило быстрое развитие использование электронных вы
числительных машин.

Это оказало влияние на технику приливных расчетов. В дан 
ной книге читатель найдет изложение вопросов, связанных с ука
занным развитием вычислительной математики, хотя теоретиче
ские основы ее находятся еще на самой ранней стадии развития.



ГЛАВА 1

УРАВНЕНИЯ ДЛИННЫХ ВОЛН В МЕЛКОЙ ВОДЕ

1. ОБОЗНАЧЕНИЯ

На рис. 1.1 приводятся различные обозначения, которые будут  
использованы в этой главе. В нестационарном потоке CD пред
ставляет собой положение среднего уровня, обычно не парал
лельное дну, EG означает наивысший уровень воды (полная

Рис. 1.1.

в ода), FH — наинизший уровень (малая вода). Д ал ее, а обозн а
чает расстояние от дна до поверхности воды; а 0— расстояние 
от дна до среднего уровня; ft* и Ло—  те ж е расстояния от неко
торой исходной плоскости PQ в момент t и, наконец, под Л по
нимается высота поверхности волны, отсчитываемая от среднего  
уровня в момент t.

2. УРАВНЕНИЯ НЕРАЗРЫВНОСТИ ДЛЯ ДЛ И ННЫ Х ВОЛН В МОРЕ

Пусть оси х и у  декартовой системы координат расположены  
в исходной горизонтальной плоскости, ось z  направлена верти
кально вверх. Направление вращения системы координат вы
бирается против часовой стрелки. Пусть z0 представляет собой  
ординату дна, отсчитываемую от выбранной исходной плоскости,
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а /г* — расстояние от этой плоскости до поверхности воды, при
чем z0 является функцией х и у, а Л* — функцией ху у  и t.

Д ля вывода уравнения неразрывности в рассматриваемом
случае длинных волн из уравнения

де , до о ( 9 Пдх ^  ду ' дг и
необходимо потребовать выполнения определенных граничных 
условий на поверхности и на дне. В качестве последнего мы д о л 
жны задать условия скольжения или обращ ения скорости ж идко
сти в нуль. Если положение граничной поверхности описывается 
уравнением F (х> у , г, /) =  0, то в любой точке поверхности соблю 
дается условие

dF dF . dF . dF , dF A
^ T  =  i r  +  w dF +  u d 7  +  w ^ F  =  0 ’

так как частица будет оставаться на поверхности, если F(t-\-8t,  
х-\- u8t,  у  - \ -v8t ,  2 +  ш б О = 0 , где 6 t — малый отрезок времени. 
Поскольку на дне z = z 0, то F = z  — Zq(x, у)  и мы получаем

(2 -2)

а на свободной поверхности z = / i *  (х, у ,

^ -  +  “ ^  +  ^ - ^ 7 - ®  =  °- (2-3)

Интегрируя (2 .1 ), находим
И* Л*

+  I  w  dz  +  w ( x ,  у, h * ) - w { x ,  у , 20) —  0. (2.4)
z o * 0

Одновременно мы можем записать
л* л*

<?Jt § u d z  =  u(x ,  у, h * ) ^ - u ( x ,  у ,  2r0)-^ °- +  j

Соответствующее соотношение получается и для
л*

b \ v d z -

Из (2 .2), (2 .3 ), (2.4) и приведенных выше соотношений имеем



Данны е непосредственных наблюдений показывают, что в пре
делах всей толщи мелкого моря вертикальные профили функ
ций и и v являются подобными.

Н а основании (2.5) можно такж е записать, что

dqx dqy dh*
+  ^ Г  +  - Л Г = ° >  Мдх ' ду ' dt

где qx и q y — х и //-компоненты полного потока в точке (х , у ), 
проходящ его за единицу времени через вертикальное сечение 
единичной ширины.

В теории длинных волн в мелкой воде часто используют ср ед
ние по вертикали значения и и v. П оэтому если ввести глубину 
и высоту Л поверхности над средним уровнем моря, так чтобы 
ft*— zo =  ao-\-h (см. рис. 1.1), то уравнение неразрывности в море 
примет вид

-fa (#о +  Щ u “h (ао +  Щ v  +  =  (2-7)

Н етрудно видеть, какие упрощения необходимо сделать 
в (2 .6 ), чтобы получить (2 .7). Если предварительно ввести сред
ние значения и и и, то наиболее простой способ получения (2.7) 
сводится к вычислению приращения жидкости в колонке воды 
прямоугольного сечения Ахку.  П ренебрегая членами второго 
порядка малости, имеем

•g j  { « (а0 +  К) Ду) Д* +  {г» (а0 +  И) Дх} Ду =  -  ^  Lx  Ду,

откуда и следует формула (2 .7).

3. УРАВНЕНИЯ ДВИЖ ЕНИ Я ДЛЯ ДЛ И Н Н Ы Х ВОЛН В МОРЕ

3.1. Общие соображ ения

Д виж ение воды, которым сопровождается распространение 
длинных волн, является нестационарным и непрерывно меняю
щимся. Поскольку поток в обычных условиях резко не меняется, 
движение можно считать непрерывным. М ожно предположить, 
что ускорение частиц воды в направлении оси z (dw/dz) прене
бреж имо мало по сравнению с ускорением силы тяжести g , если 
глубина жидкости мала по сравнению с длиной волны; поэтому 
член dw/dz  можно опустить. Кроме того, в случае длинных волн 
можно пренебречь такж е скоростью частиц воды в направле
нии z, т. е. положить, что w = 0.
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Таким образом, получаются следующие уравнения движения:
/  ди

р (-зг +  «
ди
д х

д и  ' II 1 +  р 2 ^ ж . (3.1)

/  d v
р р г +  «

dv
д х

d v
~ду

\  д р  
) —  д у +  р S  F у » (3.2)

0 :=  —
др_
д г +  P S / Y ) (3.3)

где и и v — горизонтальные компоненты скорости, осредненные 
по вертикали от дна до поверхности моря.

Если принять во внимание ф а щ ен и е  Земли, то в этих урав
нениях долж на быть учтена сила Кориолиса, о которой будет го
вориться в следующ ем параграфе. Впервые это сделано в работе 
Л апласа. Поскольку компонента силы Кориолиса в вертикаль
ном направлении пренебреж имо мала по сравнению с ускоре
нием g y то составляющие этой силы в последующ ем будут опре
деляться только в направлении осей х н у .

Дополнительными внешними силами р2 F , воздействующими  
на частицу жидкости, являются: вес единичного объема рg, сила 
трения, возникающая у дна и под влиянием действия ветра на 
водную поверхность. Внутренними силами, обусловленными вяз
костью, будем  пренебрегать. Так как в этой книге рассматри
вается движение в реках и прибрежных водах, мы не включили 
в уравнения движения приливообразующ их сил; составляющие 
этих сил записываются следующим образом:

д У  д У  д У
Р д х  ’ Р д у  ’ Р д г  9

где V — потенциал суммарной силы Луны и Солнца. Если ось г 
направлена вертикально вверх, то из (3.3) следует

Р =  Pg (А* — z) +  Ро > (З-4)
где z = h *  — уравнение свободной поверхности относительно ис
ходной плоскости (PQ на рис. 1.1), а ро — атмосферное давление.

Если свободная поверхность воды совпадает со средним уров
нем моря и если средний уровень моря почти горизонтален, то А* 
можно заменить на А, так что

P =  Pg(A — г) +  р0. (3.5)

В реальных условиях средний уровень является функцией х , у. 
Однако для большинства морей его можно считать горизонталь
ным.

Из (3.4) и (3.5) следует, что давление в любой точке моря 
(если исключить из рассмотрения атмосферное давление) прямо 
пропорционально расстоянию от этой точки до свободной поверх-
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ности воды и поэтому равно гидростатическому давлению, соот
ветствующему глубине точки.

В случае штормовых нагонов иногда необходимо рассматри
вать атмосферное давление ро как функцию х , у, t. В остальных 
случаях ро может приниматься неизменным в пространстве и во 
времени.

Пусть ро представляет собой среднее значение р в плоскости 
х, у  в момент t или значение давления за пределами ш тормо
вой зоны. Тогда в области шторма долж но выполняться соотно
шение

Р = Т о + Ь Р о -

Обычно (в зоне депрессии) Дро заменяют на

Д/>о =  — Р«ГА'.

где под h' понимают высоту столба воды единичного сечения. 
Следовательно,

p =  p0-\-9g(h —  h') —  pgz

и соответственно можно записать

l j  =  p * - 5 j ( * - n  | г  =  Р £ - ^ ( А “ *')• М

В последующ их разделах будет подробно рассмотрено влия
ние силы Кориолиса и трения. В конце главы, в разд. 3.4, будет  
записан окончательный вид уравнений длинных волн в море.

3.2. Горизонтальные компоненты ускорения Кориолиса

В том случае, когда оси декартовых координат закреплены  
в некоторой точке, движение частицы ускоряется под действием  
силы, возникающей при вращении Земли вокруг своей оси с уг
ловой скоростью со. Благодаря пренебрежению  вертикальной со
ставляющей скорости в уравнениях движения можно опустить 
вертикальную компоненту кориолисова ускорения.

Пусть ось PZ системы координат направлена на север парал
лельно оси Земли, а РХ  и PY выбраны так, что РХ  совпадает  
с PY при повороте этой оси на 90° в направлении вращения 
Земли. Кроме того, пусть ОХ'  и OY' обозначают оси неподвиж 
ной системы координат, а 0 — угол м еж ду OY' и РУ, полож и
тельный в направлении вращения Земли.

Н а рис. 1.2 показано положение систем координат; О — центр 
Земли, а Р  — точка на ее поверхности.

Д ал ее, пусть dQ/dt=&  представляет собой угловую скорость 
вращения Земли, а (р, q , г) — координаты точки Р. Координаты
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Xj У, У' связаны м еж ду собой следующими соотношениями: 
х т =  р  +  х  cos 0 — у  sin 0, 

у' —  q +  х  sin 0 У cos 0.
Отсюда следует, что

=  -^r*cos 9 — sin 0 — (л: sin 0 +  у cos 0) о>, 

sin 0 4 -  -^г cos 0 4 “ (•* cos 0 — у sin 0) to.

Тогда значения dx/dt , dy/dt  являются компонентами вектора 
скорости v*, расположенного в плоскости х, у  подвижной си
стемы, a dx'/dt  и d y ' / d t — составляющими фактической скорости 
фиксированной системы. Вектор v* является проекцией вектора 
скорости v частицы, расположенной в плоскости а, горизонталь
ной к поверхности Земли в точке Р (см. рис. 1.2).

Найдем проекции фактической скорости на оси X  и У, компо
нентами которой в фиксированной системе будут dx'/dt, dy ' / d t : 

d x f _ _ л , d y T . n d x



Аналогично можно определить проекции компонент ускоре
ния частицы d2x'ldt2y d2y /dt2 на ось X подвижной системы. Вы
числения даю т

d2x r л , rf2y' . п d2x  0 dy 9 /0 7ч
-Л Г С086 +  ^ Г 8 1 П 6 = Л2- - 2 ( 0  — -ш ^х. (3.7)

Таким образом , левая часть уравнения представляет собой  
проекцию вектора фактического ускорения, выраженного в 
х 'у ' г '—  системе, на ось X системы xyz. Проекция вектора на 
Ьсь Y записывается в виде

сР х г . л . d ^ y T д - d x  2 /Q Q4_ _ _ sm 0 + _ ^ cos9 =  _  +  2u)—  _ ^ y .  (3.8)

Следовательно, вектор ускорения в фиксированной системе 
d2x'/dt2 и т. д. может быть заменен на вектор в подвижной си
стеме d2x/dt2 и т. д., если есть центробежное ускорение и ускоре
ние Кориолиса. Компоненты со2* и со2у  появились благодаря  
учету центробежного ускорения, вызванного вращением Земли; 
они не зависят от скорости v* и не требуют дальнейш его о бсу 
ждения, поскольку центробежное ускорение включается в наблю 
даем ое ускорение силы тяжести g . Компонентами ускорения  
Кориолиса являются соответственно — 2сои* и 2ош*, если 
u * = d x l d t , a v * = d y / d t .  Величина этого ускорения составляет  
2со от величины проекции вектора скорости v на плоскости XY. 
Ускорение Кориолиса перпендикулярно этой проекции и направ
лено влево от вектора скорости. Н а рис. 1.3 показано так назы 
ваемое геострофическое ускорение, которое является не чем
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иным, как инерционным ускорением. Здесь к обозначает единич
ный вектор в направлении г. Геострофическое ускорение по ве
личине равно ускорению Кориолиса, но направлено вправо от 
вектора скорости. Легко понять, что ускорение Кориолиса для  
составляющей скорости равно компоненте ускорения Кориолиса 
для самой скорости. Если обозначить географическую широту 
места через ср, то проекция угловой скорости вращения Земли на 
перпендикулярную ось в точке Р будет со sin  ср; следовательно, 
ускорение Кориолиса в горизонтальной плоскости точки Р 
можно записать как 2cosin<pa. М ножитель 2со sin  ф .обычно обо
значают через Q. И з предыдущ их рассуждений следует, что ком
поненты силы Кориолиса в системе xyz  выражаются следующим  
образом:

Вывод вертикальной составляющей геострофического ускоре
ния можно найти в книге П раудмэна [102].

3.3. Силы, возникающие благодаря придонному трению 
и действию ветра

П окажем на примере уравнений Н авье— Стокса, как пред
ставлены в уравнениях движения силы, возникающие благодаря  
придонному трению и действию ветра.

Рассмотрим сначала придонное трение.
В уравнениях Навье— Стокса трение описывается членами

Заметим, что коэффициенты ei и 82, которые обозначаю т ко
эффициенты вихревой вязкости в турбулентном потоке, могут 
иметь различные значения в горизонтальном и вертикальном на
правлениях, так как протяженность потока в горизонтальной  
плоскости существенно отличается от протяженности потока 
в вертикальной плоскости.

В том случае, когда поверхность моря совпадает со средним  
уровнем, интегрирование этих членов по z  от дна до поверхности 
и деление их на глубину ао -f- h дает

— pQ'fl и р Qu. (3.9)

/  д2и , д2и \  , д2и
lx* ' Ту2 j +  ®2

И
/  d 2v  , d2v  \  , d2v 

Sl 1 ~dy2 j  " Г  s 2 -05Г ’

Uq h  z  =  fi z ~  — aQ]•
.]•
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где и и v — средние скорости в пределах всей толщи (от дна до  
поверхности). Здесь мы пренебрегли членами, содержащ ими  
производные от h по х и у.

Поскольку члены, содерж ащ ие коэффициент ei, обычно малы 
по сравнению с членами, содержащ ими е2, их такж е можно не 
учитывать в окончательных уравнениях.

Члены е2(ди/дг)ь и г2(du/dz)-aQ представляют собой соответ
ственно компоненты тангенциального трения на поверхности 
моря и на дне; их обычно обозначают через t s, * и тъ,х- А нало
гично определяются тSyy и ть, у.

В экспериментальных и теоретических исследованиях одн о
мерного потока в реках найдено, что придонное трение может  
быть вы ражено следующим соотношением:

хб =  pgC~2u2, (3.10)

где С — коэффициент Ш ези, а и — средняя по вертикали ско
рость (мы опустили здесь черточку над и).

В океанографических работах и исследованиях в лотка& это 
соотношение записывается следующим образом:

Ъ =  РТ2“ 2- (3.11)

Отсюда видно, что коэффициент Ш ези и у2 связаны м еж ду
собой посредством

f  =  g C - 2. (3.12)

Величина коэффициента С, а следовательно, и у зависят от
отношения высоты ш ероховатостей дна к глубине, а такж е от со 
става грунта.

Эксперименты, выполненные в Н идерландах, показали, что 
величина С в реках может изменяться в пределах 45— 70 м‘/2/сек. 
(или 82— 127 фут'^/сек.), откуда

2 - 10~3 <  y2 =  gC~2 <  5 - 1 (Г 3.

В подавляющем большинстве случаев величину С принимают 
равной 50 м1/2/сек. (или 90 фут1/2/сек .), тем самым полагают, что 
V2= 4 - 10~3. Различными исследователями, например Россби [110], 
Бауденом [7, 9], Ханзеном [56], обнаружено, что в море

2,4  - 10~3 < Т2 <  2 ,8  - 10~3.

Расчеты приливов вдоль голландского побережья подтвер
дили, что величина С ^ 6 0  м1/2/сек. (109 фут1/2/с е к .); это соответ
ствует у2= 2 ,7 - 1 0 ~ 3. При штормовых нагонах величина у , так ж е  
как и С, может отличаться от указанной выше, поскольку трение 
ветра о водную поверхность приводит к изменению вертикаль
ного профиля скорости. О собенно это заметно вблизи отмелей и
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берегов, где направление движения в поверхностном слое может  
отличаться от направления, измеряемого у дна.

Пусть через рF* и р /7* обозначены компоненты объемной
силы Т7*, обусловленной придонным трением, в двухмерном по
токе. Тогда

РГ х =  -  (Оо+ Й Г Ч . , ,  Р ^  =  -  (Оо+ Л Г Ч , , ,

так как направление F* противоположно направлению скорости.
Д ля двухмерного потока должны выполняться следующ ие со

отношения:

=  - | v | ^ ’ <з л з > 

где | v | — модуль скорости, равный (и2 +  v2)
Соображения, подобные тем, которые использовались при вы

воде выражения для придонного трения, могут быть привлечены  
и для вывода формулы, определяющ ей воздействие ветра на дви
ж ение воды. Однако эта задача является более сложной, так как 
в мелкой воде воздействие ветра на водную поверхность приво
дит к изменению вертикального распределения скорости.

Следовательно, на наклоне водной поверхности, обусловлен
ном воздействием ветра, сказывается такж е влияние придонного 
трения. П оэтому в формуле для расчета воздействия ветра д о л 
жны одновременно учитываться эффекты придонного и поверх
ностного трения.

М ожно легко показать, что

dh __ / хь I 1 \ ____ Яу_____.
дх \ * s ^  l ) (aQ +  h ) ?g ’

здесь использованы обозначения, указанные на рис. 1.1.
Величина коэффициента (ть/т8) +  1 изменяется в зависимости  

от состояния потока. Д ля турбулентного потока величина этого 
коэффициента, по данным различных исследователей, заклю 
чается в диапазоне 1,15— 1,30.

Теоретические формулы для расчета воздействия ветрового 
потока в разное время предлагались Хельстромом [62], Келега- 
ном [76], Тийссе [143] и др.

Д ля поверхностного трения, обусловленного ветром, эти ф ор
мулы, так ж е как и формулы для придонного трения, имеют вид

=  Т2Р<У2, (3.14)

где ра —  плотность воздуха, а V — скорость ветра на уровне стан
дартных измерений. Манк и другие исследователи нашли, что

т2 ^  0 ,0026

для скорости ветра, изменяющейся примерно от 6 до 20 м/сек.
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Если положить ра г«1,25-10”3 (C G S), то

т2Ра« 3 , 2  - IO"6.

П одобные ж е величины коэффициента трения были найдены  
для Зёй дер -Зе в Н идерландах для моментов до и после перекры
тия этого залива. В том случае, когда в у входит множитель 
л = (Т б /т в) +  1, представляется, что

Эта величина найдена для скоростей ветра, изменяющихся  
в диапазоне м еж ду 15 и 25 м/сек. Следует отметить, что глубина  
Зёй дер -Зе очень мала, она колеблется м еж ду 4 и 10 м. Развитие 
теории взаимодействия ветрового потока с подстилающ ей водной 
поверхностью нашло отражение в недавних работах Филлипса 
[94], Стюарта [133], Ш митца [118, 119], Доррейстейна [28] и 
Савиля [117].

В озерах и морях, где ветер создает сильное волнение, коэф 
фициент у2 зависит такж е от высоты, крутизны и скорости рас
пространения волн (см., например, Герритсен [46]).

И з предыдущ его обсуж дения следует, что компоненты W* и
W* силы ветра, отнесенной к единице объема, равны

а ф — угол м еж ду направлением ветра и осью х.
Сравнение значений у2, полученных для рек и морей, показы

вает, что у2 зависят такж е от глубины. Д ля малых глубин у2 
в общем будет тем больше, чем меньше глубина. Аналогичная 
зависимость получена такж е и для С; это видно, например, из 
формулы C = 1 8 1 g  12аос1~1 и из формулы Маннинга.

Коэффициент у2 зависит от шероховатости дна и состава грун
тов; поэтому величину у2 необходимо определять эксперимен
тально, особенно в мелких реках. В более глубоких морях зави
симость величины у2 от глубины проявляется слабее.

Наконец, отметим, что на движение воды, и в частности на 
вертикальное распределение скорости во время прилива, может  
оказывать влияние проникновение соленых вод; это влияние осо
бенно сильно сказывается в устьях экстуариев и рек. Соленая  
вода, проникающая вдоль дна, располагается в нижних слоях, 
а в верхних слоях находится пресная вода стокового происхо
ждения (рис. 1.4). Вследствие перемешивания, происходящ его  
в течение всего приливного периода, плотность воды будет более  
или менее плавно изменяться.

3 ,5  • 10-6 < т 2Р а <  4 ,5  • 10-6.

(3.15)

(3.16)
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Поскольку во время прилива водные массы движутся в сто
рону суши, а во время отлива — в сторону моря, то плотность 
воды в любой точке будет непрерывно изменяться в течение всего 
приливного периода.

О собенно сложное движение будет наблюдаться в момент 
смены течений, когда средняя скорость равна нулю. В этом слу
чае у дна частицы воды могут двигаться вверх по течению, а на 
поверхности — вниз по течению; это явление может иметь место 
в течение некоторого промежутка времени до и после момента 
наступления смены течений. П одробное исследование движения  
соленой и пресной воды в устьях эстуариев может опираться 
только на большие ряды наблюдений, так как, по-видимому, этот 
процесс зависит главным образом  от местных особенностей, как

это было обнаруж ено в Роттер
дамском судоходном канале в Н и
дерландах. М ожно построить 
трехмерную (в пространстве xzt) 
модель движения соленых и прес
ных вод в реках, ширина которых 
не очень велика.

Всесторонний анализ этого яв- 
> в ления можно найти в работах  

ри а различных авторов, например, 
П раудм эна [102] (для случая 
двухмерного водного потока), 
Ш ифа и Ш ёндельфа [120] и Р озе  
[109].

В последнее время был выпол
нен ряд обширных теоретических исследований этой проблемы; 
анализ этих работ выходит за рамки книги.

М еж ду тем распространение приливов в устьях рек с доста
точной точностью можно исследовать и без учета распределения  
плотности по глубине —  путем подбора соответствующих значе
ний коэффициент С. Обоснованием такого метода служ ат сле
дующ ие соображения.

Распространение приливных волн определяется главным об 
разом направлением средних скоростей. В момент смены тече
ний придонное трение мало, так что неопределенность в оценке 
коэффициента трения в этот период является несущественной. 
Протяженность участка, на котором встречаются соленые и прес
ные воды, обычно невелика по сравнению с длиной участка реки, 
подверженного действию прилива. Однако трение влияет на рас
пространение приливной волны в основном в тот период, когда 
имеют место более сильные скорости, и поэтому изменение коэф 
фициента трения, как показали детальные исследования прилив
ных явлений в устье Роттердамского судоходного канала (Н и
дерланды ), оказывается сравнительно умеренным.

Рис. 1 4.
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Обзор работ, посвященных изучению циркуляции в эстуариях  
и турбулентного перемешивания, возникающ его в зоне стыка 
соленых морских и пресных речных вод, можно найти в статье 
Камерона и Притчарда [142].

Н еобходимо отметить также, что в воде, плотность которой 
изменяется с глубиной, на некоторой промежуточной глубине 
ниже свободной поверхности могут возникать внутренние волны. 
Они могут развиваться на приливном фронте, возникающем  
в зоне стыка соленых и пресных вод; амплитуды этих волн могут 
превосходить амплитуды обыкновенных волн на свободной по
верхности (см. [141]). Отмеченное явление в этой книге не рас
сматривается.

Кроме того, в этом разделе не будет учитываться влияние 
силы Кориолиса на вертикальное распределение скорости. Это 
допустимо для мелких вод, например, там, где глубины меньше 
15 м. Примером такой области могут служить прибрежные воды 
Северного моря.

В океанах наряду с силами трения долж на учитываться так* 
ж е сила Кориолиса. Ф ундаментальной работой в этом направ
лении является работа Экмана [38], в которой впервые исследо
вано влияние силы Кориолиса на океанические течения и перенос 
масс, вызываемый ветром в однородном море (см. также 
работы Д еф анта [25], П раудм эна [102], Сен-Гили [114] и Ве- 
ландера (151]. Поскольку эта книга посвящена изучению при
ливных явлений в прибрежных водах и реках, мы не будем рас
сматривать проблемы Экмана и отсылаем интересующихся этим 
вопросом читателей к книгам Свердрупа, Д ж онсона и Флеминга 
[134], Эккарта [141] и работе Фофонова [141], в которых при- 
водятся общ ие уравнения движения для моря и исследуется д и 
намика океанических течений.

П осле введения силы Кориолиса (см. (3 .9), а такж е эмпи
рических формул для силы трения F* и силы ветра W* [(3 .13) и 
(3.15)] уравнения движения для случая длинных волн, распрост
раняющихся в горизонтальной плоскости в море, в соответствии 
с (3 .1), (3.2) и (3.9) принимают вид

3.4. Уравнения движения

(3.17)
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р

где | v | определяется как (u2-\-v2) ‘/г и, кроме того, предпола
гается, что исходная плоскость совпадает с плоскостью среднего  
уровня, которая считается горизонтальной. Д алее, под ао пони
мается глубина, отсчитываемая от поверхности среднего уровня, 
а под а о + й  — глубина, отсчитываемая от фактической поверхно
сти воды (см. рис. 1.1).

Уравнение неразрывности, которое вместе с уравнениями дви
жения определяет движение длинных волн в море, дается ф ор
мулой (2 .7).

Если влияние ветра и изменение атмосферного давления малы 
и ими можно пренебречь, то уравнения (3.17) и (3.18) сводятся  
к виду

Эти уравнения леж ат в основе всех исследований приливов 
в мелководных морях. Д ля более глубоководных морей члены, 
описывающие трение в (3.19) и (3 .20), можно заменить линей
ными членами \и  и Xv соответственно, где Я может быть аппрок
симировано в случае преобладающ их синусоидальных полусу
точных (или суточных) приливов формулой вида

Здесь под vm следует понимать среднюю величину максималь
ной скорости в приливном районе, если в пределах этого района 
vm существенно не меняется. Вывод коэффициента 8ат /3я  можно  
найти в главе 2, разд. 4.2. При синусоидальных волнах К ель
вина соотношение (3.2) представляет собой точную формулу 
(см. такж е главу 2, разд. 2 .2).

(3.19)

(3.20)
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4. УРАВНЕНИЯ ДЛИННЫХ ВОЛН В РЕКЕ И ЭСТУАРИИ

В реке вертикальная протяженность потока воды ограничена 
снизу дном, поэтому движение воды можно считать одномерным. 
В общ ем дно рек не является горизонтальным. Если ж е принять 
дно горизонтальным и устремить положительное направление 
оси х вдоль оси русла, в сторону движения потока (при этом счи
таем, что скорость будет положительной в том ж е направлении), 
то уравнения движения для реки, согласно (3 .17), (3 .18), при 
А' =  0 и

W x =  С (cos ф) V 2 и =  (sin ф) V 2 

запиш утся следующим образом:

+  (4-2)

а уравнение неразрывности, которое следует из (2.6) при qx= a u , 
будет выглядеть так:

7 й - ( « >  +  - 1 Г  =  0 - (4 -3>

Здесь при записи выражения для силы трения F* использо
ваны формула Ш ези (3.13) и соотношение |у |  =  | и | ,  поскольку
для случая приливного потока формула Маннинга обычно не 
применяется. М ножитель \и \и  вводится для описания реверсив
ности потока, который имеет такой характер в период м еж ду  
приливом и отливом; исходная плоскость PQ считается горизон
тальной.

Н еобходимо обратить внимание на то, что уравнение (4.3) 
оказывается справедливым только в том случае, когда ширина 
района накопления вод равна ширине потока, и притом ширина 
потока остается неизменной.

Формула для переменной bs и ЬФЬ& будет дана ниже.
В сравнительно широких реках влияние силы Кориолиса м о

ж ет приводить к заметным различиям в высотах уровня на кон
цах поперечного сечения реки (т. е. на обоих берегах реки), хотя 
поперечные составляющие скорости или вообщ е равны нулю, или 
пренебреж имо малы. Длинные волны с движением частиц только 
в одном направлении, в которых учитывается поперечная состав
ляющ ая силы Кориолиса, называются волнами Кельвина (см. 
главу 2, разд. 2 ). В реках небольшой ширины можно пренебречь 
влиянием силы Кориолиса и действием ветра в направлении, пер
пендикулярном руслу реки; в этом случае уравнение (4.2) можно 
опустить.
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В общ ем, скорости будут меняться от точки к точке в попе
речном сечении реки. В том случае, когда изменения скорости  
в поперечном сечении по отношению к средней скорости в мо
мент t малы (за исключением районов, непосредственно приле
гающих к берегам ), мы можем применять уравнение (4.1) для 
средней скорости и. В этом уравнении поперечная неоднород
ность поля скорости может быть учтена введением поправочных 
коэффициентов в члены du/dt  и иди/дх в (4 .1). Заменим эти 
члены на a,idu/dt и а^иди/дх, причем определим на основании  
соотношения

f u\dA
1 и А

где А — площадь поперечного сечения, а аг дается выражением

J A d*
2 —  и? А  ■

При дальнейшем выводе уравнений движения и неразрывно
сти в качестве переменных по х и t можно выбрать либо h и и, 
либо h и Q. Здесь h означает высоту волны над средним уровнем, 
a Q — расход воды в момент t.

Приведем сперва вывод уравнений, в которых независимыми 
переменными являются h и Q.

Пусть А (х , t) обозначает площадь поперечного сечения русла 
реки, a bs(x, t) — ширину русла; ширина может зависеть такж е и 
от высоты волны. Тогда расход Q равен

А и =  (а0 —j— h) bsti.

Если превышение дна над исходной горизонтальной плоско
стью обозначить через г0, то можно получить (см. рис. 1.1), что

A* =  z0+ a 0+ A . (4.4)

Тогда из (4.1) следует, что

Г dQ Q dh Q dbs ]  ,
ao  +  h  d t  b s  d t  J +

_ l _  Q  Г d Q ________________ Q  ( d a p  . d h \ ___________Q d b s 1 _

2  A [ dx Oq +  h у dx ' dx J bs dx J

=  -  ? A ( т  +  T  +  ж )  -  I<310  +  V  <4 -5)

Поскольку bs мы считаем функцией h, то dbs/dt  можно зам е
нить на (dbsldfi)dh/dt, a dbs/dx —  на (dbs/dh)dh/dx,  где db$ldh 
является известной функцией h.
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Если bs не зависит от х, то уравнение неразрывности полу
чается из (4.3):

£-+*.£=»•
Однако в случае, когда bs зависит от х и, кроме того, м еж ду  

руслом и соседними районами имеет место водообмен, мы не 
имеем права использовать уравнение (4 .3). В этом случае в урав
нении (2.7) необходимо сохранить член d(ao-{-h)v/dy.

М ожно, однако, получить уравнение неразрывности значи
тельно более простым путем. Пусть b обозначает ширину поверх
ности района накопления воды ( b ^ b s). Тогда уравнение

1г + ‘ £=о <«>
показывает, что разность расходов воды в двух сечениях х и
х dx, а такж е накопление или потери воды за счет выпадения 
осадков или понижения уровня должны уравновешивать друг 
друга.

Если в определенном сечении реки расход воды увеличивается 
или уменьш ается за счет дополнительного стока (например, бе
регового стока), то уравнение (4.6) для единичного сечения бу 
дет иметь вид

£+*-#-+»=<>■ <4-7>
Когда рядом с речным руслом имеется большой р а й о н  н а 

к о п л е н и я  воды, то проток воды или сток из него будет оказы
вать влияние на движение в главном русле. Это влияние можно  
учесть в уравнениях движения на основании следующ их сообра
жений.

Рассмотрим сперва случай, когда вода поступает из района 
накопления воды в русло реки, причем уровень воды в реке ниже 
уровня воды в районе накопления. Скорость воды будет увеличи
ваться от нуля до значений скорости в русле реки. Количество
воды, которое приходится на единицу длины и поступает из
района накопления в речное русло, равно (b — bs)dh/dt , а сила, 
вызывающая ускорение этого объема воды и отнесенная к еди
нице площ ади поперечного сечения Л, равна {рu(b  — bs)/A}dh/dt.  
Поскольку движение воды, поступающей из района накопления 
вод и попадающ ей в русло, ускоряется исключительно за счет 
перепада уровней, в уравнении (4.5) необходимо учесть эту д о 
полнительную силу. Возникает вопрос, как далеко будет распро
страняться влияние этой силы на скорости частиц воды в самом  
районе накопления.

Очевидно, область влияния будет тем меньше, чем больше 
скорости частиц в районе накопления воды. П оэтому необходимо
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ввести коэффициент / i, и тогда дополнительный член, который 
нужно учесть в левой части (4 .1), будет предста'влен в виде

• --  Йе) dfi / i qv

где O ^ / i ^ l .  Этот член имеет отрицательный знак потому, что 
его влияние противоположно влиянию наклона водной поверхно
сти.

Если уровень в реке выше соответствующего уровня в районе 
накопления, то вода потечет из русла в район накопления, где ее 
количество движения будет расходоваться на трение. В этом  
случае допустимо пренебречь этим членом и положить / 1= 0.

П осле внесения (4.8) и замены члена (Q/A)dQ/dx на
— (bQ/A)dh/dt  (в соответствии с (4 .6 )) уравнение (4.5) запи
шется в виде

(dh  . da0\ (  1 <x2Q2 \ a2Q2 dbs dh
djc ' dx J у g (a0 -I- h) A2 J gA2bs dh dx

(aibs +  02b) n  dh r (b~ bs) n  dh a'Q dbs dh I
Ч  M  J 1 0-42 4 . r tfgA2 ^  dt gA2 ^  dt gbsA dh dt 1

+ K  I Q I Q -  + / = ° -  (4 -9 >~  gA dt ' C2A2 (a0 +  h) 1 ^  ^  p£ (a0 +  h)

где dzoldx=I.
Сравнение в (4.9) следующ их друг за другом трех членов, 

содерж ащ их множитель dh/dt, показывает, что наибольш ее значе
ние будет иметь первый член. Только в том случае, когда b зн а
чительно больше 6S, второй член такж е может оказаться сущ е
ственным. В этом случае величина коэффициента j\ будет  
совершенно неопределенной, так как если вдоль главного русла 
встречаются большие районы накопления воды и если в этих 
районах имеется много оврагов, то основная часть воды, посту
пающая в район накопления или вытекающая из него, будет  
скапливаться в тех фиксированных точках, где овраги примыкают 
к основному руслу. В результате вдоль основного русла можно  
будет наблюдать неправильное распределение скорости, если 
только оно не приспособится к этому нарушению режима в дви
жении потока. В таких случаях можно разделить всю длину реки 
на участки, в пределах каждого из которых речное русло и ско
рость имеют правильное направление, и затем применить урав
нения динамики к каж дому такому участку в отдельности. В тех 
местах, где к главному руслу примыкают овраги, величина Q 
будет изменяться в соответствии со стоком воды из оврагов. 
Благодаря этому член, содержащ ий коэффициент / 1, обычно опу
скается. Если этот член является существенным, то величину /1 
необходимо определять по данным непосредственных измерений 
потока, направленного из реки в район накопления или обратно.
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В практических приложениях общ ие уравнения движения
(4.9) часто можно упростить на основании следующ их сообра
жений.

1. Д ля рек, не зарегулированных полностью, величина коэф
фициента a i имеет порядок 1,03— 1,05, а величина коэффициента 
а 2 порядка 1,1— 1,2. Поскольку в реках, подверженных влиянию  
приливов, член Бернулли ри ди/дх  оказывается зачастую  малым 
по сравнению с другими членами в (4 .1), то им часто пренебре
гают. П ренебреж ение этим членом означает, что в (4.9) фор
мально МОЖНО ПОЛОЖИТЬ <22 =  0.

Из уравнения неразрывности следует, что в случае превыше
ния ширины района накопления над шириной речного русла чле
ном ри ди/дх часто нельзя пренебрегать.

Если максимальные скорости во время прилива и отлива 
остаются примерно одинаковыми или слабо меняются вдоль реч
ного русла, то членом Бернулли ри ди/дх можно пренебречь в пе
риод максимальных скоростей. Но тогда этим членом допустимо  
пренебрегать такж е и в течение всего приливного периода. Если 
речное русло аппроксимируется некоторым количеством участ
ков, в пределах каж дого из которых глубина остается неизмен
ной и при переходе от одного участка к другому меняется скач
ками, то оказывается, что в большинстве случаев лучше прене
бречь членом Бернулли. В противном случае его необходимо  
учесть не только для каждого участка реки, но такж е и для о б 
ластей перехода от одного участка к другому (см. разд. 7 ). 
Обычно считают a i равным единице, не учитывая того обстоя
тельства, что член р du/dt  является одним из главных членов 
в (4 .1 ). Н еопределенность в аппроксимации реального речного 
русла, а такж е погрешности, появляющиеся при выборе коэффи
циента Ш ези, часто оказываются более важными, чем учет влия
ния отклонения a i от единицы (см. главу 5 ).

2. Часто можно пренебрегать множителем — , , ч или
g ( a 0 +  h)A2

а 2и2 ~
— ;-----   . Это допустимо всякии раз, когда и мало по срав-
g(ao +  h)
нению с критической скоростью (см. главу 3, разд. 4 ). Таким 
образом ,

и « ( г ( Я о + Л))'/г-

cc2Q2 dbs dh
gAzbs dh dx

Аналогично можно пренебречь членом

д  lg  bs сг 
если — j-------- «С

dh a»uz
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3. Хотя член —  *9------^т— —т:г более важен, чем аналогичныйgAbs dh dt
dbs dh

член без множителя —^ --------г— , все ж е им часто можно прене-
dh dx

aibs -  dh
бречь по сравнению с членом 2 Q .

4. Наклон дна I приливного русла обычно пренебреж имо мал. 
П оэтому изменение глубин можно учитывать приближенно, деля  
реки на участки, в пределах каждого из которых дно может счи
таться горизонтальным, и поэтому для каждой из них 1 = 0 .

В силу указанных соображ ений обычно используется следую 
щее уравнение движения:

dh ■ da0 a2b +  bs Q dh , 1 dQ ,
dx ' dx gA A dt ' gA dt '

+  С2Л2 ( a o + -ft)-I Q 1 Q -  pg (a0 +  A) = 0 ’ (4 Л 0 >

где A =  (ao-j-h)bs; dao/dx — уклон среднего уровня по отнош е
нию к дну или некоторой другой горизонтальной плоскости, 
a dh/dx— уклон водной поверхности по отношению к среднему  
уровню.

Уравнение нерезрывности записывается в виде

л + ^ = °  <«)
или в виде (4.7) при наличии бокового стока.

В этих уравнениях подчеркнутые члены обычно являются 
наибольшими, если воздействие ветра не учитывается. В каче
стве примера на рис. 1.5 представлены величины различных чле
нов, определяющ их разность уровней воды м еж ду пунктами  
Стреефкерк и Кримпен (р. Л ек ).

Если соображ ения, приведенные в первом пункте, справед-
аг b-\-bs Q dh bs Q dh

ливы, то ч л ен --------  ---------  ----- г— можно заменить на — -— 5------ г— .
gA A dt gA A dt

Выбирая в качестве независимых переменных и и ft, запишем  
в соответствии с (4.1) и (4.4) уравнение движения в виде

1 ди , а2и du __ [dh  , daQ , г |
g dt ”1 dx [ dx dx

С 2 (flp h)_______  $g (clq +  Л) ] .  (4.11)

а уравнение неразрывности, согласно (4 .6), в виде

+ W.12)
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«v+ *)*.£ +».(4£ + £ )“ + («•■+ * ) » ж  + 4ж  »•
(4.13)

или

В этих уравнениях влиянием уклона /, а такж е членом, содер
жащим множитель dbs/dh, часто можно пренебречь. Главные 
члены в этих уравнениях подчеркнуты.

Выбор той или иной системы уравнений [(4.10, (4.6) или
(4.11), (4 .13)] зависит от используемого метода расчета и средств  
автоматизации вычислений.

Если расчеты выполняются на электронной вычислительной 
машине, то одинаково успешно можно использовать обе системы

м 
О,*

0,2

О

-0,2
0 2 4 6 8 10 12 ч 25

Рис. 1.5.

и выбор является исключительно делом вкуса, так как в этом  
случае объем вычислений обычно не вызывает серьезных затр уд
нений. Однако если ж елательно упростить уравнение движения, 
то предпочтение следует отдать уравнениям (4.10) и (4 .6 ), так 
как в этом случае используется точное уравнение неразрывно
сти. Это даст возможность менять аппроксимацию речного русла 
или величину С и тем самым в некоторой степени компенсиро
вать те наиболее существенные ошибки, которые возникают из-за 
упрощения уравнения (4 .10).

Другим преимуществом системы (4 .10), (4.6) является то, что 
условия, которым требуется удовлетворить в месте слияния рек, 
оказываются более простыми в системе A, Q, чем в системе А, и. 
Эти условия будут рассмотрены в следующ ем параграфе.

Уравнения (4.10) и (4.6) предпочтительны при производстве 
расчетов на электрических арифмометрах. Если необходимо ис
пользовать более точное уравнение (4 .9), то для разветвленной
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речной сети производство расчетов на арифмометре становится 
невозможным.

Замечания. 1. В уравнение для длинных волн (4.1) не вклю
чена центробежная сила. Действие этой силы приводит к возник
новению разности уровней воды на противоположных берегах  
реки. Оценку величины этой силы можно получить, если исхо
дить из выражения рu2b$/R*t где R* — радиус кривизны излу
чины реки, и — средняя скорость одномерного потока.

Хотя эффект этой силы обычно имеет лишь локальное значе
ние, в сильно меандрирующ их реках он м ож ет вызвать незаре- 
гулирование стока.

2. В эстуариях эффект центробежной силы обычно более в а 
жен, чем эффект силы Кориолиса, так как направление послед
ней меняется от прилива к отливу.

3. Н а прибрежных отмелях влияние поверхностных волн мо
ж ет стать заметным в пределах всей толщи воды. В этом случае 
будет наблюдаться искажение длинных волн и, когда глубина 
окажется достаточно малой, произойдет их разруш ение.

Существенное различие теорий поверхностных и длинных 
волн заключается в том, что в коротких волнах вследствие зн а
чительно больших наклонов водной поверхности нельзя прене
брегать вертикальными скоростями.

5. РАЗРЫ ВЫ  В ДВИЖ ЕНИИ ДЛ И ННЫ Х ВОЛН

В морях и прибрежных водах приливы можно представить 
в виде суммы синусоид. На мелководье, где имеет место искаж е
ние приливной волны, число таких синусоид может значительно 
возрасти.

Когда приливная волна распространяется вверх по реке, ис
кажение часто проявляется в уменьшении интервала времени 
м еж ду малой и полной водой и соответственно в увеличении ин
тервала времени м еж ду полной водой и последующ ей малой во
дой. При некоторых условиях крутизна кривой уровня м еж ду  
малой и полной водой может стать такой большой, что в некото
рых специфических точках произойдет конечный разрыв уровня 
и в результате нам будет казаться, будто стена воды стреми
тельно мчится вверх по реке. Это явление, называемое бором, 
подробно обсуж дается в главе 4, разд. 12. Замечательно, что су
ществование этого явления не связано с наличием разрывов 
в профиле дна.

Очевидно, конечные разрывы в приливном движении могут 
наблюдаться такж е и тогда, когда в некоторых точках имеет 
место резкое изменение профиля дна; этот случай будет рассмот
рен в следующ ем разделе.

Разрывы наблюдаю тся тогда, когда приливная волна прони
кает в верховье реки, где имеют место большие уклоны дна,
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а движение воды происходит в критическом или сверхкритиче- 
ском реж име (см. главу 3, разд. 4 ) . В таких случаях приливная 
волна не может продвинуться дальш е и в некоторой промеж уточ
ной точке может возникнуть разрыв в уровне или так назы вае
мый гидравлический прыжок.

В общ ем, переход от докритического к критическому режиму 
потока и наоборот будет приводить к появлению разрывов 
уровня или временных и пространственных производных. Это 
можно наблюдать, например, в потоке над плотиной с высоким 
гребнем.

Хорошо известно, что разрывы в движении воды будут появ
ляться такж е и тогда, когда затвор плотины внезапно откры
вается или закрывается, что приводит к образованию  волны 
перемещения, распространяющ ейся вдоль реки. Д ля предотвра
щения повреждений барж  и лодок затвор плотины обычно откры
вают медленно. В этом случае крутизна волны перемещ ения ока
зывается не такой большой, чтобы это движение можно было 
рассматривать как разрывное движение. М атематически это дви
жение можно описать, используя принцип суперпозиции боль
шого числа малых возмущений.

Разрывы могут быть чисто локальными, как это имеет место 
в случае потока над плотиной с высоким гребнем. При этом дви
ж ение приливной волны по обе стороны от гребня изменяется по
степенно, а на самом гребне плотины уровень претерпевает 
разрыв.

В большинстве случаев местоположение прыжка известно з а 
ранее, но иногда (когда образование прыжка зависит от высоты 
прилива) оно может оказаться неизвестным. Примером может  
служить образование прыжка у затвора, который открывается 
или закрывается в тот момент, когда уровень воды достигает не
которой установленной отметки.

При наличии бора его местоположение и момент образования  
заранее предсказать нельзя. Это обстоятельство представляет 
собой одну из основных трудностей расчета бора. Более подроб
но об этом можно прочесть в главе 3, разд. 12.

Ясно, что в тех точках и в те моменты времени, где и когда 
появляются разрывы в уровне, а следовательно, и в скорости 
приливные уравнения, полученные в предыдущем разделе, не 
могут быть использованы, поскольку теперь производные от Л и 
Q оказываются неопределенными. П оэтому эти уравнения необ
ходимо заменить другими соотношениями. Обычно не представ
ляет труда получить соотношение, заменяющ ее уравнение нераз
рывности. Уравнение движения заменяется формулой, которая  
следует из хорош о известного закона Ньютона. Н айденное та
ким образом  соотношение представляет собой связь м еж ду ско
ростью и уровнем воды с одной и с другой стороны от разрыва. 
Поскольку вертикальные ускорения в разрыве должны быть
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бесконечно большими, существование резких разрывов оказы 
вается невозможным; горизонтальная протяженность области  
разрыва очень ограничена.

При использовании закона сохранения импульса обычно при
влекают различные упрощ ающ ие предположения, не всегда пол
ностью соответствующие действительности. Закон сохранения 
импульса получается из закона Ньютона:

где Fx — х-я компонента внешних сил, действующих на массу. 
Аналогичные соотношения записываются для компонент вдоль 
осей у  и z.

Закон сохранения импульса можно представить в виде

i - ( I X i r ) =  2 ! (  * , « , , ) = 2 ^ .

Здесь суммирование производится всегда по одному и тому 
ж е числу точек гпи х-координаты этих точек обозначены через х%. 
Преимуществом применения закона сохранения импульса яв
ляется то, что при этом появляется возможность пренебречь 
всеми внутренними силами, как, например, силой турбулентной  
вязкости. Импульс потока, проходящ его через сечение русла за  
единицу времени, вы ражается через рQu, где Q — расход, а и — 
средняя скорость.

Если необходимо учесть влияние распределения скорости по 
глубине, то выражение для импульса можно представить в виде 
а 3рQu. Изменение импульса за единицу времени равно равно
действующей всех внешних сил, действующих на массу воды.

Применим закон сохранения импульса для описания движ е
ния разрывного возмущения, образую щ егося в определенном  
месте и в определенный момент времени. На рис. 1.6 показано  
распространение волны большой крутизны. Пусть с обозначает  
скорость распространения. Тогда c(t2— /1) представляет собой  
расстояние, которое прошла волна за время h — U.

Пусть и\ обозначает среднюю скорость в сечении за волной, 
a uz — среднюю скорость на фронте волны. Тогда очевидно, что 
объем воды единичной ширины (ciiUi— diUz) равен сД, где Д =  
=  ai — й2 —  высота волны. Следовательно, соотношение

а х (и1 — с) =  а 2(и2 — с) (5.1)

заменяет собой уравнение неразрывности в случае движущ егося  
разрыва, если одновременно предполагается, что боковой сток 
отсутствует*

Остановимся теперь на допущ ениях, которые положены в ос
нову применения уравнения сохранения импульса.
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Пусть разрыв имеет место в точке хо м еж ду двумя вертикаль
ными плоскостями, расположенными в точках х± и x2 =  Xi-\-Ax 
(Xi <  Хг).  Пусть дно горизонтально, а Ах представляет собой та
кое наикратчайшее расстояние от места разрыва, в пределах  
которого скорости на сечениях Х\ и хг можно считать равными 
друг другу и горизонтальными. Следовательно, в точках Xi и Х2 
можно пренебречь вертикальными ускорениями. Эти допущ ения  
означают, что давление в плоскостях xt и Хг остается гидроста
тическим. И, наконец, пусть в пределах участка (х±, х?) придон
ным трением можно пренебречь.

Применим теперь уравнение сохранения импульса, которое 
в частном случае устанавливает, что произведение силы F на от
резок времени, в течение которого действует эта сила, равно из
менению произведения массы М (вода на участке х±, Хг) на ско
рость и. Отсюда

F dt =  d(Mu).
В движущ ейся системе на единицу ширины приходится  

d (Ми) =  К«2 — с) — (щ — с)] =  — м  («j — и2).
П оэтом у результирующ ая сила F, обусловленная разностью  

сил давления на концах участка, равна

F =  - Y ? g ( a i  — da).
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Тогда соотношение, заменяющее собой уравнение движения, 
сведется к виду

- j -  g ( a i  — а | ) =  — q (u x- u ^ ,  (5.2)

где
q =  a x {их — с) =  а 2 (и2 — с). (5.3)

Если силой трения рF* пренебрегать нельзя, то (5.2) заме
няется на

F* +  \ g { a \  — a%) =  — ? ( « i - « 2). (5.4)

Соотношения (5.2) и (5.3) вновь будут получены в разд. 9 
этой главы с использованием лагранжевых координат.

6 . УСЛОВИЯ в  МЕСТЕ с л и я н и я  п р и т о к о в

Пусть положительным направлением в каждом из притоков 
считается направление в сторону слияния. Тогда суммарный 
расход

Q i +  Q2 +  Q 3 +  Q 4 + -  • - = 0 -  (6-1)

В противном случае в уравнение (6.1) входили бы отрица
тельные величины.

Рассмотрим условия, которым должен удовлетворять уровень 
воды в месте слияния притоков реки. Пусть и и иг, из к и± — скоро
сти на соответствующих сечениях вблизи места слияния. На каж
дом из этих сечений уровень воды будет различным, и поэтому 
будет наблюдаться разность напоров. Вдоль участка PQ  (рис. 1.7) 
уравнение движения можно использовать в виде (4.1).

Так как длина участка мала, то влиянием трения и члена

P~dF можно пРенебречь. Следовательно, вдоль PQ  неоднород
ность в распределении скорости в сечении и уменьшение потерь 
напора (если они имеют место) можно учесть введением коэф
фициента ц:

h \— h\ =  - ^ ( u \ — и*) или h\ +  и\ =  h* +  и \ , (6.2)

что справедливо и для участка слияния, причем напоры энергии 
H i  будут равны

=  Н 2 =  / / з =  / / 4 =  . . .  (6.3)
Однако в действительности направление потока в месте слия

ния притоков является довольно сложным и запутанным. Так, 
например, если скорость в четвертом притоке меньше, чем в пер
вом, то в области слияния этих двух притоков будет иметь место
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диссипация энергии. Опыт учит нас, что величина коэффициента г| 
может быть значительно меньше единицы, однако в действитель
ности точное значение г| зачастую  остается неизвестным (см. 
разд. 7 ) . И наоборот, если u c > u i  (движение воды ускоряется), 
можно использовать соотношение (6 .2 ), хотя значение г| и б у 
дет близким к единице.

О тсюда видно, что величина г| изменяется в течение прилив
ного периода и является функцией времени. Если приливной по
ток движется от Р к Q и иС>ии  то мы должны положить r j « l .  
Однако во время отлива поток направлен в обратную  сторону, и 
в том случае, когда Uk<iUu можно считать, что г}^0.

Н еобходим о заметить, что при 
бесконечно малом расстоянии  
м еж ду точками 1 и 4 может на
блю даться скачок, а следова
тельно, и конечный разрыв как 
в уровне, так и в скорости. О д
нако в реальных условиях и з
менения профилей уровня и ско
рости в пределах конечного, но 
все ж е небольшого расстояния 
обычно носят плавный характер.

Д а ж е  в том случае, когда про
фили резко изменяются, переход  
от высокого уровня к низкому 
на очень небольшом расстоянии  
происходит довольно постепенно, 
так как вертикальные ускорения  
частиц воды остаются конечными.
Кроме того, вследствие измене
ния направления потока в излучине реки могут приобрести зн а
чение центробежные силы, а это повлияет на направление гра
диента уровня в месте слияния.

Если разности скоростей в месте слияния в определенный м о
мент времени малы, то членом Бернулли можно пренебречь. 
Тогда

h\ h(y — hr$ =  /?4 =  . . .  (6.4)

Д л я  определения точных значений уровня в месте слияния не
обходимо учесть силу Бернулли, а такж е центробежную  силу. 
Однако они имеют лишь локальное значение, и поэтому искаж е
ние приливных явлений за счет пренебрежения этими силами  
будет сосредоточено в пределах небольшого участка. П риведен
ные соображ ения можно использовать такж е для тех участ
ков реки, где имеют место изменения профиля русла. Если эти 
изменения малы, то и влияние их на уровень будет неболь
шим.

Рис. 1.7.
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Однако если в каком-либо месте профиль значительно сужен  
(например, в результате строительства там плотины) или когда 
эта теснина располагается в пределах застойного участка реки 
(например, в месте слияния рек), то в зоне перехода членом Б ер
нулли пренебрегать нельзя. С этой проблемой мы столкнемся в 
следующ ем параграфе.

7. УРАВНЕНИЯ ДЛЯ СЛУЧАЯ РЕЗКИХ ИЗМ ЕНЕНИЙ ПРОФИЛЯ 
РЕЧНОГО РУСЛА

7.1. Общие соображ ения

Уравнение (4 .1), приведенное в разд. 4, справедливо для  
плавно меняющихся поперечных профилей реки. Д л я  участков 
резкого изменения профиля (узкости или расширения) необхо
димо вывести другое уравнение.

Пусть (х± — Ai, xt +  Аг) — координаты района, в котором  
наблюдается довольно значительное изменение профиля

(рис. 1.8). Пусть это измене- 
х , + а 2 ние будет таким, чтобы про-

I------------------- 1— I------ 1-------------------- 1 филь на участке (х0, Х\— Ai)
х° Xl сущ ественно не отличался от

Рис. 1.8. профиля на участке (*i +  A2,
х2) ; здесь х\ — координата 

того места, где изменение профиля максимально. Такие условия 
встречаются, например, в районе плотины, где дно искусственно 
поднято над естественным речным дном. Н аряду с этим ширина 
речного русла может уменьшаться при неизменной глубине, 
а такж е могут иметь место одновременные изменения глубины и 
ширины русла реки. П оследний случай обычно встречается
в районе порогов.

И зменение профиля на участке (xi — Ai, Xi) может остаться 
постоянным в пределах всего участка (х\, хг). Дальнейш ие по
строения будут ограничены следующими упрощающими предпо
ложениями:

а) в области изменения профиля поток находится в докрити- 
ческом режиме;

б) переходная зона, в которой наблю дается изменение про
филя, имеет достаточно большую протяженность, для того чтобы  
поток в центре области исследования успел стать однородным и 
в то ж е время наклон водной поверхности оставался достаточно 
малым.

Д ал ее допустим, что точки Xi — Ai и *i +  A2 располагаются  
в непосредственной близости от центра х±, где характеристики  
потока аналогичны соответствующим характеристикам на сече
ниях (хо, Xi — A i) , (Xi +  д 2, х2) .
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Если поток направлен от точки хо к точке хг, то на участке 
(Xi — Ai, x i) , где находится узкость, поток будет ускоряться. 
В точке Xi скорость достигнет максимальной величины и будет  
сохраняться неизменной в пределах небольшого участка (х±,
xi +  A 'h  гДе может оказаться того ж е порядка, что и Д2. Д а 
лее будет наблюдаться уменьшение скорости, причем это умень
шение будет происходить до тех пор, пока скорость не достигнет 
своей обычной для участка (xt +  Аг, хг) величины. Гидравличе
ские условия в районе ускорения потока существенно отличаются 
от условий в районе замедления. Увеличение скорости обычно 
происходит постепенно, так что значительных потерь энергии не 
наблю дается. Н а участке замедления потери энергии обычно 
очень велики из-за сильной турбулизации потока и образования  
вихрей. О бразование вихрей зависит от местных условий, а их 
местоположение определяется из наблюдений. В том случае, 
когда для решения ряда инженерных задач влияние вихрей не
обходимо знать заранее, представляется целесообразным иссле
довать эту проблему на гидравлических моделях.

При определенных условиях потери энергии можно опреде
лить теоретически; об этом будет сказано в конце параграфа.

Уровень воды будет постепенно понижаться вдоль участка 
(xt — Ai, Xi +  Аг) до той точки, в которой скорость оказывается  
наибольшей; за этой точкой уровень будет постепенно повы
шаться, пока не достигнет обычной для участка (xi +  Д2, *i) от
метки.

Н а движение воды в районе сужения профиля влияют сле
дую щ ие факторы:

1) сжатие потока в области втекания,
2) распределение скорости на поперечном сечении,
3) придонное трение,
4) потери энергии на участке (х±, xi +  Д2), где поток зам ед

ляется, так что скорость его уменьш ается от некоторой макси
мальной величины до величины, обычной в нижней (или верхней) 
части реки.

7.2. Район втекания и поток над гребнем

П редположим, что перенос воды через сечение велик'по срав
нению с объемом воды в области накопления, так что уравнение 
неразрывности может быть заменено уравнением

Q (хх — A X) =  Q (Xl) =  Q ( x x +  Д2). (7.1)

Допустим такж е, что ширина района накопления равна ши
рине потока. Рассмотрим движение воды на участке (Xi — Д1, jci), 
в пределах которого наблю дается ускорение потока.
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На основании предположений «а» и «б», сделанных в разд. 7.1, 
мы можем использовать уравнение движения (4.1) для случая 
приливного потока в виде

(7.2)д х  *

где и — средняя скорость, a a i и а 2 — параметры, учитывающие 
неравномерность распределения скорости на поперечном сечении; 
подчеркнутые члены являются наиболее существенными. Д о п у 
стим, что протяженность узкости такова, что величина производ
ной du/dt  мала по сравнению с величиной и ди/дх. Тогда

аналогичным уравнению для стационарного потока. В уравнении
(7.3) частные производные пишутся для того, чтобы подчеркнуть 
зависимость всех переменных от времени, которое входит пара
метрически.

Найдем решение уравнения (7 .3).
Пусть аоо, boo и Лоо— соответственно средняя глубина, ширина 

потока и площадь сечения на участке (х , xt — Ai), а аог, Ь02 и 
Лог — соответствующие величины на участке (х± +  Аг, х2), отно
сящиеся к среднему уровню в пределах участка (х\ — Ai, xt +  Д2). 
Уровень воды в момент t , отсчитываемый от среднего его поло
жения, обозначается через h0 на участке (*о, х± — Ai) и через Аг 
на участке (xi +  Д2, хг). П редположим, что в переходном районе 
средняя глубина меняется линейно от аоо в точке Xi — Ai до aoi 
в точке хи а ширина — от Ь00 до &oi; в пределах этого участка ве
личины aoi и boi можно считать неизменными. Высота уровня 
воды h на этом участке такж е определяется относительно сред
него уровня. В силу предположения «а» в переходной зоне  
(xt — Ai, Xi) критический поток не может наблюдаться.

Исключая пока из рассмотрения придонное трение, из (7.3) 
получаем

r) [u2(xl - A 1) - u 2(xl) ] = 2 g [ h ( x l) — h ( x l — Дх)], (7.4)

где безразмерны й эмпирический коэффициент а 2 заменен на г|. 
Это сделано для того, чтобы учесть влияние сжатия в области  
втекания.

шах

*1 —Д1

и (7.2) может быть заменено соотношением

dh*  | а9 ди . и 2 п-Ц------------ И -5-----=  О,д х  1 g  д х  1 С2д ’ (7.3)
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« (* 1  -  M =  ^ ( в й о + ' ^ - А , ) )  ’

И —  *01 (лг,) (а01 ( х г) +  h (jcx))

вместо (7.4) можно записать

Ч [ (*оо(«оо +  * (* i -  Ai))}“ 2 -  {^oi (* i) («01 (* i) +  * (* i))}“ 2] Q2 =
=  2 g ( h ( x l) - h ( x l - ^ ) ) .  (7.6)

Д ля переходной зоны, имеющей геометрически правильную  
форму, оценку параметра г\ можно найти, исходя из теоретиче
ских соображ ений. Однако на практике этот параметр опреде
ляется по данным фактических измерений скорости и уровня 
воды или по данным опытов на гидравлической модели.

П риближенную  оценку величины члена трения для участка 
(xi — Ai, Xi) можно получить из соотношения

/  — JL  Г д2(*>____ dx
С 2  J  a 0 l ( x )  +  h ( x )  а Х '

Х х  —  Д ,

Следовательно, можно предположить, что и (х) такж е ме
няется линейно от и (Xi — Ai) до и (х^. Тогда

и (х) =  и (.*! -  At) +  [и (х ,) -  и (.*! -  А,)] -х ~ ( Al) .

Аналогичное выражение оказывается справедливым и для 
а<ц(х) h (х). П осле подстановки этого выражения в интеграл 
можно легко получить оценку I. Уравнение (7.4) тогда перепи
шется следующим образом:

71 [ и 2 ( X i  -  A j )  -  и 2 ( * , ) ]  =  2 g  [ h  ( * , )  —  h  ( * !  -  Д ^ ]  +  / ;  ( 7 . 7 )

соответственно изменится и соотношение (7 .6).
Д ля плотины с длинным горизонтальным гребнем уравнение

(7.3) можно проинтегрировать, после чего мы получим точное 
выражение для члена трения.

7.3. Район оттока

Рассмотрим участок ( х и  Xi  +  Д г ) ,  где скорость потока умень
шается. Как уж е упоминалось, при определенных условиях 
уменьшение скорости сопровождается значительными потерями 
энергии, которые можно приближенно рассчитать, используя за 
кон сохранения импульса.

После введения
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П оэтому применим закон сохранения импульса к массе воды, 
заключенной м еж ду сечениями х\ и xt +  Дг, и сделаем следующ ие 
предположения.

1. М еж ду точками Xi и Xi +  Дг имеет место резкое изменение 
глубины, как это показано на рис. 1.9.

2. Вертикальные ускорения в точках Xt и Xi +  Д2 пренебре
жимо малы по сравнению с g.

3. Распределение давления в точках Xi и х± +  Дг является гид
ростатическим.

4. Сила трения на участке (х±, х± +  Д2) пренебреж имо мала.

- fcf

dot* h(x1)

*u2 

CLq2 * hfXf * 2̂)

cl02~CL01

Рис. 1.9.

5. Силой поверхностного натяжения на участке м еж ду точ
ками xi и xi +  Дг можно пренебречь.

Тогда из закона сохранения импульса получаем следую щ ее  
соотношение:

4 "  Р£ [(“ 02 +  А (*l))2 -  («02 +  А (*1 +  Д2))2 +

р ( « 0 2  — Ooi)] =  азРQ ( « 2  -  «1), (7.8)
где слева стоит результирующ ая сил давления, действующ их со
ответственно в точках Xi и Х1 +  Д2, а справа — изменение им
пульса за единицу времени. Член, содержащ ий коэффициент |3, 
является поправкой к величине силы давления; при резком изм е
нении профиля этот коэффициент оказывается малым (см., на
пример, Егера [70]).

Различие в распределении скоростей в плоскости сечений xt 
и Xi +  Дг можно учесть заменой правой части уравнения (7.8) на
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М ожно выразить и± и иг через Q посредством (7.5) и соотно
шения

112 =  Qb02 (#02 +  А (-*1 4 “ Д2))

Тогда для правой части (7.8) получаем

“3PQ ( « 1  -  « 2) =  a3pQ2 [ ь ~т («ох +  h (-Ki))-1  -

— b<n (<Zo2 -f- h (x\ -j- Д2)) *]. (7.9)

Следовательно, после исключения b0i (*i)(aoi (*i) +  h (jci)) и 
h(x  1) уравнения (7 .6 ), (7.8) и (7.9) будут определять связь 
м еж ду уровнями воды в точках xt — Ai и х± +  Л2.

Окончательные уравнения. Выше было показано, что различ
ные факторы можно учесть теоретически. Однако на практике 
различия м еж ду фактическими условиями и теоретическими 
предположениями зачастую  так велики, что приходится учиты
вать влияние различных факторов введением эмпирических ко
эффициентов.

В практических расчетах при наличии сужения профиля точно 
можно рассчитать только наиболее существенную силу — силу 
Бернулли. Остальные факторы учитываются посредством введе
ния эмпирического коэффициента т|. П оэтому формулу для всего 
участка {х\ — Ai, xi +  Д2) запишем следующим образом:

y Q 2 [ (ооо 4 “ А (х\ — Ai)) 2 — 6012 (#01  4 “ A C*i 4 ~ ^2)) 2] =
=  2 *[ й2- ЛоЬ (7.Ю)

где 6оо, clqq и bou a 0i определены выше, а h0 — й2 представляет со
бой перепад уровней на участке изменения профиля. Это соотно
шение справедливо только тогда, когда коэффициент г| соответ
ствующим образом  изменен.

При движении приливного потока через проход (рис. 1.10) 
можно использовать формулы для прилива и отлива, которые 
приводятся ниже.

Во время прилива поток направлен вверх по течению от С 
до D (рис. 1.10). Опыт учит нас, что площ адь поперечного сечения 
потока будет минимальной у плотины со стороны реки (точка В). 
В соответствии с (7.10) можно записать уравнение

%Q2 [ b s 2 (С) (а0 (С) +  h (С))-2 -  ь ; 2 (А В ) (Оо (АВ) -f- h (D))-2] =  
=  2 g ( h ( D ) - h ( C ) ) .  (7.11)

При отливе минимальная глубина будет иметь место в точке Л 
плотины со стороны моря, и поэтому

Y)2Q2 [ b i 2 (D)  (во (D) +  h (D))-2 -  b i 2 (.АВ) (a0 (AB) +  h (C))~2] =  

=  2 g ( h ( C ) - h ( D ) ) ,  (7.12)
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где bs(AB)  и ао(АВ)  — средние значения ширины и толщины по
тока на гребне плотины.

Мы ввели различные коэффициенты для прилива и отлива 
(соответственно г}1 и г)2) и предположили, что в С и D средние  
уровни являются горизонтальными. В противном случае в правые 
части уравнений (7.11) и (7.12) необходимо было бы ввести по
правочные члены. Д ля других участков реки остаются справед
ливыми обычные приливные уравнения, например (4.10) и (4 .6 ). 
Реш ение этих уравнений определяет уровень воды и скорость по
тока в С как функции уровня и скорости на участке, располож ен
ном ниже прохода. Соответственно уровень воды и скорость выше

Рис. 1.10.

D определяют уровень и скорость в самой точке D. Уровни воды 
по обе стороны от плотины (согласно (7.11) или (7.12) и условию  
Qc= Q d ) связаны м еж ду собой. Таким образом , получаем слож 
ную систему уравнений для определения уровня воды и расходов  
вдоль всей реки.

8. ГРАНИЧНЫ Е УСЛОВИЯ И УРАВНЕНИЯ, 
ОПРЕДЕЛ ЯЮ Щ ИЕ РАСПРОСТРАНЕНИЕ ПРИЛИВНЫ Х ВОЛН

Распространение приливных волн описывается дифференци
альными уравнениями, полученными в разд. 3 и 4. В морях и при
бреж ны х водах движение приливного потока определяется урав
нениями (2 .7), (3 .19), (3.20); в широких эстуариях, длина кото
рых соизмерима с их шириной, справедливы уравнения (4 .1 ),
(4.2) и (4.3) (или 4 .6 )), а для рек можно использовать уравнения
(4.11) и (4.12) (или (4.13)). Д ля того чтобы решить эти уравне
ния, необходимо добавить граничные условия. На границе с мо
рем требуется знать изменение уровня в течение приливного 
периода. Границы, отделяющ ие прибрежные воды от открытой 
части моря, обычно выражены нечетко, и поэтому их выбор опре
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деляется практическими соображ ениями. П ереход от моря или 
прибрежной области к реке хорош о заметен. Условия на твердом  
контуре прибрежной области могут быть различными. В устье 
приливной реки величина расхода долж на асимптотически стре
миться к величине речного стока.

На практике расчет распространения приливного потока 
обычно выполняется для интервала времени U < t <  U. Оче
видно, что для однозначного определения потока одних гранич
ных условий недостаточно. Н еобходимо знать особые условия  
приливного движения в момент t =  to, т. е. так называемые на
чальные условия, под которыми понимают значения уровня и ско
рости в момент t= to .  Д ля задания этих начальных условий 
одних прямых измерений мало. В разд. 2 главы 4 мы вер
немся к этой проблеме и укаж ем пути преодоления этих з а 
труднений.

Однако при чисто периодическом приливе необходимость в за 
дании начальных условий отпадает, так как в этом случае усло
вия периодичности уровня и расхода заменяют начальные усло
вия. Д ля однозначного определения прилива в исследуемом  
районе граничные и начальные условия должны удовлетворять  
определенным математическим требованиям; например, функции 
должны быть непрерывными и дифференцируемыми.

Однако в некоторые моменты могут появляться разрывы, пе
ремещ ающ иеся вдоль рек (см. разд. 5 ) . Кривая х = Г  (t) на плос
кости х , t, по которой перемещ ается разрыв, делит приливной 
район на две части. Д ля х >  Г (/) или х С  Г (t) приливные урав
нения остаются в силе. На самой кривой уравнение для высоты 
разрыва определяет связь м еж ду уровнями воды по обе стороны  
от Г. Это уравнение и уравнение неразрывности могут рассмат
риваться как внутренние граничные условия на кривой Г.

Д о  сих пор мы имели дело с уравнениями в форме Эйлера. 
Д л я сравнения в следующ ем разделе приводятся уравнения  
в форме Л агранж а.

9. УРАВНЕНИЯ В ФОРМЕ Л АГРАНЖ А ДЛЯ ОДНОМЕРНОГО ПОТОКА

Описание одномерного движения жидкости в форме Л аг
ранжа основывается на рассмотрении изменения во времени 
траекторий, скоростей и ускорений индивидуальных частиц ж и д
кости. Описание движений в форме Эйлера основывается на рас
смотрении скоростей, ускорений и т. д. в данной точке простран
ства.

Системой Л агранж а очень удобно описывать разрывы в дви
жении воды, поэтому воспользуемся этой системой при изучении 
одномерного стационарного потока.

Пусть положение частицы в момент t = t o  обозначается че
рез г, а ее положение в момент t — через х. П олож ение х частицы
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в момент t будет зависеть от г и t\ тогда x ( r , t) — изменение по
ложения частицы во времени, записанное в форме Л агранж а. 

Скорость и частицы в момент t равна

% - = * ■  <9 1 > 

Следовательно, уравнение движения записывается так:

+  <92>
или

ди_дх_ =  _ д р _  , р дх_ ,92,v
Р dt дг дг  ' Р дг  ’  ̂ '

где через р обозначено давление, а через рF — внешняя сила, 
действующ ая на единицу объема. Если дно горизонтально, а 
а (г, t) представляет собой глубину, то

<9-з>
При записи (9.3) сделано предположение о том, что скорости 

всех частиц по вертикали одинаковы.
Если пренебречь вертикальными скоростями и ускорениями, 

то закон сохранения вещества в системе Л агранж а сведется  
к очень простому виду.

Пусть Аг — длина основания некоторого объема воды еди
ничной ширины в момент t = t o , а (г, /0) — высота (глубина). 
Пусть в момент t длина основания этого объема станет равной 
Дх, а его высота — а (г, t ) .

Поскольку а (г, to )A r=a  (г, t)Дх, то уравнение неразрывности  
примет вид

дх_ _  а (г,  t0) ,Q
дг ~~ а (г,  t) ‘

Тогда, используя (9 .2 ') , (9.3) и (9 .4 ), уравнение движения  
можно записать так:

д и  _  г  а ( г > о  да  . F  ( q  ~
dt g  a ( r ,  to) dr '

или, объединяя (9.1) и (9 .4), имеем

du __ а (г,  tp) da Q
dr ~~ a*(r,  t) dt '

М ножитель a ( r , /0) можно исключить, введя новую лагран- 
ж еву координату //, которая определяется соотношением

d y  = a ( r ,  t 0) dr .
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г

у  =  j  а  (г ,  *0) dr.
Г0

Тогда (9.5) и (9.6) сведутся к виду 
ди , да 

-дГ +  8 * - ъ

С ледовательно,

|- + 4г4г=°- м
Теперь можно вновь получить уравнения, описывающие р аз

рывное движение. Эти уравнения ранее имели вид (5.2) и (5 .3). 
Пусть М представляет собой массу воды, проходящ ую  за еди
ницу времени через поверхность разрыва. Как это следует из
(5 .3 ), М в системе Эйлера равна — q. Тогда и и а зависят только

от у  и t:
z  =  y  — Mt.  (9.9)

Если внешними силами, подобными силе трения, можно пре
небречь, то уравнения (9.7) и (9.8) переписываются в виде

M % - - g a £  =  0, (9.10)d z  d z

(9Л1>
Следовательно,

—M u - \ - -^ - g a 2 =  cu  u +  ^ -  =  c2,

где ci и сг — константы.
Пусть их и ai — скорость и глубина в области потока за р аз

рывом, а аг и аг — соответствующие величины перед разрывом. 
Тогда мы можем записать:

+  +  (9.12)

— M u , + - ^ - g a i =  — MU2+  - ^ - g a l  (9.13)

Если обе части соотношения (9.12) равны с, уравнение (5.3) 
сводится к виду

M  =  —q =  a 1(c — их) =  а2(с — и2). (9.14)

Уравнение (9 .13), которое следует из (5 .2 ), переписывается 
тогда следующ им образом:

— • g ( a \  -  al) =  - q  (« ! -  и2).
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ГЛАВА 2

В этой главе будут выведены формулы для расчета распро
странения астрономического прилива и соответствующих мелко
водных составляющих.

При расчете распространения приливной волны в конкретном 
районе практически невозможно учесть многие составляющ ие 
прилива. Число рассматриваемых компонент прилива зависит от 
длительности интервала времени, для которого надо знать кар
тину распространения. Если этот интервал равен всего лишь сут
кам, то мы можем представить прилив на границе м еж ду нашим 
районом и морем с помощью ряда Фурье с основной частотой, 
равной частоте наиболее существенной компоненты прилива. 
Тогда влияние остальных компонент прилива представляется  
членами того ж е ряда Фурье.

Однако если рассматривается период в 14 или 15 дней, в те
чение которого прилив непрерывно изменяется от квадратурного 
до сизигийного, то надо учитывать более чем одну основную ком
поненту прилива. Н аиболее важные из этих компонент — это по
лусуточные составляющие Мг, 5г, Ki  и N2 и суточные составляю 
щие Oi и /Ci. Д ля практических целей обычно можно объединить  
составляющ ие М2 и N2, а такж е К2 и S 2, поскольку соответствую
щие частоты в каждой паре различаются лишь незначительно. 
Аналогичным образом  можно объединить компоненты Оi и Ки 
Следовательно, на практике распространение прилива будет рас
считываться с частотами объединенных составляющ их М2 — N2, 
К2 — S2 и Oi — Кх. Амплитуды и фазы этих объединенных волн 
на границах должны быть выбраны так, чтобы они возмож но точ
нее соответствовали фактическому приливу.

Вычисление приливов чаще всего производится для средних 
и экстремальных условий 14-дневного периода: для промежутка, 
для сизигии и для квадратуры. Прилив на каждый из таких дней  
будет представлен рядом Фурье, аналогично тому как это д е 
лается для отдельного дня. В каждом случае основная частота 
будет частотой волны М2, но амплитуды и фазы составляющ их

Г А Р М О Н И Ч Е С К И Й  М Е Т О Д
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будут различными для каж дого из трех дней. Рассчитав прилив 
на эти три дня, мы можем определить нужные нам величины для  
других дней 14-дневного периода путем интерполяции.

В различных разделах этой главы будет последовательно и з
лож ено применение гармонического метода с использованием  
комплексных функций.

Поскольку гармонические волны представляют собой решения 
некоторых линейных дифференциальных уравнений в частных 
производных, то будет показано, как можно получить такие урав
нения из уравнений движения (глава 1, (4 .10)) и неразрывности  
(глава 1, (4 .6 )) . Этот процесс называется линеаризацией уравне
ний прилива. Н аиболее трудной проблемой при этом является ли
неаризация члена сопротивления, особенно множителя | и | и или 
I Q | Q, для которого в разд. 4.2, 6.1 и 6.8 будут даны два способа  

аппроксимации.
Мы начнем с рассмотрения наиболее простой задачи — рас

чета главной составляющей прилива в реке, т. е. полусуточной  
волны М2 (разд. 3, 4, 5 ) , а затем перейдем к расчету распростра
нения главной составляющей прилива вместе с ее самой сущ е
ственной обергармоникой, т. е. волн М2 и Лй (разд. 6 ). М ожно  
рассматривать такж е две объединенные составляющ ие одного 
типа, но с неодинаковой частотой, например М2 и 5г. Речной сток 
такж е существенно влияет на распространение приливной волны, 
так что необходимо исследовать и эту сторону вопроса.

Методы расчета распространения полусуточных составляю 
щих можно применять и к районам, где преобладает суточный 
прилив. В тех районах, где полусуточный и суточный приливы 
примерно одинаково важны, решение значительно усложняется. 
Возмож ность применения гармонического метода становится 
проблематичной, и в этих случаях целесообразно использовать 
численные методы, рассмотренные в главе 4. Эти ж е методы  
лучше применять в тех случаях, когда требуется исследовать  
обергармоники более высоких порядков (Ms и д а л ее).

Распространение отдельных составляющих прилива опреде
ляется решениями линейных уравнений. В принципе эти решения 
получаются с помощью итерационного метода, поскольку фак
торы, которые характеризую тся коэффициентами уравнений, мо
гут считаться постоянными в пределах участка ограниченных 
размеров (разд. 3.3, 5.2 и 6 ). Указанные факторы зависят от ско
рости течения и амплитуды колебаний уровня, соответствующих 
рассматриваемой приливной гармонике, и от аналогичных вели
чин, соответствующих другим гармоникам, и это определяет  
взаимодействие м еж ду различными гармониками. Коэффициенты  
зависят такж е от размеров канала. Нелинейные приливные коле
бания в каналах рассматривали К райсс [77] и Л овелл [86].

П реж де чем приступить к указанной основной задаче, мы 
рассмотрим в общ их Чертах распространение простой гармониче
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ской волны в канале, причем сначала начнем с небольшого ка
нала, где силой Кориолиса можно пренебречь (разд. 1), а уж е  
затем перейдем к более широкому каналу, где эту силу надо учи
тывать (разд. 2 ). В разд. 1 при рассмотрении характерных осо
бенностей распространения простой гармонической волны в у з
ком канале не учитываются искажения за счет нелинейных 
эффектов. Приводится полное решение, так как анализ такого 
случая может дать представление об основных закономерностях  
поведения прилива в узком канале. Н еобходимы е формулы могут 
быть получены и всесторонне проанализированы сравнительно 
простым путем.

Поскольку гармонические волны представляют собой решения 
линейных дифференциальных уравнений в частных производных, 
то это значит, что коэффициенты уравнений и характеристики  
профиля канала постоянны. Д ал ее пренебрегаем членами вто
рого порядка, а фрикционный член заменяем линейным членом 
(т. е. принимаем линейный закон трения). На практике все ве
личины нужно подобрать так, чтобы они наилучшим образом  
отвечали действительным условиям. В первую очередь рассм ат
ривается известный случай канала, закрытого с одного конца. 
Затем  исследуются приливные колебания уровня в канале, от
крытом с обоих концов, если на этих концах прилив известен. 
Такая ситуация складывается в канале, пересекающ ем переш е
ек, например в канале Кейп-Код (см. обш ирное исследование 
П арсонса [92]) и в П анамском канале (см. Эйнштейн и 
Фукс [36]).

Распространение гармонической волны в реке со значитель
ным стоком исследовать этим способом не удается, так как сущ е
ственным фактором в таком распространении является взаим о
действие м еж ду стоком и приливом. П редметом исследования яв
ляется соотношение м еж ду амплитудами колебаний в замкнутом  
конце реки и в устье, причем это соотношение рассматривается  
как функция длины канала, сопротивления в нем и частоты при
ливного колебания. В устье определяется соотношение м еж ду  
амплитудами стока и колебаний уровня. Д ля канала, откры
того с обоих концов, рассмотрен специальный случай, когда на 
одном из концов вертикальные колебания уровня пренебрежимо  
малы.

В последних исследованиях было рассмотрено поведение 
длинных волн в каналах переменного поперечного сечения, за 
крытых с одной стороны. Если характеристики поперечного сече
ния (глубина, ширина или и то, и другое вместе) изменяются  
с расстоянием специальным образом , например линейно, или 
если ширина изменяется с расстоянием экспоненциально, то рас
пространение приливной волны можно описать аналитически, 
с помощью математических формул. Такие случаи рассмотрены  
рядом авторов (Ш ёнфельд [125], Доррестейн [27] и др., см.
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ссылки в разд. 1.4). Если зависимость поперечного сечения от х 
нельзя выразить простой формулой, то его надо аппроксимиро
вать, зад авая  постоянный профиль в пределах каж дого из ряда 
коротких участков, на которые разбивается река. Этот прибли
женный метод будет изложен в разд. 1.2.

Рассм атриваем ая гармоническая волна не обязательно дол
жна быть приливной волной. Р яд  формул может быть использо
ван такж е и для расчета сейш в закрыты х каналах  или заливах. 
Такие сейши часто имеют периоды от нескольких минут до полу
часа.

О казы вается, что в заливе или закрытом канале может про
изойти значительное увеличение амплитуды — это зависит от со
отношения между длиной канала и длиной волны. Если период 
волны приближ ается к одному из периодов свободных продоль
ных колебаний канала, то имеет место значительный рост ампли
туды. Это явление представляет собой разновидность резонанса, 
проявляю щ егося особенно резко, когда отношение длины канала 
к длине волны составляет одну четверть, три четверти и т. д. С ле
довательно, колебания коротких периодов (от 10 минут до 1 часа) 
могут сильно возрастать в каналах  сравнительно небольшой 
длины, например в гаванях.

Приливные волны, однако, имеют очень низкую частоту и, сле
довательно, большую длину, которая пропорциональна прилив
ному периоду. Поэтому в коротких каналах  увеличение прилив
ных волн будет сравнительно невелико. М етеорологические эф 
фекты могут привести к возникновению волн с более высо
кой частотой, и тогда определенные обстоятельства могут вы
звать значительный рост амплитуды такой волны. Вторым ф ак 
тором, определяющим степень увеличения амплитуды, является 
трение — отношение коэффициента трения к частоте оказывается 
особенно важ ны м параметром. Это обстоятельство будет рас
смотрено на примерах в разд. 1.3.

В эстуариях с широкими устьями и в прибрежных водах в при
ливных уравнениях необходимо учитывать силу Кориолиса. П о
этому в разд. 2 дано введение в теорию распространения гарм о
нической волны в широком канале, берега которого параллельны. 
И з-за учета силы Кориолиса решения тут гораздо сложнее, чем 
в разд. 1, где эта сила не учитывается.

Вблизи берегов и в эстуариях с практической точки зрения 
представляю т интерес волны Кельвина, в которых движения п а
раллельны  берегам. Поэтому в этот раздел включено краткое 
рассмотрение таких волн.

В остальной части главы мы будем иметь дело только с од
номерным потоком.

Д ля  ознакомления с теорией рядов Фурье можно отослать 
читателя, например, к работам  Карслоу [13], Черчилла [14, 15] 
и П айпера [97].
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I. РАСПРОСТРАНЕНИЕ ПРОСТОЙ ГАРМОНИЧЕСКОЙ ВОЛНЫ

1. 1.  Реш ение приливных уравнений

Хотя в этом параграф е речь пойдет главным образом о гар 
монических волнах с частотами приливных составляющих, од
нако результаты  будут пригодны такж е и для длинных волн с са
мыми разнообразными частотами. Поэтому могут рассм атри
ваться, например, движения, имеющие период в несколько минут.

Вместо приливных уравнений (глава 1, (4.10) и (4.6)) для 
расчета распространения простой гармонической волны исполь
зуются следующие упрощенные уравнения: 
уравнение неразрывности

о,  (1.1)

и уравнение движения

+  g A 0 =  0, (1.2)

в котором постоянный коэффициент X зам еняет коэффициент 
g  | Q/C2A (do +  h) в члене сопротивления в уравнении движения
(4.10) в главе 1. В разд. 4.2 этой главы для случая простой гар 
монической волны определено приближенное выражение для К, 
позволяющее получить наиболее близкое соответствие рассчи
танного движения волны с действительным, а именно использо
вана хорошо известная формула, полученная Лоренцем [85] (см. 
такж е Тийссе [139]):

^ =  i g - Q J C 2A0a 0,

где Qm — м аксимальная величина |Q | (см. такж е разд. 8). 
В действительности величина Qm изменяется вдоль реки, и по
этому рассматривается средняя величина Qm. Д алее прини
мается, что коэффициенты Ао и а 0 постоянны и равны средним 
величинам Л и а.

Пусть вертикальное приливное колебание уровня в устье реки 
будет

h x(0, t) -= Aj(0 )c o s i.ot. (1.3)

Это движение вызывает вынужденное периодическое во вре
мени колебание в канале. Оно будет непрерывно поддерж и
ваться движением в море; следовательно, движение в канале 
не погасится трением.

Выражение (1.3) можно представить в комплексной форме 
следующим образом:

А,(0, t ) = N A 0 ) e im‘ - \ -c.  с . ,  (1.4)
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где с.с. — сопряж енная комплексная функция Н-х(0 )е ~ш . Д алее, 

Я 1( 0 ) = Я _ ,( 0 )  =  ^ -/г1 (0 ) .
Предположим, что начальный момент (£ = 0 )  совпадает с мо

ментом полной воды, так что в выражении (1.4) # i(0 )  =  
— Н - 1 (0 )— вещ ественная величина. Такое предположение, од
нако, не является обязательным, так как в противном случае 
# i ( 0) и # _ i(0 )  будут комплексными функциями, для которых со

отношение |# i ( 0 )  | =  |//_1  (0) [ =  — h i ( 0) сохраняет законность. 

Выражение (1.3) можно представить, таким образом, в виде

Aj(0, t) =  Re h x (0) elat.

Однако эта форма обычно не употребляется, потому что если 
требуется найти произведение функций типа fti(0, t) или возве
сти их в степень, то уравнение (1.4) дает более обозримые ре
зультаты .

Решение уравнений (1.1) и (1.2) для гармонической волны 
записы вается в виде

h x (х,  {] =  Н х( х ) е Ы1+ Н _ х( х ) е ~ ш , (1.5)

Qi ( * ,* )  =  Qi (х) еш  +  Q -i  (х)  е ~ ш . (1.6)

Комплексные функции Ну(х)  и Qi(jc) определяю тся следую 
щим образом. Д ифф еренцируя (1.2) по х, а (1.1) по t, можно ис
ключить Q. Затем  простая подстановка приводит к дифференци
альному уравнению  в частных производных для hi:

№hx |  ̂ dh\ _ 2 d%hx ^
~ т 1 + х - ж = С о ^ ’

где c ^ — gAo/bo', со— скорость распространения волны, если Л = 0 .
Уравнение для Q i(x, t) имеет такой ж е вид.

Если (1.5) подставить в (1.7), то получим следующее у р ав 
нение для Hi:

+  (1.8)

Хорошо известно, что общее решение этого уравнения будет

Н 1(х) =  С 1е* * + С & - * * ,  (1.9)

где Ci и С г— комплексные постоянные интегрирования. К ом
плексная константа k определится путем подстановки Ну в (1.8). 
Тогда из

Сок2 +  (с*)2 — Лео) =  0
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к = ±  v ( ~ 1 + i ^ T =  ±  ( и о >
Таким образом, безразмерный параметр

находим

оказы вается одним из тех, которые определяют характер распро
странения гармонической волны.

Д альнейш ие вычисления показываю т, что

.  _  [ -  4 - + 4  ( 1 +»;)''•]■ '■ ; р _  [ 4 - + 4 . ( 1 + t r y .

(1.12)
Д ля различных дополнительных вычислений отметим следую 

щие важны е соотношения:

a2+ p 2 =  ( l + s ? ) ' /2, о2 -  р2= -  1. (1.13)

Если А,<Соо (следовательно, Si м ало), то а  и |3 можно прибли
женно выразить в виде

P ^ l  +  -g - S i« s l .

Поскольку X зависит от глубины и максимальной скорости, то 
указанное условие будет выполняться всякий раз, когда ам пли
туда волны м ала по сравнению с глубиной или когда частота от
носительно велика, как в случае сейш. Чтобы найти общее реш е
ние для простой гармонической волны, которое удовлетворяло 
бы (1.7), получим с помощью (1.5), (1.9) и (1.10)

* ,(* ,  ^  =  я 11е“" /с»+г“ (<+^ /с”) +  «-м /с .) +  с. с . ,
(1.14)

где Н и  и #12 — постоянные интегрирования, удовлетворяющие, 
согласно (1.4), соотношению

Н ц  Н ю  — H i  (0). (1.15)

Вещественная форма выраж ения (1.14) будет

h x (х,  0  =  Ane““ ,Coc o su )^  +  -i-.x:J +

+  A12e _ “w 'Coc o s u ) ^ — =  h n (x, t ) - \ - h l2(x,  t). (1.16)

Таким образом, при безграничном увеличении х  величина 
h a ( x , t) безгранично возрастает, а Н&(х, t) стремится к нулю.
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П редположим, что гармоническая волна возникла в какой-то 
точке канала, бесконечно продолжаю щ егося в положительном и 
отрицательном направлениях. Тогда, из-за диссипации энергии, 
вызванной трением, амплитуда бегущих волн будет уменьш аться 
по мере их удаления от источника. Волна, бегущ ая в полож и
тельном направлении, hiz{x, t), стремится к нулю, когда х  стре
мится к +  оо , а волна, бегущ ая в отрицательном направлении, 
h u ( x , t),  стремится к нулю, когда х  стремится к — о о . Поэтому мы 
определяем hu(x ,  t) как гармоническую волну, бегущую в отри
цательном направлении, a hu>(x, t) как гармоническую волну, 
бегущую в положительном направлении; их назы ваю т прогрес
сивной (Ai2) и ретрогрессивной (Ан) волнами. Скорости их р ас
пространения равны со/р.

Из (1.2), (1.5) и (1.6) следует, что

о = - £ j r ^ - « ■ • '+ < . о.

Используя (1.10) и (1.14), находим, что

Qx (.х, i) =  -  [Huemox е'+1л -

— H l2e ~ a°x,C(,+ia(,-р-г/Со)] -j-с. с. (1.17)

Выражения (1.14) и (1.17) для hi(x,  t) и Qi(x,  t) можно при
вести к более простому виду. Величины Н и  и Н п  связаны соот
ношениями (1.15) и

t f „ - / / 12 =  ^ ^ - Q , ( 0 ) ,  (1.18)

которое следует из (1.17) при х = 0 .  Реш ая систему (1.15) и
(1.18) относительно Н и  и Htz, находим

« „ = T - W , ( 0 ) - 4 - Q , ( 0 ) i ^ ,

=  4 -  / / ,  (0) +  4 -  Q, .

Вводя эти вы раж ения в (1.14) и (1.17), получим 

h x(x,  t) —  | / / j (0 )ch k x  Q j ( 0 ) sh kx^  eia>t +  c. c . , (1.19) 

Qi (* , 0  =  {Qi (0) ch k x  -  H x (0) sh AjcJ еш  +  c. с. (1.20)
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Напомним, что в сопряженные функции надо подставить ве
личины, сопряженные с k  (см. (1 .10)). Отсюда с помощью (1.5) 
и (1.6) функции Hi(x )  и Qi(x)  определяю тся как

Я ! (х) =  Я ! (0 ) ch k x  +  Qj (0 ) sh kx,  (1 .2 1 )

Q x (x) =  Q x (0) ch k x  -  H x (0) sh kx.  (1.22)

1.2. Расчет распространения простой гармонической волны
в канале

Формулы (1.21) и (1.22) получены для приливного движения 
в канале с постоянным поперечным сечением и постоянной шири
ной района накопления. Н а практике такой случай встречается 
редко. Обычно поперечные размеры канала надо рассматривать 
как функции от х. Если мы разделим канал на участки так, чтобы 
в пределах каж дого из них поперечные размеры  можно было счи
тать постоянными, то в каж дом из таких однородных участков 
вертикальные и горизонтальные приливные колебания можно 
представить с помощью формул, аналогичных (1.21) и (1.22), 
если # i (0 )  и Q i(0) заменить их значениями в начале каж дого 
участка.

Пусть 1у — длина первого участка, a t f i ( / i )  и Q i(/i)  — значе
ния Hi  и Qi на конце этого участка. Тогда мы можем выразить 
Hi (k)  и Qi (k ) через соответствующие значения в начале участка 
с помощью (1.21) и (1.22). Н а следующем участке справедливы 
аналогичные соотношения с новыми значениями k  и Ьо. Таким 
образом, H i ( k )  и Qi (/2) на конце второго участка можно вы ра
зить через Hi  (/1) и Qi (h).  Исклю чая Hi (h)  и Qi (/1), можно вы ра
зить Hi  (/2) и Qi (/2) через H i ( 0) и Q i(0 ), и это соотношение будет 
опять линейным. П родолж ая действовать таким образом, мы мо
жем выразить величины # i ( / n) и Q i( /n) на п-м участке в виде 
линейной функции от Н i(0) и Q i(0) с помощью коэффициентов 
всех п  участков:

H l (ln) =  A nH 1(0) +  B nQ x(0),

Q i ( Q  =  CnQi (0 ) +  D nH ! (0 ). (1.23)
Предположим, что # i (0 )  известно в начале, a Qi (1п) — в конце 

реки (на конце замкнутого канала Q i(/n ) =  0). Тогда мы можем 
рассчитать H i ( l n) и Q i(0) с помощью (1.23). Если известны 
tf i(0 )  и Q i(0), то мы можем вычислить любые H i ( l n) и Q i( /n); 
следовательно, в начале и конце всех участков мы найдем ком
плексные амплитуды Hi  и Qi.

Было показано, что на каж дом  участке имеют место две гар 
монические волны, бегущие соответственно в положительном и
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отрицательном направлениях. Рассмотрим канал, состоящий из 
двух участков, соединяющихся при х = х у .  Тогда волна будет рас
пространяться из первого участка во второй. И з-за различия пло
щадей поперечных сечений двух участков к этой волне добавятся 
проходящ ая волна во втором участке и бегущ ая н азад  отраж ен
ная волна в первом участке. Мы говорим, что в месте сочленения 
участков происходит частичное отражение. Гармонические волны, 
бегущие в положительном направлении, могут отличаться друг 
от друга в двух смежных участках; это ж е утверждение справед
ливо и для волн, бегущих в отрицательном направлении. В у р ав 
нениях (1.21) и (1.22), определяющих распространение прилив
ной волны на участке, бегущие гармонические волны рассм ат
риваются как простые гармонические. В следующем разделе мы 
столкнемся со специальными случаями распространения при
ливных волн в каналах.

1.3. Некоторые примеры решения краевых граничных задач

В этом разделе рассчитывается распространение простой гар 
монической волны в предположении, что в устье реки известны 
вертикальные колебания уровня hi. Рассматриваю тся следующие 
примеры.

1. В устье реки задан  расход

Qi (0, 0 <7i (0) cos (о>*-1- Р(0)).

2. При х = 1  канал замкнут, так что Qi (/) =  0.
3. При х —  1 известен вертикальный прилив

^Ч(Л 0  =  Ai (/) c ° s -f- а (/)).

Н апример, если перешеек пересечен каналом и на обоих концах 
( х = 0  и х =  1) колебания уровня определяю тся морским прили
вом.

Очевидно, что случай 2 является частным видом случая 3, так 
как можно выбрать h t (/, /) таким образом, чтобы Qi (/, / )= 0 .. 
Однако случай 2 очень важ ен с практической точки зрения и по
этому рассматривается отдельно.

Пример 1. В устье реки известны колебания уров ня  и расход  
( вертикальный и горизонтальный пр и ли в).

Это очень простой случай; распространение приливной волны 
рассчитывается с помощью выражений (1.21) и (1.22), в которых 
все величины известны. К олебания уровня и расход на конце 
n -го участка находятся путем операций, описанных в разд. 1.2 
(см. (1.23)).

Пример 2. Ка нал  замкнут, а в устье канала известны колеб а
ния уровня.

53



а. О б щ и е  ф о р м у л ы

Рассмотрим случай канала с постоянным поперечным сече
нием, который замкнут при х = 1  и имеет там расход Q ( / ) = 0 .  
В соответствии с (1.20) сразу ж е можно найти расход Qi (0, t) 
в устье реки. Получаем, что комплексная амплитуда расхода 
в устье будет

П одставляя эти выраж ения в (1.5) и (1.6), можно определить 
вещественные функции hi (х, t) и Qi (х , t).

Тогда из уравнения (1.5), используя, кроме того, соотношение

Л, (х, t) =  2 Re { //, (*) еш } =  2 { R e H l (*)} cos <*t -
— 2{Im H x{x)\ sin

и вводя величину s2, определяемую как
2 со/ 4тс/ /4 л л \

% =  =  0 -26 )

где L  — длина волны, получим

д 1( 0 ) = я 1( 0 ) ^ - 1 Ь А / .

П одстановка в (1.21) и (1.22) теперь дает

(1.24)

(1.25)

* ,(* , t) =  h 1(0) A  cos соt В  sin соt
ch 525 +  cos s 2[* *

(1.27)

где
А  =  2 [tpx (/) ср! (х — /) +  Ъ (1)ср2(х — /)]. 

в  =  -  2 [«Р, (/) <р2 ( х  - 1) -  ср2 (/) ср, (X -  /)] (1.28)
И

1 JC 1 JCcp,(x) =  ch - ^ - s 2a -y -cos -2 ~s2$ —  ,

1 JC 1 JCcp2 (x) =  sh s2a —  Sin S2p —  . 

Аналогично из (1.6) и (1.25) следует, что

(1.29)

(1.30)
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С  =  2 о  { ср, ( / )  ср3 (х  —  / )  —  ср2 ( / )  <р4 ( *  —  / ) }  —

—  2 ?  { ? !  ( / )  <р4 (х  —  0  +  ?2 (О  <Рз (•*  —  0 1  > ( !  -3 1 )

D  =  2р {— ср, (/) <р3 (х — I) +  ср2 (/) tp4 (х — /)} -
— 2о {cpi (/) tp4 (х — I) +  tp2 (I) ср3 (х  — /)}.

Здесь

ср3 (л) =  ch -g- s2o i f -  s in -1 -52Р - f - ,

tp4 (x) =  sh - i -  S2a COS S2p . (1.32)

При выводе были использованы хорошо известные формулы: 

2 ch2 -g- s2a =  1 +  ch s2a; 2 sh2 -g- s2a =  — 1 -f- ch S2a.

где

б. Специальный случай при отсутствии трения

Рассмотрение теоретического случая без силы трения помо
гает глубж е понять приливные явления, потому что приближение 
к такому состоянию имеет место всегда, когда сила сопротивле
ния мала.

Если сила сопротивления равна нулю, так что Х = 0  и, таким 
образом, параметр si =  0, то величины а и р  будут равны соот
ветственно единице и нулю. Тогда из (1.27) и (1.30) следует, что

Aj (х, t) =  h x(0)
c o s

<Ч)
( х - 1 )

СО
C O S  ------  I

Со

•COS (1 .3 3 )

Qi (■*» 0  — V o * i (0)
sin ( * _ / )

60________
(О

C O S  ------ /
*0

sin о)̂ . (1 .3 4 )

Решения (1.33) и (1.34) описывают стоячие волны.  Ампли
туды изменяются вдоль х  по синусоиде, т. е.

h l (x) =  h l ( 0)
c o s  —  (х  —  I) 

Со
C O S  ------  I

Со

Qi (•«) =  V o * i(0 )
s in  —  ( х —  / )  

Со
C O S  ------ /

Со

(1 .3 5 )

(1 .3 6 )
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Д л я  стоячих волн разность фаз уровня и расхода составляет 
л/2. Стоячее колебание характеризуется сменой течения при пол
ной и малой воде. Самые сильные течения имеют место при сред
нем уровне. Если

- i l / = ^ ( 2 / i + l ) - f  • (лг =  0 , 1 , 2 , . . . ) ,

то во всех точках х = 1 ------—  ( 2 л '+ 1 ) 4 г  амплитуда колебанийсо 2
уровня равна нулю, а амплитуда расхода (течения) макси
мальна (предполагается, что канал достаточно длинный, чтобы 
такие места в нем были). Эти точки называю тся узл ам и  верти
кального прилива. Наконец, в точках-

х  —  1 — (лг =  0, 1 , 2 , . . . )

амплитуда расхода (течений) равна нулю. Эти точки называю тся 
уз л а м и  горизонтального прилива или пучностями вертикального 
прилива.

В устье канала будет узел расхода, если 1=ппсо/(о ( п = 0, 1, 
2, . . . ) .  В этом случае ht(l)  и /ii(0) равны. Если /^= п лс0/со, то 
амплитуда на замкнутом конце всегда будет больше, чем в устье, 
в соответствии с

М * ) =  • (1-37)
C O S  -------I

Со

В предыдущем разделе мы предполагали, что в канале суще
ствуют вынужденные колебания, создаваемые приливным движ е
нием внешнего моря. В таком канале могут сущ ествовать и сво
бодные колебания.  Обозначим частоту свободного колебания 
через со0. По определению, такие колебания могут развиваться не
зависимо от прилива в море. Если канал замкнут на одном конце, 
свободные колебания должны представлять собой стоячие волны 
с узлом горизонтального прилива на замкнутом конце и с узлом 
вертикального прилива в устье. Частоты таких движений будут 
зависеть от длины канала. Эти частоты можно лёгко найти сле
дующим образом. Согласно (1.19) и (1.20), где & =ш о/со при от
сутствии трения, свободные колебания определяю тся следую
щими формулами:

h ^ x ,  t) =  — Qi (0 )(с<А))-1 ( s h / ^ * )  ^ “0< +  c - c -. (1-38)

Qi (x, t) =  Q, (0) (ch i ^  e>!ш°' +  с. с . , (1.39)
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в то время как при х = 1  должно удовлетворяться условие 
Qi (х, /) =  0. Отсюда

c h i  —  1 =  cos —  I =  0,Со Cq

так что

co0 =  (2 « + l ) - ^ f -  (я — 0 , 1 , 2 , . . . ) .

Этим выражением определяю тся частоты свободных колеба
ний. Д лина канала I будет составлять 3Д или 5Д и т. д. длины 
волны L =  2nco/(Oo.

Свободные колебания описываются стоячими волнами

h x{x, t) =  2Qj (0) (Со^о)-1 sin х  sin (1-40)
co

Q, (x, t) =  2Q x (0) cos —  x  cos wrf. (1.41)
c0

В частном случае, когда вынужденные колебания имеют тот 

же период, что и свободные =  — л (2п +  1 )c0/ / j ,  из (1.33)

и (1.34) следует, что прилив становится бесконечно большим.
Мы говорим, что в этом случае имеет место полный резонанс.
К счастью, благодаря трению прилив всегда остается конечным* 
но возможны случаи, когда колебания уровня у замкнутого конца 
канала значительно возрастаю т при условиях резонанса. П одоб
ным ж е образом течения в устье могут быть сильными, если сила 
сопротивления мала. Тогда нельзя пренебрегать членом Б ер 
нулли.

В конце этого раздела будет рассмотрено существование у з
лов в случае, когда силой сопротивления в канале пренебречь 
нельзя.

в. Амплитуды гармонической волны при наличии трения

Из (1.27) и (1.30) можно найти амплитуды функций hi (х, t ) 
и Qi (х , t ), т. е. величины hi (х) и Qi (х). Стандартны е вычисления 
даю т

К  (*) =  К  (0 ) [ch s 2o^l — - f - )  +  co s 5гР ( l  -  7 - ) ]U X

X  [ch s 2° +  cos s 2p p ' / 8 , (1.42)

Qi C*) =  h x (0) V o  (°2 +  P T ,/a [ch v ( l  - ^ - ) -

—  COSS2P ^ l —  - p j j  г[сЬ52о-|-С0852р ]~ ,/а. (1-43)

57



Эти формулы можно получить непосредственно из (1.24) и
(1.25), используя соотношение h2i ( x ) = 4 H i  (x )H -i  (х) и соответ
ствующее выражение для Q2 (x).  Рассмотрим сначала поведение
амплитуды hi ( l )  в замкнутом конце канала при различных / 
или со.

При х = 1  выполняется соотношение

h x (/) =  h x (0) 2*b (ch s2o +  cos s2$)~4\  (1 -44)

где S2 =  2(ac~4.
Влияние постоянного коэффициента сопротивления X прояв

ляется через коэффициенты а и р ,  которые зависят от парам етра 
s t =  Ло)-1 (см. (1.11) и (1 .13)). Если si=^=0, то амплитуда колеба
ний уровня в замкнутом конце всегда остается конечной. С равне
ние (1.37) с (1.44) показывает, что ht( l )  будет меньше, чем соот
ветствую щ ая величина при отсутствии трения. Д алее, hi (/) есть 
осциллирую щ ая функция от cos s2p, стремящ аяся к нулю, если I, 
а следовательно, и s2 безгранично возрастаю т. Асимптотическое 
поведение hi ( I) описывается формулой

h x (I) 2h x (0) е~  w 0  -  е - *” cos s2p). (1.45)

Д ля малых l, таких, при которых Szo и S2P малы по сравнению 
с единицей, можно использовать приближенную формулу

Л, (0 ^  М О ) [ 1 + 4  * !]- (1-46)

которая получена с помощью соотношения (1.13).
В случае сейш с относительно высокой частотой со величина si 

обычно мала для сравнительно глубоких каналов, a s2 может

быть относительно велика. Тогда Р ~ 1 , a s2a ~  —  s2si =  ZVco (см-
(1 .13)). И з (1.44) затем следует, что значительный рост ампли
туды всегда может иметь место в каналах сравнительно неболь
шой длины, т. е. в гаванях. •

Н а рис. 2.1 соотношение hi ( l ) /h i (0)  (уравнение (1.44)) пока
зано как функция от s2= 2co //c0. Кривые вычислены для следую
щих значений парам етра si: 0; 0,2; 0,3; 0,5; 0,7; 1; 2; 5 и 10. Вели
чина Si будет больше, если сопротивление в канале возрастает 
или частота со гармонической волны уменьш ается при незначи
тельном изменении X, т. е. когда происходит переход от волн ко
роткого периода, типа сейш, к волнам длинного периода, типа 
приливных.

В п. «б» примера 2 было показано, что если s i = 0 ,  то hi( l )  
будет бесконечно большим для s2=:rt, Зл и т. д. или, вы раж ая все 
через длину волны /, =  2яс0/о), для Z = L /4, 3L/4 и т. д. Если si^=0, 
то hi (/) будет оставаться конечным для любых Z, но при опреде-
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ленных значениях I будет принимать некоторые максимальные 
значения. Например, при >  0,5 будет только один максимум. 
Величина этого максимума будет уменьш аться с увеличением ве
личины si, а его местоположение будет находиться на все более 
коротком расстоянии I. В более длинных каналах амплитуда бу
дет стремиться к нулю при 1-+ оо.

Интересно такж е рассмотреть амплитуду приливного расхода 
в устье реки как функцию длины реки I или частоты гармониче
ского прилива со, или обеих этих величин. И з (1.43) следует, что

Qi (0) =  К  (0) Ь0с0 (1 +  sf)~ 7‘ (ch as2 -  cos ps2)7* X

X  (ch as2 +  cos ps2)_v\  (1.47)

Д ля  достаточно больших значений /, а следовательно, и s2 ос
циллирую щ ая функция cos |3s2 ch-1 a s2 может быть приближенно 
заменена на 2e~aS2 cos |3s2. Следовательно, мы можем положить

Qt (0) =  К  (0) Ь0С0 (1 +  s i y u (1 -  2<Г*° cos s2Р). (1.48)

Асимптотическая (предельная) величина Qi (0) будет

Q 1(O) =  /M O )V o ( l  +  s 0 ~ ,'‘ (L49)
и функция Q i(0) будет осциллировать около этой величины, при
чем амплитуда колебания будет уменьш аться по мере возраста
ния /.

Д л я  малых значений I, когда as2 и |3s2 малы, мы можем при
ближенно положить

q 1(0) =  ^ - a , ( 0 ) V a [ i +  4 - s2]-

Д альнейш ее упрощение дает

Q 1(0) =  A1(0)o)V - (1.50)

Н а рис. 2.2 показана величина Qi(0)//ii(0)&oCo как функция s2 
в соответствии с (1.47) для тех ж е значений si, что и на рис. 2.1.

С помощью этих графиков можно показать, что если реку 
сделать короче (например, отгородив часть ее), то течения 
в устье не обязательно станут слабее. Н апример, в Н идерландах, 
когда залив Зёйдер-Зе был перегорожен, течения в проливах, 
соединяющих Зёйдер-Зе с морем, возросли (см. Л оренц [85], 
Тийссе [140]). Д о этого величины S\ и s2 были определены как
1,5 и 6, а после перегораж ивания Зёйдер-Зе эти величины в ос
тавш ейся части (В адден-Зе) составляли 2 и 1,5. Рисунок 2.2 по
казывает, что максимальное течение в устье такого морского 
залива действительно увеличивается. Это явление можно физи
чески объяснить следующим образом. Д о  перегораж ивания при
лив в значительной степени гасился в Зёйдер-Зе и Вадден-Зе,
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а после перегораж ивания прилив в оставш ейся части сильно уве
личился. Кроме того, вследствие значительных размеров Зёй 
дер-Зе возвратно-поступательное движение частиц воды в боль
шей части этого бассейна в течение приливного периода не ска
зывалось на течениях в устьях.

Когда осуществление Д ельта-плана в Н идерландах будет з а 
вершено и размеры речной системы, свободно связанной с Р от
тердамским судоходным каналом, увеличатся, течения в ее устье 
станут слабее. Произойдет явление, обратное тому, которое яви
лось результатом перегораж ивания Зёйдер-Зе.

Пример 3. На обоих концах канала известны колебания  
уровня.

Пусть hi (0, t) и hi (/, t) известны. Комплексная форма записи 
h t ( l y t) будет

А,(/, t) =  H x(l )eM  +  с. с. ,  (1.51)

где Hi ( I )—  hi (l)eiCL, а а  представляет собой разность ф аз ко

лебаний в обоих концах. Из (1.21) следует, что Q i(0) в устье 
равно

<?> 1°) =  п г  ( -  ТЙПГ + " ■  <°>cth ы ) ■

Отсюда после подстановки в (1.19) и (1.20) получаем

h x(x, t) =  { я ,  (I) -  И  х (0) sh \ е 1“‘ +  с. с. ,  (1.52)

Q i<*. { я ,  (I) -  Н х(0) ch^ 7 ° ) +  с. с.

(1.53)
С помощью выраж ения

К  (X, t) =  2 Re ( я ,  (/) -  Я ,  (0) sh*s(ĥ ~ °  ) еш

мы можем найти вещественную форму, т. е.

А, (х,  t) —  jjft, { l ) A x (х) — А, (0) Л 2(х  — /)] cos wf-f- 
+  \hx (1)ВХ (x) — fix (0 )5 2(x  — /)] sin <û ) (ch s2a — cos s2P)-1 , (1.54) 

где
A  (•*) — 2 [Я (x) cos a — R  (x) sin a ] , Л 2 (x) =  2P  (x),

£ , ( x )  =  - 2 [ P ( x ) s i n a  +  t f (x ) c o s a ] ,  B 2(x) =  ~ 2 R ( x ) ;  (1.55)

P  (•*) =  Ъ  (0  Ъ (X) +  <Р4 (0 ?4 (•*)>
R  (X ) =  cp4 ( /)  cp3 (X )  —  <p3 ( /)  cp4 (X ).

62



Определение q>(x) было дано в (1.29) и (1.32). Аналогичным 
путем получаем

Qi (х, t) =  V o (°2 +  Р2)-1 ([^1 (!) С 1 (х) — К  (0) с 2 ( х  — /)] COS +  
+  [hx (/) D x (x) — h x (0) D 2 ( x  — /)] sin u>£) (ch s2a — cos s2P)“ \  (1 -56) 

где
Q  (•*) — 2 [o5(x) — $T (x)] cos a -)- 2 [jiS (x) +  °T  (x)] sin a,

C2(x) =  2 [o5(x) — p r  (x )],
D x (x) =  2 [[iS(x) -)- a T (x)] cos a — 2 [aS (x) — $T (x)] sin a, (1.57)

£>2(х) =  2 [р 5 (х )  +  оГ (х)],
S  (x) =  — cp3 (/) cpx (x)  - f  <p4 (I) 4>2 (x),

T  (x) =  tp4 (/) cpj (x) +  cp3 (/) tp2 (x).

Используя (1.56) и (1.57), можно рассчитать расходы Q (О, t ) 
и Q(l,  t) на обоих концах канала.

Кроме того, нам понадобятся формулы для амплитуд функ
ции h (jc, t) и Q (х , t). К вадраты  амплитуд определяю тся из сле
дующих выражений:

h\  (х) (ch s2a — cos s2P) =  h\ (0) ch s2o ^1 — — cos s2p ^1 — 7“) ] +  

+  hi (I) [ch s2o - f - -  cos s2p - f j  -  2hx (0) h x (I) X  

X  [cos a jcos -1- s2p ch s2o ^1 — —

— ch s2a cos 4 -  +  sin a js in  s2p sh - i-  X

X  s2« ( l  -  t 5-) -  sh 4 -  s2° sin ^  *2P ( l  -  "T")]] : 0  -58)

Q? (x) (ch s2a — cos s2P) =  b\ cl (  a2 -|- p2) ~ 1 X  

X  ( h\(  0) [ch s2a ( l  -  T -)  +  cos s2? ( l  -  - f ) ]  +

+  h\ (I) [ch s2o-y- - f  cos s2p ^ - J  —

—2h x (0) h x (I) [cos a jcos s2p ch - i -  s2o ^1 — -(-

+  ch i  s2o cos s2P ( l  — -7 ^)} +

+  sin a js in  s2p sh s2a ^1 — - f  

-j- sh s2o sin s2p ^1 — -x ")!]) • (1 -59)
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Эти уравнения значительно упрощаю тся, если на одном конце 
Примером может служить П анамский канал, где прилив со 

колебания уровня пренебрежимо малы и ht(0)  или fti(/) можно 
положить равным нулю.
стороны Атлантики очень мал. Д л я  этого канала приближ енная 
оценка дает s2= l , 5 ,  Si =  l. Н а рис. 2.3 показан ход уровня моря

вдоль канала, построенный на основе 
названных величин. Здесь принято, 
что амплитуда прилива со стороны 
Атлантики равна нулю.

Д ругие примеры даны на рис. 
2.4—2.6, где показано распределе
ние величин h\ (x)  и Q iU ) для сле
дующих случаев: $ 2 = 5 , a s i = 0 ,  1 и
2, что соответствует в случае волны 
М 2 каналам , имеющим, например, 
длину /, равную 165 км, при средней 
глубине 9 м. Если величину со — час
тоту колебания — принять в 10 раз 
большей, чем частота волны М 2, то 
длину канала надо взять равной
16,5 км-

Н а всех этих рисунках ампли
туда на одном конце канала равна 
условной единичной высоте. Это — 
непринципиальное ограничение, так  
как прилив в канале определяется 
главным образом  именно соотноше
нием приливов на его концах. Это 
соотношение зависит от амплитуд 
и разности ф аз а  меж ду колеба
ниями уровня на каж дом  из концов.

Поэтому на рис. 2.4—2.6 
рассматриваю тся случаи, когда 
М О /М О )  равно 7г и 1, и для к а ж 
дого случая номерами 1, 2, 3, 4 и 5 
обозначены кривые, соответствую

щие а = 0 ,  я/4, я/2, Зя/4 и я. Н а рис. 2.3, где величина М О  при
нята равной нулю, кривые даны для s2= 5  и S i= 0 , 1 и 2 соответ
ственно.

В общем, не существует таких мест, где амплитуда hi (х ) или 
расход Qi (х) равнялись бы нулю, кроме тех случаев, когда ам 
плитуды на обоих концах канала и разность ф аз удовлетворяю т 
уравнениям, которые будут получены ниже. Предположим, что 
параметры  и s2 известны. Тогда расход Qi (х) будет равен нулю 
в определенной точке х = Х о  при условии, что отношение 
М / ) / М 0 )  удовлетворяет квадратному уравнению, которое сле

h f /x)
h,(0)

$2 = 5 

S -------°1

S2 - 1*5

\
\

Ч' ч Ч ч\

Sf-1 
$2 = %5

0) (х) 
^qCq IX^O)

Ч " V  \ \ \ j
\

*

0,5X
I

Рис. 2.3.

1,0
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дует из (1.59) при Q i ( x o ) = 0 . Дискриминант D  этого уравнения 
будет

D  =  — [cos a [sin 4 "  *2? sh S2° ĵ 1 — +

+  sh у -  s23 sin 4 "  52P ( l  — -7 ^ )}  — sln а [c o s -J- s2p Ch X

X  s2o ^ 1  -  - f  ch s2°  cos 4 "  s2P ( l  — (1.60)

Поскольку D ^  0, решение для hi ( l ) /h i (0)  может быть полу
чено только при D = 0. Тогда разность ф аз а  определяется из вы 
раж ения для tg a ,  которое следует из (1.60), если D = 0 .  Д ля 
iii (l)lht (0) получаем следующее соотношение:

М 0 = М 0 ) - ^ ^ - ‘ (1.61)
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где Bt  — коэффициент при cos а  в (1.60), Вг — коэффициент при 
sin а  в (1.60), а величина Л определяется как

Л =  ch s2a -у- +  cos s2p .

Очевидно, h\ (Г) можно подобрать так, чтобы на одном конце 
канала выполнялось равенство Qi ( / ) = 0  или р 4( 0 ) = 0 .  Если 
Хо— 1 подставить в (1.61), то снова получим уравнение (1.44).

1.4. Распространение гармонической волны в каналах  
с поперечным сечением, постепенно изменяющимся  

по определенному закону

В природе площ адь поперечного сечения реки при среднем 
уровне (Ло(*)) обычно уменьш ается с удалением от устья. При 
определенном виде функции А 0(х) можно получить точные реш е
ния упрощенных приливных уравнений (1.1) и (1.2), в которых 
член, учитывающий сопротивление, принят линейным. Такие 
случаи, однако, редко встречаю тся в природных условиях, и по
этому нам обычно приходится применять метод, описанный 
в разд. 1.2, т. е. разделять реку на ряд участков, так чтобы в пре
делах каж дого участка площ адь поперечного сечения можно 
было считать постоянной.

В данном разделе мы сначала рассмотрим некоторые случаи, 
для которых можно получить точные решения. Эти решения до
вольно сложны. Они соответствуют случаю канала, замкнутого 
на конце. После этого граничные условия позволят нам получить 
формулы для приливного движения, пригодные для практиче
ского использования.

Пусть ширина района накопления Ь0 и площ адь поперечного 
сечения Л 0 являю тся функциями от х, определенными при сред
нем уровне.

И склю чая Q из (1.1) и (1.2), получим дифференциальное 
уравнение:

, d'2h , dAn dh , d2h . , dh ~ /л
S A o - Ш  +  S '7 F ¥  -  bo - W  ~  W» ¥  =  0- 0  -62)

Пусть Aq и bo линейно уменьшаются по мере роста х у т. е.

А 0 =  А 00( 1 - а * ) ,  & 0 - М 1  - и ,  Р > 0 ,  (1.63)

где Лоо и bоо определены в устье реки ( х = 0 ) .  В конце реки, длина 
которой /, должно быть а /  <  1 и р/ <  1.

Тогда комплексная амплитуда Hi  (х) гармонической волны 
(1.5) долж на удовлетворять уравнению

о  -  *■*)4 5 1- - а ^  - /Хю)(1 - м = ° - (1 -64)
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Общее решение этого уравнения может быть записано 
в форме

Н х= е кх / Х{х) +  е - кх М х ) ,  (1.65)

где k2 удовлетворяет соотношению

k 2 +  p  =  0, (1.66)

где р = g ~ lb00A-*  (со2 — iXa>).
Функции ft (х) и /г (*) могут быть представлены в виде сте

пенного ряда

f  \ (■*) — а0 +  а \Х 4 “ а2х2 4 “ • • • 4 “ апХП 4 “ • • • (1 *67)

и аналогичного ряда для f2 (*).
Так как при а = | 3 = 0  решение (1.65) должно свестись к (1.9), 

то оказывается, что в (1.67) величина а\ долж на быть равна 
нулю. П одставляя (1.65) и (1.67) в (1.64), находим следующие 
выраж ения для аг, аз и ас

ak afik k2 (а  - f  [1)/7 --- ---  /7 ---------  --  v 1
2 2  ’ 3 3 3 ! ’

  I 2^3 (cz -f- P) №  а | qq\ / i  £ o \
4 =  - 4 --------1--------------- 4 1 ------------------------- 4 т  ” M P ) -  v 1  -6 ° )

Читатель легко может найти выраж ения для остальных коэф 
фициентов при / 1 ^ 5  в (1.67) по следующей рекуррентной фор
муле:

( я + 1 ) ( «  +  2 )а л + 2 - ( « + 1 ) ( а «  +  < х -2 А )а л + 1-

-  (2я  +  1) а £ а „  -  ft2 (а -  р) а „ _ ! =  0 .  (1 .6 9 )

Коэффициенты для М * ) находятся путем замены k на — & 
в (1.68) и (1.69).

Р яд  будет сходиться при всех значениях х  ^  /, так как мы 
предположили, что а /  <  1 и |3/ <  1.

Решение краевой задачи того ж е типа, что и в разд. 1.3, нахо
дится способом, который был изложен в этом разделе на р аз
личных примерах в применении к каналам  постоянного попереч
ного сечения. Однако формулы становятся гораздо более слож 
ными, поэтому при практическом использовании учитываются 
лишь немногие члены ряда.

Более простые решения для распространения гармонической 
волны были получены для перечисленных ниже специальных слу
чаев различными авторами — Евангелиста [39], Ш ёнфельдом 
[125], Перроудом [93], Доррестейном [27]. Последний обобщил 
такж е результаты разных исследователей и дал примеры числен
ных расчетов. Поведение длинных волн в воронкообразных кан а
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л ах различной формы, замкнутых на .одном конце, было рассмот
рено Л ам бом  [79] в предположении, что трение отсутствует.

Заклю чительная часть настоящего раздела касается только 
методов, использованных в указанны х работах. Более подроб
ные сведения можно найти в первоисточниках.

Пусть ао— средняя глубина, а Ьо— ширина района накопле
ния, которая равна ширине потока. Расстояние будем отсчиты
вать от конца замкнутого канала. Рассмотрим следующие слу
чаи:

1) a 0= c o n s t ,  Ь0= р х \
2) a o = r x , &0= c o n s t ;
3) комбинацию случаев 1 и 2;
4) а о = г х п, Ь о = р х т.
Во всех этих случаях р и г — константы. Соответствующие 

решения могут быть выражены в бесселевых функциях с ком
плексными аргументами. Это можно показать, введя в диф ф ерен
циальное уравнение (1.2) (где Ьо и А 0= а 0Ь0 определены согласно 
сделанным допущениям) новую независимую переменную s, ко
торая определяется как s =  f ( x ) .  Тогда f  (х) может быть подо
брана соответствующим образом в зависимости от распределе
ния Ьо и Ао вдоль х. Так как d h / d x = ( d h /d s ) / ( d s /d x )  и т. д., то 
находим (см. (1 .62)), что комплексная амплитуда Н i (x )  долж на 
удовлетворять уравнению

/ d s _ \ 2 ^ ±  . 4 - е А  4 -
£ Л 0[ с1х)  ds2 +  dx  dx  ' £ Л ° dx* J ds '

+  (bQ̂ ~ ~ X b 0i ) H l = 0 .  (1.70)

Если s =  f ( x)  является решением дифференциального уравне
ния

V>2 -  =  g A 0 ( -g r j2 ,

to (1.70) превращ ается в более простое уравнение

+  +  H  1 =  0. (1-71)

где F (s) можно определить путем некоторых выкладок, а х  вы
раж ается через s с помощью функции, обратной по отношению 
к s = f ( x ) .  Ясно, что эти действия можно выполнить лишь при 
специальном виде функций Ао (х) и Ь0(х). Читатель может про
верить, что это действительно возможно для указанны х выше 
случаев 1— 4. В этой связи мы снова отсылаем всех интересую
щихся этим вопросом к упомянутым выше источникам.

Хорошо известно, что решение уравнения (1.71) при специ
альном виде функции F (s) может быть выражено через таблич
ные функции. Д ля указанны х выше случаев найдены следующие
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вы раж ения для F (s): для случаев 1 и 2 F (s) =  l/s,  для случая 3 
F (s) =  3/s. Случай 4, который изучали Евангелисти, Ш ёнфельд 
и Ичие, более сложен, и его рассмотрение слишком длинно, 
чтобы приводить его здесь.

Случай, когда глубина постоянна, а ширина изменяется по 
закону b =  boe~ax (в устье х = 0 ) ,  изучен более подробно различ
ными авторами, а именно Пиллсбери [96], Перроудом [93] и От- 
тером [91].

Часто оказывается, что сечение реки в эстуарии изменяется 
экспоненциально вверх по течению. Это приблизительно спра
ведливо для таких рек, как  Темза и Д елавэр . Оттер и П иллсбери 
применили свои теоретические выкладки к этим природным объ
ектам. Пиллсбери исследовал вопрос о постоянстве течений 
в эстуарии реки Д елавэр  по мере продвижения вверх по реке. Он 
определил специальную форму замкнутого канала с постоянной 
глубиной, которую тот долж ен иметь, чтобы простая гармониче
ская волна создавала во всем канале приливы постоянной ампли
туды и течения одинаковой силы. Отсюда он нашел, что ширина 
действительно долж на изменяться экспоненциально.

2 . ПРОСТАЯ ГАРМОНИЧЕСКАЯ ВОЛНА В ДВУХМЕРНОМ 
ПРЯМОУГОЛЬНОМ ЗАЛИВЕ

Вообще говоря, границы моря состоят из береговой черты и 
линии, отделяющей это море от других бассейнов.

На сплошной береговой черте течение, направленное по нор
мали к берегу, должно быть равно нулю, т. е.

® „ = о .
Вдоль границы с соседним морем (жидкой границы) выпол

няется условие для уровня
h =  h ( x y у,  t),

где х  и у  удовлетворяю т уравнению граничной линии
/ ( * ,  у) =  0.

Одних граничных условий достаточно для определения дви
жения только в случае периодического прилива. В противном 
случае приходится задавать  начальные условия, а именно А, и 
и у по всему морю в момент to.

Волновое движение в море может быть возбуждено двумя 
путями: либо волнами, которые существуют в другом бассейне 
и проникают в наше море через жидкую границу, либо в резуль
тате влияния возбуждаю щ их сил, действующих в пределах н а
шего моря, например астрономических приливообразующих сил 
или сил, обусловленных полем ветра над морем.
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С математической точки зрения волна первого типа вводится 
граничными условиями, а волна второго типа — членами диф ф е
ренциальных уравнений.

Н аконец, нам приходится рассматривать свободные колеба
ния в море. Такие колебания представляю т собой обобщение по
нятия свободных колебаний, которые могут сущ ествовать в к а 
налах, замкнутых на одном конце (см. разд. 1.2). Такие колеба
ния могут быть вызваны воздействием ветра. Они наблю даю тся 
на последней стадии штормового нагона, когда ветер стихает, и 
определяю тся решениями однородных дифференциальных у рав
нений и однородными граничными условиями.

В узких каналах  скорости в основном направлены п ар ал 
лельно друг другу и в любой момент уровень воды в направлении 
поперек канала горизонтален.

В более широких каналах  уровень и скорости будут неодина
ковыми в поперечных направлениях из-за влияния силы Корио
лиса на движение воды. В общем, скорость в любой точке будет 
иметь компоненты, направленные как вдоль, так  и поперек к а 
нала. Вблизи берегов, очевидно, скорости будут направлены п а
раллельно береговой черте.

В этом разделе мы рассмотрим только случай, когда берега 
широкого канала параллельны  друг другу. Кроме того, мы снова 
примем, что трение линейно зависит от скорости и, более того, 
что глубина канала постоянна.

Если длина канала велика по сравнению с шириной, то про
дольные компоненты скорости будут значительнее, чем попереч
ные. В этом случае поток в канале будет определяться главным 
образом так  называемыми волнами Кельвина. В такой волне ско
рости повсюду параллельны , однако их величина от точки к точке 
изменяется. Скорости в поперечном направлении описываются 
волнами П уанкаре, с этими волнами связаны такж е и компо
ненты течений в продольном направлении.

Точное определение движений воды в двухмерных бассейнах, 
д аж е прямоугольных, представляет собой очень трудную задачу.

В следующей части этого раздела показано, как можно опи
сать распространение простой гармонической волны в бесконеч
ном канале с параллельными берегами. Затем  рассматривается 
вопрос о свободных колебаниях в прямоугольном бассейне, и, н а
конец, в разд. 2.3 приводится более подробное исследование 
волны Кельвина.

2.1. Распространение простой гармонической волны 
в бесконечном канале

Возьмем систему координат, как показано на рис. 2.7, где DE  
и CF  — параллельны е берега бесконечного канала. Воспользу
емся уравнениями движения (3.19) и (3.20) главы 1, разд. 3.4 и
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уравнением неразрывности (2.7) из той ж е главы. В случае ли
нейного закона трения будем иметь

( ж  +  Х) ^ - 2 ^  +  ^ а о'Й" =  0 ’

) Яу +  Щ х +  ё аа =  0, (2.1)

где X — коэффициент трения, а Я — параметр Кориолиса. Кроме 
того, qx= a o u  и q y =  aov. П редполагается, что амплитуда коле- 

х баний уровня м ала по сравнению с глубиной
а0 и что и  и v — средние скорости по вертикали 
от поверхности до дна. Уравнение неразры в
ности будет

с

0 ъ
в

F

(2.2)

Рис. 2.7.

д Ч х  д д у d h  _ п

d x  ' d y  ' d t  

Граничные условия:

д у =  0 при у =  О и у  =  Ь.

Введем теперь следующие величины: 

x - ~ T t ~ lbx ' ,  y-*-%~lby' ,

qx - + a $ 4 i \  qy -*-aQc0v ' ,

t - * n ~ l bcol t , h - * a a h \  cl =  g a0 . (2.3)

Тогда уравнения (2.1) превратятся в

7 -f- Х)и'  —Qt)'- d h '

[ d t ‘

a (2.2) превратится в

д х г

d h '

:0 f

_ + X)*' +  Q |t' + g r =  0,

d u r , d v '

' i l y 7 4 - ^ -  =  0.

(2.4)

(2.20
d x ' 1 d v '  1 d t '

Граничные условия на берегах канала приобретаю т вид

-у' =  0 при у ' =  0 и у '= т с .  (2.5)

Поскольку уравнения (2.2 ') и (2.4) линейны относительно 
и' ,  v '  и h' ,  мы можем рассматривать гармоническую волну, ко
торую можно записать в виде

iaat'и'  =  t t j (х у ' ) е  с. с. ,
■ v ^ x ’, у ' ) е ш ' +  с. с. .V

h ' ~ H l (x ' ,  у ' ) е 1Ш‘ - \ -с .  с ( 2 .6 )
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Комплексные амплитуды этих функций (wi, v± и Hi)  будут 
удовлетворять следующим уравнениям, получающ имся из (2.4)

Эти уравнения можно привести к еще более простому виду 
с помощью комплексного преобразования величин со, Q и Hi  (см. 
Вельткамп [147]), причем граничные условия остаются преж 
ними. Д ля  такого преобразования мы полагаем

где а = ( 1  — (iX/(d))'/2. Уравнения (2.7) преобразую тся (если вре
менно опустить все индексы) в

в то время как (2.8) остается без изменений — в нем лишь опу
скаются индексы. М ожно видеть, что (2.10) сразу ж е следует из
(2.7), если положить А,=0; следовательно, в результате такого 
преобразования исключается фактор, учитывающий трение.

И склю чая из (2.8) и (2.10) Vi и Ни  или Ui и Ни  или Ui и vu 
соответственно получаем следующие уравнения:

В дальнейшем мы используем такж е следующие соотноше
ния. Из (2.8) и (2.10) следует, что

и (2 .2 '):
(До +  а) Й1 -  Q®, +  - g j -  ■= 0,

(2.7)

(2.8)

(о'=о>а, й' — Qa-1, H [ ^ H xa r \ (2.9)

Ы и х — Qz»j +  =  О,

Qux +  h w x +  =  О, (2.10)

\ и х — k2u x~ 0 ,  

Дг»! — =  0,

Ь Н Х-  k 2H x =  0,

(2.11)

(2.12)

(2.13)
где

(2.14)

(2.15)

(2.16)
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Пусть один из берегов совпадает с осью х. Тогда с учетом пре
образования (2.3) ординаты двух берегов будут у — 0 и у = л .  
Н а этих берегах поперечные скорости равны нулю. Поскольку 
практически Vi (х , у)  является непрерывной функцией от х  и у,  
все производные которой существуют (на границах приходится 
рассматривать только односторонние производные), то Vi(x , у)  
может быть представлена рядом Фурье, содерж ащ им только 
функции синуса

оо

г>1= 2  я (*) sin (2.17)
л=1

или в комплексной форме
оо

®1 =  — - Y  1 2  v i.n (•*)einy. (2.18)
n=z — ОО

при условии, что

®1,-«»С*) =  — * ь  , W ;  ® i.o = 0 - (2.19)
Подстановка в дифференциальное уравнение (2.12) показы 

вает, что Vit n(x)  долж на удовлетворять обыкновенному диф ф е
ренциальному уравнению

d2v 1 9
- ^ - v X « = 0 ,  (2.20)

где
VB =  (2 2 _ _ 0)2+ r e 2),\

Отсюда
®i, п (х) =  C i е'пх 4- Сй .

Обозначим это выражение через

vi  , „ ( * )  =  С/Г * ± v \  (2.21)

где С+п и С~ — константы, удовлетворяю щ ие соотношению

С-п  =  — Сл . (2.22)
Следовательно,

=  +  С,7 e~',*x ) e lnv (2.23)
П= — со

и ^1 представляет собой линейную комбинацию элементарных 
решений вида

e ±vnx s i n n y  ( п =  1 , 2 , . . . )  (2.24)

которые называю тся волнами П уанкаре [98].
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Реш ения для Ui и Hi  получаются путем подстановки (2.18) и
(2.21) в (2.15) и (2.16). Тогда находим, что

+ 0°
>2H x= - ± - i  2  С *  (<d« +  v „ Q ) ( 2 . 1 5 ' )

П— —  ОО

где нужно суммировать как члены с коэффициентами С+ , так и
члены с коэффициентами С” . Решение этого уравнения есть
сумма решения соответствующего однородного уравнения (без 
правой части) и частного решения полного неоднородного урав
нения.

Решение неоднородного уравнения имеет вид
оо

= 2 i V ±V f+ 1»5'. (2-25)
— оо

После подстановки (2.25) в (2.15') становится ясно, что
(2.25) будет частным решением (2.15') в том случае, если

А п =  4 -  /С* ( т  +  V „ Q )  (Я2 +  2 2) - 1. (2.26)

Поскольку Vi удовлетворяет уравнению (2.12), то (2.25) бу
дет такж е удовлетворять (2.13). Общее решение однородной ч а 
сти уравнения (2.15 ') будет

я ,,2= П ( у) + ^ 7 2 М ,

где f i ( y )  и /г (у)  — функции от у . Поскольку Н i ,2 такж е должно 
удовлетворять (2.13), то f i ( y )  и /г (у)  должны быть решениями 
уравнения

- | £ - 2!/ = 0.

Отсюда

/  =  D + e 2y +  D ~<T 2y,

где и — константы. Следовательно, решение однородного 
уравнения будет суммой четырех членов:

Н и 2 =  D ± ± ±о*э

где D -  означает соответственно константы Д + и D ~ .1 1 1
Аналогичным образом можно найти, что решение для ui, ко

торое удовлетворяет (2.11) и (2.16), будет

Ul ~  И Ы  +  И 1,2>
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Вы =  -  с *  (Qco ±  ravj (ft2 +  Q 2 )~ V  V + " "  (2.27)
—  оо

и

1М,2 =  £ ? е 'вх±вз’ +  £ 2± < г‘*мс±в5’.

Поскольку функции Mi, 2 и t f i ,2 должны быть решениями у р ав 
нения (2.10), если 1>1= 0, то оказы вается, что

Е Т  —  D T  =  Е 2 =  D t  =  0; E t  =  -  D t ;  E 2 =  DT;

тогда

и и2 =  С ± е ±{1ах+Яу),

H u2 =  + c ± e ±(i<ax+Sy\  (2.28)

откуда определяю тся константы C ± :

C+ =  E t  и C~ =  E7 .

Функции # i ,2 и wi,2 представляю т собой комплексные ампли
туды величин к и и в так называемых волнах Кельви н а , назван
ных так потому, что выраж ения (2.28) впервые были получены 
лордом Кельвином.

Отметим, что формула для волны Кельвина соответствует 
формуле для волн П уанкаре, если Q заменить на т ,  а ш  на v n.

Следовательно, включив множитель (п2 +  Q2)-1 в константы 
С~ , мы получим следующее общее решение для бесконечного
канала:

+  оо

=  ^  С * ( 2 ш ±  пуп) е ^ п х +£"У ^ - C ± e ±(iax+ey), (2.29)
Л — —00

+ 00
=  2  С„± <>24 ^ 2> ±'’"*+ "гу, (2.30)

п — —оо
00

я 1 =  4 _г’ 2  С« (а д  +  v„Q)e±V + ,"> +  C ± e ±iiax+Sy). (2.31)
/г =  — оо

Затем  надо найти суммы как для членов с верхним знаком, 
так и для членов с нижним знаком.

При выводе этих уравнений использованы соотношения 
(2.23), (2.25), (2.26), (2.27) и (2.28).

где
+  0°
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Используя (2.22) и соотношение v_n = v n, мы можем такж е 
записать:

00
и х =  -  2  Сп (Й2«> sin n y  ±  т п cos tty) е ± V  +  С* е* (imjr+ 2y), (2.32)

/г =  1
00

®г =  2  С” ( " 2 +  q2)  sin пУе± V  > (2.33)
/1 =  1

00
/ / i =  2  (йаясовлу  ±  Q ^ sin /zy )* *  V  +  С* г*  (га,ЛГ+ 2^  (2.34)

Л =  1

причем суммирование здесь такж е надо проводить как по зн а
кам плюс, так и по знакам  минус. Уравнения (2.32) — (2.34) 
справедливы, если не учитываются силы трения (А ,=0). В про
тивном случае мы должны проделать обратное преобразование 
(см. (2 .9)), а в уравнениях (2.32) — (2.34) тогда всюду следует 
поставить со', Я ' и Н '  вместо со, £2 и Ни  а такж е х '  и у '  вместо
Л' и у.  Если мы хотим теперь выразить уравнения (2.32) — (2.34) 
через первоначальные величины со, Я и Ни  то оказы вается, что 
vn будет иметь вид

v„ =  [о )22 2 +  (п2 -  СО2) (со2 X2) 4 -  Л ев ( 2 2 +  со2 +  X2) ] Vl (со2 +  Х2) _ ‘ ' \

(2.35)
и, таким образом, vn можно выразить в обычной комплексной 
форме: Vn —  a + ib .

Д алее, члены Я 'со', я 2+ Я '2, со'п  и Я \ '  в тех частях решения
(2.32) — (2.34), которые не подчеркнуты и относятся к волнам 
П уанкаре, преобразую тся соответственно в Ясо, [ (я2+ Я 2)со2-|-

+  п2Х2 +  iQ2Xсо] (X2 +  со2)-1, п (со2 — iXсо)2 и Я (со2 +  X2) 2 (со2 +

4-Ш о) 2 vn, где vn определяется выражением (2.35). Наконец,
_1

Я '4 надо заменить на (со2+А,2) 2 (оо2-1-Шо) 2 Ни  После этого функ
ции £/ifi, 01,1 и /Уи  будут выражены через со, Я и х \  у ' .

Аналогично wi, 2 и # 1, 2, соответствующие подчеркнутым чле
нам в (2.32) и (2.34), такж е должны быть выражены через пер
воначальные величины со, Я и Н  1, 2. Непосредственные вычисле
ния показываю т, что если ввести временную переменную, то ско
рость и'2 { х \  у \  t ' )  в волне Кельвина определяется выражением



и подобным же образом имеем для уровня

где аи аг, Ь±, f e n s  определяю тся следующим образом:

a i =  [-у -^  (s ~ [ 4 ~ (o(s + co) ] /2’

61 =  [ 4 " ш^ +  “ )] ’> *2 =  ' т [ “2 "ш( * ~  w)] 3 ’ (2 ‘38)

S =  (o)2 +  X2)‘'*.

Затем  в (2.36) и (2.37) надо сложить члены с верхними зн а 
ками с членами с нижними знаками.

В случае когда рассматриваю тся уравнения (2.4) и (2 .2 '), 
выраж ения (2.36)— (2.38) определяют волну Кельвина.

После обратного преобразования (см. (2.3)) получаем у р ав 
нения, с помощью которых волна Кельвина вы раж ается в перво
начальных переменных х , у , t f qx и q y. Тогда в (2.38) a i и т. д.

надо заменить на ai/co и т. д., где со =  (gao) 2 . Тем же путем по
лучаем и уравнения для волн П уанкаре.

В этом разделе было рассмотрено волновое движение в бес
конечном канале. Решение становится очень сложным, если вве
сти граничные условия, например, если надо определить волно
вое движений в канале конечной длины, который на одном конце 
замкнут, а другим сообщается с морем, так что вертикальные 
движения в канале зависят от таких ж е движений в море. Д о н а
стоящего времени аналитические решения были получены только 
для специальных случаев. Сошлемся в этой связи на исследова
ния Л ам ба [79], Д еф анта [24], Тейлора [135* 136] и П раудмэна 
[101, 102]. Ван Д анциг, Ловерье и Вельткамп выполнили много
численные исследования для прямоугольной модели Северного 
моря в случае штормовых нагонов и для других связанных с этим 
задач [22 ,23 ,81 , 147, 148, 106].

Наконец, исследованию влияния силы Кориолиса на прилив
ной поток в экспоненциальном эстуарии посвящена работа А б
ботта [1]. Влияние силы Кориолиса на приливные течения иссле
довал Сен-Гили [113].

Обзор теорий, рассматриваю щ их приливные волны в двух
мерных бассейнах, можно найти в книгах Д еф анта [25] и То- 
раде [138].

л
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Ф ормулы (2.36), (2.37) и (2.38), определяющие волну К ель
вина в комплексной форме, преобразую тся в вещественную фор
му следующим образом:

^ = 2 R e + О) 1г
X  ехр ( ±  { f a x ' +  +  Ъ д ' ) \ - \ - Ш ' \ .  (2 -39)

П одобная ж е формула получится и для ы ' , в то время как

= о -
Затем  находим, что

Аг =  А21 cos Ы  +  А22 sin о)t , (2.40)
где

К  =  е(а'Х' +<hy,) [Л, cos ф хх '  +  &2/ )  +  В х sin (b.x'  +  b2y' )\  +

+  ^ (в,ж' +агГ)[Сг cos (blX' +  b2y ' )  +  D , sin (ft,* ' +  fc^')]- (2.41)

Д ля  h%2 получаем аналогичное выражение, только A i будет 
в нем заменено на Bi, Bi  на —Ai, Ci на — Di  и Di на С i.

Ф ункция а '  определяется аналогичным образом:

и2 =  и21 COS О)/ -}"^22Sinci)/,

а в выражении (2.41) надо будет множители Л 1, Bi, Ci и Di зам е
нить на Az, В 2, Сг и Ьг. Тогда в соответствии с (2.4) при условии, 
что в нем и ' = 0 , должны выполняться следующие соотношения:

А2 =  - s - 1 ( M i  +  а хВ ^ \  В 2 =  — s ~ l (blB l -  а хА х), 

С2 =  5 1 (^iCi <2jZ)i); D 2= i S 1 (bxDi  -f-fl^Cj)/ (2.42)

Постоянные Л 1, . . . ,  Di определяю тся из граничных условий. 
Пусть колебания уровня известны на обоих концах канала в од
ной точке, например в х ' = х ' ±, у '  =  0 и в х ' = х ' 2 , у ' = 0. Тогда
с помощью (2.40) получаем четыре уравнения для четырех кон
стант Ai,  . . . ,  Di  (2.41) и соответствующие уравнения для Л22. 
Тем самым выражение для волны Кельвина определяется пол
ностью.

Пусть канал открыт с обоих концов и связан обоими концами 
с морем, так что колебания уровня в устьях определяю тся прили
вом в море. Тогда различия между действительными колебания
ми уровня и теми, которые определяю тся волной Кельвина, 
покажут, в какой степени движение в канале аппроксими
руется такой волной. В точках, где колебания уровня приняты

2.2. Волна Кельвина
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в качестве граничных условий для волны Кельвина, такие разли 
чия будут, очевидно, равны нулю.

Из выражений (2.40) — (2.42) следует такж е, что движение 
воды в прямоугольном канале, замкнутом на одном конце, не 
может быть полностью описано сочетанием волн Кельвина, по
скольку у замкнутого конца скорости, перпендикулярные попе
речной стенке, должны быть равны нулю, а в случае комбинации 
волн Кельвина скорость может быть равна нулю только в одной 
точке. В таком ‘бассейне, особенно у его замкнутого конца, 
должны существовать поперечные скорости, так что приходится 
рассматривать волны П уанкаре.

Так как течения у берегов параллельны  береговой черте, то 
приливное движение в некоторой прибрежной полосе можно ап
проксимировать волнами Кельвина. Ш ирина такой полосы зави 
сит от ряда условий, определяющих приливные движения в ос
тальной части моря. С удалением от берега возрастает роль 
течений, перпендикулярных к берегу. Однако на практике оказы 
вается, что даж е в широких каналах, таких, как Л а-М анш  и ю ж 
ная часть Северного моря (между голландским и английским 
побереж ьями), волны Кельвина являю тся преобладаю щ ими 
(см. такж е К адзиура [73]).

Еще одним характерным обстоятельством при рассмотрении 
волн Кельвина является возможность сущ ествования так назы 
ваемых амфидромических точек, в которых амплитуда колеба
ний уровня равна нулю. Тогда в соответствии с (2.40) должно 
выполняться соотношение

2̂1 =  ^22 =  0-

Простые вычисления показываю т, что в этом случае должно 
удовлетворяться соотношение

а 2 ( а , х '  +  а гу ' )  _  (  С \  +  D \

И ЧТО

tg  2 (bxx '  +  Ь2у') ■

А\ +  В\

А\Р\ -{- В\С\ 
А \ С л  —  В л О\и \

(2.43)

(2.44)

Отсюда следует, что амфидромическая точка находится на 
пересечении двух прямых линий, определяемых уравнениями

+  +  Ь^х' +  Ь&'  +  а = ^ - v : k \
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где Ci и а  — константы, определяемые с помощью (2.43) и (2.44). 
Д л я  каж дого значения k  получается одна точка.

Укажем, что условия, определяющие амфидромическую точку, 
могут быть выражены через комплексные константы С+ и С” из 
(2.39). После некоторых преобразований получаем

е,2 (а,*' + агу') __ С“
С+

2 (V c ' +  62y ') =  arg-<L-
С+

Рис. 2.8.
1 — изофазы (град ), 2 — изоамплитуды (м).

Амфидромические точки существуют в различных морях, н а
пример в Северном море, где преобладает составляю щ ая М 2• 
Ф аза уровня изменяется вокруг амфидромической точки; в се
верном полуш арии (Q > 0 )  она увеличивается при движении по 
часовой стрелке, а в южном полушарии ( Q < 0 )  — при движении
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против часовой стрелки.1 Если £ 2 = 0  (на экваторе), то сила К о
риолиса отсутствует и волна Кельвина превращ ается в гармони
ческую волну, рассмотренную в разд. 1, а амфидромические точ
ки — в узловые точки или в случае широкого канала — в узловые 
линии.

Н а рис. 2.8 показана амфидромическая точка в южной части 
Северного моря. Кроме того, проведены изофазы  полусуточного 
лунного прилива Мг- Эти линии аналогичны линиям одновремен
ного наступления полной воды, так называемым котидальным 
линиям. П оказаны  такж е изоамплитуды, соединяющие точки 
с одинаковыми амплитудами. Эти линии назы ваю тся линиями 
равной величины прилива, если рассматривается двойная ам пли
туда (см. П раудмэн и Дудсон [104]). Изоамплитуды и котидаль- 
ные линии дают информацию о географическом распределении 
гармонических постоянных (см., например, [5]).

Векторы течений, обусловленных какой-либо гармоникой, опи
сывают эллипсы в различных пунктах моря. Д л я  волны Мг такие 
эллипсы в Северном море рассчитал Ганзен [59], а в И рландском 
море — Бауден [8].

В каналах, у которых длина превосходит ширину, волны П уан 
каре могут играть существенную роль как у замкнутого конца, 
так и у устья. В промежуточном участке движение определяется 
главным образом волнами Кельвина.

3. РАСЧЕТ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ПРИЛИВА В РЕКЕ 
С ПОМОЩЬЮ РАЗЛОЖЕНИЯ В РЯД ФУРЬЕ

3.1. Предварительные замечания о разлож ении  
отдельных членов в ряд Фурье

Пусть й(0, t ) — уровень, колеблющийся относительно сред
него положения в устье реки при х = 0  и представляю щ ий собой 
непрерывную функцию времени. Тогда выражение

00

h (о, t ) = 2  hn ( ° )cos + ая (° ) )=
Я=1

со

— 2  (A „(0)cos геш^-f- (0) sin (3.1)
Л = 1

1 Говоря о фазе колебания в фиксированной точке, вызванного гармони
ческой приливной волной, автор имеет в виду интервал времени (или соот
ветствующий угол) между началом отсчета времени (£=0) и моментом пре
дыдущей (а не последующей, как обычно принято) полной воды. Этим объяс
няется необычная формулировка «правила фаз» для амфидромии в зависи
мости от полушария, а также оцифровка изофаз на рис 2 8. (Прим. перев.)
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представляет собой разлож ение этой функции в ряд Фурье, где 
со — частота главной приливной составляющей, а Ап (0) и а п (0) — 
соответственно амплитуда и ф аза гармонической составляю 
щей h n. Д ля  волны Мг со =  2 я / Г =  1,405 • 10~4 рад/сек. Коэффи
циенты h'n (0) и h"n (0) определяю тся с помощью соотношений

h n (0) =  J* h (0, t ) cos nwt dmt,
—к

-He
h n (0) — A(0, t )s\nwtd,4>t .

—к

Мы можем, таким образом, представить колебания уровня и 
расход в реке с помощью рядов Фурье

оо

h (х,  t) =  2  (•*)cos (nmt +  an (•*))> (3.2)
П — I

oo

Q (x,  t) =  Q 0 (*) +  2  4n (■*) cos (nmt +  p„ (a:)), (3.3)
П = 1

где Qo — расход за счет стока, обычно постоянный за время при
ливного периода и известный для большей части реки.

Д ля  гармонического анализа удобнее использовать комплекс
ную форму записи

h n (х) cos (nmt +  а„ (*)) =  Н п (х) einat +  н _ п (jc) е ~ Ыи‘, (3.4)
где

Н п (х) =  ± h n ( х ) e ian <*>; н _ п (X) =  ± h „ ( X ) e ~ ian (3.5) 

так  что
hn (x) =  2 \ H „ (x ) \ -  (3.6)

Ряды  Ф урье (3.2) и (3.3) в комплексной форме будут
оо

h (х,  *) =  2  я » (* ) etnmt + с .  с. ,  (3.7)
П = 1

со

Q (* , t) =  Q0 (*) +  2  Qn (*) eina“ +  C.C. ,  (3.8)
n — l

где с. с. — комплексный сопряженный член Я _„ (x)e~inat и т. д. 
П одставляя (3.7) и (3.8) в приливные уравнения, можно вывести 
уравнения для функций Н п {х) и Qn (x) ( п = 1 ,  2, . . . ) .
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dh . dao | , . 1 dQ (a26 +  bs) n  dh .
dx ' dx > 1 “ i~ gA  dt gA i ^  dt ^

+  C 2 ( « o  +  h) A* I Q I  Q  = 0 ’ ( 3 -9 )

и уравнение неразрывности

<310>

Сравнение с уравнением движения (4.10), данным в главе I, 
показывает, что мы игнорируем здесь как член, учитывающий 
влияние ветра, так и еще менее важ ны е члены, т. е.

___________ Q2 dh _  . u (b  —  bs) dh
g (oq +  h) А2 дх И gA dt

В реках с приливами дно обычно можно считать горизонталь
ным, так что член /  можно исключить из рассмотрения. Если 
перечисленные члены все ж е должны быть рассмотрены, то 
это не влияет на излагаемую  ниже методику — она остается 
пригодной.

Заметим, что уравнения (3.9) и (3.10) нелинейны в двух отно
шениях: во-первых, коэффициенты уравнений зависят от расстоя
ния и от времени и, во-вторых, член, учитывающий сопротивле
ние, нелинеен относительно зависимой переменной Q. Поэтому 
эти уравнения надо преобразовать, прежде чем мы введем в них 
функции (3.7) и (3.8). Д ля  этого преобразования мы должны 
сначала получить разлож ения в ряд Фурье коэффициентов урав
нений.

Величины b и 6S, входящие в коэффициенты уравнений, зави 
сят от х  и t. Кроме того, в коэффициенты входит величина А  — 
площ адь поперечного сечения, т. е. A —  (ao-\-h)bSi где а 0 — сред
няя глубина. Зависимость от t обусловлена изменением во вре
мени положения уровня, поэтому мы можем рассматривать 6, bs 
и А  как функции от х  и А, а не от х  и t.

Разлож ение в ряд Фурье коэффициентов уравнения (3.9) 
можно произвести разными способами. М ожно, например, ум
ножив все члены на Л2(а 0+ А ), найти ряды Фурье, соответствую
щие коэффициентам членов уравнения, путем перемножения 
рядов Фурье, соответствующих сомножителям, из которых коэф 
фициенты состоят. Однако удобнее сразу найти ряды Фурье, соот
ветствующие коэффициентам уравнений. Д ля  этого мы должны 
оценить интегралы, необходимые для определения коэффициен-

В этой главе мы рассмотрим следующие уравнения:
уравнение движения
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тов Фурье. Например, для коэффициента [Л2(а 0 +  А)]-1 мы 
должны вычислить

а такж е аналогичный член, в котором cos n a t  заменен на s in /гсо/. 
Если п =  О, то множитель 1/л надо заменить на 1/2я.

3.2. Вывод уравнений для гармонических компонент Н  и Q

Получив указанны м выше способом различные ряды Фурье, 
действуем далее следующим образом.

В соответствии с (3.9) и (3.10) ряды, соответствующие коэф
фициентам, надо умножить на ряды, соответствующие одной из 
следующих функций: dh/dt, Qdh/dt , dQ/dt , dQ/dx  или | Q | Q .  
О казы вается, что удобнее рассматривать коэффициенты и зави 
симые переменные h или Q и их производные в комплексной 
форме. Тогда полученные уравнения будут содерж ать члены, не 
зависящ ие от t , и члены с множителями ein(iit и e~in(iit (п =  
=  1, 2, . . . ) .  Очевидно, что алгебраическая сумма членов без t 
равна нулю, как и сумма членов, содерж ащ их e in0it, где п фикси
ровано. Таким путем получается п -\-1 уравнение. Сумма членов, 
содерж ащ их определяет соответствующие сопряженные
уравнения.

После подстановки рядов Фурье, соответствующих h, Q и 
Ь (х , А), в уравнение неразрывности получаем еще п уравне
ний. Теперь из общего количества 2/г+1 уравнения надо опреде
лить Q0, Н р или ао и Qp ( р =  1, . . . ,  ri) .

Одно из существенных преимуществ, которые дает использо
вание комплексных величин, состоит в том, что нет необходимо
сти рассматривать уравнение для сопряженных функций Я - р и 
Q-p.  Если уравнения для Н р и Qp решены, то соответствующие 
сопряженные функции получаются путем замены i на — /. Если 
решение уравнения для Н п (х) записы вается в форме

то вещественные функции h n (x) и а п (х) (см. (3.2)) можно по
лучить прямо из (3.5), т. е.

Н ахож дение этих решений обычно представляет собой нелег
кую задачу, так  как уравнения нелинейны относительно Нр  и Qp,

dwt (п —  1, 2 , . . . ) ,

t f a(x) =  p n(x) +  ira(x), (3.11)

P n ( x )  =  4r h „(x )c osa ll(xy, rn( x ) =  kn(x) sin а.п (х). (3 .1 2 )
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поскольку имеются произведения Н р и Qp, а такж е величины, свя
занные с другими приливными составляющими. Однако у р ав 
нения вполне могут быть названы  квазилинейными, так  как 
дифференциальные отношения d H p/dx  и dQ p/dx  присутствуют 
в линейной форме. Решение поэтому удается получить только 
с помощью итерационного процесса.

3.3. Итерационный метод как средство получения решений
уравнений

Чтобы получить однозначное решение уравнений для h и Q, 
которые выражены с помощью рядов Фурье, надо задать  гр а
ничные условия для h и Q на основании фактических данных. 
В большинстве случаев h известно в устье, a Q — в верхнем 
конце реки.

Если h и Q известны в устье, то итерационный процесс можно 
вести следующим образом. Следует так выбрать интервалы 
значений х , так  назы ваемы е отсеки, чтобы для каж дого такого 
участка величины коэффициентов Фурье для b и bs можно было 
приближенно заменить их средними для интервала значениями. 
Рассмотрим сначала интервал в начале реки. Величины Я р, от 
которых зависят коэффициенты, берутся равными их величине 
в устье реки. Нелинейные члены, учитывающие эффект трения 
в динамических уравнениях, линеаризирую тся с помощью приня
тых ориентировочных величин Qp и Н р таким образом, что 
в уравнении в каж дом члене остается только один множитель Н р 
или Qp в виде функции от х.

После этих действий мы получаем линейные уравнения 
и можем непосредственно решить их относительно Н р и Qp на 
конце первого участка. Затем  первоначально принятые (ориенти
ровочные) величины Я р и Qp можно подправить, зам еняя их 
средними из рассчитанных величин и величин, известных в н а
чале сечения. Это дает возможность получить новое решение. Эта 
операция повторяется, пока не достигается удовлетворительное 
совпадение между принятыми величинами Я  и Q, используе
мыми для линеаризации, и вычисленными величинами. Затем  
находят решение для Н р и Qp на конце первого участка. То же 
самое можно сделать на втором участке и т. д. — до самого конца 
реки.

Если h известно в устье реки, a Q — в другом месте, то опи
санный процесс последовательных приближений следует не
сколько изменить. Река разбивается на ряд участков, для кото
рых можно принять средние величины 6, bs и А.  Указанные выше 
ориентировочные значения коэффициентов Фурье Н р и Qp, не
обходимые для линеаризации, надо теперь задать одновременно 
во всех участках реки. Это особенно трудно, если мы мало знаем
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заранее о характере приливных движений в реке. Обычно вели
чины, заданны е таким образом, очень грубы, особенно когда 
верхний конец реки не замкнут, как чащ е всего и бывает на ре
ках с заметным стоком. После первого решения линейной си
стемы аппроксимация может быть улучшена и можно получить 
новый, более близкий к действительности результат. Итерации 
продолжаю тся, пока разность между ориентировочными и рас
считанными значениями не станет малой. Сходимость такого 
процесса исследовать трудно.

Н а практике, однако, очень часто один из членов ряда Фурье 
преобладает над другими. Д ля  полусуточного прилива преобла
дающей часто бывает объединенная волна Mz +  S 2, а для суточ
ного прилива — волны Оi и Ки

Когда существует преобладаю щ ая компонента, мы можем 
сначала рассчитать распространение этой волны, пренебрегая 
другими компонентами. Расчет этой главной составляющей сле
дует вести так же, как было показано выше, только теперь число 
ориентировочных величин сильно сокращ ается. После заверш е
ния итерационного процесса результаты  подставляю тся в полные 
приливные уравнения, и тогда можно определить все остальные 
члены ряда Фурье (так назы ваемы е обергарм оники). Если необ
ходимо, то в нелинейные члены соответствующих компонент обер- 
гармоник можно ввести новые ориентировочные величины. 
С предварительным решением вторичной системы мы возвра
щ аемся к главной гармонике, чтобы определить степень влияния 
на нее со стороны обергармоники. Это новое решение дает нам 
улучшенные значения для главной составляющей, с помощью ко
торых мы затем улучшаем предварительное решение для обер
гармоники. Этот итерационный метод продолж ается до тех пор, 
пока не достигаю тся достаточно точные решения и для главной 
составляющей, и для обергармоники.

В ряды Фурье для Л, bs и b мы вводим только главную со
ставляющую колебаний уровня А, пренебрегая остальными ком
понентами. Д ля  вычисления обергармоники мы снова вводим 
нужную ориентировочную величину, необходимую для получе
ния линеаризированных уравнений. Д альнейш ее решение при
ливной задачи находится с помощью обычного итерационного 
процесса.

Если в граничных значениях h и Q члены ряда Фурье умень
шаются по величине с ростом частоты, то можно предположить, 
что такая  же зависимость имеет место в приливных движениях 
повсюду вдоль реки. Тогда может оказаться, что легче сначала 
рассчитать последовательные составляющие отдельно, одну за 
другой. После этого рассматривается полная система, но ф ак
торы, которые раньш е задавались путем ориентировочной оценки, 
теперь заменяю тся величинами, полученными на основании пре
дыдущего расчета.
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В следующих разделах  мы выведем подробные уравнения 
для приливных составляющих с помощью метода, описанного 
в предыдущем разделе, предполагая, что роль составляющих 
уменьш ается с ростом частоты.

4. УРАВНЕНИЯ ГЛАВНОЙ СОСТАВЛЯЮЩЕЙ ПРИЛИВА В РЕКАХ

Обычно главной составляющей прилива является астрономи
ческая волна М 2. Мы сн ачала рассмотрим реку со стоком (вну- 
триматериковым стоком, как иногда говорят). В начале не бу
дем учитывать влияние обергармоник на главную составляющую.

В этом случае мы не используем комплексных функций при 
разложении в ряд Фурье коэффициентов приливных уравнений, 
поэтому и уровень h ( x y t ) y и расход Q(x, t) будут определяться 
выражениями

где hi(x)  и qt(x)  положительны.
Соответствующее разлож ение для Ь (х, Л), bs (x , h) дает

Очевидно, что в (4.3) и (4.4) нет нужды рассматривать члены 
с sin 0 и т. д., так  как соответствующий интеграл Фурье равен 
нулю. Аналогичные соотношения будут выполняться для bso(x) 
и bSi ( x ) h i ( x ) .  Д ля  площади поперечного сечения русла реки А  
из выражений A =  bs (ao+h)  и Ао(х) = b soaQ следует, что

+  \bso(•*) +  «о(•*) bsl (л)] hx (л) cos 0 -| g- bsi (л) h\  (х)cos 20. (4.6)

Поскольку амплитуда прилива hi(x)  составляет лишь неболь
шую долю средней глубины реки ао, a bsi (x)  обычно значительно
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4.1. Разлож ение коэффициентов в ряд  Фурье

h ( x y t) =  h x (x)cos(^ t - \ -aLl (x))J 
Q (x, t) =  Q0 (;c) +  q x (*) cos (orf +  ft (*)),

(4.1)
(4.2)

b (x ,  h) =  b0( x ) - \ - b l (x ) h l ( x ) cos0 , 
bs (x, h) =  bs0(x ) - { -b s l (x )h l (x)cos6.

(4.3)
(4.4)

где 0 определяется выражением

0 =  uat -f- (x)
и

A (x, h) =  |л 0 (x) +  bsi (л:) h i (x)j +



меньше, чем bs o (x ), то мы можем приближенно заменить (4.6) на

А ( х ,  Л) =  Ло( х ) + [ ^ о(*) +  М - * ) ^ 1(* ) ]М -* )с о 8 0, (4.7)
причем при вычислении главной составляющей прилива членом 
с cos 20 можно пренебречь.

Д альнейш ее разлож ение коэффициентов уравнения (3.9) про
изводится следующим образом. Д ля  коэффициента при четвер
том члене мы можем записать

Если мы подставим сюда (4.7) и оценим получающиеся при 
этом интегралы, то найдем

Оценка первого интеграла производится путем введения но-

Поскольку член —gA~2(akb +  bs)Qdh/d t  в уравнении движ е
ния обычно играет меньшую роль, чем другие, то изменение А  
и (аф  +  bs) в зависимости от времени можно не рассматривать.
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g A ( x ,  h) =  Щ  (х ) +  т \ (■*) Ai (■*)cos (4.8)

где

(4.9)

mo W  =  - p ^ ( 1 ~ z ) V2 -

2

где

(4.И)

вой переменной tg  — 0 =  /. Д ля  второго интеграла можно запи-

Д альнейш ее упрощение (4.10) дает

(4.12)



Разлож ение коэффициента при шестом члене уравнения (3.9), 
[С2(а 0+ Л )Л 2]-1, производится до третьего члена ряда Фурье, так 
как при значительных приливах этот член существенно изме
няется по величине:

Г =  СН% + *) А* =  Го (*) +  Г1 (*) ( * )C0S 9 +

+  -Я-Г2 С*) Ai(x)cos26, (4.13)

где

2тсС2 J
—-п 

+

(Х ) К  С*) =  -^ 2  j  (Оо +  А) Л2

+1С
</0

(До + h) А2 ’
—те

cos в rffl:
— 1Z 

+1С

2 г2 (л) Ai (л) — тсС2 J  (до +  А) flf0. (4.14)
—  те

Д ля оценки этих интегралов мы снова вводим функцию г, 
определяемую соотношением (4.11). Тогда

Л  = Л 0 ( 1  - \ -z 'h cos  в ) .

Считая bs 1 малым по сравнению с bs о, мы приближенно заменяем

а 0 +  А =  а 0 ^1 + - ^ " cos6 ) на а °(*  +  2 2 cos 0).

Тогда

Г У _  1 Г db
0 2гсС2Л д а 0 J  (1 -J- 2 c o s  0 )3

Д алее оценку величины г^{х) можно осуществить, снова 

вводя переменную tg  — 0 =  /. Д ля  других интегралов мы можем 

записать:
-4-те

r h =  _  2 —  г -I_____ 1 Г _____ _______
11 Al 0 +  7сС2Л2Л, (1 +  г 1>» cos в)2 ’

+те
1 4 _ ь 4 +  2г _ , 2 f  40
о 2 1 1/„ 1 ^1 О̂ "I ^2 *2 I « п ’2 г ' 2 г яС г-Дд J До "Ь ^1 cos ®

где интегралы являю тся табличными. 
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Читатель может легко проверить эти соотношения.
Новые интегралы такж е можно оценить путем введения пере

менной tg -^ -0  =  /. Тогда, приближенно зам еняя z  на Л^/а2 , 

получим

го{х) =  С 2Ло 20о 1 ^1 Н— 2~ 2»

п  (х) =  -  ЗС~2А о 2а о 2(\ -  z ) - 5/2; (4.15)

r 2 (х) =  6С~2 А о 2а о 3 (1 - z ) ~ 5/\

Д альнейш ее приближение дает

г0(х) =  С~2А 20- а о 1 ( l  +  3z  +  5 z 2J ; 

r i ( x ) ^  — 3С Aq ао  ̂1 -j- 2 ~2 ~ z  -)- 4 -g- z 2j ; (4.16)

г2(х) =  6С _2Ло V 3 ^1 +  2 г  +  4 22j .

4.2. Разлож ение в ряд Фурье множителя | Q | Q

Разлож ение квазиквадратического члена, учитывающего со
противление, является одной из главных операций гармониче
ского метода.

Л оренц [85] впервые линеаризировал этот член для главной 
гармонической составляющей. Был разработан  метод расчета со
ставляю щей М 2 чисто приливного движения в системе каналов 
Зёйдер-Зе в Голландии. М азуре [88] распространил этот прин
цип на расчет компоненты М 2 в реках со стоком, используя метод 
Фурье. Позднее дальнейшие разработки в этом направлении 
вели Д ронкерс [29], Стробанд [132] и Ш ёнфельд [123].

В данном разделе мы рассмотрим разложение в ряд Фурье 
множителя | Q \ Q способами, предложенными упомянутыми 
выше авторами. В разд. 8 изложен другой метод разлож ения 
члена, учитывающего сопротивление, который применим к более 
общим случаям.

Поскольку в оставш ейся части этой главы мы будем иметь 
дело только с одномерным приливным движением, мы не будем 
рассматривать разлож ение члена, учитывающего сопротивление, 
для потока в двухмерных бассейнах. Очевидно, что решение двух
мерной задачи сложнее, чем одномерной (ее рассматривали Ш ён
фельд [129] и Д ронкерс [33, 106 к], а такж е Холстерс [67]). П ри
ливное трение в мелководных морях рассмотрено Д ж еф ф ри 
сом [72].
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Относительно способа определения комплексной формы ряда 
Фурье, представляю щ его множитель | Q | Q, здесь можно сделать 
следующие общие замечания. Пусть Q определяется уравне
нием (3.8). Если знак Q не меняется в течение приливного пе
риода, то мы можем найти ряд Фурье, представляю щ ий функ
цию Q2, умнож ая (3.8) на само себя. Если же знак меняется, то 
ряд Фурье, представляю щ ий | Q | Q, можно найти следующим об
разом.

Пусть
оо

| Q ] Q =  С0 +  2  (сп cos “Н d n sin runt)
n = l

представляет собой ряд Фурье в вещественной форме, причем с п 
и d n определяю тся как

—I—7С
сп ~ ~  § I QI Q cos d n =  j* | Q | Q sin пЫ du>t.

— TC — It

Тогда комплексную форму получим, полагая

сп= c nQn +  C-nQ-n> d n ~ t ( c nQn ~~ C-nQ-n );

величины cosmo)/ и sin mat  заменяем при этом хорошо извест
ными комплексными выражениями. После этого находим, что

сю

IQI Q -= С0 +  2  (C nQ„el’mt +  C_nQ_ne (4.17)
П— 1

где CnQn и C - nQ-n  определяю тся следующими выражениями:

C n Q n ]  I Q I Q e - lnatd'*t\ C-nQ_n =  -5 Г  1  I QI Qeinaid ‘»t.

(4.18)

Если мы теперь положим, что tv (p =  1, 2, . . . ,  s ) — последо
вательные значения ty при которых Q(x, t) = 0 ,  в то время как со/ 
изменяется от — я  до + я ,  то величина Сп (п =  0, 1,2,  . . .  ) опре
делится из выраж ения

c„Qn 2п

Ц) tL
•\2 —tn<&t

-71 СО/, <0/
Qze d ^ t ,  (4.19)

а величина С~п — из соответствующего соотношения. Если п = О, 
то CnQn заменяется на С0. Такой определенный интеграл сразу 
поддается оценке подстановкой в него (3.8), хотя точное опреде
ление сotp в общем случае невозможно, поскольку нет точных
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формул для определения корней уравнения Q ( x , t ) = 0 .  Эти 
корни можно найти только в специальных случаях, иначе необ
ходимо применять дополнительные приближенные формулы. 
Н иж е будет приведен пример.

Члены ряда Фурье для  I Q I Q, используемые при вычислении  
главной составляющей прилива.

Д ля участков, расположенных за пределом действия прилив
ного течения, где скорость не меняет знака за приливной период, 
член | Q | Q такж е не меняет знака и, следовательно, qi(x)  <  I Qo I 
(см. (4 .2 )).

Тогда | Q | Q = — Q2, так как в верхних участках реки имеет 
место только отливное течение, которое мы считаем отрицатель
ным. Р ассм атривая только главную составляющую прилива и 
расход за счет постоянного стока Qo и полагая

Q (х,  t) =  Q0(x)  +  Qj (х) еш  +  с. с. \  (4.20)
получаем

Q2 (х,  t) =  Ql  +  2 | Q, (x) Г +  2Q0Qi (x) е ш  +  Q? (x) e2M  +  c. c . ,
(4.21)

где

IQi l2 =  Q i Q - i - = - U b  <4 -22)

Если в некоторой точке 9 i > | Q o l  (это означает, что I QI Q 
меняет здесь зн ак), то за приливной период здесь будут наблю 
даться два момента смены течений, которые можно найти сле
дующим образом.

П олагаем , что
Qo =  cos t  =  2 | Q J  cos 7. (4.23)

Тогда я / 2 < у < я ,  так как Q o < 0 . Кроме того, Q o = 0, если 
Y =  k/2, и |Qo|  = q i ,  если у =  п. Моменты смены течения, U и /2, 
следуют из вы раж ения (см. (4.2))

cos 7 +  cos (<*>* +  Pj (х)) =  О,
так что

^ 1  =  « +  Т — Pi (•*)> ®t2 =  гс — 7 — Pi (х). (4.24)
Таким образом, U соответствует смене отливного течения на 

приливное (приливное течение считается полож ительным); a h  — 
момент обратной смены.

Корни уравнения

Qo +  Q\e‘mt +  =  о
должны быть определены в комплексной форме так, чтобы

/со/, Q_1 J t  Jo>/2 O—i л— (А 9М



Члены ряда Фурье для I QI Q в комплексных обозначениях, 
для этого специального случая (ср. (4.17)) будут

a C-iQ -i  определяется с помощью интеграла, сопряженного с вы
ражением для CiQi.

Т ак как U> 4 ,  то

Соответствующее выражение получается и для CiQi.
Отметим, что возможен случай, когда значение co/i или сofe 

леж ит за пределами интервала (—я, + я ) .  Это зависит от вели
чины р. Тогда сумма вкладов интегралов за пределами указан 
ного интервала равна нулю, так как Q2(jc) — периодическая 
функция, и мы все равно получаем нужную нам величину с по
мощью (4.27а).

Если теперь (4.21) вместе с сопряженными членами подста
вить в (4.27а), то оценка результата подстановки даст:

2тсСо — (2Qo 4 [ Qi | )  (тс -|- о)^2 — ^ i )

+  [4Q0Qi -  еы ‘г)  +  Q? i ( e 2imtl -  е2‘ш‘г)] +  с. с. (4.28)

Н а основании (4.23), (4.24) и (4.25) мы заклю чаем, что

«Ci Qi =  Q? i (  еш ' -  eiah)  - ( Q o + 2 | Q i  f ) / ( -  е~Шг)  +  

+  2Q0Qi (* +  о>t2 -  «rf,) -  Q0Q-i* О -2*”" ’ -  e~2imh)  -

| Q | Q =  C0 +  C xQ xe M  +  С _ Л _ хе~ м , (4.26)

где
—  7C

(4.27)

(4.27a)

C0 — ^oo I Qi |2» (4.29)
где

(4.30)

Аналогичным образом получаем для С±:

Отсюда
CiQi — k l01 Qi | Q i , (4.31)
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Если расход за счет стока Qo равен нулю, то у = л / 2 .  Тогда 

*00 =  0, *«, =  - £ .  (4.33)

Комплексная сопряж енная функция C -iQ -i равна k l01 Qi I Q-i, 
a C i = C —l.

Главный гармонический член разлож ения величины | Q | Q  
в вещественной форме при отсутствии стока будет

- £  I Qi I ( Q / mt +  Q - ге~ш ) =  4z</ i  cos к  +  Pl)-

Значение коэффициента (8/З я )^1 впервые было получено Л о 
ренцем [85] в предположении, что диссипация за счет фиктив
ного линейного сопротивления равна диссипации за счет действи
тельного квадратического сопротивления.

Соответствующее разлож ение члена I QI Q = — Q2 для верх
них участков реки со стоком, где имеет место только отливное 
течение, было дано в (4.21). Если подставить туда обозначения 
из (4.26), то получим

Со =  -  Qo -  2 1 Qi |2, Q Q j =  -  2Q0Q ,. (4.34)

Соответствующие значения feoo и kto тогда будут

* о о = - 2 - ( т | ^ ) 2, k l0=  — 2 • (4-35)

В ыражения (4.35) при Q o = — 2 | Q i  | совпадают с вы раж е
ниями (4.30) и (4.32), если в них положить у = п .

Замечание.  Разлож ение с использованием выражений (4.26),
(4.31) и (4.33) можно такж е применить в случае простой гарм о
нической волны Кельвина (см. разд. 2.2). Тогда квадратический 
член, учитывающий сопротивление, можно заменить линейным 
фрикционным членом, который приведен в формулах (2.1).

4.3. Уравнения, определяющ ие средний уровень  
и колебания, обусловленные главной составляющ ей прилива

Уравнения для главной составляющей прилива следуют из
(3.9) и (3.10) после подстановки в них членов ряда Ф урье для Q, 
dQ/dx,  dQ/dt , h, dh/ dx , dh/dty 6, 1 /gA  и 1 /C2(a0+ h ) A 2, где Q опре

деляется с помощью (4.20), a h — с помощью выраж ения

h =  H ^ x ) e M +  Н _ 1{ х ) е~ ш . (4.36)

где
k l0 =  sin 7 +  sin 3T +  ( 4 -  COS т. (4.32)
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Отсюда

=  +  * L = i ( o Q i i x ) e i*‘ +  C' С"

Ж  =  ^ Г 1  еШ  +  г - с - ’ Ж  =  /ш //1 W  +  с - с - (4-37)

Разлож ение остальных членов осущ ествляется в соответствии 
с (4.3), (4.8) и (4.13). Затем  множитель fti(jc)cos0 надо заменить 
его комплексной формой Н\вш -\-Н- 1в~ш . Теперь мы имеем воз
можность выполнить умножения в соответствии с формулами
(3.9) и (3.10):

Ь ^  =  ЫЬ0Н хеш + с .  с . ,  (4.38)

~jTA~§t~~  ( ~  i t o t r i i H с . с. ,  (4.39)

С ^ К  +  Л) A* = r oCo +  \r1H 1Q _ lC _ l +

+  O 0Q 1C 1 +  r 1t f 1C0 +  r atf?Q _ 1C 1) e to, +  c. с.]. (4.40)

Д алее мы записываем

Ь ± Ь ,  Q ^ _ =U)  «2V + A 0 I (Q _ i / / (  +  Q0^ /ie' - ‘)  +  с . с . (4.41)

В этом разложении рассматриваю тся только главные члены, 
потому что член в левой части выраж ения (4.41) обычно играет 
второстепенную роль. Если ввести соотношения

H xQ - i  +  с. с. =  2Re ( Н XQ_!) =  2 1 / / х 11 Q, | cos (arg Н х — arg  Q x),

i f f i Q - i  +  c. с. =  2 1 H x 11Q, | sin (arg Qj — arg  H x) (4.42)

и использовать (4.29) и (4.31) для Со и CiQi, то указанны е выше 
выраж ения (3.9) и (3.10) сводятся к (см. такж е разд. 3.2)

■ ^  +  7 +  г<Аю I Qi I2 +  2 ri* 101 Q! |2 1 H x | cos (arg H x — arg  Q x) +

+  2o) ^  +  a2^ °  j  | t f ,  11 Q, | sin (arg t f  x -  arg Q,) -  0, (4.43)

- § -  +  /o)60/ / 1=--0, (4.44)

+  (лА о I Qi I +  ^ o )  Qi +

+  {/-1*001 Qi I2 — Л» Qo +  r2k  101 Q, I tfiQ -i]  t f , =  0. (4.45)
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Уравнение (4.43) описывает распределение среднего уровня 
вдоль реки, а (4.44) и (4.45) — вы раж ения для комплексной ам 
плитуды главной составляю щей прилива. Члены в этих уравне
ниях записаны по степени убывания влажности. М ножители /По, 
Ши го, r t и г2 определены в (4.9) и (4.14) (или приближенно 
в (4.12) и (4 .16)); величина г  определена в (4.11).

Н а тех участках реки, где существует только отливное тече
ние, коэффициенты koo и &ю определяю тся выражением (4.35). 
Заметим, что средний уровень может не обязательно быть гори
зонтальным, когда сток и уклон дна равны нулю (см. (4.43)).

5. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИИ ДЛЯ ГЛАВНОЙ СОСТАВЛЯЮЩЕЙ ПРИЛИВА

5.1. Общ ее решение

Это решение должно быть найдено в соответствии с принци
пами, изложенными в разд. 3.2 и 3.3.

С начала надо решить уравнения (4.44) и (4.45); затем с по
мощью (4.43) можно найти средний уровень.

Уравнения (4.44) и (4.45) нелинейны относительно # i  и Qi, и, 
кроме того, коэффициенты в них являю тся функциями от х. 
Поэтому точное решение получить невозможно, однако можно 
получить приближенное решение с помощью итераций. Д ля  
этого река разбивается на ряд участков длины 1п так, чтобы на 
каждом участке средние по времени величины площ ади попереч
ного сечения Л 0, ширины района накопления Ьо и ширины ру
сла b so можно было заменить этими ж е величинами, но осреднен- 
ными по расстоянию х.

Вводится такж е ориентировочная величина для средней ампли
туды приливного расхода на участках, где Q меняет знак за при
ливной период, 2 | Q i | = 9 i .  Тогда можно оценить и угол у , 
определяемый соотношением (4.23), а такж е рассчитать вели
чины koo и kio с помощью выражений (4.30) и (4.32). Оценив
ориентировочно среднюю амплитуду h i  на каж дом участке и 
определив затем коэффициенты г0, а ,  г2, то и mi, можно принять 
коэффициенты уравнений постоянными в пределах каждого уча
стка. Наконец, опускаем члены второго порядка, содерж ащ ие 
функции синуса и косинуса. Теперь можно решить полученные 
линейные однородные уравнения для а 0, Н i и Qu И склю чая Qi 
из (4.44) и (4.45), получаем уравнение второго порядка для Н и

—  Н х  I ( Г Ь  I О  I 2 £(А а2^° +  ^ 0  П  \  Id x 2 -Г  K l^ool Щ  *<*> ^ 2  Vo d x  +

( w 2 M o  / (d & q T 0A 101 Q i  |)  H x =  0 . ( 5 . 1)

Функция Qi такж е удовлетворяет этому уравнению. Сопостав
ление с (1.8) показывает, что в соответствующих уравнениях
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с линейным фрикционным коэффициентом член, содержащ ий 
dHi/dx,  отсутствует. После того как функции Н± и Qi рассчи
таны на каждом участке, их вводят в уравнение (4.43). Тогда 
легко можно рассчитать от участка к участку изменение среднего 
уровня ао.

В следующем разделе подробно рассмотрен простой случай 
распространения главной составляющей прилива в канале при 
отсутствии речного стока.

5.2. Решение уравнений для главной составляющ ей прилива 
при отсутствии речного стока

Если речной сток (Qo) отсутствует, то Hi  и Qi удовлетво
ряют следующим обыкновенным дифференциальным уравнениям 
с комплексными коэффициентами:

^ g . +  t o V / 1 =  0 (5.2)

И

^ L + ( / U)TOo +  r; ) Q 1 =  0 , (5.3)

где

w 0 =  (g-ЛоГ1 ( l  + - 5- * ) »  

г° = -5 Г  C~2A o 2a o l (1 +  3 z) \ Qy |, (5.4)

(см. (4.10), (4.11) и (4.16)).
Эти коэффициенты считаются постоянными для каждого уча

стка реки. Функции Hi  и Qi удовлетворяю т уравнению

_|_( ч 2Ьот0 -  iwbor*o) Их =  0, (5.5)

которое аналогично уравнению (1.8) с линейным сопротивле
нием, если положить

\  =  гоШо1 и Со2 =  Ь0т 0 . (5.6)

В соответствии с этим решение можно записать аналогично 
выражению  (1.21) и (1.22), т. е.

Н х (х) =  Я , (0) ch k x  +  Qj (0) sh kx,  (5.7)

Qj (x) =  Q x (0) ch k x  -  Я ,  (0) sh kx,  (5.8)
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где k определяется из выраж ения

к2 =  — и>2ЬоГПо +  /сй&оГо , (5 .9 )

которое аналогично выражению  (1.10), если ввести туда (5.6).
П рактический расчет распространения главной волны при

лива в канале, поперечное сечение которого зависит от х у вы
полняется способом, указанным в разд. 1.2.

Величины H i ( l n) и Q t( l n) в конце п-го участка можно вы ра
зить линейно через Q i(0) и через Н i(0) в устье, а такж е коэффи
циенты каж дого из п участков. Тогда получаем формулы, приве
денные там под номером (1.23):

С их помощью можно проверить и уточнить величины h  и Q, 
введенные в коэффициенты в качестве ориентировочных величин. 
Если необходимо их исправить, то расчет повторяется с новыми 
величинами. Это продолж ается до тех пор, пока разница между 
ориентировочными и рассчитанными величинами h и | Q | не ста
нет достаточно малой.

О казы вается, однако, что распространение гармонической 
приливной волны в реке без притоков можно рассчитать спосо
бом, требующим гораздо меньше вычислительной работы, чем 
предыдущий.

Введем функцию

представляю щ ую  собой отношение комплексных амплитуд р ас
хода и уровня.

Из (5.7) и (5.8) следует, что функция долж на удовлетворять 
дифференциальному уравнению Рикатти:

H l Vn) =  A nH l (0) +  B nQ 1(0), 

+  0). (5.10)

(5.12)

где k (см. (5.9)) и Ye определяю тся выражениями

k ^ = ( y ^ s) ' \  y e =  { y p z s l )" \
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а с — постоянная интегрирования, которая определяется из усло
вия Y = Y o  при х = 0 .

Если ввести th  k x , то

y . - V X * *  ■ (5Л З>

Расчет по уравнению (5.13) с использованием определенных 
граничных условий выполняется быстрее, чем расчет по (5.10), 
так  как  имеем дело только с одним уравнением.

Пусть Y ( k ) — величина Y на конце первого участка ( x = U ) .  
Тогда в соответствии с (5.13) величину Y (Ii) можно выразить че
рез У0. Аналогично мы можем Y (&) на конце второго участка вы
разить через Y (k)  и величины 6, т  и г для этого участка. П о
скольку (5.13) линейно относительно Y  и Уо, то соотношение 
между Y (k)  и Y0 такж е линейно после исключения Y (Ii). П ро
долж ая действовать подобным образом, получаем линейное со
отношение между Y (1п) и Yo. Если Y (1п) известно в качестве гра
ничного условия, то мы можем рассчитать У0 в устье реки. Если 
известна # i ( 0 ) ,  то Q i(0) определяется как # 1(0 )Уо, а затем 
можно рассчитать от участка к участку H\(U)  и Qi(/*) ( i =  
=  1, 2, . . . ,  ri) с помощью формул (5.7) и (5.8).

Д ля практических целей следует указать на случай, когда 
река замкнута при x = l nj причем Q( / n ) = 0 .  Выведем формулы, 
которые применяются в этом случае. Если длина участков реки 
выбрана достаточно малой (что необходимо главным образом 
для того, чтобы учесть все изменения поперечного сечения), то 
мы приближенно можем положить i h k x ^ k x ,  так что

v — Yekx  (5.14)
1 —  YrZJtx ’Q Z ,e K

где Z e = l / Y e.
Пусть lp будет х-координатой конца р-го участка, a lp~i — ко

ординатой его начала, так что lP — lp-i  — это длина p -того уча
стка. Тогда между Y (1Р) и Y ( l p - i )  существует линейное соотно
шение

Y ( l  Л —  Y  ( P ) k ( p ) ( l  — 1 _ Л  

( Р) ~ 1 -  У ( l P- , V e  iP)  k IP)  ( l o -  lp - 1) ’ * '
где

Z e (o) k{D) =  mrrh(o) - \ -r l (p).

Если величина l Qi (p)  I, т. e. средняя величина IQi l ,  ориен- 
тировочно оценена для этого участка, то для середины р-того 
участка можно определить величины Ь о ( р ), то(р) и г*(р ) .
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Если ввести обозначения /* (р ) и i ^ { p ) ,  определяемые вы р а
жениями

Л  (р ) =  Уе  ( р ) k  (р ) (1р — 1р . ! ); /2 (р ) =  Z e  (р )  k  (/?) (/р -  / р_ ,) ,

то можно записать

Y ( l p) =  ... (5.16)
Кр> l - / 2 ( P ) ^ ( ^ - i )

Расчет может быть выполнен вниз по течению, начиная 
с х — 1п на верхнем конце реки. Пусть там известна величина Y. 
Обычно на замкнутом конце Q = 0 ,  т. е. Y ( l n) —  0. Тогда в начале 
участка п будет

г  (/„_ i ) = уГ («).

В начале участка п — 1

Л (" )  + уГ(п - 1 )
У {In-2);

и т. д. Здесь /* (п ) , j * ( n — 1) и / * ( я — 1) определяю тся как  сред
ние значения на п-ы и ( п — 1)-м участках.

П родолж ая эти действия, мы можем получить величину Yq 
в устье реки, выраженную  через величины /* (р ) и /*(/?), которые
являю тся функциями отдельных участков реки от ее замкнутого 
конца до устья.

В устье реки величина Н ( 0) известна из наблюдений; таким 
образом, мы можем рассчитать Q (0) — Y0H (0 ) .  Затем  можно 
рассчитать величины Н(1Р) и Q ( l P) от одного участка к другому, 
двигаясь вверх от устья и используя следующие уравнения (для 
р =  1,2,  . . . ,  п):

Я  ( / ,)  =  / / ( / , _ , ) {  1 +  4 -  Л (Р) / ( * ) }  - Q ( l p - i ) A  (р), (5.17)

Q V p ) - = Q  (lp- г )  {l +  4  Л ( Р ) А (/>)} -  И  (p),  (5.18) 

Л ( о )  =  \што(р)  +  Го (/»)} {lP — I p - 1), (5.19)

Л  (p ) Л (p) =  iuboip)  {m m 0(p) +  r*o(p)) (lp — lP- i f .  (5.20)

Отметим, что уравнение (5.17) следует из (5.7):

Н  (/,) =  H ( l , _  , ) ch (* (р) ( 1 , - 1 , . , ) )  +
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или приближенно

н  ( / , ) = Н(1Р_ 0  ( i  +  - L  &  (р) (1Р -  1Р_ ^  +

Если подставить сюда № из (5.9), то получим (5.17). А нало
гично из (5.8) можно получить (5.18). Вычисление Н  и Q произ
водится тем же путем, если У Ф О в конце реки.

После вычисления Н i и Qi на концах различных участков 
средний уровень вдоль реки можно определить из (4.43), как 
указы валось выше. В  данном частном случае множитель & о о = 0 .

Существует возможность распространить изложенный метод 
на речную систему, в которой имеются притоки. Однако тогда 
этот метод не имеет преимуществ перед методом расчета распро
странения гармонических волн, описанным в разд. 7.

5.3. Решение уравнений для главной гармонической 
составляющ ей прилива при наличии речного стока

Уравнения, определяющие распространение главной гармони
ческой составляющей прилива при наличии речного стока, даны 
в (4.44) и (4.45). Общее решение этих уравнений будет

где Ci и Сг — комплексные константы. Величины k± и — это 
корни уравнения, получающегося после подстановки Qi и Н i 
(С г = 0  и ki заменяется на k) в уравнение (4.45):

Член в (4.45), который содержит коэффициент гг, — это кор
рекционный член и мы его временно опускаем. Корни этого у р ав 
нения можно получить сразу же. Н а практике, однако, их часто 
получают приближенно, если квадрат модуля коэффициента 
при k мал по сравнению с членом без k. Тогда

# !  =  C le k'x +  С2е м ;

(5.21)

+  ш2Ь0т 0 — ir0mb0k w | Qj [ =  0. (5.22)

k = ± i (шЧ0т 0 — ir0wb0k l01 Q[ I)7*

(5.23)
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или

k =  — r xkоо I Qj I2 ±  p ^ 5- {(«)2/reo +  r l k w I Qi |2) '/2 — <*>/re0} j  /j+ .  

+ *  ( - Г ю a2̂ / 5p Qo ±  | ^ Г  { W m l  +  r l k \0\ Q x |2) ' ‘ +  «мяо}]’

(5.24)
Мы полагаем при этом, что k\  соответствует отрицательному, 

а кг — положительному знаку.
Следует указать, что на практике вещ ественная и мнимая ч а

сти у ki отрицательны, а у кг положительны. После подста
новки в (5.21) оказы вается, что в случае отсутствия речного стока 
составляю щ ая прилива h представляет собой сумму двух про
грессивных волн; одна из них (соответствующая ki) направлена 
вверх по течению, а другая (соответствующая fe2) направлена 
вниз по течению — это ретрогрессивная волна. Таким образом, 
мы можем записать

1г Q ^ t - ^ x X —UxX _|_ q  gio>t+\L2X+iv2X

Если речного стока нет, то [ i i = №  в противном случае | i i > | i 2. 
Это показывает, что волна, идущ ая вверх по течению, гасится 
сильнее, чем волна, идущ ая вниз по течению.

Д ля  реки без притоков численное решение может быть полу
чено аналогично тому, как это было сделано для случая без реч
ного стока в разд. 5.2.

Линейное соотношение между Z ( x )  = H \ ( x ) I Q i ( x )  в конце и 
Z (0) = # i ( 0 ) /Q i ( 0 )  в начале участка можно получить следую 
щим образом. Мы знаем, что

7  (х) __ **1*2 СХек'х +  С2екгХ (5.25)
V ’ шЬо C xk2ek'x +  C2kхекгХ

Теперь, полагая х = 0 ,  мы можем решить уравнение (5.25) 
относительно С1/С 2:

С1 = _ / Ы о | о ± * 1\ *L .  (5.26)
С 2 у K*bQZ 0 +  ki J k%

Если мы затем  введем это значение CJCz  в соотношение для 
Z(x)  и приближенно будем считать, что

е*'х я* 1 +  ft,*; e k*x sw 1 - f  k2x,  (5.27)

то найдем следующее линейное соотношение между Z и Z q:

Z 0 [* — I Г\ *00 I <?1 I2 — (  a2 b0 +  bso) ^ V ^ o )  x \ —
£  ________________— (/comp +  r0fe101 Qt I) -де:_____________  2 3 )

1— ZQitob0x  » \ • /
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где koo u.kio определяю тся выражениями (4.30) и (4.32) или вы
ражением (4.35) для участков реки, леж ащ их выше предела 
действия приливного течения. Д ля  вычисления (5.28) значения 
kikz и к\г\-кг определяю тся из (5.22). О казы вается, что линейное 
соотношение между Z и Zo аналогично соотношению между Y 
и Ко, которое было получено для главной составляющей прилива 
при отсутствии речного стока (ср. (5.14) и (5.28)). С ледова
тельно, для расчета распространения главной приливной волны 
в случае наличия речного стока можно применять метод, ан а
логичный тому, который описан в разд. 5.2.

Обычно, если канал замкнут на одном конце, речного стока 
нет. Однако возможен случай, когда на замкнутом конце сущ е
ствует перетекание воды из выш ележащ их участков (Qo), в то 
время как приливные движения не могут проникать выше этого 
места. Тогда Z q =  о о , потому что Q i= 0 ,  или Z“ != 0 .  Это и будет
граничным условием для Z на замкнутом конце.

М ожно считать, что река с внутриматериковым стоком имеет 
«бесконечную» длину. Тогда прилив совершенно гасится на к а 
ком-то определенном расстоянии от устья. Граничное условие, 
однако, долж но иметь вид # 4( о о ) = 0  и Q i(o o )= 0 . Тогда l i mZ

Х-^оо
определится следующим образом. Н а самом верхнем по течению 
участке, где мы можем считать, что прилив уж е почти исчезает, 
будут выполняться условия:

Я ! =  С хе к'х ; Qi =  -  Cxe h'x . (5.29)

Тогда ki — это корень уравнения (5.23) с отрицательной ве
щественной частью.

Отсюда

И т  г  =  Ц - .  (5.30)
ж-oo v '

Практически решение находится способом, аналогичным 
тому, который описан в разд. 5.2 для случая, когда речного 
стока нет.

Если коррекционным членом

(см. (4 .45)), который был опущен в предыдущих вычислениях, 
пренебречь нельзя, то его надо включить после первого расчета. 
Тогда I Q | и HyQ-i  временно считаются известными и их можно 
подставить в (5.22). Затем  коэффициент при Hi  в коррекцион
ном члене надо включить в коэффициент при к и в формулу 
для Z (5.28).

Численное решение для распространения главной приливной 
волны в речной системе будет рассмотрено в разд. 7. Это реш е
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ние можно использовать и для одной реки, хотя изложенный вы 
ше метод дает более быстрое решение.

Распределение среднего уровня находится обычным обра
зом из уравнения (4.43), где член с koo теперь больше не равен 
нулю.

6. УРАВН ЕНИ Я Д ЛЯ ГЛАВНОЙ СОСТАВЛЯЮ Щ ЕЙ ПРИЛ ИВА
И ПЕРВОЙ О БЕРГАРМ О НИ КИ  ПРИ НАЛИЧИИ РЕЧНОГО СТОКА

6.1. Разлож ение в ряд Фурье коэффициентов 
приливных уравнений и члена | Q | Q

Уровень и расход, обусловленные основной составляющей 
прилива и первой обергармоникой, вы раж аю тся в виде

h (х , t) =  Aj (x) cos (u>/ +  aj (x)) +  h2 (.*) cos (2о>/ +  a2 (x)),

Q ( x ,  *) =  Q0 +  <7i (x ) cos И  +  Pi (■*)) +  <72 W  cos (2u>/ +  p2 (x)). (6.1)

Комплексная форма записи дает

h ( x ,  t) =  H l {x )e ia,t +  Н 2{х )е2Ш+  с. с . ,

Q (х,  t) =  Q0+  Q t (х) еш  +  Q2 (х) е2Ш +  с. с. (6.2)

Чтобы получить уравнения для обеих составляющих, мы вво
дим (6.1) или (6.2) в приливные уравнения (3.9) и (3.10).

Д ля  простоты допустим в этом разделе, что амплитуда основ
ной составляющей больше, чем амплитуда обергармоники, так 
что можно пренебречь влиянием первой обергармоники на коэф
фициенты в уравнениях (3.9) и (3.10). Если это влияние велико, 
то приходится продлить разлож ение коэффициентов в ряд 
Фурье, которое дано в (4.3), (4.4), (4.8) и (4.13). Но тогда более 
удобным оказы вается разлож ение коэффициентов в ряд по сте
пеням А, т. е.

b ( x ,  h) =  b0 (x) +  b * ( x ) h ( x ,  t) +  b l ( x ) h 2(x,  t), (6.3)

и аналогичные соотношения будут иметь место для 1 / g A ( x y А) и 
г(х,  А), где А определяется согласно (6.1).

Коэффициенты в этих приближенных соотношениях могут 
быть получены эмпирически или с помощью численных методов, 
например с помощью полиномов Чебыш ева (см. разд. 8).

В реках более правильной формы, где амплитуда первой 
обергармоники не превосходит 40% амплитуды главной состав
ляющей прилива, для определения коэффициентов уравнений
(3.9) и (3.10) можно допустить использование уравнений (4.8) 
и (4.13).
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Теперь рассмотрим, как определяются члены ряда Фурье для
I Q IQ : член, не зависящий от ty а такж е член с основной часто
той и член с частотой обергармоники.

Соответствующие коэффициенты обозначены через С02, С12 и 
С22, так что

IQ I Q =  С02 +  С ^ е ш  +  +  с. с . ,

причем коэффициенты определяются так:

с *&* =  - к 1  \ Q \ Q e - l M d * b
—тс

где k равно 1 или 2. Если k =  0f то C02Q0 заменяется на С02.
Оценка этих интегралов производится способом, аналогичным  

тому, который применялся при вычислении соответствующих 
коэффициентов главной составляющей Со и CiQi в разд. 4.2. Мы 
должны найти вещественные корни уравнения

Q0+ Q 1M е1 *"b Q2(•*)£2г с . = 0
или корни уравнения

Qie2iwt +  +  Q_i =  -  Q2e3iat -  Q - ^ 1. (6.4)

Однако обычно корни уравнения (6.4) нельзя вычислить 
точно.

Если амплитуда обергармоники меньше, например, половины  
амплитуды главной составляющей, то в первом приближении ре-

* *
шения уравнения (6 .4), е ш 1 и егсо*2 соответственно, мы получим, 
полагая их равными корням левой части уравнения (6 .4), для  
чего требуется приравнять ее к нулю. Эти корни даны в (4 .25). 
Следующ ее приближение находим, подставляя результат пер
вого приближения, данный в (4.25) для еш , в правую часть урав
нения (6 .4). Тогда корни получающ егося квадратного уравнения  
определяют второе приближение:

sin2 7  +  | j3 (Q2Q- 1  е2‘т +  с. с .)
'и

(6.5)
Ыи ^ —1 I Q —1 чу

е  T q h COSt +  T q7T x

X  [  — sin2 т +  j ^ - j j  (Q 2Q -i е ~щ + с- с.) (6.6)

Оценка интегралов, определяющ их С02, CizQi и C22Q2, произ
водится путем, описанным в разд. 4.2.
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Таким образом,

где со/* и со/* определяю тся выраж ениями (6.5) и (6.6).
Так как  вы раж ения для С& 2 очень громоздки, то употреблять 

этот метод не рекомендуется. В разд. 8 мы изложим другой, бо
лее удобный метод определения членов ряда Фурье для | Q \ Q. 
Н а практике, однако, часто можно использовать следующий при
ближенный метод.

Предположим, что амплитуда обергармоники достаточно 
м ала по сравнению с амплитудой главной составляющей при
лива, так  что в качестве первого приближения для корней урав
нения (6.4) можно принять

Здесь мы не будем приводить подробно хода определения ко
эффициентов Си2- Заметим только, что должны повторно исполь
зоваться следующие формулы*

utf, -  Ы 2 =  2Т; i ( e - lni*h -  e ~inmt') =

=  ( - 1 ) " + 1 2 т^ р Г 81п«т < я > 1 )

^ 0 2  =  *oolQi 12 +  Ki +  kn\ Q? f  +  * 0 3 R e ( | щ ) 4 Q -2, (6.7)

(6.8)

(6.9)
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где koo и kto определяю тся выражениями (4.30) и (4.32), а осталь
ные коэффициенты — следующими выражениями:

*01 — Т g-  sin Зт) > *02 =  2 - ^ ,

£03 =  - - ^ s i n 4 T) £ п =  2 - ^ -  + -? -s in 2 T,

Л12 =  — ^  (2 sin 2y — sin 4-f), * 13 =  -^ -s in  T, k u =  -!;-s in37 ,

^ 5  =  ̂ T sin5T, *20 =  1 - - 5 - +  i  sin 2 t - sin 4 t, (6.10) 

*21 =  4 " sin T +  (4 -  - J )  cos T. *22 =  -j§£-(5 sin Зт -  3 sin 5T), 

*23— \  Sin 2f, *24= -  - ^ s i n 2 T, A25= - - ^ r s in 6 T.

Если речной сток отсутствует, то в коэффициенты надо под
ставить у = п / 2 .  Тогда их значения будут:

Ь — Ъ — Ъ —  J _  ь _ _  _2_ ь _ _ 2 _
* 0 1  —  * 1 0  —  З тс * Л 13 —  * 14 —  З тс » 15 —  5 ^  *

А _  8 А _  8
*21— „ И «22 1 5 ^ -

Остальные коэффициенты будут равны нулю.
Коэффициенты расположены в убывающ ем порядке по сте

пени их важности. Д ля практических целей, когда IQ2 I меньше, 
чем 0 ,5 1 Qi | , обычно достаточно учитывать только подчеркнутые 
члены в выраж ениях для С02, Ci2Qi и C22Q2. Д ругими членами 
можно пренебречь, поскольку они содерж ат множитель Q | (мо
дуль которого меньше, чем 0,25 | Q i | 2), и, кроме того, их коэффи
циенты k меньше, чем соответствующие коэффициенты в под
черкнутых членах. Обычно можно пренебречь членами, которые 
содерж ат йог, &12, &1з и fes.

Чтобы получить представление о точности разлож ения в ряд 
Фурье, применим его к случаю, когда

Q =  cos он  +  0,4 cos 2Ы.

Если мы приближенно примем в качестве корней уравнения 
Q =  0 решение уравнения c o sc o /= 0 , т. е. со^ =  я/2 и c o fe = —я/2 , 
то в соответствии с (6.7) — (6.10) мы найдем, что

| Q | Q =  о, 170 +  0,944 cos +  0,475 cos 2urf;

в то время как точный анализ дает
|Q | Q = 0,158 +  0 ,9 4 2 c o s Ы  +  0 ,4 9 9 cos2«rf.
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Т аки м  образом , ош ибка  в постоянном члене составляет  около 
8 % , в главной составляю щ ей  ош ибка  п рен ебреж и м о м ала ,  а в к о 
эффициенте при обергарм они ке  ош ибка  составляет  около 5% .

Ясно, что при больш ей ам плитуде  обергарм они ки  ош ибка  в о з 
растет. Н апри м ер , если Q = c o s  co /+ co s  2со/, то мы находим, что

| Q | Q =  0 ,424  +  1,443 со s utf +  1,188 cos 2 <  

а точное разл о ж ен и е  дает

| Q | Q =  0 ,287 +  1,404 cos Ы  +  1,446 cos 2 Ы .

В районах , л е ж а щ и х  выш е п редела  действия приливного те 
чения, где существует только  отливное течение, р азл о ж ен и е  мно
ж и тел я  — Q2 в ряд  Ф урье м ож н о произвести точно.

И з  в ы р аж ен и я

Q2= { Q o +  Qi (*) ем  +  Q_j (х )е~м +  Q2(х) е2г“~ +  Q_2(х )е~2Ш)2

находим, что коэфф ициенты  в

Q2 =  C02 +  (Cl2Qlei t j rC<nQ2e2i * +  £•) .
будут

^02 =  — Q§ — 21Q, I2 — 2 1 Q 2 12, (6.11)

Q 2Q 1 — 2 (Q0Q 1 -f- Q—1Q2)» (6.12)

^2zQ2=  Q i 2Q 0Q2. (6.13)

З десь  опущ ены члены, со дер ж ащ и е  Сз2 и С42.

6.2. Уравнения для главной составляющей прилива 
и первой обергармоники

У равн ения  д ля  среднего уровня, главной составляю щ ей п р и 
л и ва  и обергарм они ки  получаю тся способом, аналогичны м  опи
санному в разд . 4.3 д ля  главной составляю щ ей. Если ввести
комплексные в ы р а ж е н и я  д ля  h  и Q, данны е в (6.2), а т а к ж е  р а з 
лож енн ы е в ряд  коэффициенты , п о казанны е в (4.3), (4.8) и
(4.13), где величина A i(x )co s0  зам енена  ее комплексным в ы р а 
ж ением  Н \ е ш  +  Н -  у е ~ ш , то мы находим

Ь ж  ='Ы (V*i +  2Ь,н _ 2) еш  +  /Ш (2b0ff2 +  +
+  с . с . ,  (6.14)

~gA~§t~~ ~  ЫтхН jQ_! +  *<•> (WoQi 2m1/ / _ 1Q2) eia>t +

+  ш ( 2 п ф 2 +  т1Н & ) ? * *  + с. с. ,  (6.15)
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г  I Q I Q — Г0^02 “Ь [Г 1 ^ - 1 2 ^ lQ-1 + r 2 ^ - 2 2 ^ l Q - 2 _b

+  ( r0C12Qi +  rlCfBH l +  r1C22̂ _ 1Q2 +  г2С^пН\0.^х)еЫ1 +

+  (r0C22Q2 +  Г А , / / jQ, +  г ^ Я ? ) ^ ' ]  +  с. с. (6.16)

К оэф ф ициенты  mo, mi, ro, r i  и r 2 определяю тся  с помощ ью в ы 
раж ений (4.10) и (4.15), а С*02» C t z Q i  и C22Q2 — с помощ ью в ы р а 
жений (6.7) — (6.9), если существует и приливное, и отливное те 
чение. В противном случае следует применять в ы р аж ен и я
(6.11) — (6.13). Д а л ее ,  изменения во времени величин А  и 
в члене

g ~ l A ~ 2 (a2b  +  b s ) Q ,

который обычно менее значителен , чем другие члены в (3.9), р а с 
см атри ваться  не будут. Коэф ф ициент при этом члене будет, сле
довательно, приближ енно  иметь вид

d  =  g ~ lA o \ * 2b 0 +  b s 0 ) .  (6-17)

Кроме того, мы м ож ем  запи сать

Q w  =  *° +  2 Q - ^ )  +  (Qoffi +  2 < Э - , Я 2 -  Q2H-1) еш  +

+  ( Q l H 1 +  2 Q 0H 2) e ‘2ia , t } + c .  с .  (6.18)

П осле подстановки (6.14) — (6.16) и наиболее  в а ж н ы х  членов
вы р аж ен и я  (6.18) в уравнени я  (3.9) и (3.10) получаем  следую 
щее уравнение:

+  /  +  г 0С ш  +  2г, R e (С'_12С?_1Я 1) +  2г2 R e -

— 2(о (/raj +  rf) I H x 11 Qj I sin (a rg  Qx — a rg  H x) =  0. (6.19)

Это уравнение  определяет  средний уровень (ср. (4 .43)) .  
П р ед п о л агается  т акж е ,  что d Q o / d x = 0 .
Ч лены , со дер ж ащ и е  е ш у описываю т распространение  г л а в 

ной составляю щ ей приливной волны, т. е.

+  i<»tnQQ x +  ш  ( 2 т х +  d )  H . ^ Q 2 —  2 i w d Q _ l H 2 +

"I- r o ^ v i Q i  4 " (r  iQ e  — i u d Q 0) H x - \ - r ,С ,2Я  _jQ2 -( - r 2C _ i 2H \ Q _ x =  0,
(6.20)

^ -  +  гш&0Я 1 +  2ш&1Я _ 1Я 2 =  0. (6.21)

110



dH<2
d x

И з членов, со держ ащ и х  е 2 Ш у получаю тся  следую щие у р а в н е 
ния д л я  обергарм оники :

• 2 / ( D / 7 £ q Q 2  ^  ( ^ 1  —  H \ Q \  —  S / c o ^ Q q /1/ 2 ~ f“  Г0C 22Q 2 ~\~

+  г \ C l2H  tQ, +  г  2C02f / i  =  0, (6.22)

^  +  2 m b 0V 2 +  Ы Ъ ХН \  =  0. (6.23)

6.3. Решение приливных уравнений

Р а зд е л и м  реку на р яд  участков  так , чтобы на каж д о м  участке 
ш ирина район а  накопления  и глубина не сильно отличались  от 
их средних величин. Тогда коэффициенты  mo, mi, го, г± и г2 о к а 
зы ваю тся  незави си м ы м и от х  и м ож но использовать  их средние 
значения. К ром е того, д л я  к аж до го  уч астка  ориентировочно о ц е 
нивается  средн яя  величина I Qi I . С н а ч а л а  р ассм атр и ваю тся  
уравнения  д ля  главной составляю щ ей  прилива. В этих у р а в н е 
ниях присутствую т члены с Яг и Q2, которые в ы р а ж а ю т  влияние 
об ергарм они ки  на главную  составляю щ ую .

Д а л е е  мы находим первое при ближ енное  решение д л я  Я i и Qi 
в (6.20) и (6.21), прен ебрегая  членами, обусловленны ми обер- 
гармоникой, и членом с коэффициентом  г2. Это значит, что мы 
сн ач ала  получаем распространение  главной составляю щ ей п р и 
ливной волны с помощ ью  уравнений (4.44) и (4.45) разд . 4.3. 
П осле этого мы переходим к уравнени ям  (6.22) и (6.23) д л я  о б ер 
гарм оники и подставляем  в эти уравнени я  вместо Я i и Qi полу
ченные вы ш е при ближ енны е величины. С ледовательно , у р а в н е 
ниями, по д л еж ащ и м и  решению, будут (6.23) и

+  ( 2 т 0о) +  г0А21 1 Q J +  Q 2 -  2 т  d Q 0H 2 +

+  r o^2oQi H_ {i*a)(/7li ~ ^ ) H _ r i^iol Qil} ^ i Q i “h r 2^ool Qi I — 0» (6.24)
если мы прен ебреж ем  член ам и  второго порядка.

В этих уравнени ях  все члены с H i  и Qi известны; таким  о б 
разом , это два  линейных неоднородных уравнения.

Теперь мы м ож ем  вернуться  к уравнени ям  (6.20) и (6.21) для  
главной составляю щ ей, где члены, со дер ж ащ и е  Яг и Q2, теперь 
т а к ж е  известны. С редние величины |Q i |  и / Я - i Q i + c .  с . =  

=  2 1Я 1 1 | Qi | sin  ( a r g  Qi —  а ^ Я 1) известны из первого п ри бли 
ж енного решения. Д л я  (6.20) получаем  линейное уравнение

+  ( № т 0 +  г ( А о  1 Q i  1) Q i  +  (г  1^00 I Q i  l2  —  * W Q 0 )  H ! - f -

+ /со (2m x -f- d )  H  _ x -f~ r o ^ n Q - i  +  r xk 2x | Q x \ H  _ x +
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I _ и ^ -1  J-f2 
“Г Г2Л12 | Qj |2 л  1 Q 2 + r o^i3 i Q j  Q i + r A o ^ - i Q i  +

+  r 2^101 Qi I Q - \ H \  +  /■ A i t f  i Re (  | Q j | 2 )  "t-  r  1^021Q2 l2^  1 +

I .  U QlQ-2 1 _ A Q \ Q -2  и  , _ А и 2л  ^  1
' 012 I Qi |2 ’ "t-  1 22 1Q J 3 “ - 1  i -  r2* n “  +

+  Q - i H i  =  0 , (6.25)

если пренебречь членам и третьего порядка . Н еподчеркнуты е 
члены являю тся  членам и второго п орядка . Они известны из п ер 
вых приближ енны х решений, рассмотренны х выше. Р еш ив  у р а в 
нения (6.21) и <6.25) относительно Н ±  и Qi, получаем более точ
ные значения  д ля  этих функций. И х мож но ввести в уравнени я
(6.23) и (6.24) д л я  # 2  и Q2, а так ж е ,  если есть необходимость, 

м ож но вклю чить члены, которыми заведом о  пренебреж ено  
в (6.24), наприм ер члены

2 0?0_2 , Q\Q-4 , 0?0_2
fl " I 0 i  I г° 22 I Qi I3 ' Гг 1 ' | Oi I2 ’

З н ачен и я  # 2 и Q2, полученные в результате  реш ения улучш ен 
ных уравнений, мож но подставить в коэффициенты  и члены вто
рого порядка  в (6.21) и (6.25), что д аст  нам еще более точные 
значения  H i  и Qi.

Так, используя последовательно все более точные решения, 
мы находим окончательное решение д л я  Н 1, Qi, Н 2 и Q2. Н аконец , 
м ож но получить и распределение среднего уровня  из (6.19), под
ставл яя  соответствующие значения  д ля  главной составляю щ ей 
прилива и обергармоники . Н аи б олее  в аж н ы м и  член ам и  этого 
уравнени я  являю тся

' а х '  +  ^ " Ь го^оо I Qi I2 +  г (Л)2 1 Q2 12 +  r (An R e " |1q 1 |2“ +

+  2 r !^101 Qi I Re Q _ i #  1 —

— 2о) (//ij +  rf) I H x 11 Q! I sin (arg  Q x — a rg  H x) =  0. (6.26)

Реш ен ия линейных однородных уравнений находятся  обы ч
ным путем, излож енны м  в разд . 5.2 применительно к у равнени ям  
главной составляю щ ей прилива. О днако  уравнени я  (6.20) —
(6.23) фактически не являю тся  однородными. Известно, что ре 
шение таких  уравнений п редставляет  собой сумму общего реш е
ния однородной части (линейной д ля  участка реки) и частного 
реш ения полного неоднородного уравнения. Ч астн ое  решение н а 
ходим следую щим образом .
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Р еш ен ие  однородны х частей уравнений (6.21) и (6.25) или
(6.23) и (6.24) имеет вид

H i ~ Ci Iе  k[ *Х +  Ci2e  »

Q i  =  d n k n e  kn x  +  d i 2k i2e  k» x  (6.27)

( i  равно 1 или 2), где k u  и k i z  определяю тся  к а к  корни к в а д р а т 
ного уравнени я , аналогичного уравнению  (5.22), при i =  1 и i = 2  

соответственно. Эти квад р атн ы е  уравнени я  получаю тся в резу л ь 
та те  подстановки (6.27) в однородную  часть соответствующего 
диф ф еренц иального  уравнения, п р а в а я  часть которого при этом 
п о л агается  равной нулю.

Ч астн ое  решение неоднородных уравнений, наприм ер у р а в н е 
ний (6.23) и (6.24), находим следую щим образом . Соответствую 
щие (6.27) вы р а ж е н и я  д ля  Hi  и Qi надо подставить в м нож ители  
HiQi, Q \  и Н \  в уравнени ях  (6.23) и (6.24). Тогда (6.24) стано
вится линейным уравнением  относительно Hz  и Qz и члены без 
Hz  и Qz имеют вид:

2 k u x  _ |_  Q e 2 k n X  _ |_  j r ^ g i k u  +  Ь г )  X

где Р , Q и R  — функции коэффициентов правой части (неодно
родных членов).  Такое  ж е  соотношение вы полняется  д л я  (6.23). 
Тогда частное решение неоднородного уравнени я  д ля  Hz  и Qz 
легко  находится, если полож ить

Н 2 =  d l e 2k"x  +  d 2e 2knX +  d z e {k" + k n )  х .

Д л я  Qz вы полняется  аналогичное соотношение с коэф ф иц иен
т а м и  е й  e z  и е 3.

П осле  подстановки в уравнени я  (6.23) и (6.24) получаем з н а 
чения этих коэффициентов. О бщ ее  решение д ля  Н 2 или Q2 имеет 
в и д

Н 2 -  c 2l e * * x  +  e v e * *  +  d xe 2*"x  +  d 2e 2k"x  +  d , e {k“ + x.

П остоянны е ин тегрирования  c 2i и c22, присутствующ ие в об 
щ ем  решении, определяю тся  из граничных условий. Таким о б р а 
зом, в устье реки м ож ет  быть за д а н а  величина Я 2, а в верхнем 
течении, например, Q2= 0  или какое-то другое условие.

Аналогичный метод надо применить и д л я  н ахож ден и я  Hi  
и Q 1 из уравнений (6.21) и (6.25).

Вычислительные операции по излож енной методике очень 
трудоемки. П оскольку  при выводе приливных уравнений допу
скались различны е приближ ения, то необязательно  реш ать  эти 
у равнени я  аналитическим  методом. П оэтом у на практи ке  часто 
применяю т численный метод, который мы рассмотрим в следую 
щем разделе .
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В преды дущ ем  р азд ел е  было показано, что требуется  решить 
линейные уравнени я  вида

7. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ПРИЛИВНЫХ УРАВНЕНИЙ

(/ равно 1 или 2).
К оэффициенты  A i  — F i  зави сят  от разм ер о в  поперечного се

чения реки, а т а к ж е  от | Qi I и H h  вкл ю чая  и с о п р я ж ен 
ные комплексные величины, значения  которых оценены с по
мощью преды дущ их вычислений.

Н а  практи ке  длина 1п каж до го  участка  реки вы би рается  так , 
чтобы ш ирина и глубина не сильно отличались от своих средних 
величин, а так& е, чтобы мож но было использовать  в качестве  
средних величин следую щие в ы раж ен и я :

где индекс п  о знач ает  конец п - т о  участка , а п — 1 — его начало .
П усть A i ,  n, B i ,  п  и т. д. — коэффициенты на п - м  участке. 

Д л и н а  участка  1п вы би рается  достаточно малой, чтобы м ож но 
было запи сать

В водя эти при ближ енны е в ы р аж ен и я  в диф ф ерен ц и альн ы е  
уравнения, получаем следую щие разностны е уравнения:

d H J d x  +  A i H i +  B t Q t  +  Q  =  О, 

d Q i j d x  +  D i Q i  +  E tH  t +  F  t =  0,

(7.1)

(7.2)

\  (! Q u  n I + 1Q,, n- i  I); 4 -  <H J' n +  H h

“ 2 "  ( Q ; , n +  Qj,  n - 1)>

( Q i . n - Q , . n - i ) i n ' .  (7.3)

n ~ Hi ,  ti— 1

О тсюда мож но найти величины H i ,  п и Q i , п. П олучаем
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Q i ,  n —■ ([ 4 2 ( D u  n A it n) l n ( A l ,  nD u „ B l n E lt „) l n \  Q i ,  „ - 1

-  4 E it n l n H u  -  4 F Un /n - 2  ( A lt nF L n -  C(,  „ E u n) l \ )  X

X  {4 +  2 ( A t>„ +  A ,  „) l n +  ( A it nD u n  -  B u n E u „) l \ \ ~ \  (7.5)

С помощ ью  этих уравнений величины Яг, р и Q 2-, р на конце 
p -того участка  могут быть в ы р аж ен ы  через величины Яг, о, Qi, о 
в н ач але  первого участка  путем исклю чения Я  и Q на п р о м е ж у 
точных участках. Это соотношение будет линейным относительно 
Я  и Q. Если конец p -того сечения совпадает  с концом к а н а л а ,  то 
м ож но рассчитать  неизвестные здесь до сих пор величины Я  и Q  

и, кром е того, найти Я  и Q  вдоль всей реки на кр ая х  вы бран ны х 
участков.

Этот метод м ож но прим енять т а к ж е  к речной системе, где 
имеет место слияние отдельны х рек. В таких точках будет в ы 
полняться

h ( 4 \  t )  =  h ( x f ,  t )  =  h ( x f ,

если х(1), х (2), *(3> и т. д. —  координатны е оси, нап равленн ы е  вдоль 
р азли чн ы х  речных рукавов, а х№ и т. д. о зн ач ает  координ ату
точки слияния. К ром е того, в соответствии с (6.1) главы  1 будет 

Q (-ЛГр̂  i )  -|~ Q ( Х р \  i )  -f- Q ( х р \  / ) + . . .  =  0.

Тогда, используя комплексны е функции, мы м ож ем запи сать  
д л я  постоянных во времени членов

Я0 С41Г>= «О ( 4 Г)=• • •; Qo4 Qo2) +  Q?» +. . .  =  о, (7.6)
а  д ля  приливных компонент ( i =  1 или i = 2)

Н1( 4 )) =  Н,(*%>) =  .. .;
Q t ( 4 )) +  Qi(xp)) +  --- =  0. (7.7)

Н а п р а в л е н и я  к точке слияния считаю тся полож ительны ми 
н ап р ав л ен и ям и  осей х в к аж д о м  кан але . В противном случае 
в  (7.6) и (7.7) надо ввести отрицательны е знаки.

У равн ения  (7.4) — (7.7) вместе с граничны ми условиям и даю т 
достаточное количество уравнений д л я  того, чтобы определить 
при ли вны е характеристики .

8. РАЗЛОЖЕНИЕ ЧЛЕНА \ Q \ Q C  ПОМОЩЬЮ ПОЛИНОМОВ 
ЧЕБЫШЕВА

В преды дущ их р а зд ел а х  описано разл о ж ен и е  члена I Q I Q  
в ряд  Ф урье, когда Q  п ред ставляет  собой сумму гармонических 
ф ункций. Если зн ак  Q  и зм еняется  в течение приливного цикла,
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то возни каю т трудности при определении корней уравнения , со
ответствующ его такой сумме (разд . 6.1).

И зл а га ем ы й  ниж е метод [106/] р азл о ж ен и я  в ряд  Ф урье 
члена | Q | Q является  более общим. Он применим и к п ред ы ду
щим случаям .

Пусть Q p  — н аи бо л ьш ая  п о л о ж и тел ьн ая  величина Q за  п р и 
ливной период, а — Q q, где Q g> 0 ,  — н аи бо л ьш ая  отр и ц ател ьн ая  
величина. К роме того, считаем, что Q — пери одическая  непре
р ы вн ая  функция, хорош о воспрои зводи м ая  рядом  Фурье. Опре-

Рис. 2.9.

делим следую щ ие величины (см. рис. 2.9; зам етим , что на этом 
рисунке минимум Q q о т р и ц а т е л е н ) :

+  Q* =  4-(Qp-Q ?); (8Л)
Р  =  Q b Q a 1; X  =  (Q —  Q b )  Q a 1 =  Q Q a 1 — p .  (8.2) 

Тогда мож но запи сать

I Q i Q  =  Q 2a|/> +  * l ( /0  +  *) . (8.3)

В силу того что
— 1 < / ?  <  1, —

мож но полож ить
р  =  cos a; x  =  cos&. (8.4)

Если х =  1, то Q  =  Q P , если х — — 1, то Q = — Q q и Ф, таким  о б 
разом , м еняется  от 0 до + л .  Если Q P >  Q q и Q b  >  0, то а  будет 
углом, л е ж а щ и м  м еж ду  0 и л/2.

П ри  Q p  С  Q g а  будет л е ж а т ь  м еж ду  л /2  и л. О тсю да мы м о
ж ем  зап и сать

I Q I Q  =  Q»y, (8.5)
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где у  — четная функция от Ф, т. е.

Далее мы можем разложить у  в ряд Фурье в интервале
(— я, Ч - я ) :

у =  а0 4- #i cos & +  . . .  +  ап cos пЪ. . . ,  (8.7)

где коэффициенты будут определяться следующими выраже
ниями:

Г —тс +  а тс — и ТС ~1

а °  =  ~ Ь  \ ~  I  +  I  —  J  ( С 0 8 «  +  С 0 8 * > » Л ,  ( 8 . 8 )
|_ —тс —тс4~а тс —a j

—тс-j-a тс — а тс "1
— |  4- j  — |  (cos a 4 - cos &)2 cos я (8.9)

—тс —тс-j-a тс —a j

Оценка этих выражений дает

a Q —  - ^ -  Ĵ (2 4 -  COS 2a) — a j 4 “ “J"  sin 2«J ,

a x — 4 cos a — a j 4- 3 sin a 4- -g-sin3aj , (8.10)

a2 =  4  [ 4 —  a 4" “I-  sin 2a — nf sin 4«j •

И в общем виде для п ^  3
п  _ /  1 \д4_ 1 2 ( Sln(n —  2 )1________ 2 sin па .

п '  '  пп  — 1) ( п  — 2) ( л + 1 ) ( л — I ) - *

. sin (n +  2) i _ \  ,g l l v
+  ( B + 2 ) ( B  +  l ) j *  1 '

Этот р яд  Ф урье равном ерно  сходится в интервале  (— л, + л ) .  
Частные случаи
1. С н ач ал а  найдем результат  р азл о ж ен и я  члена I Q I Q  в п р о 

стейшем случае гармонического прилива. О казы вается ,  что это 
разл о ж ен и е  аналогично рассм отренном у в разд . 4.2.

П оскольку  м акси м альн ое  полож ительное и отрицательное от 
клонения равны, то Q a = Q p  =  Q q =  q u  Q b = 0, и поскольку р = О, 
то а = з х /2 .

Если
Q =  q x cos (а4  +  Р) (8.12)

представляет  собой кривую  расхода  при гармоническом  приливе, 
то x = c o s  (со/ +  Р), и, следовательно,

9- =  о)̂  -|- р.

у  =  | COS а  4 -  COS & I ( c o s  а  4 "  COS &). ( 8 .6 )

117



Величина q \ y , где у  определяется  в ы раж ен и ем  (8.7), п ред 
ставляет  собой разл о ж ен и е  в ряд  Ф урье функции I Q I Q д л я  чи
стого гармонического прилива (8.12).

Тогда оказы вается ,  что

а о = 0; а \ —  з^г I а 2 = 0 ;  а ъ = 7 5 ^ ;

<*2« + i =  (— 1)n+1 (2л — 1) (2л +  1) (2я +  3) л •

Величина д л я  a i  у ж е  бы ла  получена в разд . 4.2 (ср. (4.31) и 
(4.33), где, правда , р ассм атр и вал и сь  комплексные ф ункц ии).  
Д р у ги е  множ ители  связаны  с возникновением обергармоник.

2. Аналогично мож но найти р азл о ж ен и е  члена, учи ты ваю 
щего сопротивление, в простой гармонической волне с речным 
стоком, где

Q =  Qo +  <7i cos №  4" Р)- (8-14)
Отсю да

Q p  Q o +  <7l > Q q Я \  Qo>
т а к  что

Q a  =  4 \ ,  Qft =  Qo>
P  —  Q qI V i —  COS a > «* =  COS («>< +  ?)■

Очевидно, что
9- =  о)/ -f- p.

Р а зл о ж е н и е  в ряд  Ф урье функции | Q  \ Q  определяется , следо
вательно, величиной q \  у , где у  оп ределяется  в ы р аж ен и я м и  (8.7),
(8.10) и (8.11). Величины а о  и а±  были получены в разд . 4.2 
в ф о р м у лах  (4.30) и (4.32). Тогда 4ао =  &оо и 2 a i  =  feio.

Теперь вернем ся  к общ ем у случаю, когда Q  явл яется  пери оди
ческой функцией, которую мож но представить рядом Фурье.

Р а зл о ж е н и е  (8.7) мож но представить в виде функции от Q  

следую щ им  образом.
С н ач ал а  м нож ители  соs n f t  зам ен яю тся  полином ам и от в ел и 

чины jc= co s '&; при этом используют известные полиномы (так  
н азы ваем ы е  полиномы Ч е б ы ш е в а ) ,  приведенные ни ж е для  
/ 1 = 1 ,  . . . ,  3:

c o s §  =  x ;  cos2& =  2 x 2 — 1; cos 3& =  4 х 3 — З х .  (8.15)

Эти функции обыяно обозначаю т Т п ( х )  ( п = 0, 1, 2, . .  .). Тогда 
Т о ( х )  =  1, T i ( x )  = х .  Вообщ е говоря, они оп ределяю тся  с помощ ью  
в ы р а ж е н и я  T n + i ( x )  —  2 х Т п ( х )  +  T n - i ( x ) = 0  (см. [89]).

Н а  практи ке  р ассм атр и вается  конечное число членов. Д о с т а 
точно точное разл о ж ен и е  мож но получить, если в (8.7) у д ер ж а ть  
члены с п  =  1, п = 2 и п  =  3.
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П одстан овк а  вы раж ен и й  (8.15) д л я  cos ft, cos2'& и cos 3ft 
в (8.7) и использование (8.10) даю т  следую щ ее в ы р аж ен и е  
д ля  я у :

к у  =  *03 +  С13х  +  С2Ъ* 2 +  ^зз*3, (8.16)
где

Cq3 =  ^~2----- а^ (1 cos 2а) -|— g- sin 2а -|—j-^-sin 4а,

5 1
с \ г  —  (2тс — 4а) cos а +  2 sin а +  -g- sin З а -----^  sin 5а,

^2з =  ('1Г~  2а) +  -§- sin 2 а -----g- sin 4а , (8.17)

4 , 2  2
^зз =  - 3-  Sin а ,-----g- sin За +  ig* sin 5а.

С ледует  у казать ,  что значения  коэффициентов сильно и з 
меняю тся  с к аж д ы м  новым значением  п .

Н акон ец , мы вводим в (8.16) функцию Q путем подстановки 
(см. (8 .2 )) :

х  =  ^ - -----cos а. (8.18)
W a

Д л я  вы числения величин x k ( f e = 2 ,  3, . . . )  сначала  с помощ ью 
простых тригонометрических ф орм ул  в ы р а ж а е м  различны е сте
пени величины cos а :

cos2 а =  -g- -f- - i -  cos 2а; COS3 а =  COS а +  -3-  COS За.

Тогда, если ввести т а к ж е  вы р а ж е н и я  д ля  с0з— сзз, приведен
ные в (8.17), то найдем, что

*У =  d 03 +  d l z - ^  +  d 23 ( j L J  +  d Z3 , (8.19)

где
7 1 1

d Q3 =  — -J20 sin 2a - f  sin 6a — -gg- sin 8a,

1 1 1  1 
d l z  =  - g-  Sill a — Sin 3a — sin 5a +  -Jq- s*n ?a>

1 1 9  12̂3 =  * ~  2a 4 - - g — sin 2a 4 - sin 4 a ---- g- sin 6a,

4 2 2rf33 =  -g- sin a -----g- sin 3a 4- -jg- sin 5 a ,

(8.20)
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т а к  что в соответствии с (8.5) получаем

I Q I Q = V  ( d o +  d i z Q a Q  +  d23Q2 +  d^Qa'Q3). (8.21)

О казы вается ,  что величина d o з м а л а  по сравнению с другими 
d u з, т а к  что этим членом обычно мож но пренебречь.

П р и м е р ы .
1. Пусть Q q= 0 будет минимальной величиной Q, так  что 

всю ду Q  ^  0. Тогда из (8.1), (8.2) и (8.4) получаем , что р =  + Д  
и а = 0 .  И з  (8.20) следует, что ^ 0з = Л з = ^ з з = 0 ,  a d 2z = n .  П о 
этому у  у прощ ается  до

Сопоставление с (8.5) показы вает , что | Q | Q  =  Q2, что, в п ро
чем, и так  очевидно, так  как  всюду Q ^  0.

Если а = л ,  то находим, что у = — Q2/Q 2 • Тогда везде  Q ^  0.
Это соответствует случаю, когда в течение всего приливного пе
риода имеет место отливное течение (выше предела  действия 
приливного течения).

2. Пусть — Q q будет минимальны м значением Q  и пусть оно 
будет м ало  по сравнению с м аксим альн ой  величиной Q p, так  что 
разни ца  м еж ду  \ р \  и единицей невелика и, следовательно, а  
м ало  отличается  от нуля. Если мы подставим приближ енное  со
отнош ение

С ледовательно, д ля  м алы х величин а ,  что соответствует м а 
лым величинам — Q qf оказы вается , что значения  d u n  п ри бл и 
ж а ю тс я  к нулю или к л  (при 6 = 2 ) ,  к а к  п я т а я  степень а .  В ре 
зультате  мы м ож ем  считать, что д ля  м алы х а  мож но полож ить 
| Q | Q  =  Q2. Такой ж е  вывод получается , если изменить а  на 

л  — а .  Таким  образом , в окрестностях предела  действия п р и ли в
ного течения т а к ж е  мож но полож ить  | Q | Q = — Q2. Этот ф акт  
чрезвычайно в аж ен  с практической точки зрения, т а к  к ак  точное 
место предела действия приливного течения определить трудно.

(8.22)

в (8.20), то мы получим д л я  d k 3 ( k = 0 , 1, 2, 3)

(8.23)
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3. П усть м акси м альн ое  полож ительное  и отрицательное  от
клонения  величины Q равны  друг  другу. Тогда Q a = Q v  =  Q q  и 
Q b = 0 ,  т а к  что р  =  0 и а = я / 2 .  Т огда

= 0

И —  16
13 ИГ

и  — 32зз 15 •

Таким  образом , мы получаем следую щ ее разлож ени е:

ч - Ц З - М Ш  ( 8 ' 2 4 )

П оскольку  в этом случае  x = Q / Q a , то вы полняется  соотноше
ние d k n  =  Ckn-

Если Q =  Qa, а т ак  бы вает  при определенных значениях  /, то 
величина п у  из (8.24) становится  равной 3,20.

С лучай 1 (стр. 117) явл яется  частным случаем при м ера  3. П о д 
став л я я  (8.12) в (8.24), мы снова получаем  (8/3 jx) 7̂i Q, т. е. вели 
чину, у ж е  полученную в (8.13).

Н а  рис. 2.10 п о к азан а  ф ункц ия  у  (вер ти к ал ьн ая  ось), оп
р ед ел я ем ая  согласно (8.19) в зависимости  от величины Q / Q a 
(— 2 <  Q/Qa  <  2 на горизонтальной оси) д ля  а = 0 ,  я /4 , я /2 ,  
З я /4  и я . Соответствую щ ие этим значениям  а  ин тервалы  о б о зн а 
чены через (1) — (1), (2) — (2) и т. д.
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Очевидно, что для  определенного значения  величины а  ф о р 
м ула (8.19) сп раведли ва  в интервале

~ Q q < Q < Q p ,

где Q p  и — Q q — м акси м ал ьн ы е  п олож ительн ое  и отрицательное 
отклонения соответственно (величина — Q q о тр и ц ател ьн а) .

Если а, а следовательно, р = с o s  а  известны, то из (8.1), (8.2) 
и (8.4) следует, что Q q/ Q p  удовлетворяет  ф орм уле

Qq 1 —  COS а
Qp 1 +  COS а

Тогда экстрем альн ы е  значения  величины Q /Q a, т. е. Q p / Q a и
— Q q / Q a ,  соответственно будут определяться  в ы р аж ен и ям и

Qp 2Qp Qq

Q 7 + Q 7  =  1 + COSa; Q a ~  C0Sa" (8 -25>

С ледовательно, если a = 0 ,  то Q / Q a оп ределяется  в ин тервале  
(О, 2 ) ,  а если а = л ,  то в ин тервале  (— 2, 0). П ри  0 <  a  <  я  в ел и 

чина Q / Q a  определяется  в интервале  (— 1 + c o s a ,  1 - f c o s a ) .
И з рис. 2.10 видно, что кривые, определяем ы е соотношением

(8.19), очень мало  отличаю тся от сплошной кривой, о п р ед ел яе
мой вы раж ен и ем

у =  - § -  при 0 < - ^ < 2 ;  У =  - Ш  при
V f l  Ча у  V f l  I Wa

в ин тервале  (1 — cos a, 1 +  cos a ) .
С ледовательно, ф орм ула  (8.21) при ближ енно  в ы р а ж а е т  ф у н к

цию I Q | Q с точностью, достаточной д ля  практических целей.
Эту функцию  мож но при ближ енно  представить  и с помощ ью  

других методов, наприм ер с помощ ью полиномов Л е ж а н д р а  (см. 
Ш ён ф ельд  [123] или Д р о н к ер с  и Ш ён ф ельд  [34]). О дн ако  и зл о 
ж енны й выш е метод дает  наиболее обозрим ы е ф ормулы.

Д л я  практических целей мож но рассм атр и вать  лю бую перио
дическую функцию  Q, например, в правую  часть  уравнени я  (8.21) 
мож но подставить

Q =  Qo+ Q i +  Q2 +  Q 3»

где Qi, Q2 и Q3 — это первая , вто р ая  и третья  компоненты ряда  
Фурье, представляю щ его  Q. Тогда получаем  р азл о ж ен и е  I Q I Q 
в ряд  Фурье. О днако  д ля  приливны х расчетов надо оценить 
угол а  и величину Qa; эти величины до лж н ы  быть уточнены 
в ходе расчета . М ож н о  т а к ж е  рассм отреть комбинацию  лунной 
волны М 2 с  солнечной волной S 2 и т. д. Эти вы числения очень

122



трудоемки, т ак  к а к  необходимо т а к ж е  осуществить р азл о ж ен и е  
коэфф ициентов  приливны х уравнений.

Н акон ец , следует указать ,  что очень точное п ри ближ ение  д ля  
ф рикционного члена, данное в этом разделе , обычно не является  
необходимым, т а к  к а к  закон  сопротивления Ш ези  явл яется  при
ближ енны м. К оэф ф ици ен т  С, который п р ед п олагается  незави си 
мым от времени при использовании гармонического метода, под
верж ен  д а ж е  при сам ы х благопри ятн ы х обстоятельствах  неболь
шим изменениям. П оэтом у на практи ке  при оценке величин а  и 
Q допускаю тся  некоторые отклонения.

В этой и последую щ их гл ав ах  ф орм ула  сопротивления М а н 
нинга не употребляется , потому что ее применение не дает  улуч
ш ения результатов  по сравнению  с ф орм улой Ш ези.



Г Л А В А  3

М Е Т О Д  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К

Хорошо известно, что д и ф ф еренц иальны е уравнени я  второго 
порядка  в частных^ производны х делятся  на три типа: гипербо
лические, эллиптические и параболические. Эта к л асси ф и кац и я  
основана на сущ ествовании в плоскости х , t  т ак  назы ваем ы х  х а 
рактеристических кривых. Д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  уравнени я  в ч аст 
ных производны х являю тся  у р авнени ям и  гиперболического типа, 
если мож но получить две системы характеристических  кривых, 
определяем ы х посредством соотношений f i ( x ,  t ) = C t  и ( х ,  t)  =  

=  с 2, где Ci и с г  — п арам етры . В уравнени ях  гиперболического 
типа ф ундам ен тальн ы е  свойства решений наиболее просто можно 
изучить, п ри влек ая  характеристическое  п р еоб разован и е  \ =  

=  f i ( x ,  t) и г] =  f2 (x,  t).  Тогда характеристические  кривые в п ло
скости г] будут описываться  ф орм улам и  вида £ = C i  и г) =  с 2. 
Особый интерес представляю т те свойства, которые определяю т 
область  зависимости решений от граничных условий, когда по
следние зад ан ы  д ля  конкретного пром еж утка  времени в точке х о  
или вдоль сечения реки в момент to (последние н азы ваю тся  н а 
чальны м и у словиям и). С помощ ью  метода хар ак тер и сти к  можно 
получить представление об основных физических особенностях 
распространения  волн и разры вов  в движении. П оэтом у теория 
характери сти к  л еж и т  в основе изучения д ви ж ен и я  бора в реке, 
волн, возни каю щ их при закры ти и  затворов  плотины, и т. д.

В разд . 1 метод х арактери сти к  прим еняется  к простейшему 
виду приливных уравнений. В этих уравнени ях  коэффициенты 
считаю тся постоянными, а сила трения отсутствует. В последую 
щих р а зд ел а х  получены характеристические  кривые и х а р а к т е р и 
стические приливные уравнени я  и об су ж даю тся  некоторые ос
новные свойства решений. Н айти  точные реш ения слож ны х 
характеристических  приливных уравнений не п редставляется  воз
можным. П ри бли ж ен н ы е  решения могут быть найдены с по
мощ ью  метода последовательны х приближ ений; пример такого 
реш ения приводится. К ром е того, используя  метод х а р а к т е р и 
стик, можно получить графическое представление д ви ж ен и я  при
ливного потока. Граф ические методы успешно применялись при
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решении приливны х за д ач  методом характеристик , а т а к ж е  при 
исследовании расп ространения  приливной волны. В конце главы  
подробно обсу ж дается  теория бора и вопросы приближ енного  
представлени я  его распространения  с помощ ью  матем атических  
моделей. Р асп ростран ен и е  возм ущ ений в спокойной воде р а с 
с м атри вается  достаточно подробно в книге С токера [131].

Ш ён ф ельд  [123] ш ироко использует метод характер и сти к  при 
изучении р аспространения  длинны х волн и приводит спец и аль
ные при лож ения, которые не упом инаю тся  в этой главе, н ап р и 
мер, применение метода характер и сти к  при исследовании вопроса 
об образован и и  «хвоста» длинной волны. И зл о ж ен и е  настоящ ей 
главы  во многом отличается  от излож ения , принятого Ш ёнфель- 
дом и Стокером.

1. РАСП РО С ТРАНЕНИ Е Д Л И Н Н Ы Х  ВО ЛН В РЕКЕ 
ОДНО РО ДНО ГО  СЕЧЕНИЯ ПРИ О ТСУТСТВИИ С И Л Ы  ТРЕНИЯ

1.1. Уравнения и краевые условия

В простом случае, когда коэффициенты  в уравн ен и ях  д в и ж е 
ния и неразры вности  явл яю тся  постоянными, а член Б ерн улли  
и трение п рен ебреж и м о малы , диф ф ерен ц и альн ы е  уравнения , 
описы ваю щ ие д виж ени е  воды, м ож но зап и сать  в виде

г А ’ Ж  +  ' т - 0 ’ <ы >

- § -  +  * . 1 = 0 .  (1.2)

где Q  — общий перенос через сечение площ адью  Ло, a h  — вы 
сота поверхности воды над  исходной плоскостью, которая , по 
предполож ению , совпадает  с плоскостью среднего уровня. И з м е 
нение h  м ало  по сравнению  со средней глубиной а 0, поэтому в те 
чение приливного периода, а т а к ж е  в п ределах  всего сечения Л 0 
глубина м ож ет  считаться  постоянной. Д л я  практических п р и ло 
ж ений эти допущ ения обычно хорош о оп равды ваю тся.

П ервое  ознаком лен ие  с методом х ар актери сти к  при исследо
вании движ ени я , обусловленного приливом, наиболее целесооб
разно  начать  с изучения указан н ой  простой задачи . Это пом ож ет 
понять более слож ны е задачи ,  в которых нуж но учитывать в л и я 
ние сил трения, и, кроме того, позволит получить представление
о проблем ах  численного реш ения приливны х зад ач  (глава  IV ). 
Реш ен ие  этой приливной зад ач и  имеет некоторую аналогию  с р е 
шением зад ач и  об упругих колебаниях  тонкого прямого  стерж ня. 
О ба явления  описываю тся диф ф ерен ц и альн ы м и  уравнени ям и  
в частных производны х типа (1.1) и (1.2). В случае колеб лю щ е
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гося стерж н я  отклонение от состояния покоя и прои зводн ая  от от
клонения во времени в момент t = О известны. Д а л ее ,  д ви ж ен и е  
одного конца или обоих м ож ет  считаться задан ны м . П ри  таких  
начальны х и граничных условиях эта  за д а ч а  аналогична  следую 
щей приливной задаче . Если в момент t = 0  h  ( х )  и Q  ( х )  и зве 
стны, то ( d Q / d x ) t = 0 т а к ж е  известно. Тогда из (1.2) находится  
( d h / d t ) t = 0 и в р езультате  оказы вается , что нач альн ы е  условия 
обеих за д ач  аналогичны. К ром е того, если допустить, что при 
х = 0  известно h ( 0, t ), а при х = 1  известно h ( l , t ), то при / >  О 
получаем соответствие с описанным выше движ ением  на концах 
стерж ня.

1.2. Общее решение

П оскольку  функции h  и Q  удовлетворяю т диф ф еренц иальном у  
уравнению  в частных производных второго п оряд ка

* £ . _  A o _ # L  =  0 ( 1 3 )
#2 б bQ д х 2 U -о;

то общ ее решение уравнений (1.1) и (1.2) известно:

4 = < 1 > ( ' “ t ) + < i r ( ' + i ) '  ( L 4 )  

Q - Ц ф  (1.5)

здесь

Co =  ( g A o b o ' y  (1-6)

а Ф и Ч*1 — произвольны е функции. То, что соотношения (1.4) и 
(1.5) явл яю тся  реш ениями уравнений (1.1) и (1.2), м ож ет  быть 
проверено подстановкой.

И з  (1.4) и (1.5) следует, что ф ункция 4 я р авн а  нулю, а з н а 
чения h  и Q, обозначенны е через h i  и Qi, остаю тся постоянными 
в том случае, когда х  и  t  удовлетворяю т условиям:

x  =  t > t 0 . (1.7)

В плоскости х ,  t  это уравнение описывает  прям ую  линию, п ро
ходящ ую  через точку (0, t o ) .  С ледовательно, м ож н о  говорить
о том, что h i  и Q i  остаю тся постоянными д ля  точки ж идкости , 
д ви ж ущ ей ся  со скоростью Со в полож ительном нап равлени и  
оси. х .  П одобны е точки назы ваю тся  в о л н о в ы м и  т о ч к а м и .  В ел и 
чины h i  и Q i  получаю тся из

h x =  Ф (^0) и Qi =  ЬоР0Ф  ( t 0) .

В двух различны х точках ж идкости  д л я  разны х  U  h i  

и Q i  т а к ж е  могут быть различными. Таким  образом , мож но пред
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полож ить , что распространение  волны, определяем ое  h i  и Qi, п ро 
исходит со скоростью со в полож ительном  нап равлени и  оси х .  

Т акое  движ ени е  н азы вается  полож ительной  п р о г р е с с и в н о й  в о л 
н о й .  Аналогично, если ф ункция  Ф равн а  нулю, соответствующие 
значения  h% и Q2, полученные из (1.4) и (1.5), описываю т волну, 
расп ростран яю щ ую ся  в отрицательном  н ап равлени и  оси х  со ско
ростью — с0; йг и Q z  остаю тся неизменными д ля  точки волны, 
д ви ж ущ ей ся  вдоль прямой линии в плоскости х, t ,

С ледовательно , общ ее решение уравнений (1.1) и (1.2) п р ед 
с тавл яется  в виде двух волн, р асп ростран яю щ и хся  соответст
венно в полож ительном  и отрицательном  н ап р авл ен и ях  оси х , 
причем в этом случае справедли вы  следую щ ие соотношения:

Система линий в плоскости х , t , о п р ед ел яем ая  соотношениями 
(1.7) и (1.8), в которых to и t i  являю тся  п ар ам етр ам и , назы вается  
системой хар актер и сти к  приливных уравнений. Эти соотноше
ния уд овлетворяю т д и ф ф ерен ц и альн ом у  уравнению

где Со определена в (1.6). Если ни Ф, ни не равны  нулю, то 
вдоль х ар актер и сти к  ((1.7) и (1.8))

а д ля  h  и Q  вы поляю тся  соответственно следую щ ие соотношения:

Р а с п р о с т р а н я ю щ а я ся  в полож ительном  н ап равлени и  волна, 
ко то р ая  хар ак тер и зу ется  h i  и Qi, м ож ет  быть вы зван а ,  например, 
приливным движ ением  в устье реки, а волна, р а с п р о стр ан я ю 
щ ая с я  в отрицательном  нап равлени и, — условиям и в верховьях  
реки. П оследнее утверж ден ие  станет понятным, если рассмотреть

X  — с 0 ( t  ^1), t  t x. (1.8)

А — h x h 2 ; Q  —  Q 1 +  Q 2,

(1.9)

Q r  =  V o ®  ( t - f ) ;  &  =  -  V o 1®* (* +  - J )  •

d x
(1.10)

V o Ai — Qi —  о и b 0c 0h 2 -j- Q 2 — 0,

b < f 0h  +  Q  =  2 b 0c 0<b (/0), 

b Qc 0h  Q  =  2 b 0c 0W  (/0). (1.11)

1.3. Решение при наличии отражения волн
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о траж ен и е  от зам кнутого  конца к а н а л а  (х = х о ). Условие 
Q = 0  при х = х о  м ож ет  быть удовлетворено только тогда, когда 
вводятся  функции h 2 ( x ,  t )  и Q2 (x, t ) ,  определенные в (1.9), и 
функции h t  ( х у t )  и Q i  (х , /). В этом случае  ф ункция  Ч? опреде
ляется  д ля  всех значений t  вы раж ен и ем  вида

так  к ак  тогда Q =  Qi +  Q2 = 0  при х = х о .
Следовательно, определением служ ит  соотношение

представляю щ ее  собой волну, которая  расп ростран яется  от пре
грады. Этот вид о т р аж ен и я  н азы вается  п о л н ы м  о т р а ж е н и е м , т а к  
к ак  «п ри ходящ ая»  волна р ав н а  «отраж енной» волне. В этом слу
чае уровень воды определяется  из

* (JC, 0  =  ® ( < - f )  +  ®( <  +  i - 2 - a ) .  (1.12)

П ри  движ ении волны вдоль русла реки с изм ен яю щ и м ся се
чением происходит ч а с т и ч н о е  о т р а ж е н и е  волны, вы званн ое  либо 
изменением глубины русла, либо изменением ее ш ирины, либо 
одновременным изменением обеих х ар актери сти к  сечения. И з м е 
нение м ож ет  носить локальны й хар актер ;  оно м ож ет  быть, н а п р и 
мер, обусловлено влиянием  плотины. Ч астичное о траж ен и е  волн 
т а к ж е  имеет место в районе слияния двух рек. В этом случае  не
обходимо з а д ат ь  дополнительные условия, в частности, условие 
равенства  уровней в ру кавах  реки, а т а к ж е  условие д ля  расх о 
дов Q  (см. главу  1, разд . 6).

П р и м е р .  Рассм отри м  распространение  синусоидальной волны 
к а к  частный случай распространения  прогрессивной волны. П о 
л о ж и тел ь н ая  син усои дальная  волна, р асп р о стр ан я ю щ аяся  вверх 
по потоку, описывается  соотношением

h { ( x ,  t )  =  h [  (0) cos |w ^  +  a, j  , (1.13)

а отриц ательн ая  син усои дальная  волна —  соотношением

h 2 ( x ,  t )  =  Аг(0 )cos ĵ o) [ t  -|——j -f- a 2j  , (1*14)

где h' t  (0) и h ' 2 ( 0 ) — постоянные амплитуды, c o = 2 n / T  — угловая  
скорость, T  — период, а a i  и а 2— постоянные ф азы . Д л и н а  к а ж 
дой синусоидальной волны равна  2 п с о / ( о .
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П ри  распространении волны вдоль реки длиной /, з а м к н у 
той с одного конца, имеем в соответствии с (1.12)

h (х, t) =  fi[ (0 )cos ро \t — +  axj -f-

+  hi (0) cos [со ( , + J L  _ ! - )  +  «.] =

=  2hl (0) cos J(o ^  — - i - j  -j- a iJ c o s - J -  (x —  I).

В устье реки h  (0, t )  равно

h  ( 0 ,  t )  — 2 h \  ( 0 )  cos [ cd ^  04J cos 1 .

Если
h  (0 , t )  =  h x (0) cos (cot 4 - a )> 

то Л' (0) и a i  оп ределяю тся  из

, ' /ГкЧ h x (0) /со
h i  (0) = -----—  , a =  <xx — —  .

о w У c02 cos —  I 
Co

С ледовательно,
CD

COS —  ( jc —  / )
A(x, 0 =* A, (0) cos J«o ^  — j +  a j ------^ ------- . (1.15)

cos V

Тогда при a i  =  /co/co мы вновь приходим к формуле, ан алоги ч
ной (1.33) в главе  2. И з  этого прим ера следует, что амплитуды  
полож ительной  и отрицательной  прогрессивных синусоидальных 
волн равны  м еж д у  собой. Они составляю т половину амплитуды  
синусоидальной волны в устье реки, если l ( a / c o = k n  (k = l , 2, . . . ) .

1.4. Решение при заданных начальных и граничных условиях

В преды дущ ем  разд ел е  граничные условия на закры том  конце 
реки считались зад ан н ы м и  при лю бы х t .  О дн ако  на практи ке  з а 
частую  они известны только при t  >  t 0. В этом случае  возникает  
необходимость з а д ан и я  начального  условия  при t = t 0. У читывая 
важ н ость  нач альн ы х  и граничны х условий при решении при ли в
ных задач ,  обсудим более подробно аналитическое решение 
уравнений (1.1) и (1.2).

Если закон  сопротивления описывается  линейной функцией, 
мож но найти аналитическое решение поставленной задачи , о д 
нако оно будет значительно более слож ны м. Д л я  общих нели
нейных приливных уравнений аналитические реш ения обычно
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получить невозмож но и поэтому приходится идти по пути оты 
скан ия  численных решений.

Сейчас наш а  з а д а ч а  будет закл ю чаться  в определении ф у н к
ций h  и Q при следую щ их граничных условиях. Пусть в двух  точ
ках  х = 0  и х = 1  известны вертикальны е колебан и я  уровня  при 
t  >  0 или в одной точке известно h 2 ( t ), а в другой — расход  Q 2 ( t ) .  
К ром е того, пусть известны значения  h i  ( х )  и Qi (х) д ля  участка  
реки 0 <  х  <  / в момент / = 0 .  З ам етим , что за д ач а  при таких

начальны х и граничных условиях  
аналогична  задаче ,  рассмотренной 
выш е в разд . 1.1, и что определения  
h \  и т. д. отличаю тся  от определений 
этих функций, приведенных в разд . 
1.2 и 1.3.

Д а л е е  будем предполагать , что 
граничные условия  яв л яю тся  непре
рывными функциям и, т а к  что их 
м ож но д и ф ф еренц ировать . О че
видно, что д л я  непреры вны х реш е
ний в угловы х точках  (0, 0) и (/, 0) 
всегда д о лж н ы  соблю даться  следую 
щие условия: h \  ( х = 0 )  = h 2 ( t = 0 ) и 
Q { ( x = l ) = Q 2 ( t = 0 ) .

Н а рис. 3.1 представлена  часть 
плоскости х , t ,  д л я  которой будет 
получено решение- П р ям ы е  линии 
A Q  и B Q , описываемы е соотнош е
ниями

X
IV

/

II
\

4  п  *

'к

/
/

/

/  X

у
£-

III
\

\
\

о \

P i В

Рис. 3.1.
X  —  c 0t  =  О И X  +  c 0t  =  /,

определяю т район A B Q , обозначенный цифрой /.  В этом районе 
мож но легко найти функции Ф  и Ч**, определенны е в (1.4) и (1.5). 
В (1.4) и (1.5) вместо аргументов t  — х / с 0 и t  +  x / c o  будем р а с 
см атри вать  аргументы х  — c 0t  и x - \ - c o t .  Т а к а я  зам ен а  не п ри ве
дет к каким -либо различиям , изменениям  в решении, и мы по- 
преж нем у будем обозначать  функции Ф  и Ч* теми ж е  буквами. 

Тогда

А1(х) =  Ф (х )  +  1 , (х), Qi (х) =  V o  [ф  (•*) — ,1Г (•*)]. ( 1Л 6)
и поэтому

ф (•*) = -g~ М * )  +  =
Pi м
2bQCQ

Следовательно,
1

h  ( х ,  { )  =  - ^ [ к 1 ( х  —  c t f )  +  ( V o )  1 Q i  ( x  —  <?oO] +  

"4" ~ o ~ \ h i  ( x  +  c o t )  — (^oco) 1 Qi ( x  +  c 0t )  | .

(1.17)

(1.18)
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Q ( x ,  t )  — -g- [ V o A! (*̂  +  Qi (x  *oOJ

[ V o M ^  +  ^oO — Q i ^  +  ^oOb O - 19)

И з  (1.18) следует, что значение h  (х> t )  в точке Х р ,  t P  зависит 
только  от н ачальны х данны х в P i  и Р г  на оси х .  О трезок  Р \ Р ч  о т 
секается  харак тер и сти кам и  х  — Ы = х Р  — Ы Р  и х  +  C o t =
^ = х Р  +  c 0t p .  Д а л ее ,  значения  h ( x ,  t )  и Q ( х ,  t )  в точке Q зави сят
от величин h  и Q в точках  Л и В, тогда  как  их значения  в ч а с т 
ных районах  / / ,  I I I , /К ,  в общем, не определяю тся  данны ми на 
ЛВ. П оэтом у необходимо добавить  граничные условия  на линиял 
х = 0  и х  =  1.

Д л я  линейных диф ф ерен ц и альн ы х  уравнений решение з а 
дачи при общем граничном условии в районе, указан н ом  на 
рис. 3.1, п ред ставляет  собой сумму, решений следую щ их трех  
зад ач :

1) h(x,  о ^ м * ) ;  Q( x,  о) =  q , (jc); a (0, Q(i> < ) = 0;
2) A (.к , 0) = 0 ;  Q  ( x ,  0) =  0; A (0, t )  =  h 2 (c0/); Q  ( I ,  t )  =  0;

3) h ( x ,  0) — 0; Q ( x ,  0) =0; A(0, t )  = 0 ; Q ( l , t )  = Q M ) -

Л егко  найти реш ения этих за д ач  для  частных граничных у с 
ловий.

Первая задача.
У равнения (1.18) и (1.19) описываю т решение в треугольнике 

ABQ.  Д л я  того чтобы получить решение во всем районе, з а м е 
ним граничные условия начальны м и условиями на оси х за  п р е 
дел ам и  отрезка  0 <  х <  1. Тогда перем енная  t  зам енится  на Cot.

О пределим  функции hi (х) и Qi (х) за  пределам и  отрезка  (0, I) 
так, чтобы уравнени я  (1.18) и (1.19) представляли  собой реш е
ние и в остальной части прям оугольника . Тогда при х = 0  и х = 1  
д ля  t  >  0 получаем

V о  I M  -  +  А, ( V ) )  +  {Qi ( -  c 0t )  -  Qi (с00 )  = 0 ,  (1.20)

V o  l^i  — с оО  ~  ( I  +  с о0)  +  IQi  ( I  —  <V)  +  Qi  { I  +  =  0.
(1,21)

Из (1.20) и (1.21) можно определить значения h\(x) и Qi(*) 
для отрицательных х:

-  А, ( -  <у) =  h x (с,/); Q, ( -  с00 -  Q, (с00- (1 -22)

А, (/ -  V )  =  А, (/ +  с„0; — Qi (/ — с00  =  Q, (/ +  V ) .  (1 -23)
где Со/ и / — Со/ рассматриваются на отрезках О ^ С о / ^ /  и 
и 0 ^ /  — с0/ ^  / соответственно.
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О б о бщ ая  этот метод, находим, что Ы  (х ) долж но  определяться  
для  значений х , л е ж а щ и х  за  пределам и  отрезка  (0, /) ,  причем 
определяться  так , чтобы удовлетворялись  соотношения 

h x ( х ) ~  —  h x (  —  х ) \  h x (л:) =  h x {21 — х ) .

Таки м  образом , соотношение
h x ( x )  =  - h x ( 2 l  +  x )  (1.24)

справедливо для  всех значений х .  М ож н о т а к ж е  получить соот
ветствую щее вы р аж ен и е  и д ля  Qi ( х ) .  Если  использовать  соот
ношение (1.24) и данны е на отрезке  (0, /) ,  то h \ ( x )  м ож н о опре
делить д ля  всех значений х  (— оо <  х  <  оо). П осле  этого можно 
распространить  решение, описываемое уравнени ям и  (1.18) и
(1.19), на остальны е районы прям оугольника.

Члены, которые необходимо добавить  к решению, опи сы вае
мому (1.18) и (1.19), хар актер и зу ю т  собой эф ф ект  отр аж ен и я  
от границ. П одробное  обсуж дение этих вопросов м ож н о найти 
в книгах  Тихонова и С ам арского  [144] и К у р ан та  и Г и л ьб ер 
та  [19].

Вторая задача.
Реш ение этой частной зад ач и  мож но получить аналогичны м 

методом. Ч и татель  м ож ет  легко проверить, что это решение н а 
ходится в виде

h (х, t) =  А2 (с0/ — х) +  ^  (— 1)VA2 (c^t —  х  — 2v/) —
V =  J

-  2  ( ~ i ) vM c < / + * - 2 v o ,
V —  1

V1
Q(x, t) =  bQcQ [h2(c0t — x) +  2  (— l )vA2(c0zf — *  — 2v/) +

v — 1

+  2 ( - 1 ) ”A 2 ( ^  +  ^ - 2 v0 ] .  0 -25 )

П оскольку  д ля  точки (jc, t )  (0 ^  X  ^  / и ( c o t  — x ) ^ 0 )

^2 (<V —  x  —  2v/) =  0 и h 2 ( c 0t  +  x  —  2 v/) =  0 
д ля  отрицательны х аргументов, то

и Н ^ ]
где [ ] означает  проинтегрированны е значения  у казан н ы х  ве 
личин.

Третья задача.
Р еш ение этой зад ач и  эквивалентно решению, описанному 

в преды дущ ем  случае. Очевидно, что при этом х  необходимо за-
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менить на — х  +  /, а Лг — на Q2/&0C0. С ледовательно, в том с л у ч ае ,  
когда vi и V2 определяю тся  теми ж е  соотношениями, получаем

Q ( X ,  t )  =  Q 2 (c 0t  +  х  — /) +  2  (— 1)vQ 2 ( V  — X  —  (2v — 1)/)  —

О бщ ее решение краевой  зад ач и  представляет  собой сумму 
частны х решений (1.18), (1.25) и (1.26); (1.18) обобщ ается , если 
использовать  (1.24) и т. д.

М о ж ет  возникнуть вопрос, при каких  условиях  это решение 
является  непреры вны м и когда  оно имеет непрерывную п р о и з
водную первого порядка  во всем районе прям оугольника , о ткр ы 
того с одной стороны, если граничные и н ачальны е условия 
та к ж е  имеют непрерывные производные. Одно из условий у ж е  
у к азы в ал о сь  в н ач але  этого п а р а г р а ф а ;  перепиш ем его: 
h i ( x = 0 ) = h 2 ( t = 0 )  и Q 2 ( t = 0 )  = Q i ( x = l ) . Л егко  проверить, что 
решение м о ж ет  иметь непреры вны е производны е на х а р а к т е р и 
стических линиях, проходящ их через (0, 0) и (1, 0), если н а ч а л ь 
ные и граничные условия  удовлетворяю т соотношениям (см.

причем необходимо р ассм атр и в ать  либо правое, либо левое из со
отношений (см. т а к ж е  [44] гл. 17 и 18).

А налитические реш ения ук азан н ы х  выше кр аевы х  зад ач  
могут быть т а к ж е  найдены при зад ан и и  линейного зако н а  сопро
тивления. Е сли  исклю чить h  или Q, получается  д и ф ф ер ен ц и ал ь 
ное уравнение  в частных производных, которое обычно н а з ы 
вается  телеграф ны м  уравнением . Реш ен ие  этого уравнени я  ис
следовано  очень хорошо. Оно о к азал о сь  значительно  более 
слож ны м , чем решение упрощ енны х уравнений. Д л я  получения 
его используется  метод Р и м а н а  (см., например, Вебстер [149], 
Тихонов и С ам ар ск и й  [144], К урант и Г ильберт  [19]). Хотя ис
следование решений очень полезно д ля  понимания многих воп ро
сов, мы не будем к асаться  здесь этих трудны х проблем.

Вопрос о корректной постановке граничных и н ачальны х у с 
ловий о б су ж д ал ся  в работе  К рай сса  [78] (см. т а к ж е  З а у э р  [116]).

(1.1) и (1 .2))
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2. ХАРАКТЕРИ С ТИ ЧЕС КИ Е КРИ ВЫ Е О Б Щ И Х  
П Р И Л И В Н Ы Х  У Р А В Н Е Н И Й

Х арактеристические кривые будут определены д ля  общ их при
ливных уравнений (4.6) и (4.9), полученных в главе 1, разд . 4. 
Б удем  пренебрегать  только теми членами, порядок  величины ко
торых обычно мал, и членами, со дер ж ащ и м и  м нож ители  d b s / d h  
и / 1.

К ром е того, будем предполагать , что коэфф ициент cti равен 
единице. Следовательно, уравнения , которые будут р а с с м атр и 
в аться  в этой главе, примут вид:
1) уравнение движения

(dh_  . da0 \  / 1 ________ «2 Q2 \  _  а2ь +  bs п  dh_ ,___ 1_
[ д х  dx ) у  g ( a ^ - ^ h ) A 2 ) аА 2 4  dt g A  ^

(Зам ети м , что мы полож или коэффициент d h / d x  не равны м 
единице. П ричина этого закл ю чается  в том, что нас  будут  инте
ресовать т а к ж е  и таки е  скорости и , которые не являю тся  м алы м и  
по сравнению  с критической скоростью. Этот случай будет о б с у ж 
д ат ь с я  в разд. 4.)
2) уравнение неразрывности

П усть функции h ( x y t )  и Q  (х, t ) являю тся  реш ениями п ри ли в
ных уравнений (2.1) и (2.2). Ф ункция h ( x ,  t )  п ред ставляет  собой 
поверхность в системе координат А, х у t y a Q  (х , t )  — поверхность 
в системе координат  Q, х ,  t .  Эти поверхности назы ваю тся  инте
гральны м и поверхностями приливных уравнений.

П усть х = х ( Х ) ,  t = t ( X )  п редставляю т  собой кривые в п лоско
сти х у t ,  a Ti и Г2 — соответствующие кривые на интегральны х 
поверхностях h  (х , t )  и Q  ( х ,  /), которые существуют по условию 
задачи . Вдоль этих кривых уд овлетворяю тся  соотношения

И, наоборот, пусть h  и Q зад ан ы  в точках на кривых Л'(^), /(А,). 
З н ач ен и я  h  (X) образую т кривую Г 4 (X) в пространстве  А, х> t ,  

а значения  Q  (X) — кривую Гг (^) в пространстве  Q, х ,  t .  М ож н о  ли 
теперь определить такие  реш ения приливных уравнений, чтобы

+  L *A *(a o  +  h) e g (a 0 +  Л) + /  —  0; (2.1)

(2-2)

dh
dk

dh \  dx  - dt_
dk (2.3)

i

и

(2.4)
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ин тегральны е поверхности с о дер ж али  соответствующ ие кривые 
Г 1 и Г2? Д л я  реш ения та к  назы ваем ой  краевой  зад ач и  Кош и не
обходимо, чтобы все частны е производные от h  в точках  Г 4 и 
от Q в точках Г 2 были известны. П оэтом у  начнем с определения 
производных первого п орядка . В таком  случае частны е прои з
водные от h  и Q долж н ы  удовлетворять  уравнени ям  (2.1) и (2.2), 
а т а к ж е  у равн ен и ям  (2.3) и (2.4). З н ач ен и я  производны х d h / d x , 
d h / d t ,  d Q / d x  и d Q / d t  могут быть точно определены из (2.1), (2.2),
(2.3) и (2.4), если определитель Д, составленный из коэф ф и ц и ен 
тов при этих производных, не равен нулю. Т аки м  образом ,

Если Д = 0 ,  то производные нельзя  определить из уравнений
(2.1) — (2.4). Случай, когда другие определители  этой системы 
т а к ж е  об р ащ аю тся  в нуль (ранг  м атрицы  Д и ранг присоединен
ной м атрицы  равны тр е м ) ,  будет рассмотрен в зам ечан ии  
к разд . 7. Таким  образом , Д = 0 ,  когда d x j d t  удовлетворяет  к в а д 
ратичному уравнению

что явл яется  обобщ ением уравнени я  (1.10). К р и в а я  в плоскости 
х , t , у д о влетво р яю щ ая  уравнению  (2.7), н азы вается  о с н о в н о й  х а 
р а к т е р и с т и ч е с к о й  к р и в о й  приливных уравнений. С оответствую 
щ ие кривы е Ti и Г2 в простран ствах  h ,  х ,  t  и Q, х у t  н азы ваю тся  

х а р а к т е р и с т и ч е с к и м и  к р и в ы м и .  Термин «характеристический» 
обычно прим еняется  к обоим типам  кривых, т а к  как  опасность 
спутать их м ала .  И з  (2.7) следует, что м ож но определить два  се
мейства характеристик: полож ительного  и отрицательного  з н а 
ков. О д н ако  если проекции Г 4 и Г 2 на плоскость х , t  вы бран ы  так , 
что они не совпадаю т с характер и сти кам и  (т. е. Д = ^ 0 ) ,  то

d x

0

_ а2&s Q 2
g A *  Ч  

0

d t  0 0

0 d x  d t

b  1 0
и

(2.5)

(■
a2b +  bs Q dx g A

b A  dt b
a2bsQ2

g A 3
) =  0, (2.6)

откуда
dx
~ d f

*2 ъ -i- bs Q 
2 b A ~

(02 b - b s)l Q2
4 gb A*
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появляется  возм ож н ость  рассчитать  производные первого по
р ядк а  от h  и Q  вдоль кривых Т у  и Г2.

Ч астн ы е  производные второго п оряд ка  от ft и Q мож но р а с 
считать совершенно аналогично, д и ф ф еренц ируя  приливные 
уравн ен и я  по х  и t  соответственно. Д и ф ф ер ен ц и р о ван и е  по х д а е т

(л a2^sQ2 \  d2h ( 0С2b-\-bs ) ^  d2h - 1 d2Q  _p ( r  (o Q\
[ 1 ~  g A 3 ) d x 2 g A 2 V  dx dt +  g A  dxdt ~ r  \x ' V - * )

" S - + *  т а г = °  <2-9>

Ф ункции F  ( x , t )  и G  ( x , /) со дер ж ат  /i и Q  и их первые прои з
водные. Д а л ее ,  в произвольной точке кривой х(А,), t ( X )  в ы п о л 
няю тся соотношения

d ( dh \ _ ( & h \  dx  , /  d2h \ dt im
dk [ dx Jx ~~ [ dx2 ) x dk + [ d x d t  ) x dk

И

d ( d Q \  _ (  d2Q \  dx  1 /  d2Q \ dt (t> - n
j x <1*2 Jx dk ~T~[ dxdt ) x dk *

Таким  образом , если Д=^0, то значения  вторых производных
d 2h  d 2h  d 2Q  d 2Q

и — м ож но рассчи тать  в любой точке
д х 2 d x d t  ‘ д х 2 d x d t  

на Ti и Г2, используя уравнени я  (2.8) —  (2.11). Соответственно 
производные (d 2h / d t 2 ) x  и ( d 2Q / d t 2 )x  м ож но вычислить с по
мощ ью  соотношений, аналогичны х (2.8) — (2.11), как, например,

d  (  d h  \  d  I  d Q  \
h  и \ — ч :— К • У казанны м  спосооом мож но

d X  \  d t  / к d X  \  d t  М
рассчитать  восемь производных третьего порядка  от h  и Q. 
Вообще говоря, если Д=^0, то значения  производных более в ы 
сокого п оряд ка  от h  и Q  могут быть вычислены в лю бой точке на
Г 1 и Г 2.

С ледовательно, значения  функции h  в окрестности кривой Т у  
и функции Q в окрестности Г 2 мож но получить, используя  ряды 
Тэй лора , если эти ряды  сходятся. М ы здесь не приводим д о к а 
зательства  этого утверж ден ия , т а к  как  оно подробно излож ено  
в различны х учебниках  по у равнени ям  в частных производных 
(см., например, Г урса  [49]). Таки е  ряды прим еняю тся в ходе ре
шения краевой  зад ач и  Коши для  д и ф ф еренц иальны х уравнений 
в частных производных второго порядка. Н еобходим о т а к ж е  от
метить, что применение рядов оправдано  только  д ля  достаточно 
малой области  около кривой Т у  или Г 2 и только  тогда, когда  к о 
эффициенты уравнений и граничные условия  п редставляю т  со
бой достаточно гладкие  функции; другим и словами, если сущ е
ствуют их производные первого и второго порядка  по х и t .
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И з приведенных выш е соображ ений следует, что в том случае, 
когда значения  h  и Q  з а д ан ы  на характеристике , получить еди н
ственное решение для  h  (х , t )  и Q (х, t )  становится  невозмож ны м. 
В этом случае  необходимо, чтобы h  (или Q) бы ла известна на х а 
рактеристике  другого рода (разд . 6) или на другой кривой.

3. Ф О РМ УЛ Ы  Д Л Я  ХАРАКТЕРИ С ТИ ЧЕС КИ Х КРИ ВЫ Х

У равнение (2.7) определяет  характеристические  кривые

d x
~ И Г = - ( - а ^ ) 4  ±  ( т П ^ - ^ Е Г 1 ^ ’ ' (3'1)

или кривые

d x _  _  a2b  +  bs  Г , , h )  ^ Л ’/г Г J , ( g ; 6 - ^ ) 2  JV*
d t  ~  2b ь \  +  A g ( a 0 +  h ) b s b  U  J ’

(3.2)
если А  =  Ь я ( а о  +  h )  и Q  =  u A , где и  —  средняя  скорость потока. 
Ч лен, заклю ченны й в квад р атн у ю  скобку и содерж ащ и й  и 2, 
обычно п рен ебреж и м о  м ал  по сравнению  с единицей. Н ап ри м ер ,  
в экстрем альн ом  случае, когда b = 5 b s, £ = 1 0 ,  а 0+ й = 3 м и  и  =  

— 2 м/сек., величина этого члена составляет  всего 0,11; 
о д н ако  в больш инстве случаев она будет еще меньше. П оэтом у 
м ож н о  при ближ енно  запи сать

d x  *2 b +  b s
d t  2b и +  [ g  ( a -о +  h )  -y - j  *• (3 -3)

Н еобходим о отметить, что это упрощ ение неприменимо, если 
величина и  имеет порядок критической скорости (определение 
критической скорости см. в разд . 4 ) .

Если ш ирина район а  накопления  вод равн а  ширине потока 
(т. е. b  =  b s , а &2 п о лагается  равны м  единице),  то уравнени я  (3.2) 
и (3.3) сводятся  к хорош о известному в ы раж ен и ю

4 г  =  и ± И а о +  Л ) ] Ч  (3.4)

Д л я  рек с вы прям ленны м  руслом, глубина которых соизм е
р и м а  с ам плитудой прилива, скорость и  в течение всего п ри ли в
ного периода о казы вается  м алой по сравнению с [ g  ( а о  +  /i)]1/a.

В этом случае  м ож н о говорить о том, что

=  (3.5)

С о = [ £ ( Я о + А)]‘/г-

где со определяется из
(3.6)
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П оскольку  (3.1), (3.4) и (3.5) со дер ж ат  функции, зави сящ и е  
от х  и t ,  характеристические  кривые не будут п редставлять  собой 
прям ы е линии. О днако  их мож но аппроксим ировать  прям ы м и л и 
ниями д ля  достаточно м алы х отрезков х  и интервалов  t .  П о д о б 
ное приближ ение  м ож ет  быть запи сан о  в виде

х  х 0 —  \ и т ±  с0> т ] (  ̂ <о)> (3-7)

где и т  и со, т  — средние значения  и  и со на участке  реки длиной 
| х  — х 0 \ в течение п ром еж утк а  времени 11 — to | <  А/.

Точное решение уравнения  характери сти к  д ля  приливных рек 
в общем случае  получить невозмож но, если только A, b ,  b s и А  

не являю тся  известными функциями от х  и t .  О днако  имеется 
возм ож ность  исследовать  решение (3.1) в окрестности точки х , t  

характеристической  кривой, в ы р а ж а я  d k x / d t k ( & = 2 ,  3, . . . )  через 
А и Q  и их производные. Т ак  как  зави сящ и е  от b, b s и А  члены 
уравнени я  (31) являю тся  известными ф ункциями от х  и А, то 
мы мож ем определить их производные. П оскольку  ф о р м у ла  д ля  
d k x / d t k , в общем, является  очень сложной, будем р ассм атр и в ать  
только  тот случай, когда b  и b s не зави сят  от х .  К ром е того, будем 
искать  ф орм улу только д ля  k  =  2 f тем сам ы м  п редполагая , что 
членом, содер ж ащ и м  м нож итель  Q2, в (3.1) мож но пренебречь. 
Если через f  обозначить упрощ енную  ф орм у (3.1), получаем

d2х  __  d f  - d f  dx
dt2 —  ~ d f  ' ~dx d F  9

И скл ю чая  d Q / d t  и d Q / d x  с помощ ью (2.1) и (2.2), д ля  случая, 
когда d a o / d x = 0 , № = 0  и 1 = 0 , находим следую щ ее соотноше
ние:

d^x _  а2 dh a2b +  bs gbs I Q | 0  -г- 
dt2 g  2 dx 2b & A *

T  _ L  I gb У / г  Г dh a2b +  bs bs Q dh 1  ,

+  2 l ~ T )  L 2“5 T 4 2b Г ~ Х а Г ]  +
i bQ Г a2b “г bs ^ j a2b bs \ 2~\ I  dh , bs Q dh \ /о q \ 

+  A*  L 2b 2 ( 2b ) [ d t  b A dx )■

Если ш ирина район а  накопления  вод р авн а  ширине потока, 
а полагается  равны м  единице, ф о р м у ла  сводится к виду

d2x l dh Ья I О I О 1 -  1 . f dh__________________ ________ ___________ , 1 ^ . 1 1
2 dx  С2ЛЗ [ ^  2 ‘'o 1 dt A dx  j J '

(3.9)
Если вновь ввести скорость u = Q A ~ l  и соотношение

dh 1 dQ



то
сПх 
d t '2

где Со определено в (3.6). О кончательно, используя уравнение 
дви ж ен и я  (4.11) из главы  1 (d a 0/ d x , I  v i W  равны  нулю ), находим 
другую  формулу:

В окрестности точки х0, U  х арактери сти ч еск ая  кри вая  оп ре
д еляется  в ы раж ен и ем

Второй член в правой  части (3.12) определяет  отклонение х а 
рактеристической кривой от прямой линии в течение отрезка  
времени t — to:

П о д ст а в л я я  вместо (d x / d t )2 его среднее значение gao, у р а в 
нение (3.15) в соответствии с (3.10) м ож но переписать  в виде

Второй член в (3.16) зависи т  от трения  и имеет тот ж е  п о р я 
док, что и первый член (который равен  разности уровней воды 
на двух концах сечения, деленной на учетверенное значение гл у 
б ины ). П оследним  членом в (3.16), зави сящ и м  от д и / д х , обычно 
мож но пренебречь. Величина этого ч лена становится  соизм ери
мой с величинам и других членов только д ля  геометрически не
прави льн ы х форм сечений реки. Если участок реки имеет п р о тя 
женность не более 5 или 10 км, то величина соотношения (3.16) 
обычно меньш е 0,1.

(3.13)

Это отклонение зависи т  от отнош ения

(3.14)

или

(3.15)[1 d h  

4д0 d x 2С'2 (д0 +  h) а0 4сQ dx
|и | и 1 da

■](* — *о)- (ЗЛ 6)
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4. О БС УЖ Д ЕН И Е ВИД А ХАРАКТЕРИ С ТИ К В ТЕХ СЛУЧАЯХ, 
КО ГД А ПОТОК НАХОДИТСЯ В Д О КРИТИЧЕСКО М , 

КРИТИЧЕСКО М  И СВЕРХКРИТИЧЕСКО М  Р Е Ж И М А Х

П усть и  полож ительно; это означает, что на р ассм атри ваем ом  
участке реки имеет место прилив. К ром е того, пусть д ля  лю бых 
х  и t |и|<(̂) ’ и а2>0- (4Л)

О тсю да следует, что

T l ' K l T f h  >! «“Г -  <4 -2>

Т аким  образом , решения уравнени я  (3.1) или (3.2) с п о л о ж и 
тельным знаком  п редставляю т  собой постоянно в озрастаю щ и е  
функции. В этом случае  кривые имеют полож ительны й наклон 
в направлени и  движ ени я  потока.

Кривые, соответствующ ие отрицательном у знаку, имеют от
рицательны й наклон. П оэтом у кривые первой системы н а з ы 
ваю тся  полож ительн ы ми характери сти кам и , а второй — о тр и ц а 
тельными.

Если в некоторой точке Хо в момент to два  члена (3.1) или
(3.2) становятся  равны м и друг другу, то д ля  (х0, t 0) вы полняется  
соотношение

с # ’ | и | = [ * ( а о  +  Л ) ] , / \  ( 4 . 3 )

И так , полож ительн ы е х ар актер и сти ки  остаю тся п ол о ж и тел ь 
ными, если и  полож ительно, а отрицательны е характеристики , 
которые проходят  через (х0, t o ) ,  в этой точке будут иметь гори
зонтальную  касательную .

О днако  если для  х  >  х 0 и t  >  to

* 2 / г | « |  > [ £ ( я 0  +  А ) ] 7 \  ( 4 . 4 )

то обе системы х арактери сти к  будут нап равлен ы  вверх или вниз 
по потоку в зависимости от зн а к а  и .  Это показы вает , что волна, 
к оторая  находится  в районах , р асп олагаю щ и хся  выш е по тече
нию, не м ож ет  проникнуть в район прилива; о б р ат н а я  картин а  
будет иметь место в случае отрицательной скорости и  во врем я 
отлива.

Если удовлетворяется  условие (4.3), в гидравли ке  говорят, 
что поток находится  в к р и т и ч е с к о м  состоянии; условие (4.1) отно
сится к д о к р и т и ч е с к о м у  потоку, а условие ( 4 . 4 ) — к потоку 
в с в е р х к р и т и ч е с к о м  режиме.

Зам етим , что (4.2) вы полняется  д ля  любого значения  и , если 
оказы вается  возм ож н ы м  пренебречь членом Б ер н у лл и  ( а 2= 0 ,
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см. т а к ж е  главу  1, разд . 4 ) .  В таки х  случаях  поток находится 
в докритическом реж име.

П риливной поток в р еках  и к а н а л а х  обычно находится  в д о 
критическом реж име, и в этом случае мы имеем хорош о опреде
ленную систему характеристик . О дн ако  м ож ет  встретиться 
случай, когда  в верховьях  реки, куда  проникает  прилив, реж и м  
потока, нап равленн ого  вниз по течению, будет становиться  к р и 
тическим или д а ж е  сверхкритическим в зависимости  от нак лон а  
д н а  реки.

c z
м/сек

Тогда, поскольку в этом случае и  отрицательно, определить поло
ж и тельны е характери сти ки  ок азы вается  невозм ож ны м . Это о зн а 
чает, что прилив не м ож ет  проникнуть в верховье реки. В точке 
перехода от приливного района к  району, расп о л агаю щ ем у ся  
выш е по потоку, вероятно, долж ен  н аб л ю д аться  гидравлический 
прыж ок.

Д и а г р а м м а  на рис. 3.2 п о к азы вает  нап равлени е  наклонов х а 
рактеристик  c ±  =  d x ± / d t  в момент прилива в устье голландской  
реки Л ек , представляю щ ей  собой один из притоков реки Рейн. 
Д л я  расчета  наклонов и сп ользовалась  ф орм ула  (3.3). Очевидно, 
наклоны  х ар актер и сти к  являю тся  периодическими функциями, 
т а к  к а к  сам прилив периодичен.

Выш е было рассм отрено  непрерывное периодическое д в и ж е 
ние. П редп олож и м  теперь, что в некоторой точке в определенный
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момент времени произош ло мгновенное изменение h .  Это мо
ж ет  н аблю даться , например, в том случае, когда  затвор  плотины 
мгновенно откры вается  или закры вается .  О ткры тие за т в о р а  при
водит к сбросу в реку некоторого количества  воды; это, очевидно, 
вы зы вает  мгновенное повышение уровня  воды. О б р ат н а я  к а р 
тина н аблю дается  при закры тии  затвора . В результате  вдоль 
реки будет расп ростран яться  так  н а зы в а е м а я  волна п ерем ещ е
ния, приводя к внезапному повышению или понижению  уровня 
воды в следую щих друг за  другом точках. В моменты до и после 
откры тия затв о р а  наклоны  хар актер и сти к  хорош о определяю тся  
и изменяю тся непрерывно.

Р а зр ы в  в наклон ах  характеристических  кривых м ож н о н а б л ю 
д ать  т а к ж е  в том случае, когда  плотина построена в точке х  п р и 
ливной реки. Тогда, если имеет место критический поток (так  
н азы ваем ы й р а зл и в ) ,  величины d x / d t  могут иметь различны е 
значения  по обе стороны от плотины и в то ж е  врем я  непрерывно 
м еняться  во времени. Такой  р азли в  м ож ет  н аб л ю д аться  в опреде
ленный отрезок времени в течение приливного периода. П одробно  
об этом будет говориться в последней главе.

У к азанны е виды разры вов  вы зы ваю тся  искусственными при
чинами; однако  определенные естественные условия  т а к ж е  могут 
способствовать появлению разры ва ,  назван ного  бором. Бор  м о
ж ет  р ассм атр и ваться  к а к  дви ж ущ и й ся  гидравлический пры ж ок 
(см. главу  1, разд . 5 и 12 этой главы ) .

5. ХАРАКТЕРИС ТИ ЧЕС КИЕ УРАВН Е Н И Я

П усть f i  ( х ,  t )  =  Ci  и f 2 ( x , t )  =  c 2 являю тся  реш ениями х а р а к 
теристического уравнени я  (3.1). И ндекс  1 относится к по л о ж и 
тельным величинам, а индекс 2 — к отрицательны м ; с \  и с 2 — по
стоянные интегрирования. Тогда нам известно, что отношения

d f x d x +  d f x d f 2 dx~  , d f 2 _ , ,
dx  dt  " г  dt ~~V' dx dt ' dt ~ V ^ Л '

удовлетворяю тся  в том случае, когда d x +j d t  и d x ~ / d t  опреде
ляю тся  уравнением  (5.1) с соответствующ им знаком . В ведем те 
перь в качестве новых криволинейных координ ат  х ар актер и сти 
ческие кривы е в плоскости х ,  t  и предполож им , что они являю тся  
хорошо определенными.

Следовательно, необходимо п реобразовать  приливные у р а в 
нения (2.1) и (2.2), используя

l =  и 7] =  f 2(x,t).
Если теперь применить вы р аж ен и я

dh __  dh d f } ■ dh d f2 . dh ___  dh d f x , dh d f 2
dt di dt ' dr( dt ’ dx di dx dr\ dx
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вместе с аналогичны м и в ы р аж ен и ям и  д ля  d Q / d t  и d Q / d x ,  то мы 
получим

dh | d f x ( 1 _  *2Q2bs \ _  ot2fe +  bs п  d f x I ,
di | dx  у gA3 j gA *  v  dt j '

i dh \ d f 2 , '1 _  a2Q2bs \  _  4 b  +  bs n  d f 2 ) .

' d r, j dx gA3 j g A 2 ^  dt j '

+  ( ~ T  +  ~ТГ~ f ~ T  ^ г )  +  ^ г ^ л з 0  = °  (5 -4 )1  ̂^-4 д/ у 1 d/j ^ ^ 4  ctf )  1 С2Л3 v '

■ f  ^  +  +  +  « « >

Если д л я  исключения d f i / d t  и д /г /д / воспользоваться  (5.1), то 
в полученных соотношениях останутся  только d f i / d x  и d f 2/ d x .

М ож н о  т а к ж е  получить другие уравнения, в которые входили 
бы только производны е по § и т|. У м нож ив (5.5) на ( l / g A ) d x ~ / d t  

и слож ив его с (5.4), получим

dh \ . а2Q2bs . а2£ +  ^  /ч d x '̂  b dx~̂ ~ dx~~ \
,“5 Г  I .4g-2 - а Г ~ а Г } ~

d Q j _ L ( d x +  « Ь Г \ П  д / ,  , 6 , 1 0 1 0  _ л
дб I £  Л \  dt dt ) )  J djc ' C2y43 U’

С другой стороны, если (5.5) ум нож ить  на ( l / g A ) d x +/ d t  и 
слож ить  его с (5.4), будем иметь

[ д/г { 1 a2Q2bs i а2  ̂ +  г\ d x~  Ь dx~*~ dx~~ \
dr) \  gAZ  "■ g A 2 ^  dt dt J

dp I 1 ( d x -  f e + ) l ]  i / 2 , М О Ю  _ n ( Ч П
di} { g A  \ dt dt ) ) \  dx  +  С2ЛЗ —  \b J >

П осле  подстановки в ы раж ен и й  д ля  d x +/ d t  и d x ~ / d t , согласно
(2.6) и (2.7), и использования  следую щ их соотношений:

. d x~    g A  j &2Q2bs
dt "> dt ~~ b I Ь Ж ~  ’

d x~  _ o ( g A  (*2b - b s)2 Q2 Y /2
dt dt \ b "T“ 4^2 4 2  j

уравнени я  (5.6) и (5.7) будут п редставлять  собой новые х а р а к 
теристические уравнения . Коэф ф ициенты  в (5.6) и (5.7) долж н ы  
быть в ы р аж ен ы  через |  и г| посредством (5.2).

П оскольку  реш ения уравнений характеристических  кривы х 
( f i = C i  и /2= ^ 2) м ож н о получить только в определенных ч аст 
ных случаях, уравнени я  (5.6) и (5.7) в действительности не
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представляю т собой больш ого практического интереса. К роме 
того, эти уравнени я  оказы ваю тся  более слож ны ми, чем исходные 
уравнения. О днако  они позволяю т вы явить изменения решений 
при различны х граничных и н ач альны х  условиях. П оэтом у пере
пишем (5.6) и (5.7) в простой форме:

+  =  Q и Я 2- ^ + 5 2 - ^ -  +  :г2 =  о, (5.8)

где коэффициенты R i ,  . . . ,  Т г  находятся  непосредственно из (5.6) 
и (5.7). Д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  уравнени я  в частных производных 
второго п орядка  д ля  А и Q  мож но теперь переписать в с тан д ар т 
ной форме, принятой для  записи гиперболических д и ф ф ерен ц и 
альны х уравнений:

= Z l  + Z 2~Sf + Z a ’ (5‘9)

где Zi, Z2 и Z3 зави сят  от R u  . . . ,  Т г  и их производных по £ и т|. 
Аналогичное уравнение зап и сы вается  и д ля  А:

+  (5.10)

Здесь  Z  и Y  зави сят  от A, Q, |  и rj, а уравнени я  (5.9) и (5.10) 
п редставляю т собой квазилинейны е уравнения.

Х арактеристическое п р еобразование  уравнений длинных волн
(2.1) и (2.2) м ож но т а к ж е  выполнить, введя  новые переменные, 
которые являю тся  функциями от A, Q  и коэффициентов у р а в н е 
ний.

Т огда в к а ж д о м  уравнении останутся  только производны е от 
одной новой зависимой переменной (этот метод п ри м ен ялся  Ш ён- 
фельдом [123], а т а к ж е  К урантом  и Гильбертом  [19]).

П ри  использовании этого метода п ри влекаю тся  уравнения  
в более простой форме:

l r  +  » o f " = 0 ,  (5.11)

И

£ + - * г З - + с П 5 | < г | < г - а  ( б ' 1 2 )

где

Н  =  а о ~Ь А +  ~2^~ и Со— gv l0&o \

причем значения  а о  и коэффициентов соответствуют среднему 
уровню.
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П р едп о л агается  т акж е ,  что

1
2 g

д и 2
d t «

d h
d t

откуда  видно, что член, который п оявляется  при зам ене  h  на Н  
и который долж ен  учиты ваться  в (5.11), явл яется  достаточно м а 
лым.

Тогда характеристическое  п реобразован и е  (5.11) и (5.12) 
прим ет  вид:

- T c f c W Q - O .  (5.14)

где

F = 4 - [ / /  +  ( c A ) - ! Q] и G  =  ± [ H - ( c 0b 0) - ' Q } .  (5.15)

П р ео б р азо в ан и е  получается  слож ением  у равн ен и я  (5.11), у м 

нож енного  на с уравнением  (5.12), ум нож ен ны м  соот

ветственно на i / zCo или — V2C0. С огласно (1.17), функции F  u  G  
аналогичны  ф ункциям  Ф и Ч? соответственно.

В том случае, когда  в (5.12), (5.13) и (5.14) не учитываю тся 
члены, хар ак тер и зу ю щ и е  трение, ф ункция F  сохраняет  свое з н а 
чение в геометрической точке (названной в о л н о в о й  т о ч к о й ), д в и 
ж у щ е й с я  в полож ительном  н ап равлени и  оси х  со скоростью 
d x / d t = c o , а ф ункция G  — в точке, определяем ой соотношением 
d x / d t = — со [см. т а к ж е  разд . 1.2 и уравнение (1.11)].

Очевидно, что в случае  когда  член ам и  трения пренебрегать  
нельзя , значения  функций F  и G, которые н азы ваю тся  х а р а к т е 
р и с т и ч е с к и м и  в о л н о в ы м и  к о м п о н е н т а м и , изменятся .

В общем случае волновое движ ени е  м ож ет  быть п ред став 
лено  двум я  характеристическим и  волновыми компонентами. 
Уровни воды a o  +  h  оп ределяю тся  суммой этих компонент, а р а с 
ход  Q  — их разностью  [см. (5.15)].

Ш ён ф ел ьд  н азы в ает  волновую  компоненту, относящ ую ся 
к моменту t o , с к р ы т о й , когда (d F / d t ), = 0  или ( d G / d t ) ,  = 0 ,

Го *о
в других случаях  волн овая  компонента н азы вается  я в н о й .

П рогресси вн ая  волна, в о зн и каю щ ая  под влиянием  источника, 
вн ач але  имеет одну лиш ь явную волновую компоненту. И з-за  
трения  о дно по мере продвиж ен ия  вдоль русла д р у га я  волновая  
компонента т а к ж е  становится  явной, и в этом случае говорят, 
что за  волной возни кает  т а к  н а зы в а е м а я  область  «хвоста волны».

А налогичные вопросы более подробно об суж даю тся  Шён- 
ф ельдом  [122, 123, 126].
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В разд . 7 будет приведен вывод д иф ф еренц иальны х  у р а в н е 
ний, описываю щ их изменения уровня  воды и расхода  вдоль х а 
рактеристической кривой с использованием  общ их приливных 
уравнений. В этом случае характеристические  волновые ком п о
ненты явно определить невозмож но, и поэтому вместо х а р а к т е 
ристических переменных вновь будут использованы  исходные 
переменные h  и Q.

6. И ТЕРАЦ И О Н Н Ы Й  М ЕТОД П И КАРА И ОБЛАСТИ Р Е Ш Е Н И Й

С помощью уравнений (5.9) мож но исследовать  некоторые 
общ ие свойства решений приливных уравнений. П усть на рис. 3.3 
h  и Q даны  в точках  на кривой А В , располож енной в плоскости 
г] £, г). Эта кр и вая  и значения  h  и Q

А на ней определяю тся  соотнош е
ниями

5 =  «Pi(»), 

А =  Ф, (и), (6.1)

В

Рис 3 3.

где ф! ( и )  и фг(^) явл яю тся  моно
тонными функциями, т а к  что кри вая  
А В  не совпадает  с х а р а к т е р и с т и 
ками. И спользуя  уравнение (5.8) и 
соотношения

<К ( « ) :
d h  d h

‘Pi ( u ) +  dri ^2 («),

(6.2)

мож но рассчи тать  значения  d h j d ^  d h / d v \ ,  d Q / d £ и d Q / d r \  на кр и 
вой. П редп олож им , что R — п рои звольная  точка в окрестности 
кривой А В .

Тогда значения  h  и Q в точке мож но найти, прим еняя  ите
рационный метод П и к а р а  [95]. Н ачн ем  с определения  Qo(£, л)» 
когда  Qo удовлетворяет  граничному условию  Q = i | ) 2(u ) ,  а ее пер 
в ая  прои зводн ая  на кривой А В  определяется  посредством (5.8) 
и (6.2). К ром е того, Qo (£, т|) удовлетворяет  уравнению

d2Qo
dg drj : 0. (6.3)

П ри  этих условиях Qo в точке R м ож но вычислить последова
тельным интегрированием  последнего соотношения по £ и т|. Это 
дает

т

j = « » « > -  e<r > + * > = 0’
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где двойной интеграл  относится к площ ади  R - S - T .  С ледовательно,
т

Q o W - Q D - j f f i l * , -

И нтеграл , входящ ий в правую  часть  этого соотношения, я в 
л я е тс я  известной функцией и , a fifr} =  q/2 ( и )  d a .

Аналогичный прием используется д ля  определения функции 
h o ( R ) .

Если
т

и соотношение
т

к а ,  ч ) = * ( п -

подставить в вы р а ж е н и я  для  производных и коэффициентов, 
стоящ их в правы х частях  уравнени я  (5.9) и (5.10), то мы п олу
чим окончательный вид  функций I q (£, г|) и f h  (£, л)-

Следую щ ий этап этого метода закл ю чается  в вычислении 
функции Q i  с помощ ью соотношения

Я ^ лл,=Я/<г(б>
где двойной интеграл  вновь относится к площ ади  R - S - T .  Т аким  
о бразом , получаем

т

Q . a  ^ > = Q ( 7’) —

Аналогичное вы р аж ен и е  мож но написать  т а к ж е  и д л я  h i  (g, r|). 
В общем, Q n ( | ,  г|) будет определяться  из соотношений (см.

(5 .9))

d2Qn  — z  ( h  О  )  д®п~ 1 1дЪдц —  Чп-1) ~Г

+  ^ а (А„_1, Q n- i ) ^ ^ -  +  Z 3 ( h n_ 1 , Q„_,); (6.4)

аналогичное  уравнение  будет справедливы м  и д ля  функции Лп, 
взятой в соответствующ их пределах  дуги А В .  З а т е м  с помощ ью 
у казан ного  выше приема находятся  Q n и h n . М ож н о  т а к ж е  п о к а 
зать, что в окрестности дуги А В

Q =  lim Q„, й =  lim h n (6.5)
П -► OO П -*• OO

и, кроме того, Q и h  удовлетворяю т д и ф ф еренц иальны м  у р а в н е 
ниям (5.9) и (5.10) и зад ан н ы м  граничны м условиям , если
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коэфф ициенты  этих уравнений ограничены. Мы не будем д о к а з ы 
вать  здесь  это утверж дение, а отошлем читателя  к тем источникам, 
где приводятся  результаты  испытаний итерационного м етода П и 
к а р а , — к рабо там  самого П и к а р а  [95], Гурса  [4 9 ]и А д а м а р а  [54]. 
Б р ем екам п  [10] и Ш ён ф ельд  [123] применили метод П и к а р а  при 
решении квазилинейны х уравнений длинных волн.

И з  преды дущ его рассм отрения  следует, что значения  Q и h  

в точке R  ( | ,  г|) зави сят  от величин Q и h  на дуге S T  и не зави сят  
от величин этих функций за  пределам и  S T . С ледовательно, и зм е 
нение значений h  и Q в точках, р асп олагаю щ и хся  за  пределам и  
5 Г , не будет влиять  на величину Q в R .  Н а  этом основании гово
рят, что на значение Q в R  влияю т значения  Q в точках, н а х о д я 
щ ихся в п р е д е л а х  области, ограниченной хар актер и сти к ам и  
точки R .  П оэтом у  область  R - S - T  на рис. 3.3 н азы вается  о б л а с т ь ю  

в л и я н и я  Q  и л и  h .
П риведенное выше решение справедли во  в том случае, когда 

к р и вая  А В  в плоскости £, г| не совпадает  с характери сти кам и , 
п арал л ель н ы м и  осям координат. О д н ако  решение мож но полу
чить всякий раз, когда значения  Q и h  известны на двух х а р а к т е 
ристиках разного  рода. П усть

Соответствую щ ие условия д ля  h  на этих х ар актер и сти ках  
м ож н о  найти, если только первое уравнение  в (5.8) проинтегри
ровать  по £, а второе — по т|, при этом значение h  в точке (£0, г|о) 
д олж н о  быть задан ны м . П ри  выполнении указан н ы х  условий 
м ож но будет применить метод П и к ар а .  И так , точка (£, г|) опре
деляется  к а к  п рои звольная  точка в прям оугольнике A B C D  
(рис. 3.4), где г|=г}о +  b  о значает  линию D C .

Д а л ее ,  определим Qo (Е, л) т а к > чтобы она у д овлетворяла  
уравнению  (5.9) и граничны м условиям  на характеристических  
кривых £ =  £о и тг| =  г}о. Тогда очевидно, что

аналогичное соотношение удовлетворяется  т а к ж е  д ля  А0 (£, л)- 
З а т е м  Qo и ho  вновь п одставляю тся  вместо Q в правую  часть 
у равнени я  (5.9). Если эту правую  часть обозначить через f*(£, г|), 
то Q t  определится  следую щ им образом:

Q =  <Pi(5) при 7) =  7)0 и &0< | < | 0 +  а ,

Q  =  при £ =  !0 и +  (6 -6)

?i (а д = ъ  Ы -

Qo &  п )  <Pi (5) +  ? 2 ( ч )  — ?! (W; (6.7)

5 Ч

(6.8)
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А налогичное соотношение м ож но получить и д ля  Ai(£, г|). 
В р езультате  мож но найти Q n (£, г|), и тогда  окончательно полу
чим

Q(S, у } ) =  Hm Q„(l,  vj) =

=  Qo(&> ■*») +  Hm f i ) d y i \
П -*■ OO V

So ъ

(6.9)

аналогичны е соотношения д ля  h  (£, г|) являю тся  реш ениям и 
уравнений (5.9) и (5.10), если удовлетворяю тся  зад ан н ы е  г р а 
ничные условия. Это решение о казы вается  справедли вы м  только

Рис. 3.5.

в пределах  указан н ого  выш е прям оугольника , но не за  его п р е 
делами.

Теперь мож но рассм отреть  одно важ н о е  свойство решений ги 
перболических уравнений. И з  (6.9) следует, что решение Q (£, г|) 
будет иметь непрерывные производные, если Qo(£, ц ), а сл едо в а 
тельно, п  cpi(£) и ф2 (л) имеют непреры вны е производные. О д н ак о  
если ф1 ( | )  или ф2 ( л )1 или обе функции вместе явл яю тся  р а з р ы в 
ными в некоторой изолированной точке, то Q  (£, г|) то ж е  о к а з ы 
вается  разры вной  к а к  в этой точке, т ак  и на х ар актер и сти ках ,  
проходящ их через нее. В качестве  при м ера  предполож им , что 
ф1 (£) имеет р азр ы в  в точке / ( £ 1) (рис. 3.4); тогда , согласно (6.7), 
Qo(£, л), а следовательно, и Q  (£, г|) т а к ж е  будут разры вн ы м и  
на характери сти ке  / / .  О днако  во всех других точках  п р я м о 
угольника решение Q( g,  г|) остается  непрерывным. Д е й с т в и 
тельно, м ож но говорить о том, что если Q в точке х о  имеет р а з 
рыв в момент U,  то д ля  моментов t > t 0 р а зр ы в  будет перем е
щ аться  вдоль  тех характеристик , которые проходят  через точку 
с коорди н атам и  x Q, U ,  например, вверх или вниз по потоку или 
в разны х нап равлени ях . Д л я  этого кривы е до лж н ы  быть опреде
лены, а скачок в разр ы ве  — «бесконечно» м алы м  (см. указан н ое  
ниж е зам ечан и е  1).
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Аналогичные соображ ен и я  справедливы  и д ля  р азры вов  в h .  
З ам ети м  т акж е ,  что р азр ы в  в Q  м ож ет вы звать  р азр ы в  в h  или 
в его производных и наоборот. Если в последнем случае Q  и зм е
няется  непрерывно, то к р и вая  распределен ия  и  будет иметь 
разры вы .

Н а  рис. 3.5 представлены  значения  h  и Q  на кривой А С , кото
р ая  не является  характеристической  кривой. П усть в точке В  
ф ункция  Q  имеет разры в , но одновременно остается  н еп реры в
ной вдоль А В  и В С .  Тогда  в окрестности А В  и В С  соответственно 
реш ения д ля  h  и Q  могут быть найдены итерационны м методом 
П и кар а .  Эти реш ения будут справедливы  в двух рай он ах  D B E A  

и D B E C , где B D  и B E  п редставляю т собой характеристики , про
ходящ ие через точку В .  О дн ако  в точке В  и вдоль B D  и B E  ре 
шения для  h  и Q  будут иметь разры в.

Р азр ы в ы  при движ ении приливного потока могут встре
чаться  довольно часто, например, в районе плотины или затвора . 
В момент р а зр ы в а  уровня  одновременно н аб л ю д ается  мгновен
ное изменение расхода  или скорости.

И з  преды дущ их рассуж дений  следует, что при аналогичной 
ситуации теория х ар актер и сти к  м ож ет  служ ить  основой расчета  
нап равлен и я  д виж ени я  приливного потока.

З а м е ч а н и я .  1. П олож ение, согласно которому р азр ы в  будет 
перем ещ аться  вдоль характеристической  кривой, в общем, с п р а 
ведливо в том случае, когда «ам плитуда»  р а зр ы в а  бесконечно 
м ала . В противном случае, когда имеет место конечный разры в, 
значения  коэффициентов в приливных уравнени ях  по обе стороны 
от р азр ы в а  будут отличаться  друг от д руга  из-за  разности гл у 
бин. Тогда характеристические  кривы е уравнений будут иметь 
различны й наклон  по обе стороны от скачка и, ка к  следствие 
этого, мож но ож идать , что кривая, вдоль которой происходит 
перемещ ение разры ва ,  не будет совпадать  с характеристической  
кривой приливных уравнений позади или впереди области  скачка. 
Это пок азан о  на рис. 3.21 на примере бора. К р и в а я  P S  на этом 
рисунке будет р асп о л агаться  м еж ду  соответствующ ими х а р а к 
теристическими кривыми позади  и впереди области  скачка, н а 
пример м еж ду  кривыми R P  и Г Р  в момент, когда скачок достиг
нет точки Р .

В любой точке Р  на кривой р а зр ы в а  встречаю тся  четыре х а 
рактеристические кривые: по две с к а ж д о й  стороны от скачка. 
В разд . 12 будет представлено более подробное описание теории 
этого вопроса.

2. В процессе практических испытаний итерационного метода 
П и к а р а  было обн аруж ен о  следующее.

П оскольку приливное движ ение  в реке или эстуарии в ы зы 
вается  соответствующим движ ением  в море, вертикальны е  ко л е 
бан ия  в устье реки, в общем, могут считаться  известными. В реке, 
подверж енной действию прилива, величина расхода  д о л ж н а
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асимптотически стремиться  к величине речного стока. Н а  з а м к 
нутом конце расход  м ож ет  п о л агать ся  равны м  нулю. Очевидно, 
что эти граничные условия  не связаны  с характеристикой  исход
ных приливны х уравнений. О днако  они не явл яю тся  т а к ж е  и г р а 
ничными условиями Коши, которые необходимо з а д ат ь  при ис
пользовании м етода П и к а р а  (см. (6 .1 )) ,  так  к а к  эти два  у сл о 
вия за д ан ы  в разны х точках. П оэтом у  метод П и к ар а ,  описанный 
в этом разделе , обычно не м ож ет  быть использован . Его п ри м е
нение возм ож н о только  тогда, когда  вертикальны е приливны е 
колебан и я  и расходы  и зм еряю тся  в одной и той ж е  точке; но его 
нельзя  применять, если граничные условия  являю тся  условиями 
так  н азы ваем ого  смеш анного типа, т. е. когда  h  з ад ан о  в одном 
месте, a Q  — в другом.

7. И ЗМ Е Н ЕН И Е УРО ВНЯ И РАСХОДА ВОДЫ 
ВДОЛЬ ХАРАКТЕРИ С ТИ ЧЕС КИ Х КРИ ВЫ Х

И зм енение уровня и расхода  воды вдоль характеристической  
кривой определяется  соотношениями (2.1) и (2.2), если послед
ние применяю тся к характеристической  кривой на поверхностях 
h  ( х ,  t )  и Q  ( х ,  t ) :

где d x ! d t  определяется  из (2.7). Зн ач ен и я  производных в (7.1) 
в точках, находящ и хся  на характеристике , удовлетворяю т при
ливным уравнени ям  (2.1) и (2.2). В разд . 1 было показано, что 
д ля  упрощ енны х приливных уравнений (1.1) и (1.2) в ы р аж ен и я  
д ля  d h  и d Q  сводятся  к простому виду и что d x j d t  имеет посто-

1
янное значение, равное ±  ( g A o b - 1) 2 . Тогда мы м ож ем  запи сать :

dh =  [х -W >-,/, +  -зг]л
И

d Q  =  [ +  (£ Л (А ) 2 +

где отрицательны й зн а к  относится к полож ительн ы м  х а р а к т е р и 
стикам, а полож ительны й зн ак  — к отрицательны м  х а р актер и сти 
кам (полож ительное нап равлен и е  соответствует нап равлен и ю  
вниз по потоку).
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Следовательно, вдоль полож ительной  х арактеристики  х — * о =
—  со ( t —  о̂) вы полняется  соотношение

ИЛИ

t e - 'V o ) ' '1 h  +  Q =  const-
Е сл и  х ар актери сти ка  проходит через точку ( х 0, t o ) ,  то указан -

1
н ая  выше константа  будет равн а  ( g A o b o )  2h  ( х 0, t o ) +  Q (х0, t o ) .  
Аналогично вдоль отрицательной характери сти ки  имеем

( g A 0b 0)'!i  h  —  Q  —  const.
Очевидно, что д ля  к а ж д о й  характери сти ки  константа  будет 

различной.
Н айденны е выш е соотношения аналогичны  соотношениям

(1.11), полученным в разд . 1.2.
М ы м ож ем  найти теперь отношение изменения уровня  d h  к  и з 

менению расхода  d Q  вдоль характеристической  кривой, если h  и 
Q  удовлетворяю т уравнени ям  (2.1) и (2.2). И сп о л ьзу я  эти у р а в 
нения для  исклю чения d h / d x  и d Q / d x  в (7.1), находим

___ 1_  dQ  , a2b +  bs п  dh
g A  dt ' g A 2 ^  dt

t e r n  _  „1 „ 4 *  +  »  \ d t
C 2A*  4  dt 1 dt

где d x l d t  определяется  из (2.7), a

a =  ( i _  \  \  _ q  _______W _______ /  __ a - i
[  g A3  )  ’ P Р£ ( д 0 +  /г) ^

Если в эти уравнени я  входит м нож итель  d x l d t ,  то в (2.7) не
обходим о учесть соответственно как  полож ительный, так  и отри
цательны й знак.

И з  приведенных выше соотношений следует, что иском ая  в е 
личина  равн а

/  bs I О IО , 0\ dx
dh +  [ С2Лз + p ) a  dt dt

dQ

г2Ь ~

dh dx  dQ

a dQ dx ?.2b 4- bs Q dh dx dh 
g A  dt dt a g A  A  dt dt dt

 ̂ dt dt 1 dt
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части, состоит в исключении (с помощ ью (2.6)) члена
« 2b  - \ - b s Q  d h  d x  

оь а ~к -Ту 1 f , » т. е.
g A  A  d t  d t

Д альнейш ее упрощ ение выражения, стоящего в правой

d h  +  { bs} P i Q + $ U ^ r d t\  d X
C 2A 6 dt a dx

------------------(7 -2>

В водя теперь в правую  часть этого соотношения вы р аж ен и е  
д ля  d x j d t  из (2.7), после некоторых п реобразований  получим

a dx  __  _ а | a2b +  bs Q \__ ___ I -f-
g A  d t  ^  (g A b )1 '  1 -  2 (g A b ) 'h A  1

+ [ * + * & т п -
п о с к о л ь к у  и Ы 4У  (  - % - f  меньше

единицы, то в случае докритического потока члены в квадратн ы х  
скобках  могут быть представлены  в виде ряда :

* =  [ '  “  1 m (4 ) T  =  1 +  * Н 1 Г  +  ( ^ г ) 2( - т ) 4 +
I I [ i  | ( “ 2* —  bs)2 ( Q ? 1 ' /2 _  1 I ( « 2*+  . . .  + ( _ !  +  - -  4gAb  j  - 1  +  — 5

- b s ) 2 Q
8gA b  V A

2

____ 1 f ( ? V  I
128 g 2A 4 2 \ A j “T" ‘ ‘ "

Если пренебречь степенями Q / A  =  u  выше второй (здесь и  — 
средн яя  по сечению скорость),  то уравнени е  сводится к виду

dQ

\2
+  ( g b A ) - ' h  f l  +  a2b +  bf, a2& +

L _  2 ( g b A ) 1* A  ^ U ( ^ ) /2 A )

(a2b - b s) 2(4 ) 18 gAb \  A )  J ' (7-3)

Н аи б о л ее  зн ач ащ и й  член, содерж ащ и й  м нож итель  Q 2/ A 2 и
/  а ф  +  b s и  \ г

имеющии порядок  I -------—----------- 1 , где с о — средн яя  скорость
' 2,0 Се /

распространения  (g A o / b o ) ' /г, обычно прен ебреж и м о м ал  по с р а в 
нению с единицей. Т огда  а  т а к ж е  мож но полож ить  равны м  
единице.
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В этом случае мы используем уравнение

A  dx

rfQ \  -  2 ig b A )

В (7.3) и (7.4) верхние знаки  относятся  к х ар актери сти кам , 
нап равленн ы м  вверх по потоку, а ниж ние — к х ар актери сти кам , 
нап равленн ы м  вниз по потоку.

Если в плоскости х у t  значения Q  з ад ан ы  на одной из х а р а к 
теристик, то, используя (7.3) или (7.4), мож но рассчитать  зн ач е 
ния h  вдоль этой х ар актеристики  по известной в одной точке 
величине h .  К ром е того, вновь п од тверж дается  вы вод  о том, что 
если h  и Q зад ан ы  произвольно вдоль характеристики , то оты с
кать реш ения приливны х уравнений не п ред ставляется  в о зм о ж 
ным. Если ж е  h  и Q зад ан ы  на характеристических  кривых р а з 
личного рода или на произвольной кривой, то реш ения у р а в н е 
ний могут быть получены.

П оскольку  производны е от h  и Q  не входят  ни в правую  часть
b s \ Q \ Q  d x

уравнений (7.3) и (7.4), ни в член — — --— -— — , то указан н ы е
C ZA 6 d t

соотношения о казы ваю тся  очень удобными как  для  численного 
расчета, так  и для  использования графических методов. В этом 
случае приливные уравнени я  (2.1) и (2.2) мож но зам енить  двум я  
уравнени ям и  (7.3) или (7.4) соответственно с верхним или н и ж 
ним знаком . Т ак  как  эти уравнени я  относятся к х ар актер и сти кам , 
то их вид вы бирается  на основании уравнений (5.6) и (5.7).

П усть х  является  независимой переменной и пусть в соответ
ствии с реш ениями уравнени я  д ля  х арактери сти к  (2.7) t  зависит 
от х .  Тогда д ля  (7.4) мож но записать:

dh , bs \ 0 \ 0  , < „ и л \ ~ х1*1л , *ib +  bs Q \ d Q
dx  +  +  2 (g bA )u* A }  dx '

+  +  (7-5)

где первое уравнение относится к вперед  нап равленн ы м  х а р а к т е 
ристикам  (направленн ы м  вверх по потоку), а второе у р а в н е 
н и е — к н а за д  направленны м  х ар актери сти кам  (направленн ы м  
в сторону, обратную  движ ению  потока) .  У равн ения  (7.5), кото
рые в дальн ейш ем  будут н азы ваться  характеристическим и  у р а в 
нениями, полож ены  в основу решений, с которыми мы будем 
иметь дело в следую щ ем разделе.

З а м е ч а н и е . В разд . 2 упоминалось о том, что Д =  0; другие оп
ределители присоединенной матрицы  системы уравнений (2.1) —
(2.4) т а к ж е  равняю тся  нулю. В этом случае производны е d h / d x  

и т. д. нельзя  определить однозначно.
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М ож н о  показать , что если Д = 0 ,  a d h  и d Q  удовлетворяю т
(7.2), то все определители  системы (2.1) — (2.4) равны  нулю. 
И обратно  — мож но получить (7.2) из (2.6), п о л агая  один из оп 
ределителей присоединенной м атрицы  системы (2.1) — (2.4) 
(ранг  равен  трем) равны м нулю. Н апри м ер ,

( -

dh
dQ

b s \ Q \ Q
С2ЛЗ

о

- P j

dt
о

g2b -f- bs
g A 2 

b
Q  0

0 0
dx dt 

1
g A

1 0

8. О Б Щ И Й  А Н А Л И З  Р Е Ш Е Н И Й  ХАРАКТЕРИ С ТИ ЧЕС КИ Х У Р А В Н Е Н И Й

И з рассуж дений , приведенных в разд . 6, следует, что решения 
приливных уравнений определяю тся  однозначно в том случае, 
когда для  момента t = 0 в каж до й  точке речного русла зад ан ы  
соответствующ ие н ачальны е условия. Во всяком  случае, най ден 
ное решение будет справедли вы м  д ля  достаточно малого  п ром е
ж у тка  времени A t .  Н есм отря  на более слож ны й вид х а р а к т е р и 
стических уравнений (7.4) и (7 .5), их использование у прощ ает  
получение решений, удовлетворяю щ их зад ан н ы м  н ачальны м  и 
граничным условиям, по сравнению  с тем случаем, когда д ля  
оты скания решения при влекаю тся  исходные уравнения. П о 
скольку значения  членов в уравнени ях  д ля  х ар актери сти к  з а р а 
нее не известны, их требуется  определить в ходе реш ения у р а в 
нений. М ы у ж е  у к азы вали , что точное решение обычно получить 
невозмож но, поэтому целесообразн о  использовать метод после
довательны х приближ ений, т. е. искать  численное решение по
ставленной задачи .

П усть  расход  Q (х , 0) и высота уровня h  (дс, 0) известны для  
всех значений х  в момент / = 0 ;  предполож им , что эти функции 
являю тся  относительно гладкими. К роме того, пусть х г- о б о зн а 
чает р яд  точек, располож ен ны х вдоль оси х  на расстоянии Дл: 
друг от друга . П р и б л и ж ен н ы е  значения  Q и h  д ля  м алы х t  н ай 
дем следую щ им о б разом  (рис. 3.6 иллю стрирует  п оследователь
ность операци й).

Н а к л о н ы  двух х ар актери сти к  Ci и Сг в точке х  мож но р а с 
считать из (2.7), т а к  как  величины b ,  b s и А  могут быть оп реде
лены по зад ан н ы м  значениям  h  д л я  х = 0 . Если известны точные 
оценки, мож но использовать  т а к ж е  и уравнение  (3.7) для  интер
валов  ( х и  X i - 1). И з  точек (X i , 0) ( / = 0 ,  1, 2, . . . )  во сстан авли 
ваю тся  прям олинейны е отрезки под углом, рассчитанны м  з а р а 
нее; два  отрезка , которы е берут н ачало  из различны х точек, н а 
пример х о  и х и  будут пересекаться  в точке (х*, t * ) .  Если вы брать  
Да: достаточно м алы м , то точки пересечения будут находиться
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в хорош ем соответствии с ф актическими точками пересечения 
реальны х характеристик , вы ходящ их из точек (хг). В точках  
пересечения значения h  и Q мож но определить с помощ ью  х а р а к 
теристических приливных уравнений (7.5), если зам енить  д и ф 
ф ерен циалы  конечными разностями.

П ервое уравнение (7.5) применяется  д ля  н ахож ден и я  С  и  
а  второе — д ля  оты скания  Сг. П редп олож и м  теперь, что вдоль  
любого отдельного отрезка , вы ходящ его  из точки ( х { ,  0 ) , зн а ч е 
ния коэффициентов, определяем ы х при t = 0 в у равнени ях  (7.5),

t

Рис 3.6.

остаю тся неизменными. Тогда д ля  определения h  и Q  в точке 
(х *, /*) имею тся два  линейных уравнения. Н акл о н ы  х а р а к т е р и 
стик, вы ходящ их из этих новых точек, т а к ж е  могут быть опреде
лены; после этого последовательность операций повторяется. 
Т ак  можно апп роксим ировать  h  и Q в точках сеточной области, 
покры ваю щ ей задан ны й район в плоскости х , t .  Зам ети м , что 
отрезок Ci н ап равлен  к одной из точек сеточной области, тогда  
к а к  другой отрезок С '  нап равлен  в противополож ную  сторону;
все вместе эти отрезки С i составляю т семейство х а р а к т е р и 
стик Ci. По-видимому, если в точке сеточной области  х а р а к т е р и 
стические отрезки одного семейства имеют существенно р а зл и ч 
ный наклон, то отсюда неизбеж но следует вывод, что в п ределах  
исследуемого района вы бран  чрезмерно больш ой ш аг  сетки. М а 
тематически мож но д оказать ,  что в окрестности оси (для  д о ст а 
точно м алы х значений t )  у казан ны й выш е процесс сходится, если 
Д х - ^ 0 .  К ром е того, очевидно, что у к а з а н н а я  последовательность 
расчета  м ож ет  использоваться  только  в том случае, если две 
кривые различны х семейств не являю тся  касательны м и. П оэтому
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необходимо предполож ить, что два  семейства х ар актери сти к  
образую т  хорошо определенную  криволинейную систему коорди
нат в плоскости х , f, которая  м ож ет  быть успеш но исп ользован а  
при изучении рек с докритическим реж и м ом  потока (см. разд . 4 ) .

Н а  п ракти ке  начальн ы е  условия  обычно известны только  на 
конечном ин тервале  (0 ^  л: ^  /) ;  в этом случае  значения  h  и Q 
удается  определить не во всех точках  прям оугольника  A B C D , 
а только  в п ределах  области  A B S , составленной из треугольн и
ков (см. разд . 1.4 и 6). Д оп олни тельны е граничные условия, т. е. 
h ( О, t )  при х = 0  и Q  (0, t )  при х = 1 , в общем, определяю т з н а ч е 
ния h  и Q  во всех точках  прям оугольника.

9. РАСЧЕТ И Л И  ГРАФ ИЧЕСКО Е О П РЕД ЕЛ ЕН И Е УРО ВНЯ 
И РАСХОДА ВОДЫ В У ЗЛ А Х  СЕТОЧНОЙ О БЛАСТИ 

ПРИ А П П Р О К С И М А Ц И И  Х АРАКТЕРИ С ТИ К Д И А ГО Н А Л Я М И

9.1. Метод расчета

Р ассм о тр и м  случай, когда скорость и  м ал а  по сравнению  
с c = ( g A b ~ i Y /2f а ам плитуда  прилива м а л а  по сравнению  с глу
биной.

Р а зо б ь е м  реку  на  некоторое 
число участков  длиной 1п так , 
чтобы изменение проф иля  было 
ограниченным, а абсолю тны е з н а 
чения скоростей распространения  
| Ci | и | с г  I вдоль соответствую 

щих х ар актер и сти к  вверх и вниз по 
потоку существенно не отличались 
от их средних значений в р а зл и ч 
ных точках  сечений. Тогда х а 
рактеристики  в п ред елах  к а ж д о 
го участка  мож но апп рокси м и ро
вать  прям ы м и линиями. П усть д ля  п - т о  участка  с п об означает  
средню ю  из | Ci n  I и | с 2п I величину скорости, а т п — среднее
врем я  распространения , равное 1п Кр о ме  того, если п р о тя 
ж енность участков вы б р ан а  так, что значения  т д л я  всех у ч а 
стков остаю тся практически неизменными, то в плоскости х у t  
удается  построить сеточную область. Зн ач ен и я  х  в к а ж д о м  п осле
дую щ ем узле  сеточной области  отличаю тся  на 1п, а значения  t  — 
на тт . З ам ети м , что тт  считается  постоянной, а 1п  м ож ет  быть 
различной д ля  каж д о го  участка.

П о д о бн ая  сетка п р едставлена  на рис. 3.7. Согласно опреде
лениям , у казан н ы м  выше, характери сти ки  мож но ап п роксим иро
вать  ди аго н ал ям и  сеточной области . Т а к а я  сетка м ож ет  быть по
строена только д л я  приливного периода и притом только тогда, 
когда ам плитуда  при ли ва  м ал а  по сравнению  с глубиной. Если

______ / ___j . ____л ____

Хт ! * Х  i * 7 '
______ __________________ I

А\ В\ с ! dV 
I I
I

Ьо
I и2 JL

3Cq JCf

Рис. 3.7.
JC2 Х з
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эти условия не выполняю тся, то временной ин тервал  т не м ож ет  
сохраняться  неизменным в течение приливного периода, а д о л 
ж ен непрерывно изменяться.

Если значения h  и Q  з ад ан ы  в момент to в точках А , В , С, 
D ,  . . . ,  то мы м ож ем рассчитать значения h  и Q  в других у зл ах  
сеточной области  в моменты t = t u  t = t z  и т. д.

В качестве прим ера  получим значения  h  и Q в точке F ,  п р ед 
полагая , что значения этих функций в точках А  и  С  задан ы . З а 
пишем сперва уравнени я  (7.5) д ля  х ар актер и сти к  A F  и C F  и 
зам еним  в этих уравнени ях  диф ф ерен ц и алы  конечными р а зн о 
стями:

( h F  — h A ) -f- ( g A b ^ A F 1* ( Q f  —  Qa) —

=  -  [р +  г д Д  I QI Q V ] ^  — *o), (9-1)

( h p  -  h c )  -  ( J i b  ) c f :2 ( Q P  -  Q c ) =

-= -  [p ■+ r CF (  T Q T Q  )cf] ( X ,  -  x 2) ,  (9.2)

здесь r  =  b s C ~ 2A ~ 3f а  черта сверху у к азы в ает  на средние в ел и 
чины. П редп олож им , что из-за м алы х  скоростей поправочными 
членами в (7.5) мож но пренебречь. Средню ю  величину от | Q  | Q  
вдоль х ар актеристики  мож но найти, если предполож ить, что з н а 
чение Q  изменяется  линейно. Тогда, если l A F  о значает  р ассто я 
ние вдоль A F , можно записать:

F

( Т Ш О - V  =  7 7 7  J I Q I Q  w d Q ’
л

где d Q / d s  м ож но апп роксим ировать  в виде

Следовательно,
F

( T Q l Q ~ V  =  -qf - qa JI  QI

или, если Q r  и QA имею т одинаковый знак,

(  I Q  I Q  ) af  =  - g ~  j Q j  ( Q f  +  Q a Q f  +  Q a )-  ( 9 - 3 )

З ам ети м , что м нож итель  Q a /  \ Q a  I определяет  зн ак  члена. 
К огда  на участке  (хо, *i) м еж ду  to и t i  имеет место подпор воды, 
то Q a  и Q f  будут иметь различны е знаки  и мы получим, что

1 Q a  Q \  +  Q f



Если уравнени е  (9.3) подставить в уравнение  (9.1), а а н а л о 
гичное вы р аж ен и е  д ля  ( \ Q \ Q ) c f  — в (9.2), получим два  соот
ношения, с помощ ью которых мож но вычислить h F  и Q F . У р а в 
нения являю тся  нелинейными относительно неизвестной Q Ff если 
не используется уравнени е  (9.4). О дн ако  в этом случае членом, 
х ар актер и зу ю щ и м  трение, мож но пренебречь, так  как  он очень 
м ал  в течение всего времени подпора. К ром е того, величина ко 
эф ф ициента Ш ези  в течение этого периода ок азы вается  не со
всем определенной. Д ал ьн ей ш и е  уточнения величин h F и Q F  
мож но получить, вновь п одставляя  вычисленные значения  этих 
величин в вы р а ж е н и я  для  коэффициентов в уравнени ях  (9.1) и
(9.2).

9.2. Линеаризация уравнений (9.1) и (9.2) 
и оценки коэффициентов

П оскольку  решение нелинейных уравнений — зан яти е  м а л о 
приятное, особенно когда расчеты  вы полняю тся на машине, о б 
судим некоторые методы л и н еар и зац и и  уравнений (9.1) и (9.2). 
К ром е того, приведем метод д ля  оценки коэфф ициентов в этих 
уравнениях.

1. Соотношение (9.3) м ож ет  быть ли н еари зи рован о  д ля  ис
п ользован ия  при численных расчетах  зам еной Q 2p  на прои зведе
ние Q a Q f • Если Q ' f  п ред ставляет  собой величину Q F j найденную
на основании реш ения линейных уравнений (9.1) и (9.2), то мы 
имеем

( Т о г о - V  =  4  + Q J  Q? + •  (9 -5)

З атем  мож но получить уточненное значение Q F .

2 . П ри бли ж ен н ую  оценку (IQIQ)af м о ж н о  т а к ж е  получить, 
п о л агая

( T O T q V  =  Q 4 Q>. (9.6)

П осле  вычисления Q " и h "  из (9.1) и (9.2) расчет повто
ряется, при этом используется  соотношение (9.5).

3. О ценку ( I Q I Q ) a f  м о ж н о  получить и другим способом. И з
(9.3) находим, что

( I QI  Q V  =  I I  Q a  +  Qm(Q F — Q a ) ,

Q m  = (9.7)

Если Q a  в  момент t = t o  известно, то достаточно зн ать  только 

оценку —  Q f .
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4. О кончательно м ож но предполож и ть

( T q W V  =  q I ,  ( . 9 . 8 )

где Q s  —  значение Q в центре S  прям оугольника  A B E F .  О ценки  

Q s  и коэффициентов (g A b )~^  и r A F , входящ их в (9.1) и (9 .2),
будут дан ы  в п. 5.

5. П усть значения h  и Q в точках  Л, В и С (рис. 3.7) известны 
из выполненного ранее  расчета. М ы  м ож ем  оценить величины 
h  и Q  в центрах  5  и Г прямоугольников A B E F  и B C G F  следую 
щим образом . Рассм отри м  сперва точку 5 . П усть Am, Qm, 6sm, 6т , 
d m  и Л т  определяю тся  к а к

Ь щ  —  ~2~ № а  +  Ь в ) ,  Q m =  ~2~ ( Q a  +  Qb)>

=  "ГГ =  “2" (^4 +  ^я)>

а т  =  а л  +  4 - ( Л й -  А д ) ,  А я ,  =  Л л + 4 - ( А в - А д ) 6 , Я | .  ( 9 . 9 )

Тогда

r M ( l Q l Q L = ±  r 3  • ( 9 . 1 0 )
^ a m

И спользуем  теперь уравнение неразры вности

+ f e j g _  =  0

и заменим в нем д и ф ф еренц иалы  конечными разностями; тогда 
в точке 5  получаем

h s  =  h m +  ~  Q f l ) -  - / * '  ~ 4  - ( 9 . 1 1 )6 m 1 2 b m ( x ^ — x Q) v '

П рименим т а к ж е  упрощ енное уравнение движ ени я

+  Q2 о 
^  -  с2^2л —

Здесь  мы пренебрегаем  членом второго порядка  малости. 
П о д став л я я  значение разности в точке 5 ,  имеем

Q s  -  Q m  - = 4 -  ё А т { — гт  ( I Q I Q L } ( h  — ад- (9.12)

Зн ачен и я  Q s  и определяю тся  из (9.9) — (9.12). В качестве 
первого п ри ближ ения допустим, что средние значения  h  и Q на
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хар актери сти ке  A F  равны  h s  и Q s . Аналогичным образом  м ож но 
апп роксим ировать  средние значения  на характери сти ке  F C  и 
определить значения  коэффициентов ( g A b ) - ^ * F  и ( g A b ) ^  ,
а т а к ж е  значения  членов, стоящ их в правы х  частях  уравнений
(9.11) и (9.12). П осле  того к а к  h F  и Q F вычислены, если есть 
необходимость, м ож но уточнить и \ ,  прим еняя  (9.5) или (9.7). 
Т аким  образом , мы видим, что решение м ож ет  быть получено 
методом последовательны х приближ ений (итерационны м м ето 
д о м );  расчет при использовании этого метода п р о д о л ж ается  до 
тех пор, пока не будет достигнута требуем ая  точность.

9.3. Сходимость характеристических разностных методов

В преды дущ ем  п од разделе  и сп ользовался  метод, в основе к о 
торого л е ж а л и  характеристические  уравнения . В следую щей

F

Рис. 3.8.

главе  особое вним ание будет уделено м атем атическим  п робле
мам, связанны м  с использованием  конечно-разностных методов 
в численных расчетах. З д есь  р ассм атр и вается  сходимость и 
устойчивость решений разностны х уравнений, зам еняю щ их  д и ф 
ф ерен циальн ы е уравнения. М атем ати ч еская  теория  этих вопросов 
применительно к  характеристическим  у равнени ям  основы вается  
на работе  К уран та ,  И зак со н а  и Р и са  [18] (см. т а к ж е  книгу Ф о р 
сайта  и В азо ва  [42]). В этих рабо тах  р ассм атри ваю тся  х а р а к 
теристические уравн ен и я  в н орм ализован ной  ф орм е (см. (5.9) и
(5 .10)) .  Р а зм е р ы  книги не позволяю т нам излож ить  эту теорию. 
У к аж ем  только на основные результаты  этих исследований.

П усть А ,  В, С  и F  (см. рис. 3.8) п редставляю т собой четыре 
у зла  сеточной области, в которой точка F  в ы б р ан а  так, что она 
расп олагается  в верш ине треугольника  с основанием А С  и
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сторонами, представленны ми в виде характеристических  кривых, 
проходящ их через А  и  С .  Тогда производные в уравнени ях  (7.5), 
которые подставляю тся  в характеристические  уравнени я  (5.8), 
долж ны  быть заменены  конечными разностям и  согласно следую 
щим предполож ениям . П усть приращ ение  времени составляет  A t .  
В этом случае в уравнени ях  (7.5), из которых первое уравнение 
относится к вперед  нап равленн ы м  х арактери сти кам , производные 
d h / d x  и d Q / d x  в точке ( x u  U )  до лж н ы  быть зам енены  н а за д  н а 
правленны ми разностями:

h F ~ h A  и ® F ~
Х \  —  х0 Х \  Xq

тогда к а к  в уравнении, относящ емся к  н а за д  н ап равленн ы м  х а 
рактеристикам , производные зам ен яю тся  вперед  н ап равленн ы м и 
разностями:

h F ~ h c  и Q p  —  Q c  

Х1 — х 2 х \ — х 2

Кроме того, естественно использовать  вперед  н ап равленн ы е 
разности по t .

Курантом , И заксон ом  и Рисом  [18] было показано , что в этом 
случае решение разностных уравнений сходится к  решениям д и ф 
ференциального  уравнения, если А х  (оно равно  xi —  Xq и т. д.)  
и A t  стрем ятся  к нулю, и что решение является  устойчивым 
(см. главу  IV, разд . 1.2 и 1.3).

Ч итатель  м ож ет  проверить справедливость  приведенных 
выше соображ ений  применительно к  ф ор м у лам  (9.1) и (9.2) и 
графическим решениям.

10. П Р И М Е Н Е Н И Е  ГРАФ ИЧЕСКОГО М ЕТОДА ПОСТРОЕНИЯ 
Д В И Ж Е Н И Я  П РИ Л И ВН О ГО  ПОТОКА С ИС П О Л ЬЗО ВАН И ЕМ  

ХАРАКТЕРИС ТИ К

В основе этого м етода л еж и т  предполож ение  о том, что у р а в 
нения (9.1) и (9.2) являю тся  линеари зированн ы ми , если в кач е 
стве переменных р ассм атри ваю тся  h F и Q F . В этом случае з н а 
чения коэффициентов (g A b ) и т. д., а т а к ж е  членов, стоящ их
в правы х частях уравнений (9.1) и (9.2), оцениваю тся с помощью 
одного из методов, указан н ы х  в разд . 9.2. П ри  выборе мелкого 
ш ага  сетки м ож ет  быть использован 5-й метод; при крупном 
ш аге д ля  определения правых частей уравнений (9.1) и (9.2) 
мож но применить соотношения (9.5) и (9.7). В этом случае 
вместо (9.1) и (9.2) привлекаю тся  м одифицированны е линейные 
уравнения, полученные подстановкой соотношений (9.5) и (9.7).

Г раф ическое определение функций h F и Q F сводится к  сле
дующ ему. В ди агр ам м е  (рис. 3.9), по осям которой отлож ены  h
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и Q, точка А  эквивалентна  точке А  на рис. 3.7. К ром е того, р а с 
стояние А  А '  по вертикали , проходящ ей через А , равно

— г А е ( I Q  I Q ) a f  ( x t  — *о), а линия  k u  п р оход ящ ая  через А ' ,

описывается  уравнением  прямой с коэффициентом  — ( g A b ) ^ f* . .

С ледовательно, k i  м ож ет  быть описано уравнением  (9.1), если 
в качестве  переменных р ассм атри ваю тся  h F и QF, а членом Р 
пренебрегается .

Аналогично пусть С  является  точкой с коорди н атам и  h c , Q c , 

а отрезок  С С '  имеет длину — rCF( IQ I Q ) c f ( * i  —  *2). Тогда п ро

х одящ ую  через С '  прям ую  &2 с коэффициентом  ( g A B ) - ' j ?  мож но
представить уравнением  (9.2). П ересечение fei и k 2 определяет  
значение  h  и Q  в точке / \  Если окаж ется ,  что эти значения

и Q f  сильно отличаю тся от величин, которые были использованы  
д ля  оценки коэффициентов в уравнениях (9.1) и (9.2), то они 
д олж н ы  быть пересчитаны, а графическое построение сделано 
заново. Зн ачения  h  и Q во всех узлах  сеточной области  £ ,  F ,  G  
и т. д. мож но определить аналогичны м способом.

В ы б и рая  соответствующ ие длины участков и интервалы  в р е 
мени, мы построили сетку (разд . 9.1), в которой диагон али  слу
ж и ли  характеристикам и . О дн ако  в реальны х условиях, когда 
ам плитуда  прилива соизм ерим а с глубиной, н ап равлени е  х а р а к 
теристик зачастую  т а к  беспорядочно меняется, что движ ение 
приливного потока трудно аппроксим ировать  с помощ ью регу
лярной  сеточной области. К ром е того, представляется  более 
удобны м вклю чить в число узловы х точек т а к ж е  и те точки, в ко
торых производились измерения. В этом случае диагонали , про
ходящ ие через узлы  сеточной области, в общем, не будут совпа
д ать  с характеристикам и .
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П усть теперь движ ени е  приливного потока вдоль реки, кото
рое начинается  в момент t = U  и п р о д о л ж ается  до t = t m, описы 
вается  с помощью указан ного  выш е графического  метода. Д р у 
гими словами, будем предполагать, что функции А и Q  известны 
по всей длине реки при t ^ Z t m - Ф ункции А и Q м ож но представить  
графически в A, t  и Q, /-д и агр ам м ах  д ля  последовательности  т о 
чек х р  ( р  =  0, 1, 2, . . . ,  п ) \  точки х р  вы бираю тся  так, чтобы они 
приходились на участки слияния рек и пункты наблю дений п р и 
ливных колебаний уровня. З а й м е м с я  теперь поисками во зм о ж н о 
сти распространения  значений А и Q на моменты t q ( q  =  m - \ - 1 , . . . ) .

где с  об означает  правую  часть уравнени я  (3.3), a | c maxl — м а к 
симальную  величину \ d x / d t \  (вклю чая  знаки  ± ) .  К ром е того, 
примем расстояние и временные интервалы  таким и  м алы ми, что
бы характеристики , которые определяю тся  при решении у р а в н е 
ния (3.3) и проходят через точки (х р, t m +1), д ля  интервалов  
( х р - 1, Х р )  и (Х р , X p + i )  мож но было апп роксим ировать  в х , / -д и а
грам м е  прям ы м и линиями. П оскольку  коэфф ициенты  в х а р а к т е 
ристических уравнени ях  зави сят  от скорости вдоль х а р а к т е р и 
стик, то необходимо оценить среднюю величину скорости и  
(см. разд . 9 ) . О кончательно строим такую  сетку, чтобы врем ен 
ные интервалы  ( t m +i, t m ) и расстояния  (*p+i, х р ) были равны м и 
при лю бых т и р .  Х арактеристики , проходящ ие через узловы е 
точки, по возм ож ности  долж ны  меньш е отличаться  от д и а г о н а 
лей; отсюда следует, что отношение ( x p +i  — х р ) /  ( t m +i  —  t m ) 
д олж но быть к а к  мож но б ли ж е к  | с тах I • В общем, этот вар и ан т  
сетки является  наиболее удобным при использовании гр аф и ч е 
ского метода, а последовательность расчета, у к а за н н а я  выше, по
зволяет  получить наиболее  точные результаты .

С н а ч а л а  у к азан н ы м  методом определяю тся  А и Q в узловы х 
точках ( х Р , t m + i )  ( р  =  0, • • •, п ), затем  в точках (x v , t m +2) и т. д.

х Р - 1 ----------1 —

OCp+f— — — —I— —

X
Д л я  этого воспользуемся 

х , / -ди аграм м ой  (рис. 3.10), 
на которой проведены х а р а к 
теристики. Л, /; Q, t  и A, Q- 
д и агр ам м ы  представлены  т а к 
ж е  на рис. 3.12. Точки (x Vj t m ) 

определяю т сеточную область  
в плоскости (х , t ) . К а к  и в 
газд. 6 (см. т а к ж е  разд . 1.2 
главы  IV ), сеточную область

Рис. 3.10.

г  построим так, чтобы во всех 
ее у зл ах  вы полнялось  усл о 
вие

шах I > (10.1)
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Н а  рис. 3.10 P S  и R S  являю тся  частям и  х ар актеристик , п роходя
щих через точку (х р, t m +1). З н ач ен и я  Л и Q в Р  и R  м ож но полу
чить, интерполируя  А и Q  в x p_i и x p+i д ля  t  <  /т . З ам ети м , что 
в соответствии с условием (10.1) Р '  и R '  находятся  м еж д у  x p_i и 
х р +1. З н ач ен и я  А и Q вдоль Р 5  и зави сят  от А и Q д л я  t  >  /т , 
т. е. от результатов  дальнейш его  расчета. Д л я  того чтобы иметь 
возм ож ность  определить коэффициенты, стоящ ие перед  д и ф ф е 
р ен ц и алам и  в уравнени ях  (9.1) и (9.2), п редварительн о  необхо
димо оценить значения  А и Q вдоль P S  и R S  (разд . 9 .2). Тогда 
значения  А и Q в точке S  м ож н о определить по значениям  этих 
хар ак тер и сти к  в Р  и R .  Если потребуется, то оценки А и Q  вдоль 
P S  и R S  могут быть затем  уточнены, а расчеты  повторены.

В качестве  прим ера  рассм отрим  русло, закры тое  с одного 
конца (рис. 3.11); на этом закр ы то м  конце Q =  0.

В устье (*о) вертикальны е колебания  уровня  считаю тся и з 
вестными. К ром е того, предполагается , что разм еры  реки позво
л я ю т  разбить  ее на четыре части. Д л и н а  к аж д о го  участка  и в р е 
менной интервал  вы бираю тся  такими, чтобы мож но было при м е
нить те различны е упрощ ения, которые были у казан ы  выше. 
Н а  рис. 3.12 п редставлена  сетка, полученная д ля  плоскости х , t .  
В качестве  граничных условий д ля  любых значений t  восполь
зуем ся  зад ан и ем  вертикальны х колебаний уровня  в устье реки 
А(*о, t )  и условием Q = 0 .  К ром е того, допустим, что д ля  
значения  h ( x u  t )  ( i = l ,  2, 3, 4) и Q ( X i , t )  ( i = 0, 1, 2, 3) в у зл о 
вых точках  за р а н е е  определены графическим  методом (см. A, t  

и Q, / -д и агр ам м ы ).
Н ай д ем  сперва  А и Q в точке R ( x 2, /3).
П усть R R i R ' t  и R R z R ' z  явл яю тся  х ар актери сти кам и , п роходя

щими через R . Тогда  в точках  /? ' и </?' значения  А и Q  известны,
они представлены  в А, Q -диаграм м е  точками a i  и аз (индекс от
носится к точкам  X i  и х з ) .

Теперь д ля  х ар актеристик , начиная  с точки a i  д ля  R [ R  и
с точки а 3 д ля  R ^ R ,  мож но применить графический метод, п о к а
занны й на рис. 3.9. Тогда  вертикальное  расстояние ( а 4, а ' )  равно

— r R ^ R d Q l Q )  ( x z  —  х ± )  (членом р прен ебрегается) ,  а наклон л и 
нии т ,  проходящ ей через a i,  равен

если использовать  ф орм улу  (7.5).
Д ал ее ,  аз, а з '  и линия / определяю тся  аналогичны м  образом . 
З н ач ен и я  А и Q в R  находятся  в точке пересечения линий / 

и т .  З атем  мож но продолж ить  кривы е A(jc2, t )  и Q(x?, t )  до 
t = t 3j к а к  это п оказано  на рис. 3.12.
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Рис. 3.11.



Аналогичны й прием м ож ет  быть использован  д л я  н а х о ж д е 
ния h  и Q в точках  h )  и (Х з , /з).

Теперь нам необходимо рассм отреть  способ получения h  и Q 
в точках, в которых эти величины зависят , кром е всего прочего, от 
граничны х условий (т. е. в точках  х = х ^  или х = Х о ) .  В (x0, /3), 
где значение h  известно, Q оп ределяется  следую щ им образом .

Точкой Yi в h f Q -диаграм м е  обозначен а  точка Г ' , в которой пере
секаю тся  х ар актер и сти к а  Г ' Г  и линия  х = х ± .  П оэтом у здесь  нам
нуж но рассмотреть только характеристическое  уравнени е  для  
Т ' 2Т .  Если оценить коэффициенты, то линию р  в А, Q -диаграм м е

м ож но провести обычным способом. П ересечение р  и горизон
тальн ой  линии h = h ( x о, /з) или А =  А(Г) оп ределяет  точку 
в плоскости A, Q, соответствующ ую точке Т  в х ,  /-диаграм м е. 
Теперь Q ( x 0, /3) или Q ( T )  определено и мы м ож ем  продолж ить  
кривую  Q(*o, t ) .

Д л я  определения  А и Q в точке (х 4, /3) прим еняется  а н а л о 
гичный метод; однако  граничное условие h ( x о, t )  зам ен яется  те 
перь условием Q (^ 4, / ) = 0 .  Х арактери сти ка ,  п ро х о д ящ ая  через 
эту точку, об означается  через S ^ S .

В А, Q -диаграм м е  точка Рз определяет  значения  А и Q в точке 
S '  ; соответствую щ ее характеристическое  уравнение  п р ед став 
л яется  линией п . П ересечение этой линии и вертикальной  л и 
нии Q = 0  определяет  А (лг4, /з) или A (S).

В качестве второго прим ера  рассм отрим  вертикальны е и го
ризон тальн ы е приливные колебания  в месте слияния притоков 
с главны м  руслом.

Н а  рис. 3.13 показаны  границы  соответствующих участков 
в районе слияния реки и притока. С лияние имеет место в точке Х{  

главного русла и в у j  притока. Н а  рис. 3.14 приведены х у t - д и а 
гр ам м а  д ля  главной реки и у , / -д и агр ам м а  д ля  притока; оси обеих 
д и агр ам м  совпадаю т. Пусть вертикальны е и горизон тальны е при
ливны е колебан и я  зад ан ы .в  обеих реках  в лю бой момент времени
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t  <  fa. И зменение ft и Q во времени представлено  в h ,  t  и Q ,  

t -д и а гр а м м а х  д ля  точек X i - 1, х и  х м  и у ^  y j - u  П усть в точке х \

вы полняю тся  следую щ ие упрощ енны е соотношения (см. главу  1, 
разд . 6 ) :

h ( x iy t )  =  h ( y j ,  t )  или h ( x f , t )  =  h ( x T , 0  =  ^ ( у 7 >  0» 0 0 -2 )  

Q O r , 0  +  Q ( у /  , t ) = - Q ( x t ,  0 ,  (10.3)
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где г г ,  у * — координаты  точек, л е ж а щ и х  в нап равлени и  д в и ж е 
ния потока, а х +. — координаты  точек, располож ен ны х в н а п р а в 
лении, обратном  движ ени ю  потока. П риведенны е соотношения 
вы полняю тся д л я  кривых, показанны х в A, / и Q, /-д и агр ам м ах  
д ля  / ^ / 2.

З н ач ен и я  А и Q  в точке ( х и  /3) и т. д. пок азан ы  на рис. 3.14. 
П усть прям ы е линии T S , U S  и V S  явл яю тся  х ар актер и сти кам и  
различны х участков и пусть они встречаю тся  в точке 5 .  П е р в а я  
и третья  линии п редставляю т  собой характери сти ки  участков 
(лгг—1, X i )  и ( у j - u  У з Ь  л е ж а щ и х  в н ап равлени и  д ви ж ен и я  потока, 
а третья  линия —  х ар ак тер и сти к а  сечения (X i , X i + i ) ,  л еж ащ его  
в направлении, обратном  д виж ени ю  потока. З н ач ен и я  А и Q, со
ответствующ ие точкам  Г, U  и У, показан ы  точками а ,  |3 и y на А, 
Q -диаграм м е. П оскольку  прям ы е линии /, т  и п  п редставляю т  
собой (согласно уравнени ям  д л я  этих характери сти к)  соотноше
ния м еж ду  А и Q, то значения  А и Q в местах  соединения соответ
ствую щ их участков т а к ж е  находятся  на этих линиях. Точки сое
динения  сечений определяю тся  с помощ ью соотношений ( 10 .2 ) 
и (10.3) следую щ им образом . Строится  линия р, причем она стро
ится так, чтобы для  каж до го  значения  А и Q  на р  значение Q  
бы ло  равно сумме тех значений Q на / и га, д л я  которых А совп а
д аю т  с зад ан н ы м  значением  А на линии р. Л и н и я  р  пересекает 
линию п  в точке а. Г ори зон тальн ая  линия, п ро х о д ящ ая  через 
точку а, будет определять  на линиях /, т  и п  соответствующ ие 
значения  Q  и А д ля  точки 5  слияния  рек  в х у /-д и аграм м е . К ривы е
Q “ , Qr- и Q t  на Q, /-д и агр ам м е  могут быть продолж ены  до / = / з;i j i
аналогичную  операцию  мож но проделать  д ля  кривой At*=Aj.

Д ал ь н е й ш и е  сведения о графическом  методе реш ения можно 
найти в рабо тах  Ш ён ф ел ьд а  [123] и Д р о н к ер с а  и Ш ён ф ельда  
[34]. В первые графический метод реш ения характеристических  
уравнений в применении к д виж ени ю  длинны х волн был исполь
зован  М ассо  [87]. В дальн ейш ем  этот метод был разви т  и исполь
зован  в численных расчетах  Холстерсом [65, 66].

Граф ические  методы прим енялись  т а к ж е  в работах  К р ай а  
[20]. М етод  характеристик , основанный на у к азан н ы х  выш е поло

ж ениях, м ож ет  быть с успехом р еал и зо ван  на электронны х в ы 
числительных м аш инах. Об эф ф ективности этого м етода при в ы 
полнении практических расчетов мож но судить по работе  Ш ён 
ф ельд а ,  а об использовании электронны х вычислительны х м аш ин 
при реали зац и и  метода хар актер и сти к  м ож но прочесть в работах  
Ф ок са  [44] и К о л л а тц а  [16, 17].

11. РАСП РО С ТРАНЕНИ Е В О ЗМ У Щ Е Н И И  В РЕКЕ

П усть возм ущ ение h ( x ,  /), н алож ен ное  на существую щ ее д в и 
ж ен и е  в реке, находится  в точке х = 0  и пусть оно п ерем ещ ается  
вверх по течению, где поток находится  в докритическом режиме.
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И зу ч ая  поведение волны, мы долж ны  установить, п р ед став 
л яет  ли h  (х , t )  повышение или понижение уровня  воды. В первом 
случае, когда возмущ ение, которое считается непрерывной ф ун к
цией в х = 0 ,  распространяется  в точки х  >  0 при t  >  U ,  д в и ж е 
ние м ож ет  стать разры вны м . О днако  в случае пониж ения уровня  
движ ени е  повсюду является  непрерывным. Э тот ф ак т  м ож н о о б ъ 
яснить следую щ им образом .

Если предполож ить, что ш ирина потока р авн а  ш ирине района 
накопления  воды, то характеристики  определяю тся  соотноше
ниями

=  «о +  «  +  ( g < * ) ' h  И - ^ -  =  «o +  « - ( g ' a ) ' %

где а  — глубина, которая  по мере во зр астан и я  t  непрерывно у в е 
личивается  (в случае повыш ения уровня) или ум еньш ается

(в случае пониж ения уровн я) .  Скорость и о  о значает  скорость те
чения в реке перед возмущ ением; она считается постоянной и до- 
критической; и  п редставляет  собой скорость, обусловленную  во з 
мущением, она будет расти с увеличением t \  при / = 0  и  прини
м ается  равной нулю. П оскольку  при повышении уровня глубина а  
и скорость и  увеличиваю тся  со временем, то наклоны  х а р а к т е 
ристик, н ап равленн ы х вверх по реке, будут увеличиваться  
в окрестности х = 0 .

С ходимость линий (рис. 3.15 а )  позволяет  построить оги б аю 
щую кривую. Это значит, что д ля  значений х  и /, н аходящ и хся  
за  пределам и  точки касани я , не существует непрерывного реш е
ния д ля  h  и Q.

П оскольку  характеристические  кривые отклоняю тся от п р я 
мых линий, сущ ествование огибаю щ ей кривой является  н е о б я за 
тельным. Случай, когда огибаю щ ую  кривую  построить невоз
можно, означает, что волна становится  более пологой.

О днако  при понижении уровня значение (g a ) l/2 будет ум ень
шаться. Т а к .к а к  скорость и  отрицательна, то характеристики
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в о к р ест н о ст и  / = 0  б у д у т  р а с х о д и т ь с я  (р и с . 3 .1 5  6 ) и п р о в ести  
о г и б а ю щ у ю  к р и в ую  б у д е т  н е в о зм о ж н о . С к о р о ст и  и у р о в н и  воды  
б у д у т  в е з д е  н еп р ер ы в н о  и зм ен я т ь ся .

Б о л е е  п о д р о б н о е  о б с у ж д е н и е  и с к а ж е н и я  волны  м о ж н о  н айти  
в к н и ге С то к ер а  [131].

О б р а з о в а н и е  б о р а  т а к ж е  м о ж н о  о б ъ я сн и т ь  т ео р ет и ч еск и  — он  
о б р а з у е т с я  с р а з у  ж е  п о сл е  м а л о й  воды  в п е р и о д  п ов ы ш ен и я  
ур о в н я . З н а ч и т ел ь н ы е  и зм ен ен и я  гл уби н ы  и ск о р о ст и , к отор ы е  
и м ею т  м ест о  во в р ем я  п р и л и в а , о б у с л о в л и в а ю т  оч ен ь  б о л ь ш и е  
от к л о н ен и я  х а р а к т е р и с т и ч е с к и х  кривы х от п р я м ы х линий .

П о я в л ен и е  б о р а  м о ж н о  п р ед в и д ет ь , а н а л и зи р у я  п о л о ж е н и е  
н и ж н ей , эк ст р ем а л ь н о й  точки  кри в ой , о г и б а ю щ ей  п о л о ж и т ел ь н ы е  
х а р а к т е р и с т и ч е с к и е  кривы е при у сл о в и и , что т а к а я  о г и б а ю щ а я  
су щ ест в у ет .

И з  п р е д ы д у щ е г о  а н а л и за  с л е д у е т , что во в р ем я  от л и в а  р а зр ы 
вов  в д в и ж е н и и  п р и л и в н ого  п оток а  не б у д е т

В с л е д у ю щ е м  р а з д е л е  п р и в о д и т ся  б о л е е  п о д р о б н о е  и с с л е д о в а 
н и е т ео р и и  б о р а .

12. ТЕОРИЯ БОРА

В э с т у а р и я х  н ек от ор ы х  р ек  м о гу т  н а б л ю д а т ь с я  в н еза п н ы е  в о з 
м у щ ен и я  у р о в н я  в оды , к отор ы е р а с п р о с т р а н я ю т с я  в в ер х  по рек е. 
Э ти  от к л о н ен и я  у р о в н я  п о я в л я ю т ся  с р а з у  ж е  п о с л е  п р ек р а щ ен и я  
от л и в а  в м о м ен т  п е р е х о д а  к п р и л и в у; за т е м  н а с т у п а е т  т а к о е  в н е 
за п н о е  и б ы ст р о е  п ов ы ш ен и е у р о в н я , что к а ж е т с я , б у д т о  стен а  
воды  ст р ем и т ел ь н о  м чи тся  в в ер х  по р у сл у . Э то  я в л ен и е  н а зы 
в а е т с я  б о р о м . В п о л н е  в ер о я т н о , что ч асть  ф р о н т а  б о р а  п р е д с т а в 
л я ет  с о б о й  в ер т и к а л ь н у ю  ст ен к у , о д н а к о  о сн о в н а я  ч аст ь  п р о ф и л я  
и м еет  п р о ст о  очен ь  к р утой  н ак л он . В о д а  на ты л ь н ой  ст о р о н е  
б о р а  си л ь н о  т у р б у л и зи р о в а н а , а у ж е  ч е р е з  н еск о л ь к о  сотен  м е т 
ров  п о в ер х н о ст ь  в оды  вн овь сп о к о й н а .

С м а т ем а т и ч еск о й  точки зр ен и я  б о р  х а р а к т е р и зу е т с я  р а зр ы в 
ны м  и зм ен е н и е м  у р о в н я  в о п р ед ел ен н ы й  м о м ен т  в р ем ен и . О д н а к о  
по о б е  стор он ы  от  л и н и и  р а зр ы в а  су щ ест в у ю т  с о о т в ет ст в ен н о  о д 
н о ст о р о н н и е  п р о и зв о д н ы е  по р а сст о я н и ю  и в р ем ен и .

Б о р  м о ж е т  р а с п р о с т р а н я т ь с я  в д о л ь  реки  на о г р о м н ы е р а с 
ст о я н и я , вп л оть  д о  гр ан и ц ы  р а с п р о с т р а н е н и я  п р и л и в а , о д н а к о  
ч а щ е  в се  ж е  в ст р еч а ю т ся  сл у ч а и , к огд а  б о р  р а зр у ш а е т с я  б ы ст р ее , 
ч ем  пр и л и в . Б ор ы  б о л ь ш о й  вы соты  н а б л ю д а ю т с я  в р азл и ч н ы х  
р ек а х  м и р а; м о ж н о  от м ети т ь  х о р о ш о  и зв ест н ы е п р и м ер ы  б о р а  
в Т у н ц зя н е  в К и т а е  и Х угл и  в И н д и и . В ы со т а  б о р а  в Х у гл и  м о ж е т  
д о ст и г а т ь  3 м в м о м ен т  си зи ги и ; в Т у н ц зя н е  он а  м о ж е т  бы ть д а ж е  
б о л ь ш е . В  Е в р о п е  бор ы  н а б л ю д а ю т с я  в А н гл и и  —  в С ев ер н е  и 
С о л в ей  Ф ер т -5 , г д е  д н о  и м еет  к р утой  у к л он , а в ы сота  б о р а  м о ж е т  
д о ст и г а т ь  1— 2 м. Б ор ы  н а б л ю д а ю т с я  т а к ж е  и в н ек от ор ы х  
р е к а х  Ф р ан ц и и . В  с т а р и н у  б о р  н а б л ю д а л с я  на С ен е , г д е  он и з у 
ч а л ся  м н оги м и  и с с л е д о в а т е л я м и , о д н а к о  при р ек о н ст р у к ц и и  ру-
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ел а  реки  п р и ч и н а , п о р о ж д а ю щ а я  б о р , бы л а  у с т р а н е н а , и в н а с т о я 
щ ее  в р ем я  т ол ь к о  при о с о б о м  стеч ен и и  о б ст о я т ел ь ст в  м о ж н о  н а 
б л ю д а т ь  н еб о л ь ш и е  бор ы .

Д а л е е  н е о б х о д и м о  от м ети т ь , что в р ем я  п р о х о ж д е н и я  б о р а ,  
т. е. в р ем я  д о с т и ж е н и я  его  н а и б о л ь ш ей  вы соты , с о с т а в л я е т  в сег о  
н еск о л ь к о  м и н ут . П о с л е  то го  как  п р о ш ел  б о р , у р о в ен ь  в о д ы , 
хот я  и б о л е е  м е д л е н н о , но п р о д о л ж а е т  п ов ы ш ать ся  (р и с . 3 .1 6 ) ,  

И с х о д я  и з т о го  ф а к т а , что б о р  н а б л ю д а е т с я  т ол ь к о  в очень  н е 
м н о ги х  р ек а х , м о ж н о  сд е л а т ь  в ы в од , что он м о ж е т  о б р а зо в а т ь с я

т ол ь к о  при стеч ен и и  р а зл и ч н ы х  с п е ц и ф и 
ч еск и х  у сл о в и й . Б ор  м о ж е т  п о я в л я т ь ся , 
к о г д а  о т н о ш ен и е  гл уби н ы  в в ер х н ей  ч а 
сти рек и  к при л и в н ы м  к о л е б а н и я м  в у с т ь е 
вой ч аст и  рек и  д о с т и г н е т  п р ед ел ь н о й  
в ел и ч и н ы . Н о  д а ж е  т о г д а  бор  н е н а б л ю 
д а е т с я  в л ю б о й  м о м ен т  п р и л и в н ого  п е 
р и о д а . О бы ч н о  он п о я в л я е т ся  т о л ь к о  в 
п е р и о д  н аи в ы сш и х  п р и л и в ов , т а к и х , к ак  
си зи ги й н ы е приливы . Е сл и  г л у б и н а  в в е р х 
ней ч аст и  п оток а  у м ен ь ш и л а сь , н а п р и м ер , 
за  сч ет  а к к у м у л я ц и и  воды  в р еч н ом  р у сл е , 
то  б о р  п о я в л я ет ся  при о т н о си т ел ь н о  б о 
л е е  н и зк и х  п р и л и в а х .

В у ст ь я х  рек , г д е  в ер т и к ал ь н ы е к о л е 
б а н и я  у р о в н я  за в и с я т  от п р и л и в ов  в м о р е , 
б о р  не в ст р еч а ет ся . В с л е д с т в и е  у м е н ь ш е 
ния гл у б и н  при л и в , п р о н и к а ю щ и й  в р ек у , 
б у д е т  и с к а ж а т ь с я  (см . г л а в у  2 ) т а к и м

1 2  часы  о б р а з о м , что п е р и о д  п р и л и в а  (о т  M B  д о
Рис 3 1б П В )  б у д е т  ст а н о в и т ь ся  к ор оч е, а п ер и о д

отл и в а  —  д л и н н ее . В  р е зу л ь т а т е  п р о и з о й 
д е т  у в ел и ч ен и е  к р ути зн ы  кривой  и з м е н е 

ния у р о в н я , а с л е д о в а т е л ь н о , и у в ел и ч ен и е  н а к о п л ен и я  воды  
в е д и н и ц у  в р ем ен и . Е сл и  к р у т и зн а  к р и в ой  в н ек о т о р о й  точ к е  
п от ок а  п р ев ы си т  о п р е д е л е н н ы е  п р ед ел ь н ы е зн а ч ен и я  (з а в и с я 
щ и е  от  гл уби н ы  реки  на у ч а ст к е , л е ж а щ е м  н и ж е  д а н н о й  т о ч к и ) , 
то  п о я в л я е т ся  в о з м о ж н о с т ь  о б р а зо в а н и я  б о р а , к отор ы й  н ач н ет  
р а сп р о ст р а н я т ь ся  в в ер х  п о  п о т ок у .

Э ти  я в л ен и я  п о к а за н ы  на р и с. 3 .17 . Н а  нем  п р и в ед ен ы  тр и  
кри вы е х о д а  у р о в н я  —  в у ст ь е  реки  Х угл и  (й 0), на т р ети  р а с с т о я 
ния м е ж д у  у ст ь ем  и К а л ь к у тт о й  (hi) и в са м о й  К а л ь к у т т е  (Аг), 
г д е  н а б л ю д а л с я  б о р . О б р а з о в а н и е  б о р а  п р о и с х о д и л о  на н и ж е л е 
ж а щ е м  у ч а ст к е  рек и . Н а п р а в л е н и е  ск о р о ст ей  в т еч ен и е в сег о  п е 
р и о д а  п р о х о ж д е н и я  б о р а  п р е д с т а в л е н о  на рис. 3 .1 8 . В е р т и к а л ь 
ны е кривы е х о д а  у р о в н я  и ск о р о ст и  о п р е д е л е н ы  в у ст ь е  о д н о г о  
из п р и ток ов  реки  Х угл и . И н т ер есн ы е  с о о б р а ж е н и я  о п р о б л е м е  
и ск а ж ен и я  д л и н н ы х  вол н  в ы ск а за л  Ш ё н ф е л ь д  [ 1 2 2 ].
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В ы сота  б о р а  бы в а ет  р а зл и ч н о й  в р а зн ы х  у ч а ст к а х  реки; он а  
за в и си т  от и зм ен ен и й  ш ирины  р у сл а  и гл уби н ы  и от силы  п р и 
л и в а . Е сл и  б о р  су щ ест в у ет , то  вы сота б о р а  по м ер е  его  п е р е м е 
щ ен и я  в д о л ь  реки  од и н  или н еск о л ь к о  р а з  д о с т и г а е т  м а к си м у м а , 
а з а т е м  у м ен ь ш а ет с я  д о  н ул я , что с в я за н о  с д и с с и п а ц и е й  э н е р 
гии за  счет  т р ен и я . Б у д е т  н а б л ю д а т ь с я  т а к ж е  и н т ер ф ер ен ц и я , 
в ы зв а н н а я  части чн ы м  о т р а ж е н и е м  б о р а  от  м е а н д р о в  реки . Н а  
г л у б о к о в о д н ы х  у ч а ст к а х  реки  б о р  п е р е м е щ а е т с я  б ы ст р ее , чем  на  
м ел к о в о д н ы х  у ч а ст к а х .

М а т е м а т и ч е с к о е  о п и са н и е  р а с п р о с т р а н е н и я  и вы соты  б о р а , 
к отор ы е за в и с я т  от  р а зл и ч н ы х  у к а за н н ы х  вы ш е ф а к т о р о в , я в 
л я ет ся  д о в о л ь н о  с л о ж н о й  з а д а ч е й , так  как  с у щ е с т в о в а н и е  б о р а  
с в я за н о  с  при л и в н ы м  д в и ж е н и е м . К р о м е  т о го , бор  в о зн и к а ет  при  
оч ен ь  о п р е д е л е н н о м  со ч ет а н и и  у сл о в и й  и п о эт о м у  о с о б е н н о  
т р у д н о  о п р ед ел и т ь  в р ем я  и м ест о  его  з а р о ж д е н и я . В  д а л ь н ей ш ем  
б у д у т  вы в еден ы  о сн ов н ы е у р а в н ен и я , о п р е д е л я ю щ и е  р а с п р о с т 
р а н ен и е  и в ы соту  б о р а . Д л я  р ай о н о в  и м ом ен т о в  в р ем ен и , г д е  и 
к огда  м о ж е т  в ст р ет и ть ся  б о р , они  за м е н я т  с о б о й  обы чн ы е  
п р и л и в н ы е у р а в н ен и я . П о ск о л ь к у  б о р  р а с п р о с т р а н я е т с я  в в ер х  
по р ек е, то  п р и л и в н о е  д в и ж е н и е  в р ек е  б у д е т  как бы  р а с щ е п 
л я т ь ся  на д в е  части: на ф р о н т е  б о р а  (г д е  н а б л ю д а е т с я  от л и в ) и 
за  л и н и ей  ф р о н т а  (г д е  и м еет  м ест о  п р и л и в ).

Н а  ф р о н т а л ь н о й  л инии  б о р а  ск о р о ст ь  о т л и в н о го  т еч ен и я  м о 
ж е т  бы ть м а л о й  (н о  не р ав н ой  н у л ю ) , за  б о р о м  ск о р о ст и  п р и л и в 
н ого  т еч ен и я  м огут  стать  очень  бо л ь ш и м и  (р и с . 3 .1 8 ) .

В  о б о и х  р а й о н а х  в ы п ол н я ю т ся  обы ч н ы е п р и л и в н ы е у р а в н е 
ния. Б о р  о п р е д е л я е т  п р о м е ж у т о ч н о е  п о л о ж е н и е  гр ан и ц ы  м е ж д у  
эт и м и  р а й о н а м и . О ч ев и д н о , что нам  н у ж н о  зн а т ь  гл уби н ы  и 
ш и р и н у л ю б о г о  и з в о зм о ж н ы х  сеч ен и й , к отор ы е м о ж е т  п р о й 
ти б о р .

В к а ч ест в е  гр ан и ч н ы х у сл о в и й , о п р е д е л я ю щ и х  п р и л и в 
н о е  д в и ж е н и е  за  б о р о м , п р и н и м а ю т  в ер т и к а л ь н ы е п р и л и в н ы е  
д в и ж е н и я  в у ст ь е  реки  и в ы соту  у р о в н я  н е п о с р е д с т в е н н о  за  
б о р о м .

П р и л и в н о е  д в и ж е н и е  на п е р ед н ей  с т о р о н е  б о р а  о п р е д е л я е т с я  
к р аев ы м  у с л о в и е м  на г р а н и ц е  п р и л и в а  (т . е. на той  г р а н и ц е , за  
п р е д е л а м и  к от о р о й  ур ов н и  за в и с я т  т ол ь к о  от сток а  воды  из р еч 
н ого  б а с с е й н а )  или на б е р е г о в о й  ч ер т е , а т а к ж е  у р о в н е м  воды  
н е п о с р е д с т в е н н о  н а  ф р о н т е  б о р а .

У сл о в и я  на л и н и и  б о р а  я в л я ю тся  т а к  н а зы в а ем ы м и  в н у т р е н 
ним и гр ан и ч н ы м и  у сл о в и я м и  (см . г л а в у  1, р а з д . 8 ) .  И х  н е о б х о 
д и м о  п р и в л еч ь  д л я  того , чтобы  о б есп еч и т ь  ед и н ст в ен н о ст ь  р е ш е 
ния. В н у т р е н н и е  у сл о в и я  св я зы в а ю т ся  м е ж д у  с о б о й  п о с р е д с т 
вом  у р а в н ен и я , о п р е д е л я ю щ е г о  в ы соту  б о р а  (а  зн а ч и т , и 
р а зн и ц у  м е ж д у  у р о в н я м и  воды  на о б е и х  с т о р о н а х  б о р а ) .  Д л я  
о п р е д е л е н и я  ск о р о ст и  р а сп р о ст р а н ен и я  б о р а  с л у ж и т  ещ е  о д н о  
у р а в н ен и е .
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К а к  у ж е  о т м еч а л о сь , н а и б о л ь ш и е  т р у д н о с т и  в о зн и к а ю т  и з-за  
т о го , что н ам  з а р а н е е  н еи зв ест н о  и зм ен ен и е  м е с т о п о л о ж е н и я  
б о р а  во в р ем ен и . Э то  и зм ен ен и е  д о л ж н о  о п р е д е л я т ь с я  в п р о ц е с с е  
в ы п ол н ен и я  п р и л и в н ы х р а сч ет о в .

12.1. Формула для расчета бора в реке

У р а в н ен и я  д в и ж е н и я  и н ер а зр ы в н о ст и , о п р е д е л я ю щ и е  р а с 
п р о с т р а н е н и е  д л и н н ы х в ол н , п е р е с т а ю т  бы ть сп р а в ед л и в ы м и  
в т ех  м ест а х , г д е  и м еет ся  р а зр ы в  у р о в н я  (т. е. в н еза п н ы й  п е р е 
х о д  от о д н о г о  у р о в н я  к д р у г о м у ) . Б о р  м о ж е т  р а ссм а т р и в а т ь ся

h

Рис. 3 19.

как  д в и ж у щ и й с я  р азр ы в , которы й я в л я ет ся  ф ун к ц и ей  в р ем ен и  и 
м ест а . С о о т в ет ст в у ю щ и й  р а зр ы в  в у р о в н е  h о зн а ч а е т  н ал и ч и е  
б еск о н еч н ы х  в ер т и к ал ь н ы х у ск о р ен и й .

О д н а к о  и зв ест н о , что д л и н а  у ч а ст к а , в п р е д е л а х  к о т о р о го  
в ер т и к ал ь н ы е у ск о р ен и я  ст а н о в я т ся  су щ ест в ен н ы м и , с р а в н и 
т ел ь н о  н ев ел и к а . П о э т о м у  с м а т ем а т и ч еск о й  точки  зр ен и я  м о ж н о  
сч и тать , что р еал ь н ы й  р а зр ы в  в h н а х о д и т с я  в ц ен т р е  п е р е х о д 
ной зон ы . С л е д о в а т е л ь н о , н е в о зм о ж н о  о п р ед ел и т ь  в р ем ен н ы е и 
п р о ст р а н ст в ен н ы е  п р о и зв о д н ы е  от  h и Q.

С г и д р а в л и ч еск о й  точки  зр ен и я  б о р  м о ж е т  р а ссм а т р и в а т ь ся  
как  д в и ж у щ и й с я  ги д р а в л и ч еск и й  п р ы ж ок , которы й п е р е м е щ а е т с я  
со  ск о р о ст ь ю  с. Е сл и  н а б л ю д а т е л ь  д в и ж е т с я  со  ск о р о ст ь ю  б о р а ,  
он  б у д е т  в и д еть  ст а ц и о н а р н ы й  ги д р а в л и ч еск и й  п р ы ж о к , с л е д о 
в а т ел ь н о , он с м о ж е т  п р и м ен и ть  х о р о ш о  и зв ест н ы е ф о р м у л ы  д л я  
г и д р а в л и ч еск о го  п р ы ж к а , а за т е м  п ер ев ест и  их в п о д в и ж н у ю  с и 
с т ем у  к о о р д и н а т .

Н а  рис. 3 .1 0  п о к а за н о  р а с п р о с т р а н е н и е  б о р а  в в ер х  по п оток у , 
к ак  эт о  п р е д с т а в л я е т с я  н а б л ю д а т е л ю , н а х о д я щ е м у с я  в м ом енты  
h  и /2 на б е р е г у  р ек и . У р ов ен ь  воды  в м о м ен т  U о б о зн а ч е н
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сп л ош н ой  л и н и ей  QRS.  Н а  сеч ен и и  PQ н а б л ю д а л а с ь  ск о р о ст ь  т е 
чени я ии н а п р а в л ен н а я  в ст о р о н у  д в и ж е н и я  п оток а  (п р и л и в ), 
а на ST  —  ск о р о ст ь  иг, н а п р а в л ен н а я  в о б р а т н у ю  ст о р о н у  (о т 
л и в ) , так  как б о р  в о зн и к а ет  в к он ц е от л и в а .

К р о м е  того , из н а б л ю д ен и й  обы ч н о  с л е д у е т , что и\ >  | и2 \ .
В  м о м ен т  t2 ч асти ц ы  в оды , к отор ы е, при  t = U  н а х о д и л и сь  

в р а й о н е  PQRST , б у д у т  т еп ер ь  н а х о д и т ь ся  в р а й о н е  P ' Q ' R 'S ' T ' . 
О ч ев и д н о , что о б ъ е м  воды  еди н и ч н ой  ш ирины  (a iUi—  а2и2) р а 
вен с(а± —  a2), г д е  с —  ск о р о ст ь  б о р а . И  мы вн овь п р и х о д и м  
к у р а в н ен и ю  (5 .1 )  главы  1:

q =  a1(ul — c) =  a2(u2 — c), (12.1)

г д е  ск о р о ст ь  и2 я в л я ет ся  о т р и ц а т ел ь н о й  вел и ч и н ой , a q п р е д с т а в 
л я ет  со б о й  к о л и ч ест в о  воды , за к л ю ч е н н о е  в о б ъ е м е  еди н и ч н ой  
ш ирины , п е р е м е щ а ю щ е м с я  в м ест е  с б о р о м .

п

Рис. 3 20.

Н а  рис. 3 .2 0  п о к а за н а  си т у а ц и я , к о т о р у ю  в и ди т  д в и ж у щ и й с я  
н а б л ю д а т е л ь . О н ви ди т , что п ер ед н я я  ч аст ь  б о р а , п е р е м е щ а ю 
щ ег о ся  с о т н о си т ел ь н о й  ск о р о ст ь ю  и2 —  с, д в и ж е т с я  в ст о р о н у , 
о б р а т н у ю  н а п р а в л ен и ю  п от ок а , г д е  б о р  и м еет  о т н о си т ел ь н у ю
С К О р О С Т Ь  U i  —  с .

У р а в н ен и е , за м е н я ю щ е е  с о б о й  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я , п о л у 
ч а ет ся  т ак  ж е , как  эт о  бы л о  с д е л а н о  в г л а в е  1, р а з д . 5, при  
и сп о л ь зо в а н и и  у р а в н ен и я  со х р а н ен и я  и м п у л ь са . П р и  в ы в од е  
эт о г о  у р а в н ен и я  п р е д п о л о ж и м , что в ы п ол н я ю т ся  с л е д у ю щ и е  
у сл о в и я .

Р а зр ы в  и м еет  м ест о  в точ к е хо м е ж д у  д в у м я  в ер ти к ал ь н ы м и  
п л о ск о ст я м и , н а х о д я щ и м и ся  в x i и * 2= * i + 6 x  [ х \ < х г ) .  Д н о  
г о р и зо н т а л ь н о , а 8х  —  так ой  н аи м ен ь ш и й  о т р езо к , при к отор ом  
ск о р о ст и  в сех  ч а ст и ц  в к а ж д о м  из сеч ен и й  Xi и х2 м о ж н о  считать  
р авн ы м и  и го р и зо н т а л ь н ы м и . С л е д о в а т е л ь н о , в и х2 в ер т и к а л ь 
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ны м и д в и ж е н и я м и  м о ж н о  п р ен еб р еч ь . Э ти  п р е д п о л о ж е н и я  п о д 
р а зу м е в а ю т , что д а в л е н и е  в п л о ск о ст я х  xi  и х2 я в л я ет ся  г и д р о 
ст а ти ч еск и м . И  н а к о н ец , в д о л ь  о т р е зк а  пути  (хи х2) п р и дон н ы м  
т р ен и ем  п р ен ебр егаю т ..

Т о гд а  у р а в н е н и е  с о х р а н е н и я  и м п у л ь са  п р и н и м а ет  в и д  (см .
(5 .2 )  гл а в у  1)

S{a\  ~  а |)  =  - q  (и, -  « 2). (12.2)

И з (1 2 .1 )  с л е д у е т , что п р а в а я  ч аст ь  (1 2 .2 )  р ав н а  

(с — « 2)2 а 2 — (с — а , ) 2 а , .

В том  сл у ч а е , к о гд а  си л ой  т р ен и я  п р е н е б р е г а т ь  н ел ь зя , у р а в 
н ен и е  (1 2 .2 )  м о ж е т  бы ть с в е д е н о  к в и д у

РF*  +  - i -  Р£ (а ?  -  af) =  ~Р<7 ( а ,  -  « 2>  (1 2 .2 ')

И з  (1 2 .1 )  и (1 2 .2 )  м о ж н о  вы в ести  д в а  со о т н о ш ен и я , к отор ы е  
о ч ен ь  у д о б н ы  д л я  и сп о л ь зо в а н и я .

И з

=  0 2 (И2 - С ) 2 | ^ -  — l j

и с >  | и2 1 п о л у ч а ет ся  ф о р м у л а  

ан ал оги ч н ы м  о б р а з о м

с =  * .  +  ( г о . ) ' - [ ^ ( ^ ) Г -  0 2 - 4 )

М ы  м о ж е м  в се  ж е  п ост ав и т ь  в о п р о с , д а с т  л и  н ам  д о п о л н и 
т ел ь н у ю  и н ф о р м а ц и ю  о р а сп р о ст р а н ен и и  б о р а  у р а в н е н и е  б а 
л а н с а  эн ер ги и , з а п и с а н н о е  д л я  т о го  сеч ен и я , г д е  н а х о д и т с я  б о р . 
М о ж н о  о ж и д а т ь , что у р а в н е н и е  со х р а н ен и я  эн ер г и и , з а п и с а н н о е  
д л я  сеч ен и я , п ер п ен д и к у л я р н о г о  н а п р а в л ен и ю  р а сп р о с т р а н е н и я  
б о р а , не б у д е т  В ы пол няться , есл и  т ол ь к о  не п ри н ять  во в н и м а н и е  
п о т ер и  эн ер г и и  з а  счет  в я зк о й  д и сси п а ц и и .

О д н а к о  мы м о ж е м  п ол уч и ть  и н т е р е с у ю щ е е  н а с  у с л о в и е  д л я  
б о р а  из у р а в н ен и я  б а л а н с а  эн ер ги и , д а ж е  есл и  мы не б у д е м  у ч и 
ты вать п от ер и  эн ер ги и  за  счет  в н у т р ен н его  тр ен и я .

(1 2 .3 )
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Р а зн о с т ь  эн ер ги й  б Н  в п у н к т а х  хг —  с и х\ —  с (р и с . 3 .2 0 , г д е  
б Я  з а м е н е н о  на АН)  д л я  п о д в и ж н о й  си стем ы  к о о р д и н а т  з а п и 
сы в а ет ся  в в и д е

Ш  =  +  (12.5)

И с п о л ь зу я  в ы р а ж ен и я  (1 2 .3 )  и (1 2 .4 ) ,  п ер еп и ш ем  (1 2 .5 )  в в и д е

Е сл и  о п р ед ел и т ь  в ы соту  б о р а  как

А =  а 1 — а2, . ( 1 2 .7 )

то  п о л у ч а ем

< ^ >

И с п о л ь зу я  (1 2 .2 ) ,  г д е  q —  о т р и ц а т ел ь н а я  в ел и ч и н а , и (1 2 .5 ) ,  
и м еем

PgqbH =  - р  (а ,  — щ) gq  +  -J -P  (« 2  -  « 0  Я —

~ - Y ? g ( a \ - a % ) c .  (1 2 .9 )

Э то  со о т н о ш ен и е  о п и сы в а ет  ск о р о ст ь  и зм ен ен и я  эн ер ги и  
(dE/dt)  за  ед и н и ц у  в р ем ен и  в о б ъ е м е  еди н и ч н ой  ш ирины . О т д е л ь 
ны е члены  эт о го  у р а в н ен и я  х а р а к т е р и зу ю т  р а зн о с т и  п о т е н ц и а л ь 
ной и к и н ети ч еск ой  эн ер ги и , а т а к ж е  р а б о т у , п р о и зв о д и м у ю  с и 
л а м и  д а в л ен и я . П о с л е д н я я  д а е т с я  в ы р а ж ен и ем

- i -Р  g ( a \ ~ a 22) c .

И с с л е д о в а н и е м  ф ор м ы  б о р а  в за в и с и м о с т и  от его  эн е р г е т и ч е 
ск ого  б а л а н с а  за н и м а л с я  Ш ё н ф е л ь д  [124].

Р а в н о в е с и е  и у ст о й ч и в о сть  п р о ф и л я  д о с т и г а ю т с я  за  сч ет  д е й 
ствия  в ер т и к ал ь н ы х уск о р ен и й  ч а ст и ц  в оды . В  п о д о ш в е  б о р а  
ск о р о ст ь  его  у в ел и ч и в а ет ся  з а  счет  в ер т и к ал ь н ы х у ск о р ен и й , к о 
т ор ы е п р о т и в о п о л о ж н ы  у ск о р ен и ю  силы  т я ж ест и . В  в ер ш и н е  
б о р а  ск о р о ст ь  за м е д л я е т с я , т ак  как  н а п р а в л ен и е  в ер т и к а л ь н о г о  
у ск о р ен и я  с о в п а д а е т  с н а п р а в л ен и ем  у ск о р ен и я  силы  т я ж е с т и . 
В р е зу л ь т а т е  эт о го  ск о р о ст ь  р а сп р о с т р а н е н и я  ст а н о в и т ся  р ав н ой  
во в сех  ч а ст я х  б о р а  и т о г д а  б о р  ст а н о в и т ся  устой ч и в ы м . В том  
сл у ч а е , к о г д а  в ы сота  и к р у т и зн а  б о р а  д о ст и гн у т  к р и ти ч еск ой  
вел ич ины , в о л н а  н ач н ет  р а зр у ш а т ь ся .
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Ш ё н ф е л ь д  и с с л е д о в а л  эт у  п р о б л е м у , и сп о л ь зу я  т ео р и ю  к о 
р от к и х  вол н . В  л а б о р а т о р н ы х  у с л о в и я х  бы л о  н а й д ен о , что к р и т и 
ч еск а я  о т н о си т ел ь н а я  в ы сота  п р ы ж к а , в ер о я т н о , б у д е т  л е ж ’ать  
м е ж д у  0 ,4  и 0 ,5 , а к р у т и зн а  —  м е ж д у  0 ,5 5  и 0 ,75 . Э т о  с о г л а с у е т с я  
с н а б л ю д е н и я м и  ст а ц и о н а р н ы х  ги д р а в л и ч еск и х  п р ы ж к ов .

Н еск о л ь к о  п о з ж е  н а  о сн о в а н и и  со о т н о ш ен и й  (1 2 .1 )  и (1 2 .2 )  
мы п ол уч и м  ф о р м у л ы , к от ор ы е в ы р а ж а ю т  вы сот у  б о р а  Д в з а в и 
си м о ст и  от  гл уби н ы  м ест а  н е п о с р е д с т в е н н о  п е р е д  б о р о м  и з а  ним  
и о т н о си т ел ь н ы х  ск о р о ст ей  р а с п р о с т р а н е н и я  с —  и± или  с — иг. 
К р о м е  т ого , мы в ы в ед ем  п р и б л и ж ен н ы е  ф о р м у л ы  д л я  с и Д, вы 
р а ж е н н ы е  ч е р е з  ск о р о ст и  р а с п р о с т р а н е н и я  и гл уби н ы  в р а й о н а х ,  
р а с п о л о ж е н н ы х  вы ш е и н и ж е  (п о  п о т о к у ) б о р а .

С н а ч а л а  н а й д е м  в ы со т у  б о р а  как  ф ун к ц и ю  гл уби н ы  реки  н е 
п о с р е д с т в е н н о  п е р е д  б о р о м  и за  ним , а т а к ж е  как  ф ун к ц и ю  его  
ск о р о ст и  р а сп р о с т р а н е н и я . П о ск о л ь к у  а\ >  0, то  из (1 2 .3 )  п о л у 
ч а ем

Е сл и  в со о т в ет ств и и  с (1 2 .7 ) вв ести  в ы соту  б о р а , то  н а й д ем ,
ч то

З д е с ь  н е о б х о д и м о  отм ети ть , что (1 2 .1 1 ) эк в и в а л ен т н а  ф о р 
м у л е , к о т о р а я  обы ч н о  п о л у ч а ет ся  д л я  г и д р а в л и ч еск о го  п р ы ж к а  
(е сл и  иг —  с за м ен и т ь  на ск о р о ст ь  п от ок а  в н и ж н ей  ч аст и  п р ы 
ж к а )  .

И з  (1 2 .1 1 )  м о ж н о  п ол уч и ть  в а ж н ы й  вы в од. Е сл и  с р а в н я ет ся  
с2, г д е

п р е д с т а в л я е т  со б о й  ск о р о ст ь  р а сп р о с т р а н е н и я  в ол н , п е р е м е щ а ю 
щ и х ся  в в ер х  по п от о к у  в п ер ед и  б о р а , то  н а х о д и м , что Д = 0  и 
б о р а  не су щ ест в у ет .

С л е д о в а т е л ь н о , д л я  б о р а  д о л ж н о  в ы п ол н я ться  у с л о в и е  с >  сг 
и, чем  б о л ь ш е  эт о  н ер а в ен ст в о , т ем  вы ш е б ор .

А н ал оги ч н ы м  о б р а з о м  м о ж н о  в ы р ази ть  Д ч е р е з  a i  и ut —  с , 
есл и  и сп о л ь зо в а т ь  (1 2 .4 ) :

2а2 (и2 — с)2 
g (1 2 .1 0 )

[ х + 2Д2(Ц|  С)2]  • (1 2 .1 1 )

^2 =  «2 +  (Sa2)'2 (1 2 .1 2 )

С л е д о в а т е л ь н о ,

3 Г 1 о . 2 а х ( « !  —  с ) 2 2



г д е  ci —  ск о р о ст ь  р а с п р о с т р а н е н и я  вол н , п е р е м е щ а ю щ и х с я  в в ер х  
по п от о к у  з а  б о р о м , то  вн овь п о л у ч а ем , что Д = 0 .  П о э т о м у  д л я  
б о р а  в ы п ол н я ет ся  т а к ж е  н ер а в ен ст в о  в и д а  с <  й  и, чем  б о л ь ш е  
р а зн о ст ь  м е ж д у  с и й ,  тем  вы ш е б о р . И з  н ер а в ен ст в а  с <  й  с л е 
д у е т  т а к ж е , что м а л о е  в о зм у щ е н и е  з а  б о р о м  (к о т о р о е  р а с п р о 
ст р а н я ет ся  со  ск о р о ст ь ю  ci) м о ж е т  д о г н а т ь  б о р .

Т еп ер ь  мы м о ж е м  в ы р ази ть  с — й  или с —  й  как  ф ун к ц и и  вы 
соты  б о р а  Д и гл уби н ы  ai з а  б о р о м .

Е сл и  в в ести  1 — Д /a i  в м ест о  a^ai  и п р и м ен и ть  с л е д у ю щ и е  вы 
р а ж е н и я  в сл у ч а е  м ал ы х  е и а -1  Д:

/1 Ч1/* 1 * 1 2 А \ ~ l 1 , А , А2 -
( * - * >  = 1 - - 5 — - т * 2- ( . ' - - г г )  = 1 +  ^ Г  +  7 '

ТО ИЗ (1 2 .3 )

I 3 , ч1/, 4 Г , , 11 Д . И Д2 1 /10 , ..c — c2 +  -^ -(gax) —  |^1 +  ж  —  +  - 32- -Щ-J . (12.14)

А н а л о ги ч н о  из (1 2 .4 )

c = = c i - - T ^ i ) h +  +  (1 2 .1 5 )

Е с л и  с  р а в н о

C i  =  4 i J r { g a l ' ) ' \  ( 1 2 .1 3 )

Т о гд а

с = ( с, + с2) + 4 - 2 ^  [ i + 4 -  v l  ’ (12Л6)

о т к у д а  в и дн о , что с м о ж н о  а п п р о к си м и р о в а т ь  ( й  +  й ) ,  есл и  

п р ен еб р еч ь  ч л ен о м  а~2Д 2. Э та  а п п р о к си м а ц и я  д о п у с т и м а , н а п р и 

м ер , в том  сл у ч а е , к о гд а  а -1 Д <С 0,4 , т ак  как  т о г д а  п оп р ав оч н ы й

член  с о с т а в л я е т  п р и м ер н о  3%  величины  —  ( й  +  й ) .

И з  (1 2 .1 4 )  и (1 2 .1 5 )  т а к ж е  с л е д у е т , что п р и б л и ж е н н о

i - = -g -  C1 ~ f2 _ J _ > 1 - C 2)2
«1 3 9 gax ■ (1 2 .1 7 )

И з  (1 2 .1 2 ) ,  (1 2 .1 3 )  и (1 2 .1 7 )  п о л у ч а ем , что  

Д __«1 — «2 1 (“ i — ц2) 2 (1 2 .1 8 )

С л ед о в а т ел ь н о , вы сота  б о р а  р а с с м а т р и в а е т с я  з д е с ь  как ф у н к 
ция гл уби н ы  рек и  в той  ее  ч аст и , к о т о р а я  н а х о д и т с я  з а  б о р о м , и
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р а зн о с т и  м е ж д у  ск о р о ст я м и  р а с п р о с т р а н е н и я  в о б л а с т я х , р а с п о 
л о ж е н н ы х  в п е р е д и  и п о за д и  б о р а , или р а зн о ст и  м е ж д у  с о о т в е т 
ст в ую щ и м и  ср ед н и м и  ск о р о ст я м и  п о т о к а . В  св я зи  с эти м  м о ж н о  
за м ет и т ь , что ск о р о ст ь  п о т о к а  во в р ем я  от л и в а  п е р е д  б о р о м  
обы ч н о  м ен ь ш е ск о р о ст и  во в р ем я  п р и л и в а  за  б о р о м  ( | иг] <
<  Ui).

Н а  о сн о в а н и и  п р е д ы д у щ и х  с о о б р а ж е н и й  о к о н ч а т ел ь н о  н а х о 
д и м , что у сл о в и я  д л я  б о р а , у к а за н н ы е  в (1 2 ,1 )  и (1 2 .2 ) ,  м о ж н о  
за м ен и т ь  од н и м  из со о т н о ш ен и й  (1 2 .1 4 )  или (1 2 .1 5 )  и у сл о в и ем

В ы ш е мы в ы р а зи л и  в се  х а р а к т ер и ст и к и  ч е р е з  г л у б и н у  ai  той  
част и  реки , к о т о р а я  л е ж и т  за  ф р о н т о м  б о р а . В м е с т о  a i  м о ж н о  
т а к ж е  вв ести  г л у б и н у  а 2 на ф р о н т е  б о р а , п о л а г а я  при эт о м , что  
Д /я г  м ен ь ш е еди н и ц ы . В  о б щ е м , в том  с л у ч а е , к о г д а  к р и т и ч еск ая  
о т н о си т ел ь н а я  вы сота  б о р а  н а х о д и т с я  м е ж д у  0 ,4  и 0 ,5 , б о р  б у 
д е т  р а зр у ш а т ь с я  (см . Ш ё н ф е л ь д  [1 2 4 ]).

К о г д а  Д /а г  <С 1, со о т н о ш ен и я  (1 2 .1 4 )  и (1 2 .1 5 )  м о ж н о  а п п р о к 
си м и р о в а т ь  в в и д е

З а м е т и м , что ф о р м у л ы  (1 2 .2 0 )  —  (1 2 .2 2 )  м е н е е  точны , чем  
ф о р м у л ы  (1 2 .1 4 ) — (1 2 .1 8 ) ,  т а к  к ак  зн а ч е н и е  Д / a i  м ен ь ш е Д /аг . 
Ф ор м ул ы  (1 2 .1 4 )  —  (1 2 .1 8 )  м о гу т  и сп о л ь зо в а т ь ся  д л я  л ю б ы х  з н а 
чени й Д, есл и  д л я  б о л ь ш и х  зн а ч ен и й  Д у ч ест ь  п оп р ав оч н ы е  
члены .

с Д - -  а хи х — а 2и2. (1 2 .1 9 )

а со о т н о ш ен и е  (1 2 .1 6 )  — в в и д е

В  со о т в ет ст в и и  с (1 2 .1 8 )  н а х о д и м , что

А    а\ — и2 j 1 (ui — Ц2)2
*2 (ga2)4* 4 ga2

Е сл и  о б ъ е д и н и т ь  (1 2 .3 )  и (1 2 .4 ) ,  то  п о л у ч а ем , что

(1 2 .2 2 )

(1 2 .2 3 )

г д е  а о п р е д е л я е т с я  как  —  (а± +  а 2).
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О д н а к о  в с л е д у ю щ е м  р а з д е л е  б у д е т  п о к а за н о , что ф о р м у л ы  
(1 2 .2 0 )  и (1 2 .2 2 )  б о л е е  у д о б н ы  д л я  о п р е д е л е н и я  ск о р о ст и  р а с 

п р о ст р а н ен и я  с и вы соты  б о р а  Д , т ак  к а к  б о р  в о зн и к а ет  при м а 
л ой  в о д е , к о г д а  г л у б и н у  а 2 п е р е д  б о р о м  и ск ор ост ь  р а с п р о с т р а 

нени я  б%, н а й д е н н у ю  в (1 2 .1 2 ) ,  
л егч е  о п р ед ел и т ь , чем  в е л и 
чины а { и с j з а  б о р о м .

З а к л ю ч е н и е , к о т о р о е  вы 
т ек а ет  из п р и в ед ен н ы х  вы ш е  
ф о р м у л , н а х о д и т с я  в с о о т 
ветств и и  с с о о б р а ж е н и я м и ,  
вы ск а за н н ы м и  в п ер в о м  з а 
м еч ан и и  р а з д . 6, а и м ен н о: 
в л ю б о й  точ к е  к р и в ой , х а 
р а к т е р и зу ю щ е й  т р а ек т о р и ю  
д в и ж е н и я  б о р а , п е р е с е к а ю т -

u _______________ ,________ I___________t  ся четы ре ха р а к т ер и ст и к и
t i  t 2 (см . рис. 3 .2 1 ) .

Рис. 3 22. П о ск о л ь к у  ск о р о ст ь  п е р е 
м ещ ен и я  б о р а  б о л ь ш е х а 

р а к т ер и ст и ч еск и х  ск о р о ст ей  на ф р о н т е  б о р а , о б л а с т ь  за в и с и 
м ости  точки Р 2 на ф р о н т е  б о р а  не в к л ю ч ает  о б л а с т ь  са м о г о  б о р а . 
С л ед о в а т ел ь н о , р еш ен и е, о т н о с я щ ее ся  к о б л а ст и , л е ж а щ е й  п ер ед  
б о р о м , не за в и с и т  от н ал и чи я  б о р а .
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С д р у г о й  стор он ы , ск о р о ст ь  п е р е м е щ е н и я  б о р а  м ен ь ш е х а р а к 
т ер и ст и ч еск и х  ск о р о ст ей  за  б о р о м , т а к  что о б л а с т ь  за в и си м о ст и  
точки  Pi  о п р е д е л я е т с я  у сл о в и я м и  по о б е  стор он ы  б о р а . К р о м е  
т о го , х а р а к т ер и ст и к и  TPi  и ТР2 н е и м ею т  п р о д о л ж е н и я  в том  
сл у ч а е , к о г д а  в р ем я  б о л ь ш е, чем  t ( P )  (см . т а к ж е  рис. 3 .2 2 ) .

О д н а к о  в са м о й  эк ст р ем а л ь н о й  точ к е, р а с п о л о ж е н н о й  в н и ж 
н ей  ч аст и  п о т о к а , т. е. в той  точк е, г д е  о б р а з у е т с я  бор  (см . 
р а з д . И ) ,  р а зр ы в  м о ж н о  сч и тать  в н а ч а л е  б еск о н еч н о  м ал ы м , 
а путь  б о р а  п о л а г а т ь  с о в п а д а ю щ и м  с х а р а к т ер и ст и ч еск о й  к р и в ой  
(с м , п о с л е д н ю ю  ч асть  р а з д . 6 ) .  П о с к о л ь к у  в ы сота  б о р а  р езк о  у в е 

л и ч и в а ет ся  по м е р е  п р о д в и ж е н и я  в в ер х  по п оток у , то  р а зл и ч и я  
м е ж д у  т р а ек т о р и ей  д в и ж е н и я  б о р а  и со о т в ет ст в у ю щ и м и  х а р а к т е 
р и ст и ч еск и м и  кривы м и т а к ж е  б у д у т  в о зр а с т а т ь .

12.2. Расчет уровней и расходов воды по обе стороны от бора

П р е д п о л о ж и м , что б о р , д в и га я сь  в д о л ь  л и н и и  SP  (р и с . 3 .2 2 ) ,  
п р о х о д и т  сеч ен и е  (хи Хг) в т еч ен и е  п р о м е ж у т к а  в р ем ен и  
U <С t <С t%. Н а к л о н  л и н и и  S P  р ав ен  с. Р а й о н , л е ж а щ и й  сл ев а  
от S P , п р е д с т а в л я е т  с о б о й  п ер ед н и й  к р ай  б о р а  в т еч ен и е  в сег о  
п е р и о д а  его  п е р ем ещ ен и я . К о г д а  б о р  н а х о д и т с я  в сеч ен и и  (хи хг), 

ч е р е з  точ к у  Р п р о х о д я т  д в е  х а р а к т ер и ст и к и  —  R P , н а п р а в л е н н а я  
в в ер х  п о  п от ок у , и UP , н а п р а в л е н н а я  со о т в ет ст в ен н о  в о б р а т н у ю  
ст о р о н у . Е сл и  о т р езк и  (хи х2) и (х2, *з) д о с т а т о ч н о  м ал ы , то  их  
п р и б л и ж е н н о  м о ж н о  о п и са т ь  у р а в н ен и я м и  в и д а

х  — х 2 =  c t  (t — t2)\ х  — х 2 ==■ c f  (t — t2)y 
гд е  c~ и c+2 о п р е д е л я ю т с я  из

с }  =  «2 ±  (ga 2)' *-
П о ск о л ь к у  на п ер е д н е м  к р а е  б о р а  и м еет  м ест о  отл и в , иг я в 

л я ет ся  о т р и ц а т ел ь н о й  вел и ч и н ой , а а б с о л ю т н а я  в ел и ч и н а  н а 
к л он а  PU,  о п р е д е л я е м а я  как  | с ~ | ,  б о л ь ш е, чем  а б с о л ю т н а я  в е л и 

чина н а к л о н а  RP,  к о т о р а я  о п р е д е л я е т с я  Т а к  к ак  н ак л он  S P

п р и б л и ж е н н о  п р е д с т а в л я е т с я  в в и д е  с =  -^ - (с +  +  с+) >  с£, то
2 1 1 2

л и н и я  RP  н а х о д и т с я  сл ев а  от  SP.  К о г д а  бор  д о с т и г а е т  точки Р , 
х а р а к т е р и с т и к а  ТР  за  б о р о м  (н а  его  з а д н е м  к р а е ) о п р е д е л я е т с я  
у р а в н ен и ем

х  — х 2 ■= c t  (t — t2),

г д е  н а х о д и т с я  к ак  и± +  ( g a i ) !/s  и\ >  0  и а\  —  со о т в ет ст в ен н о  

ск о р о ст ь  и г л у б и н а  в о б л а с т и  за  б о р о м .
В р а з д . 12.1 бы л о  п о к а за н о , что с <  c j \  т а к  что ТР  л е ж и т  

с п р а в а  от SP.  Н а к л о н  х а р а к т ер и ст и к и  PV р а в ен  с~.
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В  п о с л е д у ю щ и х  ч а ст я х  эт о го  р а з д е л а  мы р а ссм о т р и м  за в и с и 
м ость  ур о в н я  воды  h от с р е д н е г о  в т еч ен и е  п р и л и в н о го  п ер и о д а  
у р о в н я  а0.

П у с т ь  a /i =  ao- \ -h /i и Q ' п р е д с т а в л я ю т  со б о й  зн а ч ен и я  а =  
=  a0-\-h  и Q н е п о с р е д с т в е н н о  на з а д н е м  к р а е  б о р а , а а4' =  
=  ao +  /i '  и Q 2 — со о т в ет ст в у ю щ и е  вел ич ины  на п е р е д н е м  к р а е . 
Т о г д а  hiTy Qi t  п р е д с т а в л я ю т  с о б о й  зн а ч ен и я  h и Q в точ к е Г; 
К р  ’ ^ ip  ’ ^ 2р ’ ^ 2р — со о т в ет ст в у ю щ и е  вел ич ины  на у ч а ст к а х , 
л е ж а щ и х  н и ж е  и вы ш е точки  Р; hzu, Q217 —  те  ж е  велич ины  в U.

В р а з д . 9  ф о р м у л ы  (9 .1 )  и (9 .2 ) в ы р а ж а л и  со о т н о ш е н и я ' 
м е ж д у  зн а ч ен и я м и  h и Q в д о л ь  х а р а к т ер и ст и к . Т ак и м  о б р а з о м ,  
на л ю б о м  к о н ц е х а р а к т ер и ст и к  вы п ол н я ю т ся  с л е д у ю щ и е  п р и б л и 
ж ен н ы е  со о т н о ш ен и я  м е ж д у  зн а ч ен и я м и  h и Q. Д л я  зн а ч ен и й  R 
и Р , л е ж а щ и х  вы ш е б о р а  (ср . с  (9 .1 )  и (9 .2 )  в с л у ч а е  р = 0 ) ,  
и м еем

h*lP — !г ( Q 2P — Q 2tf) =

=  — r Rp {  | Q  I Q  V ( x 2 -  X ;). ( 1 2 .2 4 )

В  U и Р , н а х о д я щ и х с я  вы ш е б о р а ,

^2U — ^2Р — ( g A b ^ u p  2 — Q2p) =
=  — г^р (  | Q I Q )£7^ ( x 3 — x 2). (1 2 .2 5 )

В  T  и P , л е ж а щ и х  н и ж е  б о р а ,

hip — ( g r̂ fe)p 7'/2(Q ip  — Q i r ) ~

=  r TP( \ Q \ Q  \ P (x2 х г). (1 2 .2 6 )

В д а л ь н ей ш ем  н е о б х о д и м о  р а с с м а т р и в а т ь  д в а  у р а в н ен и я  д л я  
б о р а . П о э т о м у  мы м о ж е м  в ы би р ать  м е ж д у  ф о р м у л а м и  (1 2 .1 4 )  —
(1 2 .2 2 ) .  П о -в и д и м о м у , ф о р м у л ы  (1 2 .2 0 )  и (1 2 .2 2 )  б о л е е  
у д о б н ы  д л я  р а сч ет а  б о р а . П р и б л и ж е н н о  они  м огут  бы ть з а п и 
сан ы  в ф о р м е

+  [ g ( ° , + M ] " , + 4 - g ’ - w - v )
<2 Р

bs («о +  Aip) ^  1 4 0 ^  Л ^  4 6 («о +  h'2py

Q ' i p - Q w  з  +  — <?2р)
h lP - h 2P Vlp V2P

bs [g («о -г h 2 p ) \  ‘ 4 b] S («0 +  h2Pf
(1 2 .2 8 )

П р е д с т а в л я е т с я  т а к ж е , что  в (1 2 .2 7 )  к в адр ати ч н ы м  ч л ен ом  
м о ж н о  п р ен еб р еч ь . К о эф ф и ц и ен т ы  в у р а в н е н и я х  (1 2 .2 4 )  —  (1 2 .2 6 )  
б у д у т  о п р ед ел ен ы  в с л е д у ю щ е м  р а з д е л е . Е сл и  он и  и зв ест н ы , то
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л и н ей н ы е у р а в н ен и я  (1 2 .2 4 )  и (1 2 .2 5 )  о п р е д е л я ю т  зн а ч ен и я  А' 

и Q 'p . П о д с т а в и в  их з а т е м  в (1 2 .2 8 ) ,  н а й д е м  зн а ч ен и я  А 'р 

и Q'ip из (1 2 .2 6 )  и (1 2 .2 8 )  с п о м о щ ь ю  м е т о д а  и т ер а ц и й . П о 

ск ол ь к у  сг и зв ест н о , есл и  Q'2p л  А'2р р ассч и т ан ы , то  зн а ч е н и е  с
в точ к е Р  м о ж е т  бы ть п о л у ч ен о  из (1 2 .2 7 ) ,  п о сл е  ч его  в се  в е л и 
чины , к от ор ы е н у ж н о  зн а т ь  в Р , о к а зы в а ю т ся  н а й д ен н ы м и .

12.3 Расчет и построение приливного движения 
при наличии в реке бора

В х, t-д и а г р а м м е , п р и в ед ен н о й  на р и с. 3 .23 , о б л а с т ь  р а с п р о 
ст р а н ен и я  б о р а  п о к а з а н а  сп л ош н ой  л и н и ей . С л ев а  от эт ой  л и н и и

х

х 4

X3

х 2

Xi
tp-2 tp-1 tp tp+1 

Р и с  3 .2 3

у р о в ен ь  в оды  сам ы й  н и зк и й , а сп р а в а  —  сам ы й  вы сок и й . Н а  эт ом  
р и су н к е  п о к а за н ы  т а к ж е  точки  сет оч н ой  о б л а с т и , п о ст р о ен н о й  
а н а л о г и ч н о  т о м у , к ак  эт о  бы л о  с д е л а н о  в р а з д . 10.

П р е д п о л о ж и м , что д в и ж е н и е  п р и л и в н ой  вол ны  в в ер х  по р ек е  
в м о м ен т  tv- 1 у ж е  о п р е д е л е н о  л и б о  п о с р е д с т в о м  р а сч ет а , л и б о  
г р а ф и ч еск и . С л е д о в а т е л ь н о , мы д о п у с к а е м , что зн а ч ен и я  А и Q 
и зв ест н ы  в т о ч к а х  (хи tv- 1) ( i— 1, 2 , 3 , . . . ) .  Т оч к а , в к о т о р о й  б о р  
п е р е с е к а е т  л и н и ю  t = t p-u  о б о з н а ч а е т с я  в х , /-д и а г р а м м е  ч е р е з  5 .

К р о м е  т о го , д о п у с т и м , что в 5  у ж е  о п р е д е л е н  т а к ж е  и ск ач ок , 
т ак  что н ам  и зв естн ы  у р о в н и  и р а с х о д ы  в оды  по о б е  стор он ы  
от б о р а .

П о к а ж е м  т еп ер ь , к ак  м о ж н о  о п р ед ел и т ь  зн а ч ен и я  A, Q д л я  
сеч ен и я  (хгхг) в м о м ен т  tP на  о б е и х  с т о р о н а х  б о р а  (точ к а  Р )  
с п о м о щ ь ю  г р а ф и ч еск о г о  п о ст р о ен и я  или р а сч ет а .
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Т ак  как  н ам  и зв естн ы  зн а ч ен и я  А и Q в 5 ,  мы м о ж е м  р а с с ч и 
т ать  п о л о ж и т ел ь н ы е  зн а ч ен и я  Ci и сг п о  о б е  стор он ы  от ск ач к а  —  
с' и с' . П р е д п о л о ж и м  сп ер в а , что в сеч ен и и  (хгх3) бор  р а с 

п р о ст р а н я ет ся  так и м  о б р а з о м , что с р е д н е е  зн а ч е н и е  ск о р о ст и  

р а сп р о ст р а н ен и я  в д о л ь  S P  (csp) о п р е д е л я е т с я  к ак  Cs p=

=  — (с'8 + C2s )  ( с м * (1 2 .1 6 )  или (12 .21)* ). З а т е м , п р о в ед я  л и н и ю

с н а к л о н о м  cSp ч е р е з  5 ,  о п р е д е л я е м  т оч к у  Р в п л о ск о ст и  х , t. 
Р а с с м о т р и м  т еп ер ь  о п р е д е л е н и е  А и Q в т оч к е Р  на л ю б о й  с т о 
р о н е  б о р а .

1. Д л я  эт о го  оц ен и м  сп ер в а  А и Q в точ к е Р по  о б е  сторон ы  
ск ач к а , т. е. зн а ч ен и я  А' , А'2р , Q'l p , Q'2P со о т в ет ст в ен н о .

М о ж н о , н а п р и м ер , п р е д п о л о ж и т ь , что они  т е  ж е , что и в точ к е 5 ,  
или д о п у ст и т ь , что и зм е н е н и е  А и Q на о б е и х  с т о р о н а х  б о р а  п р о 
и сх о д и т  а н а л о г и ч н о  т о м у , к ак  эт о  бы л о в п р ед ы д у щ и й  м о м ен т  
в р ем ен и . Т о г д а  на о сн о в а н и и  эт и х  о ц ен о к  в со о т в ет ст в и и  с (3 .4 )  
о п р е д е л я е м  к о эф ф и ц и ен т ы  х а р а к т ер и ст и к , а за т е м  в ы ч ер ч и в аем  
х а р а к т ер и ст и к и  PU, PR  и РТ  в х, /-д и а г р а м м е .

2. Т еп ер ь  м о ж н о  уточ н и ть  н аш и  оц ен к и , т ак  к ак  зн а ч ен и я  А 
и Q в U, R и Т м о ж н о  н ай ти  и н т ер п о л я ц и ей  зн а ч ен и й  А и Q в т о ч 
к а х  (хи tp- 1), / = 1 ,  . . . ,  4. М о ж н о  п р е д п о л о ж и т ь , что зн а ч ен и я  
А и Q в д о л ь  х а р а к т ер и ст и к и  PR я в л я ю т ся  с р ед н и м и  из н а ч а л ь 
ны х п р и б л и ж ен н ы х  зн а ч ен и й  в Р и и зв ест н о го  зн а ч ен и я  в R ; а н а 
л оги ч н ы е с о о б р а ж е н и я  м о ж н о  в ы ск а за т ь  и д л я  д р у г и х  х а р а к т е р и 
сти к  PU  и РТ.  Н а  о сн о в а н и и  эт и х  д о п у щ ен и й  п о л у ч а ем  у т о ч н е н 
ны е велич ины  н а к л о н о в  х а р а к т ер и ст и к  PR  и т. д .

3. У р а в н ен и я , к отор ы е с л у ж а т  д л я  о п р е д е л е н и я  А 'р , Q'i p ,

А2р и @2р в точ к е ан ал оги ч н ы  у р а в н ен и я м  (1 2 .2 4 )  —  (1 2 .2 6 ) .  
Т о г д а  м о ж н о  за м ен и т ь  (лгг —  х\) в (1 2 .2 4 )  на C2, RP(tp —  tv~i);  
(*з —  Хг) в (1 2 .2 5 )  на C2,up( tp  —  /р - i )  и (xz — xt) в (1 2 .2 6 )  на  
й , рт (tv —  ^p-i)-

О ст а л ь н ы е к о эф ф и ц и ен ты , за в и с я щ и е  от А, в у р а в н ен и я х
_ jl̂  __

(1 2 .2 4 )  —  (1 2 .2 6 ) ,  а и м ен н о  (g.4& ) 2 и г д л я  с о о т в ет ст в у ю щ и х  х а 
р а к т ер и ст и к , м о ж н о  т еп ер ь  о п р ед ел и т ь , в в о д я  с р е д н е е  зн а ч ен и е  А. 
З н а ч е н и е  | Q \ Q в д о л ь  х а р а к т ер и ст и к  м о ж н о  л и н е а р и зи р о в а т ь  п о 
с р ед ст в о м  (9 .5 )  или (9 .6 ) .

4 . П о с л е  вы п ол н ен и я  в сех  эт и х  о п ер а ц и й  м о д и ф и ц и р о в а н н ы е  
л и н ей н ы е у р а в н ен и я  (1 2 .2 4 )  —  (1 2 .2 8 )  м о ж н о  р еш и ть  м е т о д о м , 
у к а за н н ы м  в п р е д ы д у щ е м  р а з д е л е .

В  том  с л у ч а е , к о г д а  в ы ч и сл ен н ы е зн а ч ен и я  А'р и т. д . очень

си л ь н о  о т л и ч а ю т ся  от  за д а н н ы х , л у ч ш ее  р еш ен и е  б у д е т  п о л у 
ч ен о, есл и  вв ести  зн а ч ен и я  А 'р и т. д ., о п р е д е л е н н ы е  по п р е д ы 

д у щ и м  вы ч и сл ен и я м , или и н ач е —  п р и м ен и ть  м е т о д  и т ер а ц и й .
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О  гр а ф и ч еск о м  п о ст р о ен и и , о т н о с я щ е м с я  к д в и ж е н и ю  б о р а , 
м о ж н о  п р о ч ест ь  в р а б о т а х  Ш ё н ф е л ь д а  [123], а т а к ж е  Д р о н к е р с а  
и Ш ё н ф е л ь д а  [34].

Замечания . 1. Н а  о с н о в е  опы та п р и м ен ен и я  эт о го  к о н е ч н о -р а з 
н о ст н о г о  м е т о д а  вы я сн и л ось , что в о к р ест н о ст и  т р а ек т о р и и  д в и 
ж е н и я  б о р а  р а с с т о я н и е  м е ж д у  у зл а м и  сеточ н ой  о б л а с т и  д о л ж н о  
бы ть оч ен ь  н ебол ь ш и м ; о с о б е н н о  в а ж н о  эт о  у ч ест ь  в точ к е  з а р о ж 
д ен и я  б о р а . Т о ч н о е  о п р е д е л е н и е  о г и б а ю щ е й  п о л о ж и т ел ь н ы х  х а 
р а к т ер и ст и ч еск и х  кривы х п ол уч и ть  т р у д н о .

К р о м е  т о го , н е о б х о д и м о  за м ет и т ь , что у р а в н ен и я  д л я  б о р а  
вы в еден ы  на о сн о в а н и и  и сп о л ь зо в а н и я  у п р о щ а ю щ и х  д о п у щ ен и й . 
Т ак , бы л о с д е л а н о  п р е д п о л о ж е н и е  о в о з м о ж н о с т и  п р е н е б р е ж е 
ния т р ен и ем  о д н о  в о б л а с т и  б о р а , ш и р и н а р а й о н а  н а к о п л ен и я  
в о д  п о л а г а л а с ь  р ав н ой  ш и р и н е р у с л а . К р о м е  т о го , и зм ен ен и е  
гл у б и н  в н а п р а в л ен и и , п о п ер еч н о м  сеч ен и ю , обы ч н о  о к а зы в а ет  
с у щ е с т в е н н о е  в л и я н и е на в ы соту  б о р а . Д а л е е ,  ч а ст и ч н о е  о т р а ж е 
н и е от  б е р е г о в  рек , о с о б е н н о  в и зл у ч и н а х  м е а н д р и р у ю щ и х  рек , 
т а к ж е  в л и я ет  на в ы соту  б о р а . Е сл и  мы хот и м  уч ест ь  си л у  т р е 
ния, то  ее  н е о б х о д и м о  д о б а в и т ь  в п р а в у ю  ч асть  у р а в н ен и я  (1 2 .2 )  
(см . т а к ж е  у р а в н е н и е  (5 .4 )  главы  1 ) .

2. А б б о т  [2] р а з р а б о т а л  т ео р и ю  б о р а  п р и м ен и т ел ь н о  к у с л о 
ви ям  реки  С ев ер н .

Н е д а в н о  д л я  р а сч ет а  р а с п р о с т р а н е н и я  б о р а  бы л и сп о л ь зо в а н  
ч и сл ен н ы й  м ет о д . О сн овы  эт о го  м е т о д а , а н а л о г и ч н о г о  ч и сл ен 
н о м у  м е т о д у , п р и м ен ен н о м у  д л я  р а сч ет а  у д а р н ы х  вол н  в г а з а х ,  
б у д у т  и зл о ж е н ы  в с л е д у ю щ е й  г л а в е  в р а з д . 3.



Г Л А В А  4

КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫЕ МЕТОДЫ
•

Р а зн о с т н ы е  м ет оды  о с о б е н н о  у д о б н ы  при р а с ч е т а х  на э л е к 
т р он н ы х вы ч и сл и тел ь н ы х м а ш и н а х . В  п о с л е д н и е  годы  п о д о б н ы е  
м ет од ы  бы ли и сп о л ь зо в а н ы  д л я  р еш ен и я  м н оги х  п р а к т и ч еск и х  
за д а ч , в том  ч и сл е  и д л я  р а сч ет а  д л и н н ы х  вол н  и, в ч а ст н о ст и , 
д л я  п р и л и в н ы х р а сч ет о в .

К о н еч н о -р а зн о ст н ы й  м ет о д , котор ы й  и сп о л ь зо в а л с я  в п р е д ы д у 
щ ей гл ав е, п р и м ен я л ся  к х а р а к т е р и с т и к а м  у р а в н ен и й  дл и н н ы х  
вол н . В  этой  г л а в е  мы б у д е м  п р и м ен я т ь  ч и сл ен н ы е к о н е ч н о -р а з 
н остн ы е м ет о д ы , о сн о в а н н ы е на у р а в н е н и я х  д л и н н ы х  в ол н , не  
с в о д я  эти  у р а в н ен и я  к х а р а к т ер и ст и ч еск о й  ф о р м е . Т а к и е  ч и сл ен 
ны е к о н еч н о -р а зн о ст н ы е  м етоды  и м ею т  л и ш ь то п р еи м у щ ест в о , 
что они б о л е е  п росты  в п р и м ен ен и и . Э то  с о о б р а ж е н и е  с л е д у е т  
п ом н и ть  в о с о б е н н о с т и  при и зуч ен и и  р а зр ы в н о го  д в и ж е 
ния, к огда  м е т о д  х а р а к т ер и ст и к  п о зв о л я е т  п ол уч и ть  б о л е е  г л у 
б о к о е  и т о ч н о е  п о н и м а н и е  я в л ен и я , чем  к о н еч н о -р а зн о ст н ы е  
м ет оды .

П р и  р а зн о ст н о й  ап п р о к си м а ц и и  п р о и зв о д н ы х  во в н у тр ен н и х  
у з л а х  сет оч н ой  о б л а с т и  в в ед ем  т а к  н а зы в а ем ы е  ц ен т р а л ь н ы е р а з 
ности . О ч ев и д н о , что д л я  точек , р а с п о л о ж е н н ы х  на г р а н и ц а х  с е 
точ н ой  о б л а с т и  или в б л и ж а й ш е м  к ним р я д у  у зл о в , ц ен т р а л ь н ы е  
р а зн о с т и  и сп о л ь зо в а т ь  н е в о зм о ж н о  и п о эт о м у  н е о б х о д и м о  в в е 
сти о д н о с т о р о н н и е  в п е р е д  или н а з а д  н а п р а в л ен н ы е р а зн о ст и .

В н ов ь  н ач н ем  с р а ссм о т р ен и я  п р о ст ей ш и х  у р а в н ен и й  д л и н н ы х  
в ол н , и б о  в эт о м  с л у ч а е  м о ж н о  ср а в н и т ел ь н о  л егк о  р а зо б р а т ь с я  
в осн ов н ы х  и д ея х  ч и сл ен н о го  р еш ен и я , а т а к ж е  в в о п р о с а х  с х о д и 
м ости  и уст о й ч и в о ст и  ч и сл ен н о го  м е т о д а .

З а т е м  п р и в ед ем  к о н еч н о -р а зн о ст н у ю  а п п р о к си м а ц и ю  у р а в н е 
ний д л и н н ы х в ол н , оп и сы в а ю щ и х  д в и ж е н и е  в р ек а х .

В  р а зд . 3 р а ссм о т р и м  к о н еч н о -р а зн о ст н ы й  м ет о д , которы й  
м о ж е т  бы ть п р и м ен ен  в с л у ч а е  р а зр ы в н о го  д в и ж е н и я , н а п р и м ер  
в сл у ч а е  су щ ест в о в а н и я  б о р а . Т ем  сам ы м  эт о  я в л ен и е  б у д е т  а п 
п р о к си м и р о в а н о  н еп реры в н ы м  д в и ж е н и е м  с р езк о  м ен я ю щ и м и ся  
х а р а к т ер и ст и к а м и . В  эт ом  сл у ч а е  п р е д п о л о ж и м , что х а р а к т е р и 
стики д л и н н ы х вол н  h и Q м огут  бы ть п р ед ст а в л ен ы  т ак и м и  д о -
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ст а то ч н о  гл а д к и м и  ф ун к ц и я м и , что н ам  н е н у ж н о  б у д е т  р а с с м а т 
р и в ать  разр ы в ы .

В  р а з д . 4 б у д у т  о б с у ж д а т ь с я  к о н еч н о -р а зн о ст н ы е  а п п р о к с и 
м ац и и  у р а в н ен и й  м ел к о г о  м ор я  или п р и б р е ж н ы х  в од .

В  г л а в е  3 мы у ж е  р а с с м о т р е л и  н ек о т о р ы е м а т ем а т и ч еск и е  
стор он ы  к о н еч н о -р а зн о ст н ы х  р еш ен и й . В  эт ой  г л а в е  о б с у ж д е н и е  
эт и х  в о п р о со в  б у д е т  п р о д о л ж е н о .

Р а з р а б о т к а  м а т ем а т и ч еск и х  п р о б л е м , к о т о р ы е в о зн и к а ю т  при  
к о н еч н о -р а зн о ст н о й  а п п р о к си м а ц и и  т р ех м ер н ы х  у р а в н ен и й  в ч а 
стны х п р о и зв о д н ы х , о п и сы в а ю щ и х  д в и ж е н и е  п р и л и в н ой  волны  
в м о р е  с гео м ет р и ч еск и  сл о ж н ы м и  г р а н и ц а м и , н а х о д и т с я  в с а 
м ой  н а ч а л ь н о й  ст ади и ; п о я в л ен и е  б ы ст р о д ей ст в у ю щ и х  в ы ч и сл и 
т ел ь н ы х м аш и н  д а е т  н ам  в о з м о ж н о с т ь  о б р а т и т ь ся  к р еш ен и ю  
т а к и х  з а д а ч . М а т ем а т и ч еск и е  осн ов ы  п о д о б н о г о  р о д а  з а д а ч  з н а 
чи тел ьн о  с л о ж н е е , чем  д л я  д в у х м е р н ы х  з а д а ч  и д л я  з а д а ч , св я 
за н н ы х  с о д н о м ер н ы м  н ест а ц и о н а р н ы м  п от ок ом . Э ти х  в о п р о со в  
мы т ол ь к о  к о сн ем ся  в к он ц е  главы .

1. КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫЕ АППРОКСИМАЦИИ УПРОЩ ЕННЫХ 
ПРИЛИВНЫ Х  УРАВНЕНИЙ

1.1. Метод, используемый при известных начальных условиях

К о н е ч н о -р а зн о с т н ы е  м ет оды  р еш ен и я  п р и л и в н ы х з а д а ч  б у д у т  
сп ер в а  п р и м ен ен ы  к п р осты м  п р и л и в н ы м  у р а в н ен и я м  с п о с т о я н 
ны м и к о эф ф и ц и ен т а м и , в к отор ы х не у ч и т ы в ает ся  си л а  т р ен и я  
(см . г л а в у  3, р а з д . 1 ):

г л » 1 г + т = 0 ; 4 о т г  +  ж - = ° -  <и >

Н а ч а л ь н ы е  у сл о в и я  в м о м ен т  в р ем ен и  / = 0  п р е д п о л а г а ю т с я  
р авн ы м и  h ( x , 0 ) и Q (х, 0 ) . П у ст ь  к о о р д и н а т ы  (х , t) о п р е д е л я ю т  
точ к у  в п л о ск о ст и  х, t и п усть  (лг +  рДл;, t - \ - q k t )  (г д е  р, <7 =  0, 
± 1 ,  ± 2  и т. д .)  — к о о р д и н а т ы  с о с е д н и х  с ней точек . Х о р о ш о  и з 
в ест н о , что ч а ст н у ю  п р о и зв о д н у ю  п р ед п о ч т и т ел ь н о  за м ен я т ь  
ц ен т р а л ь н о й  к он еч н ой  р а зн о ст ь ю , н а п р и м ер ,

d h   ̂ h  ( х  +  Алт, t )  —  h  ( х  —  A x t t )  
д х  2 Ах '

Д л я  к о н еч н о -р а зн о ст н о й  а п п р о к си м а ц и и  со о т н о ш ен и й  (1 .1 )  
ан а л о ги ч н ы е в ы р а ж ен и я  в в о д я т ся  и д л я  dh/dt, dQ/dt  и dQ/dx.  
Т о гд а  (1 .1 )  за п и ш у т ся  в в и д е

g A 0 (*  4  А* ’ ~~ h (*  ~~ Ах' ** j - f
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П о ск о л ь к у  h и Q у д о в л е т в о р я ю т  у р а в н ен и ю  в ч астн ы х  п р о и з 
в о д н ы х  в т о р о г о  п о р я д к а

л д 2г  , д2г  ~ /л

то  со о т в ет ст в у ю щ а я  к о н е ч н о -р а зн о с т н а я  а п п р о к си м а ц и я  у р а в н е 
ния (1 .4 )  за п и сы в а ет ся  так:

— £71и | * ^  2 ^ ~ 2z (<х' ^ +  г ~ 2 Ах’ j (1 5 )

О ч ев и д н о , что к он еч н ы е р а зн о с т и , и сп о л ь зу ем ы е  в р а з н о с т 
ны х у р а в н ен и я х , б у д у т  ст р ем и т ь ся  к со о т в ет ст в у ю щ и м  п р о и з в о д 
ным в д и ф ф ер ен ц и а л ь н ы х  у р а в н ен и я х , есл и  Ах и At  ст р ем я т ся  
к н ул ю . О д н а к о  эт о  в о в се  не о зн а ч а е т , что р еш ен и е  р а зн о ст н ы х  
у р а в н ен и й  д л я  h и Q в с е г д а  б у д у т  ст р ем и т ь ся  к р еш ен и ю  д и ф ф е 
р ен ц и а л ь н ы х  у р а в н ен и й , у д о в л е т в о р я ю щ и х  за д а н н ы м  граничны м  
у сл о в и я м , есл и  д л я  Ах  и At  н е в ы п ол н я ет ся  о п р е д е л е н н о е  у с л о 
ви е. О б  эт о м  б у д е т  гов ор и т ь ся  в р а з д . 1.2 и 1.3.

В  р а зн о ст н ы х  у р а в н е н и я х  (1 .2 ) и (1 .3 )  х и t м о гу т  р а с с м а т 
р и в ать ся  как  н еп р ер ы в н ы е п ер ем ен н ы е. О д н а к о  при ч и сл ен н ы х  
р а с ч е т а х  в о зн и к а ет  н е о б х о д и м о с т ь  огр ан и ч и т ь  п ер ем ен н ы е д и с к 
ретны м  р я д о м  зн а ч ен и й

Хт =  х о +  т к х ;  t n = - t 0 - \-r i  Д/,  (1.6)

гд е  т и п —  ц ел ы е ч и сл а  (0 , ± 1 ,  ± 2  и т. д . ) .  В  эт ом  сл у ч а е  
в р а зн о ст н ы х  у р а в н ен и я х  р а с с м а т р и в а ю т с я  т ол ь к о  те  зн а ч ен и я  
h и Q, к отор ы е п р и х о д я т ся  на эти  точки.

В  у з л а х  т ак ой  сет оч н ой  о б л а с т и  ч и сл ен н ы е р еш ен и я  у р а в н е 
ний (1 .2 )  и (1 .3 ) ,  в к отор ы х х  и t за м е н я ю т с я  на ( 1 .6 ) ,  н а х о д я т с я  
с л ед у ю щ и м  о б р а з о м . П у ст ь  н ач ал ь н ы е зн а ч ен и я  h и Q (п р и  / = 0 )  
за д а н ы  в и н т ер в а л е , о гр а н и ч ен н о м  у зл а м и  хо <С х <  х0 +  МАх.  
Т о гд а  h(x,  0 ) и Q (х, 0 ) и зв естн ы  в у з л а х  (х0 - \ -тАх , 0 ) . З н а ч е 
ния Q в у з л а х  (Xo +  mAx , At) м о ж н о  о п р ед ел и т ь  п о ср ед ст в о м  
с л е д у ю щ и х  р а зн о ст н ы х  у р а в н ен и й , п ол уч ен н ы х из (1 .1 ) ,  и сп о л ь 
зу я  в м ест о  п р о и зв о д н ы х  по в р ем ен и  в п е р е д  н а п р а в л ен н ы е к о 

z  (х, t  +  2 U)  — 2z  (х, t) + г ( х ,  t  — 2М)  ]
(2 АО2 1
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нечн ы е р а зн о с т и , п р и ч ем  в эт и х  у р а в н е н и я х  х т еп ер ь  б у д е т  о б о 
зн а ч а т ь  хо +  тАх:

А ( х  -f- А х , 0 ) — h (х — А х , 0 ) =

=  -  [ Q (-*. M ) - Q ( x ,  0)], (1.7)

h(x,  At) - h (a:, 0) =

=  - W ^ ( Q ( x  +  A x ’ ° ) - Q ( * - A* ’ °)1- ( L 8 )

П о д ч ер к н у т ы е  члены  м о ж н о  с р а з у  ж е  р а ссч и т а т ь , т ак  как в се  
д р у г и е  члены  и зв естн ы  из н ач ал ь н ы х у сл о в и й  при  / = 0 .

П е р е й д е м  к ч и сл ен н о м у  р а сч ет у  h и Q на л и н и я х  t = 2 A t  и т. д . 
д о  t = n A t f и сп о л ь зу я  у р а в н е н и я  (1 .2 )  и (1 .3 ) .

В в е д е м  с л е д у ю щ и е  о б о зн а ч е н и я :

h ( x 0-{-m Ах, t0 +  п kt) =  hm,

Q ( x 0-\- т  А х , t§ ti А^) =  Q m . (1*9)

Т о г д а  р а зн о ст н ы е  у р а в н е н и я  д л я  h и Q в у з л а х  сеточ н ой  о б 
л а ст и  п р и м у т  в и д

А"+1 -  Аш-i +  ЫоГ1 (Qnm+l -  (& -')  =  0, (1.10)

hnm+x- h nm- x + 6 0- 1^ L ( q " + i _  Q" _ , )  =  (). (1.11)

П у ст ь  зн а ч ен и я  h и Q и зв ест н ы  во в с е  м ом ен ты  в р ем ен и  
в п л оть  д о  t = t o  -f- nAt.  Т о г д а  в (1 .1 0 )  и (1 .1 1 )  зн а ч ен и я  Q ”+1

и hn+x о к а зы в а ю т ся  н еи зв ест н ы м и  и их м о ж н о  о п р ед ел и т ь

н е п о с р е д с т в е н н о  из эт и х  у р а в н ен и й . С х ем а  р а с п о л о ж е н и я  у зл о в  
сеточ н ой  о б л а с т и , и с п о л ь зу е м о й  в (1 .1 0 )  и ( 1 .1 1 ) ,  п о к а з а н а  на  
рис. 4 .1 . В  у з л а х , оч ер ч ен н ы х к р у ж к а м и , зн а ч ен и я  h и Q и зв естн ы  
из п р е д ы д у щ е г о  п р и б л и ж ен и я ; в у з л а х , о б о зн а ч е н н ы х  к р е с т и 
к ам и , зн а ч ен и я  h и Q д о л ж н ы  бы ть вы ч и сл ен ы . О ч ев и д н о , что  
с п о м о щ ь ю  эт о го  м е т о д а  н ел ь зя  р а ссч и т а т ь  h и Q в у з л а х  
(*о +  тАх\ to +  nAt),  г д е  0 ^  т ^  М.  П р и  п = 0 зн а ч ен и я  h и Q 
и зв естн ы  во в сех  у з л а х  сеточ н ой  о б л а с т и . И з  (1 .7 )  и (1 .8 )  с л е 
д у е т , что д л я  п =  1 зн а ч ен и я  h и Q м о ж н о  о п р ед ел и т ь  в т ех  у з 
л а х , г д е  1 ^  т ^  М —  1; д л я  п >  2 и с п о л ь зу ю т с я  ф о р м у л ы
(1 .1 0 )  и (1 .1 1 ) .  З а т е м  м о ж н о  р а ссч и т а т ь  h и Q д л я  п = 2 в у з л а х ,  

о п р е д е л я е м ы х  со о т н о ш ен и я м и  2 ^  т  ^  М  —  2, и, в о б щ е м , з н а 
ч ен и я  h и Q м о ж н о  р а ссч и т а т ь  д л я  п =  р  в т ех  у з л а х , д л я  к о т о 

ры х р  ^  т ^  М  —  р. И , н а к о н ец , на л и н и и  п =  — М  зн а ч ен и я
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п + 1

эт и х  ф ун к ц и й  м о ж н о  о п р ед ел и т ь  т ол ь к о  д л я  о д н о г о  у з л а

т = - ^ М  (е с л и  М ч е т н о е ) . Т ак и м  о б р а з о м , п р е д с т а в л я е т с я , что

р ек ур си в н ы е ф о р м у л ы  п о зв о л я ю т  р а ссч и т а т ь  h и Q в л ю б о м  в н у т 
р ен н ем  у з л е  сет оч н ой  о б л а с т и , л е ж а щ е м  в н утр и  т р еу го л ь н и к а ,  
о г р а н и ч ен н о го  о т р езк о м  *о ^  х ^  *о +  МАх  н а  л и н и и  / = 0  и

д в у м я  л и н и я м и  с н а к л о н а м и  
±At/Ax.  С л е д о в а т е л ь н о , з н а 
чени я  h и Q в к а ж д о м  у з л е  
в н утр и  т р еу го л ь н и к а  з а в и 
ся т  от зн а ч ен и й  h и Q, з а 
д а н н ы х  н а л и н и и  / = 0 .  Э т о 1 
за к л ю ч е н и е  а н а л о г и ч н о  вы 
в о д у , п о л у ч ен н о м у  д л я  д и ф 
ф ер ен ц и а л ь н ы х  у р а в н ен и й  
( 1 .1 ) ,  к о г д а  зн а ч ен и я  h и Q 
в т оч к е  Р  за в и с е л и  от  h и Q 
на н ач ал ь н ы х л и н и я х , о п р е-  

х д е л я е м ы х  х а р а к т е р и с т и к а 
ми, п р о х о д я щ и м и  ч ер ез  Р. 
Т ак и м  о б р а з о м , н е о б х о д и м о  
д е л а т ь  р а зл и ч и е  м е ж д у  т р е 

у го л ь н и к о м  за в и си м о ст и  д л я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  и р а зн о с т н о г о  
у р а в н ен и й .

п-1

x 0t0 т-1 т
Рис, 4.1.

т+1

1.2. Сходимость конечно-разностного метода

В п р ед ы д у щ ем  р а з д е л е  мы н е п ол уч и л и  д ей ст в и т ел ь н о й  в е л и 
чины  со о т н о ш ен и я  k = A x / A t .  М о ж е т  п о к а за т ь с я , что д л я  h и Q 
в к а ж д о м  у з л е  сеточ н ой  о б л а с т и  м о ж н о  н ай ти  р а зл и ч н ы е р е ш е 
ния, в а р ь и р у я  k. Н а  эти  со м н ен и я  м о ж н о  бы л о  бы  н е о б р а 
щ ать  се р ь е зн о г о  в н и м ан и я , есл и  бы  мы см огл и  п р о и зв ест и  и з 
м ел ь ч ен и е ячейки  сетк и  (и с п о л ь зу я  м ен ь ш и е зн а ч ен и я  At  и Ах) 
и о д н о в р е м е н н о  ост ав и т ь  н еи зм ен н ы м  k\ эт о  п р и в ел о  бы к с х о 
д и м о ст и  р еш ен и я  к т о ч н о м у  р еш ен и ю  д и ф ф ер ен ц и а л ь н ы х  у р а в 
нен и й , у д о в л е т в о р я ю щ и х  о п р ед ел ен н ы м  гр ан и ч н ы м  у сл о в и я м . 
О д н а к о , п о -в и д и м о м у , в т а к о м  и зм ел ь ч ен и и  я ч еек  сетки  нет н е 
о б х о д и м о с т и  в том  сл у ч а е , к о г д а  k <  с0, г д е  со— ск о р о ст ь  р а с 
п р о ст р а н ен и я  в о л н о в о й  точ к и , (gAob^ 1) ,/2. Э то  м о ж н о  д о к а за т ь

сл е д у ю щ и м  о б р а з о м .
П у ст ь  АРС  я в л я ет ся  т р еу го л ь н и к о м  за в и с и м о с т и  точки Р 

(р и с . 4 .2 ) ,  с о в п а д а ю щ е й  с точк ой  Р  в д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й  з а д а ч е ,  
з д е с ь  tg  P A B = l / k  и t g  P C B = \ / k .  К р о м е  т о го , п усть  РА'С'  я в 
л я е т с я  т р еу го л ь н и к о м  за в и си м о ст и  р еш ен и я  д и ф ф ер ен ц и а л ь н ы х  
ур а в н ен и й , за п и са н н ы х  д л я  h и Q, в т оч к е Р . Т о г д а  РА'  и РС'  
я в л я ю тся  х а р а к т ер и ст и к а м и , п р о х о д я щ и м и  ч ер ез  Р  и t g  РА'В  =
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=  l /co<C\/k .  Е сл и  и зм ен и т ь  н ач ал ь н ы е у с л о в и я  на о т р е зк а х  
АА'  и С С ', то  р еш ен и е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н ен и й  д л я  h и Q 
в точ к е  Р т а к ж е  б у д е т  м ен я ть ся ; о д н а к о  эт о г о  не б у д е т  н а б л ю 
д а т ь с я  в сл у ч а е  р еш ен и я  р а зн о с т н о г о  у р а в н ен и я , к о т о р о е  за в и си т  
от н ач ал ь н ы х зн а ч ен и й  на АС.

С л е д о в а т е л ь н о , есл и  р а сст о я н и е  м е ж д у  у зл а м и  сет оч н ой  о б л а 
сти б е с к о н е ч н а  у м е н ь ш а е т с я , a k при  эт ом  о с т а е т с я  н еи зм ен н ы м , 
т о  нет  н е о б х о д и м о с т и  т р е б о в а т ь  с х о д и м о с т и  р еш ен и я  р а зн о с т н о г о  
у р а в н е н и я  к р еш ен и ю  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н ен и я . С х о д и 
м ост ь  р еш ен и я  р а зн о с т н о г о  у р а в н ен и я  к р еш ен и ю  д и ф ф е р е н ц и 
а л ь н о го  у р а в н ен и я  и м еет  м ест о  в том  сл у ч а е , к о г д а  k >  cq.

р

Рис 4.2.

Ч и т а т ел ь  м о ж е т  н ай ти  д о к а за т е л ь с т в о  эт о г о  у т в е р ж д е н и я  
в кни ге Ф о р с а й т а  и В а з о в а  [42] (р а з д . 4 .3 — 4 .5 ) .  Э т о  д о в о л ь н о  
о б ш и р н а я  т ео р и я , к о т о р у ю  мы не б у д е м  п ер еп и сы в а т ь  з д е с ь , о с 
н о в ы в а ет ся  на том , что я в н о е  р еш ен и е  за д а ч и  с н ач ал ь н ы м и  у с 
л о в и я м и , о п и сы в а ем о й  л и н ей н ы м и  д и ф ф ер ен ц и а л ь н ы м и  у р а в н е 
ни я м и  в ч астн ы х  п р о и зв о д н ы х , м о ж е т  бы ть н а й д е н о  м е т о д о м  р а з 
д е л е н и я  п ер ем ен н ы х  с п о с л е д у ю щ и м  с у м м и р о в а н и ем  р еш ен и й :

k (x ,  t) =■ 2  и ь (•*) '?k (Ю; Q (х, t) =  2  Qk (х) <1ik (jt).
k k

г д е  Hk (x) и Qk (*) о п р е д е л я ю т с я  в в и д е  р я до в  Ф у р ь е  и п р е д с т а в 
л я ю т  с о б о й  гр ан и ч н ы е у с л о в и я  д л я  h и Q при t = 0.

Д л я  к о н е ч н о -р а зн о с т н о г о  у р а в н ен и я , о п и сы в а ю щ ег о  п о в е д е 
н и е ф у н к ц и и  в к он еч н ом  ч и сл е у зл о в  сет оч н ой  о б л а с т и , р еш ен и е  
м о ж е т  бы ть за п и с а н о  а н а л о г и ч н о  у к а за н н о м у  вы ш е к ак  л и н е й 
н ая  к о м б и н а ц и я  ф ун к ц и й ; эти  ряды  с о д е р ж а т  к о н еч н о е  ч и сл о  
ч л ен ов .
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Т еп ер ь  м о ж н о  п ер ей т и  к о б с у ж д е н и ю  сх о д и м о с т и  р а зн о с т н о г о  
р еш ен и я  к р еш ен и ю  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н ен и й . О д н а к о  з а м е 
ч ат ел ь н о  то , что д л я  сп ец и а л ь н ы х  к л а ссо в  н ач ал ь н ы х ф ун к ц и й , 
н а п р и м ер  д л я  ан а л и т и ч еск и х  ф ун к ц и й , р еш ен и е  р а зн о ст н ы х  у р а в 
н ени й  м о ж е т  ст р ем и т ь ся  к р еш ен и ю  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е 
ний при зн а ч ен и я х  k , м ен ь ш и х , чем  со. Н а  эт о  о б с т о я т е л ь с т в о  у к а 
за л  Д а л  ьквист [21].

Э т о  п он я т н о , т ак  как , есл и  /  (х )  я в л я ет ся  а н а л и т и ч еск о й  ф у н к 
ц и ей , зн а ч ен и я  /  (х )  в м ен ь ш ем  и н т ер в а л е  о п р е д е л я ю т  зн а ч ен и я  
эт о й  ф ун к ц и и  в б о л ь ш ем  и н т ер в а л е . Н а  о сн о в а н и и  у к а за н н ы х  
вы ш е с о о б р а ж е н и й  м о ж н о  с д е л а т ь  в ы в од  о т ом , что д л я  k >  с0 
с х о д и м о с т ь  я в л я ет ся  д о ст а т о ч н ы м , но не н е о б х о д и м ы м  у с л о в и е м .

П р и  k = c o  с х о д и м о ст ь  г а р а н т и р о в а н а , есл и  н а ч а л ь н ы е у с л о 
вия н еп р ер ы в н о  д и ф ф е р е н ц и р у е м ы  (см . Ф о р са й т  и В а з о в  [4 2 ] ) .  
Р а зл и ч н ы е  д о к а за т е л ь с т в а  п р и в о д я т ся  д л я  т о го  сл у ч а я , к о г д а  
н ач ал ь н ы е у сл о в и я  з а д а ю т с я  в ф о р м е  h (х, 0) =  f \ x )  и 
(dh/dt ) /==0= g - ( x ) .  Е сл и  н ач ал ь н ы е у с л о в и я  за д а н ы  в в и д е  h(x,  0 )

и Q (х , 0 ) , их м о ж н о  н е п о с р е д с т в е н н о  св ести  к у к а з а н н о м у  вы ш е  
в и д у , и сп о л ь зу я  у р а в н ен и я  (1 .1 ) (см . р а з д . 1 главы  3 ) .

П о ск о л ь к у  ч и сл ен н ы е расч еты  о сн о в ы в а ю т ся  на м н о го к р а т н о м  
и сп о л ь зо в а н и и  о д н и х  и т ех  ж е  ф о р м у л , то  в с л е д с т в и е  о ш и б о к  
о к р у г л ен и я  к а ж д о е  р а сс ч и т а н н о е  зн а ч е н и е  к а к о й -л и б о  ф ун к ц и и  
б у д е т  вл и я ть  н а  п о с л е д у ю щ и е  зн а ч ен и я  эт ой  ф ун к ц и и .

Д а л ь к в и с т  п о к а з а л , что в р а зн о ст н ы х  у р а в н е н и я х , п о д о б н ы х  
у р а в н ен и я м  (1 .2 )  и (1 .3 ) или (1 .5 )  (в  том  сл у ч а е , к о г д а  они п р е 
о б р а зо в а н ы  так , что Со ст а н о в и т ся  р авн ы м  е д и н и ц е ) , ск о р о ст ь  
в о з р а с т а н и я  о т д ел ь н о й  ош и б к и  м о ж е т  стать  в есь м а  с у щ е с т в е н 
ной, есл и  £  <  1. П р и  эт о м  он р а с с м а т р и в а л  с л е д у ю щ е е  з а д а н и е  
н ач ал ь н ы х ф ун к ц и й :  
д л я  д и ф ф ер ен ц и а л ь н ы х  у р а в н ен и й

В кни ге Ф о р са й т а  и В а з о в а  [42] п о к а за н о , что а б с о л ю т н о е  
зн а ч е н и е  и зо л и р о в а н н о й  ош и бк и  е в точ к е (Q , At) б у д е т  в о з р а 
стать  по к р ай н ей  м ер е  д о  велич ины  е£-2[(*/д*)-1] в y 3Jie (Xf н а 
х о д я щ е м с я  в о б л а с т и  в л и я н и я  у з л а  (Q , At) (PQR  н а  рис. 4 .3 ) .  Т а 
ким  о б р а з о м , в эт ом  с л у ч а е  и зо л и р о в а н н а я  о ш и б к а  у в е л и ч и 
в а ет ся  эк сп о н ен ц и а л ь н о  д л я  ф и к си р о в а н н о г о  /, есл и  At  ст р ем и т ся  
к н ул ю , a k <.  1. П о ск о л ь к у  о ш и бк и  о к р у г л ен и я  м о гу т  в о т р е 

ш ь

1.3. Устойчивость конечно-разностного метода

е с л и  х ф О ,  
е с л и  х  =  0 ,

и д л я  р а зн о ст н ы х  у р а в н ен и й



ч а т ь ся  н а  к а ж д о м  ш а г е  р а сч ет а  и п о ск о л ь к у  он и , в о б щ е м , не 
к о м п ен си р у ю т  д р у г  д р у г а , н е о б х о д и м о  п о л о ж и т ь  £ > 1 .

Е сл и  ош и б к и  о к р у г л ен и я  в к о н еч н о -р а зн о ст н ы х  а п п р о к с и м а 
ц и я х  в е д у т  с е б я , у к а за н н ы м  вы ш е о б р а з о м , то  к о н еч н о -р а зн о ст -  
ный м е т о д  н а зы в а ет ся  неустойчивым.

М ы  не ст ав и м  п е р е д  с о б о й  з а д а ч у  п о д р о б н о г о  о б с у ж д е н и я  у с 
т ой ч и в ости  р а зн о ст н ы х  у р а в н ен и й . Ч и т а т ел ь  м о ж е т  н ай ти  п о л 
н о е  и з л о ж е н и е  эт ой  п р о б л ем ы  в к н и ге Ф о р с а й т а  и В а з о в а  [42]. 
Р а с с м о т р и м  л и ш ь н ек о т о р ы е а сп ек ты  этой  п р о б л ем ы .

Н е в о з м о ж н о  п ол уч и ть  к о н е ч н о -р а зн о с т н у ю  а п п р о к си м а ц и ю , 
д л я  к от о р о й  в л и я н и е  о ш и б о к  о к р у г л ен и я  н еи зм е н н о  ст р ем и л о сь  
бы  к н у л ю  при ст р ем л ен и и  к н у л ю  дл и н ы  Ах и в р ем ен и  At. Э то  
св я за н о  с н а л о ж е н и е м  о ш и б о к  в р е ш е 
нии (а н а л о г и ч н о е  я в л ен и е  и м еет  
м ест о  в сл у ч а е  л и н ей н ы х з а д а ч ) .  П о 
эт о м у  м о ж е т  о к а за т ь с я , что в ы бор  
сетки  с м ал ы м и  р а зм е р а м и  я ч еек , п о 
зв о л я ю щ ей  п о ст р о и т ь  х о р о ш у ю  а п п р о 
к си м а ц и ю  р еш ен и я  д и ф ф е р е н ц и а л ь 
н ого  у р а в н ен и я , не у м ен ь ш и т  р а с х о ж 
д ен и й  м е ж д у  вы ч и сл ен н ы м  и точны м  
р еш ен и я м и . Э то  п р о и с х о д и т  в том  с л у 
ч ае, к о г д а  в с л е д с т в и е  у в ел и ч ен и я  ч и 
сл а  ш а го в  н а к а п л и в а ет ся  б о л ь ш а я  с у м 
м а р н а я  о ш и б к а , н есм о т р я  на у м е н ь ш е 
н и е м а к си м а л ь н о й  ош и бк и  на к а ж д о м  
о т д е л ь н о м  ш аге.

Д л я  т о го  чтобы  и с с л е д о в а т ь  эт о  я в л ен и е , автор ы  вв ел и  п о н я 
т и е  о б  « о т к л о н ен и и »  р еш ен и я , к о т о р о е  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  р а з 
н ость  м е ж д у  точны м  и вы ч и сл ен н ы м  зн а ч ен и я м и  ф ун к ц и и  в у з л е  
сет оч н ой  о б л а с т и  и о б у с л о в л и в а е т с я  о ш и б к о й  е, со в ер ш ен н о й  
на п р ед ы д у щ ем  ш а г е  р а сч ет а . К у м у л я т и в н о е  о т к л о н ен и е  вы зы 
в а е т с я  о ш и б к а м и , п р о и зв ед ен н ы м и  в о  м н оги х  т о ч к а х . В д е й с т в и 
т ел ь н о ст и  р а с п р е д е л е н и е  о ш и б о к  о к р у г л ен и я  ч а ст о  о к а зы в а ет ся  
б о л е е  или м ен ее  сл у ч а й н ы м  и т о г д а  эф ф ек ты  о ш и б о к  б у д у т  ч а 
сти ч н о  к о м п ен си р о в а т ь  д р у г  д р у г а . О ч ев и д н о , что р а с с м о т р е н и е  
п о д о б н о г о  р о д а  ст а т и ст и ч еск и х  з а д а ч , в о б щ е м , п р е д с т а в л я е т  
оч ен ь  б о л ь ш и е  т р у д н о с т и . П о э т о м у  при о б с у ж д е н и и  у ст о й ч и в о сти  
к о н еч н о -р а зн о ст н о й  а п п р о к си м а ц и и  обы ч н о  п о ст у п а ю т  с л е д у ю 
щ им  о б р а з о м . Е сл и  п р е д п о л о ж и т ь , что к а ж д ы й  ш аг  р а сч ет а  с о 
п р о в о ж д а е т с я  о ш и б к о й  е (х )  и что 6 (х ) и м еет  в ер хн и й  п р е д е л  б ,  
то  в о п р е д е л е н н о й  точ к е (х , t ) м о ж н о  о п р е д е л и т ь  к у м у л я т и в н о е  
о т к л о н ен и е . Е сл и  у м е н ь ш а е т с я  р а зм е р  ячейки  сет оч н ой  о б л а с т и
и, сл е д о в а т е л ь н о , у в ел и ч и в а ет ся  ч и сл о  ш агов , то  к у м у л я т и в н о е  
от к л о н ен и е  в точ к е (х , t) т а к ж е  м о ж е т  в о з р а с т а т ь , есл и  о д н о в р е 
м ен н о  п р е д п о л а г а е т с я , что б о с т а е т с я  н еи зм ен н ы м . С теп ен ь  
эт о го  в о з р а с т а н и я  и о п р е д е л я е т  у ст о й ч и в о ст ь  или н еу ст о й ч и в о ст ь

• х Л

Рис. 4 3.
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к о н еч н о -р а зн о ст н о й  а п п р о к си м а ц и и . С эт ой  точки зр ен и я  л у ч ш е  
гов ор и т ь  о б о л ь ш ей  или м ен ь ш ей  у ст о й ч и в о ст и .

Б о л ь ш и н ст в о  а в т о р о в  н а зы в а ю т  м е т о д  устой ч и в ы м , есл и  к у 
м у л я т и в н о е  от к л о н ен и е  ст р ем и т ся  к н у л ю  при б ,  ст р е м я щ е м с я  
к н ул ю , и есл и  он о  р а ст ет  н е  б ы ст р ее , чем  н ек о т о р а я  ст еп ен ь  
от s -1 , по м е р е  т о го , к ак  р а зм ер ы  я чей к и  сет оч н ой  о б л а с т и  с т р е 
м я тся  к н ул ю . Е сл и  о т к л о н ен и е  р а ст ет  б ы ст р ее , чем  л ю б а я  с т е 
пень от s —1 (н а п р и м ер , эк с п о н е н ц и а л ь н о ), то  р а зн о с т н у ю  с х е м у  
н а зы в а ю т  н еу ст о й ч и в о й .

Ф о р са й т  и В а з о в  п р и м ен и л и  эти  п о л о ж е н и я  к в о л н о в о м у  у р а в 
н ен и ю . В  д р у г и х  с л у ч а я х  р ед к о  п р е д с т а в л я е т с я  в о з м о ж н о с т ь  о п 
р ед ел и т ь  п о р я д о к  вел и ч и н ы  к у м у л я т и в н о г о  о т к л он ен и я ; эт о  о с о 
б ен н о  о т н о си т ся  к с л у ч а ю  н ел и н ей н ы х д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в 
нен и й . В  эт и х  сл у ч а я х  у ст о й ч и в о ст ь  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  эк с п е р и 
м ен т а л ь н о , п р о в ер я я  у ст о й ч и в о ст ь  т а к и х  з а д а ч , а н а л и т и ч еск и е  
р еш ен и я  к отор ы х  и зв ест н ы .

Т р е б о в а н и е  уст о й ч и в о сти  к о н еч н о -р а зн о ст н о й  схем ы  ч а ст о  я в 
л я ет ся  б о л е е  си л ьн ы м , ч ем  т р е б о в а н и е  с х о д и м о с т и  к о н е ч н о -р а з 
ностн ы х а п п р о к си м а ц и й . Д л я  т о го  ч тобы  д о к а за т ь  с х о д и м о с т ь ,  
в л и я н и е  о ш и б о к  в р еш ен и и  н е р а с с м а т р и в а е т с я . У ст о й ч и в о ст ь  
п о д р а з у м е в а е т  с х о д и м о ст ь , о д н а к о  с х о д и м о с т ь  в ы п о л н я ет ся  н е  
в с е г д а  (см ., н а п р и м ер , [42 , р а з д . 7 ]) .

П о ск о л ь к у  при  з а м е н е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н ен и й  их к о 
н еч н о -р а зн о ст н ы м и  а н а л о г а м и  м о ж н о  и сп о л ь зо в а т ь  р а зл и ч н ы е  
р а зн о ст н ы е  схем ы , то  у ст о й ч и в о ст ь  и с п о л ь зу е м о й  к о н е ч н о -р а з-  
н ост н ой  схем ы  за в и си т  от в ы б о р а  схем ы .

У ст ой ч и в ост ь  р а зн о ст н ы х  а п п р о к си м а ц и й  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  
у р а в н ен и й  д в и ж е н и я  в ф о р м е  Э й л е р а  м о ж е т  бы ть т а к ж е  у с т а н о в 
л ен а  с  п о м о щ ь ю  т ео р и и  Н е й м а н а , Л а к с а  и Р и х т м а й е р а  (см . [84 , 
1 0 8 ]) . Э та  т ео р и я  м о ж е т  бы ть п р и м ен ен а  к в н у т р ен н и м  у з л а м  
сет оч н ой  о б л а с т и  ( но не к у з л а м  на г р а н и ц е ) . О н а  о сн о в ы в а ет ся  
на и с с л е д о в а н и и  т ак  н а зы в а ем ы х  р а сш и р ен н ы х  м а т р и ц . Э ти  м а т 
рицы  п о л у ч а ю т ся  в том  с л у ч а е , к о г д а  в н ач ал ь н ы й  м о м ен т  в р е 
м ен и  в в о д я т ся  м а л ы е п ер и о д и ч еск и е  в о зм у щ е н и я . Т о г д а  д л я  о д 
н о м ер н о г о  п о т о к а  вн овь  п о л у ч а ем  у с л о в и е , п р и в е д е н н о е  
в р а з д . 1.2.

1.4. Разностные уравнения при задании начальных 
и граничных условий

Обсуждение непрерывных решений

В г л а в е  3 о б с у ж д а л и с ь  р еш ен и я  п р и л и в н ы х у р а в н ен и й , 
у д о в л е т в о р я ю щ и х  о п р ед ел ен н ы м  н ач ал ь н ы м  и гр ан и ч н ы м  у с л о 
ви я м , на о сн о в е  т ео р и и  х а р а к т ер и ст и к .

Р а зн о с т н ы е  у р а в н ен и я , к отор ы м и  за м е н я ю т  п р и л и в н ы е у р а в 
н ен и я , т а к ж е  за в и ся т  от т о го , я в л я ю т ся  л и  н а л о ж е н н ы е  г р а н и ч 
ны е у сл о в и я  у сл о в и я м и  К ош и  или см еш а н н ы м и  гр ан и ч н ы м и  у с 

196



л о в и я м и . В  п ер в о м  с л у ч а е  А и Q за д а н ы  н а л и н и и , к о т о р а я  не  
с о в п а д а е т  с п р я м о й  t — t0 (н а  к от о р о й  за д а н ы  н а ч а л ь н ы е у с л о 
в и я ) , т о г д а  как  в о  в т о р о м  с л у ч а е  А з а д а н о  на о д н о й  л и н и и , a Q —  
на д р у г о й .

П е р е д  т ем  к ак  р а ссм о т р ет ь  к о н еч н о -р а зн о ст н ы е  у р а в н ен и я  
в сл у ч а е  см еш а н н ы х  гр ан и ч н ы х у сл о в и й , о б с у д и м  у с л о в и я  д л я  
п о л у ч ен и я  н еп р ер ы в н ы х р еш ен и й . Д л я  эт о г о  п р е д п о л о ж и м , что А 
и Q н еп р ер ы в н ы  в т ех  и н т е р в а л а х , г д е  они  за д а н ы .

t

П у ст ь  н а ч а л ь н ы е у сл о в и я  за д а н ы  на оси  х и п усть  Ri п р е д 
ст а в л я ет  со б о й  б е с к о н е ч н у ю  о б л а с т ь , о г р а н и ч ен н у ю  о ся м и  / = 0  
и х =  0 , г д е  / > 0  и х > 0  (р и с . 4 .4 ) .  К р о м е  т о го , п уст ь  п р я м а я  
л и н и я  ОР  п р е д с т а в л я е т  со б о й  х а р а к т е р и с т и к у  у р а в н ен и я  ( 1 .1 ) ,  
п р о х о д я щ у ю  ч ер ез  т оч к у  О; у р а в н е н и е  д л я  ОР за п и сы в а ет ся  
в в и д е

x  =  ( g A 0b o 1)'ht.

Т еп ер ь  п усть  А' ( / )  и Q ' ( / )  за д а н ы  на л и н и и  х = 0  (t  >  0 ) .

Т о г д а  в р а й о н е  I о б л а с т и  Ri  р еш ен и е  за в и си т  от  н ач а л ь н ы х  у с л о 
вий hi (х )  и Qi (х )  на о си  х, а в р а й о н е  II  о б л а с т и  Ri  —  от г р а н и ч 
ны х у сл о в и й  А' ( / )  и Q ' ( / )  на о си  t. В  о б щ е м , н а  к а ж д о й  с т о 

р о н е  л и н и и  ОР р еш ен и е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  (1 .1 )  
б у д е т  р а зл и ч н ы м , а на са м о й  л и н и и  б у д е т  им еть  м ест о  зо н а

197



р а зр ы в а , есл и  т ол ь к о  Q ' ( / )  не о п р е д е л я е т с я  о со б ы м  о б р а з о м  (см .,

н а п р и м ер , к н и гу Т и х о н о в а  и С а м а р с к о г о , II , § 2 .7  [1 4 4 ] ) .
П р и м ен ен и е  р ек у р р ен т н ы х  у р а в н ен и й  (1 .1 0 )  и ( 1 .1 1 ) ,  к ак  эт о  

бы л о  п о к а з а н о  в р а зд . 1.1, о п р е д е л я е т  ч и сл ен н о е  р еш ен и е  в р а й о 
не / .  А н а л о ги ч н о , п р и м ен я я  те  ж е  р ек у р р ен т н ы е у р а в н е н и я  д л я  
р а сч ет а  в х -м  н а п р а в л ен и и , м о ж н о  п ол уч и ть  ч и сл ен н о е  р е ш е 
н и е в р а й о н е  II.

В о б щ е м , на к а ж д о й  с т о р о н е  от  л и н и и  ОР  зн а ч ен и я  h и Q б у 
д у т  р азл и ч н ы м и , есл и  р асч еты  д л я  р а й о н а  I р а сп р о ст р а н и т ь  на  
точки р а й о н а  II , н а п р и м ер , и сп о л ь зу я  р о м б  PRST  на  ри с. 4 .4 .

рис. 4 .5 . Д л я  о п р е д е л е н и я  р еш ен и я  в п р я м о у го л ь н и к е  нам  н е о б 
х о д и м о , к р о м е  т о го , зн а т ь  гр а н и ч н о е  у с л о в и е  на л и н и и  х =  1. 
П у ст ь  на эт о й  ли н и и  з а д а н о  Q 2 ( 0 -  Т о г д а  р еш ен и е  в р а й о н е  III 
б у д е т  н еп р ер ы в н о  с р еш ен и ем  в р а й о н е  / ,  есл и  Q2 (^) у д о в л е т в о 
р я ет  с л е д у ю щ е м у  со о т н о ш ен и ю :

Т еп ер ь  д л я  см еш а н н ы х  гр ан и ч н ы х у сл о в и й  р еш ен и е  в п р я м о 
уго л ь н и к е  п о л у ч а ет ся  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .

В р а й о н е  I рис. 4 .5  зн а ч ен и я  h и Q за в и с я т  от н ач ал ь н ы х у с 
л ов и й , сл е д о в а т е л ь н о , их м о ж н о  о п р ед ел и т ь  н е п о с р е д с т в е н н о  
в д о л ь  х а р а к т е р и с т и к  ОР  и PQ.  З н а ч е н и я  на ОР  в м ест е  со  з н а 
ч ен и я м и  h в д о л ь  о т р е зк а  OR о п р е д е л я ю т  р еш ен и е  в р а й о н е  II.

ч

Е сл и  hi(x)  и Q i(x )  оп я ть  за д а н ы  на  
н ач ал ь н ой  л и н и и  / = 0 ,  a h2(t) — на л и н и и  
х = 0 , то, д л я  т о го  чтобы  р еш ен и е  бы л о  
н еп р ер ы в н ы м  во в сей  о б л а с т и  р и с. 4 .4 , н е 
о б х о д и м о , чтобы  з а д а н н ы е  ф ун к ц и и  у д о в 
л ет в о р я л и  сл е д у ю щ и м  у с л о в и я м  в точ к е  
(0 , 0 ) (см . г л а в у  3, р а з д . 1 .4 ):

А2 (0) =  А1(0 ) , (1 .1 2 )

г д е  п р о и зв о д н ы е  о п р е д е л я ю т с я  с п о м о -

х=0
OV-

щ ью  п р а в о ст о р о н н ей  от  точки  (0 ,0 )  ко- 
__nJ g н ечн ой  р а зн о ст и .

Рис. 4.5.
П у ст ь  т еп ер ь  hi(x)  и Q i(x )  за д а н ы  в 

п р е д е л а х  о г р а н и ч ен н о го  о т р езк а  (0 , / ) ,  
a h2(t) з а д а н а  на оси  t. Т о г д а , о ч ев и д н о , 
р еш ен и е  м о ж н о  н ай ти  в р а й о н а х  I к II па

( 1 .1 4 )

( 1 .1 5 )
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А н а л о ги ч н о  р еш ен и я  в р а й о н е  III  ф и к си р у ю т ся  с п о м о щ ь ю  у с л о 
вий на PQ и TQ. С л е д у я  эт о м у  м е т о д у , м о ж н о  п ол уч и ть  р еш ен и я  
во в сей  п р я м о у го л ь н о й  о б л а с т и . П р и  эт о м  я сн о , что р еш ен и я  б у 
д у т  н еп р ер ы в н ы м и  (см . г л а в у  3, р а з д . 1 .4 ) , есл и  п р е д п о л о ж и т ь  
н еп р ер ы в н о ст ь  в с е х  гр ан и ч н ы х у сл о в и й .

В  п р а к т и ч еск и х  п р и л о ж е н и я х  п р и л и в н ы е з а д а ч и  со  с м е ш а н 
ны ми гр ан и ч н ы м и  у сл о в и я м и  и м ею т  б о л ь ш е е  зн а ч ен и е , чем  п р и 
л и в н ы е за д а ч и  с у сл о в и я м и  К ош и .

Н а п р и м е р , есл и  р ек а  с о д н о г о  к он ц а  за м к н у т а , то  h и зв ест н о  
в у ст ь е , a Q = 0  н а  к он ц е. У сл о в и я  К ош и  в ф и к си р о в а н н о м  м ест е  
м о ж н о  и сп о л ь зо в а т ь  д л я  п р ед в а р и т ел ь н ы х  с х е м а т и за ц и й  я в л ен и я  
в р еч н ом  р у сл е  (см . г л а в у  5 ) .

Конечно-разностные аппроксимации в случае смешанных граничных условий

Р а с с м о т р и м  сл у ч а й  см еш а н н ы х  гр ан и ч н ы х у сл о в и й , к о г д а  h 
и зв ест н о  на х = 1 ,  a Q —  на х = 2 М ,  а к р о м е  т о го , h и Q и зв естн ы  
в д о л ь  оси  / = 0 .  Т о г д а  си ст ем а  t 
р а зн о ст н ы х  у р а в н ен и й  (1 .1 0 )  и
(1 .1 1 ) ,  в к отор ы х  зн а ч ен и я  
о б е и х  ф ун к ц и й  h и Q н е о б х о д и 
м о о п р е д е л и т ь  в к а ж д о м  у з л е ,  
о к а зы в а е т с я  н еп р и го д н о й  д л я  
р а сч ет а  h и Q в у з л а х  сеточ н ой  2пл 
о б л а с т и , т ак  как  в т о ч к а х  г р а 
ниц и зв ест н ы  л и б о  й, л и б о  Q.
П о э т о м у  к о н еч н о -р а зн о ст н ы е  2г 
у р а в н ен и я  д о л ж н ы  бы ть з а м е 
нены  си ст ем о й , с п о м о щ ь ю  к о 
т о р о й  в к а ж д о м  у з л е  м о ж н о  2п_ 
о п р е д е л и т ь  зн а ч ен и я  л и б о  А, 
л и б о  Q. Э то  м о ж н о  сд ел а т ь , 
и с п о л ь зу я  т а к о е  р а зн о с т н о е  
у р а в н е н и е , а п п р о к си м и р у ю щ ее  
у р а в н е н и е  н ер а зр ы в н о ст и , в к о 
т ор ом  д в а  у з л а  и з ч еты р ех  
и м ею щ и х ся  в р а зн о с т н о м  у р а в 
н ен и и , не с о в п а д а ю т  ни с о д н и м  из ч ет ы р ех  у з л о в  в к о н еч н о 
р а зн о с т н о й  а п п р о к си м а ц и и  у р а в н ен и я  д в и ж е н и я .

К о н е ч н о -р а зн о с т н ы е  ф о р м у л ы  д л я  т а к и х  ч и сл ен н ы х р а сч ет о в  
о п р е д е л я ю т с я  сл е д у ю щ и м  о б р а зо м :

2п + 2 \ /

Л

2

*

-Л

\fу ?Q

* ft

( Q

h

с

У%

'Q

2 т -1 2т 2т+1 

Рис. 4 6.

2т+2

h?n __ U2п
Г12т +  1 П 2т -

Ал:
+ ( г Л » ) - ‘ т № , + ' - <К г ,) = 0 - <1 1 6 >

А2л +  2 _  А2п Л _ Ь - \ - Л _ ( Г ) 2 п + 1
" 2 т  4-1 2 т  +  1 Т  v 0 Д *  VV 2m +  2 Q ? m + l Y ( 1 .1 7 )
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д л я  у р а в н ен и я  д в и ж е н и я  и у р а в н ен и я  н ер а зр ы в н о ст и  с о о т в е т с т 
в ен н о .

Т еп ер ь  мы м о ж е м  р а ссч и т а т ь  п о д ч ер к н у т ы е зн а ч ен и я  h и Q 
(Q в у з л е  (2 m , 2 n  +  1) и А в у з л е  ( 2 т  +  1, 2 п  +  2 ) ) ,  есл и  н е 

п о д ч ер к н у т ы е чл ены  в (1 .1 6 )  и (1 .1 7 )  и зв ест н ы  из п р е д ы д у щ е г о  
р а сч ет а . Э т а  р а сч ет н а я  с х е м а  п р е д с т а в л е н а  на рис. 4 .6 . Т очки , 
о б в е д е н н ы е  к р у ж к а м и , о т н о ся т ся  к у р а в н ен и ю  ( 1 .1 6 ) ,  а точки  
с к р ест и к а м и  —  к у р а в н ен и ю  (1 .1 7 ) ;  н а  эт о м  р и су н к е  п о д ч е р к 
нуты  те точки , зн а ч ен и я  h и Q в к от ор ы х  т р е б у е т с я  н ай ти . Т ак и м  
о б р а з о м , в эт ой  си с т е м е  зн а ч ен и я  h и Q р а ссч и т ы в а ю т ся  сп р а в а  
н а л ев о .

В о б щ е м , п усть  h и зв ест н о  в у з л а х  (x = 2 k - \ -  1, t = 2 r ), г д е  
k = 0 y М — 1, a r =  1, . . . ,  я , а т а к ж е  в т о ч к а х  (2т +  3 , 
2 п  +  2 ) и (2 М — 1, 2/1 +  2 ) ;  Q и зв ест н о  в у з л а х  ( x = 2 k  +  2 , t — 
=  2г — 1) и, к р о м е  т ого , в т оч к ах  (2т +  2, 2п +  1) и (2 М , 2 п + 1 ) .

Т о г д а  в у р а в н е н и я х  (1 .1 6 )  и (1 .1 7 )  зн а ч ен и я  Q£"+1 и

н еи зв ест н ы , а д р у г и е  члены  и зв естн ы . И з  н ач ал ь н ы х у сл о в и й  
д л я  h и Q на  л и н и и  / = 0  с п о м о щ ь ю  (1 .7 )  п о л у ч а ю т ся  зн а ч ен и я  
Q в у з л а х  л и н и и  t =  1.

А н а л о ги ч н у ю  си ст ем у , в к от ор ой  зн а ч ен и я  h и Q р а ссч и т ы 
в а ю т ся  сл ев а  н а п р а в о , м о ж н о  п ол уч и ть , з а м е н я я  (1 .1 7 )  в ы р а ж е 
н и ем

Л 2/1 +  2 _  L2n I А-1 J ^ / 0 2 / z  +  l 0 2л +  1  ̂=  0  И 18^
2т —  1 2т — 1 ' 0 А л г ^ г т  K< 2 m - 2 J  \ А * АС7

В эт о м  с л у ч а е  м о ж н о  р а ссч и т а т ь  п о д ч ер к н у т ы е члены  из у р а в 
н ен и й  (1 .1 6 )  и (1 .1 8 ) .

2. КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫЕ АППРОКСИМАЦИИ ПРИЛИВНЫ Х 
УРАВНЕНИИ Д Л Я  РЕК

2 .1 . Конечно-разностные уравнения в общем случае

В п р ед ы д у щ ем  р а з д е л е  мы п о зн а к о м и л и сь  с осн ов н ы м и  п р и н 
ц и п ам и  и сп о л ь зо в а н и я  к о н еч н о -р а зн о ст н о й  си ст ем ы  у п р о щ ен н ы х  
п р и л и в н ы х у р а в н ен и й  (1 .1 ) .  Э ти  прин ципы  о с т а ю т с я  в си л е  
т а к ж е  и в п р и м ен ен и и  к о б щ и м  при л и в н ы м  у р а в н ен и я м  (4 .6 )  и 
(4 .9 )  или (4 .1 0 )  главы  1. О д н а к о , п е р е д  тем  как  п ер ей т и  к к о 
н еч н о -р а зн о ст н о й  а п п р о к си м а ц и и  о б щ и х  п р и л и в н ы х у р а в н ен и й , 
н е о б х о д и м о  с д е л а т ь  н ек о т о р ы е д о п о л н и т ел ь н ы е  за м е ч а н и я .

У р а в н ен и я  д л и н н ы х в ол н , в к от ор ы х  п р е н е б р е г а е т с я  ч л ен а м и  
в ы сш его  п о р я д к а  м а л о ст и , в к л ю ч а ю т  в с е б я  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я

dh . dao . 1 dQ (a2b +  bs) ^  dh Q2



до  - , dh ~
и т + ь и г - ° '

и  у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и

(2 .2 )

г д е  A =  bs (ао +  A), b и bs — и зв ест н ы е ф ун к ц и и  х, a А н а х о д и т с я  
по д а н н ы м  и зм ер ен и й  на с т в о р а х  в р у к а в а х  р ек и . О бы ч н о  эт и  в е 
личины  п р е д с т а в л я ю т с я  гр а ф и ч еск и . В ер х н и й  зн а к  в (2 .1 )  с о о т 
в ет ст в у ет  п о л о ж и т е л ь н о м у  Q , а н и ж н и й  —  о т р и ц а т е л ь н о м у  Q. 
Д а л е е ,  ао —  г л у б и н а , о т сч и т ы в а ем а я  от с р е д н е г о  у р о в н я , W  —  н е 
к о т о р а я  ф у н к ц и я  от ск о р о ст и  в ет р а , о п р е д е л я е м а я  со о т н о ш ен и ем  
W = a o V 2>1 и / — н а к л он  д н а . С к о р о ст ь  в ет р а  V сч и т а ет ся  и зв е с т 
ной  ф у н к ц и ей  х  и /, а м н о ж и т ел ь  а 0 р а в ен  £ с о э ф  (см . г л а в у  1, 
р а з д . 3 .3 ) .

Р а с с м о т р и м  сп ер в а  сет к у , п р е д с т а в л е н н у ю  на р и с. 4 .1 , и п р е д 
п о л о ж и м , что А и Q у ж е  вы ч исл ены  д л я  t ^  nAt. В н ов ь  за м е н и м  
п р о и зв о д н ы е  dh/dxy dQ/dx, dh/dt  и dQ/dt  их р а зн о ст н ы м и  а н а л о 
гам и , п о д о б н о  т о м у  к ак  эт о  б ы л о  с д е л а н о  в (1 .1 0 )  и (1 .1 1 ) .  Н а м  
н у ж н о  най ти  зн а ч ен и я  к о эф ф и ц и ен т о в  и ч л ен а , х а р а к т е р и з у ю 
щ ег о  т р ен и е , к о т о р ы е с о д е р ж а т  м н о ж и т ел ь  I Q I Q , в ц ен т р е  
р о м б а , о б о зн а ч е н н о г о  точк ой  (п , т).  О д н а к о , п о ск о л ь к у  з н а ч е 
ния  А и Q в ц ен т р е  р о м б а  в ы ч и сл я ться  не б у д у т  (А б у д е т  р а с с ч и 
ты в ат ь ся  в точ к е ( т — 1, /г), a Q —  в точ к е  (m , п — 1) и т. д . ) ,  
т р е б у е т с я  в ы р ази ть  к о эф ф и ц и ен т ы  ч е р е з  зн а ч ен и я  А в с о с е д н и х  
т о ч к а х , а ч л ен , х а р а к т е р и зу ю щ и й  т р ен и е , —  ч е р е з  зн а ч ен и я  Q 
в т ех  ж е  т о ч к а х . Э то  м о ж н о  с д е л а т ь  р а зл и ч н ы м и  с п о с о б а м и . Н а 
п р и м ер , м о ж н о  п о л о ж и т ь

2 А =  [bs (a0-{- h)\m- \ +  [bs (ao~h A ) ]m + i,

2  6 =  0 " _ , + й " +1) ;  + & , % + , )  (2 .3 )

и т о г д а  м о ж н о  р а ссч и т а т ь  к оэф ф и ц и ен т ы  в у р а в н е н и я х . Д р у г о й  
с п о с о б  за к л ю ч а е т с я  в с л е д у ю щ е м .

П о с к о л ь к у  в се  к о эф ф и ц и ен т ы  за в и с я т  от А, они м о гу т  бы ть  
п р ед ст а в л ен ы  в в и д е  ст еп ен н ы х  р я д о в  по А, а п п р о к си м и р у ю щ и х  
г р аф и к и  эт и х  ф ун к ц и й , н а п р и м ер ,

b =  bQ b\h b2h - |-  =  т0 гп\ h -f- m2 A2 -f-

- g j Г -- =  Ро +  P*h +  p W  +  . . . ;

С2Л 2 (1 0 +  /0  = - r Q +  r xh +  r2h2 +  . . . (2 .4 )

В эт о м  с л у ч а е  к оэф ф и ц и ен т ы  м о ж н о  о п р ед ел и т ь  с  п о м о щ ь ю  
х о р о ш о  и зв ест н ы х  ч и сл ен н ы х м ет о д о в . П о с л е  то го  к ак  к о эф ф и -
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циен ты  б у д у т  н а й д ен ы , зн а ч ен и я  h в у з л а х  сет оч н ой  о б л а с т и  
м о ж н о  п р ед ст а в и т ь  в в и д е

П о ск о л ь к у  ч л ен , х а р а к т е р и зу ю щ и й  т р ен и е , я в л я ет ся  о д н и м  
из н а и б о л е е  в а ж н ы х  ч л ен ов  в у р а в н ен и и  д в и ж е н и я , к о э ф ф и ц и 
енты  при эт о м  ч л ен е  с л е д у е т  р а с с м о т р е т ь  о с о б о . Н а и б о л е е  ч а с т о  
и с п о л ь зу е т с я  с л е д у ю щ а я  а п п р о к си м а ц и я :

г д е  Q n_1 и зв ест н о  из п р е д ы д у щ и х  в ы ч и сл ен и й , a Q 7̂ 1 н еи зв е с т н о ;

так и м  о б р а з о м , о т н о си т ел ь н о  эт ой  н еи зв ест н о й  велич ины  член  
я в л я ет ся  л и н ей н ы м . М о ж н о  и сп о л ь зо в а т ь  т а к ж е  м е н ее  т о ч н у ю  
а п п р о к си м а ц и ю , есл и  п ри н ять  At  и Ах д о с т а т о ч н о  м ал ы м и ,

З н а ч е н и я  ф ун к ц и и  W , за в и ся щ ей  от ск о р о ст и  в ет р а , м о ж н о  
н ай ти  в ц ен т р е  р о м б а  (W7̂ ),  а м н о ж и т ел ь  (ао +  Л)-1  м о ж н о  а п 

п р о к си м и р о в а т ь  о т н о ш ен и ем  в и д а

О бы ч н о р а зн о с т н о е  п р е д с т а в л е н и е  у р а в н ен и й  (2 .1 )  и (2 .2 )  
п р и м ен я ет ся  в с л у ч а е  см еш а н н ы х  гр ан и ч н ы х усл о в и й . В  эт о м  
с л у ч а е  h (О, t) з а д а е т с я  в у ст ь е  реки , a Q(  /, t ) — в точ к е I 
в в ер х о в ь я х  реки . Н а  о б о и х  к о н ц а х  реки  м огут  з а д а в а т ь с я  т а к ж е  
в ер т и к ал ь н ы е п р и л и в н ы е к о л еб а н и я  у р о в н я  h (О, t) и й ( / ,  t). 
В п ер в ом  с л у ч а е  вся  д л и н а  рек и  д о л ж н а  бы ть п о д е л е н а  на н е 
ч ет н о е  ч и сл о , а во в т ор ом  с л у ч а е  —  на ч ет н о е  ч и сл о  у ч а ст к о в  Ах 
(см . р а з д . 1 .4 ) .

Т еп ер ь  м о ж н о  п р и п и са ть  р а зн о ст н ы е  у р а в н ен и я  к у з л а м  с е 
точ н ой  о б л а с т и  а н а л о г и ч н о  т о м у , как  эт о  д е л а л о с ь  в р а з д . 1 д л я  
п р осты х п р и л и в н ы х у р а в н ен и й  при см еш а н н ы х  гр ан и ч н ы х у с л о 
ви ях (см . (1 .1 6 ) ,  (1 .1 7 )  и рис. 4 .5 ) .  П о ск о л ь к у  мы и м еем  д е л о  
с л и н ей н ы м и  у р а в н ен и я м и , с о д е р ж а щ и м и  н еи зв ест н ы е  з н а ч е 
ния h в у з л е  (2т +  1, 2п  +  2 ) и Q в у з л е  (2 m , 2п +  1), н е о б х о 
д и м о , чтобы  при р а сч ет е  ч л ен а  dhjdt,  в х о д я щ е г о  в (2 .1 ) ,  и сп о л ь 
зо в а л и с ь  узл ы , отл и ч н ы е от т ех  у зл о в , к отор ы е п р и м ен я ю т ся  д л я  
р а сч ет а  о ст а л ь н ы х  ч л ен ов . Д л я  в сех  к о эф ф и ц и ен т о в  (з а  и ск л ю 
ч ен и ем  Ь) б у д е м  и сп о л ь зо в а т ь  а п п р о к си м а ц и и , п о д о б н ы е  ( 2 .3 ) .  
К р о м е  т о го , в в ед ем  с л е д у ю щ е е  о б о зн а ч е н и е :

Q 2 =  Q * " 1Q r 1.

(■
и Т .  д .
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И с п о л ь зу е м  т еп ер ь  с л е д у ю щ и е  к о н еч н о -р а зн о ст н ы е  у р а в н ен и я . 
Д л я  у р а в н ен и й  д в и ж е н и я  при  сет к е , со с т о я щ е й  и з р о м б о в  ( 2 т ,  
2 п —  1 ), ( 2 т —  1, 2 я ) , ( 2 т ,  2 я  +  1), ( 2 т  +  1> 2 п ), и м еем :

* +1 -  ^  ( Q i ^  -  * - ■ )  -

-  t ( ^ L + ,, -  * - * .  +

-М2« + 1 — *2« + |) ± 2 ( СМ2 <„0 + Л) )(2(n + ,, 2т - 1) 2̂ot+ _
1 \ 2  п
1  1 k x W l m  - f -  2 /  Дл: =  0 .  ( 2 .5 )

£  ( а 0 Н-- Л )  / ( 2 т + 1 ,  2т — 1)

И з  э т о г о  у р а в н ен и я  м о ж н о  най ти  зн а ч е н и е  Q ^ 1 (ср . с ( 1 .1 6 ) ) .

Д л я  у р а в н ен и я  н ер а зр ы в н о ст и  при той  ж е  сет к е  с  у зл а м и  
( 2 т + 1 ,  2 п ), ( 2 т ,  2 п + 1 ) ,  ( 2 т  +  1, 2п  +  2 ) , ( 2 т  +  2, 2 п + 1 )  
и м еем

Ыпт+ 1  (h tnm++ \  -  hlnm + i )  +  - ^  -  Фш+ ')  =  о . ( 2 .6)

Е сл и  Q2̂ 1 н а й д е н о  из ( 2 .5 ) ,  и з у р а в н е н и я  (2 .6 )  о п р е д е л я е т с я  

зн а ч е н и е  (ср . с ( 1 .1 7 ) ) .

dh
Замечания.  1. К о эф ф и ц и е н т  при ч л ен е , с о д е р ж а щ е м  Q~ ^ ~

в ( 2 .5 ) ,  о п р е д е л я е т с я  обы чны м  с п о с о б о м ; при эт о м , о д н а к о , д и ф 
ф ер ен ц и а л ь н ы й  к о эф ф и ц и ен т  dh/dt  з а м е н я е т с я  зн а ч ен и я м и  h 
в т ех  у з л а х , д л я  к отор ы х точки ( 2 m — 1, 2 п — 1) и ( 2 т + 1 ,  
2 п — 1) я в л я ю тся  ц ен т р ал ь н ы м и . И н ы м и сл о в а м и , и с п о л ь зу е т с я  
с л е д у ю щ а я  а п п р о к си м а ц и я :

dh _  1 Y i d h y n - i  / dh \2«-i 1
M 2 |_\ ^  / 2 т - l  \  ^  /2m + 1 J

К р о м е  т ого , в (2 .6 )  зн а ч е н и е  b п о л а г а е т с я  п р и б л и ж е н н о  р а в 
ны м

д2я 1 *2/1
+  1 ~  О 2т + 1  ,

т а к  как в точк е (2 m  +  1, 2 п) зн а ч е н и е  h бы л о  р а ссч и т а н о  р а н ее . 
М о ж н о  и сп о л ь зо в а т ь  б о л е е  т о ч н у ю  а п п р о к си м а ц и ю , есл и  b б ы 
с т р о  м ен я ет ся  со  в р ем ен ем . В  эт о м  с л у ч а е  м о ж н о  за п и с а т ь

b\V+i — bim+i  +  Ь\ i — «

~  bXm + x -|---- 2 " Ь\ (/^m  +  l — (2 .6 a )

г д е  6* о п р е д е л е н о  в (2 .4 ) .

2. П р и  р а с ч е т е  п р и л и в ов  в р ек е  н а ч а л ь н ы е у сл о в и я  в м о м ен т  
t — О обы ч н о  н еи зв ест н ы , п о э т о м у  п р ед в а р и т е л ь н о  н е о б х о д и м о  
о ц ен и т ь  зн а ч ен и я  h и Q в м о м ен т  / = 0 .
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В эт о м  с л у ч а е  вн овь п о т р е б у е т с я  най ти  о б ъ я с н е н и е  п р а в и л ь 
ности  у сл о в и й  (1 .1 2 )  —  (1 .1 5 ) .  Н е  п р и х о д и т ся  со м н ев а т ь ся , что  
эт и  у сл о в и я  в б о л ь ш ей  или м ен ь ш ей  ст еп ен и  н а р у ш а ю т ся .

П о -в и д и м о м у , р а зн и ц а  м е ж д у  о ц ен ен н о й  и точ н ой  в ел и ч и 
нам и  н ев ел и к а , т ак  к ак  в л и я н и е ч л ен ов , п р и в о д я щ и х  к эт о м у  
р а зл и ч и ю , в h и Q б у д е т  у м ен ь ш а т ь ся  по м ер е  у в ел и ч ен и я  t 
в с л е д с т в и е  н ал и ч и я  силы  т р ен и я . В  г л а в е  3, в к о н ц е  р а з д е л а  1.4, 
мы у ж е  о с т а н а в л и в а л и с ь  на эт ой  п р о б л е м е , к о г д а  р а с с м а т р и 
вал и  л и н ей н ы й  за к о н  т р ен и я . Х отя  оч ен ь  т р у д н о  п ол уч и ть  т о ч н о е  
д о к а за т е л ь с т в о  сп р а в ед л и в о ст и  эт о г о  у т в е р ж д е н и я  в с л у ч а е  
к в а д р а т и ч н о го  за к о н а , нет  сом н ен и й , что о н о  б у д е т  вы п ол н я т ь ся  
и в эт о м  сл у ч а е , т а к  к ак  мы а п п р о к си м и р у ем  к в адр ати ч н ы й  з а 
кон л и н ей н ы м  за к о н о м  д л я  огр ан и ч ен н ы х и н т ер в а л о в  х и t.

П р и  в ы п ол н ен и и  п р и л и в н ы х р а сч ет о в  о к а зы в а е т с я  в есь м а  с у 
щ еств ен н ы м  то о б с т о я т е л ь с т в о , что в л и я н и е н ач ал ь н ы х у сл о в и й  
у м ен ь ш а ет с я  с т еч ен и ем  в р ем ен и . В эт о м  сл у ч а е , при б о л ь ш и х  t , 
п р и л и в н о е  д в и ж е н и е  за в и си т  гл ав н ы м  о б р а з о м  от гр ан и ч н ы х у с 
л ов и й . Н а п р и м е р , в сл у ч а е  п ер и о д и ч еск и х  гр ан и ч н ы х у сл о в и й  
р ассч и т ан н ы й  п р и л и в  б у д е т  ст а н о в и т ь ся  п ер и о д и ч еск и м  по м ер е  
ув ел и ч ен и я  в р ем ен и  (ч е р е з  п ер и о д , равн ы й д в у м  или т р ем  п е 
р и о д а м  п р и л и в н ой  в о л н ы ). П р и м ер  т а к о го  р а сч ет а  п р е д с т а в л е н  
в р а з д . 4 .2  главы  5, г д е  п р и в о д я т ся  р езу л ь т а т ы  Х а н зе н а  [59].

К р о м е  т о го , п он я тн о , что и зм ен ен и я  к о эф ф и ц и ен т о в  в т еч ен и е  
п р и л и в н ого  п е р и о д а  н е в ы зо в у т  у х у д ш е н и й  сх о д и м о с т и  м е т о д а .

3. П о ск о л ь к у  мы к о сн у л и сь  в о п р о са  о сх о д и м о с т и  и у с т о й ч и 
вости  к о н еч н о -р а зн о ст н о й  а п п р о к си м а ц и и , за м е т и м , что в с л у ч а е  
о б щ и х  п р и л и в н ы х у р а в н ен и й  о с т а ю т с я  в си л е  п о л о ж е н и я , у к а з а н 
ны е д л я  у п р о щ ен н ы х  у р а в н ен и й  (см . р а з д . 1 .3 ) . О д н а к о  их н е о б 
х о д и м о  д о п о л н и т ь  н ек от ор ы м и  за м еч а н и я м и .

С х о д и м о с т ь  п р о ц есса  г а р а н т и р о в а н а , есл и  в со о т в ет ств и и  
с (3 .4 ) (г л а в а  3 ) (см . т а к ж е  р а з д . 1.2 эт о й  гл ав ы )

П о ск о л ь к у  при р а с ч е т а х  Ах и A t сч и т а ю т ся  п остоя н н ы м и  в т е 
ч ен и е в сего  п р и л и в н ого  п е р и о д а , н е о б х о д и м о  п р е д п о л о ж и т ь , что

М о ж н о  о ж и д а т ь , что у ст о й ч и в о ст ь  п р о ц е с с а  у си л и т ся , есл и  
уч есть  си л у  тр ен и я . О ш и б к а , с д е л а н н а я  при р а сч ет е  h или Q 
в у з л е  сет о ч н о й  о б л а с т и , б у д е т  у м ен ь ш а т ь ся  на п о с л е д у ю щ и х  
ш а г а х . В с л е д с т в и е  н ел и н ей н о сти  ур а в н ен и й  т о ч н о е  м а т е м а т и ч е 
ск о е  и с с л е д о в а н и е  этой  п р о б л ем ы  оч ен ь  з а т р у д н е н о , и п о эт о м у  
в н а с т о я щ е е  в р ем я  о б  у ст о й ч и в о сти  схем ы  н ам  п р и х о д и т ся  с у 
ди ть  по р е зу л ь т а т а м  ч и сл ен н ы х эк сп ер и м ен т о в . С и ст ем а т и ч еск и е  
эк сп ер и м ен т ы  п о д о б н о г о  р о д а  вы п олн и л  Р о з е  [109 ]. В св оей  д и с 
сер т а ц и и  он п р и в ел  п р и м ер ы  р а сч ет а  п р и л и в н ы х д в и ж ен и й  в к а 
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н а л а х  р а зл и ч н ы х  р а зм е р о в . П о -в и д и м о м у , уст ой ч и в ы е р еш ен и я  
п о л у ч а л и сь  д а ж е  т о г д а , к о г д а  At/Ax  б ы л о  н еск о л ь к о  б о л ь ш е

g  (ао +  hm) 2 , г д е  ао +  hm —  м а к си м а л ь н а я  в т еч ен и е  п р и л и в н ого  
п е р и о д а  глубина.* Е сл и  эт о  н е р а в ен ст в о  н а р у ш а л о с ь  оч ен ь  си л ь н о , 
то п о я в л я л а сь  бы л о  н еу ст о й ч и в о сть . В п е р и о д  п о д ъ е м а  ур о в н я  
р еш ен и е , п о -в и д и м о м у , у ст о й ч и в о , о д н а к о  в п е р и о д  ст о я ч ей  воды  
п о с л е  П В  (п е р е х о д  от  п р и л и в а  к от л и в у , к о г д а  силы  т р ен и я  о к а 
зы в а ю т с я  р авн ы м и  н у л ю  или очен ь  м а л ы м и ) в о зн и к а л а  н е у с т о й 
ч и в ость , к о т о р а я  н ем н о г о  о с л а б л я л а с ь  при у си л ен и и  отл и в н ы х т е 
чени й  (а  с л е д о в а т е л ь н о , и ув ел и ч ен и и  сил т р е н и я ) .

4. В  р а ссм о т р ен н ы х  вы ш е к о н еч н о -р а зн о ст н ы х  а п п р о к с и м а 
ц и я х  п р и л и в н ы х у р а в н ен и й  h и Q р а с с м а т р и в а л и с ь  в к ач ест в е  з а 
в и си м ы х п ер ем ен н ы х . Р а зл и ч н ы е  и с с л е д о в а т е л и  (Х а н зе н  [57 , 58 , 
59], Х о л с т е р с  и Р о з е  [1 0 9 ]) в к а ч ест в е  за в и си м ы х  п ер ем ен н ы х  
в в о д я т  h и и и р а с с м а т р и в а ю т  с л е д у ю щ и е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  
у р а в н ен и я :

д и  . д и  d h  I и  I и  , V 2
d t  ~  2 д х  6  д х  s  С 2 ( д 0 +  А )  ' а 0 - f  h

д А и  , , d h  ~
+  &-я г- =  0 ,д х  1 d t

г д е  А —  п л о щ а д ь  сеч ен и я  в м о м ен т  t, а V —  ск о р о ст ь  в ет р а .
Х о тя  и м ею т ся  н ек о т о р ы е отл и ч и я  в с п о с о б е  а п п р о к си м а ц и и  

к о эф ф и ц и ен т о в  в эт и х  у р а в н ен и я х , у к а за н н ы е  и сс л е д о в а т е л и  
ш ли, в о б щ е м , тем  ж е  п у т ем , что и при в ы в о д е  у р а в н ен и й  (2 .5 ) и
(2 .6 )  (см . рис. 4 .5 ) ,  н а п р и м ер ,

,,2/z +  l _  , , 2 / z - l  , „  A t  ( и 2 п и 2п \  2 £ А* | й 2ю Ч  „ 2 п -
1*2*1 —  t l 2 m  - f -  g  д \ f l 2 m  — 1 П2т +  \ )  . , ч2п ' 2т

Л (a0 h h)2m
(2 .9 а )

=  & + , +  ( 4  ) ^ ++‘ « , +  М Й + ' -  и Р .Х \А ? Л \)-
(2 .9 6 )

Д а л е е  н е о б х о д и м о  най ти  зн а ч ен и я  ао +  К Ь и А в т ех  т оч к ах , 
г д е  р а н е е  бы ли вы ч исл ены  вел ич ины  h (ср . с  (2 .5 ) и ( 2 .6 ) ) .

Т о г д а  чл ен  Б ер н у л л и  а ги ди/дх  и ч л ен , х а р а к т е р и зу ю щ и й  
в л и я н и е в ет р а , и ск л ю ч а тся  из р а с с м о т р е н и я . У р а в н ен и я  (2 .9 )  
м огут  и сп о л ь зо в а т ь ся  д л я  ч и сл ен н о го  р а сч ет а  п р и л и в ов  в з а р е г у 
л и р о в а н н ы х  р ек а х , гд е  в л и я н и е и ск р и в л ен и я  р у сл а  н ев ел и к о .

2.2. Конечно-разностные аппроксимации для узкой 
части реки (или для прохода)

Ф ор м ул ы  (7 .1 1 )  или (7 .1 2 ) ,  к отор ы е бы л и п р и в ед ен ы  в гл а в е  1, 
р а з д . 7, о п р е д е л я ю т  д в и ж е н и е  воды  в у зк о й  ч асти  рек и , и м ею щ ей  
ср а в н и т ел ь н о  н еб о л ь ш у ю  п р о т я ж ен н о ст ь .
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П у ст ь  АВ  и DE  п р ед ст а в л я ю т  с о б о й  д в а  у ч а ст к а  рек и , 
а м е ж д у  ним и (в С ) и м еет  м ест о  у зк о с т ь  п р о т я ж е н н о с т ь ю  Ахо. 
Р а з д е л и м  к а ж д ы й  у ч а ст о к  на п о д о б л а с т и  д л и н о й  Ах. Т о г д а  С  
р а с п о л о ж и т с я  м е ж д у  г р а н и ц а м и  о б о и х  у ч а ст к о в . П р е д п о л о ж и м ,  
что Д*о м а л о  по ср а в н ен и ю  с Ах (п р ак ти ч еск и . Ахо р а в н о  н е 
ск ол ьк и м  сотн я м  м ет р о в , т о г д а  к ак  Ах б о л ь ш е  1 к м ).

П у ст ь  At  я в л я ет ся  тем  п р о м е ж у т к о м  в р ем ен и , к оторы й  у д о в 
л ет в о р я ет  у сл о в и ю  (2 .8 )  д л я  о б о и х  у ч а ст к о в  р ек и . С о о т в е т с т в у ю 
щ а я  сет к а  п о к а за н а  на рис. 4 .7 . В эт о м  с л у ч а е  зн а ч ен и я  h или Q

А  - ------------------- B C D  --------------------- -- £

Рис. 4 7.

по о б е  ст ор он ы  от у зк о г о  п р о х о д а  м о ж н о  р а ссч и т а т ь  с л е д у ю щ и м  
о б р а з о м .

Н а  у ч а ст к а х  АВ  и DE  в ы п ол н я ю т ся  у р а в н ен и я  (2 .1 )  и (2 .2 ) .  
Б у д е м  о б о зн а ч а т ь  к о эф ф и ц и ен ты , о т н о ся щ и еся  к у ч а ст к у  А В , и н 
д е к с о м  1, а к у ч а ст к у  DE  —  и н д ек со м  2. Е сл и  и сп о л ь зо в а т ь  р а з 
н остн ы е у р а в н ен и я  (2 .5 ) и (2 .6 ) ,  то  зн а ч ен и я  h и Q вы ч и сл я ю т ся  
сл ев а  н а п р а в о .

П у ст ь  т еп ер ь  h и Q в м о м ен т  t = 2 n  на у ч а с т к а х  АВ  и D E y 
а т а к ж е  h2 и Q2 сп р а в а  от  линии  х =  2т +  1 в м ом ен ты  t = 2 n  +  1 
и t = 2 n - \ - 2  и зв естн ы  з а р а н е е . Т о г д а  п о д ч ер к н у т ы е зн а ч ен и я  h 
и Q в (2 .5 ) и (2 .6 ) о к а зы в а ю т ся  н еи зв ест н ы м и  (м о ж н о  п р е д п о л о 
ж и т ь , что зн а ч ен и я  Q в м о м ен т  t од и н а к о в ы  по о б е  ст ор он ы  от
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п р о х о д а  (Q i =  Q2) ,  п о ск о л ь к у  п р о т я ж е н н о с т ь  эт ой  у зк о й  части  
м а л а ) .  К р о м е  т о го , д л я  п р ост оты  б у д е м  .п р е н е б р е г а т ь  ч л ен а м и

dap cL2b +  bs ~  dh 
dx  ’ gA2 ^  dt ’

W  =  О и /  =  0 .

П у ст ь  d  я в л я ет ся  вы сотой  г р еб н я  п л отины  в С , п р и ч ем  d  о т 
сч и т ы в ает ся  от г о р и зо н т а л ь н о г о  д н а ; а с —  н а и м ен ь ш а я  г л у б и н а  
в р а й о н е  г р еб н я , а А с —  п л о щ а д ь  п о п ер еч н о го  сеч ен и я . Т о г д а  д л я  
у сл о в и й  в п е р и о д  п о д ъ е м а  у р о в н я  (п р и л и в н а я  в о л н а  п е р е м е щ а 
ется  на рис. 4 .7  сл ев а  н а п р а в о ) б у д е м  а п п р о к си м и р о в а т ь  ас ч ер ез  
ао2 —  ^  +  гДе ^ 2m+i— у р о в ен ь  в оды  на у ч а ст к е  р ек и , р а с п о 
л о ж е н н о м  вы ш е по п оток у; д л я  у сл о в и й  о т л и в а  б у д е м  и с п о л ь зо 
вать  в ы р а ж е н и е  a 0i —  d  +  '

П р и м ен и м  сет к у , с о с т о я щ у ю  и з р о м б о в  (2га +  1, 2 я ) , ( 2 га, 
2 1 ) ,  ( 2 г а —  1, 2 п ), (2га, 2 п —  1), т о г д а  д л я  п е р и о д а  п р и л и в а  
п ол уч и м  с л е д у ю щ е е  у р а в н е н и е  (см . (2 .1 ) и гл а в у  1, ( 7 .1 1 ) ) :

1 \ 2п \ ( 1 \2п 1 \У
С2А2 (ао +  h) /2 т  - 1  \ С2А2 (а0 - f  h) / 2 т  +  lj ^

X  А * < & - ! С & + |  +  -  ^ 2  ]  Ф т ' с ё п  \  (2 .1 0 )

а н а л о г и ч н о е  у р а в н е н и е  б у д е м  и м еть  и д л я  п е р и о д а  от л и в а . 

З а м е т и м , что м н о ж и т ел и  ( ^ - ) 2m_ j .  (  ^ ) 2m+1 и т - Д- не з а '

в и ся т  не т ол ь к о  от й, но т а к ж е  и от с о о т в ет ст в у ю щ и х  р а зм е р о в  
у ч а ст к о в  1 и 2. К р о м е  т ого , п р е н е б р е ж е м  т р ен и ем  на г р еб н е . 
В к он еч н ом  сч ет е  в л и я н и е т р ен и я  м о ж е т  бы ть у ч т ен о  п о с р е д с т 
вом  к о эф ф и ц и ен т а  rji или д о п о л н и т е л ь н о г о  ч л ен а  (см . р а з д . 7 .2  
главы  1 ). У р а в н ен и е  н ер а зр ы в н о ст и , з а п и с а н н о е  в т о ч к а х  ( 2 г а + 1 ,  
2 п +  2 ) (  (2га +  1, 2 я ) , (2га +  2, 2п +  1) и (2га, 2п +  1 ), бы л о  д а н о  
в (2 .6 ) .

П о с л е  р а сч ет а  Q2™+1 и а н а л о ги ч н ы е у р а в н ен и я  м о ж н о

п р и м ен и ть  к р я д у  точек , к от ор ы е на рис. 4 .6  р а с п о л о ж е н ы  сл ев а  
от п р о х о д а . П о ск о л ь к у  Q i =  Q2, м о ж н о  р а ссч и т а т ь  h2™+2 и Q2̂ 2

и т. д .
В том  с л у ч а е , к о гд а  н е о б х о д и м о  п ол уч и ть  оч ен ь  точн ы е р е 

зу л ь т а т ы , н а п р и м ер  в п ер и о д ы , б л и зк и е  к ст оя ч ей  в о д е , Ах с л е 
д у е т  п ри н ять  д о с т а т о ч н о  м ал ы м . М о ж н о  т а к ж е  и сп о л ь зо в а т ь  и т е
р ац и он н ы й  м е т о д  в той  п о д о б л а с т и , к о т о р а я  в к л ю ч а ет  в с е б я  
з о н у  п р о х о д а . П о с л е  п ер в о го  р а сч ет а  Q ^ 1 м о ж н о  а п п р о к си м и -

р ов ат ь  Q\n~lQ2"+l в (2 .1 0 )  ч е р е з  (Q 2”n+1 +  Q2̂ -1 )2 и за м ен и т ь
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к в адр ати ч н ы й  член  в точ к е (2 m , 2 я + 1 )  п р о и зв е д е н и е м  вы ч и с
л ен н о г о  зн а ч ен и я  Q и вн ов ь  п о л у ч ен н о го  зн а ч ен и я ; за т е м  р а с с ч и 
т ы в а ет ся  н о в о е  Q2̂ 1.

П р и в ед ен н ы й  вы ш е м е т о д  н ел ь зя  и сп о л ь зо в а т ь  в том  сл у ч а е , 
есл и  поток , п р о х о д я щ и й  ч е р е з  п р о х о д , н а х о д и т с я  в к р и ти ч еск ом  
р е ж и м е . В  эт о м  сл у ч а е  ур ов н и  в оды  по о б е  ст ор он ы  от п р о х о д а  
не за в и с я т  д р у г  от д р у г а . Т ео р и я  к р и т и ч еск о го  п от ок а  р а с с м а т 
р и в а ет ся  в гл а в е  6, р а з д . 1 (ф о р м у л а  (1 .6 )  я в л я ет ся  ф о р м у л о й  
д л я  к р и т и ч еск ого  п о т о к а ) .

П у ст ь  h и Q вн овь вы ч исл ены  на л и н и и  t — 2n. Т о г д а  мы не 
м о ж е м  и сп о л ь зо в а т ь  р а ссм о т р ен н ы е  вы ш е у зл о в ы е  точки, т ак  как  
зн а ч е н и е  h в точ к е (2т +  1, 2 п) не за в и си т  от зн а ч ен и й  в у з л а х ,  
р а с п о л о ж е н н ы х  сл ев а  от  точки С. З н а ч е н и е  Q в у з л е  ( 2 т ,  2 я  +  1) 
о п р е д е л я е т с я  из у сл о в и я  на в о д о с л и в е  в со о т в ет ств и и  с ф о р м у л о й
(1 .6 )  главы  6.

П о с л е  т о го  как зн а ч ен и е  Q н а й д е н о , h в у з л е  ( 2 т  + 1 , 2 п-\ -  2) 
м о ж н о  р а ссч и т а т ь  обы чны м  с п о с о б о м , а п п р о к си м и р у я  у р а в н е н и е  
н ер а зр ы в н о ст и  к о н еч н о -р а зн о ст н ы м  а н а л о г о м  (2 .6 ) .

2.3. Конечно-разностные аппроксимации для участка 
слияния рек

П у ст ь  С я в л я ет ся  точкой  сл и я н и я  т р ех  р ек  (р и с . 4 .8 ) ,  а А С , 
ВС  и DC  —  п р и м ы к аю щ и е д р у г  к д р у г у  у ч аст к и  рек и . У сл ов и я
д л я  h и Q, к отор ы е д о л ж н ы  у д о в л е т в о р я т ь с я  в С , р а ссм о т р ен ы

в г л а в е  1, р а з д . 6; они  в ы р а ж а ю т с я  ф о р м у 
л а м и  (6 .1 )  и (6 .3 )  или (6 .1 )  и (6 .4 ) .  Р а с 
см о т р и м  з д е с ь  н а и б о л е е  п р осты е и ч а ст о  
п р и м ен я ем ы е у сл о в и я  (6 .1 )  и (6 .4 ) .  Т ем  
сам ы м  б у д е м  п р е д п о л а г а т ь , что в С

Q 1 —  Q 2 +  Q 3 ; h1 =  h2 — h3. (2 .1 1 )

К р о м е  т ого , д л я  у ч а ст к о в  АС  и СВ  вн овь  
и сп о л ь зу ем  сет к у , п р е д с т а в л е н н у ю  на  
р и с. 4 .7 , гд е  эти  уч астк и  о б о зн а ч ен ы  ч е р е з  
АВ  и DE  со о т в ет ст в ен н о . В  С о б л а с т ь  с л и я 
ния за м е н я е т  зо н у  п р о х о д а . У ч астк и  р ек и  CD
и СВ  п ок р оем  о д и н а к о в о й  сетк ой  и д о п у 
сти м , что д л я  в сех  у ч а ст к о в  Ах и At  с о х р а 
н я ю т ся  н еи зм ен н ы м и .

О б р а т и м с я  к п р ил ивны м  у р а в н ен и я м , и сп о л ь зо в а н н ы м  
в р а з д . 2 .1 . К о эф ф и ц и ен т ы  в эт и х  у р а в н ен и я х  д л я  т р ех  у ч а ст к о в  
о б о зн а ч и м  и н д ек са м и  1, 2 и 3 со о т в ет ст в ен н о .

Н а  у ч а ст к а х  АС  и С В , а т а к ж е  АС  и CD  вн овь  п р и п и ш ем  ко- 
н еч н о -р а зн о ст н ы е  с о о т н о ш ен и я  к у зл а м  ( 2 m —  1, 2 я ), ( 2 т ,
2 п — 1), ( 2 т ,  2п +  1), ( 2 т  +  1, 2 я ), ( 2 т  +  1, 2 п  +  2) и ( 2 т +  2,
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2п +  1); зн а ч ен и я  fti в у з л е  ( 2 m —  1, 2 п) и Q i в у з л а х  (2 m , 2 п— 1) 
и (2m , 2 n - f  1) в х о д я т  в о б е  си стем ы .

П у ст ь  зн а ч ен и я  ft и Q и зв естн ы  во в се  м ом ен ты  в р ем ен и , 
в к л ю ч ая  t = 2 n .

Т о г д а  д л я  к а ж д о г о  из у ч а ст к о в  CD  и СВ  т р е б у е т с я  р а ссч и т а т ь  
hW i  и h2V L +i' а в т оч к е  С - Q ^ ,  Q * » «  и Q * » * ;  так и м  о б -

р а зо м , т р е б у е т с я  о п р ед ел и т ь  пять  н еи зв ест н ы х  ф ун к ц и й . Д л я
у р а в н ен и я  н ер а зр ы в н о ст и  и м ею т ся  д в е  к о н еч н о -р а зн о ст н ы е  с х е 
мы , д в е  д р у г и е  сх ем ы  и м ею т ся  д л я  у р а в н ен и я  д в и ж е н и я . У р а в н е 
н и е д в и ж е н и я  в п е р и о д  п р и л и в а  за п и с ы в а е т с я  в в и д е  (ср . (2 .1 0 ) )

h2n __  ,2  п 1 Ал- 17 1 \ 2п / n 2«-hl +
2, 2т -j-1 t i l ,  2 т ~ \ ----- g------ Ч ~  [ [ J T / z m  Л ^ 1» 2 т  ~  ^ 2’ 2 т '

+  -  о ? ’")] -  Ал' [ ( t W l b r s y L - , х

х  q K q K  +  ( с л ч ' а , + Л ’, + , • <2-12>
А н а л о ги ч н о е  у р а в н е н и е  за п и с ы в а е т с я  и д л я  у ч а ст к а  CD,  при  

эт о м  в ч л ен а х , с о д е р ж а щ и х  Q 2, и н д ек с  2 за м е н я е м  и н д ек со м  3. 
П о ск о л ь к у

q V  im =  Ql:im  +  Q ir  t ! , ( 2 . i 3 )

и з эт и х  т р ех  л и н ей н ы х у р а в н ен и й  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  три з н а ч е 
ния  Q. З а т е м  обы чны м  с п о с о б о м  вы ч и сл яем  зн а ч ен и я  ft2 и ft3 
в у з л е  ( 2 т + 1 ,  2п  +  2 ) ,  и сп о л ь зу я  у р а в н е н и е  н ер а зр ы в н о ст и . 
Д л я  вы п ол н ен и я  п о с л е д у ю щ и х  р а сч ет о в  зн а ч ен и й  ft и Q на у ч а 
стк е А С  в м ом ен ты  (2п +  1 )Д / и (2 я  +  2 )Д /  п е р е й д е м  к р а с с м о т 
р ен и ю  обы ч н ы х си ст ем  (2 .6 )  и (2 .1 0 ) .

З а м е т и м , что мы р а ссч и т а л и  зн а ч ен и я  ft и Q, д в и г а я с ь  от у ч а 
стк ов , л е ж а щ и х  вы ш е по п оток у , к у ч а ст к а м , р а с п о л а г а ю щ и м с я  
н и ж е . П р и м ен я я  у р а в н ен и я , а н а л о ги ч н ы е (1 .1 6 )  и (1 .1 8 ) ,  м о ж н о  
п р о и зв ест и  р а сч ет , д в и га я сь  в о б р а т н о м  н а п р а в л ен и и .

П р и  р а сч ет е  мы н ея в н о  и сп о л ь зо в а л и  у с л о в и е  ft! =  ft2= f t 3; 
эт о  у с л о в и е  в о ш л о  в у р а в н е н и е  (2 .1 2 ) .  В  с л у ч а е  п р и м ен ен и я  б о 
л е е  сл о ж н ы х  у р а в н ен и й , н а п р и м ер  у р а в н е н и я  (6 .2 ) из главы  1, 
и сп о л ь зу ю т ся  к о н еч н о -р а зн о ст н ы е  а п п р о к си м а ц и и  в и д а  (2 .1 0 )  
и (2 .1 2 ) .

3. КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫЙ МЕТОД Д Л Я  ОДНОМ ЕРНОГО 
НЕСТАЦИОНАРНОГО ПОТОКА С РАЗРЫВАМИ

В  г л а в е  3 (р а з д . 9 ) и с п о л ь зо в а л с я  к о н еч н о -р а зн о ст н ы й  м е 
т о д , в о сн о в е  к о т о р о го  л е ж а л  м е т о д  х а р а к т ер и ст и к . А н ал оги ч н ы й  
м е т о д  п р и м ен я л ся  т а к ж е  в р а з д . 12.2 при р а сч ет е  р а с п р о с т р а н е 
ния р а зр ы в о в , п о д о б н ы х  б о р у . О к а за л о с ь , что при и сп о л ь зо в а н и и  
м е т о д а  х а р а к т е р и с т и к  н е о б х о д и м о  п р и м ен я т ь  оч ен ь  ч а ст у ю  с е 
тк у, д л я  т о го  ч тобы  т оч н о  о п р е д е л и т ь  м ест о  з а р о ж д е н и я  б о р а .
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С ц ел ь ю  п р е о д о л е н и я  у к а за н н ы х  т р у д н о с т е й  в д и ф ф е р е н ц и а л ь 
ны е у р а в н ен и я  в ч астн ы х п р о и зв о д н ы х  д о б а в л я л и с ь  ф и к ти вн ы е  
члены . В  эт о м  сл у ч а е  н а б л ю д а л о с ь  и зм е н е н и е  р а зр ы в а  —  зо н а  
р а зр ы в а  ст а н о в и л а сь  с г л а ж е н н о й  и п р о с т и р а л а с ь  на м ал ы й  у ч а 
сток  А х. Ч и с л е н н о е  р еш ен и е  к о н еч н о -р а зн о ст н ы х  у р а в н ен и й  
с  в к л ю ч ен и ем  ф ик ти вн ы х ч л ен ов  а в т о м а т и ч еск и  о б н а р у ж и в а е т  
« с г л а ж и в а н и е »  р а зр ы в а , что п о зв о л я е т  за т е м  у д о в л е т в о р и т е л ь н о  
а п п р о к си м и р о в а т ь  и ст и н н ую  в ел и ч и н у  г и д р а в л и ч еск о го  п р ы ж к а . 
И д е я  в в ед ен и я  и ск у сст в ен н о го  ч л ен а  п р и н а д л е ж и т  Н е й м а н у  и 
Р и х т м а й е р у  [108]. О н и  п р и м ен и л и  эт о т  п р и ем  при р а сч ет е  р а с 
п р о ст р а н ен и я  у д а р н ы х  вол н  в г а за х , к от ор ы е они  о п и са л и  у р а в 
н ен и ям и  Г ю гон и о . Д в а  из них п о д о б н ы  тем  у р а в н ен и я м , к отор ы е  
бы ли п ол уч ен ы  д л я  д в и ж е н и я  р а зр ы в а  в в о д е  (см . р а з д . 5  
главы  1 ). О д н а к о  в сл у ч а е  с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  н е о б х о д и м о  д о 
пол н и ть  си с т е м у  ур а в н ен и й  у р а в н ен и ем  с о х р а н е н и я  в н утр ен н ей  
эн ер ги и . (О б  у р а в н ен и я х  Г ю гон и о  м о ж н о  п р о ч ест ь  в к н и ге Р и х т -  
м а й е р а  [108] и в д р у г и х  р а б о т а х , у к а за н н ы х  в л и т е р а т у р е .)

С к о р о ст ь  ж и д к о ст и  и, д а в л е н и е  р, п л о т н о сть  р и в н у т р ен н я я  
эн ер г и я  £ ,  о т н е с е н н а я  к е д и н и ц е  м ассы , я в л я ю т ся  за в и си м ы м и  
п ер ем ен н ы м и  в у р а в н ен и я х  Г ю го н и о  и в у р а в н ен и и  со ст о я н и я , 
к о т о р о е  св я зы в а ет  р, р и Е. П р и  р еш ен и и  з а д а ч  о д в и ж е н и и  воды  
в к а ч ест в е  за в и си м ы х  п ер ем ен н ы х  и с п о л ь зу ю т ся  ск о р о ст ь  ж и д к о 
сти и и вы сот а  св о б о д н о й  п о в ер х н о ст и  а или А, есл и  п р и м ен я ет ся  
эй л е р о в а  си ст ем а  к о о р д и н а т .

В  эт о м  с л у ч а е  с у щ е с т в у е т  с л е д у ю щ а я  ф о р м а л ь н а я  а н а л о г и я  
м е ж д у  у р а в н ен и я м и  д л я  г а зо в  и у р а в н ен и я м и  д л я  о д н о м е р н о г о  
р еч н ого  п оток а  (см . ( 3 .3 ) ) :

К р о м е  т ого , у р а в н ен и я  м огут  бы ть в ы р а ж ен ы  в эй л ер о в о й  или  
л а г р а н ж е в о й  ф о р м е . П о с л е д н я я  ф о р м а  п р и м ен и т ел ь н о  к д в и ж е 
ни ю  воды  п р и в о д и т ся  в гл а в е  1, р а зд . 9 . Д л я  сл у ч а я  н еп р ер ы в 
н ого  д в и ж е н и я  обы ч н о  и сп о л ь зу е т с я  эй л е р о в а  си ст ем а  к о о р д и 
нат, так  как д в и ж е н и е  ч а ст и ц  са м о  по с е б е  и н т ер еса  не п р е д с т а в 
л я ет . О д н а к о , есл и  н е о б х о д и м о  р а с с м о т р е т ь  д в и ж е н и е  р а зр ы в о в , 
ц е л е с о о б р а з н о  п р и м ен и ть  у р а в н ен и я  в ф о р м е  Л а г р а н ж а . Э ти  
у р а в н ен и я  л е ж а т  в о сн о в е  м е т о д а  о п р е д е л е н и я  у д а р н ы х  в ол н  в г а 
з а х , п р е д л о ж е н н о г о  Н е й м а н о м  и Р и х т м а й е р о м . О ни д о б а в и л и  
в у р а в н ен и я  д в и ж е н и я  и ск у сст в ен н ы е д и сси п а т и в н ы е члены , так  
что у д а р  м о ж н о  бы л о п р ед ст а в и т ь  не в в и д е  р а зр ы в а , а в в и д е  у з 
кой о б л а с т и , в п р е д е л а х  к отор ой  д а в л е н и е  и п л о т н о сть  п р е т е р п е 
вал и  р езк и е  и зм ен ен и я . П о ск о л ь к у  эти  д и сси п а т и в н ы е  члены  д о 
б а в л я л и сь  т а к ж е  в у р а в н ен и я , о п и сы в а ю щ и е р а с п р о с т р а н е н и е  вол н  
за  о б л а с т ь ю  у д а р а , их в л и я н и е д о л ж н о  бы ть п р е н е б р е ж и м о  м а 

Скорость
Плотность

Воздух Вода
Скорость
Высота свободной поверхности 

над дном, а
Давление lhg*
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л ы м . Э тот  м е т о д  и м еет  т о  п р еи м у щ ест в о , что н ам  н е н у ж н о  зн а т ь , 
гд е  р а с п о л а г а ю т с я  ф а к т и ч еск и е  в о зм у щ ен и я .

П о д р о б н о е  о б с у ж д е н и е  эт и х  з а д а ч  д л я  у д а р н ы х  в ол н  м о ж н о  
н ай ти  в к н и ге Р и х т м а й е р а  [108 ]. А н ал оги ч н ы й  м е т о д  м о ж е т  
т а к ж е  п р и м ен я т ь ся  при ч и сл ен н ы х р еш ен и я х  з а д а ч  о п оток е  
с р а зр ы в а м и . П р а й с с м а н  и К ю н г е  [99] и сп о л ь зо в а л и  эт о т  м ет о д  
и п р и в ел и  р езу л ь т а т ы  н ек от ор ы х  п р ед в а р и т ел ь н ы х  р а сч ет о в  у п 
р о щ ен н ы х  п р и м ер о в  о б р а зо в а н и я  и р а с п р о с т р а н е н и я  б о р а . О ни  
п р и м ен и л и  у р а в н е н и я  в ф о р м е  Э й л ер а  и в м ест о  р а с х о д а  вв ел и  
ск о р о ст ь  в оды . В  сл у ч а е , к о г д а  ш и р и н а  р а й о н а  н а к о п л ен и я  в оды  b 
р а в н а  ш и р и н е р у с л а  b s и д в и ж е н и е  я в л я ет ся  н еп р ер ы в н ы м , у р а в 
н ен и е  н ер а зр ы в н о ст и  за п и с ы в а е т с я  в в и д е  (ср . с  (4 .1 3 )  главы  5)

+  +  + ( a o  +  t ) ^ .  =  0 , (3 .1 )

а у р а в н е н и е  д в и ж е н и я , есл и  1 =  0, W = 0  и к о эф ф и ц и ен т  аг п о л а 
г а ет ся  равн ы м  ед и н и ц е  (см . (4 .1 1 )  главы  1 ), и м еет  в и д

т + « ^ — <3 -2»
П р а й с с м а н  и К ю н ге  вв ел и  в у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  (3 .2 )  чл ен , 

х а р а к т е р и зу ю щ и й  и ск у сст в ен н у ю  в я зк ость ; он  а н а л о г и ч ен  ч л ен у , 
и с п о л ь зо в а н н о м у  Н е й м а н о м  и Р и х т м а й е р о м . Т о гд а  в м ест о  (3 .2 )  
он и  п ол уч и л и

л , д \ - \ - g  ( а р +  h ) 2 +  q \  , ,
д и  _|_ и  ди  _  _  1 L 1_________________ J________g \ и \ и
dt  1 д х  #0 +  h д х  t 2 ( a0 - \ - h )  ’

(3 .3 )
г д е  ао +  h —  г л у б и н а .

Д о п о л н и т ел ь н ы й  ч л ен  q о п р е д е л я е т с я  так:

Я~=

P ( a Q +  h) ( - Й г ) 2, е с л и  - | ^ - < 0 ,

0 , е с л и
(3 .4 )

З д е с ь  I —  п о р я д о к  вел ич ины  то го  р а сст о я н и я , в п р е д е л а х  к о 
т о р о г о  р а с п о л а г а е т с я  в и д о и зм ен ен н ы й  р а зр ы в . К р о м е  т о го , I м о 
ж е т  в ы б и р а т ь ся  б о л е е  или м е н е е  п р о и зв о л ь н о . П р и  ч и сл ен н ы х  
р а с ч е т а х  I за м е н я е т с я  со о т н о ш ен и ем

1 =  г  А х ,

г д е  г р а в ен  2 или 3, а А х —  р а с с т о я н и е  м е ж д у  у зл а м и  сет оч н ой  
о б л а с т и .

Д о б а в и м , что у р а в н е н и е  (3 .3 )  б л а г о д а р я  ч л ен у
д /  д и  \ 2  

д х  у д х  ]

я в л я ет ся  п а р а б о л и ч е с к и м  д и ф ф ер ен ц и а л ь н ы м  у р а в н е н и е м .
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П р а й с с м а н  и К ю н ге  п р и м ен и л и  эт о т  м е т о д  к н еск ол ь к и м  с х е 
м а т и зи р о в а н н ы м  м о д е л я м , и сп о л ь зу я  р а зл и ч н ы е к о эф ф и ц и ен ты  
т р ен и я . А втор ы  в св о ей  ст а т ь е  п р и в о д я т  н ек о т о р ы е р езу л ь т а т ы  
р а сч ет а .

Д л я  п о я сн ен и я  п о л е зн о  с д е л а т ь  с л е д у ю щ е е  за м е ч а н и е , о т н о 
с я щ е е с я  к п о в ед ен и ю  ф ун к ц и и  q в т еч ен и е п р и л и в н о го  п е р и о д а .

П о к а ж е м  сн а ч а л а , что в сл у ч а е  д в и ж е н и я  д л и н н ы х вол н  член  
a~l dqjdx  я в л я ет ся  м ал ы м  по ср а в н ен и ю  с ч л ен о м  g d a /d x , гд е  
а  =  cl о “I-  h .

Т ак и м  о б р а з о м , за п и ш ем

1 д I а 2 , \  ( , / 2 /  ди  \ 2 ) да  , /9 д [ д и  \ 2 /0
T ' ^ r ( gr~ 2 " + <?) —  { £ +  v ( ^ f ) } л Г + *  ' а з г ( л г )  • (3 -5 )

Т о гд а  м о ж н о  п о к а за т ь , что

диI д х « t e a ) ' 4 (3.6)

( 3 -7)

П у ст ь  а  о п р е д е л я е т с я  из

=  (3 -8 )

Т о гд а  в соо т в ет ств и и  с у р а в н ен и ем  н ер а зр ы в н о ст и  (3 .1 )  д л я  
сл у ч а я  г о р и зо н т а л ь н о г о  д н а  в ы п о л н я ет ся  со о т н о ш ен и е

dh , dhиdt  1 д х

С л ед о в а т ел ь н о , а  р а в н о

- f H  •

I I О Ft I OFt \ / л  л \

а =  - т т ^ ь Ь г + " л г 1 -  м
_  d h  , dh  

(g<*3Y:
П у ст ь  п р и л и в  п р е д с т а в л я е т с я  в в и д е  р я д а  Ф ур ь е:

N

h = ^ h n (х )  c o s  ( nut  +  dn (х)).  (3 .1 0 )
а ■=. 1

Т о гд а
N

^  2  [ - ди>А« (■*)sin + а« (■*))+(£ * 3)

+  ® dhd x X) C0S ( 'w t  +  а ” М )  ~  dandxX) s in  ( m t  +  *» W )

(3 .1 1 )
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( 3 . 1 2 )

Д л я  оц ен к и  а  и сп о л ь зу ю т ся  д а н н ы е ф а к ти ч еск и х  и зм ер ен и й . 
К о г д а  со =  1 ,405  - 10-4 , что со о т в ет ст в у ет  ч а ст о т е  п р и л и в н ой  волны  
Мг, а 1 = г А х ,  то  м н о ж и т ел ь  (ga)~l/2(ol б у д е т  м ал ы м , есл и  Ах р а 
вен , н а п р и м ер , о д н о м у  к и л о м ет р у .

К р о м е  т о го , су м м а
N

4 -  2  nhn(x )
п — \

б у д е т  ед и н и ч н о го  п о р я д к а .
В т о р о й  ч л ен , за к л ю ч ен н ы й  в ф и гу р н ы е ск обк и , в (3 .1 2 )  б у д е т  

м ен ь ш е, чем

I „  \ у  \ К  ( * i ) —  h n ( х 2) \
аы | —  х 2 \

есл и  dhn (x)/dx  за м ен и т ь  его  к о н еч н о -р а зн о ст н ы м  п р е д с т а в л е 
н и ем , т ак  ч тобы  Xi —  Хг =  1. Н а  п р ак т и к е о к а зы в а е т с я , что эт о т  
ч л ен  обы ч н о  м а л  по ср а в н ен и ю  с п ервы м  р а ссм о т р ен н ы м  ч л ен о м . 
Т от ж е  вы в од  м о ж н о  п ол уч и ть  и п р и м ен и т ел ь н о  к т р е т ь е м у  ч л ен у  
в (3 .1 2 ) .  В  о б щ е м , зн а ч е н и е  | а |  о п р е д е л я е т с я  глав н ы м  о б р а з о м  
п ервы м  ч л ен ом  в (3 .1 1 ) ,  и о к а зы в а е т с я , что | а |  м а л о  д л я  с у м 
м а р н о г о  п р и л и в н о го  д в и ж е н и я .

А н а л о ги ч н о  м о ж н о  п о к а за т ь , что н ер а в ен ст в о  (3 .7 )  у д о в л е т в о 
р я ет ся  т а к ж е  и д л я  н еп р ер ы в н о го  п р и л и в н ого  д в и ж е н и я . В  эт ом  
с л у ч а е  м о ж н о  за п и с а т ь

Р д х
[ д и  \ 2 _

V *  j -
да2 d h

д х ga дх2
д х

т ак  что (3 .7 )  б у д е т  в ы п ол н я ть ся , есл и

дт? 1 d h
д х  ^  а  д х

(3.13)

(3 -1 4 )

Э то  н ер а в ен ст в о  м о ж н о  п ол уч и ть  д л я  су м м а р н о г о  п р и л и в 
н ого  д в и ж е н и я  на о сн о в а н и и  (3 .1 1 )  и п р а к т и ч еск и х  оц ен о к .

О д н а к о  есл и  у р о в ен ь  в оды  р езк о  и зм е н я е т с я  в п р е д е л а х  н е 
б о л ь ш о г о  у ч а ст к а , то  вел и ч и н а  ч л ен а  1\ди/дх\  б у д е т  ср а в н и м а  
с вел и ч и н ой  (g a ) ,/а и а  не б у д е т  м ал ы м  по ср а в н ен и ю  с ед и н и ц ей . 
Э то  в ы я сн и тся  из с р а в н ен и я  у р а в н ен и й  (3 .8 )  и (1 2 .1 8 )  или
(1 2 .2 3 )  р а з д . 12 главы  3.
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П у ст ь  xt и хг я в л я ю т ся  д в у м я  т оч к ам и , к а ж д а я  и з  к от ор ы х  
р а с п о л о ж е н а  по о д н у  ст о р о н у  от  р а зр ы в а  или б о р а , а т  и и2 —  
ск о р о ст и  в эт и х  т о ч к а х . Т о гд а , с о г л а с н о  т о м у , что 1 = г А х =  
=  Xi —  X2,

С д р у г о й  стор он ы , на о сн о в а н и и  (1 2 .2 3 )  главы  3 и (3 .8 )  н а 
х о д и м , что

г д е  а —  с р е д н я я  г л у б и н а  в п р е д е л а х  у ч а ст к а  (хи хг), о п р е д е л я е -

н ию  с г л у б и н о й , а  не м а л о  по ср а в н ен и ю  с ед и н и ц ей .
И з  у р а в н ен и я  н ер а зр ы в н о ст и  с л е д у е т , что зн а к  ч л ен а  ди/дх  

о п р е д е л я е т с я  глав н ы м  о б р а з о м  зн а к о м  du/dt.  П о ск о л ь к у  п р о 
и зв о д н а я  dh/dt  п о л о ж и т е л ь н а  в п е р и о д  п о д ъ е м а  ур о в н я , то  член  
ди/дх  я в л я ет ся  о т р и ц а т ел ь н ы м . И н а ч е  го в о р я , чл ен  q о т р и ц а т е 
л ен , что н а х о д и т с я  в со о т в ет ств и и  с тем  ф а к т о м , что в п е р и о д  о т 
л и в а  не м огут  и м еть  м ест а  р азр ы в ы  в п р и л и в н ом  д в и ж е н и и .

Р а н е е  мы п р е д п о л о ж и л и , что ш и ри н а р у с л а  bs о с т а е т с я  п о 
ст о я н н о й . В  н е за р е г у л и р о в а н н ы х  р е к а х  он а  м о ж е т  си л ь н о  м е 
н я ться , т о г д а  зн а к  ди/дх  м о ж е т  и зм ен я т ь ся  по д л и н е  р еки  в м о 
м ен т  t.

И з л о ж е н н а я  з д е с ь  т ео р и я  (см . т а к ж е  Р и х т м а й е р  [108], 
г л а в а  10) и м ет о д и к а  ее  п р и м ен ен и я  н еп р ер ы в н о  р а зв и в а ю т с я . 
О с о б о е  в н и м а н и е  в д а л ь н ей ш ем  н е о б х о д и м о  у д ел и т ь  в о п р о са м  
уст о й ч и в о ст и  к о н еч н о -р а зн о ст н ы х  у р а в н ен и й , к отор ы е за м е н я ю т  
(3 .1 )  и (3 .3 ) ,  а т а к ж е  и с с л е д о в а н и ю  в л и я н и я  ч л ен ов  du/dt  и 
ди/дх  в (3 .3 )  на ш и р и н у  зон ы  б о р а . К р о м е  т ого , ж е л а т е л ь н о  з а 
м ен и ть  q б о л е е  п р о ст о й  ф ун к ц и ей .

4. КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫЕ АППРОКСИМАЦИИ ДВУХМЕРНОГО 
ПРИЛИВНОГО Д В И Ж Е Н И Я

В г л а в е  1, р а з д . 3, п р и в о д и т ся  п о д р о б н о е  о п и са н и е  у р а в н ен и й  
д в и ж е н и я  д л я  м ор я . Э ти  у р а в н ен и я  о п и сы в а ю т ся  ф о р м у л а м и  
(3 .1 7 )  и (3 .1 8 ) ,  в к отор ы х у ч и т ы в а ет ся  в л и я н и е  в ет р а  и и зм е н е 
ния а т м о с ф е р н о г о  д а в л ен и я . К  эти м  у р а в н ен и я м  н е о б х о д и м о  д о 
б а в и т ь  у р а в н е н и е  н ер а зр ы в н о ст и  (2 .7 ) ,  п р и в ед ен н о е  в г л а в е  1, 
р а з д . 2. З а п и ш е м  их з д е с ь  в сл е д у ю щ е й  ф о р м е:

(3 .1 5 )

(3 .1 6 )

м а я  как  —  (a i - \ -a z) .  С л е д о в а т е л ь н о , есл и  А н е  м а л о  по ср а в н е-
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ду  С2 (ао ~Ь Л) #о -f h ( 4 . 2 )

^ ( а 0 +  А )а  +  - ^ г (а 0 +  Л )®  +  - ^ -  =  0 , ( 4 .3 )

г д е  к ом п он ен ты  p - ^ K c o s i j )  и p_1£ y s i n \ | )  в ы р а ж а ю т с я  ч е р е з  к о м 
п он ен ты  ск о р о ст и  в ет р а  ао/Уо и aoVo в д о л ь  оси  у.

П о ск о л ь к у  в л и я н и е вел и ч и н ы  W , о зн а ч а ю щ е й  к о л е б а н и е  
у р о в н я , в ы зв а н н о е  а т м о сф ер н ы м  д а в л е н и е м , и h ан ал оги ч н ы  
д р у г  д р у г у , то  в д а л ь н ей ш ем  в к о н еч н о -р а зн о ст н ы х  у р а в н е н и я х  
чл ены , с о д е р ж а щ и е  h' , у д о б н о  и ск л ю ч и ть  из р а ссм о т р ен и я .

Ч и сл ен н ы й  м ет о д , ан ал оги ч н ы й  т о м у , к отор ы й  и сп о л ь зо в а л с я  
в п р е д ы д у щ е м  р а з д е л е  при р еш ен и и  у р а в н ен и й  д л я  о д н о м е р н о г о  
п р и л и в н о го  д в и ж е н и я , м о ж н о  п р и м ен и ть  и при  р еш ен и и  п р и л и в 
ны х у р а в н ен и й  д л я  м ор я . П о э т о м у  за м е н и м  эти  у р а в н ен и я  к о 
н еч н о -р а зн о ст н ы м и  у р а в н ен и я м и , вн овь  и сп о л ь зу я  ц ен т р а л ь н ы е  
к он еч н ы е р а зн о с т и . Э то  м о ж н о  сд е л а т ь  н еск ол ь к и м и  р азл и ч н ы м и  
с п о с о б а м и . П о л у ч и м  си с т е м у  р а зн о ст н ы х  у р а в н ен и й , к о т о р а я  у ж е  
и с п о л ь зо в а л а с ь  в п р ак т и ч еск и х  р а с ч е т а х  Х а н зе н а  [55 , 57 , 58 , 59}  
и Т е р а д а  [137], а за т е м  си ст ем у , п р и м ен я ем у ю  в м а т е м а т и ч е с к о м  
ц ен т р е  в А м с т е р д а м е . В  ст а т ь е  [59] Х а н зе н  п р и в о д и т  о б з о р  п р а к 
т и ч еск и х  п р и л о ж ен и й  эт и х  у р а в н ен и й  к о д н о - и д в у х м ер н ы м  п р и 
л ивн ы м  р а й о н а м  —  р ек ам  и С е в е р н о м у  м ор ю .

П у ст ь  зн а ч ен и я  и и v и зв ест н ы  в п л о ск о ст и  х, у  и в м о м ен т  
t = t о, а зн а ч е н и е  h и зв ест н о  д л я  м о м ен т а  t = t o - \ -  At. Т о г д а  з а м е 
ним  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н ен и я  (4 .1 )  —  (4 .3 )  их р а зн о ст н ы м и  
а н а л о г а м и , ч тобы  и м еть  в о з м о ж н о с т ь  р а ссч и т а т ь  зн а ч ен и я  и и 
v д л я  t =  U-\- 2At  и зн а ч ен и я  h д л я  t = U - \ - 3 A t  и т. д . П р и  т а к и х  
ч и сл ен н ы х р а с ч е т а х  зн а ч ен и я  и , v или h вн овь н а х о д я т с я  в р а з 
ны х у зл о в ы х  т о ч к ах , т а к  как  в к а ж д о м  у з л е  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  
л и ш ь  о д н у  из эт и х  т р ех  вел и ч и н . П р и м ер  т а к ой  т р е х м е р н о й  сетки  
п о к а за н  на рис. 4 .9 , г д е  ч асть  п л о ск о ст и  х , у  п о к а з а н а  в м ом ен ты  
t = U , t - \ - A t  и т. д . Н а ч а л о  си стем ы  к о о р д и н а т  в р а зл и ч н ы х  п л о 
ск о ст я х  п о м е щ е н о  в т оч к у  с к о о р д и н а т а м и  (0 ,0 ) .  Н а  эт и х  п л о с к о -  
стя х  п о к а за н ы  т а к ж е  н ек о т о р ы е д р у г и е  узл ы  (х =  р , y  =  q).

В  т о ч к а х  с к о о р д и н а т а м и  (— 2, 0 ) ,  (0 , 0 ) и т. д . з а д а н ы  з н а ч е 
ния и в м о м ен т  t = t o ,  а в у з л а х  ( — 1, 1 ) , (— 1, — 1) и т. д . за д а н ы  
зн а ч ен и я  v. Д л я  м о м ен т а  t0 - \-At  зн а ч ен и я  h на п л о ск о ст и  лс, у  
п р е д п о л а г а ю т с я  и зв ест н ы м и  в т о ч к а х  (— 1, — 2 ) ,  (— 1, 0 ) и т. д . 
Т о г д а  зн а ч ен и я  и и v при t0- \-2At  р а ссч и т ы в а ю т ся  д л я  т ех  ж е

4.1. Первая разностная схема

215-



зн а ч ен и й  х к у,  что и д л я  п л о ск о ст и  to, и а н а л о г и ч н о  зн а ч ен и я  
х , у  д л я  h в п л о ск о ст и  to +  3 At  с о в п а д а ю т  со  зн а ч ен и я м и  к о о р 
д и н а т  при t = t o  -j- At  и т. д .

В  о б щ е м , в том  сл у ч а е , к о гд а  х, у  п р е д с т а в л я ю т  с о б о й  к о о р 
д и н ат ы  у зл а  в п л о ск о ст и  to, д р у г и е  у зл ы  о б о зн а ч а ю т с я  ч е р е з  
(х- \ -рАх,  y - \ - q A y ) ,  г д е  р , q —  о т р и ц а т ел ь н ы е, р ав н ы е н у л ю  или  
п о л о ж и т ел ь н ы е  ц ел ы е ч и сл а .

Рис. 4.9.

П у ст ь  в м ом ен т  t = t o - \ -  rAt  зн а ч ен и я  и р а ссч и т ы в а ю т ся  в у з 
л а х  (х +  2рАх, у  +  2qAy),  а зн а ч ен и я  v —  в у з л а х  [х -f- 
+  (2 р  +  1 )Д х , у  +  ( 2 q +  1 )Ау].  Т о г д а  в м о м ен т  to +  (г  +  1)At  з н а 
ч ен и я  h в п л о ск о ст и  х, у  б у д у т  о п р е д е л я т ь с я  в у з л а х  
[ х +  ( 2 р +  \ )Ах, y  +  2qAy].

М о ж н о  в в ести  т еп ер ь  с л е д у ю щ и е  о б о зн а ч е н и я : зн а ч е н и е  и 
в точ к е (х +  2рАх, y  +  2qAy)  в м о м ен т  t0+ r A t  о б о зн а ч и м  ч ер ез  
и {х, у; г) и со о т в ет ст в ен н о  в в ед ем  v ( x + l ,  у +  1; г) и Я (л :-|-1, у\ 
г +  1) •

З а м е н и м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н ен и я  р а зн о ст н ы м и  у р а в н е 
ни я м и , и сп о л ь зу я  ц ен т р а л ь н ы е к он еч н ы е р а зн о с т и , п р и ч ем  с д е 
л а е м  эт о  т ак , ч тобы  м о ж н о  бы л о  о п р е д е л и т ь  зн а е ч н и я  и в у з л е  
(х, у , г).  Т о гд а  при р а сч ет е  и в п о с л е д у ю щ и х  у з л а х  г -п л о ск о ст и  

т оч к у  х, у  в р а зн о с т н о м  у р а в н ен и и  м о ж н о  за м е н и т ь  т оч к ам и  
с к о о р д и н а т а м и  (х  +  2рАх, y  +  2qAy)  и т. д .
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В о с п о л ь з у е м с я  с л ед у ю щ и м  п р е д с т а в л е н и е м  д и ф ф е р е н ц и а л о в  
ч е р е з  к он еч н ы е р а зн о ст и :

4 г  — у; г + 2) - « ( - « .  у; О Н ^ Г 1.

•gj" — 4 ' f “ ^  +  2; У; О — *(-* — 2, У; r ) l(A jc ) -1,

 ̂+  2; г) - “ (•*> У — 2; г)} (Ду)-1.

П о ск о л ь к у  в точ к е  xf у  зн а ч е н и е  v н е  р а ссч и т ы в а ет ся , о п р е д е 
лим  его  к ак  с р е д н е е  из зн а ч ен и й  v в о к р у ж а ю щ и х  т о ч к а х  ( х + 1 ,  
у + 1), (дН- l ,  у  —  1), ( х — 1, г / + 1) и (х 1, у  1).

П о ск о л ь к у  ср ед н я я  г л у б и н а  и зв ест н а  в л ю б о й  т оч к е  м ор я , 
м о ж н о  в в ести  ее  зн а ч е н и е  в точ к е  х , у , U. Н е о б х о д и м о  т а к ж е  
за м е н и т ь  зн а ч е н и е  h его  ср е д н и м  зн а ч е н и е м  в п л о ск о ст и  / = / 0 +  
+  (г  +  в т о ч к а х  ( х —  1, у)  и (х +  1, У)•

П о с л е  п о д ст а н о в к и  в (4 .1 )  п ол уч и м  с л е д у ю щ е е  р а зн о с т н о е  
у р а в н е н и е  д л я  и:

«(■*. у; Г +  2) =  Й(Л, у; г) — у; г ) [и (л  +  2 , у; г ) —

— и ( х — 2, у; r)| — - g - - ^ - [ w ( j c + l ,  У +  1; г) +

+  ® ( * + 1 ,  У — 1; r) +  w ( * — 1, у +  1; г) +

+  ®(* — 1, у — 1; г ) ] [« (х ,  у +  2; г) — и ( х ,  у  -  2; г ) ]+

+  4 " а д *[®(л: +  1» У +  1; г ) +  ® ( а : +  1, у — 1; г )  +

+  ®(* — 1, У + 1 ;  r) +  v ( x  — 1, у — 1; г)] —

-  ё - ^ - [ Ь { х + \ ,  У; г - \ - \ )  — h ( x — \,  у; г + 1 ) ]  -

^ \ - k t u ( x ,  у; г)рг0(х, у )-|— y  h ( x  1, у; г + 1) +

+  4 " А (■*+!> у; r + i ) ] _1 у; >0 +

+  2лам и о (х,  у; г + 1) [ а 0(.*, у) +  -1-Л(-« — 1. У? г + 1 )  +

+  ^ r k ( x +  1, у; г +  1)J_1 В Л х ,  у; г + 1 ) -  (4-4)
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А н ал оги ч н ы м  о б р а з о м  н а х о д и т с я  р а зн о с т н о е  у р а в н е н и е  д л я  
р а сч ет а  v в м о м ен т  / + 2 Д / .  З а т е м , вн овь в в о д я  ц ен т р а л ь н ы е р а з 
н ости  д л я  за м ен ы  п р о и зв о д н ы х  в точ к е ( х + 1 ,  у - \-1 ) , о п р е д е л я е м  
в этой  т оч к е зн а ч е н и е  v. П о ск о л ь к у  в д а н н о й  точ к е зн а ч е н и е  и 
н еи зв ест н о , сн ов а  и сп о л ь зу ем  с р е д н е е  и з зн а ч ен и й  в т ех  о к р у 
ж а ю щ и х  т о ч к ах , г д е  и р а ссч и т а н о . Р а зн о с т н о е  у р а в н е н и е  д л я  
вы ч и сл ен и я  v ( x - \ - l ,  у  +  1, г +  2 ) а н а л о г и ч н о  у р а в н е н и ю  (4 .4 ) ,  
т ол ь к о  в м ест о  х , у , Ах и Uo н е о б х о д и м о  за п и с а т ь  х +  1, у  +  1, Ау  
и Vo. В  точ к е ( х +  1, у  +  1) р а зн о ст н ы е  вел ич ины  п р е д с т а в л я ю т  
с о б о й  ц ен т р а л ь н ы е к он еч н ы е р а зн о ст и ; эт о  ж е  за м е ч а н и е  о т н о 
си тся  и к h в в ы р а ж ен и и  д л я  ао +  h.

М н о ж и т ел и  А\(х ,  у\ г),  В±(х, у\  г + 1 )  в (4 .4 )  о б о з н а ч а ю т  к о 
н еч н о -р а зн о ст н ы е  а п п р о к си м а ц и и  м о д у л е й  ск о р о ст и  в оды  и 
в етр а:

< У  +  * 2)' 2 и ( u l  +  v i y ' '

со о т в ет ст в ен н о .
П о ск о л ь к у  зн а ч ен и я  и и v р ассч и т ы в а ю т ся  в у з л а х  сеточ н ой  

о б л а с т и , р а зн о с т н а я  а п п р о к си м а ц и я  м н о ж и т е л е й  и2 и v2 д о л ж н а  
в ы гл я д еть  с л ед у ю щ и м  о б р а зо м :

(« 2 +  ® Т * - * { [ » ( * ,  у; г)]2 +  4 - Н * + 1 ,  у +  h  Г) +

+  ® ( л : + 1, у — 1; r) +  z>(x— 1, у +  1; г) +

+  v ( x — 1, у -  1; г)]2|  /2= = л , (х ,  у; г). (4.5)

Т ак  как  зн а ч ен и я  с о ст а в л я ю щ и х  ск о р о ст и  в ет р а  п р е д п о л а 
га ю т ся  и зв ест н ы м и , ( Щ + У 2 ) '12 м о ж н о  а п п р о к си м и р о в а т ь  в в и д е

\ \ и 0(х,  у; г + 1)]2+ [ К 0(*, у; r + l ) ] T ’=
=  B l (x, у\  г +  1). (4 .6 )

З н а ч ен и я  h в м о м ен т  t-\-(r-\-3) At  о к о н ч а т ел ь н о  р а ссч и т ы 
в а ю т ся  из у р а в н ен и я  н ер а зр ы в н о ст и  ( 4 .3 ) .  Б у д е м  п р и м ен я т ь  эт о  
у р а в н ен и е  д л я  р а сч ет а  h(x-\ -1, у , г + 3 ) .  Т о гд а  п р о и зв о д н а я  
d(ao-\-h)u/dx  за м е н я е т с я  сл е д у ю щ и м  р а зн о ст н ы м  а н а л о г о м . П о 
ск ол ь к у  зн а ч ен и я  h и и н а х о д я т с я  в р а зл и ч н ы х  п л о ск о ст я х , б у 
д е м  и сп о л ь зо в а т ь  о п р е д е л е н н ы е  зн а ч ен и я  h в п л о ск о ст и  /о +  
- ( - ( г + 1 ) А /  и зн а ч ен и я  и в п л о ск о ст и  to-\-(r-\-2)At  (он и  н а х о д я т с я  
из у р а в н ен и я  ( 4 .4 ) ) .  Э то  д о п у с т и м о  в том  сл у ч а е , есл и  At  д о с т а 
точ н о  м а л о .
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2Д х [ - ^ - ( о0 +  А ) « ] ( . * + 1 ,  у; г +  3) =

=  а0( д : + 1, у ) [ и { х - \ - 2 ,  у; г  +  2) — и ( х ,  у; г +  2)] +

+  ^ - { [ Л ( ^  +  3, У; г + 1 )  +  

+  А(д: +  1, у; г + 1 ) ] и ( х  +  2, у; г +  2) — [й (х  +  1, у; г +  1) +  

+  А ( л — 1, у; г +  1) ] « ( л ,  у; г +  2) } .

Т ак и м  о б р а з о м , зн а ч е н и е  h в точ к е ( х + 2 ,  у)  в п л о ск о ст и  
U +  2 At  а п п р о к си м и р у ет ся  ср ед н и м  зн а ч ен и ем  h в т оч к ах  
( х + З ,  у)  и ( х + 1 ,  у)  в ПЛОСКОСТИ to+A t  и т. д .

Р а зн о с т н ы й  а н а л о г  д л я  d ( a o + h ) v / d y  о п р е д е л я е т с я  т ем  ж е  
с п о с о б о м .

П о с л е  п о д ст а н о в к и  эт и х  р а зн о ст н ы х  вел и ч и н  в (4 .3 )  п о л у 
ч аем  р а зн о с т н о е  у р а в н е н и е  о т н о си т ел ь н о  h(x- \ -1, у\  г + З ) —  
—  h(x - \ -  1, у\  г + 1 ) .  И с п о л ь зу я  р а зн о с т н ы е  у р а в н ен и я , м о ж н о  
о п р ед ел и т ь  зн а ч ен и я  и, v и h в д а н н ы х  у зл о в ы х  т о ч к а х  в п о с л е 
д у ю щ и е  м ом ен ты  в р ем ен и , есл и  при — оо <  х <  оо и — оо <  у  <
<  оо за д а н ы  н а ч а л ь н ы е у с л о в и я  д л я  а и v в м о м ен т  и й в м о 

м ен т  U +  At.
О б  и сп о л ь зо в а н и и  б ы с т р о д е й с т в у ю щ и х  эл ек т р о н н ы х  в ы ч и сл и 

тел ь н ы х  м аш и н  д л я  р а сч ет а  т р ех м ер н ы х  о к еа н и ч еск и х  теч ен и й  
м о ж н о  п р оч ест ь  в ст а ть е  Х и д а к а  [64].

С л е д о в а т е л ь н о ,  м ы  и м е е м

4 .2 . В т о р а я  р а зн о с т н а я  с х е м а

П р и  р а с ч е т е  п р и л и в н ы х в ол н  с б о л ь ш и м и  а м п л и т у д а м и  в С е 
в ер н о м  м о р е  Л о в е р ь е  и Д а м с т е  [82] п р и м ен и л и  т р е х м е р н у ю  р а з 
н о ст н у ю  с х ем у , о т л и ч н у ю  от  той , к о т о р а я  р а с с м а т р и в а л а с ь  вы ш е.

В  о с н о в е  эт о й  схем ы  л е ж а л и  с л е д у ю щ и е  у п р о щ ен н ы е  у р а в н е 
ния д л и н н ы х в ол н  (см . г л а в у  2, р а з д . 2 ) :

=  _ Хи +  2 ®  -  g a  - g -  +  и  (X, у , t), (4 .7 )

dv =  — QU — g a ~  +  V ( x ,  у ,  t), (4 .8 )dt —  dy

d h  du  du
dt  d x  d y (4 .9 )

г д е  U и V —  к ом п он ен ты  ск о р о ст и  в етр а; о ст а л ь н ы е о б о зн а ч е н и я  
о б щ еп р и н я т ы е . Г л у б и н а  а сч и т а ет ся  н еи зм ен н о й  в п л о ск о ст и  х, у , 
а н а л о г и ч н о е  п р е д п о л о ж е н и е  д е л а е т с я  о т н о си т ел ь н о  п а р а м е т р о в
1  и й .
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Г р ан и ч н ы е у сл о в и я  те  ж е , что и д л я  п р я м о у го л ь н о й  м о д ел и  
С ев ер н о г о  м о р я  (см . г л а в у  2, р а з д . 2 ) .  К р о м е  т о го , з а д а ю т с я  у с 
л о в и я  при  / = 0 .

А втор ы  и с с л е д о в а л и  уст о й ч и в о сть  р а зл и ч н ы х  р а зн о ст н ы х  
сх ем . П о л у ч ен н ы е им и р езу л ь т а т ы  св о д я т ся  к с л е д у ю щ е м у .

К о м п о н ен ты  ск о р о ст и  ( и , v) и о т к л о н ен и е  h р а ссч и т ы в а ю т ся  
в п л о ск о ст и  х, у , to-\ -At  по и зв ест н ы м  зн а ч ен и я м  эт и х  х а р а к 
т ер и ст и к  в п л о ск о ст и  х , у, to. З а т е м  р асч еты  п р о д о л ж а ю т с я  в п л о 
ск ост и  xf у , /о +  2 Д / и т. д . Т ак и м  о б р а з о м , к ом п он ен ты  и , v 
р а ссч и т ы в а ю т ся  в т о ч к а х  (х - \ - 2 р А х у y - \ - 2 q A y ,  +  г д е
р , <7 =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . .  О т к л он ен и я  у р о в н я  о п р е д е л я ю т с я  в т о ч 
к а х  ( j t + ( 2 р — 1)Ajc; у  +  (2q — 1)А*/; /о +  Д /)  (см . р и с.. 4 .1 0  б ) .

П р о и зв о д н ы е  по в р ем ен и  за м е н я ю т с я  обы ч н ы м и  о д н о с т о р о н 
н им и в п е р е д  н а п р а в л ен н ы м и  р а зн о с т я м и . Д л я  р а зн о с т н о г о  п р е д 
ст а в л ен и я  п р о и зв о д н ы х  от  h по х и у  в у з л е  п л о ск о ст и  xf y f t и с 
п о л ь зу ю т ся  зн а ч ен и я  h в со о т в ет ст в у ю щ и х  о к р у ж а ю щ и х  т оч к ах  
или, ины м и сл о в а м и , о п р е д е л я ю т с я  с р е д н и е  зн а ч ен и я  ц е н т р а л ь 
ны х конеч ны х р а зн о ст ей ; а н ал оги ч н ы м  о б р а з о м  н а х о д я т с я  з н а 
ч ен и я  п р о и зв о д н ы х  от  и и v по х и у.  С л е д о в а т е л ь н о , д л я  точки  
(х, у , to) (см . р ис. 4 .1 0  б ) и м еем :

Х | Л ( х  +  Дх, у +  Ду, t0) — fi(x — Дх, у +  Ду, <„) +  

+  Л(х +  Дх, у — Ду, /f0) — А (х — Дх, у — Ду, t0) ) = D l (h), (4.10)

Р а зн о с т н ы е  а н а л о г и  д л я  dh/dy , D 2 (/i)  о п р е д е л я ю т с я  с о в е р 
ш ен н о  а н ал оги ч н о:

К а к  и в (4 .1 0 )  или (4 .1 1 ) ,  о п р е д е л я ю т с я  р а зн о с т н ы е  а н а 
л о ги  duldx, dv /dy  (и с п о л ь зу ю т с я  о к р у ж а ю щ и е  точки  в н а 
п р а в л ен и я х  х и у) .  С л ед о в а т ел ь н о , д л я  точки  (х-\-Ах, у + А у ,  to) 
и м еем

dh
д х

0h\ 1 у
^У ■ х +  Ьх,у х — ь х , у \  4Ду

х  { h (х +  Дх, у +  Ду, *0) — h (х +  Дх, у — Ду, tQ) +  
—)~ h (х Дх, у —1~ Ду> о̂) —

— h (x  — Дх, у — Ду, t0) } = D 2(k). (4.11)

— и (х ,  у +  2Ду, *0) +  « ( х  +  2Д х , у, /0) —

— и (х ,  у, <o)} =  d ;(»). ( 4 .1 2 )
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С о о т в ет ст в у ю щ и е  со о т н о ш ен и я  за п и с ы в а ю т с я  т а к ж е  д л я  
dv/dy ,  D'2(v).

П о с л е  п о д ст а н о в к и  р а зл и ч н ы х  р а зн о ст н ы х  а н а л о г о в , п р и в е д е н 
ны х в (4 .1 0 )  —  (4 .1 2 ) ,  в у р а в н е н и я  (4 .7 )  —  (4 .9 )  п о л у ч а ю т ся  и с к о 
м ы е р а зн о с т н ы е  у р а в н ен и я . О н и  м о г у т  бы ть за п и са н ы  д л я  м о 
м ен та  t в в и д е

У> t-^-At) =  ( \ — X A t ) u ( x y у ,  <) +

- f  2 Д t v ( x ,  у ,  t) — g a A t D ^ h ) ,  (4 .1 3 )

v ( x ,  у ,  t - \ -  At) =  (\ — X A t ) v (x ,  у ,  t) —
— 2 Д t u ( x ,  y ,  /)  — g a M D i i t i ) ,  (4 .1 4 )

A ( x - f -  Д х , у  +  Д у , t - {-  At) =  A ( x - f  Д х , у  +  Д у , 0 " ”

- M D l ( u ) -  MD'2(v ), (4 .1 5 )

г д е  ф ун к ц и и  U u V  о п ущ ен ы .
В  п р а к т и ч еск и х  п р и л о ж е н и я х  о б л а с т ь , в к от о р о й  т р е б у е т с я  

о п р е д е л и т ь  зн а ч ен и я  hf и и у , я в л я ет ся  о г р а н и ч ен н о й . Н о р м а л ь 
н ая  к б е р е г у  к о м п о н ен т а  ск о р о ст и  р а в н а  н у л ю , а на г р а н и ц е  
с  д р у г и м  м о р ем  от к л о н ен и я  у р о в н я  h о бы ч н о  п р е д п о л а г а ю т с я  з а 
д а н н ы м и .

В  с л у ч а е  п р я м о у го л ь н о г о  м о р я , о т к р ы того  с о д н о г о  к он ц а  (г д е  
ось  у  н а п р а в л е н а  в п р о д о л ь н о м  н а п р а в л ен и и , а ось  х  —  в п о п е 
р е ч н о м ) , гр ан и ч н ы е у сл о в и я  з а д а ю т с я  в в и де: и =  0  при х = 0  и 
х = Ь \  а = 0  при  у = 0 и h =  f ( x , t) при  у = 1 , г д е  Ь —  ш и р и н а , 
а I —  д л и н а  к а н а л а . С л е д о в а т е л ь н о , в эт о м  с л у ч а е  п р ои зв ол ь н ы й  
в ы бор  сет о ч н о й  о б л а с т и  ст а н о в и т ся  н е в о зм о ж н ы м . П о ск о л ь к у  и 
и v п о д л е ж а т  о п р е д е л е н и ю  в у з л а х  т в е р д о г о  к о н т у р а , а о т к л о н е 
н и е  у р о в н я  h —  на отк р ы том  к он ц е м о р я , то  ш и р и н у  н е о б х о д и м о  
п о д ел и т ь  на ч ет н о е  ч и сл о  р авн ы х ч а ст ей  Ах, а д л и н у  —  на н еч ет 
н о е  ч и сл о  р авн ы х ч а ст ей  Ау.  (В  р а з д . 2.1 главы  2 х  н а п р а в л е н о  
в д о л ь  оси  к а н а л а , а у  —  п о п ер ек .)

К р о м е  т о го , д л я  п р е д с т а в л е н и я  h на г р а н и ц а х  н е в о зм о ж н о  
и сп о л ь зо в а т ь  ц ен т р а л ь н ы е р а зн о с т н ы е  о п ер а т о р ы . П р и  р а с ч е т а х  
в м а т ем а т и ч еск о м  ц ен т р е  [82 , 83] п р и м ен я ю т ся  в зв еш ен н ы е к о- 
н еч н о -р а зн о ст н ы е  а п п р о к си м а ц и и  т и п а

( ■ з г ) у= 0  * З А ( *  +  А* ’ ДУ’ < ) - З Л С * - Д * ,  Д у , t ) -

- h ( x - \ - \ x ,  ЗДу, t ) - \ -h (x  — Дх, ЗДу, t ) }. (4.16)

А н а л о ги ч н ы е со о т н о ш ен и я  за п и сы в а ю т ся  д л я  dh/dy  на  х = 0  
и х = Ь .
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З а к а н ч и в а я  о б з о р  ч и сл ен н ы х м е т о д о в  р а сч ет а  п р и л и в н ы х д в и 
ж ен и й , м о ж н о  с д е л а т ь  с л е д у ю щ и е  за м е ч а н и я .

Д л я  о д н о м е р н о г о  н е с т а ц и о н а р н о г о  п от ок а  с х о д и м о с т ь  иг 
у ст ой ч и в ость  к о н еч н о -р а зн о ст н ы х  сх ем  б о л е е  п о д р о б н о  р а с с м а т 
р и в а л а сь  в р а з д . 1.3. И з у ч е н и е  эт и х  в о п р о со в  д л я  к о н е ч н о -р а зн о 
стны х сх ем , и сп о л ь зу ем ы х  при ч и сл ен н о м  р еш ен и и  д и ф ф е р е н ц и 
ал ьн ы х у р а в н ен и й  в ч астн ы х п р о и зв о д н ы х , к о т о р ы е с о д е р ж а т  
б о л е е  д в у х  н еза в и си м ы х  п ер ем ен н ы х , н а х о д и т с я  в са м о й  н а ч а л ь 
ной ст а д и и .

П р и л и в н ы е у р а в н ен и я  д л я  о д н о м ер н ы х  р а й о н о в  м о ж н о  т а к 
ж е  и с с л е д о в а т ь  с п о м о щ ь ю  м е т о д а  х а р а к т е р и с т и к . О д н а к о  эт о  г

4 .3 .  М а т е м а т и ч е с к и й  а н а л и з

а)
_|-------1и

г

7> 1
j-------3V h у

К. \

т i

V

}и % ‘ и

с

{h и

V

Т------- 3

J-U

с-------г

к

Т-------S

и

С-------г

б)

1 г U.V

и,и U.V и, и

6 -и,и - f r it. V и,и

Рис. 4.10.

м е т о д  очень  т р у д н о  р а сп р о ст р а н и т ь  на р еш ен и е  т р ех м ер н ы х  з а 
дач ; н ек от ор ы е в о з м о ж н ы е  о б о б щ е н и я  п р е д л о ж е н ы  Ф о к со м  [44].

Л о в е р ь е  и Д а м с т ё  [82 , 83] за м е т и л и , что у ст о й ч и в о ст ь  р а з 
н остн ы х  сх е м  за в и си т  от т о го , уч и т ы в а ет ся  ил и  нет си л а  К о р и о 
л и са , и от гр ан и ч н ы х у сл о в и й . И сп о л ь зо в а н н ы й  им и а н а л и з  у с 
той ч и в ости  р а зн о ст н ы х  сх ем  о сн о в ы в а л ся  на т ео р и и  Н е й м а н а ,  
Л а к с а  и Р и х т м а й е р а  (см . [1 0 8 ] ) . Э тот  м е т о д  м о ж е т  п р и м ен я т ь ся  
тол ь к о  к в н у т р ен н ей  ч асти  р ай он а  (т ак  к ак  Й ^ О ) ;  т а к и м  о б р а 
зо м , гр ан и ч н ы е у сл о в и я  н е  р а с с м а т р и в а ю т с я .

С р а в н и в а я  си стем ы  в р а з д . 4.1 (р и с . 4 .9  и 4 .1 0  а )  и 4 .2  
(р и с . 4 .1 0  б ) ,  в и д и м , что в си ст ем е , п р и в ед ен н о й  в р а з д . 4 .2 , л о 
к а л ь н о е  о с р е д н е н и е , а сл е д о в а т е л ь н о , и п р о ц е с с  с г л а ж и в а н и я  
я в л я ю тся  б о л е е  си л ьн ы м и , чем  в с и ст ем е  р а з д . 4 .1 . И с х о д я  из 
эт о го , м о ж н о  о ж и д а т ь , что си ст ем а  р а з д . 4 .2  и м еет  б о л е е  си л ь 
ны е ст а б и л и зи р у ю щ и е  св о й ств а , чем  п ер в а я  с и ст ем а . С д р у г о й
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ст о р о н ы , у ст о й ч и в о ст ь  т а к и х  си ст ем  за в и си т  т а к ж е  от р а зм е р о в  
я ч еек  в п л о ск о ст и  ху у  и от ш а га  по в р ем ен и  At. Е сл и  At  в ы б и 
р а е т с я  д о с т а т о ч н о  м ал ы м , си ст ем а  ст а н о в и т ся  б о л е е  у ст о й ч и в о й .

И с п о л ь зу я  м е т о д  п р о б  и о ш и б о к , ав тор ы  н а ш л и , что д л я  д о 
ст а т о ч н о  ч аст ой  сетк и  р а зн о с т н а я  сх е м а  в о к р ест н о ст и  гр а н и ц  
т а к ж е  б у д е т  у ст ой ч и в ой .

Х о л с т е р с  [68] и с с л е д о в а л  п р о б л е м у  у ст о й ч и в о ст и  при  у ч ет е  
т р ен и я  и силы  К о р и о л и с а . Г о эн  [47 , 48] п р и м ен и л  т у  ж е  р а з н о с т 
н ую  с х ем у , что и Х о л ст ер с .

Н а к о н е ц , вн овь  н е о б х о д и м о  от м ети т ь , что н ач ал ь н ы е и г р а 
нич ны е у сл о в и я  д о л ж н ы  з а д а в а т ь с я  т а к , чтобы  они  не в н оси л и  
в р еш ен и е  р а зр ы в о в . О д н а к о  м о ж н о  о ж и д а т ь , что  при у ч е т е  силы  
т р ен и я  в л и я н и е  п о д о б н ы х  р а зр ы в о в  б у д е т  о с л а б л я т ь с я  по м е р е  
у в ел и ч ен и я  t.



Г Л А В А  5

ДАННЫЕ, НЕОБХОДИМЫЕ ДЛЯ ПРИМЕНЕНИЯ 
ПРИЛИВНЫХ РАСЧЕТОВ И НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕРЫ

1. СООБРАЖ ЕНИЯ О ПРОИЗВОДСТВЕ Н АБЛЮ ДЕНИЙ В РАЙОНАХ
С ПРИЛИВАМИ

Д л я  п р а к т и ч еск и х  ц ел ей , н а п р и м ер  д л я  н а в и га ц и и , а т а к ж е  
д л я  и зуч ен и я  д в и ж е н и я  в о д , п е р е н о с а  д о н н ы х  о с а д к о в  и дл я  
о п р е д е л е н и я  и зм ен ен и й  ф ор м ы  р у сл а  или р а й о н а  н а к о п л ен и я  н е 
о б х о д и м о  и м еть  д а н н ы е  о г л у б и н е  и ш и р и н е р еч н о го  р у с л а , о п л о 
щ а д и  п о в ер х н о ст и  р а й о н а  н а к о п л ен и я , о в ы сот е  у р о в н я  в оды , 
о ск о р о ст и  т еч ен и я  и т. д . М ы  не б у д е м  п о д р о б н о  р а ссм а т р и в а т ь  
м н о го ч и сл ен н ы е м ет оды  н а б л ю д е н и й , п р и м ен я ем ы е д л я  п о л у ч е 
ния эт и х  д а н н ы х , а т ол ь к о  у п о м я н ем  н ек о т о р ы е из них (п о д р о б н о  
см . в [9 0 ] ) .

1.1. Г л у б и н у  м о ж н о  о п р ед ел и т ь  с п о м о щ ь ю  р уч н о го  л о т а  или  
э х о л о т а , ш и р и н у  —  с п о м о щ ь ю  д а л ь н о м е р а  или с е к с т а н а , а п л о 
щ а д ь  р а й о н а  н а к о п л ен и я  —  п ут ем  т о п о гр а ф и ч еск о й  съ ем к и .

О тм етк и  у р о в н я  в р а зл и ч н ы х  м е с т а х  в д о л ь  реки м о ж н о  о п р е 
д ел и т ь  с п о м о щ ь ю  в о д о м ер н ы х  у ст р о й ст в . А в т о м а т и ч еск и е  с а 
м оп и сц ы  у р о в н я  д а ю т  н еп р ер ы в н ы е за п и с и  за  п р о д о л ж и т ел ь н ы е  
и н тер в ал ы  в р ем ен и . Э ти  д а н н ы е, п о м и м о  их зн а ч ен и я  д л я  ц ел ей  
н ав и гац и и , сущ ест в ен н ы  т а к ж е  д л я  и зу ч ен и я  п р и л и в ов , о с о б е н н о  
д л я  о п р е д е л е н и я  г а р м о н и ч еск и х  п о ст о я н н ы х  и д л я  ст а т и ст и ч е 
ск и х и ссл ед о в а н и й  в о б л а с т и  т а к и х  в о п р о со в , как э к с т р е м а л ь н о  
в ы сок и е у р о в н и  при ш тор м ов ы х  н а г о н а х . Р еги ст р а т о р ы  у р о в н я  
п о зв о л я ю т  п ол уч и ть  св ед ен и я  за  о г р а н и ч ен н о е  ч и сл о  суток ; их  
и сп о л ь зу ю т  гл ав н ы м  о б р а з о м  при и с с л е д о в а н и и  я в л ен и й , и м ею 
щ и х к р ат к ов р ем ен н ы й  х а р а к т е р .

С а м о п и сц ы  р а зм е щ а ю т  в у ст ь я х , в р я д е  п ун к тов  в д о л ь  реки  
и в м е с т а х  в п а д ен и я  в р ек у  п р и ток ов ; ч и сл о  с а м о п и сц ев  за в и си т  
от р а зм е р о в  э с т у а р и я  и от и зм ен ч и в о сти  х о д а  у р о в н я  в д о л ь  реки . 
Е сл и  э с т у а р и й  н е очен ь  ш и р ок , п р и бор ы  м о ж н о  р а с п о л о ж и т ь  на  
б е р е г а х , в т ех  м е с т а х , г д е  м ест н ы е эф ф ек т ы  н есу щ ест в ен н ы . 
П о м е щ а т ь  са м о п и сц ы  в са м о м  эс т у а р и и  н е о б х о д и м о  т о л ь к о  при  
очень  б о л ь ш о й  ш и р и н е п о с л е д н е г о , к о гд а  в п р е д е л а х  п оп ер еч -
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н ого  сеч ен и я  м о гу т  и м еть  м ест о  за м е т н ы е  р а зл и ч и я  в к о л е б а н и я х  
ур о в н я  за  счет  д ей ст в и я  силы  К о р и о л и с а  или ц е н т р о б е ж н ы х  си л .

1.2. С к о р о сти  в о п р е д е л е н н ы х  п у н к т а х  реки  или э с т у а р и я  м о 
гут бы ть и зм ер ен ы  п р и б о р а м и , б о л е е  или м ен ее  а в т о м а т и ч еск и  
р ег и ст р и р у ю щ и м и  р е зу л ь т а т . С у щ ест в у ю т  р а зл и ч н ы е типы  т а к и х  
п р и б о р о в . О д н а к о  р езу л ь т а т ы  и зм ер ен и я  ск о р о ст и  в о п р е д е л е н 
ном  п ун к те г о р а з д о  си л ь н ее  за в и с я т  от м ест н ы х  у сл о в и й , чем  а н а 
л оги ч н ы е д а н н ы е  д л я  у р о в н я . С к о р о сть  и зм е н я е т с я  от точки  
к точ к е в д о л ь  п о п ер еч н о го  сеч ен и я  реки  за  счет  и зм ен ен и я  г л у 
бины  р еч н о го  р у с л а . О бы ч н о  д л я  о п р е д е л е н и я  х а р а к т е р и с т и к  п о 
ток а  п р и х о д и т ся  вы п ол н я ть  б о л ь ш о е  ч и сл о  и зм ер ен и й  —  эт о  ч и 
сл о  за в и с и т  от ст еп ен и  н е о д н о р о д н о с т и  п о т о к а .

Н е о б х о д и м о  т а к ж е  п р о и зв о д и т ь  и зм е р е н и я  по в ер т и к а л и , ч т о 
бы  н ай ти  р а с п р е д е л е н и е  ск о р о ст и  по г л у б и н е . О бы ч н о  ск о р о ст и  
п о с л е д о в а т е л ь н о  и зм ер я ю т  в о п р е д е л е н н ы х  т о ч к а х  в ер т и к а л ь н о г о  
р а з р е з а . О д н а к о  ск о р о ст ь  в к а ж д о й  т оч к е  н а д о  и зм ер я т ь  в т е ч е 
н и е д о с т а т о ч н о  д о л г о г о  и н т ер в а л а  в р ем ен и , ч тобы  и ск л ю ч и ть  
т у р б у л е н т н ы е  в о зм у щ е н и я . Н о  к а ж д ы й  и н т ер в а л  о г р а н и ч ен , т а к  
как о б щ е е  в р ем я  н а б л ю д е н и й  во в с е х  т о ч к а х  в ер т и к а л ь н о г о  р а з 
р е за  д о л ж н о  бы ть м а л о  по ср а в н ен и ю  с п е р и о д о м  п р и л и в н ы х к о 
л е б а н и й  ск о р о ст и .

В ы п о л н ен и е  п р о гр а м м ы  н а б л ю д е н и й  в б а с с е й н е  с  п р и л и в а м и  
о бы ч н о  т р е б у е т  б о л ь ш о г о  к о л и ч ест в а  в р ем ен и , у си л и й  и о б о р у 
д о в а н и я  и м о ж е т  о к а за т ь с я  в есь м а  д о р о г о с т о я щ и м . П о э т о м у  
пункты  н а б л ю д е н и й  с л е д у е т  в ы б и р а ть  т ак , ч тобы  р езу л ь т а т ы  как  
м о ж н о  л у ч ш е о т в еч а л и  ц ел я м  и сс л е д о в а н и й . С а м ы е  в а ж н ы е  
н а б л ю д е н и я  о т н о ся т ся  к у ст ь я м  рек  и к м ест а м  в п а д е н и я  п р и т о 
ков (к а к  в гл ав н ой  р ек е , т ак  и в са м и х  п р и т о к а х ) . Ч и с л о  в е р т и к а 
л ей  и зм ер ен и й  на п о п ер еч н о м  сеч ен и и  за в и с и т  от н е о д н о р о д н о с т и  
п оток а  в п р е д е л а х  д а н н о г о  п о п ер еч н о го  сеч ен и я . К а к  м и н и м у м , 
н а д о  им еть  тр и  т а к и е  в ер т и к ал и : о д н у  п о с р е д и  р ек и  и д в е  м е ж д у  
сер ед и н о й  и к а ж д ы м  и з б е р е г о в . О ч ен ь  п о л е зн о  т а к ж е  у ст а н о в и т ь  
с а м о п и с е ц  у р о в н я  в б л и зи  д а н н о г о  п о п ер еч н о го  сеч ен и я  и т ем  с а 
мым п ол уч и ть  х о д  у р о в н я  в п е р и о д  н а б л ю д е н и й . Ч и с л о  п р о м е ж у 
точны х точ ек  за в и с и т  как от н е о д н о р о д н о с т и  п о т о к а  п о п ер ек  р еч 
н ого  р у сл а , т ак  и от н ал и ч и я  н е о б х о д и м ы х  ср ед ст в .

В  от н о ш ен и и  ш и р ок и х  э с т у а р и е в  с о т м ел я м и  и ф а р в а т е р а м и  
н а д о  им еть  в в и д у , что з д е с ь  с о с т а в л е н и е  эф ф ек т и в н о й  п р о 
гр ам м ы  н а б л ю д е н и й  ч а ст о  очен ь  за т р у д н и т е л ь н о . Д л я  т ак ой  п р о 
гр ам м ы  т р е б у е т с я  н ек о т о р о е  п р е д с т а в л е н и е  о ф а к ти ч еск и  с у щ е 
ст в у ю щ ем  п о т о к е , т а к  что оч ен ь  п о л е зн а  п р е д в а р и т е л ь н а я  р ек о г 
н о сц и р о в к а  с н еп р о д о л ж и т ел ь н ы м и  и зм ер ен и я м и  в р а зл и ч н ы х  
т о ч к а х . К р а й н е  ц ен н ы м и  м о гу т  бы ть г и д р о г р а ф и ч е с к и е  кар ты , 
есл и  они и м ею т ся  в р а с п о р я ж е н и и .

Т ак  как  к о л и ч ест в о  н а б л ю д е н и й  н а д  ск о р о ст я м и  т еч ен и й  
о г р а н и ч ен о , р а с п р е д е л е н и е  ск о р о ст ей  в р еч н ой  с и с т е м е  за  п р и л и в 
ной цикл о бы ч н о  и зв ест н о  с г о р а з д о  м ен ь ш ей  т оч н ост ь ю , чем  х о д
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ур о в н я . К р о м е  т о го , п е р и о д  и зм ер ен и й  ск о р о ст и  в к а к о м -л и б о  
р а й о н е  б ы в а ет  обы ч н о  в есь м а  о гр а н и ч ен , что д е л а е т  н е в о з м о ж 
ным ст а т и ст и ч еск и е  и с с л е д о в а н и я . В б о л ь ш и н ст в е  с л у ч а ев  не  
у д а е т с я  п ол уч и ть  к а р т и н у  п от ок а  во в сем  б а с с е й н е  в т еч ен и е  о д 
н ого  п р и л и в н ого  ц и к ла; н а б л ю д е н и я  п р и х о д и т ся  вы п ол н я ть  
в р а зл и ч н ы е д н и  при р а зл и ч н ы х  п р и л и в н ы х х а р а к т е р и с т и к а х . 
В р е зу л ь т а т е  д а н н ы е , о т н о ся щ и еся  к п от ок у , н е п о с р е д с т в е н н о  
н еср а в н и м ы  д р у г  с д р у г о м . П о э т о м у  в се  д а н н ы е  о ск о р о ст я х  
н а д о  п р и в ести  к у сл о в и я м  к а к о г о -т о  о п р е д е л е н н о г о  д н я , т. е . 
к к а к о м у -т о  у с л о в н о м у  п р и л и в н о м у  у р о в н ю . П р а в и л а  т а к о г о  п р и 
в ед ен и я  м о ж н о  у ст а н о в и т ь  т о л ь к о  п о с л е  и зу ч ен и я  х о д а  п р и л и в а  
в д а н н о м  эс т у а р и и . Н а п р и м е р , п р а в и л а  д л я  ск о р о ст ей  в п е р и о д  
от л и в а  п е р е д  м а л о й  в о д о й  м огут  о т л и ч а ть ся  от п р ав и л  в п е р и о д  
п р и л и в а  п е р е д  п ол н ой  в о д о й , п о т о м у  что п л о щ а д ь  з е р к а л а  р а й о 
на н ак о п л ен и я , т ак  ж е  как  и х а р а к т ер и ст и к и  р еч н о го  р у с л а ,  
р азл и ч н ы  при п ол н ой  и м а л о й  в о д е . И з -з а  н ер ег у л я р н ы х  д в и ж е 
ний, о б у с л о в л е н н ы х  т у р б у л е н т н о с т ь ю , на к о т о р у ю  м о гу т  о к а зы 
вать  в л и я н и е и п р о х о д я щ и е  с у д а , в о з м о ж н ы е  о ш и бк и  при и з м е 
р ен и я х  ск о р о ст и  т а к ж е  б у д у т  б о л ь ш е , чем  при и зм е р е н и я х  
у р о в н я . Т а к и е  о ш и бк и  м о ж н о  в к а к о й -то  м е р е  и ск л ю ч и ть , с р а в 
н и в ая  м е ж д у  с о б о й  р а зл и ч н ы е стан ц и и , есл и  ск о р о ст и  р ег у л я р н о  
и зм ен я ю т ся  во в р ем ен и  в п у н к т а х , р а с п о л о ж е н н ы х  в д о л ь  реки.

О бы чны й с п о с о б  п р е д с т а в л е н и я  р е зу л ь т а т о в  н а б л ю д е н и й  н а д  
т еч ен и я м и  со ст о и т  в т о м , что вел ич ины  и н а п р а в л ен и я  ск о р о ст ей  
за  к а ж д ы е  п о л ч а са  н а н о ся т ся  на к ар ты . О ч ен ь  ч а ст о  у п о т р е б 
л я ю т  т ак  н а зы в а ем ы е  л у н н ы е часы ; л ун н ы й  ч а с  р ав ен  о д н о й  д в е 
н а д ц а т о й  части  л у н н о г о  д н я , он на д в е  м инуты  д л и н н е е  с о л н е ч 
н ого  ч а са .

Г ов ор я  о п р е д с т а в л е н и и  р езу л ь т а т о в , у п о м я н ем  о п о с л е д о в а 
т ел ь н о ст и  д ей ст в и й . В н а ч а л е  о п р е д е л я ю т  с р е д н и е  вел ич ины  с к о 
р о ст ей  в к а ж д о й  точ к е ж и в о г о  сеч ен и я ; за т е м  гр а ф и ч еск и  и з о 
б р а ж а ю т  р а с п р е д е л е н и е  эт и х  в ел и ч и н  п о  сеч ен и ю . С п ом ощ ь ю  
э т о г о  гр а ф и к а  ж и в о е  сеч ен и е  м о ж н о  р а зд е л и т ь  на у ч а ст к и , в п р е 
д е л а х  к отор ы х и зм ен ен и я  ск о р о ст и  н ев ел и к и  по ср а в н ен и ю  со  
с р е д н е й  д л я  у ч а ст к а  в ел и ч и н ой . В б л и зи  б е р е г о в  ск о р о ст ь  м о ж н о  
счи тать  р ав н ой  н ул ю . Т о г д а  к о л и ч ест в о  в оды , п р о т ек а ю щ ей  ч е р е з  
ж и в о е  сеч ен и е  за  с е к у н д у , м о ж н о  н ай ти , су м м и р у я  п р о и зв е д е н и я  
п л о щ а д и  к а ж д о г о  из у ч а ст к о в  на с о о т в ет ст в у ю щ у ю  с р е д н ю ю  с к о 
рость . Э ти  вел и ч и н ы  о п р е д е л я ю т  д л я  п о с л е д о в а т е л ь н ы х  в р е м е н 
ны х и н т ер в а л о в  (1 5  или 3 0  м и н у т ) , а з а т е м  п р е д с т а в л я ю т  на г р а 
ф и к е, п о к а зы в а ю щ ем  и зм е н е н и е  р а с х о д а  Q ч е р е з  ж и в о е  сеч ен и е  
в т еч ен и е  в р ем ен и .

В ел и ч и н у  с р е д н е й  ск о р о ст и  и в л ю б о й  м о м ен т  м о ж н о  п о л у 
чить, п о д ел и в  п о л н о е  к о л и ч ест в о  воды  Q, п р о х о д я щ е е  ч е р е з  ж и 
в о е  сеч ен и е , на п л о щ а д ь  ж и в о г о  сеч ен и я  в эт о т  м ом ен т .

Е сл и  вел ич ины  Q вы ч исл ены  из н а б л ю д е н и й  в р а зл и ч н ы х  
п у н к т а х  в д о л ь  р ек и , т о  мы м о ж е м  п р о в ер и ть  эти  вел и ч и н ы  д л я
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л ю б о г о  м о м ен т а  с п о м о щ ь ю  у р а в н ен и я  н ер а зр ы в н о ст и , к о т о р о е  
в ы р а ж а е т  тот  ф а к т , что р а зн о ст ь  п о т ок ов  ч е р е з  д в а  п о с л е д о в а 
тел ь н ы х  п о п ер еч н ы х  сеч ен и я  за  ед и н и ц у  в р ем ен и  д о л ж н а  р а в 
н я ть ся  к ол и ч ест в у  в оды , ск оп и в ш ей ся  м е ж д у  эт и м и  сеч ен и я м и  за  
т у  ж е  е д и н и ц у  в р ем ен и . К о л и ч ест в о  ск о п и в ш ей ся  (и л и  п о т е р я н 
н ой ) в оды  м о ж н о  о п р ед ел и т ь , есл и  с п о м о щ ь ю  о д н о г о  или н е 
ск ол ь к и х  в о д о м ер н ы х  у ст р о й ст в  и зм ер и т ь  у р о в н и  при  у сл о в и и ,  
что п о к а за н и я  р е г и ст р а т о р о в  д ей ст в и т ел ь н о  х а р а к т е р и зу ю т  х о д  
у р о в н я  на д а н н о м  п о п ер еч н о м  сеч ен и и . Е сл и  р а с с т о я н и е  м е ж д у  
п оп ер еч н ы м и  сеч ен и я м и  т а к о в о , что  в о д о м е р н ы е  посты  н е д а ю т  
д о ст а т о ч н о й  и н ф о р м а ц и и  о х о д е  у р о в н я , т о  д л я  его  о п р е д е л е н и я  
н а д о  вы п олн и ть  б о л е е  д ет а л ь н ы е  п р и л и в н ы е расч еты  (см . 
р а зд . 4 ) .  Е сл и  о б н а р у ж и в а е т с я  р а зн и ц а  м е ж д у  в ел и ч и н а м и  Q, 
и зм ер ен н ы м и  н е п о с р е д с т в е н н о  и р а ссч и т а н н ы м и  по д а н н ы м  
с м еж н ы х  у ч а ст к о в , то  и сточ н и к  эт о г о  р а с х о ж д е н и я  н е о б х о д и м о  
вы я сн и ть  и л и к в и д и р о в а т ь . В м е с т е  сл и я н и я  реки с е е  п р и т о к а м и  
а л г е б р а и ч е с к а я  су м м а  р а с х о д о в  (п о л о ж и т е л ь н ы х  и о т р и ц а т е л ь 
н ы х) в л ю б о й  м о м ен т  д о л ж н а  бы ть р а в н а  н ул ю .

Н а  п р а к т и к е у к а з а н н о е  с о п о с т а в л е н и е  п о зв о л я е т  п р о к о н т р о 
л и р о в а т ь  д о с т о в е р н о с т ь  н а б л ю д ен и й .

Д а н н ы е  о п р и л и в н ы х д в и ж е н и я х  в р ечн ой  с и с т е м е  и сп о л ь 
зу ю т ся  д л я  ц ел ей  н а в и га ц и и , а т а к ж е  п о м о г а ю т  и с с л е д о в а т ь  п р о 
ц ессы  п ер е н о с а  д о н н ы х  о с а д к о в , св я за н н ы е  со  ск о р о ст ь ю  т е ч е 
ния. Э т о  в св о ю  о ч ер ед ь  п о зв о л я е т  су д и т ь  о б  и зм ен ен и я х  р еч 
н ого  р у сл а  в т еч ен и е  вр-емени. Р е зу л ь т а т ы  н а б л ю д е н и й  к р а й н е  
ценны  т а к ж е  д л я  о с у щ ест в л ен и я  и п р ов ер к и  с х е м а т и за ц и и  р еч 
ной си стем ы , к о т о р а я  л е ж и т  в о сн о в е  п р и л и в н ы х р а сч ет о в .

Д ет а л ь н ы й  у ч ет  н еп р а в и л ь н о й  ф ор м ы  р еч н о го  р у сл а  п р и в ел  
бы к зн а ч и т е л ь н о м у  у с л о ж н е н и ю  вы ч и сл ен и й . К  сч аст ь ю , в эт о м  
обы ч н о  нет н е о б х о д и м о с т и , т ак  как  о ч ер т а н и я  р у сл а  как в п о п е 
р еч н ом  сеч ен и и , т ак  и в п л а н е  м о ж н о  у п р о ст и т ь . Б у д е м  н а зы 
в ать  т а к у ю  у п р о щ е н н у ю  р еч н ую  си с т е м у  с х е м а т и зи р о в а н н о й  м а 
т ем а т и ч еск о й  м о д ел ь ю . Т о г д а  д л я  т а к о й  м о д ел и  мы с м о ж е м  т оч н о  
р а ссч и т а т ь  п р и л и в н ы е д в и ж е н и я . Р е зу л ь т а т  м о ж н о  п р ов ер и ть , 
а н а л и зи р у я  н а б л ю д е н н ы е  к о л е б а н и я  у р о в н я  и т еч ен и я .

2. СХЕМАТИЗАЦИЯ ЭСТУАРИЯ

О бы ч н о  э с т у а р и й  со ст о и т  из р я д а  ф а р в а т ер о в : и м еет ся  о д н о  
или д в а  гл ав н ы х  р у сл а  и н еск о л ь к о  д р у г и х  м е н е е  в а ж н ы х . Э ти  
ф а р в а т ер ы  м огут  бы ть р а зд е л е н ы  м ел к о в о д н ы м и  у ч а ст к а м и , но  
ч а ст о  они  с о е д и н я ю т с я  д р у г  с д р у г о м . Т ак и м  о б р а з о м , о ч ев и д н о , 
что т р у д н о с т и  при с х е м а т и за ц и и  э с т у а р и я  г о р а з д о  зн а ч и т ел ь н ее , 
ч ем  при  с х е м а т и за ц и и  рек и . Д а л е е ,  мы р а с с м а т р и в а е м  т а к и е  п р и 
л и в н ы е р ай он ы , ш и р и н а  к от ор ы х  оч ен ь  м а л а  по ср а в н ен и ю  с д л и 
ной п р и л и в н ой  вол н ы . П о э т о м у  п р и л и в н ой  п оток  н а п р а в л ен  
гл ав н ы м  о б р а з о м  в д о л ь  э с т у а р и я , в т о  в р ем я  как  п о п ер еч н ы е
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д в и ж е н и я  воды  сч и т аю т ся  м ал ы м и  в с ю д у , к р о м е  м ест  п о п е р е ч 
ны х со ед и н ен и й  гл ав н ы х ф а р в а т е р о в . Р у с л о  к а н а л а  н а п р а в л я ет  
п р и л и в н ой  п оток ; п о м и м о  т о го , рол ь  к а н а л о в  п р о я в л я ет ся  в т ом , 
что при п р и л и в е о п р е д е л е н н о е  к ол и ч ест в о  воды  н а к а п л и в а ет ся  
в н и х , а при о т л и в е  у х о д и т  из них. В м ел к о в о д н ы х  р а й о н а х , т я 
н у щ и х ся  в д о л ь  гл ав н ы х р у с е л , на о т м ел я х , в р у к а в а х -с т а р и ц а х  
и т. д . п оток  не и гр а ет  в а ж н о й  р ол и  и им о бы ч н о  м о ж н о  п р е н е 
б р е ч ь . Э ти  р ай он ы  ч а ст о  и м ею т  п л о щ а д и  н а к о п л ен и я , ср а в н и м ы е  
с тем и , к отор ы м и  о б л а д а ю т  ф а р в а т ер ы , а т ак  к ак  ск а п л и в а ю 
щ а я ся  в о д а  д о л ж н а  п р о п у ск а т ь ся  ч ер ез  к ан ал ы , то  эти  районы  
м о гу т  с у щ ест в ен н о  вл иять  на п р и л и в н ы е д в и ж е н и я  и п о эт о м у  
с л е д у е т  т щ а т ел ь н о  уч и ты вать  ем к ост ь  р а й о н о в  н а к о п л ен и я . Д р у 
г ое  у с л о ж н я ю щ е е  о б с т о я т е л ь с т в о  со ст о и т  в том , что во  в р ем я  
м а л о й  воды  в н и зк о  л е ж а щ и х  у ч а ст к а х  в о д а  не п р о т ек а ет  и з а 
д е р ж и в а е т с я , в то в р ем я  к ак  при  п о л н ой  в о д е  н а д  м ел к о в о д ь я м и  
п р о и с х о д и т  п е р е т е к а н и е  в оды . В о зн и к а ю щ и й  при эт о м  п оток  м о 
ж е т  и м еть  п р о д о л ь н о е  н а п р а в л ен и е , но ч а ст о  т а к ж е  п р о и с х о д и т  
п е р ет ек а н и е  из о д н о г о  ф а р в а т е р а  в д р у г о й . Х отя  ск о р о ст ь  в так и х  
р а й о н а х  обы ч н о  м а л а , тем  не м е н е е  о б щ е е  к о л и ч ест в о  вод ы , п р о 
т ек а ю щ ей  н а д  о бш и р н ы м и  м ел к о в о д ь я м и , м о ж е т  бы ть зн а ч и т е л ь 
ны м. С х е м а т и з а ц и я  так и х  р а й о н о в  к р а й н е  с л о ж н а .

О бы ч н о э с т у а р и й  с х е м а т и зи р у е т с я  к а н а л а м и , к о т о р ы е и н а 
к а п л и в а ю т  в о д у , и н а п р а в л я ю т  е е  д в и ж е н и е ; у ч а ст к и  ж е , п р и л е 
г а ю щ и е к эт и м  к а н а л а м , п р е д с т а в л я ю т  с о б о й  рай он ы  н а к о п л ен и я  
в оды , но они  н е н а п р а в л я ю т  ее  д в и ж е н и я . Д л я  к а н а л о в  четкой  
ф ор м ы  г р а н и ц а  м е ж д у  р у сл о м  п о т ок а  и п р и л ег а ю щ и м и  р а й о 
н ам и  н а к о п л ен и я  х о р о ш о  в ы р а ж е н а . Н о  к о г д а  п е р е х о д  от р у сл а  
к р а й о н у  н а к о п л ен и я  п р о и с х о д и т  п о ст еп ен н о , п р и х о д и т ся  в ы б и 
рать  эт у  г р а н и ц у  б о л е е  или м ен ее  п р о и зв о л ь н о . В  эт о м  с л у ч а е  
с л е д у е т  п р ов ер и ть  в л и я н и е п о т ок а  з а  п р е д е л а м и  в ы б р а н н о й  г р а 
ницы  на р езу л ь т а т ы  п р и л и в н о го  и с сл ед о в а н и я ; мы в ст р ет и м ся  
с эт и м  в р а зд . 4 .3 . В ц ел о м  м е т о д  с х е м а т и за ц и и  в зн а ч и т ел ь н о й  
ст еп ен и  о с т а е т с я  д е л о м , осн о в а н н ы м  на л и ч н ом  оп ы те.

Д р у г а я  п р о б л е м а  со ст о и т  в т о м , что н а п р а в л я ю щ е е  п о п е р е ч 
н о е  сеч ен и е  (ж и в о е  сеч ен и е ) м ен я ет ся  с и зм ен ен и я м и  у р о в н я . 
П р и  эт о м  ч а ст о  и зм ен я ет ся  не тол ь к о  г л у б и н а , но и г р а н и ц а  р а й о 
на н а к о п л ен и я , т ак  что м о ж е т  о к а за т ь с я  н ео б х о д и м ы м  п р о д е л а т ь  
р а зл и ч н ы е сх е м а т и за ц и и  д л я  п ол н ой  и м а л о й  воды .

Н еск о л ь к о  за м е ч а н и й  о п р ак т и ч еск ом  о су щ ест в л ен и и  с х е м а 
т и за ц и и . Д л и н а  к а н а л а  д е л и т с я  на у ч а ст к и  о гр а н и ч ен н о й  п р о т я 
ж е н н о с т и  так , чтобы  и зм е н е н и е  ж и в о г о  сеч ен и я  в п р е д е л а х  к а ж 
д о г о  у ч а ст к а  бы л о  н езн ач и т ел ь н ы м . З а т е м  о п р е д е л я е т с я  с р е д н е е  
д л я  у ч а ст к а  п о п ер еч н о е  сеч ен и е  р у сл а . Э т о  м о ж н о  с д е л а т ь  н е 
ск ол ь к и м и  с п о с о б а м и . О ди н  из м ет о д о в  со ст о и т  в с л е д у ю щ е м . 
С п о м о щ ь ю -д а н н ы х  г и д р о г р а ф и ч еск и х  к а р т -н а х о д и т с я  -сер ед и н а  
р у с л а  и 'с р е д н я я  г л у б и н а , в эт о й  точ к е о т н о си т ел ь н о  с р е д н е г о  
у р о в н я . П о с л е  эт о г о  н а х о д я тся , с р е д н и е  гл у б и н ы  в т о ч к а х , р а с п о 
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л о ж е н н ы х  на о п р е д е л е н н ы х  р а с с т о я н и я х  п о  о б е  стор он ы  от с е р е 
ди н ы . П р о д о л ж а я  эти  д е й ст в и я , п о л у ч а е м  с р е д н и е  гл уби н ы  ч ер ез  
о п р е д е л е н н ы е  и н т ер в ал ы  вп л оть  д о  о б о и х  б е р е г о в . Р а с с т о я н и е  
м е ж д у  т оч к ам и  на п о п ер еч н о м  сеч ен и и  о п р е д е л я е т с я  т р е б у е м о й  
т о ч н о ст ь ю , о бы ч н о  он о  со с т а в л я е т  10 или 20  м. Т о г д а  с р е д н е е  п о 
п ер еч н о е  сеч ен и е  м о ж н о  и зо б р а з и т ь  гр а ф и ч еск и .

Д р у г о й  м е т о д  за к л ю ч а е т с я  в т ом , что п о п ер еч н ы е сеч ен и я  
у ч а ст к а  в ы ч ер ч и в а ю тся  ч ер ез  о п р е д е л е н н ы е  р а сст о я н и я , н а п р и 
м ер  ч е р е з  к а ж д ы е  100— 2 0 0  м , ч тобы  о п р ед ел и т ь  с р е д н е е  п о п е 
р еч н о е  сеч ен и е  с  д о ст а т о ч н о й  то ч н о ст ь ю . Т о гд а  с р е д н е е  п о п ер еч 
н о е  сеч ен и е  м о ж н о  о п р ед ел и т ь  на г л а з . Э т о т  м е т о д  п р ед п о ч т и 
т ел ь н ее , н а п р и м ер , есл и  на о п р е д е л е н н ы х  п о п ер еч н ы х  сеч ен и я х  
в ы п ол н ен  п р о м ер . « С р е д н е е »  п о п ер еч н о е  сеч ен и е  м о ж н о  с х е м а т и 
зи р о в а т ь  д а л е е  в п р я м о у го л ь н о е . К а ж д ы й  т а к о й  п р я м о у го л ь н и к  
ст р о и т ся  на с р ед н ей  ш и р и н е  и г л у б и н е . Э та  с х е м а т и за ц и я  з а в и 
си т  т а к ж е  от  т р е б у е м о й  т оч н ост и  р а сч ет а .

О ч ев и д н о , что с п о с о б  с х е м а т и за ц и и  н еп р а в и л ь н о го  с р е д н е г о  
п о п ер еч н о го  сеч ен и я  н а д о  в ы б и р а ть  т щ а т ел ь н о ; за м е т и м , что п о 
л езн ы й  м а т е р и а л  д л я  эт о г о  м о гу т  д а т ь  н а б л ю д е н и я  н а д  с к о р о 
стям и  т еч ен и й . Е сл и  э т о  в о з м о ж н о , т о  п о п ер еч н о е  сеч ен и е  н а д о  
сх е м а т и зи р о в а т ь  п р я м о у го л ь н и к о м  с п р и л ег а ю щ и м и  р а й о н а м и  
н а к о п л ен и я . О бы ч н о  д л я  у р о в н ей  н и ж е , чем  у р о в ен ь  с р е д н е й  
п ол н ой  вод ы , д о с т а т о ч н о  о д н о й  с х е м а т и за ц и и . Д л я  б о л е е  вы сок и х  
у р о в н ей , к о г д а  п оток  на п р и м ы к а ю щ и х  р а й о н а х  н а к о п л ен и я  д о 
ст а то ч н о  за м е т е н , с х е м а т и за ц и ю  н а д о  в и д о и зм ен и т ь . Э т о  о с о 
б е н н о  н е о б х о д и м о  в с л у ч а е  ш т ор м ов ы х  н а г о н о в , к о гд а  у р о в ен ь  
п о д н и м а е т с я  г о р а з д о  вы ш е, чем  при  н о р м а л ь н ы х  п р и л и в а х .

Н а  рис. 5.1 п о к а за н ы  д в а  п р и м ер а  с х е м а т и за ц и и . Н а  ри с. 5.1 А 
п о п ер еч н о е  сеч ен и е  п р е д с т а в л е н о  с  п о м о щ ь ю  д в у х  п р я м о у г о л ь 
ник ов, п р и м ы к а ю щ и х  д р у г  к д р у г у , а на рис. 5 J Б —  с п о м о щ ь ю  
о д н о г о  п р я м о у го л ь н и к а , но р а зл и ч н о г о  д л я  м о м ен т о в  п ол н ой  и 
м а л о й  воды ; на рис. 5 . 1 5  эти  у ч а ст к и  п о к а за н ы  в п л а н е . С л е 
ду ю щ и й  в о п р о с  —  о п р е д е л е н и е  р а зм е р о в  п р я м о у го л ь н и к а . П л о 
щ а д ь  п р я м о у го л ь н и к а  м о ж н о  п р и н ять  р а в н о й  п л о щ а д и  п о п е р е ч 
н ого  сеч ен и я  р у с л а , есл и  гр ан и ц ы  р у сл а  ф и к си р о в а н ы . П о ск о л ь к у  
со п р о т и в л ен и е  в у р а в н е н и и  д в и ж е н и я  за в и с и т  от  гл уби н ы , то  
у д о б н о  с н а ч а л а  о п р ед ел и т ь  с р е д н ю ю  г л у б и н у , а п о сл е  эт о г о  
н ай ти  ш и р и н у  п от ок а  bs. О ч ев и д н о , что д л я  эт о й  гл уби н ы  н а д о  
в зя т ь  с р е д н ю ю  в ел и ч и н у , а не г л у б и н у  са м о й  н и ж н ей  точки  л о ж а  
п о т о к а . И з  ск а з а н н о г о  вы ш е я сн о , что в п р о ц е с с е  с х е м а т и за ц и и  
и м еет ся  н ек отор ы й  э л е м е н т  п р о и зв о л ь н о ст и . Е го  м о ж н о  у м е н ь 
ш ить п ут ем  о п р е д е л е н и я  вел и ч и н ы  к о эф ф и ц и ен т а  с о п р о т и в л е 
ния С по д а н н ы м  н а б л ю д е н и й  н а д  у р о в н ем  и т еч ен и я м и , и сп о л ь 
з у я  ту  ж е  са м у ю  с х е м а т и за ц и ю  к а н а л а .

Ш ё н ф е л ь д  [123] в св о ем  со о б щ е н и и  р а с с м о т р е л  в о п р о с  
о с х е м а т и за ц и и  у ч а ст к а  реки и р еч н ой  си стем ы  с т ео р ет и ч еск и х  
п о зи ц и й . Н а  п р ак т и к е, о д н а к о , с х е м а т и за ц и я  р ечн ой  си стем ы  в
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б о л ь ш о й  ст еп ен и  за в и с и т  от оп ы тн ости  и с с л е д о в а т е л я . В  л ю б о м  
с л у ч а е  н е о б х о д и м а  п р о в ер к а  п р и н ятой  с х е м а т и за ц и и  п у т ем  п р и 
л и вн ы х р а сч ет о в , о сн о в а н н ы х  на д а н н ы х  н а б л ю д е н и й .

В  р ек а х  п р ав и л ь н ой  ф ор м ы  мы м о ж е м  о п р ед ел и т ь  г и д р а в л и 
ч еск у ю  ср е д н ю ю  г л у б и н у  сл е д у ю щ и м  о б р а з о м . К о г д а  с о п р о т и в 
л ен и е  за  счет  т р ен и я  п р е о б л а д а е т  (в м о м ен т  м а к си м а л ь н о г о  п о 
т о к а ) ,  мы м о ж е м  п о л о ж и т ь , что полны й п оток  Q ч е р е з  п о п е р е ч 
н о е  сеч ен и е  р а в ен

Q =  \ u a d l  +  Сч% j  С а ' г d l ,

Рис. 5 1.

г д е  / —  к о о р д и н а т а  в н а п р а в л ен и и  п о п ер еч н о го  сеч ен и я . В е л и 
чина С опять  о зн а ч а е т  к о эф ф и ц и ен т  Ш ези , a i* —  у к л о н  л и н и и  
н а п о р а . И н т ег р а л  б е р е т с я  по п л о щ а д и  п о п ер еч н о го  сеч ен и я . 
П у ст ь  Ст б у д е т  с р ед н ей  вел и ч и н ой  С на п о п ер еч н о м  сеч ен и и , 
т о г д а  м о ж н о  п о л о ж и т ь
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Рис. 5.2.
/ — дамба ,  / /  — глубина (дм) от среднего уровня, / / /  — номер участка, I V  — район мелководья.



где величину а т  мож но н азвать  гидравлической средней глуби 
ной поперечного сечения (ж ивого  сечения). Это определение ос
новано на предполож ении, что уклон линии напора i *  одинаков  
д ля  глубоководных и м елководных точек реки.

Н аконец , нам приходится иметь дело с эстуари ям и  н еп р ави л ь
ной формы. Обычно глубины на гидрограф ических к ар тах  п о к а 
заны  так, что они даю т информацию , необходимую д ля  целей н а 
вигации, особенно подчеркивая  отмели и сам ы е глубокие части 
ф арватеров .  Д л я  схем ати зации  нам необходимы данные, р ав н о 
мерно распределенны е ка к  по к а ж д о м у  руслу, т ак  и по п ри ле
гаю щ им районам . Б олее  регулярную  картин у  распределен ия  глу
бин мож но получить следую щ им образом . В качестве  прим ера 
на рис. 5.2 п о к азан а  небольш ая  часть  Вестер-Схелде. В кй адра-  
тах  сетки проставлены  средние глубины к в а д р а та ,  эти цифры 
могут быть взяты  с гидрограф ических карт. Если на к ар те  в д а н 
ном к в ад р ате  не о казы вал о сь  никаких цифр, средн яя  глубина 
о п ред елялась  путем интерполяции или экстрап оляц и и  с исполь
зованием  данны х соседних квадратов . С помощ ью  этих осреднен- 
ных значений мож но получить представление  о глубине в ф а р в а 
терах  и в при легаю щ их район ах  накопления. З а т е м  м ож но п ри 
близительно наметить границы  каж до го  ф а р в ат е р а  и пр о д ел ать  
дальн ейш ую  схем атизацию , ка к  было описано выше. Вообще, 
определение ширины района накопления и его площ ади  на у ч а 
стках в зависимости  от высоты уровня м ож но произвести непо
средственно с карт , если имеется достаточно дан ны х о глубине 
отмелей и м елководных районов, при м ы каю щ их к берегам  реки 
или эстуария . Д о п у сти м ая  длина участков зависит от п р а в и л ь 
ности формы реки или эстуария , а т а к ж е  от х а р а к т е р а  п ри ли в
ных движений. Ч ем  однороднее эти условия, тем длиннее могут 
быть участки. Очевидно, что длина участка  зависи т  т а к ж е  от 
требуемой точности результатов  приливных расчетов. Чтобы  по
лучить точные результаты , в голландских  реках  с при ли вам и  и 
в эстуариях , к а к  правило, использую тся участки  длиной от 5 до
10 км.

П риливн ы е расчеты, предназначенны е д ля  получения при
ближ енной общей картины  явления, вы полняю тся  обычно с по
мощью гармонического метода, где рассм атр и вается  только  г л а в 
ная  при ли вная  составляю щ ая . П ри  этом мож но использовать  
более длинные участки. Вычисления с помощ ью  метода х а р а к т е 
ристик или численного метода на электронны х вы числительны х 
м аш и н ах  применяю тся для  получения более точных результатов ;  
в этих случаях  надо использовать  короткие участки.

3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА ШЕЗИ
В м елководных район ах  с при ли вам и  значительны е потери 

энергии за  счет рассеяния  ее диссипативными силам и приводят  
к зам етн ы м  р азн и ц ам  в высоте уровня м еж ду  п оследователь
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ными пунктам и вдоль реки. П ри смене течения разн и ц а  в вы соте  
уровня  определяется  силам и инерции; но во в рем я  большей части  
приливного цикла потери за  счет придонного трения являю тся  
п реобладаю щ и м и . З ам етн ы е  потери могут т а к ж е  иметь место за  
счет кривизны  к ан ал а ,  его расш и рения  или суж ения, а т а к ж е  за  
счет таких  препятствий, как  дам бы . Учет к аж до го  из этих в л и я 
ний в отдельности д ел ает  приливны е уравнени я  настолько с л о ж 
ными, что становится  невозм ож ны м  выполнить вычисления д л я  
крупной речной системы. И сп ользовать  такие  уравнени я  удается  
только д л я  детального  исследования небольших районов. П о 
этому все эти эф ф екты  относят за  счет одной суммарной силы 
сопротивления, которая  предп олагается  равном ерно  р асп р ед е 
ленной вдоль участка .

Величину коэфф ициента Ш ези  д ля  участка  реки мож но р а с 
считать после того, ка к  выполнена схем ати зация  поперечного 
сечения. Н ам  необходимы, следовательно, наблю денны е д ан н ы е
о колебаниях  уровня на обоих концах участка  и кри вая  расхода  
через поперечное сечение к а к  функции времени. Л учш е всего, 
если кр и вая  расхода  определена д ля  середины участка. Е сл и г 
однако, эта  кр и вая  определена д ля  другого места участка, то 
кривую  д ля  середины участка  м ож но получить с помощ ью  у р а в 
нения неразры вности:

П усть U  — длина участка  и пусть кри вая  расхода  определена 
в месте I в п ределах  участка. Д л и н а  U  предп олагается  д о ста 
точно м алой, например, не более 10 км, если река  имеет п р а в и л ь 
ную ф орму; в противном случае этот участок долж ен  быть к о 
роче. З а т е м  мы п редполагаем , что разностное отношение A h / A t  
изменяется  вдоль реки линейно, так  что в пункте I имеем

где индекс 0 означает  начало, а индекс h  — конец участка. С л е 
довательно, кри вая  расхода  д ля  середины участка  оп редели тся  
так:

(3.1)

Б олее  грубое при ближ ение  будет
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Теперь мы м ож ем  рассчитать  величины коэфф ициента Ш ези  С  

д ля  любого момента в течение приливного цикла с помощ ью  
уравнени я  движ ени я . Если мож но допустить, что ш ирина потока, 
ширина района накопления  и глубина не зави сят  от х  в п ределах  
участка, то величина С  прям о следует из

~ d r ~ ^ ~ g A ~ W  ~ g A ?  S ®  ~ д Г  +  С2Л2 (a0 +  h )  I Q I Q =  °- (3 -2)

В этом уравнении член d h / d x - ^  A h / A x  определяется  из д а н 
ных о колебаниях  уровня; таким  образом , д ля  середины участка 
в любой момент известны величины

Ah _  h 0) 1 / AQ \
A x  —  i x ’ g A  (  a t  j ,  2/;

К оэф ф ициенты  (g i4 )-1 и т. д. м ож но найти д ля  лю бого м о
мента приливного цикла, д ля  которого требуется  рассчитать  ве
личину С .  Тогда

г >2 —— ______________________ ( ' QI ___________________  /о 04
U  ̂ ( АП \  9

1 а2̂  4  b s
2

Н а  основании излож енного  выше следует отметить, что вы чи
сленные величины С  зави сят  от схем ати зации  участка  реки. Д л я  
различны х схем атизаций получаем  различное  значение  С .  С оот
ношение м еж ду  отдельными схем ати зациям и  и соответствую 
щими им величинами С  позволяет  более прави льн о  представить  
наблю денны е приливные колебания.

В качестве при м ера  на рис. 5.3 нанесены величины С для  
участка  реки Л е к  (один из рукавов  Р е й н а ) .  К о лебан и я  уровня 
бы ли измерены на обоих концах участка , а течения — на н и ж 
нем по течению конце. Д л и н а  участка  9,4 км. Ч тобы  проверить 
измерения расхода, его временной ход был т а к ж е  получен с по
мощ ью  расчета  накопления выш е по течению реки Л ек , где п р и 
токов нет. Б ы ли  использованы, следовательно, наблю денны е в 
различны х местах  кривые уровня и известным об разом  з а в и с я 
щ а я  от времени ш ирина района накопления  участков, р а сп о л о 
ж ен ны х выш е по течению. Н а  рисунке эта кри вая  расхода  (п р е 
ры вистая  линия) нанесена вместе с полученными величинам и С  

(точки). Эти величины С о б н ар у ж и в аю т  меньшие колебания , чем

234



величины, полученные по наблю денны м данны м  о расходе  (сплош 
ная  л и н и я ) .  С редние величины С равны  соответственно 46,8 и 
47,6 м ,/2/сек. Д л я  голлан дских  рек с песчаным л о ж ем  величина С  

составляет  около 48 м ,/2/сек. О д н ако  поп адаю тся  такие  речные 
рукава ,  например в Р о ттер д ам ско м  судоходном кан але ,  где дно 
илистое; в этих случаях  величина С будет больш е (60— 
65 м ,/2/сек .) .  В общ ем величина С зависит от наличия песчаной 
ряби, переноса песка, взвесей и солености. С ледует  указать ,  что 
вычисление С по дан ны м  полевых наблю дений обычно дает  м е
нее согласован ны е величины для  периодов смены течения, т а к

Ъ*м Q-l63M3/cex. р. Леи

как  в это врем я инерционные силы п р ео б л адаю т  над  ф рикц ион
ными. П ри  этом очень м аленьки е  погрешности в изм ерениях  при- 
вод ят  к больш им ош ибкам  в величинах  С и тогда д ля  их конт
роля н ар яд у  со схем атизацией  м ож но использовать  приливную  
периодичность вычисленных величин С.

М ы м ож ем  т а к ж е  ож и дать , что С  зависит от глубины в соот
ветствии с формулой C = l 8 \ g  I 2 a / d  в метрической системе. 
О д н ак о  эти вар и ац и и  величины С  м алы  по сравнению  с теми, 
которые обычно возни каю т по другим причинам. П оэтому в п р и 
ливны е расчеты  мы будем подставлять  среднюю величину, полу
ченную из наблюдений.

О пределение величин С  в эстуари ях  нерегулярной ф орм ы  с в я 
зано  с многими трудностями. К ром е того, количество н аб л ю д е
ний в таких  район ах  обычно ограничено. В этих случаях  при хо
дится з а д ав а т ь с я  сн ач ала  ориентировочной величиной С, а затем
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уточнять ее, так  ж е  как  и саму схем атизацию , производя расчет 
приливных движ ений и ср авн и вая  полученные результаты  
с имею щ имися данны м и наблю дений, особенно уровенных. Д л я  
определения расходов и величин С  достаточно трех п оследова
тельных измерений приливного хода уровня  на см еж ны х у ч аст 
ках  к ан а л а  при условии, что величины С  на обоих участках  
равны. В следую щ ем разд ел е  будет показано, как  мож но найти 
расходы  и величины С.

4. ФОРМУЛЫ ДЛЯ РАСЧЕТА ПРИЛИВА В СЛУЧАЕ,
КОГДА КОЛЕБАНИЯ УРОВНЯ И РАСХОД В КАКОМ-ЛИБО МЕСТЕ

ИЗВЕСТНЫ

Рассм отрен ны е выш е реш ения мож но прим енять к случаям , 
когда два  граничных условия  зад ан ы  либо в одном и том ж е  м е
сте, либо в разны х местах вдоль реки.

В настоящ ем  р азд ел е  мы продемонстрируем  решение п р и ли в
ных уравнений, которое м ож но осуществить, если граничные у с 
ловия  зад ан ы  в одном и том ж е  месте. Ф ормулы , которые будут 
получены, м ож н о использовать  для  определения фактически су
щ ествую щ их приливных движ ений и д ля  проверки и уточнения 
матем атических  моделей.

П усть приливны е колебания  уровня и расхода  в определенном 
месте известны из наблюдений. Тогда с помощ ью  этих ф орм ул 
мож но рассчитать  приливные д виж ени я  вдоль реки при условии 
отсутствия слияний и притоков. В противном случае  в местах 
слияния из наблю дений д олж н о  быть известно распределение  
расходов м еж д у  рукавам и . Если дан ны е наблю дений имеются 
и в других м естах реки, то можно проверить и уточнить принятую 
схем ати зацию  реки и величину коэфф ициента Ш ези, а т а к ж е  
влияние изменений в этой схем ати зации  и в коэффициенте 
на приливные движ ения . Очевидно, что, чем больш е имеется 
наблю дений в ряде мест, тем более точной будет проверка  с х е м а 
тизации и коэфф ициента Ш ези. О днако  совсем необязательно  
иметь данны е об уровне и расходе в одном и том ж е  месте. 
Д а н н ы й  метод, в м одифицированном  виде, м ож но применять и 
в случае, когда на обоих концах участка  реки измерены только 
колебания  уровня. Это особенно в аж н о  потому, что уровенные 
наблю дения  выполнить легче, чем измерить скорость потока. 
К ром е того, точность уровенных наблю дений обычно выше.

С математической точки зрения этот метод аналогичен ите
рационному методу П и к ар а ,  описанному в главе  3, разд . 6. Т ам  
на д и а гр а м м е  с осями х  и t  требовалось  з а д ат ь  величины h  и Q  
на кривой, не совпадаю щ ей  с характеристикой . Здесь  ж е  h w Q  — 
функции от t  при фиксированном х .  Эта кри вая, очевидно, не я в 
ляется  характеристикой  в плоскости x f t .  В то врем я  к ак  в м е 
тоде П и к а р а  применялось только интегрирование, здесь мы
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будем прим енять  интегрирование по х  и диф ф еренц ирование  по t .  
В действительности, величины, хар ак тер и зу ю щ и е  профиль, т. е. 
ш ирина района накопления  Ь,  п лощ адь  поперечного сечения А  и 
глубина a o + h  (где а 0 — средняя  глубина, a h  — приливное от
клонение уровня от среднего по л о ж ен и я) ,  зави сят  от х и t .  З а в и 
симость от t  мож но учесть, р а с с м ат р и в а я  в ы ш еу к азан н ы е  в ел и 
чины к а к  функции от А, а зависи мость  от х  — используя степен
ной ряд, где А в ы р а ж а е т с я  к а к  ф ункция  от х .  Т а к  к ак  ф орм улы  
станут  очень слож ны м и, если ввести в них степенной р яд  в о б 
щем виде, то мы ограничим ся  здесь линейным соотношением, 
которое обычно практичнее всего, когда рассм атр и ваю тся  только 
участки ограниченной длины. Т аки е  ж е  ограничения ранее р а с 
см атр и вали сь  в связи с вопросом о сходимости итерационного 
процесса. Ч и тател ь  может, в случае  необходимости, расш и рить  
вы веденные ниж е ф орм улы , следуя той ж е  самой методике.

4.1. Формулы

П рактические  вы числения сильно сокращ аю тся ,  если р а с 
см атр и вать  только немногие члены ряда , однако  такое  п р и б л и 
ж ение допустимо только  при коротких участках . Если р а с с м а т 
ривается  длинный участок, то необходимо использовать  весь гро 
моздкий ряд. П оэтом у  мы предполож и м  в качестве  при м ера , что
постоянные коэффициенты  Ь 0, Ь 4, 62, А о , А ь А г ,  а о  и а \  в в ы р а ж е 
ниях

Ь =  Ь 0 -|- { Ь х +  b 2 ( х  —  х 0) } h ,

Л ’ 1 =  Ло"1 [1 +  { Ai +  А 2 ( х  -  x Q) } h } (4.1)
и

(а0 (х) +  А) - 1  =  а0- 1  [l -  ^  (х  -  х 0) -

определены так, что они с наибольш ей возм ож н ой точностью 
описываю т распределение  величин 6, Л -1 и (ао +  А)-1 вдоль 
участка  длиной х \  — х о .  В преды дущ ем  разд ел е  у к азы валось ,  что 
д ля  рек неправильной формы, у которых обычно имеются м ел ко 
водные участки, надо применять различны е схем ати зации  в те 
чение приливного цикла. Тогда константы в (4.1) будут сп р ав ед 
ливы для  некоторого ин тервала  значений А, т. е. д ля  A* <  A <  
<  h i +1, а величины b 0j Л " 1 и а ~ х будут соответственно средними 
значениям и величин Ь,  А ~1 и ( а 0 +  А)-1 в этом интервале.

Д л я  вы вода форм ул  рассм отрим  сн ач ала  уравнение  н е р а з 
рывности (3.1). П о д ст а в л я я  в него из (4.1) в ы р аж ен и е  д ля  6, 
получим

-5 Г  =  -  [ V +  ( Ь, .+  b2{x  - x 0) } h } - ^ - .  (4.2)
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Д л я  данного участка , кроме того, полагаем

h =  h9 +  hl (x — x^ ,  (4.3)

где ho  — известный из наблю дений уровень как  ф ункция времени 
в н ач але  участка . Величина h i  неизвестна и подлеж и т  о п ределе
нию в ходе расчета. В дальн ейш ем  вместо х  —  х 0 будем исполь
зовать  х ,  а в конечных ф о р м у лах  вновь зам еним  х  на х  — х 0. 
О б о зн ачая  через Q0 величину Q  при х = 0 ,  мы получаем  из (4.2) 
и (4.3) после интегрирования по х

Q — Q o -  b o - a T  +  - Y b i - a T ^ x -

_!_/> 1___L b  I___L h d h °  1 v-2 (4  a )
2 ° °  d t  +  2 1 Л  +  4 2 d t  J  ’

где мы пренебрегли степенями х  выш е второй. М ы м ож ем  теперь 
определить среднюю скорость через поперечное сечение, исполь
зуя  в ы р аж ен и е

u  =  Q A ~ l . (4.5)

С ледовательно, если мы временно п рен ебреж ем  всеми ч ле 
нами, со дер ж ащ и м и  м нож итель  то из (4.1), (4.4) и (4.5) н а й 
дем

+ЛЛ> + { « . - £ * . - [ ^ ж  +

d h Z

+  («)
Изменение уровня вдоль участка  получается  из уравнения  

движ ени я , выведенного в главе  1 (ф орм ула  (4 .11 )) ,  если поло
ж и ть  величины d a o / d x , /  и W  равны м и нулю,

„  d h  __  д и  д и  ^  | и  | и ____
^  д х  d t  д х  ^  С2 (до +  h )

Если это уравнение проинтегрировать  по х у то
х

g ( h - h 0) = ‘ — \ - ^ - d x  — -lr a2 \и?{х)  -  и2 (0 )] -

X
g

С2 J ао
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Если в определенный момент t  в каком-то  пункте участка  н а 
ступает смена течения, то член, учитываю щ ий сопротивление, 
мож но зам енить  вы раж ен и ем

+  4 - f  ~ ^ r d x ,  (4.8)— С2 J a 0 - \ - h  4 7

где зн ак  минус соответствует полож ительн ом у н ап равлени ю  
течения, а зн а к  плюс — отрицательном у нап равлени ю  тече
ния.

И з уравнени я  (4.4) мож но определить ту точку в п ределах  
участка, где происходит смена течений, т. е. Q = 0 .  Д л я  этого 
полагаем  A i = 0  и реш аем  квад р атн о е  уравнение.

П о д став л я я  в ы р аж ен и е  д ля  и  из (4.6) в (4.7), получаем  
A — А0 и, таким  образом , находим h i  к а к  ф ункцию  h 0 и и ( 0) .  Т е 
перь h i  м ож но подставить в (4.4) и получить более точное з н а 
чение д ля  Q. Д а л е е  мож но исправить в ы р аж ен и е  (4.6), введя  
в него члены, содер ж ащ и е  Ai, и, следовательно, получить более 
точную ф орм улу  д ля  h  — А0, используя (4.7). С помощ ью  такого  
итерационного процесса мож но получить сколь угодно точные 
ф орм улы  д ля  А и Q. В в ы р аж ен и ях  (4.1) м ож но т а к ж е  исполь
зовать  степенной ряд, располож ен ны й по степеням ( х  — х 0 ) .  Т а 
кую методику м ож но применять д ля  детального  исследования 
приливных движ ений в п ределах  участка  реки, особенно при и зу 
чении местных особенностей.

Мы не будем рассм атр и в ать  здесь более подробных формул. 
Ч и тател ь  в случае необходимости легко вы ведет  их сам. В ы ве
сти общ ие форм улы  не представляется  возм ож н ы м . Д л я  уп р о 
щ енных приливны х уравнений

- » т г -  <4 -9 >

Ж  =  ~ Т А <4 -10>

где коэфф ициенты  являю тся  ф ункц иям и времени, но не зави сят  
от а: в п ределах  достаточно короткого участка  реки, удается  по
лучить обозрим ы е общ ие ф ормулы.

П ервое  при ближ ение  будет:

Q \  =  Q o  —  b ^ f X ,  (4.11)

1 d Qo  х Т  у (4.12)
1 0 g A  d t  & А Ч  X -
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С ледую щ ее, второе при ближ ение  находится  путем подста
новки вы р аж ен и й  (4.11) и (4.12) в правую  часть  вы раж ен и й  
(4.9) и (4.10) и последую щ его интегрирования:

Q „  =  Q , + 4  Т Г  * г ±  c O S T ^ o  <4 1 3 >

V  J ______ / _ qX\2^3 /4 14ч
+  3 С'2>42Л \ d t  )  х  '

П р о д о л ж а я  эти действия, находим Qm, Ащ и т. д. Обычно 
при ближ ения , получаем ы е д ля  Q n  и Лц, ок азы ваю тся  достаточ 
ными д ля  практических целей.

В общем, если k  =  l ,  II, . . . ,  то вы полняю тся  соотношения

=  (4.15)
о

= (4Л6)* о о

и мы получаем полиномы от х .
М ож н о  показать , что этот итерационный процесс сходится 

д л я  ограниченных значений х , т. е. м ож но запи сать
с» с»

Q =  Qo +  2  (Q* -  h = ko +  2
Л —1 k - \

Путем  индукции м ож но доказать ,  что вы полняю тся следую 
щие соотношения:

3 ( 2 * — l )  2& +  1 - 2

^ 2k ^ 2 k ~ \  =  2  &2kt n ( t ) X t l i 0 . 2k  Q 2 f t - 1  2  ^2 fc,/ Д О
n — 2k n =  2k

2 ^ +  1 _ 3

^ 2 k ~ \  ^ 2 k ~ 2  =  a 2 k ~ l ,  n W
/1 = 2ft — 1

3 X  2 *  —  1 —  2

Q 2*-i Q 2 k - 2 ~ ~  b 2k , n ( t ) x n - (4.17)
я = 2Л-1

Очевидно, что излож енны й метод м ож но применять только
в том случае, если существуют все п р о и зво дн о е  от Q o ( t )  и h 0 ( t ) ,
входящ ие в коэффициенты  при х п .
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З а м е ч а н и е .  Члены, входящ ие в в ы р аж ен и я  (4.13), (4.14) 
и др., м ож н о получить такж е ,  р а з л а г а я  h  и Q в ряд  Тэйлора  
по х  (см. [34]).

П р актическое  применение метода излож ено  в работах  Д рон- 
керса [30, 34].

4.2. Вычисление течений в случае, когда на обоих концах 
участка заданы колебания уровня

В общ ем получить данны е об уровне проще, чем о течениях, 
поэтому вычисление течений по уровню п ред ставляет  п р акти че
ский интерес. П усть коэфф ициент Ш ези  С  известен и пусть у ч а 
сток достаточно короток, чтобы м ож но было использовать  п р и 
бли ж ен и я  (4.13) и (4.14). В Г олландии  обычно берут длину 
такого  у частка  равной 10 км или меньше. П о д ст а в л я я  дли ну  у ч а 
стка вместо х  в (4.13) и (4.14), получаем нелинейные д и ф ф е р е н 
ци альн ы е уравнени я  первого п о р яд ка  относительно Qo.

П оскольку  коэффициенты обычно слож ны м  об разом  зави сят  
от t , аналитическое решение получить не удается . П оэтом у нам 
приходится прим енять численное решение, з а м е н я я  производные 
по t  конечно-разностными отнош ениями.

Разностное%уравнение имеет вид

h - h  Qo(*H A Q - Q o ( 0  _  Qo (Q Qo(* +  M) г  ,
n ° ~  gA&t X  "r L 2A2a "Г"

■ 1 b d 2h§  2 _ l  Qo ( t  +  AO +  Oo ( 0  d h o  2  - v -

" > 2  gA dt'2 л  -  u 2C2A2a dt X  +

1 b i  ! d h j > y x ,  • (4Л8)
^  3  C 2 A 2 a  ^  d t

К оэф ф ициенты  равны  своему среднему значению  на участке 
в момент t .  Если мы знаем  или м ож ем  принять какую -либо н а 
чальную  величину Q o  в момент t = t 0, то м ож н о вычислить Q 0 ш аг 
за  ш агом  через ин тервалы  A t  вплоть до t = t ± ,  где U  >  U .  В в ы 
раж ен и и  (4.18) использованы  передние разности, однако  можно 
пользоваться  и центральны м и разностями.

Если приливные колебания  уровня  являю тся  периодическими, 
то диф ф ерен ц и альн ое  уравнени е  имеет единственное периодиче
ское решение д л я  Q o .  Это решение устойчиво д ля  у вели ч и ваю 
щ ихся значений t , и если мы начнем с произвольной величины 
Qo(fo), то и н тегральн ая  к р и в ая  с течением времени будет аси м п 
тотически п ри бл и ж аться  к периодическому решению. Это мож но 
легко показать , когда р ассм атр и вается  линейное уравнение 
(глава  2, (1 .2))

- т г - + х« .  +  - ё - = ° .
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где к  полож ительно и м ож ет  зависеть  от времени, a h  —  перио
дическая  функция.

Тогда вы р аж ен и е

Q o= Qo (<о) exp J X d t  j  +

+  е х р ( — | - | £ - е х р  j x d *  (4.19)

явл яется  решением.
П оскольку  первый член в (4.19) стремится к нулю при t - >  оо, 

то решение при достаточно больш ом t  явл яется  незави си м ы м  от 
начальной  величины Q 0.

Q 'Ю3 м 3/сек

Н а рис. 5.4 показано  вычисление кривой расхода, н ачиная  
с различны х точек P i и Р 2 и при предполож ении, что приливные 
колебания  уровня  на обоих концах у частка  известны из н а б л ю 
дений (см. (4 .18)) .  Эти ко л еб ан и я  п ок азан ы  на рис. 5.3.

П р едставление  о х ар а к т е р е  интегральны х кривых д и ф ф ер ен 
циального уравнени я  (4.18) мож но получить, исследуя поле их 
направлений. Это поле нап равлени й  т а к ж е  показано  на рис. 5.4. 
П р и б л и ж ен н ы е  реш ения м ож но получить графически , проводя 
кривые таким  образом , чтобы они имели соответствующ ее н а 
правление во всех точках. Н а  рис. 5.4 проведены кривые, прохо
дящ и е  через точки P i  и Рг.

З а м е ч а н и я .  1. Если член ^ Q  > который обычно

бы вает  м алы м  по п орядку  величины, все ж е  приходится  в к л ю 
чить в правую  часть в ы р аж ен и я  (4.10), то соответствующий член
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надо добавить  и в правую  часть в ы р а ж е н и я  (4.12). П ри  после
дую щ их при бли ж ен и ях  [(4,14) и т. д.] этими членам и м ож н о пре
небречь. К ром е того, в правую  часть  в ы р а ж е н и я  (4.18) надо до-

о&2& +  b s -  . . .  d h o  
бавить  член ----- ----------- Q° ( t )  -  х .

2. Н а  практике, чтобы и зб еж ать  неустойчивости, приходится 
брать  интервал  A t  достаточно м алы м , наприм ер  5 или 10 минут.

3. Если в различны х м естах  вдоль  реки, вплоть до предела 
действия прилива, измерены  кри вы е приливного хода уровня, то 
мы м ож ем  определить кривые расхода  вдоль  реки в этих местах. 
Р асходы , однако, д олж н ы  т а к ж е  удовлетворять  уравнени ю  не
разры вности  или, другими словами, с помощ ью (4.11) или (4.13) 
м ож но сопоставлять  последовательны е кри вы е расхода. С л едо 
вательно, мы в состоянии проверить и уточнить схем атизацию  
русла потока д ля  отдельных участков  и величин коэфф ициента 
Ш ези, т а к  к а к  эти величины входят  в уравн ен и я  (4.12) и (4.14). 
В эстуариях , где ш ирина район а  накопления  ф ар в атер о в  менее 
определенна, излож енны й метод мож но т а к ж е  прим енять д л я  
проверки и уточнения величины накопления, используя н а б л ю д е 
ния над  уровнем и течениями.

4. И зл о ж ен н ы й  метод  м ож н о р аспространить  на больш ее ко
личество участков  (см. Д р о н к ер с  и Ш ён ф ельд  [30, 34]). О дн ако  
при этом значительно возр астает  вы чи слительн ая  работа , и р а с 
чет ж ел ательн о  вы полнять  на современных электронны х счетных 
маш и нах , о которых говорится в главе  4. П рим енение метода 
очень полезно при детальны х исследованиях в район ах  с при ли
вами; этот вопрос р ассм атр и в ается  в следую щ ем  разделе .

4.3. Проверка и уточнение схематизации

Этот р азд ел  явл яется  при лож ением  к разд . 2. З д есь  мы бу
дем иметь дело  с реками, русло которых имеет неправильны е 
очертани я  и д ля  которы х в последовательны х временных интер
вал ах  приходится использовать  различны е схем ати зации  и р а з 
личные значения  коэфф ициента  С; очевидно, что в таком  случае 
необходим тщ ательны й контроль, основанный на наблю дениях 
н ад  уровнем  и течениями.

П оскольку  скорости непрерывно изм еняю тся  во времени и от 
точки к точке, то определение расхода  на к а ж д о м  поперечном 
сечении путем изм ерения  скорости часто о казы в ается  тру до ем 
кой и дорогостоящ ей процедурой. Д ополни тельны е услож нен ия  
при определении расхода  возни каю т из-за  п ерем еш ивания  прес
ной и соленой вод. П оэтом у расход  вдоль  реки, если только  это 
возм ож но, определяю т, используя лиш ь водомерны е наблю дения , 
при этом ш ирина района накопления  яв л яется  функцией поло
ж ен и я  уровня  в лю бой точке вдоль  реки. Эти вычисления, осно
ванные на так  н азы ваем ом  методе кубатур , мож но производить,
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если вдоль реки и ее притоков до предела  действия при ли ва  
в каж до м  из них одновременно регистрирую тся уровни, а р а с 
ходы стока известны на достаточном количестве станций.

М етод кубатур  — это численный метод, основанный на у р а в 
нении неразры вности  (3.1). П рим ер  соответствующей численной 
форм улы  д ан  в (4.4); часто рассм атр и ваю тся  только члены, л и 
нейные относительно х  (см. т а к ж е  П иллсбери  [96]).

С х ем ати зац и я  ф ар в атер о в  и определение величин С д л я  э с 
туари я  еще труднее, чем д ля  реки. Это особенно справедли во  
в тех случаях, когда возни кает  необходимость учитывать поток 
через м елководья  при полной воде, т а к  что схем ати зацию  прихо
дится  видоизм енять  д ля  разны х ф аз  прилива. П ри  этом обычно 
требуется  гораздо  больш е наблю дений н ад  уровнем  и течениями 
(к а к  скоростью, т а к  и н ап р авл ен и ем ) ,  чем в случае одиночной 
реки.

В эстуариях , имею щ их прави льн ую  форму, расход  в р а з л и ч 
ных точках ф а р в ат е р а  мож но определить, используя наблю дения  
над  уровнем и решение уравнений дви ж ен и я  и неразры вности, 
рассмотренны е в разд . 4.1 и 4.2.

С ледует  отметить, что в таких случаях  не всегда молено при
м енять метод кубатур  д л я  определения расхода  в ф ар в ат е р а х ,  
потому что при слияниях этот метод не п о к азы вает , ка к  р асп р ед е 
ляется  вода по отдельным ф ар в атер ам .  П оэтом у уравнение д в и 
ж ен и я  приходится т а к ж е  применять к движ ени ю  вод в р а зл и ч 
ных участках , сходящ ихся в месте слияния.

Это возмож но, когда известна п р ед вар и тельн ая  схем ати зац и я  
ф арватеров . С хем ати зацию  мож но проверить и уточнить, только  
если вдоль каж до го  к а н а л а  имею тся по крайней  мере по три 
пункта с регистрацией уровня  и если применить метод, и зл о 
ж енный в разд . 4.2. Н аи б о л ее  удовлетворительны м  в ари ан том  
проверки явл яется  такой, когда расход  в какой-либо точке ф а р 
в атер а  определяется  из наблю дений над  течениями и исполь
зую тся по меньшей мере два  регистратора  уровня.

Если схем ати зац и я  д ля  среднего прилива устан овлен а  н а 
деж но, то расход  д ля  других условий, наприм ер  д ля  сизигийного 
и квадратурн ого  приливов, мож но рассчитать , используя только 
н аблю дения  над  уровнем. Это м ож но д ел ать  при условии, что 
характеристики  русла незначительно отличаю тся  от тех, которые 
соответствуют среднему приливу.

5. П РИ М ЕН ЕН И Е ГАРМ ОНИЧЕСКОГО МЕТОДА

В главе  II был тщ ательно  рассмотрен гармонический метод. 
В этом р азд ел е  д ается  прилож ение  этого м етода к вычислению 
приливных движ ений к реке Л ек , одном из рукавов  Рейна. 
В устье этой реки (К рим п ен -ан-ден -Л ек)  колеб ан и я  уровня оп
ределены с помощ ью  м ар ео гр аф а ;  расход  речного стока т а к ж е
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известен, он составляет  510 м3/сек. Глубины  поперечных сечений 
этой реки определены с помощ ью  эхолота. Ш ирин а  водной по
верхности в к а ж д о й  точке т а к ж е  известна. П о этим дан н ы м  п ро
и зведена схем ати зац и я  профилей реки. Р е к а  бы ла  р азд ел ен а  на
11 участков; д ли на  каж до го  участка  около 5,5 км, а средн яя  глу 
бина колеблется  от 5,50 м в устье реки до 4 м в районе предела 
действия  прилива.

Д л я  проверки гармонических приливны х расчетов имелись 
дан ны е о колебан и ях  уровня  в различны х местах  вдоль реки и 
к р и в а я  расхода  в устье. 'П оследн яя  к р и в а я  бы ла  получена с по
мощ ью  изм ерения  течений на поперечном сечении. Г арм он и че
ский а н ал и з  кривы х уровня  и р асх о да  в К ри м п ен -ан -ден -Л ек  д ает

h  =  0 ,196  +  0 ,989  cos ( Ы  -  337°) + 0 , 2 0 2  cos ( 2 u t  -  274°) +

+  0,051 cos ( З ш * -  103°) +  0,027 cos ( 4 ® < -  11°),

Q =  502 +  1125 cos ( a t  -  102°) +  510 cos (2c*>< -  55°) +

+  50 cos (3«>/ -  340°) +  45 cos (4o>/ -  167°),

где компоненты явл яю тся  ком понентам и волн M z ,  M i  и т. д.; 
влияние волн N 2 и других астрономических составляю щ их 
учтено в этих ж е  ф ункц иях  (см. главу  II, введен ие) .

П рактические  методы представлени я  функции с помощ ью 
тригонометрического ряда  рассм отрены  в различны х учебниках 
по численному анализу . М ож н о сослаться  на У и ттакера  и Р о б и н 
сона [153] и У и ллерса  [154]. Д л я  практического  а н а л и за  Фурье, 
речь о котором ш ла  выше, бы ла  исп ользован а  12 -ординатная  
схема.

В соответствии с методом, рассм отренны м  в главе  II, рассчи
ты ваю тся  волны М2, Mi и Мб, а волна  М8 не рассм атри вается .  
Б ы л и  учтены взаим одействие  этих компонент и м елководны е э ф 
фекты. О дн ако  ф орм улы  д л я  волны М% не были д ан ы  в главе  
в явном  виде, их мож но получить аналогичны м  путем. А мплитуды  
колебаний уровня  и расхода, пок азан н ы е  вместе с ф а за м и  а и р  
в таблиц е , свидетельствую т о росте волн М 4 и М 6 по отношению 
к волне М 2 з а  счет м елководны х эф ф ектов.

м 2 М4 Щ

h2 я ю 02 Р«?2) /г4 а(/г4) 04 W04) Ф б ) Об Р(0в>

Устье 0,989 337° 1071 100° 0,202 274° 465 55° 0,051 102° 46 353°
Сечение 2 0,920 347 823 110 0,199 284 373 69 0,042 140 97 И
Сечение 3 0,836 359 621 120 0,198 299 285 85 0,039 185 85 28
Сечение 4 0,797 4 557 124 0,197 306 260 91 0,040 205 86 35
Сечение 5 0,699 16 414 134 0,191 325 196 107 0,049 242 94 61
Сечение 6 0,617 27 303 145 0,178 346 144 125 0,056 285 60 83
Сечение 7 0,528 39 214 156 0,160 7 103 143 0,056 319 47 109
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Рис. 5.5.
а — приливные колебания уровня: / — наблюденные, 2 — рассчитанные

(М2+ М 4 +Мб)\ б — расход: / — наблюденный, 2 — рассчитанный.



Эти дан ны е показы ваю т, что в результате  взаим одействия  
у казан н ы х  составляю щ их, а т а к ж е  за  счет влияни я  мелководных 
эф ф ектов  происходит увеличение роли вы сш их гармонических 
членов по сравнению  с волной М г .

Если не учиты вать  н азван ны х  ф акторов , то р ассчи тан н ая  к а р 
тина р асп ростран ен и я  волны М 2 будет существенно отли чаться  
от ф актической. Д л я  такого  случая  на некоторы х уч астк ах  н а й 
дены следую щ ие значения  колебаний уровня  и расхода  волны М 2. 
Н а  остальны х участках  р азли ч и я  еще больше.

/г2 0 2

Устье 0,989 337° 931 10 1°
Начало 2 -го участка 0,892 347 689 1 12
Начало 3-го участка 0,778 0 498 125
Начало 4-го участка 0,726 5 441 130

Н а  рис. 5.5 п ок азан ы  вычисленные и наблю денны е кривые 
приливных колебаний уровня в различны х пунктах. П одобным 
ж е  о б разом  пок азан ы  и кривые расхода. В общ ем о б н а р у ж и 
вается  достаточное соответствие; расх о ж д ен и я  в высоте полной 
воды в некоторых пунктах связаны , вероятно, с местными осо
бенностями (см. т а к ж е  примеры  у Ф лоха  [41]).

6. П РИ М ЕН ЕН И Е МЕТОДА ХАРАКТЕРИСТИК ДЛЯ РАСЧЕТА  
ПОТОКА И КОЛЕБАНИЙ УРОВНЯ ПРИ ЗАКРЫТИИ  

И ПОСЛЕ ЗАКРЫ ТИЯ Ш ЛЮ ЗА

В этом р азд ел е  д ается  пример определения движ ени й  воды 
в процессе и после зак р ы ти я  ш лю за  на реке с при ли вам и  (ш лю зы 
зак р ы в а ю т  на некоторое врем я  в период ш тормовы х нагонов, 
чтобы защ итить  н и зко л еж ащ и е  районы суши от зато п л ен и я) .  
В качестве  при м ера  рассмотрим реку Эйссел, один из притоков 
Р о ттердам ского  судоходного к а н а л а  в Голландии.

Н а  рис. 5.6 в графической ф орм е п о к азан а  наиболее  сущ ест
венн ая  и п олезная  д ля  ознаком лен ия  часть расчета. Н а  рис. 5.7 
д ан а  к р и в а я  ш тормового нагона в устье реки. В момент t =  

=  2 4  часам  (Л* =  1,9 м) н ачалось  перекры тие ш лю за  и через 
1000 секунд ш лю з был полностью закры т . П ри  таком  довольно 
медленном способе перекры тия  у д ается  и зб е ж а т ь  сильных ту р 
булентных течений. Н аи б о л ее  в аж н ы й  вопрос закл ю ч ается  в том, 
к ак  будет изм еняться  уровень в процессе перекры тия  и после его 
заверш ения .

П ер во н ач альн о  было рассчитано расп ространение  волны 
ш тормового нагона в открытой реке. Р езу л ьтаты  такого  расчета  
требую тся  д ля  определения движ ений воды в процессе п ер ек р ы 
тия и после его заверш ен ия , так  как  с их помощ ью  мы получаем
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данны е д ля  граничных условий, а именно уровень за  п ределам и  
ш лю за  в процессе перекры тия  и расход  Q  вдоль  реки к моменту 
н ач ала  перекры тия. П редп олагалось ,  что затвор  ш лю за  д в и 
ж ется  таким  образом , что в течение 1000 секунд Q  будет линейно 
ум ен ьш аться  до нуля.

Рис. 5.6.

Н ач ал ьн ы е  и граничные условия, которые необходимо ввести, 
следую щие:

1. Н ач ал ьн ы е  условия. В момент t = 24 ч асам  на рис. 5.7 
( t = 0  н а  рис. 5.6) уровень, обозначенный на рис. 5.6 через Л, и
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расход  Q  известны вдоль ответвления реки на основании расчета 
ш тормового  нагона в случае открытой реки.

2. Граничны е условия. В течение времени перекры тия  ур о 
вень перед  ш лю зом  известен, потому что м ож н о допустить, что 
р азм ер ы  главной реки, притоком которой явл яется  Эйссел, н а 
столько велики, что влиянием  перекры тия  на уровень на р ассто я 
нии нескольких сотен метров м ож н о пренебречь. К огда  ш лю з з а 
крыт, то расход  Q в месте перекры тия  равен  нулю. В верхнем 
конце реки Q = 0  при всех обстоятельствах .

Н а  рис. 5.6 пок азан ы  х , /-плоскость (в которой дан ы  х а р а к 
теристи ки ),  А, / -д и агр ам м а , Q, / -д и агр ам м а  и соответствую щ ая

А, Q -д и агр ам м а  д ля  и н тервала  времени 0 — 5000 секунд (5 ки ло
секунд).  Все построения объясн яю тся  рис. 3.9 и 3.12, а т а к ж е  
ф о р м у лам и  (7.5) или (9.1) — (9.2) главы  III .  Р е к а  р азд ел ен а  на 
три участка, примерно по 6 км в к аж дом ; устье обозначено че
рез D, зам кн уты й конец реки — через А ,  а точки В  и С  л е ж а т  
м еж д у  А  и D .

П оскольк у  перекры тие ш лю за  происходит постепенно, в л и я 
ние перекры тия  будет расп ростран яться  вверх  по течению вдоль 
характери сти ки  0,0 на х , / -д и агр ам м е  (зам ечани е  1, разд . 6, 
гл ав а  3). В области  слева от этой х арактери сти ки  уровни и 
расходы  не подвергаю тся  влиянию  операции перекры тия  и их 
значения  известны на основании расчета  д ля  открытой реки. Они 
представлены  на А, /-д и агр ам м е  и Q, /-д и агр ам м е  с помощ ью 
прям ы х линий Л - 2Ло, В - г В о  и С - ± С 0. Соответствую щ ие значения  
А и Q  на харак тер и сти к ах  0,0 т а к ж е  п оказан ы  на А, Q -диаграм м е. 
К ром е того, линия  D 0D i  на Q, /-д и агр ам м е  д ает  значения  р а с 
хода Q, проходящ его  через ш лю з в процессе его перекрытия.

Н а  зам кн утом  конце расход  равен  нулю; это соответствует 
оси Q = 0  на Q, /-диаграм м е.

2

1

Рис. 5.7.
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М ы м ож ем  сразу  определить уровень внутри ш лю за  в ходе 
перекры тия, потому что уровень перед ш лю зом и разность у р о в 
ней известны с помощ ью ф орм улы  (1.4) главы  VI. Соответствую 
щие уровни п оказаны  на А, /-д и агр ам м е  линией D 0D i .  Уровни 
за  ш лю зом не показаны .

В области, л е ж а щ ей  на плоскости х у t  м еж д у  х а р а к те р и с ти 
ками 0,0 и 1,1 уровни зави сят  от значений уровня  в точке D  
в течение перекры тия  и от условий на х ар актери сти ке  0,0. З н а 
чения A, Q  в точке С, 1 находятся  графическим  методом, кото
рый и сп ользовался  при построении А, Q -диаграм м ы , с помощ ью  
характери сти ки  — 1,1 на участке  В С  и характери сти ки  1,1 на 
участке  C D .  В других точках  д елаем  то ж е  самое. С п р ава  от х а 
рактеристики  1,1 значения  A, Q зави сят  от граничного условия 
Q = 0  в точке D, а т а к ж е  от рассчитанны х значений А и Q на х а 
рактеристике  1,1 и от условия Q = 0 в точке А. В верш ине к а 
нала ,  в точке Л, имеет место отраж ение.

П реры висты е линии D o ,  D ± ,  . . . ,  Д>, C - i ,  . .  -, С4, В - 2, . . . ,  В 3, 
Л - 2, . . . ,  А ч  на А, / -д и агр ам м е  и Q, /-д и агр ам м е  соответствуют 
приблизительно непрерывному ходу уровня  и расхода  в течение 
0— 5 килосекунд соответственно. О тметим колебан и я  неп осред
ственно после зак р ы ти я  ш лю за , а т а к ж е  изменение н ап р авл ен и я  
скорости на обратное от приливного течения к отливному вблизи 
ш лю за. Это изменение н ап р авл ен и я  течения р асп ростран яется  
вверх по реке. Н ебольш ие колебания , зам етн ы е на рис. 5.6, не 
возникаю т, если принять более частую  сетку.

7. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ СООБРАЖЕНИЯ 
ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ ПРИЛИВНЫХ РАСЧЕТОВ

Здесь  в д обавление  к тому, что было сказан о  в гл авах  I I — IV, 
сделаны  некоторые зам ечан и я  относительно исп ользован ия  м ето
дов приливных расчетов применительно к рекам  и п ри бреж н ы м  
водам. Выбор метода, который следует применить д л я  расчета  
приливных движ ений в одномерной реке, зависит:

1 ) от точности резу л ьтата  расчета , необходимой д л я  кон крет
ной практической цели;

2 ) от сложности ф орм ы  речного русла;
3 ) от степени нерегулярности приливных движ ений; н ап р и 

мер, мож но столкнуться со смешанным приливом  (ком бин ац ия  
полусуточного и суточного) или с п реобладаю щ и м  полусуточным 
приливом, в котором велики мелководны е составляю щ ие (д еф о р 
м ированный при ли в) ,  или с приливом с больш им ф азовы м  н е р а 
венством;

4) от наличия  технических сооружений, нап рим ер  плотин, во 
досливов, располож ен ны х на реке.

В торая  и третья  причины могут зависеть  друг от друга . П р и 
ливные движ ени я  и ск аж аю тся  тем сильнее, чем слож нее ф орм а
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реки. Л о ж е  у рек  слож ной ф орм ы  м ож ет  быть каменисты м, но 
обычно оно состоит из дви ж у щ его ся  м атер и ала .  В последнем 
случае  л о ж е  реки имеет тенденцию  к услож нен ию  к а к  при з н а 
чительных колебан и ях  величины при ли ва  от квад р ату р ы  к сизи
гии, т а к  и при значительны х колебан и ях  пресного стока, особенно 
если он насы щ ен д ви ж у щ и м ся  м атери алом . П р и  этом м а к с и м а л ь 
ные скорости течения будут больш е при сизигийном приливе и 
меньш е при квад р ату р н о м , и, следовательно, во вр ем я  сизигий
ного при ли ва  и ск аж ен и я  будут сильнее.

Зн ачи тельн ы е  к олебан и я  м аксим альн ой  скорости от к в а д р а 
турного при ли ва  к сизигийному могут привести к услож нен ию  
ф орм ы  л о ж а  реки, а это увеличит и ск аж ен и я  приливны х д в и ж е 
ний. П р и  высоком сизигийном приливе д еф о р м ац и я  м ож ет  в о з 
расти  до такой степени, что возникнет бор. Рассм отрен и е  с л о ж 
ных физических процессов, происходящ их в реках  и п р и б р е ж 
ных узкостях, м ож н о найти у Б р у у н а  и Г ерритсена [11].

Е сли  в случае п р ео б л ад ан и я  полусуточного или суточного 
п ри ли ва  соответствующие дви ж ен и я  м ож н о апп роксим ировать  
немногими ч лен ам и  ряда  Ф урье (с основным периодом 12 ч. 25 м. 
или 24 ч. 50 м .) ,  то м ож н о применить гармонический метод. О д 
нако  в случае неправильны х, наприм ер  смеш анных или д еф о р 
мированны х приливов, когда р яд  Ф урье сходится медленно, п ри 
ходится  прим енять  численные методы (см. главы  3 и 4).

Д л я  таких вычислений следует исп ользовать  электронны е 
счетные машины. П р актические  примеры  этого м ож но найти 
у  Р а м м и н га  [105] и Ш ноора  [121], а т а к ж е  у Росситера  [112] и 
Х ензена [63]. Точные р езультаты  м ож но получить при д о ст а 
точно м алы х  и н тер вал ах  А х  и A t .  Ч ем  неправильнее  приливные 
д ви ж ен и я ,  тем короче д олж н ы  быть эти интервалы .

Б олее  того, в главе  4, разд . 1 и 2, было указан о ,  что отно
ш ение А х / А t  нельзя  вы б и р ать  произвольно. Д л я  устойчивости и 
сходимости вычислительного процесса необходимо, чтобы у д о в
л е тв о р ял о сь  условие (2.8). О днако  следует подчеркнуть, что п ри 
менимость этого условия  не д о к а за н а  строго д л я  нелинейных 
уравнений, в которых коэфф ициенты  т а к ж е  зави сят  от з ав и си 
мых переменных — в приливны х уравн ен и ях  от Q  и h  или от и  

и h .  Н а  п ракти ке  устойчивость н ар у ш ается  легче всего около м о 
мента  смены течения (когда и  равно или почти равно нулю ).

Н ап ри м ер ,  при расчете приливных движ ений на реке Л е к  с по
мощ ью  электронной счетной м аш ины  (см. рис. 5.5 и пример 
в разд . 5 этой главы, где был применен гармонический метод) 
верхний предел д ля  Дх был вы бран  равны м  6 или 7 км, а д ля  
A t — 10 мин. (при средней глубине 5 или 6 м). Ц елесообразно , 
однако, рассм отреть  и меньш ие интервалы , наприм ер Д х —3 км 
и Д/ — 5 мин. К ром е  того, следует ук азать ,  что дли н а  участков, 
используемых д ля  схем ати зации  реки, обычно больш е (н ап ри 
мер, 5 км или б олее) ,  чем интервал  А х , который за д а е т с я  при
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м аш и н н ь й  расчетах , т а к  к ак  им ею щ иеся данны е недостаточны 
д ля  более тщ ательной  схематизации.

В отношении приливны х расчетов в эстуари ях  надо сделать  
следую щие зам ечания .

Если перетеканием  из одного ф а р в ат е р а  в другой через м ел 
ководья мож но пренебречь, то движ ени е  в ф а р в ат е р а х  эстуари я  
м ож но р ассм атр и в ать  к а к  одномерное.

Если ф ар в атер ы  очень ш ироки (например, несколько кило- 
м етров) ,  то м ож ет  оказаться  необходимым учесть силу К ори о
лиса. Тогда  надо р ассм атр и в ать  уравн ен и я  (4.1) и (4.2) главы  1, 
которые определяю т т а к  н азы ваем ы е  волны К ельвина. Если т р е 
буется рассчи тать  распространение  главной гармонической со
ставляю щ ей, то использую тся уравнени я  (2.36) — (2.38) главы  2 
и мож но применить метод, подобный описанному в главе  2, 
разд . 5 или 6 (см. Д р о н к ер с  [106к]).

Ч асто  мож но пренебречь силой К ориолиса  при расчете п ро
дольных приливных движ ений в кан а л а х ,  вводя  средние скоро
сти на каж д о м  поперечном сечении. П осле этого поперечные н а 
клоны уровня  м ож но сразу  ж е  рассчи тать  с помощ ью у равн ен и я  
(4.2) главы  I, в котором сила К ориолиса  учитывается .

Если ж е  имеются пониж енны е м елководья , то перетекание 
воды через них м ож ет  быть существенным и тогда надо п ри м е
нять численные методы д ля  двухмерны х приливных движ ений, 
рассмотренны е в главе  4.

М ож н о т а к ж е  рассм атр и в ать  отдельные участки на м елко
водьях и при ближ енно  считать поток в пределах  этих участков  
одномерным.

П р и  расчете приливов в при бреж н ы х  морских рай он ах  и на 
выходе из эстуариев  необходимо учитывать отклоняю щ ую  силу 
вр ащ ен и я  Зем ли. Если берег м ож н о  апп роксим ировать  прямой 
линией, то течения в непосредственной близости от берега п а р а л 
лельны ему и п ри ли вн ая  волна м ож ет  быть ап п роксим ирован а  
волнам и  К ельвина.

Д в и ж е н и я  воды на выходе из эстуари я  оп ределяю тся  в з а и 
модействием м еж ду  движ ениям и, нап равленн ы м и внутрь эс т у а 
рия, и движ ениям и, н ап равленн ы м и вдоль берегов моря. Д в и ж е 
ния воды, следовательно, будут весьм а  слож ны м и и ап п р о кси м а
ция с помощ ью  волн К ельвин а  незаконна. В таких  район ах  надо 
применять численные методы, рассмотренны е в главе  4, разд . 4.

Р а зм е р ы  ш агов  сетки (Да: и Ду )  и величина ш ага  по времени 
(Д/), которые использую тся при расчетах  на м аш и нах , зави сят  
от принятой схематизации; величина A t  определяется  т а к ж е  т р е 
бованием, чтобы система становилась устойчивой (см. разд . 4.3 
главы  4).

В качестве  прим ера  у каж ем , что М атем атический  центр в А м 
стердам е  приним ал А х  =  А у  =  1 5  км, а Д / = 5  мин. при расчётах  
на м аш ине д л я  районов, подобных р айон ам  в С еверном море.
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В п ри бреж н ы х  водах , однако, р азм ер ы  ш агов  сетки обычно б ы 
ваю т п оряд ка  5 км, a A t  — порядка  нескольких мин. Ганзен 
в своих приливны х расчетах  д л я  Северного моря  использовал  
сетку с ш агом около 37 км [58, 59].

Ч тобы  приступить к расчету, необходимо з а д ат ь  ход уровня  
на ж и дкой  границе района, а т а к ж е  осущ ествить схем атизацию  
райдна, определить глубины и величины С (см. коэфф ициенты  
в ф о р м у лах  (4.1) — (4.3) главы  4) .  Получение необходимых д ля  
этого фактических кривы х хода уровня  и данны х наблю дений 
н ад  течениями связано  обычно со значительны м и трудностям и.

С ледует  у казать ,  что введение других форм ул  д ля  учета со 
противления, таких, как  ф орм улы  М аннинга , не приводит к лу ч 
шим результатам . Соотнош ение м еж д у  неровностями дна  и глу 
биной, так  ж е  к а к  и перем ещ ен ия  донного м атер и ала ,  не вх о д ят  
явным образом  в ф орм улы  д л я  учета сопротивления, а влияние 
этих ф акторов  на дви ж ен и я  воды сказы вается  значительнее , чем 
то отличие ви да  зависимости  ф рикционны х членов от глубины, 
которое дается  форм улой М аннинга.

О дн ако  к олеб ан и я  величины коэфф ициента сопротивления С  

имеют больш ее значение в реках, чем в при бреж н ы х  морских 
районах . В приливных район ах  Н и д ер л ан до в  к тому ж е  изм ен е
ния величины С, очевидно, меньше, чем в верховьях  рек, где п ри 
ливны е д ви ж ен и я  отсутствуют. В верховьях  рек величина С  су
щественным о б разом  зависит от стока, который видоизм еняет  
глубину, скорость, а следовательно, и л о ж е  реки, и перем ещ ен ие  
донного м атер и ала .



Г Л А В А  6

СП ЕЦ И А Л Ь Н Ы Е ВОПРОСЫ

1. РАСЧЕТ ПРИЛИВНОГО ПОТОКА, ПЕРЕСЕКАЮЩЕГО ПРОХОД, 
ПОДЛЕЖАЩИЙ ПЕРЕКРЫТИЮ

Очень в а ж н а я  группа приливных расчетов связана  с перего
р аж и в ан и ем  узких участков, например, при перекры тии бреш ей 
в плотинах  и при сооружении перемы чек в приливны х районах.

У равнения  д л я  потока, протекаю щ его через узкий проход, со
верш енно различны  в зависимости  от того, в субкритическом 
или критическом состоянии этот поток находится. К огда  поток 
я в л яется  субкритическим, мы м ож ем  применить уравнени я , вы ве
денные в главе  1, разд . 6, к участку  реки, где происходит су ж е
ние профиля, при условии, что допущ ения, сделанны е в у к а 
занном разделе , имеют силу и д ля  потока, протекаю щ его  н ад  греб 
нем порога. М ы п р ед п о л агали  там, что силой трения  на гребне 
порога мож но пренебречь. П оскольку  это допущ ение не всегда 
справедли во , особенно при высоких порогах, мы рассмотрим 
влияние силы трения  в разд . 1.2.

У равнения  д ля  потока, находящ егося  в критическом состоя
нии, будут рассмотрены  в следующем разделе . З а т е м  мы перей
дем к д етальном у рассмотрению  того, как  в процессе перекры тия  
изм еняю тся  скорости течения (разд . 1.5). Н акон ец , в разд . 1.6 
мы проиллю стрируем  это некоторыми примерами.

О днако  п р еж де  всего мы кратко  рассм отри м  некоторые тех 
нические вопросы, которые п о сл у ж ат  нам  основой д ля  д ал ь н ей 
ших рассуж дений.

1 .1. Технические вопросы, связанные с перекрытием проходов

С технической точки зрения  перекры тие брешей в д ам б а х  не
сущ ественно отли чается  от сооруж ения  перемы чек в районах , где 
существует прилив. В общем, бреш и в д ам б а х  д олж н ы  перекры 
ваться  как  мож но быстрее, чтобы и зб еж ать  ущ ерба , который м о 
ж е т  быть нанесен районам , подверж енны м  затоплению . П оэтом у 
такое перекрытие будет временным мероприятием , в отличие
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о т  сооруж ения  перемычки, которое м ож но изучить зар а н е е  с по
м ощ ью  расчетов и экспериментов на моделях.

П ри  строительстве перемычки с целью отгородить приливной 
'бассейн протекание воды через суж аю щ и й ся  проход  все более 
затрудн яется ,  а это приводит к уменьш ению  ам плитуды  прилива 
в бассейне и к возрастан и ю  скоростей течения в остаю щ ем ся  
отверстии. Вследствие этого увеличивается  р азм ы в аю щ ее  дейст
вие потока на дно вблизи  перемычки, что создает  угрозу  д ля  
устойчивости речного дна, а тем сам ы м  и д ля  дам бы , которую 
требуется  соорудить. Это значит, что если дно состоит из легко 
разм ы ваем ы х  песков, то его необходимо предохранить  с помощ ью 
укрепляю щ их м атери алов . По мере того к ак  течения в проходе 
стан овятся  все сильнее, з ащ и та  дна д о лж н а  быть все более н а 
деж ной; это сильно торм озит  работу  в процессе перекрытия. 
Ясно, что в случае  каменистого  дна таки е  затрудн ен и я  не возни
каю т.

В торая  п роблем а св язан а  с м атер и алам и , используемы ми д л я  
перекры тия. В зависимости  от условий могут быть использованы  
бетонные кессоны, скальны й кам ень  или другой м атер и ал  подоб
ного рода. П реим ущ ество  исп ользован ия  кессонов состоит в том, 
что перекры тие мож но осуществить сравнительно быстро, что 
о гр ан и ч и в ает  р азм ы в аю щ и е  эф ф екты  у дна. П ерекры тие  с по
мощ ью  скального  кам н я  требует  больш е времени, если не ис
пользуется, например, проволочно-кан атная  дорога  достаточно 
больш ой вместимости.

Очевидно, что одним из ф акторов , определяю щ и х выбор м а 
тер и ал а ,  явл яется  т а к ж е  стоимость.

Т ретья  проблем а  св я зан а  со способом перекры тия. В н ачале  
скорости бы ваю т обычно невелики, т. е. сн ач ала  д л я  уменьш ения 
п рохода  мож но использовать  сравнительно деш евы е м а те 
р и а л ы — песок (при скоростях менее 1 м/сек.) или ж е  в против
ном случае мелкий камень. П роход  уменьш аю т, с у ж а я  его с бо
ков  и п овы ш ая  порог на дне. Если скорости стан овятся  выше
2 м/сек., то необходимо использовать  более тяж е л ы е  м атери алы . 
Т аки м  образом  мож но п р о д о л ж ать  действовать , пока м а к с и м а л ь 
ные скорости не достигаю т приблизительно  3 м/сек. П ри  более 
высоких скоростях затруднения , связанны е с перекрытием , во з 
растаю т, так  как  использование плавсредств  в течение всего п р и 
ливного цикла становится  невозм ож ны м , а р азм ы в аю щ и е  э ф 
фекты д елаю тся  более интенсивными. Д л я  окончательного пере
кры тия  приходится использовать  один из указан н ы х  вы ш е путей, 
т. е. использовать  либо кессоны, либо т яж е л ы е  скальн ы е  м а с 
сивы. М ож н о пользоваться  или откры ты ми кессонами (со сколь
зящ и м и  з а т в о р а м и ) ,  которые мож но рассм атр и вать  к а к  шлю зы, 
или закр ы ты м и  кессонами. П ри  употреблении открытых кессо
нов уд ается  и зб е ж а ть  значительного роста скорости в проходе, 
так  что сильного р азм ы в ан и я  не происходит, при условии, что
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стенки* кессонов не очень сильно влияю т на поток. П осле  у с т а 
новки кессонов их надо  зак р ы ть  в определенный момент, при 
смене течений, когда скорости течений на короткое врем я  п адаю т  
до нуля.

Если использую тся закры ты е  кессоны, то их у стан авли ваю т  
в периоды смены течений. В процессе перекры тия  м акси м альн ы е  
скорости возрастаю т, причем степень этого роста будет оп реде
лять, м ож но или нет прим енять такой  способ без риска. Этот спо
соб особенно пригоден д ля  перекры тия  сравнительно небольших 
проходов, причем это зависит еще от ам плитуды  прилива и п ло
щ ади  отсекаемого приливного бассейна.

П ерекры тие  скальны м и м ассивам и  обычно проводится  сле
дующ им образом . С н ач ал а  (после того ка к  дно соответствующ им 
о б разом  защ и щ ен о) от одного из берегов с помощ ью  техниче
ских средств возводится  д ам б а .  Ее  мож но п р о д о л ж ать  до тех 
пор, пока скорость течения в остаю щ ем ся  проходе не достигнет 
приблизительно 3 м/сек. Затем  осущ ествляется  перекры тие п ро
хода путем у кл ад ки  массивов горизонтальны м и слоями. С коро
сти при этом возрастаю т  и поэтому вес используемых массивов 
т а к ж е  необходимо увеличивать. Н аи б о л ее  подходящ им  средст
вом д ля  сбрасы ван и я  тяж ел ы х  массивов явл яется  проволочно
к а н а тн ая  дорога.

Во врем я  перекры тия  скорости могут сильно возрастать . О д 
нако при подъеме порога общ ее количество перетекаю щ ей через 
него воды ум ен ьш ается  и скорости течения у речного дна не
сколько сниж аю тся , а р азм ы ваю щ и й  эф ф ект  ослабевает . Обычно 
наи больш ие скорости имею т место в верхних слоях потока (не
посредственно под поверхностью воды ).

Рост м аксим альн ой  скорости прекрати тся , когда поток через 
гребень перемычки в момент своего наибольш его  (в приливном 
цикле) разви ти я  станет критическим. Д ал ь н ей ш ее  повыш ение по
рога будет у м еньш ать  м аксим альн ую  скорость, пока перемы чка 
не достигнет своей полной высоты. П осле  того к а к  достигнуто 
критическое значение скорости, оставш ийся проход м ож н о су
ж а т ь  и с боков — никакого  увеличения скорости при этом не 
произойдет. Вопросы, связанны е с перекры тием  проходов, р а с 
см атри ваю тся  в [106 п].

1.2. Влияние трения на движение воды 
над «широким водосливом»

Водослив считается широким, если на каком -то  участке его 
гребня линии тока имеют одинаковое направление , а расп р ед ел е 
ние д авл ен и я  по верти кали  явл яется  гидростатическим.

В разд . 7 главы  1 был рассмотрен  случай субкритического 
потока через участок с резким  изменением профиля. З д есь  мы 
примем, что условия в данном случае аналогичны  рассмотрен-
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ным ранее, но только  теперь мы не пренебрегаем  силам и трения 
н ад  водосливом.

Б ы л о  показано, что всю область  водослива м ож но раздели ть  
на три участка  — втекания, перетекани я  и вы текания. Н а  рис. 6.1 
эти участки  обозначены  через ( х о х ± ) ,  (*1*2) и ( х ^ Х з )  соответст
венно. Если склоны порога ( А В  и C D )  круты, то участок в т е к а 
ния, где происходит сж ати е  потока, относительно мал. П р и д о н 
ным трением на участке  м еж д у  Хо и X i  м ож но пренебречь. Тогда 
дви ж ен и е  воды на этом участке  оп ределяется  уравнением , а н а л о 
гичным уравнению  (7.6) в главе  1:

ri [(Оо +  h 0) ~ 2 bJo  -  ( а х +  h x) ~ 2 b J i ]  Q 2 =  2g  ( h x -  h Q) .  (1.1)

(Отметим, что на рис. 6.1 величина Ы  о трицательна , а величина 
aoi обозначена  через at.)

Рис. 6.1.

П оскольку  мы м ож ем  пренебречь силам и инерции, то перете
кан ие  через гребень оп ределяется  уравнением  движ ени я , п ри ве
денным в (7.3) в главе  1 д л я  потока, нап равленн ого  в сторону 
полож ительн ы х х \

d h x , д и х . g u \

ё  д х  +  а 2Й1 д х  +  С2 (а , +  h x) ~  0>

Отметим, что это уравнение  будет основным уравнением  д ля  
установивш егося  потока, если частные производны е в нем з а м е 
нить обыкновенными.

Д е л а я  подстановку

и г — Q  ( а х -j- Aj) 1 b s \ *

п о л агая  а г =  1 и считая, что величиной d Q / d x  в районе водослива 
м ож но пренебречь, получаем  следую щ ее диф ф еренц иальное  
уравнени е  д л я  h i  и Q:

- - L  = _________? с. — ________  ( 1 2 )
д х  1 - g ( a l +  h 1) Z Q ~ 2bsl ’ v '
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Его мож но проинтегрировать  тем ж е  путем, что и у р ав н ен и е  
д л я  установивш егося потока, полагая ,  что поток Q  и ш ирина по
тока b s не зави сят  от х .  О днако  н ал агаем ы е  граничны е у сл о ви я  
будут теперь совсем другими. Зд есь  мы д о лж н ы  знать  на обоих, 
концах прохода функции h i  ( х и  t )  и h i  (х2, t )  или ж е  ( h i  ( х ,  t )  и Q. 
Если происходит о тгораж и ван и е  затопляем ого  района, то на м о
ристой стороне район а  приливны е к олебан и я  уровня  известны г 
в то врем я  к а к  эти колебан и я  внутри района определяю тся  проис
ходящ им и здесь приливны ми движ ени ям и.

П рои звед я  интегрирование от x = x i  до х = х г , получим

4 -  ^  [ 0 * 1 + (*i  > г<))4 -  ( a i +  *1 (*2 . о ) 4] -

— * ) - М* 2 . *)] =  (■*ъ - Х х) - ^ ф - .  (1.3)

Расстоян ие  Х г — X i  мож но принять равны м  длине гребня  В С .
У равнение д ви ж ен и я  справедливо, если

ё  (a i "Ь h i f b h  >  Q 2,

а это означает, что поток воды всюду явл яется  субкритическим. 
Вопрос об уравнении д ля  района вы текания  ( х 2х 3) р а с с м ат р и 
в ал ся  в главе  1, разд . 7.3.

Н а  практи ке  потери при втекании д ля  субкритического потока 
обычно м алы. П отери  при вы текании более существенны. Они 
учитываю тся  с помощ ью  коэфф ициента  гц. Т аки м  образом , мы 
используем формулу, аналогичную  вы р аж ен и ю  (1.1), а именно

41 [ Ь *  (во +  Ло Г 2 -  Ь-л ?  ( а 2 +  Л2) - 2] Q 2 =  2g  ( h 2 -  h 0) (1.4)

(подробности см. в главе  1, разд . 7).

1.3. Критический поток над водосливом

П усть to — момент времени, когда  уровни на обеих сторонах 
в о д о сл и в а ,р ав н ы . Если два  уровня  изм еняю тся  во времени р а з 
личным образом , то будет иметь место поток через водослив, 
зависящ ий от разности  уровней и от глубины н ад  порогом во д о 
слива. Тогда  расход  Q определяется  по ф орм уле  (1.4). Если р а з 
ность уровней возрастает , расход  т а к ж е  будет во зрастать . Хо
рош о известно, что в случае  когда с одной стороны уровень 
постоянный, а с другой пониж ается , в о зр астан и е  скорости не б ез 
гранично: при определенном состоянии потока, т. е. при так  
н азы ваем ом  критическом потоке (гидравлическом  п р ы ж к е ) ,  ско
рость больш е не м ож ет  возрастать . Это состояние потока опре
д ел яется  д ву м я  п ар а м е т р ам и  — разностью  уровней по обе сто
роны водослива и м инимальной глубиной над  его порогом.
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Состояние критического потока м ож ет  быть описано р а зл и ч 
ными путями. М ы м ож ем связать  его с различны м и условиям и: 
или м акси м ум а  расхода , или м иним ум а удельной энергии (на 
единицу м ассы ),  или минимума удельной силы.

О дн ако  более ф ун дам ен тальн ы й  критерий получен в главе  3 
с помощ ью  теории характеристик .

Б ы л о  показано , что в к ан але ,  в котором ш ирина рай он а  н а 
копления  равн а  ш ирине потока, в с я к а я  точка п роф и ля  длинной 
волны п ерем ещ ается  вниз по течению со скоростью с о — и у 
а  вверх  по течению со скоростью со +  и  (скорость считается  по
лож ительной , если она н ап р авл ен а  вверх по течению ). Величина 
Со равн а  (g a )1/з, если a  — глубина к а н а л а  в момент t .

Н а  пороге водосли ва  имеем

с о 1 = =  ( S ( a i +  Ю  } /2-

Теперь пусть скорость н ад  водосливом  ( l i t ), счи таем ая  поло
ж ительной , будет р авн а  с 01. Тогда

<ч>1 — « 1  =  0 ,  ( 1 . 5 )

т ак  что скорость распростран ен и я  вниз по течению потока равна  
нулю. В случае постоянного пониж ения  уровня  в верхней части 
реки поток через водослив остается  критическим и волны, возн и 
каю щ и е  выш е по течению, не могут проникнуть через водослив.

Ш ён ф ел ьд  [127] показал ,  что при отсутствии с ж а т и я  потока 
и ф рикционных потерь д ля  критического потока м ож но д ать  р а з 
личные определения. В противном ж е  случае различны е опреде
ления  теряю т силу и справедли вы м  будет только определение 
(1.5).

Тогда критический расход  Qc будет равен

Q , = s ' 4 i ( « i  +  A i / \  (1-6)

где a \  - f  h i  с — кри ти ческая  глубина.
С н ач ал а  допустим, что ф рикционны ми силам и на водосливе 

м ож н о пренебречь и что в точке х г ,  л е ж а щ ей  выш е по течению
от места втекан и я  (точка С) (см. рис. 6 .1), поток становится  к р и 
тическим.

Тогда  д л я  район а  втекан и я  имеем

т] [ b j  ( а 0 +  h 0) 2 — b s \ ( а х +  h lc) 2] Q 2 =  2 g  (h lc — А0). (1.7)

П о д ст а в л я я  сюда (1.6) и за м е н я я

h i c — h o  на (̂ i<? +  a i) — (^o +  a i)> 

находим, что кри ти ческая  глубина удовлетворяет  уравнению

!(!+ £ £ + т<а'+й»>°(‘+т)<*.+^ с-8»
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П усть г } =  1 и пусть напор на нижней по течению стороне во
дослива оп ределяется  в ы раж ен и ем

( , - 9 )

где Qc определяется  вы раж ен и ем  (1.6). Т огда получаем  хорош о 
известные ф орм улы :

« 1  +  А1С= - § - я °; Qc =  b*  ( i . i o )

(см., например, Егер [70]).
Видоизмененное вы р аж ен и е  д ля  /iic в случае, когда  ц ф 1 ,  

мож но найти с помощ ью  уравнени я  (1.8). З а т е м  мож но п оказать , 
что при наличии потерь энергии за  счет сж а ти я  потока критиче
ская  глубина a t  +  h i c будет меньше, чем при отсутствии этих по
терь. Это следует из того, что величина d  (a i  +  h i C) / d r \  имеет 
отрицательны й знак . А налогичны м путем м ож н о исследовать  по
тери за  счет трения на ш ироком водосливе.

И з  критерия  д л я  критического потока (1.5) и из соотноше
ния (1.6) следует, что в соответствии с д и ф ф ерен ц и альн ы м  у р а в 
нением (1.2) величина d h / d x  становится бесконечной и в точке 
критического потока м ож ет  сущ ествовать  вертикально  р асп оло
ж е н н а я  водн ая  поверхность.

В действительности, когда поток явл яется  критическим, вод 
н ая  поверхность о бразует  крутой наклон у к р а я  водослива, но 
этот наклон  остается  не вполне вертикальны м . Очевидно, что 
уравнени я  (1.2) и (1.7) не вы полняю тся  при х = х 2, потому что 
вертикальны м и ускорениям и и скоростями мы в них прен ебре
гали, а этого нельзя  д елать  при наличии резкого изменения 
уровня. Понятно, что верти кальн ы е  ускорения и скорости будут 
м алы  до тех пор, пока достаточно м алы м  остается  наклон d h / d x .

М ож н о  показать , что на некотором расстоянии от критической 
точки наклоны d h / d x  будут действительно становиться  м алы ми, 
и уравнени я  (1.2) и (1.7) могут там  применяться . Следовательно, 
необходимо п р о ан ал и зи р о вать  поведение величины h  в окрестно
сти критической точки (см. Ш ён ф ельд  [127] и Герритсен [45]).

1.4. Субкритический и критический потоки в процессе 
перекрытия

К огда  при сооруж ении перемычки высота этой перемы чки ст а 
новится все больш е и больше, разность  уровней по обе стороны 
перемычки будет возрастать , пока в определенный момент при
ливного цикла не наступит критическое состояние. В первый раз  
это произойдет при малой  воде, т а к  как  глубина на гребне будет 
тогда минимальной. Если м аксим альн ое  отливное течение имеет
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место до M B, то критическое состояние наступит м еж д у  м ом ен
там и  м аксим альн ого  течения и M B. П осле  этого разность  у р о в 
ней по обе стороны дам бы  будет ум ен ьш аться  и, хотя  глубина 
на  гребне будет становиться меньше, уменьш ение расхода  будет 
таково , что поток снова становится  субкритическим. Во врем я 
идущ его  следом прилива критический поток не м ож ет  сущ ество
вать , т а к  как  глубина над  порогом перемычки слиш ком велика. 
Д ал ь н е й ш е е  повышение гребня  приведет к увеличению  ин тервала  
врем ени  при отливе, когда существует критический поток. П ри 
определенны х условиях  ин тервал  времени с критическим пото
ком м ож ет  возникнуть т а к ж е  во врем я  м аксим альн ого  п ри ли в
ного течения или перед ним. В конце концов критический поток 
(перетекание) будет сущ ествовать  в течение довольно про д о л 
ж и тел ьн ы х  отрезков  времени ка к  при отливе, т а к  и при приливе, 
за  исключением только небольш их пром еж утков  около моментов 
смены течений. С ледовательно , во в рем я  одной части п ри ли в
ного цикла поток через гребень будет оп ределяться  формулой
(1.4), справедливой  д ля  субкритического потока, а во врем я  ос
тальной части приливного цикла, когда будет достигаться  кр и ти 
ческое состояние, надо прим енять  ф орм улу  (1.6) д ля  кри ти че
ского потока.

С ледовательно , если расход  Q, определенный по ф орм уле
(1.4), будет меньше, чем Qc, полученный по ф ор м у лам  (1.6) и 
(1.8), где a i - f / i i c  означает  м иним альную  глубину на гребне по
рога, то поток субкритический. Если Q  становится  равны м Qc, 
то, значит, поток стал  критическим и мы не м ож ем  больш е п р и 
менять ф орм улу  (1.4), а д олж н ы  использовать  вместо нее ф о р 
мулу (1.6), пока Q не станет опять меньше, чем Qc.

1.5. Кривая перекрытия для максимального приливного 
и отливного течения

О пределение м акси м ал ьн ы х  скоростей приливного и отли в
ного течения при сужении прохода явл яется  очень в аж н ы м  д ля  
п лан и р о ван и я  процесса перекрытия. Граф ическое  представление 
этих скоростей как  функции от поперечной площ ади  прохода или 
его глубины будем н азы вать  кривой п ерекры тия  д ля  м а к с и м а л ь 
ной скорости приливного и отливного течения соответственно.

А. Рассм отри м  сн ач ала  перекры тие с помощ ью кессонов. 
Т огда  глубина в проходе в течение п ерекры тия  такова ,  что поток 
через проход явл яется  субкритическим. Скорость в проходе 
мож но получить, поделив расход  на п л о щ адь  поперечного сече
ния. З а  счет изменения поперечного сечения в течение приливного 
цикла м а к с и м а л ь н ая  скорость наступает  в момент, не точно соот
ветствую щий м акси м ал ьн о м у  расходу.

Т ак  к ак  прилив ото дня ко дню меняется , то м акси м альн ы е  
скорости т а к ж е  изменяю тся. Н а  п ракти ке  кривые перекры тия
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определяю т для  сизигийного, промежуточного и квадратурн ого  
приливов. Все остальн ы е ситуации получают путем интерп оли ро
вания.

И зм енение скоростей при перекрытии происходит следую щ им 
образом . П усть A  ( t ,  0) — п лощ адь  поперечного сечения в течение 
приливного цикла в месте, где д олж н о  соверш иться  перекрытие, 
а А  ( t , i )  — та ж е  площ адь  на r-тый день перекрытия. Н а  первой 
стадии процесса перекры тия разн и ц а  м еж д у  уровням и по обе 
стороны прохода будет увеличиваться  медленно, и поэтому 
уменьшение приливны х движ ений в отго р аж и ваем о м  районе со
ответственно мало. (З ам ети м , что на начальной  стадии рост в е 
личины члена u 2l 2 g  в проходе ма л ) .  С ледовательно, скорость 
в проходе на первом этапе  процесса перекры тия  будет и зм е
няться так , что будет вы полняться  соотношение

u A ( t ,  l )  =  Q(t, 0), (1.11)
где Q ( t f 0) — расход  при сущ ествую щ их условиях. С л е д о в а 
тельно, сн ач ала  к р и в а я  перекры тия  д ля  м акси м альн ой  скорости 
течения (как  отливного, т а к  и приливного) м ож ет  быть апп рокси 
м ирована  гиперболой (1.11).

С уменьш ением п лощ ади  отверстия прилив будет изм еняться  
все больш е и больше, а разность  уровней по обе стороны прохода 
будет во зрастать . В результате  сооруж ения д ам б ы  прилив м ож ет  
увеличиться за счет частичного о т р аж ен и я  приливной волны на 
обращ енной к морю  стороне прохода. Этот эф ф ект  зависи т  от 
прилива и от особенностей реки, и его необходимо определить 
с помощ ью  приливны х расчетов.

Со стороны прохода, л е ж а щ ей  выш е по течению, прилив бу
дет гаситься  и з а п а зд ы в а ть  по фазе , так  что моменты П В  и MB 
будут наступать позднее, а величина прилива будет у м еньш аться  
и скорости в проходе будут возр астать  медленнее, чем это п ред 
сказы вается  гиперболической кривой, так  ка к  емкость района н а 
копления уменьш ается . К огда остается  очень м аленькое  отвер
стие, то очевидно, что прилив на стороне, л е ж а щ е й  вы ш е по те 
чению, станет очень небольшим и что уровень там  станет более 
или менее равны м среднему приливному уровню  на стороне, о б 
ращ енной к морю. Если прилив на стороне, обращ енной к морю, 
известен из наблю дений или в результате  приливных расчетов, 
то легко можно найти скорости в остаю щ ихся  небольш их отвер 
стиях.

К огда м акси м альн ы е  течения при существую щ их условиях 
меньше, чем, наприм ер, 1 м/сек., то оказы вается ,  что если отвер
стие больше, чем половина первоначальной  п лощ ади  поперечного 
сечения, то р азлич ие  м еж ду  скоростью, определенной по гипер
боле, и реальной скоростью в проходе мало.

Н а  практи ке  часто мож но встретиться  с предельны ми слу
чаями, когда отверстие составляет  7г или 4Д первоначальной  пло
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щ ади  поперечного сечения. В разд . 1.6 мы столкнемся с таким и  
приливны ми расчетам и  в практическом  примере. Н а  рис. 6.5 по
к а за н  пример кривой перекры тия  вместе с точной гиперболиче
ской кривой.

Б. Рассм отри м  теперь случай, когда  перекры тие осущ еств
л яется  путем постепенного повы ш ения перемычки в проходе. 
Н а  первом этапе  перекры тия  поток, перетекаю щ ий через гребень, 
будет субкритическим и изменение скорости будет аналогичны м  
тому, которое имело место в случае А. В определенный момент

/
и м/сен

Рис. 6.2.

перекры тия  м аксим альн ы й отливной поток достигает  критиче
ского состояния и д альн ейш ее  повыш ение гребня перемычки бу 
дет вы зы вать  уменьш ение м аксим альн ой  скорости отливного т е 
чения при таком  ж е  приливе, но м а к с и м а л ь н ая  скорость пр и ли в
ного течения будет п р о д о л ж ать  увеличиваться .

Затем , в процессе дальн ейш его  перекры тия  м акси м ал ь н ая  
скорость приливного течения т а к ж е  станет критической, и после 
этого скорости и отливного и приливного течения будут ум ен ь
шаться .

Н а  рис. 6.2 кр и вая  перекры тия  В  представляет  собой кривую 
м аксим альн ой  скорости д ля  такого  типа процесса перекры тия.

В. Третий способ перекры тия  прохода явл яется  ком бинацией  
способов, рассм отренны х в А и Б. Н а  первой стадии перекры тия 
м ож но применить способ Б  — постепенное повыш ение дна, пока
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не достигается  критическое состояние д ля  м акси м альн ого  отли в
ного и приливного потоков. З атем  окончательное перекры тие осу
щ ествляется  с боков, наприм ер опусканием кессонов в проход 
или с помощ ью  кам енн ы х массивов. В этом случае м ак си 
м альны е  скорости остаю тся постоянными, если прилив не и зм е
няется.

Н а  рис. 6.2 соответствую щ ая ветвь кривой перекры тия  обо
значена  буквой С.

Выш е мы подробно рассм отрели  кривы е перекры тия  д ля  р а й 
онов, которы е после перекры тия  больш е не сообщ аю тся  с р а й о 
нами, где существует прилив.

Аналогичны е кривые перекры тия  м ож но получить д л я  пере
мычки, сооруженной д ля  р азд ел ен и я  двух кан алов , каж д ы й  
из которых сообщ ается  с приливным морем. В этом случае  при
л и в н ая  волна подходит к перемы чке с двух сторон.

С помощ ью  приливных расчетов м ож но определить прилив 
по обе стороны перемычки. П о  разности уровней м еж ду  обеими 
сторонами мож но получить кривую  скорости в процессе соору
ж ен и я  перемычки. С ам о  перекры тие м ож ет  быть осуществлено 
у казан н ы м и  выш е способами А, Б или В.

П ри  сравнении кривых перекры тия  д л я  дам б , р азд еляю щ и х  
два приливных района, и для  д ам б  в обычной одиночной реке 
м ож но об н ар у ж и ть  значительны е разли ч и я  в ф орме этих к р и 
вых. Н а  последнем этапе перекры тия  обычной реки, зам кнутой  
в своем верхнем конце, наибольш ий п ерепад  уровня  на пере
мычке почти равен  ам плитуде  прилива с мористой стороны 
дам бы , если применен способ А. К огда ж е  д ам б а  р а зд ел я е т  два  
приливны х района, то п ерепад  уровня  м ож ет  превосходить а м 
плитуду при ли ва  с одной из сторон дам бы .

1.6. Примеры

П ри  рассмотрении технических вопросов, связанны х с пере
крытием проходов, в разд . 1.1 было указан о , что тако е  п ерек ры 
тие м ож ет  осущ ествляться  либо путем суж ения  прохода с боков, 
либо путем повыш ения порога, либо комбинацией обоих спосо
бов. Если повы ш аю т порог, то м акси м альн ы е  скорости увеличи
ваю тся, пока не о б разуется  критический поток. Д ал ь н е й ш е е  по
выш ение порога приводит к уменьш ению  м аксим альн ой  скорости. 
Д л я  обоих способов будет д ан  пример, показы ваю щ и й  изменение 
скоростей по мере суж ени я  прохода. П р ед п олагается ,  что при
ливной район на другом конце замкнут.

П р и м е р  1 .  (С лучай  А разд . 1.5). С р ед н яя  глубина попереч
ного сечения в том месте, где будет происходить перекрытие, со
ставляет  5,75 м, а ширина — 110 м.

К ривы е хода уровня  д ля  всей длины речного р у кава ,  равной 
21 км, п оказаны  на рис. 6.3. Д л я  приливны х расчетов эта река
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бы ла разб и та  на три участка, изменения средней глубины и ш и
рины к аж до го  участка  в течение приливного цикла были учтены. 
Вычисления были выполнены численными методами.

Если поперечное сечение суж ать  с боков, то прилив за  д а м 
бой будет гаситься. Н а  рис. 6.4 ц и ф рам и  1 , 2  и 3  п оказан ы  ко л е 
б ан ия  уровня  сразу  за  точкой перекры тия, если п ерек ры тая  часть 
составляет  соответственно 85, 94 и 97% площ ади  п ер в о н ач ал ь 
ного проф иля; средняя  глубина прохода от среднего уровня  моря 
приним ается  постоянной. Н а  этом рисунке показан ы  т а к ж е  к р и 
вые скоростей в проходе. Они то ж е  обозначены ци ф рам и  / ,  2  и 3 .
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Рис 6 3.

К р и в а я  м аксим альн ы х  скоростей, т. е. к р и в а я  перекры тия, п о к а 
за н а  на рис. 6.5 как  функция площ ади  поперечного сечения. О че
видно, что скорость не превосходит величины 4,3 м/сек. Гип ербо
ли ческ ая  ф орм ула  (1.11) хорошо аппроксимирует  кривую  пере
кры тия  в ин тервале  0,75— 2,00 м/сек. О тверстие при этом ум ень
ш ается  до 7з первоначальной  величины.

В о  в т о р о м  п р и м е р е  (случай Б разд . 1.5) рассм атр и вается  пе
рекры тие морского р укава  путем повы ш ения порога. Н а  рис. 6.6 
по казаны  поперечное сечение и два  прохода. К ривую  хода уровня  
со стороны м оря  у места перекры тия  м ож н о видеть на рис. 6.7, 
там  ж е  п о к азан а  при ли вная  кри вая  д ля  закры того  конца м о р 
ского рукава .  О бъем  воды, поступаю щей с приливом, составляет  
у пункта перекры тия около 3 2 5 - 106 м3 при промеж уточном п р и 
ливе.
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В ходе перекры тия  рассм атр и ваю тся  три ситуации при неи з
менной ширине двух проходов, когда  глубина  гребня перемычки 
в проходах  составляет  2, 1 и 0 м н и ж е среднего уровня  моря. Ход 
уровня со стороны моря у пункта перекры тия, а т а к ж е  кривые

Рис. 6.4.

уровня на внутренней стороне д ля  ук азан н ы х  трех случаев, по
меченные ц и ф рам и  2 ,  3  и 4 ,  даны  на рис. 6.8. П о к а за н ы  т а к ж е  
кривые скорости. Видно, что м акси м альн ы е  скорости развиты 
сильнее всего, когда  порог имеет глубину 2 м; при больш ей в ы 
соте порога скорости уменьш аю тся. В определенны е интервалы
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врем ени видно, что поток в проходе становится  критическим. 
В точках  а ,  с  и е  происходит переход от критического потока 
к субкритическому, а в точках  Ь и d  — наоборот. Следовательно, 
м еж д у  а  и Ь,  а т а к ж е  м еж д у  c u d  поток яв л яется  субкритиче- 
ским.

Н а  рис. 6.9 п о казаны  кривые перекры тия, соответствующие 
постепенному повышению порога (сплош ные линии). Д ей ств и 
тельно, мож но видеть, что если глубина порога меньш е 2 м, то 
скорости падаю т.

м
2

1

/?*

t
О

h*

-/

8 10 12 О Z 4 6 в  Ю 12 часы

Рис. 6.7.
ho — кривая прилива в устье до перекрытия, h\ — кривая прилива в конце
канала до перекрытия, h'0 — кривая прилива перед дамбой после завершения

перекрытия.

Если бы глубина порога бы ла 3 м, а проход п ерекры вался  бы 
путем суж ения с боков без повыш ения порога, то скорости про
д о л ж а л и  бы расти примерно до 5 м/сек. при отливе и до 4,5 м/сек. 
при приливе. П оток повсюду остается  субкритическим. Н а  рис. 6.9 
ход  скоростей в этом случае показан  прерывистой линией.

Н аконец, на рис. 6.10 п ок азан ы  изменения отметок полной 
воды, м алой воды и среднего уровня на внутренней стороне 
д ам б ы  по мере перекры тия в случае постепенного повышения 
гребня перемычки.

З а м е ч а н и я .  1. В ходе перекры тия прилив на мористой стороне 
т а к ж е  изменится за  счет частичного отр аж ен и я  (см. рис. 6.7).
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2. В п ри м ерах  р ассм атр и в ал ся  промеж уточны й прилив. 
В действительности прилив будет изм ен яться  ото дня ко дню и, 
следовательно, кривы е перекры тия  д ля  сизигийного и к в а д р а т у р 
ного приливов будут другими.

3. Если д ля  перекры тия  использую тся открытые кессоны с во
ротами, которы е зак р ы в аю тся  одновременно, то м акси м альн ы е  
скорости могут быть значительно ниже, чем в рассмотренных 
выш е случаях.
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Рис. 6.8.

4. Расчеты , связанны е с перекрытием , становятся  совсем п р о 
стыми в случае, когда п лощ адь  5  поверхности отгораж и ваем ого  
район а  достаточно м ала ,  чтобы мож но было принять, что р а с 
ход Q через проход равен S  d h z / d t , где — высота уровня  в этом 
районе.

П усть вы сота уровня  с мористой стороны прохода будет ho.  
Тогда в уравнении (1.4) величину Q  мож но зам енить  на S d h z / d t  

и величина /12 будет решением обычного нелинейного д и ф ф е р е н 
циального уравнения. Это уравнени е  м ож но решить численно. 
О днако  оказы вается ,  что при численных расчетах  надо в н и м а 
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тельно следить, чтобы при смене течений не возни кало  неустой
чивости. К огда  поток через проход становится  критическим, п р и 
ливны е движ ени я  в польдере не влияю т на Q .  Тогда надо  п р и 
м енять  уравнение (1.6).

Рис. 6.9.

П р е д в ы ч и с л е н и е  п р и л и в о в  и  п р и л и в н ы х  т е ч е н и й  н а  п е р и о д  п е 
р е к р ы т и я .  С р а в н е н и е  н а б л ю д е н н ы х  и  р а с ч е т н ы х  д а н н ы х .

П риливн ы е расчеты, описанные в преды дущ ем разделе , п р и 
м еняю тся  при плани ровании  перекры тия, т. е. д ля  определения
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способа перекры тия, д л я  вы бора  м а те р и а л а  и т. д. (см. разд . 1.1). 
Н а  период перекры тия  приходится вы полнять  специальны е р а с 
четы, когда определяю т день за  днем изменения в приливе под 
влиянием  метеорологических условий.

К огда  употребляю тся  кессоны, особенно в а ж н о  знать  ход  т е 
чений в период их смены.

П ри ли вы  с учетом м етеорологических воздействий м ож н о 
точно п р ед ск азать  только за  день до нуж ного срока. П оэтом у 
в период перекры тия  т а к ж е  необходимо вы полнять  расчеты,

h*M

Рис. 6.10.
/  — отметка полной воды, 2 — отметка среднего уровня, 3 — отметка 

малой воды.

чтобы определить о ж и даем ы е  изменения в ходе уровня  и течений 
за  счет метеорологических эффектов. Н а  рис. 6.11 п о казан  р е 
зу л ьтат  такого  предвы числения (при перекрытии Ф еерсе-Г ат) .  
П реры висты м и линиям и дан ы  п р ед сказан н ы е  колебан и я  уровня  
и течения, а сплош ными —  наблю денны е значения  этих величин 
в период перекрытия.

Р е зу л ь та т  другого сравнения  п ок азан  на рис. 6.12, где вы чи с
ленны е скорости сопоставлены с наблю денны м и (для  одной 
из ситуаций при перекры тии З а н д к р е е к ) .  Н е п р а в и л ь н а я  ф орм а  
кривой объясн яется  влиянием  местных условий. Эти эф ф екты  
были учтены расчетом.
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Рис. 6.11.
/  — расчетные данные, 2 — наблюденные данные.

U м/сек

Рис. 6 12.
1 — расчетные данные, 2 — наблюденные 

данные.



2. РАССМОТРЕНИЕ ЭКСТРЕМАЛЬНО ВЫСОКИХ ПРИЛИВОВ

2.1. М етоды расчета

Термин «экстрем ально  высокий прилив» или «штормовой н а 
гон» прим еняется  к случаю, когда  обычный прилив сочетается 
с сильным ветровым эф ф ектом . В ы р аж ен и е  «ш тормовой нагон» 
м о ж ет  т а к ж е  озн ач ать  дополнительны й подъем уровня  за  счет 
ветра.

О тделение нагонов от астрономических приливов п р ед став 
л я е т  собой трудную  зад ачу ,  т а к  ка к  с динамической точки з р е 
ния эти явления  нелинейны. В ы читание предвычисленного ас т 
рономического прилива из наблю денны х колебаний уровня  не 
д аст  нам фактического  нагона, т а к  как  оба явления  в заи м о д ей 
ствуют друг  с другом. П рактический  метод вы делени я  ш торм о
вых нагонов из зареги стри рован н ы х  кривых прилива описан 
Росситером  [111]. О писание  ш тормовы х нагонов мож но найти 
у Груна и Гровса  [51], а матем атическое  исследование их р а с 
пространени я  в эстуарии и к ан ал е  выполнили соответственно 
П р ау д м э н  [103] и Д удсон  [26].

Хотя мы и учиты вали  влияние ветра  в уравнени ях  д ля  д ли н 
ных волн, выведенных в главе  1 (уравнения  (3.17) и (3 .18)) ,  
однако до сих пор мы обычно прен ебрегали  этими членами, ог
ран и чи ваясь  только  приливными движ ени ям и . Д л я  применения 
м атем атических  методов это несущественно. О бщ ее  уравнение 
ш тормового  нагона приводит, наприм ер, Ф о р так  [43].

Гармонический метод не явл яется  самы м ц елесообразн ы м  д ля  
расчета  распростран ен и я  ш торм овы х нагонов в реках. П р а в д а ,  
мы м ож ем  представи ть  член, учитываю щ ий эф ф ек т  ветра в у р а в 
нении д виж ени я , рядом  Фурье, члены которого будут иметь пе
риоды, равны е п Х ( 1 2  ч. 25 м .) ,  где п = . . .  3, 2, 1, */г, 7з, 4Д, 
но обычно число таких  членов оказы вается  т а к  велико, что при
менение гармонического метода становится  практически бес
цельным.

Т еория х ар актеристик , и зл о ж ен н ая  в главе  3, м ож ет  быть 
прим енена к ш торм овы м  нагонам . Х арактеристические  кривые 
определяю тся  главны м  о бразом  коэф ф иц иентам и  при прои звод
ных в у равнени ях  длинных волн. Т аки м  образом , непосредствен
ный эф ф ек т  ветра  о к азы в ает  второстепенное влияние  на ход  х а 
рактеристических кривых, аналогичное влиянию  члена, учиты 
ваю щ его сопротивление (глава  3, разд . 3 ) .  Зам ети м , однако, 
что ветер о казы в ает  в а ж н о е  косвенное влияние на х а р а к те р и с ти 
ческие кривые, т ак  ка к  они сильно зав и сят  от глубины, а глубина 
значительно  изм еняется  в зависимости от ветра. П рим ен ять  м е 
тод хар актер и сти к  м ож н о путем, излож енны м  в главе  3; при 
этом члены, учиты ваю щ ие сопротивление и эф ф ект  ветра, следует 
объединить. П ри расчете ш тормового нагона силы за счет ветра
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считаю тся известными, однако  глубина, в х о д ящ а я  в в ы раж ен и е  
члена, учитываю щ его ветер, фактически неизвестна.

С таким  ж е  полож ением  мы стал к и ваем ся  при применении 
численного метода, рассмотренного в главе  4. Ч исленны й метод 
м ож но применять д ля  получения решений, описы ваю щ их возник- 
новение и распространение  высоких приливов или ш тормовы х н а 
гонов в м орях  произвольной ф орм ы  при произвольном поле ветра. 
В этом случае аналитические реш ения получить не удается ; это 
о к азы вается  возм ож н ы м , только  если принять еще более у п ро
щ аю щ ие допущ ения, чем те, которые были сделаны  при в ы 
воде уравнений (3.17) и (3.18) в главе  1. К ром е того, уравнени я  
долж н ы  быть линейными. Они приведены в (4.7) — (4.9) 
в главе  4.

Д опущ ен и я  относятся  к ф орм е моря, к граничны м условиям  
в месте соединения с соседним водоемом и к полю ветра.

В ан  Д а н тц и г  и Л о вер ье  наш ли  различны е аналитические ре
шения при некоторых упрощ аю щ их  допущ ениях, касаю щ и хся  
указан н ы х  ф акторов , а именно:

1) П о л е  в е т р а ,  а) Э кспоненциальное поле ветра

Во всех случаях  U  ( t ) = 0.
2) Ф о р м а  м о р я .  П рям оугольн ое  море, ограниченное берегам и 

с трех сторон, в то врем я к а к  с четвертой стороны границей слу
ж и т  очень глубокий океан (в виде такого  прям оугольника  можно 
представить, например, Северное м оре) .  Глубина при ним ается  
постоянной. Ось у  н ап р ав л яется  вдоль моря.

3) Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я . Н а  открытой стороне уровень прини
м ается  постоянным и равны м  среднему уровню м оря  в течение 
штормового нагона.

Л оверье  [81, 82] рассм отрел  т а к ж е  несколько специальных 
случаев; он ввел экспоненциально увеличиваю щ ую ся глубину 
вместо постоянной глубины, а т а к ж е  исследовал  влияние  П а-де- 
К ал е  на модели Северного моря.

Здесь  нет возм ож ности  полностью рассм атр и вать  м а тем ати 
ческие вы кладки , на которых основаны решения; они подробно

V ( t )  =  c lep'‘ - c 2epit,

где с  1, Сг, р \  и р 2 — полож ительн ы е константы, 
б) О дноступенчатое поле ветра

в) С тупенчато-синусоидальное поле ветра
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излож ен ы  в рабо тах  В ан  Д ан тц и га  и Л о вер ье  [2 2 ,2 3 ,8 1 ,8 2 ,8 3 ,  
106 е]. М ы у к а ж е м  только  на наи более  значительны е моменты.

С н ач ал а  к уравн ен и ям  (4.7) — (4.9) главы  4 прим еняется
п р еоб разован и е  Л а п л а с а .  Тогда д л я  функции Л, являю щ ей ся

л ап л асо в ы м  изображ ен и ем  уровня  /г, получаем неоднородное

уравнени е  Г ельм гольца; граничны е условия на открытой границе 
п р ев р ащ аю тся  в условия  Д ирихле , а вдоль  берегов имеет место 
т а к  н азы ваем о е  условие косого типа (это значит, что прои звод 
ные от h  по х  и у  связан ы  линейным соотношением). Эти гр ан и ч 
ные условия делаю т  реш ения гораздо  более громоздкими. З а 
дач а  реш ается  путем р а зл о ж ен и я ,  которое содерж ит  две волны 
К ельвин а  и два  бесконечных ряда  волн П у а н к а р е  (см. главу  4). 
Н еизвестны е коэфф ициенты  мож но определить численно, исполь
зу я  условия на открытой и зам кн уты х  границах . В некото
рых простых случаях  были получены т а к ж е  аналитические р е 
шения.

В а ж н ы е  практические результаты  были получены т а к ж е  с по
мощ ью  квази равновесной  теории. З д есь  п редполагается , что ре 
акцию  м оря  на ветровое н ап р яж ен и е  или гради ент  д авл ен и я  
мож но ап п роксим ировать  реакцией в случае стац ионарн ы х а тм о 
сф ерных условий. И спользовани е  этого метода д ает  особенно 
благопри ятн ы е  результаты , когда  море относительно невелико, 
а изменение атмосф ерны х условий происходит медленно, как , н а 
пример, в случае Северного моря. Уравнения, на которых осно
ван  этот метод, описаны у Груна и Гровса  [51]. И зл о ж ен и е  м а 
тематических приемов реш ения этих уравнений м ож но найти 
у Веенинка [150] и в О тчете Д ел ьта -к о м и тета  [106 а]. Эти методы 
использую тся д ля  прогноза, т. е. с их помощ ью  по полю ветра н а 
ходят  высоты уровня  (см. Грун [50]).

Если продолж ительность  ш торм а примерно р авн а  периоду 
свободной волны, то ш тормовой эф ф ек т  м ож ет  значительно в о з 
расти. Это явление подобно рассм отренном у в главе  2, разд . 1, 
д ля  случая  одномерного потока. О д н ако  д ля  двухмерного потока 
решение гораздо  более громоздко, особенно если требуется  учи
ты вать  силу К ориоли са  (см. Ван Д а н т ц и г  [106 d]).

Н а  период времени, д ля  которого ведется  расчет высоких 
приливов, требуется  иметь р яд  в а ж н ы х  исходных данных:

1. Х арактеристики  поля ветра н ад  морем ка к  функцию  места 
и времени, а такж е ,  если необходимо, ход градиентов д а в 
ления  д ля  определения функций d h  / d x  и d h ' / d y  (см. разд . 3.1 
гл авы  1).

2. Г раничны е условия, т. е. уровень к а к  функцию  времени 
вдоль откры ты х границ  моря или в устье реки или эстуария.

3. Речной сток, который влияет  на распространение  ш то р м о 
вого нагона в реке или эстуарии, а т а к ж е  м ож ет  сказы ваться  на
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колебаниях  уровня  за  счет ш тормовых нагонов на участках  м о р 
ского побереж ья  вблизи устья.

Непосредственное влияние ветра  в реках  и эстуари ях  обычно 
ограничено по сравнению  с морями, и поэтому д ля  рек основной 
проблемой является  определение колебаний уровня в устье, 
а т а к ж е  допущ ения относительно речного стока. К олебан ия  
уровня в устье зави сят  главны м  образом  от хода штормового 
нагона в море. О днако  совместный расчет  ш тормового нагона 
в море и в речной системе или эстуарии обычно выполнить не 
удается.

П оскольку  обычно целью исследования  ш тормовы х нагонов 
является  установление той высоты д ам б  и других аналогичных 
сооружений, которая  необходима д ля  защ и ты  территорий от з а 
топления, то поле ветра и граничные условия, если возмож но, 
долж ны  быть получены на основе статистических соображ ений , 
т а к  ка к  возникновение той или иной ш тормовой ситуации имеет 
статистическую природу. К ратко  это будет рассм отрено в сле 
дую щ ем разделе.

2.2. Статистический подход

Статистический ан али з  м ож ет  быть применен к фактическим 
измеренным м акси м альн ы м  значениям  высоких приливов, в кл ю 
чая  и астрономические приливы (не носящ ие статистического х а 
р а к т е р а ) ,  а т а к ж е  к разностям  м еж ду  измеренны ми высокими 
приливам и и предвы численны ми приливами.

Если ряд  наблю дений достаточно велик, то о казы вается , 
что практически результаты ,,  полученные с помощ ью  статисти
ческого ан а л и за  обоими способами, м ало  отличаю тся  друг от 
Друга.

О днако  р я д  наблю дений обычно бы вает  неоднородным, так  
к а к  некоторые результаты  наблю дений могут зависеть  друг от 
друга , например, в течение одного циклона (депрессии), м ож ет 
случиться более одного высокого прилива. С ледовательно, необ
ходимо произвести отсортировку наблю дений так, чтобы ряд  з н а 
чений высоких уровней стал, насколько это возмож но, однород
ным.

Л у ч ш е всего отобрать в к аж до й  депрессии экстрем ально  вы со
кий прилив, игнорируя все остальны е высокие приливы в течение 
той ж е  депрессии.

Очень важ н ой  характеристикой  является  ч астотная  кр и вая  
(кри вая  повторяемости) наивысш их уровней при высоких п ри 
ливах. Б ы ло  найдено (см. В емельсф ельдер  [152]), что логари ф м  
среднего числа высоких приливов за  год, превосходящ их данный 
уровень Л, р ассм атри ваем ы й  как  функция этого уровня  f  ( h ) f д ля  
значительной части наблю дений м ож ет быть при ближ енно  в ы р а 
ж ен  линейной функцией.
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П усть д ал е е  n ( h )  будет о ж и даем о е  число высоких приливов, 
превосходящ их уровень h  за  год. Т огда мы м ож ем  полож ить

h - h e

n { h )  =  N e ~ ~ ^ T ~ \  (2.1)
где N  — число полных вод  за  год 705 в случае  полусуточного
пр и ли ва ) ,  h e — отметка, выш е которой уровень б ы вает  N / e  раз  
в год, а е — разность  высот, оп р ед ел яем ая  так, что отметка  h  а е 
превосходится п / е  р а з  в год, т. е. из ф орм улы  п  ( h  -f- a e ) =  e ~ i n  ( h ) .

Ч итатель  м ож ет  убедиться, что (2.1) удовлетворяет  оп ределе
ниям а е и h e . О казы вается ,  что ф ункция  п  ( h )  п ри ближ енно  в ы р а 
ж а е т  вероятность р  ( h )  того, что h  будет превзойдена в течение 
одного года.

Ф орм улу  (2.1) на п ракти ке  м ож н о применять к средней части 
ряда  наблю дений. Д л я  более высоких значений высоких п р и л и 
вов, где число наблю дений невелико, уравнение  становится  менее 
надеж ны м . Н а  рис. 6ЛЗ п ок азан а  функция f  ( h )  д л я  h  >  1,5 м, 
полученная по н аблю дениям  высоких приливов в Хук-ван-Хол- 
л ан д е  в устье Р оттердам ского  судоходного к а н а л а  в течение зи м 
них месяцев за  69 лет  (точки вдоль  линии C D B ) .  И з  этого г р а 
ф ика видно, что значения  л о гар и ф м а  частоты действительно р а с 
пределяю тся  почти линейно в значительной части и н тервала  
значений А, охваченного н аблю дениям и  или, другими словами,
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в логариф ми ческом  м асш табе  «асимптота»  частотной кривой в ы 
соких приливов в области  наиболее высоких приливов д о ста 
точно хорош о апп роксим ирует  сам у  частотную  кривую. Этот 
ф а к т  имеет больш ое значение, потому что мы м ож ем  пользо 
ваться  характер и сти к ам и  этой асимптоты, полученными по д а н 
ным наблю дений, д ля  эк страполяци и  частотной кривой в ту  о б 
ласть, где наблю дений нет.

П е р в а я  за д ач а  заклю чается  в подборе экспоненциальной к р и 
вой типа (2.1), наилучш им  образом  удовлетворяю щ ей  данны м  
наблюдений. С ледовательно , мы до лж н ы  определить начальную  
величину h = h b д л я  кривой n ( h )  (где / i l> / i& ) ,  а т а к ж е  п а р а 
метр а е . Очевидно, что мы д олж н ы  вы б р ать  к ъ  в области , где к р и 
вую f  ( h )  на рис. 6.13 м ож но хорош о ап п роксим ировать  прямой 
линией (при логариф м и ческом  вертикальном  м а с ш т а б е ) .  З н а ч е 
ния д ля  п  (к ь ) и а е находятся  следую щ им образом .

П усть п  —  число наблю денны х случаев, когда  h >  h b , за  
т  лет; тогда величину n ( h b )  оцениваем  к а к  п / т .  О ценку  д ля  а е 
в случае  экспоненциального  р аспределен ия  n ( h b ) e x р ( — ( h  —
— h b ) ! a e ) получаем  из в ы р аж ен и я

п
ае =  ^)»

i — 1

где h i  ( t = l ,  2, . . . ,  п ) — это наблю денны е уровни Ль ^ /in ^  
^  h n - i  ^  . . . ,  превосходящ ие или равны е к ъ .  Если используются 
различны е оценки д ля  то мож но найти наилучш ие значения  
д ля  h b  и а е с помощ ью хорош о известного метода наименьш их 
квадратов .

И злож ен ны й способ подбора экспоненциальной кривой, у д о в 
летворяю щ ей  дан ны м  ряда  наблю дений, п ри м ен ялся  в М а т е м а 
тическом центре (см. В ан  Д а н т ц и г  и Х емельрийк [106 d]).

Д ругой  способ предлож ен  Гум белем  [52], который использует 
экстрем альн ы е  значения; этот способ часто при м ен яется  при р е 
шении гидравлических задач ,  например при исследовании реч
ного стока. М акси м ал ьн ы е  годовые значения  высоких приливов 
н аносятся  на специальный вероятностный граф и к, составленный 
Гумбелем. В ер ти к ал ьн ая  ось (уровни) имеет линейный м асш таб , 
а гори зон тальн ая  ось — вероятностный м асш таб  Гумбеля.

О казы вается ,  что и здесь данны е наблю дений н ад  эк стр е 
м альны м и величинами аппроксим ирую тся  прямой линией. Н е д о 
статком этого метода является  то, что используются только  годо
вые м акси м альн ы е  значения  и тем сам ы м  из рассм отрени я  
исклю чается  обш и рн ая  информ ация , полученная за  весь период 
наблю дений. Согласно теории Гумбеля, представляю щ ей  собой 
развитие  теорий Фреше, Ф и ш ера  и Типпета, распределен ие  м а 
кси м альн ы х величин высоких приливов д о л ж н о  относиться к так  
н азы ваем ом у  экспоненциальному типу, который вклю чает  в себя
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т а к ж е  н орм альное  распределен ие  (Л а п л а с а ,  Г аусса)  и л о г а р и ф 
мическое н орм альное  распределен ие  (см. т а к ж е  Б о р гм ан  [6] и 
Д р о н к ер с  [31]).

О казы в ается ,  что результаты , найденны е по методу Гум беля , 
аналогичны  тем, которы е получены путем применения экспонен
циального распределен ия  к тому ж е  ряду  наблю дений над  вы со
кими приливами.

По-видимому, здесь  целесообразно  сделать  несколько з а м е ч а 
ний о практических исследованиях  высоких приливов у го л л а н д 
ского п о береж ья  д ля  определения высоты дам б , п р е д о тв р а щ а ю 
щих затопление. Высокие приливы опасной высоты вы зы ваю тся  
глубокими атмосф ерны м и депрессиям и н ад  С еверны м  морем. Т а 
кие депрессии имеют место в зимние месяцы. П оэтом у дан ны е 
наблю дений были разбиты  на две группы: зимню ю  (ноябрь, д е 
к аб р ь  и ян варь)  и летнюю. Очевидно, что годовые м аксим ум ы  
п риходятся  в основном на первый период. С ледовательно , надо  
рассм атр и вать  экспоненциальное распределен ие  высоких п ри ли
вов только за  зимние месяцы, т а к  к а к  в противном случае летние 
д ан ны е  наблю дений , которые влияю т на частотную  кривую  в о б 
л асти  не эк стрем альн о  высоких приливов, о к а ж у т  влияние и на 
наклон асимптоты, о которой говорилось выше. Д а л ее ,  не все 
зимние депрессии могут вы звать  опасный ш тормовой нагон. П о 
этому В ан  дер Хам [106 а] произвел дальн ейш ий отбор с тем, 
чтобы учитывать лиш ь те депрессии, которые п ерем ещ аю тся  
в определенный район Северного моря  и которые вы зы ваю т 
подъем уровня  более чем на 0,5 м. В ан  Д а н т ц и г  выполнил и ссле
дование с целью  проверки, являю тся  ли эти отобранн ы е н а б л ю 
дения независим ы м и в отношении экспоненциального р а с п р е д е 
ления.

П усть h b ^  h n  ^  ^  Ы  — независим ы е наблю дения , и м ею 
щие экспоненциальное распределен ие  ( a = a ~ i ) :

» > к ;  (, 2)

Тогда он исследует отношение

fti +  ••• 4 - h k —  k h k + \

Н\ +  ■■■ + hn ~ nhb

д л я  различны х значений k  <  я, чтобы определить, не о к а ж е тс я  
ли оно чересчур больш им или м алы м  при каком-то  числе k  н а 
блюдений самых высоких приливов по сравнению  с общ им к о л и 
чеством п  наблю дений. Э та  проверка  основана на том факте , что 
распределен ие  стохастической переменной

в  _  X! +  . f ха
-f- . . .  И- х п
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*ж )

Р ( В < В ) =  — | ■ , » - ( ! - х Г  - Ч х .

П усть величина а  в (2.2) определена так, что экспоненц иаль
ное распределение аппроксимирует  дан ны е наблю дений в неко
тором конечном интервале  так  близко, ка к  это возмож но. Ван 
Д а н тц и г  в этом случае исследовал  вопрос, в какой  степени н а 
блю дения, имею щие более высокие значения, чем те, которые 
относятся к у к азан н ом у  интервалу, могут т а к ж е  п р и н ад л еж ать  
к экспоненциальному распределению. Т аким  образом , он п ри м е
няет тест К о л м огорова— С мирнова.

П риведем  некоторые фактические результаты , из которых чи
татель  м ож ет  получить представлени е  о практической основе 
этих исследований. П а р а м е тр  а  экспоненциального  р асп р ед ел е 
ния (2.2) был определен из 148 отобранны х наблю дений в Хук- 
ван-Х олланде  в ин тервале  + 1 ,7 0  м <  h  <  + 2 ,4 0  м, где 
величина h  опр ед ел ял ась  относительно среднего уровня  моря, 
а период наблю дений составлял  63 года (см. рис. 6.13, л и 
ния A D B ) .

Н аи лучш и м  значением  п а р ам етр а  а  о к азы в ается  а = 2 , 9 2  м -1.
Тогда h e = 0,337 м. Э кстр ап о л яц и я  экспоненциального  р асп р е 

деления за  пределы  указан н ого  ин тервала  п о казы вает , что вер о 
ятность того, что будет превзойден высокий прилив высотой 
5 м, составляет  1,5 • 10~4; другими словами, этот уровень б у 
дет превзойден в среднем 1,5 р аза  в 10000 лет. Такую  в о з 
мож ность мож но охар ак тер и зо вать  т а к ж е  вы р аж ен и ем  «1,5% 
в 100 лет».

Величины а  сильно зави сят  от и н тервала , вы бранного  д ля  h .  

Е сли д л я  нижнего предела (A&=1,7) взять  другие значения, то 
найдем  другие значения  и д л я  а ,  а вероятность того, что уровень 
+ 5  м будет превзойден, будет колебаться  от 7,6 • 10~5 до 4,4 • 10~4. 
Т огда значения  уровней, вероятность превыш ения которых р а в 
на 10~4, составят  соответственно 4,8 и 5,6 м.

Н а  внутренних участках  реки уровни высоких приливов з а в и 
сят не только от ш тормового нагона, но т а к ж е  и от внутримате- 
рикового стока. Один и тот ж е  высокий уровень в удален ном  от 
моря  участке реки мож ет быть вы зван  комбинацией к а к  вы со
кого уровня  в устье реки с низким стоком, т ак  и низкого уровня  
в устье с высоким значением  стока. Д л я  определения статистиче
ских закономерностей колебаний уровня, обусловленны х ш то р 
мовыми нагонам и в удаленном  от моря  участке реки, необходимо 
р ассм атр и вать  т а к ж е  статистические х арактери сти ки  речного 
стока. Если уровни высоких приливов в устье реки и речной сток

г д е

известно и равно
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мож но рассм атр и вать  независимо друг от друга , го вероятность 
совместного действия ш тормового  нагона и повыш енного реч 
ного стока равн а  произведению  вероятностей каж до го  из этих 
факторов. С помощ ью этого п р ав и ла  мож но определить частоту 
превы ш ения определенного уровня  в каком -ли бо  внутреннем 
пункте реки (см. Д р о н к ер с  и С тробан д  [ 1 Обе, 32]). Н аконец , у к а 
ж ем , что в Соединенных Ш татах  исследовались  статистические 
характери сти ки  высоких приливов, связанны х с ур аган ам и . Р а с 
смотрение этих вопросов мож но найти в работе  Бруун а ,  Чиу, 
Герритсена и М о р ган а  [12] и в теоретическом исследовании Х а р 
риса [61].

3. ПРИЛИВНЫЕ МОДЕЛИ

И сследовани е  приливов мож но производить либо с помощ ью  
численных расчетов, основанных на м атем атических  уравнениях, 
либо с помощ ью  моделей. В последнем случае  модель м ож ет 
быть либо физически подобной оригиналу, либо п редставлять  со
бой другую  ф изическую  систему, удовлетворяю щ ую , однако, тем 
ж е  самы м или аналогичны м  уравнениям .

В данном  р азд ел е  сделаны  некоторые дополнительные з а м е 
чания, касаю щ и еся  использования  приливных моделей, а т а к ж е  
приведены ссылки на некоторые публикации, посвящ енные этому 
вопросу.

О. Рейн ольдс  впервы е исследовал  возм ож н ость  воспрои зведе
ния приливов на гидравлических м асш табн ы х  моделях. Т аки е  
модели получили ш ирокое распространение  после выполнения 
обш ирных технических дноуглубительны х работ  в реках  и эсту а 
риях около 1925 г.; при этом возни кла  необходимость изучить по
следствия таких работ  д ля  х а р а к т е р а  потока и д ля  п р ед сказан и я  
того, к а к  река будет разви ваться  в будущем. П о ряду  причин — 
значительны е р азм ер ы  ам плитуды  прилива по сравнению  с гл у 
биной, более благопри ятн ы е условия  д л я  разви ти я  турбулентно
сти, использование зернистого донного м а те р и а л а  с зерн ам и  р е 
альны х разм еров  и реальной плотности — о к азал о сь  целесооб
р азн ы м  со зд авать  и скаж енны е модели, в которых вертикальны й 
м асш таб  увеличен по сравнению  с горизонтальны м.

Технические вопросы кон струи рования  таких  моделей и зло 
ж ены  у А ллена  [4].

И зл о ж ен и е  теоретических основ конструи рования  таких м о 
делей мож но найти в книге П р а н д тл я  и Титьенса.

У равнения, описываю щ ие дви ж ен и е  воды на модели, а н а л о 
гичны уравнени ям , приведенным в (4.11) и (4.12) в главе  1. Д о 
пустим, что горизонтальны й м асш таб  составляет  1/s часть  от про
тотипа, а вертикальны й м асш таб  1 / z  часть. Т огда  член d h / d x  или 
d ( h  a o ) / d x  на модели составляет  s / z  часть  от прототипа. П о 
скольку остальны е члены в уравнени ях  д олж н ы  быть в ы р аж ен ы
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в том ж е  м асш табе , то оказы вается , что скорость и  изменится 
в г~ ,/2 раз, а врем я  / — в z ]/* / s  раз.

В качестве  прим ера  мож но у к а за т ь  на гидравлическую  м одель 
район а  Д е л ь та ,  созданную в л або р ато р и и  в Д е л ф т е  (см. Тийссе). 
М асш таб ы  соответственно составляли: z = 64, s =  2400. С л е д о в а 
тельно, переходные м нож ителя  для  и  и  t  были соответственно Vs 
и Узоо- Ч тобы учесть эф ф ект  вращ ен ия  Зем ли, Ш умейкер пом е
стил у внешних устьев эстуариев на модели вр а щ а ю щ и е с я  ци
линдры. В озникаю щ ий при этом эф ф ект  М агнуса  моделировал  
ускорение Кориолиса.

Э лектрические модели конструирую тся таким  образом , что 
к а ж д а я  ячейка представляет  собой соответствующий участок к а 
н ала ;  при этом общ ее водонакопление, инерция и сопротивление 
воспроизводятся  точно. Тогда на электрической модели мож но 
воспроизвести полный расход  и напор, которые аналогичны  соот
ветственно электрическому току и потенциалу. М ож но, однако, 
р ассм атр и в ать  дуальн ую  схему, в которой н ап р яж ен и е  а н а л о 
гично расходу, а электрический ток — высоте уровня моря.

Э лектрическая  модель не дает  такой наглядной, видимой г л а 
зом картины  приливного движ ения , как  ги д равли ческая  модель, 
хотя она и имеет очевидные преимущ ества  в том смысле, что по
зволяет  быстро продем онстрировать  самые р азн ооб разн ы е  п ри 
ливны е диаграм м ы .

Ван Веен [146] и его сотрудники одними из первых исследо
вали  возм ож н ость  представлени я  приливных движ ени й  в реках 
с помощ ью  электрических аналоговы х систем.

Б ы ли  приняты  специальны е меры, чтобы электрическими спо
собами учесть квадрати чн ы й закон  трения, а т а к ж е  изменения 
глубины, ш ирины русла и ширины района накопления.

О днако  д ля  решения приливных проблем в районе Д е л ь т а  
(Г оллан ди я)  точность такой модели недостаточна. П оэтом у сей
час  введена в действие новая  электрическая  ан а л о го в а я  вы чи
слительная  установка. Эта  новая  установка, со зд ан н ая  Шён- 
фельдом  и Верхагеном  [130] (см. т а к ж е  Ш ён ф ельд  и С тробанд  
[106*]), способна воспроизвести явления, описываем ы е при ли в
ными уравнени ям и  при произвольной ф орм е поперечного сече
ния реки. И зм енение  коэффициентов в уравнении д ви ж ен и я  учи
ты вается , при этом мож но ввести все граничные условия.

Э та  модель, следовательно, более совершенна, чем п реды ду
щ ая . Б ольш им  преимущ еством  ее является  возм ож ность  иссле
дован ия  ш тормовы х нагонов, так  к а к  силы, п орож даем ы е  в ет 
ром, т а к ж е  м ож н о ввести в рассмотрение.

Так к а к  д ля  технических работ, которые намечено п рои зве
сти в районе Д ел ь та ,  требуется  выполнить очень обш ирную  п ро
г рам м у  исследований, то бы ла р а зр а б о т а н а  новая  электрическая  
ан алоговая  м аш и на [106/].
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Одной из целей явл яется  т а к ж е  определение уровней при 
ш торм овы х нагонах  в районе Д е л ь та ,  в том числе и п р о с л е ж и в а 
ние последовательны х этапов  разви ти я  ш тормового нагона.

Эйнш тейн и Х ардер  [37, 60] т а к ж е  сконструировали  п ри ли в
ную аналоговую  м аш ину д ля  изучения приливных движ ений в р е 
ках. В ан труа  [145] и И ш игуро [69] учли в своих ан ал о гах  в л и я 
ние вр ащ ен и я  З ем л и  (силу К о р и о л и са ) .  В конструктивных осо
бенностях каж дой  из указан н ы х  моделей есть существенные р а з 
личия . Б олее  подробные сведения мож но найти в назван ны х п у 
бли каци ях .
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