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П Р Е Д И С Л О В И Е

М онография является очередным томом в серии книг, посвя­
щенных современным проблемам оптики атмосферы. Основное 
внимание уделяется теории обратных задач светорассеяния аэро­
зольной и молекулярной компонентами и ее применению в опти­
ческих методах дистанционного зондирования атмосферы. Акту­
альность монографии обусловливается необходимостью разработки  
теории оптического зондирования атмосферы, ее систематизиро­
ванного изложения в рамках единого методологического подхода, 
созданием  вычислительных методов и программных комплексов 
обработки оптических данных по светорассеянию. В частности, для  
того чтобы в полной мере реализовать информационные возм ож ­
ности оптических систем лазерного зондирования рассеивающ ей  
компоненты, необходима преж де всего теория обратных задач  
светорассеяния аэрозольными системами. Развитие оптических 
средств исследования атмосферы из космоса требует разработки  
теории касательного зондирования, учитывающей влияние на пе­
ренос излучения подстилающей пойерхности и эффектов много­
кратного рассеяния. И наконец, осознание того важного обстоя­
тельства, что только комплекс оптических средств при синхронном  
зондировании в состоянии обеспечить получение адекватной ин­
формации о состоянии атмосферы, требует разработки теории 
оптического мониторинга как единой совокупности взаим освязан­
ных обратных оптических задач. Результаты  исследований, полу­
ченные авторами в перечисленных выше направлениях, составляют 
основу настоящей монографии. Частично эти результаты излага­
лись ранее в монографиях авторов [17, 33, 36] и ряде других  
работ.

Характерными особенностями настоящей работы являются, во- 
первых, единство теоретического подхода к обратным задачам  
светорассеяния (метод оптических операторов) и, во-вторых, то, 
что предлагаемы е авторами численные методы решения большого 
числа обратных оптических задач излагаются в наглядной алго­
ритмической форме и могут быть непосредственно использованы  
в программном обеспечении для обработки экспериментальной ин­
формации. В связи с этим монография представляет особый ин­
терес для прикладников, использующих вычислительные средства 
для оперативной обработки оптических измерений.

М онография состоит из четырех разделов. Это преж де всего 
теория обратных задач светорассеяния полидисперсными систе­
мами частиц, теория многочастотного лазерного зондирования как 
основного оптического метода дистанционного оперативного



контроля пространственно-временной изменчивости оптических х а ­
рактеристик атмосферы, теория многочастотного касательного зон ­
дирования рассеивающ ей компоненты атмосферы и основы теории: 
оптического мониторинга. В заключительной главе изложены м е­
тоды теории аппроксимации, позволяющей прогнозировать спек­
тральный ход оптических характеристик светорассеяния в тех 
интервалах, где они недоступны непосредственным измерениям,, 
а такж е корректно учитывать эффекты поглощения излучения 
в атмосферно-оптических исследованиях.

Книга предназначена для широкого круга специалистов по̂  
геофизике, метеорологии, оптике и физике атмосферы, а такж е для  
тех, кто использует в своих исследованиях оптические методы ди ­
агностики дисперсных рассеивающ их сред и вычислительные 
средства для интерпретации косвенных измерений.

Авторы считают своим долгом выразить признательность со­
трудникам Института оптики атмосферы В. Д . Буш уеву и Б. С. К о­
стину за выполненные расчеты, которыми иллюстрируется изло­
ж ение основного материала монографии, а такж е О. В. Чубаровой: 
и Н. К. Осокиной за помощь в техническом оформлении рукописи.



В В Е Д Е Н И Е

Основное внимание в монографии уделяется явлению рассея­
ния оптического излучения и решению соответствующ.их обратных 
за д а ч  применительно к дистанционному оптическому зондирова­
нию атмосферы. В ней обобш.аются результаты исследований, по- 
-лученные авторами и их сотрудниками в последние годы по мето­
дам  интерпретации оптических измерений. Именно явление свето­
рассеяния в первую очередь определяет то, что принято понимать 
под «оптикой атмосферы» [27]. С другой стороны, оно лежит  
в основе дистанционных методов исследования полей физических 
и оптических параметров атмосферы. В монографии значительное 

■место отводится построению эффективных алгоритмов оперативной  
обработки и интерпретации оптической информации, которая мо- 

\ж ет  быть получена с использованием таких измерительных си­
стем, как спектральные радиометры, многочастотные лидары, по­
ляризационные нефелометры, спектральные фoтoмeтpJ>I, установ­
ленные на космических платформах и т. п., а такж е измерительных 
комплексов, которые могут быть составлены из указанны х оптиче­
ских систем. Это, по мнению авторов, долж но способствовать  
^ олее широкому использованию методов решения обратных задач  
светорассеяния в практике атмосферно-оптических исследований. 
Что ж е касается математических аспектов теории интерпретации 
косвенных измерений, которые необходимо сопутствуют лю бому  
исследованию  по обратным задачам , то их излож ение в основном  
да ется  в краткой форме и по возможности элементарно. Во мно­
гих случаях, где это оказывалось возможным, излож ение основ­
ного материала сопровождалось численными примерами. В тех 
разделах, где речь идет о некорректных задачах, широко исполь­
зуется известная аналогия м еж ду линейным интегральным урав­
нением и линейной алгебраической системой. П оэтому для боль­
шей ясности в понимании и прочтении формульного материала  
интегральные операторы во многих местах можно заменять соот­
ветствующими матричными аналогами. В целом содерж ание мо­
нографии достаточно замкнуто и не требует, по мнению авторов, 
излишне частого обращ ения к дополнительной литературе. Вместе 
с тем авторы не гарантируют легкого чтения всех без исключения 
разделов монографии. В ряде мест естественно требуется опреде­
ленная проработка и осмысление материала, особенно для той 
категории читателей, которая впервые знакомится с обратными 
задачами оптики атмосферы или собирается практически исполь- 

:зовать ту или иную вычислительную схему интерпретации в своей 
работе.



в  монографии излагаются только те обратные задачи оптики 
атмосферы, которые так или иначе находят свое применение в ме* 
тодах активного и пассивного зондирования рассеивающ ей ком­
поненты атмосферы. В этом отношении можно утверждать, что 
монография в равной степени посвящена теории оптического зон­
дирования атмосферы на основе явления рассеяния оптического 
излучения. Это усиливает ее прикладную направленность. К омпо­
зиционно монография состоит из четырех глав. С одерж ание их 
взаимоувязано, и предпочтительно последовательное прочтение 
всего материала.

В первой главе излож ена теория обратных задач светорассея­
ния полидисперсными системами частиц. Как известно, атмосфер­
ные аэрозоли играют существенную роль в физических и химиче­
ских процессах, происходящ их в атмосфере, а такж е в значитель­
ной степени обусловливают пространственно-временную  
изменчивость ее оптических характеристик. Помимо этого, явление 
аэрозольного светорассеяния широко используется в диф ф ерен­
циальных методиках зондирования газовых компонент атмосферы  
на основе эффектов молекулярного поглощения. Здесь аэрозоли  
играют роль диффузно-распределенного трассера. Реш ение обрат­
ных задач молекулярного рассеяния не вызывает особых затр уд­
нений, чего уж е нельзя сказать о рассеянии на аэрозолях. С лож ­
ный характер взаимодействия оптического излучения с аэрозоль­
ными системами делает задачу интерпретации соответствующих 
оптических данных весьма затруднительной. Обратные задачи  
оптики дисперсных рассеивающ их сред следует рассматривать как 
особый класс обратных задач оптики атмосферы. Соответствую­
щую теорию вычислительных методов удобно строить на основе 
так называемых оптических операторов теории светорассеяния  
полидисперсными системами частиц. Оптические операторы осу­
ществляют взаимные преобразования одних оптических характе­
ристик светорассеяния локальными объемами дисперсных сред  
в другие. Так, с помощью соответствующ его оператора, зная спек­
тральный ход аэрозольного коэффициента ослабления, можно- 
прогнозировать спектральный ход коэффициента рассеяния, либО' 
обратного рассеяния и т. п. Д ля построения указанного оператора  
требуется знание показателя преломления аэрозольного вещества  
и морфологии частиц. Н иж е в основном будет использоваться 
предполож ение о сферичности частиц рассеивающ ей среды. Опе­
раторный подход весьма просто распространяется на молекуляр­
ное рассеяние, что позволяет в рамках единого методологического  
подхода построить теорию оптического зондирования рассеиваю ­
щей компоненты атмосферы.

В первой главе метод оптических операторов излагается на 
примере теории светорассеяния полидисперсной системой сфери­
ческих частиц с привлечением теории дифракции Ми. Вводя опти­
ческие операторы взаимного преобразования элементов матрицы  
рассеяния М юллера полидисперсным аэрозолем , удается построить 
замкнутую теорию поляризационного зондирования локальных:
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-

объемов воздуха. Практическое использование этой теории осущ е­
ствляется в методах лазерной нефелометрии аэрозольных обр азо­
ваний в атмосфере. И сходя из параметров Стокса рассеянного  
локальным объемом дисперсной среды света строится система 
операторных уравнений для определения спектра размеров аэро­
зольных частиц, вещественной и мнимой частей показателя пре­
ломления аэрозольного вещества.

Эти уравнения можно рассматривать как основу микрострук- 
турного анализа дисперсных сред из оптических измерений. В главе 
излагаются методы численного построения регуляризирующ их 
оптических операторов, предназначенных для обработки экспери­
ментальной информации. И сследуются основные свойства этих 
операторов с учетом их последующ его применения в итерацион­
ных схемах оперативной обработки оптических измерений.

При разработке теории микроструктурного анализа дисперсных  
рассеивающ их сред из оптических измерений необходимо в ряде  
случаев учитывать морфологию частиц. Качественные методики  
учета морфологии реальных частиц в обратных задачах светорас­
сеяния можно разработать на основе так называемого вероятно­
стно-геометрического подхода, кратким изложением которого 
заканчивается первая глава монографии. Используя меры симмет­
рии формы частиц зондируемой дисперсной среды, удается по­
строить параметрические модификации для интегральных пред­
ставлений аэрозольных оптических характеристик, которые, в свою  
очередь, приводят к приближенным одномерным обратным за д а ­
чам аэрозольного светорассеяния. Разум еется, в общем случае 
обратны е задачи светорассеяния для систем несферических частиц 
должны быть трехмерными. Однако их постановка и соответству­
ющие расчетно-теоретические исследования в практическом отно­
шении мало оправданы и, естественно, не вошли в настоящую  
монографию. Теоретическая разработка многомерных обратных 
задач  светорассеяния применительно к атмосферно-оптическим  
исследованиям осущ ествлялась в ранее опубликованных работах  
авторов, как, например, [17, 35, 38 .

Развитый в первой главе метод оптических операторов исполь­
зуется во второй главе как рабочий аппарат при построении тео­
рии многочастотной лазерной локации рассеивающ ей компоненты  
атмосферы. И злож ение теории лазерного зондирования в основ­
ном носит конспективный характер, поскольку ранее она подробно  
излагалась в работах авторов [17, 36]. Основное внимание у д е ­
ляется изложению алгоритмов обработки и интерпретации данных  
двух- и трехчастотного зондирования аэрозолей нижней атмо­
сферы, осущ ествляемого с целью контроля пространственно-вре­
менной изменчивости их оптических характеристик. И нформацион­
ные возможности лидаров и соответствующ ая техника ин­
терпретации оптических данных иллюстрируются практическим  
примером локации нижней стратосферы. В связи с тем что мно­
гочастотные лидары могут служить средством для исследования  
атмосферны х процессов, интересна постановка таких обратных



задач, которые бы включали в себя и обратные задачи светорас-, 
сеяния, и обратные задачи аэрозольной кинетики. В частности,, 
синтез теории лазерного зондирования и обратной задачи тур бу­
лентной диффузии открывает возможность оперативного опреде­
ления поля коэффициентов турбулентной диффузии в пограничном  
слое атмосферы. Использование в схемах обработки данных урав­
нений аэрозольной кинетики одновременно позволяет прогнози-^ 
ровать оптические характеристики атмосферы в пределах соот­
ветствующих временных интервалов. Это направление в теории  
обратных задач оптики атмосферы следует считать одним из 
наиболее перспективных, в котором сочетаются задачи оптики и 
физики атмосферы, а такж е и метеорологии. Теория этого класса  
обратных задач  достаточно слож на, и еще требуются значительные 
усилия для получения практически значимых результатов. В мо­
нографии одного из авторов [33] можно найти краткое введение 
в теорию обратных задач светорассеяния полидисперсной систе­
мой коагулирующ их частиц, а такж е аэрозольной системой ча­
стиц, взаимодействующ ей с полем влажности. В соответствии  
с  тематикой монографии, означенной ее названием, в рассматри­
ваемой главе авторы подробно излагают простые методики ин­
терпретации локационных данных, предназначенные для опера­
тивного контроля оптического состояния атмосферы, включая и’ 
варианты одночастотного зондирования. В последнем случае ли­
дары используются для определения стратификации атмосферны х  
аэрозолей.

Теории оптического мониторинга рассеивающ ей компоненты  
атмосферы, осущ ествляемого комплексом оптических средств,, 
включающим, в частности, наземные либо бортовые лидары,, 
а такж е спектральные фотометры, измеряющ ие интенсивности 
рассеянного солнечного света в различных направлениях, посвя­
щена третья глава монографии. В основе аналитических и соот­
ветственно алгоритмических построений так ж е, как и ранее, л е­
ж ат оптические операторы и их матричные аналоги. Выводятся 
основные операторные уравнения теории оптического мониторинга,, 
в котором определяю щ ую  роль играет метод касательного зонди­
рования и его геометрическая орбитальная схема. Д ается дал ь­
нейшее развитие метода корректирующих функций, который ранее 
был введен в теорию обратных задач светорассеяния при построе­
нии методик интерпретации локационных данных. И злож ение  
материала сопровождается примерами численного анализа свойств 
основных операторов перехода, используемых в вычислительных 
схемах обработки оптической информации. В заключительном  
разделе главы изложены основы теории оптического мониторинга  
системы атмосфера — подстилающ ая поверхность. Выведено инте­
гральное уравнение для определения спектрального альбедо под­
стилающей поверхности и дан анализ его основных свойств. Ука­
занные выше результаты получены в предположении однократного  
рассеяния излучения в атмосфере. Следует заметить, что по ряду  
причин в монографию не вошли обратные задачи для уравнения:
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переноса излучения в сферической атмосфере, которые позволяли  
бы  интерпретировать угловое распределение интенсивности диф ­
ф узно-рассеянного света на ее верхней границе, доступного изм е­
рению орбитальными оптическими системами. Теория этого класса  
обратны х оптических задач интенсивно разрабаты вается преж де  
всего применительно к проблеме изучения свойств подстилающей  
поверхности [7, 47 ].

В заключительной главе монографии излагается теория ап­
проксимации оптических характеристик рассеивающ ей компоненты  
атмосферы. Типичной задачей, которая реш ается в рамках этой  
теории, является восстановление непрерывного спектрального хода  
лю бой из характеристик светорассеяния по дискретному набору  
приближенны х измерений. В атмосферно-оптических исследова­
ниях выбор этих измерений увязывается с так называемыми  
окнами прозрачности. И зложенный в главе метод решения ап- 
проксимационных задач (метод обратной задачи) позволяет одно­
временно осущ ествлять интерполяцию и экстраполяцию характе­
ристик в спектральные интервалы, где их непосредственное изм е­
рение недоступно из-за сильного молекулярного поглощения либо 
в силу каких-то иных причин. В последнем случае типичным при­
мером является прогноз аэрозольных характеристик рассеяния  
в ближние УФ- и И К -области по измерениям в видимом диапа­
зоне. М етоды аппроксимации в полной мере применимы и для 
угловых характеристик. Иллюстрацией этого служ ат примеры 
восстановления непрерывного углового хода аэрозольных индика­
трис рассеяния по некоторым опорным ее измерениям в централь­
ной области углов. При этом оказывается возможной оценка зн а­
чений индикатрисы (то ж е самое коэффициента направленного 
светорассеяния) для таких важных направлений, как рассеяние 
строго вперед или назад.

Взаимный прогноз оптических характеристик светорассеяния  
локальных освещенных объемов атмосферы, соответствующих раз- 
.личным спектральным интервалам, является одним из главных 
достоинств изложенной в монографии теории оптического зондиро­
вания рассеивающ ей компоненты атмосферы. Алгоритмы, которые 
численно решают эту задачу, реализую тся с помощью регуляри- 
зирующ их операторов восстановления и прогноза (экстраполяции). 
Юператорный подход придает указанной теории вполне закончен­
ный вид. Остается лишь заметить, что аналогичный подход д о л ­
ж ен быть развит и в теории поглощения оптического излучения 
в атмосфере. Только в этом случае теория оптического зондиро­
вания поглощающей компоненты будет служить эффективной 
основой дистанционного контроля метеорологических полей в ат­
мосфере. Речь идет, преж де всего, о теории оптического монито­
ринга атмосферы средствами активного (СОг-лидары) и пассив­
ного зондирования в ИК-Диапазоне. В заключительном разделе  
главы изложены подходы к анализу и численному решению нели­
нейных обратных задач  светорассеяния. Эти задачи, как правило, 
-^касаются более тонких аспектов взаимодействия оптического
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излучения с зондируемой средой и в целом являются более инфор­
мативными в физическом отношении. Интересно, что некоторые 
из этих задач, и в частности, те, которые связаны с исследованием  
аэрозольных полидисперсных систем, с помощью простых анали­
тических преобразований могут быть сведены к решению вполне 
корректных в математическом отношении функциональных урав­
нений, каковыми являются интегральные уравнения второго рода.

В силу ограниченного объема монографии авторы дали лишь 
самое общ ее рассмотрение обратных задач, связанных с зондиро­
ванием атмосферы на основе спектроскопических эффектов. З а ­
тронуты лишь вопросы построения регуляризирующ их методик ин­
терпретации локационных данных, получаемых по методу диф ф е­
ренциального поглощения. Этот класс обратных оптических задач  
имеет важ ное прикладное значение в разработке методов дистан­
ционного определения профилей концентрации газовых компонент 
атмосферы [16]. Более полное излож ение регуляризирующ их ме­
тодик интерпретации данных, полученных по методу дифф еренци­
ального поглощения, можно найти в монографии авторов [17] 
(см. такж е [24, 4 5 ] ) .  Использование эффектов молекулярного  
поглощения в схемах касательного зондирования описано в мо­
нографии [23].

Не представлялось возможным коснуться в монографии обрат­
ных задач, связанных с нелинейными эффектами взаимодействия  
оптического излучения с компонентами атмосферы [14, 4 5 ], атмо­
сферной рефракцией [1] и турбулентностью [14]. С учетом этого  
обстоятельства следует признать, что название монографии не­
сколько шире содерж ащ егося в ней материала. Вместе с тем, если 
акцентировать внимание на математических аспектах теории  
оптических обратных задач, то в монографии рассмотрены прак­
тически все виды тех интегральных уравнений и их систем, к ко­
торым сводятся обратные атмосферно-оптические задачи незави­
симо от их конкретного физического содержания. В частности, если  
вести речь о некорректных задачах, то в монографии изложены  
эффективные алгоритмы обращ ения интегральных уравнений  
Ф редгольма, Вольтерра, простейшие нелинейные уравнения, 
а такж е интегральные уравнения в форме интеграла Стилтьеса. 
О собое внимание уделено построению вычислительных схем чис­
ленного решения систем функциональных уравнений, включающих 
и интегральные с ядрами, зависящими от неизвестных парамет­
ров. В этом отношении содерж ание монографии обладает доста­
точной общностью. На примере обратных задач светорассеяния  
представилось возможным рассмотреть методы численного реш е­
ния тех функциональных уравнений, к которым сводятся наиболее  
распространенные обратные задачи оптики атмосферы. П одобны е  
аналогии указываются в тексте монографии и сопровождаю тся  
соответствующими ссылками на литературу.

Регуляризирующ ие алгоритмы, используемые авторами в моно­
графии, в основном построены на основе обращ ения интегральных 
уравнений первого рода на компактных множ ествах решений,
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аналитическая структура которых выбирается априори с учетом  
физического характера задачи. П одобны е алгоритмы обладаю т  
достаточной эффективностью и простотой. Как правило, они могут 
быть реализованы с применением малых вычислительных машин, 
широко используемых в системах оперативной обработки оптиче­
ских данных. В этих алгоритмах последовательности приближ ен­
ных решений сходятся равномерно, и можно достаточно просто 
строить диалоговые системы обращ ения и анализа оптических 
данных. Пример подобной системы описан в работе авторов [8]. 
П одробное изложение методов обращ ения некорректных задач на 
компактных множ ествах функций дано в обстоятельной работе  
[49]. Применительно к оптическим задачам  они такж е излага­
лись в монографии одного из авторов [33]. При желании ознако­
миться со строгой теорией регуляризации читатель может обр а­
титься к работе [29].

В монографии не затрагиваются так называемые вероятност­
ные подходы к регуляризации некорректных задач. И х ясное 
излож ение требует привлечения таких математических понятий, 
как вероятностные меры и сходимости по вероятностям. Здесь  
уместно рекомендовать обзор [39], где делается попытка строгого 
изложения метода статистической регуляризации с привлечением  
указанны х выше понятий.

К сожалению , не представилось такж е возможным в силу огра­
ниченного объема монографии обсуж дение влияния статистиче­
ского характера измерительных шумов на ошибки решения обрат­
ных оптических задач. Этот недостаток в какой-то мере авторы 
компенсируют ссылкой на обстоятельные работы [11, 4 5 ].

К аж дая глава заканчивается кратким заключением, в котором  
обсуж даю тся вопросы дальнейш их теоретических исследований  
в соответствующих направлениях, а такж е возможные практиче­
ские применения изложенных результатов.



Г Л А В А  1 .  О Б Р А Т Н Ы Е  З А Д А Ч И  С В Е Т О Р А С С Е Я Н И Я  

П О Л И Д И С П Е Р С Н Ы М И  С И С Т Е М А М И  Ч А С Т И Ц .  

Т Е О Р И Я  И  Ч И С Л Е Н Н Ы Е  М Е Т О Д Ы

Оптика атмосферы в значительной мере определяется рассея­
нием света на молекулах и частицах [27]. При решении задач  
теории рассеяния света аэрозолями принято считать, что в любом  
локальном объем е воздуха при нормальных условиях их можно 
представить как систему однородных сферических частиц различ­
ного размера. В связи с этим в пределах настоящей главы изла­
гаются теория и численные методы решения обратных задач свето­
рассеяния полидисперсными системами сферических частиц. Р а зу ­
меется, указанная система частиц рассматривается не более как 
морфологическая модель (если акцентировать внимание на форме 
рассеивателей, играющих важную  роль в подобных задачах) 
реальной дисперсной рассеивающ ей среды. Оптическое соответ­
ствие модели и среды требует надлеж ащ ей проверки, о чем по­
дробно говорится в заключительном разделе главы. В основе 
аналитических построений излагаемой ниже теории лежит понятие 
оператора перехода, осущ ествляющ его преобразование одного эл е­
мента матрицы полидисперсного рассеяния в другой. В результате 
для матрицы М юллера, адекватно описывающей прямые задачи  
светорассеяния системами частиц, удается построить матрицу 
интегральных (матричных) операторов взаимного преобразования  
ее элементов.

Используя эти операторы, обратные задачи светорассеяния  
можно свести к решению систем интегральных уравнений, что 
иллюстрируется в главе на примере теории поляризационного  
зондирования атмосферы. Этот оптический ^метод технически р еа­
лизуется с помощью поляризационных нефелометров и бистати- 
ческих схем зондирования. Поскольку операторы перехода, опре­
деленные на совокупности элементов матрицы М юллера, играют 
сущ ественную роль и в теории, и в практике обработки оптических 
измерений, в главе дается обстоятельный анализ их основных 
свойств. В частности, показана их компактность и непрерывность, 
возможность их представления в виде интегральных операторов, 
приведена структура регуляризованного аналога, что весьма 
важ но в случаях их применения в схемах обработки эксперимен­
тальной информации. Кратко изложены основы их спектрального 
анализа. Во избеж ание формализма авторы используют извест­
ные аналогии м еж ду интегральными операторами и матрицами.

Поскольку обращ ение данных по светорассеянию на аэрозолях  
часто осущ ествляется в целях определения их микроструктуры  
в . пределах зондируемого объема атмосферы, в главе дается  
краткое введение в методы численного решения этого класса не­
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корректных задач. При изложении основ микроструктурного ана­
лиза дисперсных сред из оптических данных используются пред­
ставления характеристик светорассеяния полидисперсными си­
стемами в виде интегралов Стилтьеса. Это позволяет, с одной  
стороны, учесть разрывный характер спектра размеров реальных 
аэрозолей в локальных объемах, с другой стороны, строить эф ­
фективные алгоритмы обращ ения оптических данных. Поскольку 
обстоятельное излож ение этих вопросов требует привлечения д о ­
статочно сложных математических средств, авторы ограничились 
лишь простыми примерами и алгоритмами (подробнее см. [32, 
33]). Операторный подход к теории светорассеяния системами  
частиц может быть применен и к полидисперсным аэрозолям, 
форма которых отлична от сферической. В связи с этим в главу 
включен раздел, в котором даны общий анализ этой сложной  
задачи и краткое введение в теорию обратных задач для систем  
несферических частиц, случайно ориентированных в пространстве 
освещ енного объема. И злож ение основывается на введении в оп­
тику дисперсных сред вероятностно-геометрических мер симметрии 
формы рассеивающ их частиц.

1.1. Операторы взаимного преобразования элементов 
матрицы рассеяния полидисперсными системами частиц

1.1.1. Матрица рассеяния поляризованного света 
полидисперсной системой сферических частиц

Рассеяние поляризованного света в оптике дисперсных сред, 
примером которых могут служить аэрозольные образования в ат­
мосфере, удобно описывать с помощью векторов Стокса, цадаю- 
щего и рассеянного потоков и матрицы их взаимного пре­
образования 5  [6]. В этом случае имеет место соотношение

l<*> =  fe-2§j(0)^

где k = 2 n l k  — волновое число, X — длина волны. Элементы мат­
рицы 5  определяю тся свойствами рассеивающ их частиц. Если 
частицы имеют форму, отличную от сферической, но случайно 
ориентированы в пространстве рассеивающ его объема, то соот­
ветствующая матрица 5  имеет шесть независимых элементов и 
записывается в следующ ем виде:

S  =  { S u )  =

5 „ Sj2 0 0

S ji S 22 0 0
0 0 Sss •̂ 34
0 0 - S 34 S.4

(1.2)

Д ля отдельной сферической частицы соответствующ ая матрица 

5  содерж ит только четыре независимых элемента, которые
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(1.3)

вы ражаю тся через функции безразмерной интенсивности ij ( / = 1 ,  
2, 3, 4) следующ им образом:

8 , 2  {х, d̂ ) =  8 2 i{x,  ^ )  =  [i2 {x, ^)  —  i i { x ,  i^ )]/2 ;

Зг Лх,  ^) =  8 , , { x ,  1̂ ) =  /з(л:, d);
•̂ 34 {x,  0 )̂ =  543 (л̂ , 0 )̂ =  /4 (л̂ , в).

в  последнем выражении х = 2 пг / к ,  где г — радиус сферической
рассеивающ ей частицы, О — угол рассеяния. Функции / / ( х , -&) 
определяются теорией рассеяния электромагнитных волн на сфере  
[6 ]. В этой теории основные соотношения, необходимы е для рас­
чета характеристик светорассеяния, имеют следующ ий вид:

/i =  l S i S i ;  /2 =  8282  /3 =  Re(SiS2); 4̂ =  Im (S 1S 2), (1.4)

где

5 , (X ,  &) =  I ;  „ у  +  ‘ ' {апП п  (cos &) +  (cos &)}; (1.5а)
„=1 •'(«  +

оо

S 2 (x, & )=  (cos &) +  ЬпПп (cos Щ .  (1.56)
П =  1

Коэффициенты Un и Ьп являются функциями дифракционного  
параметра х  и комплексного показателя преломления т  и выра­
ж аю тся через функции Риккати — Бесселя. Функции Яп и Хп рас­
считываются через полиномы Л еж андра [6 ].

Характерной особенностью функций безразмерной интенсивно­
сти г/(х, ■&) является их аддитивность при переходе от рассеяния  
на одной частице к рассеянию ансамблем частиц, что позволяет  
достаточно просто найти элементы матрицы рассеяния полидис­
персными системами сферических частиц.

П редположим, что распределение числа частиц по размерам  
в рассматриваемом ансамбле описывается функцией плотности  
п { г ) .  П оследнее означает, что число частиц, размеры которых по­
падаю т в интервал (г, r +  d r ) ,  равно п (г) dr. Если плотность распре­
деления п{ г )  задана в интервале Т?2] (интервал возм ож ­
ных размеров частиц рассматриваемого ансам бля), то функции 
безразмерной интенсивности для полидисперсного ансамбля н еза­
висимых рассеивателей могут быть записаны в виде интегралов

&) =  5 i j { 2 n r l - ‘, & ) n { r ) d r ,  / = 1 ,  2, 3, 4. (1.6)
R

Ясно, ЧТО совокупность _функций {//} в соответствии с (1.3) 
определяет некую матрицу S,  которую можно рассматривать в ка­
честве матрицы рассеяния поляризованного света полидисперсной  
системой сферических частиц. Н етрудно видеть, что матрица S  
имеет тот ж е вид, что и S, однако, с точки зрения аналитических
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свойств ее элементов, она существенно отлична от последней. Д е й ­
ствительно, элементы Su  являются функциями только двух пере­
менных А/ и а не трех, как это имеет место для элементов

матрицы S,  и, во-вторых, все они представляются в виде парамет 
рических интегралов с одной и той ж е весовой функцией п { г )  
П оследнее обстоятельство дает основание полагать, что совокуп 
ность этих элементов может рассматриваться как система взаимо  
связанных (или взаимопреобразуемы х) функций. То, что это так  
мы покажем ниже, начав рассмотрение с системы четырех функ 
ций безразмерной интенсивности, определяемых интегралами  
<1.6).

1.1.2. Операторы взаимного преобразования 
для функций интенсивности рассеяния системами частиц

Д ля простоты изложения будем считать, что значение К фик­
сировано, и тогда функции интенсивности рассеяния сферической  
частицей // зависят от переменных О (О ^ '& ^ я ) и г ( R i ^ r ^ R 2).

В соответствии с интегральным представлением (1 .6), функции ij, 
описывающие рассеяние плоской оптической волны системой ча­
стиц, будут функциями одной переменной, а именно угла рассея­
ния 'О'. Д ля дальнейш его анализа удобно прибегать к операторной  
ф орме записи основных выражений, в частности, ниже будем  
писать для (1.6)

/ =  1, 2, 3, 4, (1.7а)

где Aj  — интегральный оператор с ядром i j { 2 nrlX)  (то ж е самое 
^/(^'б'))- В ряде случаев возникает необходимость подчеркнуть,
что ij рассматриваются как функции угла рассеяния О. Тогда 
(1 .7а) будем  писать в виде

7Д^) =  (Луя)(д), /  =  1 ,2 ,  3 , 4 .  (1.76)

При численном решении линейных интегральных уравнений  
интегральные операторы (то ж е самое интегралы) заменяются 
соответствующ ими матрицами, построение которых начинается 
с  выбора дискретных систем узлов [Ov, v = l ,  . . . ,  k}  из области
0 ^  О ^  я и {п, / =  1, . . т }  из ^  г ^  и интерполяционных 
аналогов для подынтегральных функций. В соответствии с этим 
наряду с (1.7) будем использовать и векторную форму представ­
ления полидисперсных характеристик светорассеяния, а именно

i j ^ A j t i ,  /  =  1, 2, 3, 4, (1.8)

где — матрица с элементами {Ajvi} ( v = l ,  . . . ,  k\ / = 1 ,  . . ., m ),

1 и n — векторы с компонентами /v= i('6 'v) и ni =  n{ri)  соответ­
ственна. Д ля простоты записи выражений не будем  вводить ка- 
ких-лабо специальных обозначений для различия интегральных 
операторов и их матричных аналогов. Так, например, в (1.8) сл е­
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довало бы писать Л/ вместо Л/, поскольку ранее последнее исполь- 
зовалось для обозначения интегрального оператора. Однако по­
скольку в (1.8) слева от оператора стоит вектор, то это однозначна  
указы вает на характер преобразования. В тех случаях, когда 
требуется по тексту прямое сопоставление указанны х двух опера­
торов, для матриц будем использовать верхний значок «^». С ле­
дует подчеркнуть, что матрица Л/ размером к Х т в  (1.8) далеко  
не исчерпывает свойств интегрального оператора Л/ в представле­
ниях (1 .7). П редполагается, что об эквивалентности Л/ и Л/ 
можно говорить лишь при fe, m -^ o o . К тому ж е при данных k и

т  матрицу Aj  можно построить несколькими альтернативными 
способами, один из которых может быть признан как наилучший 
для данной конкретной обратной задачи. П одробнее на этих во­
просах мы остановимся во второй главе, а сейчас лишь заметим,.

что матрицы А̂  можно с той или иной долей приближения рассм ат- 
ривать как дискретные аналоги линейных интегральных опера­
торов Aj,

Теперь из совокупности {ij, / = 1 ,  . . . ,  4} выберем две функции,,

скажем, ii и i*2 , и запишем систему уравнений
A,n =  i,,

А2̂ Ь —— 2̂* j
относительно распределения п { г ) .  Будем далее полагать, что 
каж дое из этих двух уравнений в принципе вполне состоятельно 
для определения с необходимой точностью спектра размеров при 
известных правых частях и ('О') и /2 (О). Разум еется, для этого  
требуется выполнение определенных условий. В частности, н еоб­
ходимо, чтобы ядра i i {r,  д )  и i*2 (r, -&) в области своего определе­
ния [i? X 0 ] были непрерывны и ограничены. Д ал ее  необходимо  
такж е, чтобы искомая функция п{ г )  и измеряемые ti('O') и t2 ('^) 
принадлеж али компактным множествам Ф, Bi  и В 2 соответственно. 
При этих условиях интегральные операторы, как известно [10],. 
вполне непрерывны и обратимы, что можно представить двумя  
эквивалентными непрерывными отображениями, скажем, Л 1 :Ф"-^ 
- > 5 ^ и  Л ~ ^ :В 1 -^ Ф . Реш ая в отдельности каж дое из рассматри­

ваемой пары уравнений, найдем n =  A~Hi  и /г=Л~Ч*2. Если ii и i2

связаны с одним и тем ж е освещенным объемом и моментом вре­
мени, то найденные решения в пределах точности обращ ения  
должны  совпадать друг с другом, что необходимо влечет наличие 
м еж ду m('O') и ?2 ('0 ') вполне определенной функциональной зави­
симости. В операторном виде построить эту зависимость не соста­
вит труда. Действительно, имеем

(1.9)

/ 2  =  Л2Л 1 î 1 ;

i 1 =  Л 1Л2 ^/2 .
(1 .1 0 )
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в  соответствии с аналитическими построениями уравнения  
(1 .10) можно рассматривать как результат исключения из системы  
<1.9) спектра размеров п{ г ) .  П роизведение двух операторов можно  
рассматривать как единый оператор, вводя соответствующ ее обо­
значение. В частности, будем обозначать через £ 2 1 , а
через £ 12. Тогда (1Л 0) можно переписать как

(1.11)

Н етрудно видеть, что операторы £ 2 1  и Е 12 связаны м еж ду собой  
соотнош ением

Е и Е , ,  =  1 , (1.12)

где 1 —  единичный оператор =  Построенные таким образом  
операторы  определяю т пару новых преобразований, а именно

где В\  и Вг —  множества оптических характеристик типа i\ и 1 2 . 
Подчеркнем следую щ ее принципиальное предположение: для на­
хож дения операторов £ 1 2  и £ 2 1  (то ж е самое матричных аналогов

Е \2 и  £ 2 1 ) необходимо знать показатель преломления вещества 
частиц и предполагаемые границы размеров R\  и /?2 . Первой, и 
возм ож но, наиболее важной их особенностью является независи­
мость их от спектра размеров частиц исследуемой дисперсной  
среды. В расчете этих операторов помимо указанных выше ф изи­
ческих параметров участвуют лишь монодисперсные функции ин­
тенсивности рассеяния i i { 2 n r K ~ \ ^  и 2̂ (2 ягХ“ \  д )  в соответствии  
с  предположением о сферичности формы рассеивающ их частиц. 
С учетом этого обстоятельства операторы £ 1 2  и обратный ему £ 2 1  

выступают в обратных задачах как некоторые обобщ енные харак­
теристики светорассеяния полидисперсной системой частиц, опре­
деляемы е только морфологией частиц, их показателем преломле­
ния и возможными наибольшим и наименьшим размерами частиц. 
Д альнейш ее изучение свойств операторов типа £ 1 2  и £ 2 1  будет  
продолжено ниже, а сейчас обратимся к алгебраизованным ана­
логам этих операторов.

По всей видимости, наиболее просто пояснить суть, а главное, 
технику взаимного преобразования оптических характеристик i\ и 
i 2 можно на примере векторных уравнений (1 .8 ). П редположим, 
что матрица соответствующая оператору невырождена,
т. е. det {av/} =7̂ 0. Тогда сущ ествует обратная матрица А Т \  и ре­
ш ение п=ЛГ^1 единственно. При невырожденности матрицы {а^}} 
соответствующ ей оператору Л 2 , получаем пару взаимнооднознач­
ных векторных преобразований:

(1.14)
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Д ля матричных операторов в (1.14) выполняется равенство (1 .1 2 ), 
в правой части которого теперь стоит единичная матрица.

Выше рассматривались взаимные преобразования м еж ду парой
ii и 1 2 . Поскольку в целом процесс светорассеяния полидисперс­
ной системой сферических частиц определяется четырьмя функ­
циями безразмерной интенсивности, то, следуя излагаемой здесь  
теории, можно построить полную матрицу операторов перехода  
{ Е ц } .  Д ля каж дого из этих операторов имеем

/ , /  =  1 , 2 ,  3 , 4 .  (1.15)

Семейство этих операторов удовлетворяет очевидным условиям:

(1.16)
Е ц  =  1, i , j  =  l __________ , 4 .

Аналогичные соотношения имеют место и для матричных ана­
логов Е ц,  соответствующ их указанным операторам Ец.  Поскольку  
эти операторы осущ ествляют взаимные преобразования оптиче­
ских характеристик светорассеяния полидисперсными системами  
частиц, то в дальнейшем их будем называть оптическими опера­
торами перехода. Роль этих операторов в оптике дисперсных сред  
и физический смысл преобразований, осущ ествляемых ими, в пол­
ной мере мы раскроем ниже при построении теории оптического  
зондирования рассеивающ их сред.

1.1.3. Операторы перехода для элементов матрицы рассеяния

Поскольку элементы матрицы рассеяния S  для полидисперс­
ной системы частиц, находящ ихся в единичном освещенном объем е  
дисперсной среды, однозначно определяю тся функциями б езр а з­
мерной интенсивности i,- ( j— i, 2, 3, 4 ) ,  то нетрудно построить 
соот^тствую щ ие операторы взаимного преобразования для функ­
ций *S,/(^). В частности, из выражений (1 .3 ), которые имеют место  
и для характеристик светорассеяния полидисперсными ансам ­
блями, следую т соотношения;

511 =  \ E 2\ i \  +  й ] /2 ;

512 =  [ £ 2 1 / 1  — й ] /2 .

И з первого выражения можно записать

I, =  2 (£ „ -} - / ) -■  S „ .

П одставляя его во второе, приходим к следующ ей операторной  
форме взаимного преобразования элементов S 12 и 5ц :

5 , ,  =  (£21 +  / ) ~ Ч ^ 2 > - / ) 5 „ .  (1.18)

В дальнейш ем операторы перехода м еж ду элементами Sij  м а­
трицы S  будем обозначать через W,  следуя работам [30, 36], где
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впервые эти операторы вводились в теорию обратных задач оптики: 
атмосферного аэрозоля. В соответствии с этим (1.18) можно пе­
реписать в следующ ем виде:

=  (1.19а)

где И̂ 2 1 =  ( £ ’21 +  /)~ М ^ 2 1  — / ) .  Аналогично строятся и остальные 
операторы перехода:

5зз =  2^31 (^21 +  I ) - ^ S u  =  (1.196)

6'з4 =  £ 43^33 =  ^"4з5зз- (1.19в)
Введенных трех операторов \^ 2 ь W 31 и Was вполне достаточно для
построения возможны х взаимных преобразований м еж ду элем ен­
тами матрицы М юллера S.  О бщ ая схема этих преобразований  
может быть представлена в следующ ем виде:

Sn

S h  ̂  ̂ С---022 '
Гз1 сГ 
-----  ̂*̂ 33 ■ (1.20а)

П риведенная схема показывает, что если известен для примера 
первый элемент S n  матрицы рассеяния 5 , то чисто вычислитель­
ным путем (с помощью соответствующ его программного ком­
плекса) можно восстановить всю матрицу. Значение этого факта 
для теории и практики оптических исследований дисперсных рас­
сеивающих сред совершенно очевидно. Использование оптических 
операторов позволяет минимизировать таким образом  требуемый  
объем измерительной информации в экспериментах по определе­
нию оптических характеристик дисперсных сред. В каж дом кон­
кретном случае эффективность решения указанных задач опреде­
ляется мерой соответствия исходных предположений, что будет  
иллюстрироваться ниже.

Н еобходимо заметить, что схему взаимных преобразований  
(1.20а) элементов матрицы светорассеяния полидисперсными си­
стемами сферических частиц можно сделать более ясной и про­
стой, если из нее исключить тождественные преобразования, осу­
ществляемые оператором / .  Введем систему чисел Si =  S n ,  8 2 =  

= S \ 2, 5 з = 5 з з  и 54=*?з4, тогда исходная матрица S  примет вид.
Si S2 0 0
S2 5, 0 0
0 0 S3 S4

0 0 - S 4 S3

а схема взаимных преобразований для системы функций { 5 / (-O')} 
запишется в простой операторной форме

Sj =  WjiSi,  /, / =  1, 2, 3, 4. (1.206)^
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в которой операторы перехода удовлетворяют соотношениям
(1 .16).

В заключение остается отметить, что построенная чисто фор­
мальным путем матрица операторов перехода W = { W i j }  (/, /  =  
=  1, 2, 3, 4 ) , однозначно соответствующ ая матрице рассеяния  

более полно описывает процесс рассеяния поляризован­
ного света системой частац. Во всяком случае, теория, опираю ­
щ аяся на пару матриц S и W, в рамках единого операторного  
подхода включает в себя не только прямые задачи оптики диспер­
сных сред, но и обратные.

1.1.4. Матрица операторов перехода и вектор Стокса

В оптических экспериментах по светорассеянию реальными 
дисперсными средами измерению доступны квадратичные функ­
ционалы от компонент электрического вектора поля излучения, что 
и  обусловило введение в прикладную оптику параметров Стокса 
и  функции безразмерной интенсивности рассеяния. Используя те­
перь матрицу оптических операторов W  как аппарат исследования  
совокупности характеристик светорассеяния системами частиц, 
обратимся к анализу компонент вектора Стокса рассеянного света. 
В место матрицы 5  в (1.1) будем рассматривать матрицу D  =  k~^ S. 
Ясно^ что матрица операторов взаимных преобразований элем ен­
тов Dij  останется той ж е, что и для элементов матрицы {Sij}.  Д ля  
лолидисперсной системы сферических частиц преобразование (1.1) 
.можно записать в следующ ем виде:

7 Г ) = А . / Г  +  Д 2 / Г ;  '

/ Г  =  А 2 / Г  +  А 1 / Г :  .
( 1 . 2 1 )

/ < ^ > = : О з з / Г + ^ 3 4 / Г ;

7 Г >  =  - 5 з 4 / ^  + ^ 3 3 / Г .

И з первых двух выражений системы (1.21) имеем

5 „  - (П-Ч? - 7|«/Г>)/((4” ’)“ -  (irf). (1.22)

D „  ~  I J i - ' i ? '  -  -  ( I f f ) .  ( 1 . 2 3 )

С другой стороны, в соответствии с (1.19а) элементы Л и  и D 22
как функции угла рассеяния -d связаны м еж ду собой функцио­

нально и, следовательно, параметры Стокса и / 2^̂ рассеянного  
ансамбля частиц света такж е будут связаны м еж ду собой соответ­
ствующим функциональным уравнением. Иными словами, как 
функции угла 'О они образую т пару взаимозависимы х функций. 
Н етрудно построить это соотношение, используя (1.22) и (1 .23). 
И меем

021^2Л " ’ -  aiW'21/!"' =  +  аз/!"*, (1 .24)
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», =  Л»’/ ( й 7 - ( / Г Й ;

Параметры / Р ( г = 1 ,  2, 3, 4) характеризую т падающ ую  оптиче­
скую волну, и, следовательно, величины ai и аг в (1.24) можно> 
считать константами для данного оптического эксперимента. 
В частности, для линейно поляризованного света с вектором I*®'—  
=  {1 ,0 , 1 ,0 }  щ —  — 1, й2— 0 и (1.24) принимает наиболее простой 
вид, а именно

7 f  =  lF2i7S"*. (1.25)-

П одобное соотношение справедливо и для круговой поляризации  
независимо от направления вращения электрического вектора, 
поскольку в этом случае такж е ai =  — 1 и а 2 = 0 . Д ля эллиптиче­
ской поляризации коэффициенты щ  и й 2 в  выражении (1.24) одно­

временно отличны от нуля, и соотношение м еж ду /г** ' и 
имеет вид

(02^ 2 , +  =  (а ,Г 2 , +  a 2l ) T \ ' \  (1.26)

Напомним, что выражения в скобках суть операторы, действую ­

щие на функции и Что ж е касается (1 .25), то
здесь W 21 — интегральный оператор, непосредственно преобразую ­

щий функцию ('0) в /2'^^('0). Поскольку подобные преобразо­
вания имеют место только для полидисперсных систем частиц, то 
в обозначениях параметров Стокса мы сохраняем черту сверху, 
как признак того, что они представимы параметрическими (поли­
дисперсными) интегралами. Ясно, что любую из указанных ком­
понент как функцию угла 'О представим в виде

. (&) =  5 I f  {г, &) n { r ) d r ,  г =  1, . . ., 4, (1.27).

где введены следующие обозначения:

где величины f f { r ,  •д') связаны с рассеянием на отдельной ча­
стице.

Подобный анализ можно провести и для остальных компонент 
вектора Стокса. В частности, из третьего и четвертого выражений 
в (1.21) имеем

5 „  =  (Т Г '/Г  +  П’'1 'п и у  +  W'fy. (1.28)-
5 „ = ( 7 f ’/l" ' - 7 1 * '/Р ) / ( ( ; Г ') Ч ( П ”’П- (1.29).

П одставляя (1.28) и (1.29) в (1 .19в), находим второе функцио­
нальное соотношение м еж ду параметрами Стокса рассеянного 
ансамблем частиц поляризованного света, а именно

( 0 4 ^ 4 3  +  аз/) 7 f  ’ =  (й4/ -  Г 43) (1.30)'

a,=ii"'/(un+(iPfy. и , - с т у + (/ ' ,У ) .
где
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Д л я  вектора 1 ^ = { 1 ,  О, 1, 0} а з = \ ,  <24 =  0, и (1.30) принимает вид

n '* =  -W'43/f. (1.31)
И, наконец, используя (1 .196 ), находим последнее соотношение 
м еж ду компонентами вектора а именно

-  axWuJ\'^ =  a s W  +  а Л К  (1.32)

Если ограничиться случаем { 1 ,0, 1 ,0 } , то из (1.32) следует  
простая операторная связь м еж ду 7̂ *’ и 71'**;

7̂ )̂ =  -Ц 7 з,71*’. (1.33)

Напомним, что, поскольку компоненты вектора зависимы и 
для них выполняется известное соотнош ение

то построенных выше трех выражений (1 .25), (1.31) и (1.33) 
вполне достаточно для их взаимного перехода. И з (1.31) и (1.33) 
нетрудно выразить / 4^̂ через 7i'^\ Н аходим

=  W4 J \ " \  (1.34)
П оследнее выражение интересно в двух отношениях. Во-первых, 
оно свидетельствует о наличии некой алгебры для операторов  
Wij  ( t , / = 1 ,  2, 3, 4 ) , а во-вторых, указы вает на возможность вы­
разить компоненты вектора Стокса рассеянного света 1з^ 
через П оследнее обстоятельство очень важно в прикладных 
исследованиях по оптике дисперсных сред. Таким образом , выпол­
ненные выше аналитические построения показывают, что с по­
мощью оптических операторов перехода для элементов матрицы  
рассеяния D  исследуемой полидисперсной системы частиц компо­
ненты вектора Стокса рассеянного излучения можно представить 
как совокупность взаимозависимых функций угла рассеяния. С у­
ществование матрицы подобных операторов { Wn)  для поли- 
дисперсных систем частиц и возможность ее априорного расчета 
для заданной морфологии частиц могут быть положены в основу  
разработки теории методов оптического зондирования дисперсных 
сред. В пределах настоящей главы эту возможность мы проил­
люстрируем на примере теории поляризационного зондирования  
аэрозольных систем, частицы которых по форме не слишком от­
личаются от сферических.

1.2. Оптические операторы в теории поляризационного 
зондирования рассеивающих компонент атмосферы

1.2.1. Определение характеристик дисперсных сред 
по данным поляризационного зондирования

Определение спектра размеров частиц в пределах некоторого 
рассеивающ его объема по данным оптического зондирования яв­
ляется одной из основных обратных задач оптики дисперсных
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сред. Если речь идет об аэрозольных системах, то пространствен­
но-временная изменчивость функции распределения п (г ) , отнесен­
ная к единичному рассеивающ ему объему, является источником  
информации о химико-физических процессах в атмосфере, в кото­
рых аэрозоли так или иначе принимают участие. Используя урав­
нение аэрозольной кинетики, можно сформулировать некоторые 
обратные задачи физики атмосферы и разработать методы дистан­
ционного определения полей основных метеопараметров. Краткое 
введение в теорию подобных задач можно найти в монографии  
[33]. Однако, возвращ аясь к микроструктурному анализу диспер­
сных сред из оптических измерений, следует отметить, что эта  
задача не определена, если неизвестен показатель преломления  
аэрозольного вещества. Действительно, полидисперсные интегралы  
вида (1.27) зависят от комплексной величины т =  тп' — т'Ч,  где  
т' и т" —  соответственно вещественная и мнимая части пока­
зателя преломления. Следовательно, мы должны рассматривать  
более сложную  обратную  задачу теории светорассеяния, решением  
которой являются распределение п{ г )  и показатель in.

В пределах данного параграфа будет излож ен метод решения 
подобной задачи при условии, что совокупность исходных оптиче­
ских измерений представлена параметрами Стокса /̂ .̂ (̂'6') (/ =
=  1, 2, 3, 4 ) , где угол рассеяния пробегает некоторые значения из 
интервала 0 =  ('O’min, 'в’тах). В дальнейш ем интервал углов рассея­
ния 0 ,  реализуемый в соответствующем оптическом эксперименте,, 
будем называть интервалом оптического зондирования. Если в ка­
честве измерительного оптического прибора используется поляри­
зационный нефелометр, то интервал зондирования 0  м ож ет  
охватить углы от О до 180°. При дистанционном лазерном зонди­
ровании атмосферы по бистатической схеме в эксперименте реа­
лизуется область углов, как правило, больших 90°. Поскольку рас­
сеяние плоской оптической волны характеризуется параметрами  
Стокса, то оптические эксперименты по светорассеянию исследуе­
мыми дисперсными средами, в которых измеряются именно этп  
параметры, относят к поляризационным методам оптического 
зондирования. В связи с этим ниже будем употреблять термин 
«поляризационное зондирование». Следует, однако, заметить, что 
в оптических экспериментах измеряются, как правило, не сами

параметры а интенсивности потоков света рассеянные
освещенными объемами среды и достигающ ие приемника. У казан­
ные величины в приближении однократного рассеяния связаны  
друг с другом достаточно простым соотношением

(1.35).

где В — некоторая функция расстояния z до освещ енного объема, 
угла рассеяния '& и параметров приемопередающ ей системы. С о­
вокупность величин будем обозначать единым термином
«оптический сигнал».
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Теперь посмотрим, каким образом  могла бы быть решена сфор- 
-мулированная выше обратная задача для совокупности измерен­

ных величин (функции угла '0) ( / = 1 ,  2, 3, 4) с использованием
изложенного выше операторного подхода к теории светорассея­
ния полидисперсными системами частиц. Соответствующие ана­
литические построения будут ограничены выводом основных функ­
циональных уравнений и их общим анализом. В силу этого их 
следует рассматривать как введение в общ ую теорию поляриза­
ционного метода оптического зондирования полидисперсных си­
стем. Возм ож но, что для практического применения и не понадо­
бится столь общ ая постановка обратной задачи светорассеяния, 
поскольку в практике атмосферно-оптических исследований  
постоянно сталкиваемся с ограниченными объемами измеритель­
ной информации, не допускающ ими одновременной оценки всех 
возможны х физических параметров дисперсной среды.

О братимся к системе (1 .21 ), связывающей компоненты векто­
ров и с элементами матрицы рассеяния полидисперсной  
системы сферических частиц, и выпишем отдельно первую пару 
уравнений:

+ D ^ 2lT-,
(1.36)

Н етрудно видеть, что эта систем_а уравнений вполне определена  
относительно функций i)n('O ) и Z)i2 ('0 ) , несущ их непосредственно 
информацию о микрофизических характеристиках рассеивающ ей  
дисперсной среды. Ее решения были записаны выше, в форме 
(1.22) и (1.23) соответственно. Если допустить, что поляризация

зондирующ его излучения выбрана t s l k h m  образом , что = 0 ,  то 
первый элемент матрицы рассеяния D i u  называемый обычно ко­
эффициентом направленного светорассеяния, выразится очень
просто через и а именно /1̂  ̂ = Л ц / Г \  Вводя отношение

=  в последнее равенство, найдем

Du =  a[^\  (1.37)

Поскольку функция где — угол рассеяния, непосред­
ственно определяется в эксперименте, то в рассматриваемом слу­
чае можно говорить о прямом измерении оптической характери­

стики Л ц ('д ). Если ai^ (̂'O) найдена в эксперименте с ошибкой, не 
превышающей 5— 10 % в области углов (О, я ) , то обращ ение х а ­
рактеристики i)ii('O ) дает вполне состоятельную оценку спектра 
размеров частиц, о чем подробнее будет сказано ниже. Соответ­
ствующая обратная задача требует знания показателя преломле­
ния аэрозольного вещества. Вм есте с тем, если априори для си­
стемы сферических частиц известны оптические константы  
вещества т'  и то в равной мере определена и матрица опера­
торов {Wi}} ,  которая была построена выше, в предыдущем р аз­
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деле. Если в первое уравнение системы (1.36) ввести оператор  
W21 путем замены D n  на W^iDn,  то получрш новое функциональ­
ное (операторное) уравнение относительно D n ,  а именно

c f r 2 iA i  +  :Dii =  aP>, (1.38>

где —  i f y . Поскольку операторы типа W  являются инте­
гральными, то (1.37) является интегральным уравнением второго 
рода, и, следовательно, его решение принадлежит к корректно 
поставленным математическим задачам , ур ав н ен и е (1.38) в отли­
чие от (1.37) позволяет найти элемент D u  при произвольной по­
ляризации падаюш его излучения. Конечно, в последнем случае  
необходима вполне определенная априорная информация об ис­
следуемой дисперсной среде, так как расчет матричного аналога

1 ^ 2 1  для оператора Wu  требует привлечения расчетных формул  
теории Ми. Таким образом , уравнение (1.38) позволяет найти

функцию .Dll ('в') по измерениям только одной компоненты 7i*̂
при произвольном векторе Поскольку в случае произвольной 
поляризации первое уравнение системы (1.36) само по себе не 
м р ед ел ен о _ в  силу наличия в нем двух неизвестных функций 
£)ц('б') и £»1 2 ('0 ), то можно утверждать, что введение оператора  
Wix по суш еству эквивалентно сокращ ению объему измерит^ьной"  
информации. В излагаемом подходе элементы £ )ц (^ )  и £>1 2 ('в')
определяю тся по (■0) с привлечением той информации, которая,, 
образно говоря, содержится в теории Ми, т. е. в теории, описыва­
ющей процесс рассеяния оптической волны сферической частицей 
разм ера г и с заданным показателем преломления. П одобная воз­
можность технически реализуется с помощью оператора 1^21. Р а с­
смотренный пример наглядно иллюстрирует основное назначение 
операторов типа W  в излагаемой теории поляризационного зон­
дирования дисперсных сред. И х применение позволяет доопреде­
лить те уравнения теории оптического зондирования, которые не 
определены из-за отсутствия соответствующей измерительной ин­
формации.

Вернемся к уравнению (1 .38). Если его численное решение- 
строить на основе метода последовательных приближений, т, е. 
в соответствии с итерационной схемой вида

c i f  t  -  a \ f ,  /  =  1, . . ., rt, (1,39>
i= l

где p — номер приближения, = C 2“' (•О/), D , = D u { ' & i )  и {to,7} =  
=  lP'2 i, TO требуется, как известно [50], удовлетворить условию

II 4 ^ 2 1  II < 1 .  (1.40).

Поскольку для падающ его поляризованного излучения имеет 
место равенство

1 Г  =  1 Г  +  [ Г - ^ 1 Г ,  (1.41)
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т о  cf'  ̂ для всех углов lO- из области (О, я ) . В связи с этим
остается показать, что

(1.42)

Операторы, удовлетворяющ ие этому условию, принято называть 
операторами сжатия [3, 22 ].

Если исходить из равенства (1 .41 ), неравенства [5]

> 7 ^  +  7 ^ 4 7 1 * ’' (1.43)

и выражений для Вц  предыдущ его раздела (1 .22), (1.23) и (1 .28), 
(1 .29 ), то нетрудно показать справедливость неравенства

5 ? i > D ? 2  +  5 |  +  :d L  (1.44)

Соотношения (1.44) вполне достаточно, чтобы строго доказать  
требуем ое неравенство (1 .42). П одробнее техники доказательства  
неравенств типа (1.42) для операторов перехода будем касаться 
ниже, в третьей главе. Они играют очень важную  роль при по­
строении итерационных схем обработки оптических данных.

Заканчивая излож ение вопросов, св я зан гах  с определением  
коэффициента направленного светорассеяния Z)ii('O) для аэрозоль­
ной системы частиц по данным поляризационного зондирования, 
следует указать еще на одно важ тое применение операторов W.  
В соответствии с (1.37) функция Лц('О) может быть найдена и 
при зондировании исследуемой дисперсной среды неполяризован-
ным светом, для которого 1 ( 0 ) = { /р ,  О, О, 0}. Если при этом су­
щ ествует возможность обоснованного расчет_а операторов Wa,  то 
м ожно оценить и все остальные элементы Оц.  В результате у д а ­
ется решить очень важную  прикладную задачу, а именно по дан ­
ным зондирования аэрозольной системы неполяризованным светом  
спрогнозировать ее «отклик» на падающ ую  поляризованную  
волну. Возмож ность решения подобных прогностических задач  
является еще одним достоинством метода оптических операторов, 
или, что более точно, метода обратной задачи теории светорассея­
ния полидисперсными системами. Перечисленные возможности  
реализую тся с помощью соответствующ их программных комплек­
сов по обработке и интерпретации оптических данных [8].

Вместе с тем следует заметить, что информационные возм ож ­
ности оптических операторов W  в анализе и интерпретации дан ­
ных по светорассеянию в полной мере могут быть раскрыты при 
решении более сложных оптических задач, нежели те, о которых 
речь шла выше. Д ел о  в том, что структура матрицы {Dij}  для си­
стемы сферических частиц весьма проста, и при решении исходной  
системы функциональных уравнений (1.21) теории поляризацион­
ного зондирования особых трудностей не возникает. Д ругое дело, 
когда нам приходится сталкиваться в атмосферно-оптических 
исследованиях с более сложными по структуре матрицами рассея­
ния. Примером здесь может служить полидисперсная система 
несферических частиц, случайно ориентированных в освещенном
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(1.45)

объем е. В ряде случаев подобная система частиц в большей 
степени соответствует реальным аэрозольным системам, нежели  
ансамбль сферических частиц. В соответствии с (1.2) систему  
уравнений, связывающую элементы Dij  с компонентами векторов 
Стокса 1̂ ®) и теперь следует писать в следую щ ем виде:

7 Г = : о „ / Г + а д Г ;

7^ "*=5i2/r>  + : 0 2 2 / f ;

7<*)=:О зз/Г  + ^ 3 4 /Г ;

7 Г  = - 0 3 4 / f  +  5 4 4 /Г .
Система (1.45) не определена, поскольку содерж ит шесть не­

известных функций угла рассеяния -d. Д ля преодоления этой труд­
ности необходимо соответствующим образом  увеличивать объем  
экспериментальных измерений, прибегая к зондированию иссле­
дуем ой дисперсной среды излучением с различной поляризацией. 
В силу технической сложности подобные эксперименты навряд ли 
выполнимы в условиях реальной атмосферы. И меющ иеся к на­
стоящ ему времени данные, как правило, получены на лаборатор­
ном оборудовании [5].

Альтернативное решение этой задачи можно осуществить на 
основе оптических операторов Wij,  доопределяю щ их систему (1.45) 
операторными уравнениями связи м еж ду неизвестными функциями  
Dij,  При использовании вычислительных методов здесь возникают 
значительные, но вполне преодолимые трудности, связанные 
с расчетом характеристик светорассеяния несферических частиц,
о чем скажем подробнее в заключении настоящей главы. Однако

не следует также упускать возможность определения матриц Wn  
по соответствующим экспериментальным данным, полученным 
средствами поляризационного зондирования модельных аэрозоль­
ных систем в лабораторны х условиях. П одобные обратные задачи  
оптики дисперсных сред обсуж дались ранее в монографии авто­
ров [17].

Первые два уравнения ^ ст ем ы  (М 5 )  по Ji^ (̂'O) и / 2'̂ (̂'д) не 
позволяют найти элементы Z)n, D n  и D 22  ̂ Однако вводя в первое 
уравнение оператор И̂ 2 ь мы делаем  его вполне определенным. 
П олученное таким путем уравнение принадлежит к тому ж е типу, 
что и рассмотренное ранее уравнение (1 .38).

В заверш ении излагаемой здесь теории поляризационного зон ­
дирования дисперсных сред остается рассмотреть вопросы, связан­
ные с определением показателя преломления аэрозольного  
вещества. При построении соответствующих расчетных методик  
^ д е м  полагать, что коэффициент направленного светорассеяния  
Х)ц('О) уж е определен ранее одним из рассмотренных способов. 
Д л я нахождения показателя преломления по компонентам век­
тора уж е не требуется знать их абсолютные значения либо
отношения 1 В связи с этим можно перейти к поля-
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ризационному вектору сг''\ 4'**}, вводя его компо­
ненты в соответствующ ие расчетные формулы. Перепишем сна­
чала систему (1 .36), используя оператор W 21:

р Г  =  в Т \ ^ \  7

=  в ц ^ \  ' W  =  C w I d u  +  I

Вводя отношение =  =  независящ ее от ап­
паратурной функции Б ( 2 , €') , определение которой для бистатиче- 
ского поляризационного лидара [17] — дело весьма не простое,.
(1.46) можно свести к следую щ ем у уравнению:

/1*̂ *11̂ 21̂ 11 +  =  С2** {ll^^Du +  l 2 ^W2lDn).

Запись этого уравнения можно зам етно упростить, если обозначить  

через С2°* отношение и ввести величину (4°* — 1 )/(с 2°* —
—  с(«>), которая, естественно, является функцией угла рассеяния •д. 
С учетом этих замечаний окончательно имеем

(1.47)

В этом уравнении неизвестным является оператор W 21, по­
скольку неизвестен показатель преломления т ~ т !  —  i m " . С ле­
дует особо подчеркнуть, что оператор W21 не зависит от функции 
распределения частиц по размерам. П оэтом у если функция £>и(^) 
найдена в эксперименте, то определение т'  и т"  из уравнения
(1.47) не требует априорных знаний о спектре размеров частиц. 
В этом отношении излагаемый здесь способ оценки констант т'' 
и т",  основанный на параметрической зависимости оператора  
W 2i {m' ,  in") ,  сущ ественно отличается своей математической стро­
гостью и эффективностью от многочисленных методик, в основе  
которых лежит параметрическая зависимость оптических характе­
ристик от микроструктуры и показателя преломления.

Теперь остается использовать третье и четвертое уравнения

в системе (1 .21). Вводя по аналогии сз''* и С4 \  получаем

( - c f c ^ ^ V z i  +  c f  Гз1 +  сГГ41)^11 =  (1.48)

( - c f  сГ1Г2, +  с Г Г з ,  -  сГ Г 4 1 ) 5 п =  сГ:О п . (1.49)

Выражения (1.47— 1.49) образую т полную систему оператор* 
ных уравнений теории поляризационного зондирования полидис­
персной системы частиц, которая зависит от показателя rfl В о б ­
щем случае, как уж е было показано выше, определение Dw  тре­
бует задания оператора W 21, т. е. знаний параметров и 
поэтому указанная система трех уравнений, строго говоря, не яв­
ляется переопределенной. К тому ж е следует иметь в виду, чта 
в силу неравенства (1.44) операторы Wa  в последних трех урав­
нениях нельзя считать полностью независимыми. П оэтому для  
определения двух величин in' и т "  у нас фактически имеется два

30



/ операторны х уравнения (1.48) и (1 .49). Поскольку обычно вычис­
лительный алгоритм строится по методу наименьших квадратов, 
т о  предпочтительно использовать совместно все три уравнения, 
объединяя их общ ей оптической невязкой. Заметим, что в случае 

I линейно поляризованного падающ его света, когда {1, О, 1, 0}, 
исходная система трех уравнений принимает наиболее простой 
вид, а именно:

W'siDii

; W s y D u ^ c f D n ;  (1.50)

W'4iD u =  - c№ , .

Оптические невязки для этих уравнений можно записать в сле­
дую щ ем  виде:

P i { m ,  rt i)===\\Wn{m.' ,  r n ) D n  — c["jDu\\Li(9)- (1-51)

i  Вектор с е с т ь  а — приближение для исходного в норме k
[10, 21, 4 3 ]. О пределение in' и т"  осущ ествляется путем совмест- 

.ной минимизации оптических невязок. В тех случаях, тогда при- 
 ̂ ^содится прибегать к оператору W 21 для определения Dn ,  схема

вычислений строится по методу последовательных приближений. 
Л В заключение необходимо заметить, что любая пара уравнений
>; в системе (1.50) формально определяет не только константы гп' и
1; т",  а и некие функции т' { г )  и i n " (г) .  Действительно, лю бое из

уравнений (1.50) приводится к виду 
, 2̂

т"(г) ,  г,  & ] d r = f i { & ) .  (1.52)

i  " ■
П оэтом у систему (1.51) фактически следует заменить системой

Jt;, нелинейных интегральных уравнений указанного типа (уравнения
■’Щ, Урысона [2 6 ]) . Физические задачи, для которых существенна за-

висимость in' и in" от размера частиц, возникают при исследова- 
'f НИИ оптическими методами аэрозольных систем, взаимодействую -
i щих, например, с полем влажности [19, 23]. Соответствующие

практические примеры, связанные с интерпретацией поляризаци­
онны х индикатрис, приводились ранее в работе авторов [17].

В заключение отметим, что излож енная выше теория оптиче­
ского зондирования технически реализуется с использованием та- 
ких  систем, как поляризационные нефелометры открытого и за ­
крытого объемов и поляризационные бистатические лидары (см. 
монографию [1 7 ]) .

1.2.2. К теории микроструктурного анализа 
аэрозольных полидисперсных систем из оптических измерений

И злож енная выше структура реш ающего алгоритма касалась  
реш ения системы (1.21) относительно оптических характеристик, 
•а именно коэффициента направленного светорассеяния Л ц ('д ) и

:v
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оптических констант m '= R e (m )  и т"  =  \ т { т )  вещества частиц 
исследуемой дисперсной среды. Теперь обратимся к определению  
функции распределения п{ г )  _на основе численного обращ ения  
вектора Оц с компонентами £ )ц (#г). ^ = 1 ,  • • •. п.  И сходное инте­
гральное уравнение (1.39) для этой задачи будем записывать 
в следующ ем виде;

\  К и { х ,  & ) s { r ) d r  =  D, , i&),  (1.53)
R

Ядро интегрального уравнения Кн ( х ,  '&) =  ^ ) + i 2 (x, '&))/2пх^‘,
где х = 2 п г к - \  а исходная функция s { r )  = п г ^ п { г )  характеризует  
распределение геометрического сечения частиц в единичном рас­
сеивающ ем объем е по их размерам. Выбор именно этой функции 
в качестве неизвестной далеко не случаен. К аж дая частица в дан ­
ном направлении '& рассеивает падаю щ ее на нее излучение про­
порционально в первом приближении ее геометрическому сечению  
(то ж е сам ое поверхности). П оэтому в уравнении (1.53) множ и­
тель s { r ) d r  имеет размерность, обратную  линейному размеру, т. е. 
L~  ̂ (ниже, если не оговорено специально, будем считать, что L~  ̂
измеряется в км"^), а это как раз соот^ тствует размерности  
измеренной оптической характеристики D\i  (коэффициенту на­
правленного светорассеяния). Выбрав функцию s(a*) в качестве 
исходного распределения, ядро уравнения (1.53) становится б ез­
размерным так ж е, как и функции безразмерной интенсивности 
i j{x, '&).  По аналогии /Сц(л:,'0) называют фактором эффективно­
сти рассеяния. Помимо указанного выше обстоятельства, распре­
деление s { r )  обладает рядом и других аналитических свойств, 
которые такж е делаю т его выбор предпочтительным при обращ е­
нии интегрального уравнения (1.53) по сравнению с функцией 
плотности /г(г), но об этом мы скажем несколько позж е.

Уравнение (1.53) показывает, что определение s ( r )  в принципе 
можно осуществить двумя способами. Первый из них может со­
стоять в том, что в эксперименте и зм ер ^ т ся  угловой ход коэффи­
циента направленного светорассеяния Z)n('O) в дискретном мно­
ж естве фиксированных углов / = 1 ,  . . ., п}.  Во втором случае 
фиксируется угол 'О, а измерения осущ ествляются по длинам волн 

/ = 1 ,  . . ., п}.  Естественно, возникает вопрос о том, какой ж е  
из указанны х вариантов предпочтительнее. К сожалению , в общ ей  
постановке однозначно на него ответить трудно, поэтому мы оста­
новимся на некоторых частных аспектах поставленного . выше 
вопроса, важных, однако, для практических приложений.

Если фиксируется угол -О, то имеем интегральное уравнение

5/С п(г, V ^ )s(r )r fr  =  A ,(V & ), (1.54а)
R

При обратной ситуации

\ К и { г ,  m ) s ( r ) d r  =  Dui &/ l ) ,  & е 0 .  (1.546)
R
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Ясно, что в зависимости от размеров области R  и особенностей  
аналитического поведения в ней искомого распределения s { r )  
в ряде случаев лучше может быть обусловлено первое уравнение, 
а иногда — второе. Конечно, в практике атмосферно-оптических 
исследований атмосферных аэрозолей определяющ им зачастую  
является наличие тех или иных технических средств, однако всегда  
необходимо общ ее представление об информационных возм ож но­
стях оптических методов зондирования и тех технических систем, 
с помощью которых они реализую тся.

П реж де всего, обратим внимание на то, что функция D n (^ |'0 ’) 
в (1.54а) формально определена в бесконечной области значений  
Я, а именно, (О, оо). Конечно, практически, когда область разм е­
ров R =  [i?i, R 2] конечна, а это, как правило, всегда выполняется 
для реальных дисперсных сред, естественно ограничиться конеч­
ными интервалами оптического зондирования Л. Однако в этом  
случае выбор границ интервала Л = [Х тш , Ятах] долж ен сущ е­
ственно зависеть от границ области R:  чем шире ее размеры, тем 
шире долж ен быть и спектральный интервал Л. Оптическое зонди­
рование в широких спектральных интервалах влечет необходи­
мость учета зависимости показателя преломления от X, т. е. вве­
дения в обратные задачи по сущ еству нового распределения т(} . ) .  
Напомним, что распределениями мы называем любые положитель­
ные функции. В последнем примере имеются в виду условия 
т ' { 1 ) > 0  и f n " ( l ) ' ^ 0  для всех I  из спектрального интервала Л. 
Ядро интегрального уравнения (1.54а) услож няется и становится 
функционалом от т { 1 ),  что подчеркивается при необходимости  
записью K\ \ [ in{ 'k) ,  г, X ] . При этом подразум евается, что значение 
угла рассеяния 'О фиксировано. Д ля того чтобы избеж ать указан ­
ной зависимости, сущ ественно усложняю щ ей решение обратной  
задачи, а в ряде случаев делаю щ ей ее просто неопределенной, пы­
таются выбрать интервал Л очень узким. К сожалению , практи­
чески это не всегда удается. Например, для атмосферной дымки 
в приземном слое область возможны х размеров охватывает ин­
тервал (0,05; 3 мкм), поэтому выбор в качестве Л видимого диа­
пазона длин волн (0,4; 0,7 мкм) может быть неэффективным. 
В соответствующем оптическом эксперименте по зондированию  
атмосферной дымки мы просто не получим информации, которая 
позволяла бы нам судить о всем спектре размеров частиц с тре­
буемой достоверностью. Это специфика оптического зондирования  
аэрозольны х систем, осущ ествляемого в конечных спектральных 
интервалах. В силу этого обстоятельства теория микроструктур­
ного анализа дисперсных сред, осущ ествляемого на основе числен­
ного обращ ения уравнения (1 .54а ), включает в себя методики  
оптимального выбора интервала оптического зондирования Л.

Д ля угловых оптических измерений ситуация несколько от­
лична, поскольку без существенных ограничений можно считать, 
что интервал зондирования 0  охватывает практически всю область  
возможны х углов рассеяния (О, я ) . П оэтом у угловые измерения, 
хотя и относятся к конечному интервалу углов, «представляют»
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через интегральное уравнение (1.546) практически весь спектр 
размеров независимо от размеров области R.  Это очень важная  
особенность угловых измерений, которую необходимо учитывать 
при разработке систем оптического зондирования дисперсных 
сред.

В связи с вышеизложенным интересно отметить следую щ ее  
обстоятельство. При интерпретации оптических характеристик  
светорассеяния в практике атмосферно-оптических исследований  
зачастую  прибегают к параметрическим представлениям функции 
распределения п{ г ) .  В тех работах, где речь идет об оценке ми- 
кроструктурных характеристик атмосферных дымок по угловому 
ходу Du{'&)  (либо других элементов матрицы светорассеяния, см., 
например, [1 7 ]) , предпочитают, как правило, использовать уни­
модальные распределения в качестве модельных. Это объясняется  
тем, совершенно естественным обстоятельством, что унимодальная  
модель 8м{г , Гз)  при надлеж ащ ем  выборе модального радиуса  
практически всегда удовлетворяет условию

m i n \ \ { K n S M ) m - D „ , a { & ) \ \ < o \ \ D n , a { ^ ) \ l  (1-55)

где нормы определены в функциональном пространстве 1 2 (0 ), 
которое трансформируется в конечномерное пространство k  при 
зам ене функций в (1.55) их векторными аналогами. С ледует з а ­
метить, что реальное распределение, конечно, может иметь не­
сколько максимумов, но один из них явно преобладает и, следо­
вательно, в большей мере проявляет себя в угловом ходе изм еряе­
мой оптической характеристики при данной точности измерений а. 
Поэтому, какие бы априорные предположения об искомом спектре 
размеров не делались, ясно лишь одно, что лю бая положительная  
функция /г(г), удовлетворяю щ ая граничным условиям n{ R\ )  =  
=  n { R 2) ==0 , долж на иметь по крайней мере один глобальный 
максимум внутри R.  Это простейшее свойство функций, которые 
-в принципе могут рассматриваться как решения двух интеграль­
ных уравнений (1 .54). Угловые измерения, характеризуя, преж де  
всего, в целом искомое распределение, несут в себе информацию
о его общ их аналитических свойствах, что и находит свое вы раж е­
ние в тех моделях, которые рекомендуются в работах по интерпре­
тации поляризационных (индикатрисных) измерений [44].

С ледует отметить, что в теории обратных задач распределения  
типа 5м (V), найденные с использованием ограничений типа (1 .55), 
принято называть квазирешениями. Этим подчеркивается их от­
личие от функций, которые считаются действительными решениями  
соответствующ их функциональных уравнений. Н иж е термин «ква­
зиреш ение» будет употребляться в тех случаях, когда требуется  
особо указать на приближенный (оценочный) характер получен­
ного решения.

При интерпретации ж е спектральных оптических характери­
стик, какой, в частности, является объемный коэффициент аэро­
зольного ослабления зачастую  используют параметрическую
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модель степенного вида Пм [г , v)  =  аг~' .̂ Это распределение при 
зондировании атмосферных дымок в видимой области спектра Л  
такж е оказывается приемлемым в смысле неравенства (1 .5 5 ), о д ­
нако это уж е случается значительно реже.

И з практики атмосферно-оптических исследований известно, 
что если определение ^ехХ'к) осущ ествлено по спектральному ходу  
всей оптической толщи атмосферы т(Я,), измеренной солнечным  
радиометром, то можно удовлетворить неравенству

m in II {KexSu) {Ц -  Ре. II || II (1 -56)
V

И оценить параметр v указанной выше модели. Однако, если ^ е х ( ^ )  

измерено для локальных рассеивающ их объемов, когда эффекты  
пространственного осреднения спектра размеров несущественны, 
простейшая степенная модель не пригодна.

Степенная функция может характеризовать спектр разм еров  
лишь локально, т. е. в узком подынтервале размеров A (i? ), а не 
во всей области возможны х размеров В частности, степенная  
функция в ^  не мож ет удовлетворить указанным выше граничным 
условиям, которые входят в само определение функции распреде­
ления частиц по размерам. При расширении интервала оптическога 
зондирования А, естественно, приходится расставаться с ук азан ­
ной простейшей моделью и заменять ее кусочно-непрерывными 
функциями, для которых степенной показатель v меняется при 
переходе от одного частного подынтервала Д (^ )  к другом у. 
Примеры подобных моделей приводятся в работах [46, 55]. Так 
проявляют себя особенности интегральных уравнений (1.54а, б) 
в практике оптических исследований аэрозолей.

Возвращ аясь к поставленному выше вопросу, следует все ж е  
заметить, что для целей микроструктурного анализа дисперсных  
сред предпочтительно иметь совокупность спектральных и угловых 
измерений. Действительно, угловые измерения важны в том отно­
шении, что позволяют при обращ ении с большей относительной  
достоверностью судить о спектре размеров в целом. П од этим  
понимается возможность более уверенно оценить границы искомых 
распределений и Т? 2  и эффективные размеры доминирующ ей  
фракции частиц. К сожалению , интервал предельного разреш ения  
Amin(^) микроструктурного анализа зондируемой полидисперсной  
системы остается зачастую  все ж е большим и, главное, он не мо­
ж ет быть заметно уменьшен при увеличении числа угловых изм е­
рений. Это в целом_свидетельствует о низкой обусловленности  
оптических данных {2)ц('дг), 1 = 1 , . . . ,  п}  для практически прием­
лемых значений ош ибок а  ( 0 ,0 5 ^ а ^ 0 ,1 5 ) .  Детальный численный 
ан ал ю  информативности индикатрисы атмосферных дымок ^х('д) =  
=  4л:Л11 ('0)/Psc дан в работе авторов [17]. В частности, показано, 
что для указанного интервала значений а  (опш бка дается в отно­
сительной шкале, т. е. отнесена к m ax 2)ц ('0^)) допустимый  
интервал A(i9') м еж ду соседними отсчетами составляет 10— 20°. 
Уменьшение этого интервала, по сущ еству, ничего не дает сточки  
зрения уменьшения интервала разреш ения Amin(^) по микрострук-
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туре. Конечно, увеличение числа измерений может быть использо­
вано для сглаживания измеряемых характеристик и некоторого 
ослабления влияния случайных ошибок на устойчивость обращ е­
ния, но это уж е другой вопрос, имеющий лишь косвенное отнош е­
ние к микроструктурному анализу из оптических измерений. В этом  
отношении величина Amin (а*) для спектральных измерений может  
достигать заметно меньших значений при прочих равных усло­
виях.

Методы оценки Amin (а*) при оптическом зондировании дисперс­
ных сред в спектральных интервалах Л применительно к дистан­
ционному микроструктурному анализу атмосферных аэрозолей  
подробно описаны в работе [32]. Здесь мы не будем их касаться, 
поскольку они требую т для своего излож ения не очень простых 
математических построений. Укажем лишь, что при зондировании  
дымок в видимой области при погрешности измерений а ^ 5  % 
вполне достиж имо разреш ение Amin{A')^0,2 мкм. В результате 
оказывается возможным по спектральному ходу Psc(^) либо Ря(^) 
путем обращ ения выявлять бимодальные распределения при усло­
вии, конечно, если максимумы разнесены друг от друга на рас­
стояние, превышающее 0,2 мкм. Соответствующ ие примеры при­
ведены в монографиях [17, 33 ].

Таким образом , становится ясным высказанное выше утвер­
ж дение о целесообразности совместного обращ ения угловых и 
спектральных измерений при микроструктурном анализе дисперс­
ных сред. Спектральные измерения даю т возможность вскрыть 
особенности локального поведения спектра размеров, а угловые —  
характеризовать его в целом. У м естно_такж е напомнить здесь
о высокой чувствительности измерений 2)и('0’) при О -^О  к изм е­
нению правой границы R 2 исследуемой полидисперсной системы, 
что служит основой эффективных методик интерпретации ореоль- 
ных индикатрис [17].

Относительная низкая чувствительность угловых измерений  
к тонкой структуре спектра размеров обусловливается, конечно, 
ядром соответствующ их интегральных уравнений Кп{х, ' &) .  Основ­
ным «носителем» информации о спектре размеров являются ам ­
плитуды Ми ап{х)  и Ьп{х),  зависящ ие от размера г и X (см. 
(1 .5 )) . Функции Хп и Пп зависят только от угла О. Интенсивности  
ij суть квадратичные формы от ап{х)  и Ьп{х),  в которых Хп и Пп 
играют роль коэффициентов, независимых от г. Вариации s { r )  
тем сущ ественнее проявляют себя в полидисперсных функциях ij, 
чем сильнее меняются ап{ 2 лг'к~^) и Ьп{2 пгХ-^) по г и X. Отсюда  
становится ясной роль в обратных задачах светорассеяния д и с­
персными средами спектральных оптических измерений. Кстати, 
в связи с вышеизложенным интересно заметить, что единообразие  
аналитической структурьт //, т. е. то, что они являются квадра­
тичными формами от ап{х)  и Ьп{х) с коэффициентами Яу̂ ('0’), 
Xk (О) {k, k ' = \ ,  . . . ) ,  делает их в совокупности зависимыми друг 
от друга. Конечно, вскрыть эту зависимость аналитическими  
средствами по аналогии с тем, как это делалось на примере си-
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схемы  функций ij через операторы взаимного перехода £ /j, трудно. 
О днако это обстоятельство так или иначе необходимо учитывать, 
чтобы разумно ограничивать объемы измерений в экспериментах  
по светорассеянию.

В заключение кратко коснемся той неопределенности инте­
гральных уравнений (1 .54), которая обусловливается незнанием  
границ Ri  и / ? 2  области возможных размеров R  частиц зондируе­
мой полидисперсной среды. Строгий анализ, выполненный в ра­
ботах [17, 3 3 ], показывает, что в принципе может быть постав­
лена и решена обратная задача светорассеяния, в которой неиз­
вестными являются и распределение s { r )  и границы интервала R.  
В  этом случае исходные интегральные уравнения (1.54) преоб­
разуются в нелинейные интегральные уравнения (типа Урысона 
[2 6 ]) . Поскольку нелинейные функциональные уравнения имеют 
несколько альтернативных решений даж е при вполне разумных 
исходных ограничениях, решение обратной задачи светорассеяния  
по микроструктурному анализу становится неоднозначным. Истоки 
этой неоднозначности леж ат в том, что различные полидисперсные 
системы частиц, характеризуемые парой (5(г), R) ,  могут иметь 
близкие оптические характеристики. В связи с этим при обращ е­
нии конкретных оптических данных приходится всегда прибегать 
к приближенной оценке значений R\  и R 2. Соответствующие прак­
тические методики неоднократно излагались ранее в работах  
авторов [17, 36]. Некоторые из них будут затрагиваться ниже.

1.2.3. Разделение молекулярной и аэрозольной компонент рассеяния 
методами поляризационного зондирования

В условиях реальной атмосферы светорассеяние складывается  
из двух факторов, а именно рассеяния на аэрозолях и молекулах  
воздуха. Поэтому, преж де чем решать обратные задачи и делать  
какие-либо выводы о физических параметрах атмосферы, необхо­
дим о оценить вклад в рассеяние каждой из указанны х компонент 
в измеренные оптические сигналы. Поставленная задача имеет 
особое значение при исследовании верхней и средней атмосферы  
оптическими методами. В рамках теории поляризационного зон ­
дирования, которая излагалась выше, нетрудно построить общ ие 
функциональные уравнения для совместного определения оптиче­
ских характеристик указанных двух компонент. Действительно, 
поскольку теперь общ ая матрица светорассеяния D,  преобразую ­
щая вектор равна сумме двух матриц, а именно аэрозоль­
ного рассеяния и молекулярного то по аналогии с (1.36) 
имеем

+  pi"’ >Mi2);

=  /<°)D,2 +  /Г 5 ,1  +  pic* +  li°^M22).
п р и  записи уравнений (1.57^ опущен надстрочный индекс «а», 

поскольку верхней черты над Di,  вполне достаточно для отличия
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(1.58),

характеристик рассеяния. М атрица молекулярного рассеяния; 

{£)(■”*} в (1.57) представлена в виде произведения объемного ко­

эффициента pic* и нормированной матрицы {М ,/}. П оследняя  
имеет структуру, близкую к матрице {Di j } ,  с той разницей, что 
в ней Л1 з4 = Л 14з =  0 [14]. _

В последней системе неизвестными являются функции Лп('0'),^.

Л 1г(^ ) и величина рЙ*- Что касается значений Л!,/, то они просто 
выражаются через тригонометрические функции угла й. Ясно, что 
система (1.57) не определена и выбором поляризационного век­
тора с<®) ее не удается сделать определенной. Введение оптического 
оператора Ŵ2 i — единственный способ доопределить (1.57) и кор* 
ректно поставить обратную  задачу. Действительно, в последнем  
случае (1.57) сводится к системе;

c f  IT2iD „ +  Ди +  pic* (м „  +  c^°*Mi2) =  а*1**;

W 2xDn +  с Г Б п  +  pi”* (М ,2 +  с Г М 22) =  4"*.

Эта система принимает более простой вид, если положить с<®) =  
=  {1, О, 1, 0}, а именно

£>11 +  Psc*Mii =  а!**; П 591

i r 2 i:D „+ p i“ *M,2 =  4**. I
И з системы (1.59) нам требуется найти функцию jDh('O) и по­

стоянную Вместе с тем ясно, что формально система двух
функциональных уравнений определяет две неизвестные функции. 
П оэтому можно утверждать, что (1.59) содерж ит в себе больш е 
информации, нежели нам требуется в рассматриваемой задаче при

обращ ении измерений aj^ (̂'O) и а 2'̂ (̂'0 ). Действительно, разделяя  
неизвестные в (1 .59), приходим к двум уравнениям:

W^2iAi +  ^ 0n  =  f, (1.60).

гд е  <7 =  - M i 2/M n и /  =  ( М „ а Г - М 1 2 а П /М и , и

af* -  r2iai"* =  pi”* (M i2 - ir 2 iM ii) .  (1.61>

Уравнение (1.60) так ж е, как и (1 .38), принадлежит к инте­
гральным уравнениям второго рода, и нет необходимости останав­
ливаться на нем подробно. Б олее интересным с содержательной  
точки зрения является второе уравнение (1 .61). Ясно, что онО' 
определяет некую константу pi“* в том случае, если отношение

(« 2'̂ *— W n a f ^ ) l { M \ 2— W 2\ Mn)  не зависит от угла рассеяния 
Чтобы удовлетворить этому условию, требуется взаим осогласован­
ность экспериментальных данных{а{®*, аг'**} и априори_привлекае- 
мой информации, представленной здесь матрицами {Dij}  (то ж е  
сам ое операторами Wij)  и {М ,/}. Таким образом , в процессе ин­
терпретации представляется возможность как-то оценить меру-
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<€0 0 тветствия привлекаемой априорной информации реальной си­
туации в эксперименте.

Оставшиеся два уравнения, аналогичные (1.57) и касающиеся

компонент и / 4'̂ \ могут быть использованы для определения  
(либо уточнения исходных приближений) величин т '  и Вводя  

компоненты поляризационного вектора можно их записать  
в следующ ем виде:

(сГ»/ +  -  C f  \Г31 -  c f V 4 l) D u  =

=  pic* ( - с Р М п  -  +  4°'Мзз).

(сГ>/ +  -  сГ Г з1  +  =

=  pic’ ( - c f ’Mu -  c f ’c f ’м ,2  +  4 ° ’Мзз). (1.62)

уравнения системы (1.62) заметно упрощ аются, если ввести век­
тор с (^ )= {1 ,0 , 1 ,0 } , как это неоднократно делалось выше, и тогда  
все три операторных уравнения, зависящ ие от оптических кон­
стант т'  и in'', запишутся в виде:

—  W21) D n  =  Psc  ̂ ( —  М п  +  М12);

—  Wsi)  D n  =  Psc  ̂ ( — +  ^з з ) ;  

(4"^/ +  W u )  D n  =  ( - с Г ^ М п  +  Мзз).

(1.63)

п р и  значительно меньше , т. е. в случае когда можно  
пренебречь вкладом молекулярного рассеяния, (1.63) превращ а­
ется в систему (1.50) предыдущ его раздела. П редставленные 
выше операторные уравнения решают полностью задачу р азде­
ления аэрозольной и молекулярной компонент рассеяния по дан ­
ным поляризационного зондирования. В заключение можно з а ­
метить, что обычно в практике атмосферно-оптических исследова­
ний предпочитают разделение компонент рассеяния осуществлять  
более простым путем, а именно предварительно оценивать значе­

ние р1с по Профилям температуры и давления. Конечно, это тре­
бует сопутствующ их измерений, которые, кстати сказать, не всегда  
могут обеспечить требуемое пространственное разреш ение. Д ел о  
в том, что рассмотренная выше теория касалась локальных объ е­
мов атмосферы, и предполагалось, что соответствующ ая оптиче­
ская информация получена с помощью поляризационных нефело­
метров (самолетные оптические лаборатории [20 ]) либо бистати- 
ческих лидаров [56]. Указанные оптические системы зондирова­
ния обеспечивают получение больших объемов измерительной 
информации и с высоким пространственным разреш ением. В рам ­
ках изложенной выше теории мы пытались решить сложную  з а ­
дачу разделения компонент рассеяния чисто оптическим путем, не 
прибегая к помощи метеорологических измерений и тем более 
к стандартным моделям молекулярной атмосферы. С учетом этого
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сложность математических построений, которые приведены выше, 
вполне оправдана практической важностью решаемой задачи.

1.3. Оптические операторы.
Свойства и методы численного построения

1.3.1. Интегральные операторы и компактные множества 
непрерывных функций

Поскольку операторы перехода W  являются произведениями  
двух операторов, один из которых является интегральным, а вто­
рой — обратным к интегральному, то необходимо кратко остано­
виться на основных свойствах интегральных операторов и методах  
их обращ ения. Последняя задача эквивалентна анализу и поиску 
решения операторного уравнения вида /(s  =  p, где К — интеграль­
ный оператор. В обратных задачах светорассеяния полидисперс­
ными системами частиц естественно полагать, что искомое реш е­
ние S принадлежит множеству функций положительных и ограни­
ченных в области своего определения П одобны е функции
принято называть распределениями. В дальнейш ем их множество 
будем обозначать через Ф = { 5 ;  О ^  5 ^  5тах; г ^  и называть 
множеством возможны х решений указанного выше интегрального  
уравнения. Помимо этих свойств можно полагать, что распределе­
ние 5 (г) является такж е непрерывным в интервале /?. П одобное  
предполож ение не является обязательным, но в пределах данного  
параграфа оно позволит более ясно и просто изложить специфику  
математической задачи, связанной с обращ ением характеристик р. 
Никаких других предположений об аналитических свойствах рас­
пределений s ( r )  делать не будем . Обычно используемое предпо­
лож ение о дифференцируемости искомых функций в задачах ми- 
кроструктурного анализа просто неприемлемо из физических 
соображ ений [33, 36 ], да и к тому ж е оно совершенно излишне 
при решении интегральных уравнений, множество возможных ре­
шений которого может включать в себя и суммируемые функции.

В обратных задачах оптики дисперсных сред в первом прибли­
жении можно полагать, что ядра соответствующ их интегральных 
уравнений такж е являются непрерывными функциями в области  
своего определения. П равда, это аналитическое свойство ядер  
далеко не очевидно. Так, например, факторы полного рассеяния  
Ksc(f^,X) и обратного К л ( г , 1 )  в теории Ми представляются следу­
ющими рядами:

Ksc(r ,  к ) ^ х - ^  Z  ( 2 « + 1 ) ( |а „ Р  +  |6„Р); (1.64а>
П = 1

К„(г, а) =  х~
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где л: =  2ягЛ“ ‘, а а„(л:) и Ьп(х)  являются дробно-рациональными  
функциями вида

I n  ( • * )  ' t v  ( " ! ■ « )  S «  ( ■ * )

6 . W -  ( . )  „ 6 5 5 ,

m i n  (^) t„  i m x )  -  %  ( m x )  (x) )
Функции и In являются фукциями Риккати — Бесселя. З н а ­

менатели этих выражений могут обращ аться в нуль и, следова­
тельно, ядра Кл(х)  и Ksc{x)  в принципе могут иметь точки р аз­
рыва. Однако плотность точек разрыва, как показывает практика 
вычислений, не столь высока, чтобы заметно усложнять обр а­
щение соответствующих интегральных уравнений. П оэтому в даль­
нейшем будем полагать ядра указанного типа непрерывными 
функциями дифракционного параметра х.

Одним из фундаментальных свойств интегральных операторов  
К  с непрерывными ограниченными ядрами является то, что они 
л ю бое множество ограниченных функций преобразую т в компакт­
ные множества непрерывных функций. Подчеркивая это обстоя­
тельство, говорят, что оператор К  с непрерывным ядром на мно- 
ж естве ограниченных функций Ф является компактным операто- 

Vf. ром. Из приведенного свойства оператора К  следует одно
чрезвычайно важ ное обстоятельство. И сходное множество Ф 
независимо от того, является ли оно подмножеством пространства 
C { R )  всех непрерывных функций, заданны х на /?, или нет, его 

Й обр аз В =  { ^ = K s ,  5 ^ Ф }  есть компактное множество непрерыв-
ных функций. Поскольку само по себе пространство непрерывных 
функций С, заданны х на любом конечном носителе, не является 

| |  компактом, то преобразование, осущ ествляемое интегральным
J/ оператором, приводит к сужению  исходного функционального

пространства. Естественно, что, обращ ая функции |3 из компакт- 
^  ного подмножества В (В cz С ), мы не можем получить реш ение 5,
f  которое бы принадлеж ало более широкому классу функций, ка-

ковым, например, является множество С. Возникающ ая таким 
'J: образом  неопределенность зачастую  интерпретируется как некор-
I; ректность задач, связанных с решением операторных уравнений
К  первого рода. Не будем  усложнять излож ение материала имею­

щимися многочисленными трактовками понятия некорректности,
I  полагая, что приведенных выше рассуж дений вполне достаточно
; дл я  понимания подходов к конструированию вычислительных ал-

горитмов обращ ения, которые будут описаны ниже. Ф ормальное 
излож ение теории некорректных задач можно найти в работах

I [18, 48].
I  Возвращ аясь к решению исходного уравнения K s = ^ ,  необхо-
-  димо сделать следующ ий очевидный вывод: коль скоро исходные

функции принадлеж ат компакту в С, то и искать искомое решение 
^ следует такж е на некотором компактном множестве решений 
Ф м, являющемся подмножеством Ф. Этот вывод правомерен и
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постулируется в так называемой топологической лемме [48], со­
гласно которой интегральный оператор К  обратим на компакте В  
и его образ Ф м = { 8 ] s =  есть снова компакт. Таким
образом , если мы имеем дело с парой компактных множеств В  
(множество исходных данных) и Фм (множество возможных ре­
ш ений), то обращ ение оператора К,  преобразую щ его Фм в fi, яв­
ляется корректной в математическом отношении задачей. В самом  
общем виде подход к обращ ению р состоит в том, что вначале 
осущ ествляют сужение Ф до компакта Фм, а затем из Фм выби­
рают конкретную функцию s*, которая минимизирует невязку

исходного уравнения, т. е. величину p(/Cs, Р), характеризую щ ую
расстояние м еж ду известной точкой р из В и ее образом  p=/C*s,. 
где S пробегает компакт Фм- Поскольку множество исходных 
данных не обязано быть компактом, т. е. может не совпадать  
с множеством В (множество образов оператора /С), то совер­
шенно естественно напрашивается аппроксимационный подход, при 
котором за решение обратной задачи принимается элемент s*, об ­
раз которого дает наилучшее приближение известной функции р« 
функциями из множества В. Примером В  может служить м нож е­
ство Ва, элементы которого суть а-приближения для характери­
стик р ^ в .

С уж ение исходного множества Ф до Фм можно рассматривать^ 
как доопределение обратной задачи и осуществлять его самыми  
разнообразны ми способами, но в любом случае ж елательно, чтобы 
это доопределение было минимальным. Имеется в виду, что апри­
ори используемой информации долж но быть равно столько, чтобы 
трансформировать Ф в Фм. П ереопределение ведет к чрезмерному  
сужению  Ф, а следовательно, и к «обеднению» получаемых реш е­
ний. В связи с этим обратимся к конкретному примеру.вы деления  
компакта См из множества непрерывных функций С. Эта опера­
ция в анализе хорошо известна и основывается на том утверж де­
нии, что компакт См долж ен состоять из непрерывных функций, 
в совокупности обладаю щ их двумя свойствами, а именно: равно­
мерной ограниченностью и равностепенной непрерывностью. П ер­
вое из этих свойств состоит в существовании такой постоянной Af, 
что для всех / из См удовлетворяется неравенство

| / | < М .  (1.66а>

Второе свойство требует существования константы h такой, что

l / ( ^ l ) - / ( ^ 2 ) l < / l | ^ l - ^ 2 | ,  (1.66б>

для любой функции f из См  и любой пары точек Xi, Х2 из области  
задания X.

Таким образом,, фиксируя некоторую пару чисел М  и Лиз мно­
ж ества непрерывных функций С, определенных на интервале X,
выделяем некоторое вполне определенное подмножество С ( М, / г ) .  
Ясно, что С (М , h)  существенно уж е исходного множества всех не­
прерывных функций С. В вычислительной практике построение*
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м нож ества возможных решений уравнения K s  =   ̂ может осуш^е- 
ствляться самыми разнообразны ми способами, но в любом случае 
суж ение С долж но быть таковым, чтобы его функции удовлетво­
ряли условиям (1.66а, б ), т. е. принадлежали компакту.

В микроструктурном анализе дисперсных сред функции, опи­
сывающие спектры размеров, помимо того, что непрерывны, яв­
ляются еще и положительными, и, следовательно, уж е исходное 
множество распределений Ф являлось подмножеством С. В резуль­
тате имеют место следующ ие очевидные соотношения:

ф д ,= .ф (М , й )с= Ф  =  С + ( 5 ^ С ;  s > 0 ) c = C ,  (1.67)

где через С+ обозначено множество всех положительных непре­
рывных функций. В следующ ем параграфе будут подробно рас­
смотрены вопросы конструирования компактов при численном о б ­
ращении оптических характеристик светорассеяния полидисперс­
ными системами частиц. Н еобходимо подчеркнуть, что компактные 
множества функций являются классом корректных решений для 
интегральных уравнений первого рода, и их построение об я за ­
тельно в любом численном методе независимо от того, осущ е­
ствляется это явно или нет. В том случае, когда подобное конст­
руирование осущ ествляется явно с использованием тех или иных 
предположений'^ об аналитических свойствах искомых функций, со­
ответствующие методы обращ ения получили название методов  
обращ ения на компактах. Поскольку методы построения конкрет­
ных компактов весьма разнообразны , то, следуя работе [28], 
можно говорить не о методе, а о принципе обращ ения уравнений  
первого рода на компакте. Это один из наиболее сильных и не­
формальных подходов к интерпретации экспериментальных дан ­
ных, осущ ествляемой на основе численного решения интегрального 
уравнения первого рода.

Как уж е указывалось выше, вычислительный алгоритм в ме­
тоде обращ ения на компакте основывается на вариационной  
задаче для функционала p{ Ks ,  |3а) на компакте Фм, где p<j есть 
'0-приближение «точной» оптической характеристики Ро. Вычисли­
тельная процедура реализуется путем построения последователь­
ности {s^^\ Р =  и  • . •} такой, что p{Ks^P\  Ра) Ра),
в силу чего указанная последовательность называется минимизи­
рующей.

Допустим, что эта последовательность сходится, поскольку, 
ъ силу очевидных причин невязка исходного уравнения p(/Cs, Ра) 
непрерывно зависит от распределений s из Фм и, следовательно, 
дол ж н а достигать на этом компакте верхней и нижней граней. 
Если минимизирующая последовательность в целом принадлежит  
компакту, то в* соответствии с теоремой Арцелла [10] из этой по- 
‘следовательности можно выбрать подпоследовательность, равно­
мерно сходящ ую ся к точному решению (разумеется, если послед­
нее принадлежит сконструированному компакту Ф м ). Таким 
обр азом , метод обращ ения на компакте гарантирует нам равно­
мерную  сходимость последовательности приближенных решений
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к точному. Это свойство приближенных решений подразумевает*  
что элемент 5 * (г ), доставляющ ий нижнюю грань невязки p ( Ks , ^ o )  
на Фм, удовлетворяет условию

|5 о(г) - 5 * ( 0 1 < А Ы ,  
где А ( а ) — малая величина, зависящ ая от погрешности а таким  
образом , что А ( а ) - > 0  при а - > 0 .  Равномерность приближения  
особенно важна в тех задачах, когда необходимо знать особен­
ности локального поведения искомых решений обратной задачи. 
П оследнее в полной мере относится и к микроструктуре реальных 
аэрозольных систем, определяемой из оптических измерений. Д ел о  
в том, что спектр размеров частиц, находящ ихся в воздухе, не­
прерывно меняется и в силу взаимодействия частиц друг с другом, 
и влияния на него поля влажности. Указанные факторы приводят 
к внутренней перестройке спектра размеров частиц, т. е. к сущ е­
ственной локальной изменчивости распределений во времени. 
В силу этого спектр размеров частиц является носителем инфор- 
мации о физических процессах в атмосфере, и можно строго в ма­
тематическом отношении сформулировать соответствующий класс 
обратных задач, исходя из уравнений аэрозольной кинетики. П о­
скольку подобные обратные задачи скорее относятся к физике ат­
мосферы, нежели к оптике, то здесь на них останавливаться не 
будем  (см. монографию [3 3 ]) .

При решении интегральных уравнений методом обращ ения на 
компактах в вычислительных схемах явно отсутствует обратный 
оператор К ~ \  даж е если и оговариваются формально условия  
обратимости исходного оператора К.  В силу этого можно гово­
рить о неявной форме построения обратного оператора в процессе 
обращ ения оптических данных. По аналогии можно говорить и 
о неявной форме операторов перехода типа W,  для которых в этом  
случае имеет место следующ ая вычислительная схема:

=  р,. (1.68) 
В соответствии с этой схемой переход от |3j к осущ ествляется  
путем численного построения элемента s*, путем минимизации 
р (/(/5 , Р/) на Фм- Относительно схемы (1:68) следует сделать не­
сколько сугубо практических замечаний.

Функции Ра, измеряемые в эксперименте, содерж ат реализации: 
случайных процессов, и, следовательно, в совокупности экспери  
ментальные данные никоим образом  не могут образовывать ком 
пакта В. В лучшем случае они образую т подпространство непре 
рывных функций [25], которое ниже будем обозначать через Ва 
отличая его от компактов В = { Р ;  p =  /Cs, 5 ^ Ф } и В м = { Р ;   ̂=  Ks  
5 ^ Ф м }. Введение в схему (1.68) функций Ра ничего в ней по су 
щ еству не меняет. М ожно полагать, что множество измеренных 
функций Во и множество функций Вм,  генерируемых интеграль­
ным оператором К  на Фм, в совокупности объединяются в единое  
нормированное пространство, где роль нормы играет введенная  
выше невязка для обращ аемого уравнения р (/(5 , Ра). В соответ­
ствии с этим за методом обращ ения на компакте стоит построе­
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ние элемента наилучшего приближения в некотором метрическом  
(нормированном) пространстве.

В заключение приведем без доказательства следую щ ее утвер­
ж дение: если S *  удовлетворяет условию p{Ks*,  р а ) < 0 ,  то
р(Ро, ра) <  а и р(5о, 5*) < е ( а ) ,  где 8 = 0 (а ) . Это утверж дение  
гарантирует нам близость полученного решения s* (как решение 
вариационной задачи для функционала р на компакте Фм) к точ­
ному решению sq, В дальнейшем будем опускать доказательства  
подобных утверждений, поскольку работа в целом ориентирована  
на прикладные исследования и в ней отдается предпочтение не­
формальному изложению  обратных задач. В озм ож но, это не са ­
мый лучший способ изложения обратных задач, но более ясный 
и доступный. Использованные выше математические понятия 
в случае необходимости уяснения их смысла можно найти в лю ­
бом учебнике по функциональному анализу (предпочтение можно  
отдать элементарному введению в функциональный анализ [1 0 ]) .

1.3.2. Регуляризирующие операторы перехода

При изложении основных свойств интегральных операторов  
в качестве исходного функционального множества выше исполь­
зовалось множество непрерывных функций С. Что ж е касается  
обратного оператора К ~ \  то он уж е не определен на множестве  
непрерывных функций, каким, в частности, является в экспери­
ментальных исследованиях множество исходных данных Во. Его 
непосредственное численное построение лишено практического 
смысла в силу явно выраженной неустойчивости его дискретных 
(матричных) аналогов к малым возмущениям в Ра. Введем в рас­
смотрение оператор /С*, сопряженный к данному интегральному
оператору К,  и перейдем к новому уравнению вида

=  (1.69)

где в соответствии с определением К* правая часть есть функция

(/С=^Р„)(Г1)=5 К(Г1, (1-70)
Л

Поскольку ядро /С (л Д ) (тож е К  {г, 'к))  по предположению не­
прерывная функция в области своего определения [7? X  Л ] , то

пространство функций Ва, порож даем ое оператором /С* на мно­
ж естве исходных данных Ва, будет компактным множеством не­

прерывных функций. Но если В а = { Р а , Ро =  /С'̂ Ра, ?а^В а} — К О М - 

пакт, а К*К  — некий интегральный оператор с ядром, определен­
ным в области [ RXR] ,  то обращ ение интегрального уравнения

=  р ; ^ В ;  (1 .71)

в математическом отношении есть корректно поставленная задача  
в том смысле, что оператор (/С*/С)”  ̂ вполне непрерывен на В*.
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Н етрудно видеть что рассматриваемый оператор по построе­
нию симметричен и положительно определен и, следовательно, 
сущ ественно отличен от исходного оператора /С, который, есте­
ственно, принадлежит в этом случае к более широкому классу  
интегральных операторов. Анализ и методы построения решений 
интегральных уравнений с симметричными ядрами весьма полно 
освещены в литературе [50]. В этом смысле замена исходного  
интегрального уравнения Ks  =   ̂ уравнением K * K s = ^ *  существенно 
упрощ ает задачу обращ ения данных. Естественно, возникает во­
прос о том, в какой мере подобное «упрощ ение» правомерно и 
что при этом мы теряем в решении. Ответить на этот вопрос в пол­
ной мере не представляется возможным, и нет необходимости его 
обсуж дать. К тому ж е в настоящ ее время в теории интегральных 
операторов отсутствует ответ и на более простой вопрос: в какой 
мере оператор характеризует свойства исходного оператора
К.  П одобная задача была поставлена в обстоятельной работе  
[51], посвященной анализу обусловленности матричных операто­
ров. Известно, что основным аналитическим средством изучения 
свойств симметричных интегральных операторов и их обращ ения, 
является разлож ение искомых функций в ряды по ортогональным  
системам собственных функций этих операторов. Основные тео­
ремы и техника вычислений подробно изложены в монографиях  
[10, 50].

Обозначим через {vk, k = l ,  . . .}  систему собственных функций 
оператора К^'К, через {uk, k = l ,  . . . }  систему собственных функ­

ций оператора КК*  и через \il —  собственные числа, пронумеро­
ванные в порядке убывания. Д ля указанных интегральных опера­
торов имеют место следую щ ие соотношения:

K*Kvk =  \ilvk, Vk =  \Xk^K*Uk]

KK''uk =  \iluk, Uf,=\Xk^Kvk,
(1.72)

Система {vuy Uk, \xk, k = \ ,  . . .} называется сингулярной систе­
мой исходного интегрального оператора К.  Вводя коэффициенты
разлож ения Ck{s) искомой функции s{r) в ряд по системе из
уравнения /C s= |3, нетрудно получить соотношение

=  k =  (1.73)

В последнем выражении с ^ (|3 )— коэффициенты разлож ения  
функции р по системе функции Uk, т. е. это величины (|3, г̂ )̂. С хо­
димость ряда Yi ^h{s)vk{r )  может быть вполне приемлемой, если 
последовательность с^(Р) убывает достаточно быстро, а среди  
чисел \ik нет слишком малых значений. К сожалению, последние 
условия не всегда.выполняются, и поэтому практически прибегают 
к дополнительной стабилизации указанного ряда. Простейший  
прием стабилизации (то ж е самое регуляризации) сходимости со­
стоит в зам ене уравнения (1.71) близким ему уравнением вида

{K*K +  a l ) s  =  f,l, (1.74)
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где а >  О — достаточно малое число, выбор которого определяется  
как уровнем ошибок измерения а правой части, так и скоростью  
убывания последовательности при k - ^ o o .  С учетом замены
(1.74) соотношение (1.73) примет вид

Ск ( S a )  =  Ck (Ра) м-*/(м1 +  а). k =  I ,  . .  . ( 1  - T S )

Знаменатель этого выражения н е . обраш,ается в нуль при 
а  >  О, д а ж е если в спектре собственных чисел встречаются нуле­
вые значения. В силу этого совокупность чисел Ck(sa) всегда огра­

ничена, следовательно, будет ограничена и норма llsall =  S  с^ (5а ).

чего нельзя было сказать о величине J] cl  (s) .  Таким образом , если  
Ра в метрике L 2 имеет ограниченную норму, то функция

5а =  (К*К +  а/)-^ а >  О (1.76)

в этой ж е метрике такж е будет иметь ограниченную норму. П о­
строенные таким образом  функции Sa можно рассматривать в к а ­
честве приближенных решений исходной обратной задачи. Основ­
ным аналитическим свойством этих функций (то ж е самое пара­
метрического семейства Фа) является их суммируемость с ква­

дратом, т. е. ограниченность интегралов ^Sa( r ) dr .  М ожно пола­

гать, что при определенных условиях решения Sa будут близкими  
к So в смысле метрики L2 . Д ля этого необходимо потребовать  
как минимум выполнения неравенства

| | K s , - p , | | < a | | P a | | .  (1.77)

Рассмотренный выше способ построения приближенных реш е­
ний в силу замены исходного уравнения (1.71) неким близким ему  
уравнением (1.74) может быть отнесен к методам качественной  
теории интегрального уравнения первого рода. П оэтому совсем  
неудивительно использование в подобных случаях терминов «псе­
вдообращ ение» и «псевдообратный оператор» и т. п. [2, 28]. П рак­
тические применения вычислительной схемы (1.76) оправданы  
в тех ситуациях, когда целью обращ ения является не само реше> 
ние, а оценка с его помощью неких функционалов, имеющих тот 
или иной физический смысл. Д ля нас данный подход удобен в том  
отношении, что позволяет построить в явной форме операторы  
перехода м еж ду оптическими характеристиками дисперсных сред. 
Действительно, из (1.76) следует выражение для обратного  
оператора

K a ' = ( K * K  +  a f ) - '  к*,  (1.78)

осущ ествляющ его преобразование Р а-> 5а . Как уж е отмечалось  
выше, обе функции суммируемы и в целом принадлеж ат простран> 
ству L 2 (точнее, 5 а ^ Ф а с :1 2 (^ ) , а Р а ^ В а с :1 2 (Л )). Если измеря­
ется оптическая характеристика Pi и известно ее а-приближ ение
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Pia, TO преобразование Pi ->  P2 можно осуществить теперь с по­
мощью оператора

=  (1.79)

где /Сйг'определяется выражением (1 .78). Н етрудно показать, что 
построенный таким образом  оператор является компактным
оператором, т. е. он, действуя на последовательности ограничен­
ных функций из множества оптических данных Вю,  порож дает по­
следовательности, равномерно сходящ иеся. Действительно, по 
построению 5а ограничены и их можно считать суммируемыми по 
Риману. Поскольку ядро /С2 (^ Д ) интегрального оператора К 2 
выше условились считать непрерывной функцией, то п реобр азо­

вание K 2 : S a - ^ ^ 2a ГенерИруеТ компакт В 2а = { Р 2а; Р2а =  И̂ 2?^Р1а}. 
Таким образом , мы располагаем математическим аппаратом про­
гноза оптических характеристик типа Р2 по измерениям неких 
других оптических характеристик дисперсных сред, скажем Рь 
доступных в данном эксперименте. Введенный выше неопределен­
ный параметр а принято называть параметром регуляризации. 
Выше мы касались причин, обусловливаю щ их использование этого

термина. П оэтому оператор /Са  ̂ принято называть регуляризирую- 
щим, следовательно, и у нас есть все основания называть опера­
тор такж е регуляризирующ им. П реобразование P ia~ > p 2a,
осущ ествляемое этим оператором, обладает требуемой для прак­
тических приложений устойчивостью.

1.3.3. Операторы перехода в пространстве 
коэффициентов фурье-разложений оптических характеристик

Сингулярная система {vk, Uk, /Ŵ =  . . . }  интегрального
оператора К  позволила нам сконструировать приближенное реш е­
ние соответствующего операторного уравнения. Используя этот 
аппарат, можно провести содержательный анализ и операторов  
перехода, т. е. преобразований Û 2i : P i - > P 2 , где Pi и Р2 — две 
оптические характеристики светорассеяния полидисперсной систе­
мой частиц, рассматриваемые как функции угла рассеяния О 
в пределах ( О ^ О ^ я ) ,  либо длины волны X в пределах спек­
трального интервала оптического зондирования Л. Поскольку кон­
струирование оператора W 2i осущ ествляется по двум интеграль­
ным операторам Ki  и К 2, то введем две сингулярные системы {v\k, 
Uik, и { V 2k, U 2k, В соответствии с (1 .72). Коэффициенты
разлож ения регуляризированного аналога Рга искомой характери­
стики Р2 по системе { u 2k} могут быть представлены следующим  
выражением:

^ ^ / ( р 2 а ) =  2  1̂ 1/2 1^2/(m-L +  сс)  ̂ C k (3 la) {v\k ,  V2l)- (1.80)
fe =1
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о)  ̂ {vk\,  V21), (1-81)

а числа Ci(^2a ) = C 2ia и Ck[^\o)=C\ko  будем рассматривать как ком- 
Щ поненты двух векторов С2а и Cla. Тогда (1.80) можно представить
Y в виде матричного преобразования

I ?  C2a = W i V c i o ,  (1.82)
где элементы матричного оператора определяю тся (1 .81). П остро­

же енный таким образом  оператор W 2V  можно рассматривать как
некий аналог исходного оператора перехода W21. Оператор
в (1.82) позволяет найти коэффициенты фурье-разлож ения функ- 

| .  ции (32а по ортонормированной системе {u2k}, если известны ко-
^  эффициенты разлож ения исходной (измеренной) функции |3ia по

системе функций {uik, k = \ ,  . . В обозначении мы всюду сохра-
0  няем индексы а и а, подчеркивая их взаимосвязь, а такж е то
I '  важ ное обстоятельство, что вектор Ci известен приближенно, и

результатом преобразования являются некоторые регуляризован- 
ные приближения для искомой функции Р2 . 

у Считая, что системы функций {vik}  и {^2 }̂ ортонормированы,
можно воспользоваться оценкой

I (Va,  V21) I <  (О1*, (V21, V21)''" <  1,

, которая приводит к следую щ ему неравенству:

' ' I I ^  |iife|i2/(m-L +  ct) \  (1.83)

W Полученное соотношение наглядно показывает, как сингуляр­

ные числа \i\k и \i2k влияют на элементы м а т р и ц ы Н е р а в е н ­
ство (1.83) может использоваться такж е для оценки параметра 
регуляризации а. Однако здесь не будем касаться подобных во­
просов, поскольку численное определение сингулярных систем ин­
тегральных операторов является достаточно сложной вычислитель­
ной задачей, существенно превосходящ ей задачу построения 
преобразований |3ia~>P2a на основе простых алгебраизованны х  
аналогов этих операторов. В силу этого обстоятельства приведен­
ный выше анализ представляет скорее, теоретический, нежели
практический интерес.

1.3.4. Использование априорной информации 
в построении регуляризирующих операторов перехода

Обратимся вновь к соотношению (1 .76). Н етрудно показать, 
что распределение 5а, определяемое этим выражением, доставляет  
минимум функционалу вида

r , ( s )  =  | l / ( 5 - p , | |^  +  a ||s lP , (1.84)

где нормы взяты для пространства L2 [43]. Первый член справа 
есть не что иное, как невязка исходного уравнения K s =  P, когда

#  Обозначим через
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в правой части |3 заменяется на |3а. Второй член связан с вводи­
мыми ограничениями на норму получаемых решений. Заметим, 
что поскольку в рассматриваемых здесь задачах размерности р 
и S различны, то перед вторым слагаемым необходимо ввести 
размерный масштабный множитель, который мы опустили в целях  
упрощения записи выражений.

Допустим, что для зондируемой дисперсной среды можно ука­
зать распределение Sm, как некое наиболее вероятное. Тогда есте­
ственно потребовать в качестве исходного априорного ограничения 
не минимальности нормы решения, а наименьшего его отклонения 
от Sm в  пределах области возможных размеров частиц R.  В этом  
случае функционал (1.84) можно переписать в виде

Та { S )  =  \ \ K s ^  Ра Ц2 + а II5 -  5Л1 |Г. ( 1 .85)

Элемент 5а, который минимизирует этот функционал на мно­
ж естве решений Фа, определяется следующ им выражением:

Sa =  SM (Ра — Рм)> (1 .86)

где Р м = К 5 м , т. е. модельная оптическая характеристика, соот­

ветствующая модельному распределению  5м- Оператор К а \  как  
и ранее, определяется согласно (1 .78).

Рассмотренный принцип априорного доопределения обратной  
задачи может быть применен и при построении преобразований  
Pi Р2 . Поскольку в данном случае речь идет о преобразовании  
оптических характеристик, то в качестве исходных данных долж ны  
быть выбраны две модельные оптические характеристики, скажем  
PiM и Р2М. В этом случае схема преобразования по аналогии  
с (1.86) записывается

Р2а =  Р2М +  W 2V  (Pla — Рш), (1-87)
где оператор перехода определяется так ж е, как и ранее, т. е. 
согласно (1 .79). Второй член может быть интерпретирован как 
некая информация, получаемая в эксперименте о Р2 по изм ере­
ниям Pla. Вы ражение (1.87) (кстати, так ж е, как и (1 .86)) вполне 
корректно с точки зрения сходимости приближенных аналогов  
к искомым функциям. В частности, если Pim и  Ргм заменить на 
точные значения Pi,o и Р2 ,о, устремить к нулю (тож е а = 0 {о^) 
- ^ 0 ) ,  то Р2а будет стремиться к Р20. С ледует заметить, что преоб­
разование P ia -> P 2a, осущ ествляемое по схеме (1 .87), несколько 
отличается от ранее рассмотренного, т. е. от преобразования, осу­

щ ествляемого собственно оператором WiV-  Априорное доопреде­
ление операции прогноза значений Р2 по измерениям Pia путем  
введения моделей Pim и  Ргм оправдано в тех случаях, когда эти 
модели не слишком отличаются от действительных измеряемой и 
прогнозируемой характеристик, т. е. от Pi,o и Р2,о, и случайная  
компонента в Pia, обусловленная ошибками измерения, весьма су­
щественна. Практика обработки экспериментального материала  
свидетельствует о том, что введение Pim и ^2м в вычислительнук>
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V схем у перехода целесообразно в тех случаях, когда прогнозиру­
ются значения Р2 для длин волн, леж ащ их вне интервала опти­
ческого зондирования Л, в котором измеряются значения |3ia.

-/Я'

1.3.5. Операторы восстановления и аппроксимация
- характеристик светорассеяния полидисперсными системами

I

Излагаемый метод оптических операторов теории светорассея- 
Ш ния дисперсными средами может быть использован и для решения

так называемых аппроксимационных задач для характеристик  
Щ светорассеяния. В частности, для атмосферной оптики интересна
Ш- задача восстановления непрерывного спектрального хода аэрозоль-
1; ных характеристик светорассеяния в том или ином спектральном
», интервале по ряду дискретных измерений, осущ ествляемых, ска-
Ё  ж ем , в окнах прозрачности. При решении подобных задач исход-
Ж ным предположением является представимость оптических харак-
Щ; теристик для любой длины волны X параметрическим интегралом,
5  который в сокращенной записи имеет вид Р (^) =  (/С^) (^ ) . Если

известны значения Pai =  Pa(^i) (/ =  1, •. п)  из интервала Л, то 
мож но прибегнуть к обращ ению указанной совокупности данных 
и найти некоторое приближение Sa{r)  для действительной функ­
ции плотности So (г). Как уж е указывалось выше, если Л доста­
точно широк в том смысле, что распределение 5 (г) вполне «пред­
ставлено» совокупностью измерений {Ра^}, то можно надеяться на 
выполнение условия

 ̂ 1ко-5сс11 < 6 ||5 о 1 |, (1.88а)

где 6 =  0 (а ) , как только

I I K ^ a -P a lK o llP o ll .  (1.886)

Н айденное распределение 5а можно теперь использовать для 
прогноза значений рассматриваемой оптической характеристики  
Р(;^) для любой наперед заданной длины волны I,  разумеется, при 
известной зависимости т{ к ) .  Вычисления осущ ествляются в соот­
ветствии с выражением

р Л ^ / ) - ( ^ 5 . ) ( М ,  (1.89)

t Поскольку Sa есть функция вектора р<т, то (1.89) следует рас­
сматривать как преобразование этого вектора в вектор с лю- 

> бой наперед заданной размерностью п'.  Если выполняется усл о­
вие (1 .886), то с учетом неравенства

? llP ^ r -P o lK a llP o ll

i выполнится и условие
1 |Р а - Р о | |< а | |р „ | | .  (1.90)

Таким образом , просто и естественно на основе методов обр а­
щения строится аппарат для аппроксимации оптических характе­
ристик светорассеяния дисперсными средами по эксперименталь-
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ным данным. Как и ранее, в операторах взаимного перехода опти­
ческих характеристик в изложенном методе аппроксимации опре­
деляющ ая роль, конечно, принадлежит оператору /Са \  в силу этого  
его можно назвать методом обратной задачи светорассеяния. Б о­
лее подробное излож ение этого метода аппроксимации и его при­
ложения в  атмосферно-оптических исследованиях будет рассм ат­
риваться ниже. В заключение коснемся лишь формальной связи 
этого метода с операторами перехода типа W.

В рамках операторного подхода построение аппроксимирую­
щего аналога |3а по измерениям |3а можно рассматривать как 
преобразование Р а-> Р а , осущ ествляемое неким оператором  
Ясно, что этот оператор можно представить в виде произведения  
двух операторов, а именно

=  (1.91)
В силу этого является такж е регуляризирующим оператором  
и может быть использовано при обработке экспериментальных 
данных. Очевидна такж е и аналогия м еж ду операторами и 

Действительно, если осущ ествляется преобразование P i a ^
Pla, ТО есть не что иное, как w W .
На этом мы заканчиваем построение теории светорассеяния  

полидисперсными системами частиц — теории, в которой прямые 
и обратные задачи изложены в рамках единого операторного под­
хода. В дальнейшем речь будет идти в основном о приложениях  
этой теории, и нам понадобятся матричные аналоги соответствую­
щих операторов. В матричной форме операторы восстановления  
осущ ествляют преобразование векторов, а именно

=  (1.92)
Исходный вектор ра имеет размерность п и представляет собой  

не что иное, как совокупность исходных измерений {Ра(А-/), i =  
=  1, . . ., п}.  Получаемый в результате преобразования вектор 
имеет размерность п', и за ним стоит совокупность прогнозируе­
мых значений {Ра(А-/), /==1, . . ., п'}.  Выбор п'  и {kj}  может быть 
совершенно произвольным и не связанным с п и  {ki}.  М атрица  

рассчитывается в соответствии с выражением

Vlr4 =  Kn'm [KjnnKnm +  K in -  (1.93)
Надстрочный индекс «т» связан с операцией транспонирования  
матриц. Поскольку в рассматриваемых преобразованиях меняются  
размерности векторов, их пришлось указывать в подстрочных ин­
дексах соответствующих матриц. Схема вычислений матрицы Кпт 
будет приведена ниже. Соответственно для оператора Wii,  осущ е­
ствляющего преобразование P i-> P 2 , где |3i и Р2 — любые две опти­
ческие характеристики локального объема рассеивающ ей дисперс­
ной среды, матричный аналог размерностью п' X  п задается по­
добным выражением

Wl,Z =  K 2n' m[K]mnKl nm+ a U m V  (1.94)
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Этот матричный оператор преобразует измеренный вектор Рю раз­
мерностью п в вектор ^2а размерности п' в соответствии с выра­
жением

=  (1.95).

Поскольку вектор f ia  ассоциирован в преобразовании с числом 
п, а 2̂а — с п \  мы сочли возможным в целях упрощения записи  
опустить у матричного оператора подстрочные индексы «21», по­
лагая, что это не вызовет какой-либо путаницы в используемых 
обозначениях. П оследнее выражение приведено такж е и для того, 
чтобы особо подчеркнуть то обстоятельство, что оператор  
помимо перехода (прогноза) от |3i к Р2 одновременно реш ает и 
аппроксимационные задачи, т. е. выполняет те ж е функции, что 
и оператор восстановления Практическое применение изло­
женного выше аппарата (тож е метода оптических операторов) 
требует разработки и создания соответствующ его программного 
комплекса, который может основываться на формулах теории Ми 
(см. п. 1.3), если в качестве исходной морфологической модели  
реальной дисперсной среды используется полидисперсная система 
сферических частиц. Такой комплекс был создан и подробно опи­
сан в работе [8] (программный комплекс «Спектр»). Н иж е мы 
дадим его краткое описание и проиллюстрируем технику опера­
торного метода обработки оптической информации на примере 
интерпретации и анализа данных по светорассеянию дымками 
пограничного слоя атмосферы, полученных с помощью спектраль­
ных нефелометров.

1.4. Обращение оптических характеристик светорассеяния 
дисперсных сред на компактных множествах распределений

1.4.1. Примеры простейших компактов 
и параметризация обратных задач

В предыдущ ем разделе указывалась та роль, которую играют  
компактные множества распределений в обращ ении интегрального 
оператора К  в оптике дисперсных сред. Ни один метод интерпре­
тации данных по светорассеянию атмосферными аэрозолями не 
обходится без соответствующего конструирования компактного 
множества распределений, д а ж е  если это и не всегда осознается  
явно. Редкая работа по исследованию аэрозолей оптическими ме­
тодами обходится без так называемых микроструктурных моделей  
и соответствующих им модельных спектров размеров. Примерами  
могут служить такие распределения, как

(а,  при г 
п{ г )  =  \ ' (1.96а)

 ̂  ̂ при Г2 < г < г з ;   ̂̂

д (г) =  ехр {— 0 < г < о о ;  (1.966)

п (г) =  ехр {—6̂  \п г/Го}. (1 .96в)
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Каждая из этих аналитических моделей характеризуется опре­
деленным набором исходных параметров. Так, например, первая 
модель считается заданной, если определены все ее параметры, 
т. е. величины ai, г\, Г2 , а2 , v, Гз. Совокупность этих параметров 
удобно представлять в виде вектора а с компонентами а/ (/ =  
=  1, . . ., т).  Тогда модельное распределение s { r ) =nr ^n{ r )  запи­
шется как s(r, а). Соответствующая ему оптическая характери­
стика Р (^) =  (/Cs) (^) называется модельной оптической характе­
ристикой и является, помимо длины волны функцией т 
параметров aj, что подчеркивается записью р (^, а). Если при ин­
терпретации оптических измерений {Раг, ’̂= 1 , • . п) применимо 
предположение о возможности аппроксимировать действительный 
спектр размеров исследуемой дисперсной среды с приемлемой по­
грешностью одной из указанных выше моделей, то априори необ­
ходимо задать область возможных пределов изменения соответ­
ствующих параметров а/ (/==1, . . ., т).  Эту область будем обо­
значать через Qm. Включает она в себя открытые интервалы 
(а/, min, а/, max). По всей видимости, вполне понятно, почему речь 
идет об открытых интервалах. Априори нельзя утверждать, что 
/-Й параметр распределения принимает значения а/, min либо 
а,-, max, можно ЛИШЬ полагать, что а/ не меньше а/, min и не больше 
а/, max. Подобные предположения вполне приемлемы. В силу этого 
.обстоятельства ниже будем часто использовать именно открытые 
интервалы в качестве областей возможного изменения тех или 
иных величин, не делая более каких-либо специальных пояснений 
на этот счет.

Совокупность векторов а, компоненты которых пробегают в со­
вокупности область Йт, далее будем считать принадлежащими 
векторному пространству При определении конкретных зна­
чений параметров а, по измерениям {Раг, / = 1 , . . ., п} решают 
аппроксимационную задачу путем минимизации нормы ||Ра(А.) — 
— Р(Х, а)|| в L2 (A) или в дискретном варианте ||ра — Р (а)|| в /2 , 
где модельный вектор р(а) имеет компоненты Р(Х̂ -, ai, . .  ., а/, . .  ., 
йт).  Напомним, что последняя норма обычно называется оптиче­
ской невязкой и обозначается через р(ра» Р)- В рассматриваемом 
случае можно просто писать р (а ). В качестве решения обратной 
задачи выбирается вектор а*, минимизирующий эту невязку при 
условии, конечно, что р (а * )^ а . Это условие указывает на то, что 
для измеренного вектора мы подобрали вполне приемлемую 
аппроксимацию из параметрического семейства оптических моде­
лей Вт, порождаемых вектором а и соответствующим пара­
метрическим полидисперсным интегралом. С учетом ( 1 .8 8 ) 
можно надеяться, что полученное распределение s(r , а'*) 
будет близким к действительному распределению 5 о(г). Характер 
этой «близости» требует особого рассмотрения, и к нему мы 
вернемся несколько позже. Очевидно, нет надобности доказы­
вать, что модельные характеристики р (^, а ), используемые для 
аппроксимации измеренной функции Ра(^), образуют компактное 
множество.
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Компактным является исходное множество Ф т = { 5 (г, а ), а е  
значит, между Вт и Фт существует взаимно однозначное 

соответствие, что и является гарантией корректности процедуры 
обращения. При доказательстве компактности параметрического 
семейства Ф т  определяющими являются непрерывность и ограни­
ченность функции s{r,  ui, . . . ,  am) по переменным а/, которые ме­
няются в ограниченных интервалах. Изложенный выше метод 
обращения часто называют методом подбора подходящей модели.

Алгоритмическая задача решается последовательным построе­
нием некой минимизирующей последовательности векторов а̂ )̂, 
удовлетворяющей условию р (а̂ )̂) > р (а(^+^)). Последовательность 
{а(̂ }̂ принадлежит Ч^т, а соответствующие распределения 
S(г, а(̂ )) — компакту Фт. Эти два условия вместе гарантируют 
равномерную сходимость последовательности аппроксимирующих 
функций Р(Х, а(р)). Описанный здесь подход к интерпретации опти­
ческих данных достаточно широко используется в атмосферно­
оптических исследованиях атмосферных аэрозолей, поэтому мы; 
несколько подробно изложили его математическую суть, оттенив, 
прежде всего, то обстоятельство, что его корректность обусловли­
вается априорным заданием компакта исходных распределений 
Ф т  (аналитической модели распределений и параметрической 
области Й т). Уместно заметить, что любой метод обращения так 
или иначе связан либо с априорным заданием исходных компакт­
ных множеств возможных решений, либо с их алгоритмическим 
конструированием в процессе обращения экспериментальных дан­
ных. Таким образом, понятие компактного множества функций из 
абстрактного топологического понятия превращается в конструк­
тивную основу методик обращения экспериментальных данных.

Возвращаясь снова к методу подбора оптимальной модели, 
следует отметить ряд его существенных недостатков. Во-первых, 
это методологический недостаток, который состоит в том, что по­
вышение точности измерений не гарантирует повышения точности 
определения искомой микроструктуры. Необходима уверенность, 
что действительно распределение so (г) принадлежит семейству 
Фт, т. е. само является параметрическим распределением указан­
ного вида. Иными словами, необходимо, чтобы s o (r )= s (r , ао), где 
ао — один из векторов В противном случае \ \ so{r)— s(r, а)Ц 
не становится малым при а -> 0 .  В подобных ситуациях говорят, 
что исходная аналитическая модель выбрана неудачно. Второе 
обстоятельство чисто технического плана и связано с нелинейной 
зависимостью невязки р(а) от искомых параметров а/. Поэтому 
обычно оценивают не более двух параметров, задавая остальные 
на основе предварительно имеющейся информации.

С учетом отмеченных двух обстоятельств могут быть сделаны 
следующие рекомендации. В качестве искомых параметров лучше 
всего выбирать величины, характеризующие распределение в це­
лом, т. е. такие параметры, которые применимы для любой ана­
литической модели исходного спектра. Например, это могут 
быть: общая концентрация частиц в единичном рассеивающем
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объеме N =  \ n{ r ) rd,  средний размер частиц ( rn{ r )dr  и т. п.
R R

Подробно техника обращения данных по светорассеянию аэро­
зольными системами изложена в монографии авторов [17], по­
этому в заключение ограничимся лишь двумя общими замеча­
ниями.

Параметризация обратной задачи светорассеяния может быть 
оправдана в случаях, когда требуется в конечном итоге знать не 
сами распределения, а некоторые функционалы от этих распреде­
лений. В частности, нетрудно видеть, что N и г суть функционалы 
от п{г) .  В определенных пределах N и г слабо зависят от осо­
бенностей аналитического поведения моделей п{г)  в пределах об­
ласти R.  Другим примером функционалов (т. е. функций, аргу­
менты которых суть сами функции) являются оптические харак­
теристики ^ [ s { r ) , l ]  =  (Ks) (к).  Поэтому восстановление полного 
спектрального хода характеристики |3(Х) по измеренному вектору 
Ра также слабо зависит от каких-то особенностей локального по­
ведения соответствующих распределений Sa{r).  Подобные примеры 
можно продолжить.

Второе замечание касается общей оценки метода моделей в об­
ращении оптических данных. Задание аналитической модели 
искомой функции при решении интегрального уравнения может 
оказаться излишним переопределением обратной задачи. Соответ­
ствующие компакты в аналитическом отношении оказываются 
чрезмерно «жесткими» и поэтому мало эффективными в инфор­
мационном смысле. В связи с этим в целом подобный подход мо­
жет квалифицироваться не более как метод качественной интер­
претации данных. Более эффективными являются, конечно, под­
ходы, в которых исходные компакты обладают большими 
аналитическими возможностями в аппроксимации действительных 
распределений. Подобные модели излагаются ниже.

1.4.2. Гистограммы распределений и метод линейных систем

Линейное интегральное уравнение достаточно просто транс­
формируется в линейную алгебраическую систему путем замены 
искомого распределения s(r)  соответственно подобранным линей­
ным аналогом у {г, s). Модельное распределение у {г, s) должно 
линейно зависеть от компонент s i = s { n )  вектора s, и тогда имеет 
место соотношение

т

^ К ( г ,  l i ) y { r ,  s ) dr  г =  1 , • • • , « .  (1.97)

Предполагается, что при т ~ > о о  y { r , s ) - ^ s o { r )  в соответству­
ющей метрике, выбор которой определяется исходным принципом 
конструирования модельного распределения. Если в нашем рас­
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поряжении имеется п измерений оптической характеристики Р(Я), 
то в соответствии с (1.97) имеем систему

X  =  Pi» / =  1, . . п,
1=\

(1.98)

решение которой определяет вектор s, а следовательно, и некото­
рое модельное распределение у(г, s ), которое и несет в себе ин­
формацию о действительном спектре размеров частиц исследуемой 
среды.

Очевидно, что множество возможных аналитических моделей 
у{л, s ), удовлетворяющих (1.97), может быть весьма обширным. 
Выбор конкретной из них определяется соображениями как фи« 
зического, так и аналитического характера. В простейшем случае 
это может быть просто ступенчатая функция, которую примени­
тельно к распределениям, т. е. положительным функциям, при­
нято называть гистограммой. Будем обозначать это распределение 
через y { r , s )  или просто у {г).

С первого взгляда подобная модель может показаться слиш­
ком простой в аналитическом отношении, однако по сравнению 
с другими возможными моделями она более адекватно отражает 
свойства реальных микроструктур, особенно если последние свя­
заны с локальными объемами дисперсных сред. Действительно, 
обратимся к некоторому освещенному объему, в котором содер­
жится N  частиц, и их возможные размеры лежат в пределах 
интервала R.  Размеры каждой отдельной частицы ансамбля г/ 
никогда не могут быть известными, и поэтому разумный способ 
описания микроструктуры состоит в покрытии области R систе­
мой непересекающихся интервалов {А/} длиной А/(г) и определе­
нии чисел Az(yV), соответствующих числу частиц, попавших 
в /-Й интервал покрытия. Подобная процедура оправдана не 
только конечностью Аг(Л̂ ) для малых локальных объемов,
но и тем, что любой метод микроструктурного анализа имеет ко­
нечное разрешение по размерам. Возвращаясь к модели у { г , п ) ,  
в качестве компонент вектора п можно выбрать отношение 
Аг(Л^)/Аг(г), и тогда будут иметь место следующие соотношения:

^ у { г ,  n ) d r ^ ^ l { N ) ,  1 = 1 , . . . , т . (1.99)

которые и определяют аналитическую конструкцию выбранной 
выше модели. Распределение это суть кусочно-непрерывная (— по­
стоянная) функция. В точках п оно терпит разрыв первого рода, 
и амплитуда соответствующего скачка равна

^(г; +  0) — у(г , — 0) =  п, + , — «г. (1.100)

Если числа щ в совокупности ограничены и т конечно, то 

множество подобных распределений Ф компактно. Разумеется, что
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распределения из этого множества уж е не являются непрерыв­
ными функциями, но этого и не требуется для решения интеграль­
ных уравнений. Указанные решения просто должны быть сумми­
руемыми функциями. Этому требованию вполне удовлетворяет 
наша модель (то же самое гистограмма). Введение ограничений 
на числа щ осуществляется, как обычно, путем ограничения нормы 
векторов п в процессе обращения, что немедленно нас приводит
к операторам типа Ка^ и соответственно векторам Па. Множество
Фа, которому принадлежат распределения у [ г , П а ) = у а [ г ) ,  где 
1|па11^птах образуют компакт. Компактным является и векторное

пространство 4^w={n; п ^  ||пЦ ^  Ятах}. М ежду и су­
ществует взаимно однозначное соответствие, т. е. каждому вектору 
Па соответствует одно распределение ^а(^), и наоборот. Д оказа­
тельство соответствующих- утверждений мы опускаем (см., напри­
мер, [33]).

Все, что говорилось относительно модели ^(г, п), в полной мере 
относится и к модели ^(г, s ), с той лишь разницей, что числа 
А/(Л^) должны быть заменены на числа A / ( S ) ,  а J ^ A i ( S ) = S  ха­
рактеризует полное геометрическое сечение частиц, находящихся 
в рассматриваемом объеме среды. Если модель y [ r , s )  подставить 
в (1.97), то получим эквивалентную линейную систему, а именно

т
Z  =  г =  ( 1 . 1 0 1 а)
1=1

где

К и = 1  К( г ,  l i )drlAi (r) .  (1.1016)

При рассмотрении того или иного метода численного обраще­
ния необходимо кратко оговаривать вопросы сходимости после­
довательности приближенных решений к действительным распре­
делениям. Как и ранее, не будем прибегать к излишнему форма­
лизму, который во многих случаях весьма тривиален, особенно 
если предполагать, что искомая функция 5 о(г) в операторном 
уравнении K s = ^  и алгоритмически получаемая последователь­
ность приближенных решений принадлежат одному и тому же 
компакту. Практически, однако, подобное предположение часто 
нарушается, в чем нетрудно убедиться на примере обратной за ­
дачи светорассеяния.

Во-первых, заметим, что если вектор Ра в правой части указан­
ного выше уравнения фиксирован, то распределения ^а(^), полу­
чаемые с помощью оператора К а \  при изменении а в пределах 
области (ai, аг) образуют некоторую последовательность функций 
или параметрическое семейство. Если погрешность в правой части 
уравнения последовательно убывает, то а также убывает, и после­

'58



довательность {уа{ г ) }  ( а ~ > 0 ) стремится к некоторому предель- 
ному распределению уо>{г). Напомним, что все рассматриваемые 
здесь распределения суть ступенчатые функции, порождаемые век-
торами S из Ч̂ т. Распределение ^о(^) считается «точным» реше­
нием нашей обратной задачи в классе ступенчатых функций 
(гистограмм). К сожалению, спектр размеров реальной дисперс­
ной среды, строго говоря, не принадлежит к подобному семейству 
функций.

Как уже говорилось выше, если в локальном объеме среды на­
ходится N  частиц, размеры которых г/ (/==1, . .  .) неизвестно ка­
ким образом распределены в области R = [ R u  R 2],  то спектр раз­
меров По{г) есть функция, принимающая дискретные значения 
в точках rj. При этом N = ^ n j .  Подобные функции называют 
решетчатыми. Дискретные ансамбли частиц требуют для своего 
адекватного описания дискретных (разрывных) распределений. 
Однако если представить, что последовательное построение сту­
пенчатых распределений типа у { г , п )  сопровождается непрерыв­
ным увеличением числа интервалов т ,  покрывающих область R,. 
то мы должны получать все более и более точное представление
о значениях {п/, г/, / = 1 ,  . . .} по значениям {Ai {N),  Ai{r),  1 =  
=  1 , . . . ,  т}.  Конечно, не может быть и речи о равномерной схо­
димости функций у [г, п) к По[г) при т - > о о ,  поскольку эти функ­
ции в аналитическом отношении существенно различны и принад­
лежат в силу этого различным функциональным множествам. Тем 
не менее в указанном выше смысле можно говорить, что гисто­
граммы у ( г , п )  более адекватно характеризуют плотности распре­
делений дискретных ансамблей частиц, нежели какие-то другие 
модельные распределения. Поэтому совсем неудивительно, что 
экспериментальные данные о микроструктуре аэрозолей приво­
дятся, как правило, в форме гистограмм.

Так называемые стандартные модели и, в частности, те, кото­
рые представлены выражениями (1.96), вторичны и порождены 
попыткой аппроксимировать реальные спектры размеров стандарт­
ными аналитическими аналогами. Особой необходимости в подоб­
ных моделях при построении теории микроструктурного анализа, 
включая, в частности, и оптические методы, естественно нет. Мо­
дельные распределения могут представлять интерес в разработке 
качественных методов интерпретации оптических измерений, 
а также в методах прикладного анализа оптических характери­
стик светорассеяния полидисперсными системами частиц, которые 
будут изложены в четвертой главе. Представленный в данном 
пункте материал можно рассматривать не более как краткое вве­
дение в теорию микроструктурного анализа полидисперсных си­
стем методами оптического зондирования. Строгое ее изложение 
требует использования интеграла Стилтьеса, в связи с чем мы 
отсылаем читателя к работам [32, 33], а ниже рассмотрим при­
мер интерпретации оптических данных.
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1.4.3. Пример интерпретации данных трехчастотного 
лазерного зондирования аэрозолей нижней стратосферы

На рис. 1 .1а представлен спектральный ход аэрозольного ко­
эффициента обратного рассеяния для слоя A(z) =  l,5  км,
находящегося на высоте 2 = 1 3 ,5  км. Измерения осуществлялись 
с помощью трехчастотного лидара на длинах волн 0,53; 0,69; 
1,06 мкм. Пример заимствован из работы [36], где дан подробный 
анализ методик интерпретации оптических данных, получаемых

5 (?') СИ • мкм

Рис. 1.1.
а )  измеренная характеристика для трех значений к  [36]; б )  восстановленные распре­

деления S j y ^ ( r )  и 5(Г) (кривые I  и  2  соответственно); в )  прогнозируемый спектральный ход
аэрозольного ослабления.

При зондировании аэрозолей нижней стратосферы. Результаты 
обращения этих данных даны в виде двух распределений на 
рис. 1.1,6. Первое из них получено с использованием параметри­
ческой модели (1.966) (модифицированное гамма-распределение), 
второе — с использованием линейной модели у (г, s) (гисто­
граммы). Построение первого решения (кривая I) связано с чис­
ленным решением нелинейной системы уравнений

Ря(г„ S, Я,) =  РлЛ^О, ^ * = 1 , 2 , 3 ,  (1.102)
относительно параметров rs (модальный радиус распределения 
s ( r ) )  и S = ^  s{r)dr .  Параметры модели распределения а и 7  при 
этом выбираются априори (в соответствии, например, с рекомен­
дациями работы [12]).  При построении численного алгоритма 
систему (1.102) удобно записывать в виде

SK^i { rs ) =^^ai .  ^ - = 1 ,2 , 3 ,  (1.103)
где Kni{rs)  — полидисперсный фактор эффективности обратного 
рассеяния, определяемый интегралом

Kni{rs)  =  1 к { г ,  Я.г)ф(/-5, г) dr ,

Х - р { - ^ - 7 г )

^Л(а +  3)/у]
у'

■ X

(1.104а)

(1.1046)
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Обе функции s{rsy 5 , г) и уа( г )  являются решениями обратной 
задачи светорассеяния, поскольку удовлетворяют неравенству 
рфя, Ряа) ^Ая((т), где Дя (а) — допустимое значение оптической 
невязки для данных оптических измерений. Следуя [28], подобные 
решения следует называть квазирешениями. Этим термином под­
черкивается то обстоятельство, что обратная задача допускает 
несколько приближенных решений в зависимости от выбранной 
.аналитической модели искомого распределения. Полученные нами 
решения близки друг к другу по интегральным параметрам, та­
ким как полное геометрическое сечение S и средний размер г (то 
же самое медиана). Однако их локальное поведение заметно от­
личается друг от друга в области размеров R.  В частности, первое 
распределение указывает на практическое отсутствие малых ча­
стиц в спектре размеров, в то время как второе свидетельствует 
об обратном. Однако в большей степени мы должны доверять 
второму распределению у (г).

Действительно, для первой модели характерна локализация 
частиц в окрестности моды rs и быстрое убывание значений 
s { r s , S , r )  вправо и влево от этой точки. При использовании этой 
модели в схеме обращения искомому решению мы как бы навязы­
ваем искусственно подобное аналитическое свойство. Вторая мо­
дель, т. е. ступенчатое распределение, свободна от подобного 
недостатка, и поэтому ей в этом отношении можно доверять 
в большей мере. В частности, как следует из ^а(^), распределение 
5о(г) монотонно убывает в области размеров [0,1; 0,6 мкм], и по­
этому его можно в принципе удовлетворительно аппроксимиро­
вать степенной функцией с отрицательным показателем, т. е. мо­
делью типа (1.96а). Конечно, следует иметь в виду, что в данном 
примере явно недостаточно трех измерений ^по{к),  чтобы получить 
достоверные оценки для пяти компонент опорного вектора s из 
решения вырожденной системы (1.101). Поэтому и нет особых 
оснований подробно обсуждать локальное поведение действитель­
ного распределения so{r) по решению уа{г ) .  Для нас было важно 
проиллюстрировать влияние аналитических свойств модельных 
распределений, выбираемых в качестве возможных решений об­
ратных задач, на характер получаемой информации о спектре 
размеров полидисперсной системы частиц.

В заключение обратимся к преобразованию которое
можно осуществить в данном примере. На рис. 1.1 в приведены 
кривые Pex(A*5 , S, Я) и рех, а(А.) =  (/(^а) (А.). Естественно, что по­
скольку решения s{rs,  5 , г) и уа{г )  отличаются друг от друга р об­
ласти размеров (0,1; 0,6 мкм), то и соответствующие им аппрок­
симирующие аналоги будут отличны. Первое распределение 
s { r s , S , r )  в целом сдвинуто вправо относительно гистограммы 
Уа{г),  т. е. в область больших частиц. Поскольку соответствующий 
фактор К е х { х )  для данных R и А  в целом растет с ростом л: в ин­
тервале ^ = (2я Я тш /?^ \ 2яЯтах^Г0 (рис. 1.2), ТО первая кривая 
Рех(Я) располагается выше второй. В пределах данного экспери­
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мента не представляется возможным судить в полной мере о до­
стоверности значений аэрозольного коэффициента ослабления,, 
определяемых по вектору Ряа- Для этого необходимы как минимум*

Рис. 1.2. Сглаженные факторы К^^(х}
и K s c ( x )  при /72= 1 ,5  — Ог (кривые t  

и 2 соответственно).

гарантии достоверности априорных оценок показателя преломле­
ния аэрозольного вещества. Подробно методики оценки эффектив­
ности преобразований вида будут рассмотрены ниже.

1.4.4. Интегральные распределения 
в обратных задачах светорассеяния

Выше упоминалось о том, что множество всех непрерывных 
распределений Ф в общем случае не является компактным сама  
по себе и, следовательно, в силу топологической леммы не может 
служить основой для построения сходящейся последовательности 
приближенных решений при обращении интегральных уравнений 
первого рода. В связи с этим любой вычислительный алгоритм 
так или иначе основывается на предварительном сужении (огра­
ничении) Ф до некоторого компакта. В предыдущем примере рас­
сматривались два возможных варианта простейших компактов 
применительно к проблеме микроструктурного анализа аэрозолей 
из оптических измерений. Первый из них состоял из параметри­
ческого семейства модельных распределений, второй — из гисто­
грамм, ограниченных по абсолютному значению и размерности т .  
В пределах данного раздела мы построим еще один простейший 
компакт, который так же, как и предыдущий, приводит к методу 
линейных систем при обращении оптических характеристик, и его 
распределения также согласованы с дискретным характером ре­
альных спектров размеров рассеивающих ансамблей частиц. По­
строение указанного компакта начнем с рассмотрения простого 
примера, иллюстрирующего, в частности, почему множество не­
прерывных распределений Ф не является компактом.

Выберем из множества непрерывных функций Ф некоторое 
распределение, скажем 5 (0 , г) =  1 — sin сог, где (о > 0  и Эта
функция действительно всюду непрерывна, положительна и огра­
ничена. Для двух значений ri и Г2 из области возможных разме­
ров частиц (/?1^ г ^ / ? 2 ) имеет место оценка

U ( C i ) ,  Г 2) — s ( ( 0 ,  r O K c o I r a  — г,  |.
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Параметр со может быть сколь угодно большим, и при этом 
распределение 5 (со, г) не меняет указанных выше свойств, т. е. 
•остается положительным, ограниченным и непрерывным. При из­
менении параметра со в пределах области й  (со) =  (сотт, (Отах) со­
вокупность указанных моделей образует параметрическое семей­
ство (множество, последовательность и т. п.). Нетрудно видеть, что 
для подобного параметрического семейства функций выбор конеч­
ной константы h в неравенстве (1.666) требует прямых ограни­
чений на область Q((o). Таким образом, для того чтобы из распре­
делений 5 (со, г) построить компакт Ф== (5(г, (о)}, нужно «выбро­
сить» функции с большими значениями со, которые в дальнейшем 
будем в целях простоты называть сильно осциллирующими либо 
нерегулярными.

Необходимо иметь в виду, что если некоторое распределение 
s(r ) есть сумма двух распределений, скажем so{r)  и 5 (со, г), где 
первую компоненту so{r) можно считать регулярной в указанном 
выше смысле, то аналитические свойства s{r)  все же определя­
ются в большей степени второй компонентой 5 (со, г). Дело состоит 
в том, что хотя обычно 5о(г) по абсолютным значениям может 
всюду превосходить осциллирующую компоненту 5 (со, г) в интер­
вале Ry для производных это, как правило, не выполняется, т. е.
имеет место неравенство |5о (г) | ^  |5'(со, г) | . Поэтому композицию 
распределений в целом следует отнести к функциям с нерегуляр­
ным аналитическим поведением. Для того чтобы из них построить 
множество регулярных распределений, скажем удовлетворяющих 
условиям (1.66) и в силу чего образующих компакт, необходимо 
надлежащим образом удалить («отфильтровать») нерегулярные 
компоненты.

Источником нерегулярных компонент, конечно, является экспе­
римент, поскольку в любых измерениях содержатся реализации 
случайных процессов (шумы), которые в аналитическом плане 
представляются весьма нерегулярными функциями и, естественно, 
не удовлетворяют тем функциональным уравнениям, которые ре­
шаются в процессе интерпретации данных. Подробное описание 
аналитических свойств реализаций случайных процессов можно 
найти в обстоятельной работе [25].

Обратимся теперь к интегральным распределениям и вычислим 
.5 ((О, г) для только что рассмотренных функциональных моделей. 
Имеем

г
S (со, г) =  5 S (со, г ' )  d r '  =  г  —  со“ ‘ (1 —  cos сог).

Rl
Выбирая, как и ранее, две точки Г[ и Гг в области возможных зна­
чений R,  находим оценку

I S (со, Гг) —  S (со, Г,) К  I 1 +  Sin (О (Г2 —  г,) 11 Г2 —  г, к  2 i г, —  г, I,

которая, как видно, не зависит от параметра со. Это неравенство 
лозволяет утверждать, что первообразная от нерегулярной
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компоненты 5 (0), г) становится регулярной компонентой для ин­
тегральных распределений. Проще это формулируется так: мно­
жество непрерывных ограниченных интегральных распределений 
является компактным множеством непрерывных функций. Таким 
образом, мы приходим к следующему важному практическому 
выводу: если характеризовать микроструктуру дисперсных сред 
интегральными распределениями и формулировать обратную за ­
дачу светорассеяния относительно этих распределений, то обра­
щение полидисперсных интегралов будет корректно поставленной 
математической задачей.

Интегральные распределения типа S{r )  удовлетворяют одному 
очень важному свойству, которое их выделяет из широкого класса 
положительных непрерывных функций (т. е. класса Ф). Если вы­
брать две точки, скажем п и Гг в R,  то 8 { г \ ) ^ 5 ( г 2 )  при условии, 
что Г\ ^Г 2 (и наоборот). Иными словами, распределения S{r)  
нигде не убывают с ростом г. В простейшем случае это могут быть 
функции, монотонно возрастающие. Подчеркивая это отличитель­
ное свойство интегральных распределений, их множества будем 
обозначать через Ф |. Очевидны следующие соотношения Ф |с :  
а Ф м а Ф , которые иллюстрируют факт сужения Ф до компакта 
Фf при переходе к интегральным функциям распределения. По 
определению Фf =  (S (г ); S (Г2 ) (п ) при

Переход к интегральным распределениям меняет и форму ин­
тегрального представления оптических характеристик светорас­
сеяния полидисперсными системами частиц. Теперь для них дол­
жен использоваться интеграл Стилтьеса, т. е. представление вида

=   ̂ к  (г, X)dS (г). (1.105)
R

Введение интеграла Стилтьеса в обратные задачи светорассеяния 
существенно расширяет информационные возможности оптических 
методов микроструктурного анализа дисперсных рассеивающих 
сред. Не имея возможности останавливаться на этом сколько-ни- 
будь подробно в пределах данной работы (см. монографию [3 3 ]), 
обратимся вновь к модели у (г),  использованной в предыдущем 
примере. Ясно, что для гистограммы у {г) интегральное распреде­
ление суть непрерывная (во всех без исключения точках области 
R)  ломаная линия У^ )̂(г). Подставляя это модельное распределе­
ние в (1.105), находим соответствующую линейную форму

т

S К{ г ,  Я)^К(‘)(г) =  5 ]  Ki Ck) ^{ S) ,  (1.106)
R / =  1

где, как и ранее,  K i { l )  определяется интегралом (1.1016). В прин­
ципе модель интегрального распределения в виде ломаной линии 
можно ввести независимо от ранее рассмотренной гистограммы. 
Действительно, будем считать, что отыскивается распределение 
S{r )  из Ф |. Вводя опорный вектор S с компонентами S i = S{ r i ) ,
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можно построить подходящий аппроксимационный аналог (то же 
самое вспомогательную модель) У(г, S ). Кусочно-линейная ап­
проксимация приводит нас к простейшей модели У(̂ (̂г, S ). Сле­
дует заметить, что поскольку 5 (n + i) (п ), то компоненты век­
тора S удовлетворяют теперь условию

+ b / = ! , .  . . ,m . (1.107)

Множество векторов S, компоненты которых удовлетворяют этому 
условию, будем обозначать через Модель S) приводит
к следующей обратной задаче в алгебраизованном варианте:

G„mS =  p; S eW m t; (1.108)

где элементы матрицы Опт размерностью п У^ т  равны

О а = К и - , - К ш  / = 1 ,  . . . , т ;  t =  U . . м (1Л09)

Сопутствующая ей обратная задача для модели у (г),  в которой 
находится вектор As с компонентами A /(S )= S z+ i — Su имеет вид

КятА5 =  Р, Р ^  В.-  ̂ (Ы Ю )

Обратные задачи, соответствующие линейным системам 
(1.108) и ( 1 . 1 1 0 ), естественно, различны, поскольку различны
исходные матрицы, и искомые векторы принадлежат различным 
векторным пространствам. Не будем вникать в математические 
тонкости и пытаться ответить на вопрос, как решения S) и
у {г, As)  соотносятся между собой для данного эксперименталь­
ного вектора Ра в правой части соответствующих систем. Подроб­
нее об этом изложено в работе [33]. Отметим лишь, что гисто­
грамму у {г, As)  можно считать производной от интегрального рас­
пределения У( )̂(г, S ). В общем случае аппроксимационные модели 
типа У(г, S) могут быть недифференцируемыми. Н априм ^, это 
имеет место для ступенчатого интегрального распределения У(г, S). 
Если микроструктура исследуемой дисперсной среды характери­
зуется подобным распределением, то представление (1.105) по- 
прежнему сохраняет смысл, поскольку интеграл Стилтьеса с раз­
рывными распределегаями вполне определен. Интересно, что при 
этом распределение У(г, S) не имеет плотности, и, следовательно, 
обычная обратная задача светорассеяния в форме интеграла 
Римана теряет смысл. В рассматриваемой разрывной модели 
в качестве компонент искомого вектора выбираются значения 
Si =S{ r i - \ - 0)  [33]. В общем случае дискретизация интегрального 
представления (1.105) осуществляется в соответствии с выраже­
нием

т

\ к { г ,  h ) d S ( r )  =  J ]  Ki { Ь) ^ l { S ) ,  (1.111)

где г̂ — некоторая точка интервала A /= (n , n+i). Интервалы Аг, 
покрывающие область возможных размеров R,  здесь вторичны, 
поскольку исходной является последовательность узлов Si  по кри­
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вой S{ r ) .  Напомним, что интеграл Стилтьеса по определению  
берется вдоль кривой; в данном случае это интегральное распре­
деление S(r )  либо его аппроксимационная модель У(г, S ).

В заключение остается заметить, что интеграл Стилтьеса для 
обратных задач оптики атмосферы совершенно естествен и при­
меняется во многих приложениях. Достаточно напомнить, что все 
интегралы теории переноса суммируются по ^т(г), где т(г) — оп­
тическая толщина, скажем, от z\  до г. Правда, при вычислениях 
обычно спешат избавиться от подобного дифференциала, хотя он 
нисколько не мешает построению компактных вычислительных 
схем. Во всяком случае при обращении интегральных уравнений 
это бесспорно в силу возможного сужения исходного множества 
решений Ф до компакта Ф |. Причем для построения этого ком­
пакта не потребовалось вводить какие-то искусственные ограни­
чения и тем более привлекать какую-либо априорную информа­
цию об искомом спектре размеров.

1.4.5. Вычислительная схема обращения оптических характеристик 
на множестве интегральных распределений

При подстановке в уравнение (1.108) измеренного вектора Ра 
вычислительный алгоритм его обращения в соответствии с аппро- 
ксимационным подходом строится на основе вариационной задачи 
для квадратичного функционала

/г /  m \  2
p'(S) =  II Ра -  OnmS II?. =  I  р,чг -  Z  0 / Л  . (1.112)

1=1 \  1=1 J

в качестве решения принимается вектор S*, доставляющий 
минимум квадратичной функции на множестве векторов 
Практически вычисления осуществляются на основе построения 
некой последовательности векторов из такой, что
p(S(P)) <p(S(p-^)), а в качестве решения принимается вектор с ин­
дексом р*, начиная с которого выполняется неравенство

р (S*'’*) <  А (о), {р >  р*),

где Д ((т )— величина, сравнимая по порядку с о. Указанная по­
следовательность называется минимизирующей. Конечно, необхо­
димы соответствующие гарантии того, что указанная последова­
тельность сходится к точному решению So, когда (Т-^0.

Если квадратичный функционал p^(S) имеет единственный гло­
бальный минимум на векторах из то и решение вариацион­
ной задачи будет также единственным. Это утверждение доста­
точно очевидно и нет особой надобности его доказывать. (Фор­
мальные аспекты излагаемых здесь вопросов можно найти в ра­
боте [42]). Укажем лишь на то, что квадратичный функционал 
p2(S) является выпуклым функционалом как т-мерная парабола 
по аргументам Si, . . . ,  Sm. В подобном случае для единственности 

‘̂ экстремума необходимо и достаточно, чтобы область задания
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функционала была также выпуклой. Сконструированное выше 
векторное пространство в полной мере удовлетворяет этому
требованию, так как является не только компактным, но еще и 
выпуклым. Поскольку между и Ф | существует взаимно одно- 
значное соответствие, то все это в полной мере относится и к мно­
жеству интегральных распределений Ф |. В связи с этим покажем, 
что Ф | действительно является выпуклым. Множество Ф | будет 
выпуклым в том случае, если из принадлежности ему двух рас­
пределений, скажем Si { r )  и 52(0»  следует также и принадлеж­
ность ему распределения 5 з(г ), которое определяется согласно 
выражению

Ss{r)  =  yS,  (r) +  ( l - Y ) S , ( 0 ,
где 0 ^ 7 ^  1 и r ^ R .  В соответствии с основным свойством функ­
ции из Ф | любое распределение S(r )  должно удовлетворять 
условию 5 ( r i ) ^ S ( r 2 )  для любых точек Г\  и Г2 из /?, если Г \ < Г 2 .  
В данном случае речь идет о том, что должно выполняться не­
равенство

yS, (гО +  (1 -  V) 2̂ (Гг) <  yS:  (г,) - f  (1 -  Y) ^2 ( 2̂).
Справедливость последнего доказывается весьма просто. Перепи­
шем его в виде

Y [S, (Г2) -  S, (г,)] +  { l - y ) [ S 2  {г2) -  5 , (г ,)]>  0.
Выражения в квадратных скобках положительны, поскольку 

Si ( r )  и 52(г) нигде не убывают в области R  с ростом г. Кон­
станта 7  положительна по определению, и поэтому последнее не­
равенство очевидно. Таким образом, вариационный подход, 
реализуемый на основе алгоритмического построения минимизи­
рующей последовательности в гарантирует однозначность
решения обратной задачи в форме (1.108). Разумеется, этого уж е  
нельзя сказать о решении системы (1.110). Для исследования 
подобных задач нужны иные аналитические подходы, и мы их 
уже в какой-то мере касались в разделе 1.3.2, когда говорили о так 
называемых регуляризирующих операторах. Доказательство вы­
пуклости множества интегральных распределений приводилось не 
только в целях обоснования вычислительного алгоритма, но и 
с тем, чтобы показать еще одно важное аналитическое свойство, 
присущее этим функциям. В соответствии с выпуклостью каждое 
распределение можно считать композицией двух других инте­
гральных распределений, если подобрать надлежащим образом  
константу у.

Теперь нам следует указать способ построения минимизирую­
щей последовательности векторов /? = 1 , . . . } .  Следует сразу
оговорить, что эти методы могут быть самыми разнообразными. 
Их классификации и исследованию посвящены обстоятельные 
монографии [42, 43]. Ниже мы изложим один из простейших ва­
риантов численного построения минимизирующей последователь­
ности, причем, возможно, далеко не лучший с точки зрения быст­
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родействия. Однако в тех случаях, когда размерность обратных 
задач невелика в силу малой размерности обращаемого вектора 
Ра, описанный ниже алгоритм вполне эффективен и реализуется 
с помощью простых вычислительных средств.

Введем нормированный вектор q = { ^ i ,  . . qm, ^m+i}, который 
получается из S путем нормировки его компонент на S ( r = /? 2 ) =  
=Sm +i =  5. Тогда p^(S) можно рассматривать как функцию пол­
ного геометрического сечения S полидисперсной системы и век­
тора q, за которым стоит нормированное интегральное распреде­
ление q { r ) ^ \ .  Выражение для соответствующей невязки будем 
записывать в виде

п /  т \ 2
p^S , q) =  S ^ Z  ( P i c T - S  Ф , 7 А , ( ^ ? )  , (1.113)

i =  \ \  l = \  J

где |3ja =  PiaS"\ a фг7 =  ̂ г(^г). Если считать постоянную S извест­
ной, скажем, в нулевом приближении, то остается найти вектор q 
путем минимизации (1.113). Простейшим при этом является ме­
тод координатного спуска, когда минимизация значений p^(S, 
qu . . qm) осуществляется на каждом шаге по одной из фикси­
рованных переменных, скажем qj. С этой целью для суммы в пра­
вой части (1.113) введем обозначение p^(q) и перепишем ее в сле­
дующем виде:

^ Д Г- / - 2
Р' =  Е  1 — Е Ф<7 А; {Ф +  фг, / - 1<7/ - 1 — Ч’цЯ! + 1 —г =  1 / =  1

т Ч 2
—  Z  Ф « 7 А / ( ^ )  — ( ф , ' , / _ ,  —  ф , / ) ^ у [  . (1-114)

(=/+1 )
Выражение (1.114) наглядно подчеркивает тот очевидный

факт, что сумма справа является параболой по каждой из частных 
координат qj  ( /= 1 ,  . . ., m ). Если предположить, что известны все
компоненты вектора q, за исключением qj, то найти q], доставля­
ющее минимум этой сумме, не составляет труда. Для этого нам 
необходимо найти экстремальную точку частной параболы
p^{qj\q\ ,  . . ., qj-\ ,  Qm, 1). Технически это осуществляется
следующим образом.

Введем в рассмотрение вспомогательный вектор
Р- 1 )  _  Г^(Р) А р ) А р ) J p - Uq =  » • • •» Я}-и qj , qj + \ , . . qm , 1/.

Смысл верхнего индекса (/, р — 1) вполне ясен: речь идет о век­
торе, составленном из / компонент искомого вектора, известных 
в р-м приближении, и последующих [т — /) компонент, известных 
в ( р — 1)-м приближении. Продвигая последовательно перемен­
ный индекс / от 1 до т ,  получим искомый вектор в р-м прйближе- 
нии. В связи с этим запись q(̂ > эквивалентна Это продви­
жение осуществляется последовательной (покоординатной) мини-
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мизацией квадратичной формы (1.114). Подставляя вектор qW-p-i) 
в (1.114), можно построить следующее выражение:

? ( q « ' ‘- " ) = Z  (1.115а)
i =  l

где
^  / — 2 т

A\f  '* =  Р<(1— S  S  '*(<?) +1=1 ;= / + !
+  (1.1156)

С;/ =  фг, у_, — ф,.,.. (1.115в)

Полагая, что вычисление компонент искомого вектора осуще­
ствляется в указанном выше направлении, считаем известными на 
данный момент все компоненты с индексами / < /  и / > / .  Значение 

минимизирующее (1.115а) в этих условиях, рассчитывается
по следующей формуле:

; = S 4 ^ - 4 / Z 4 -. (1-116)Q i  _
i = l  / i =  l

Если полученное таким образом значение 9 * удовлетворяет 
условию

(1.117)

то его можно принять в качестве и перейти к определению 
следующей компоненты qj- î в р-м приближении. Если условие 
(1.117) не выполняется, то это означает, что точка минимума 

частной параболы (1.115а) лежит вне указанного интервала.
В этом случае в качестве qĵ "̂  должно быть взято одно из гранич­
ных значений q)--i  либо в зависимости от того, какая из
величин . .) или (q)^̂  . . .) принимает мень­
шее значение. В соответствии с описанной вычислительной схемой 
всегда гарантируется выполнение следующих двух главных усло­

вий, а именно: p̂ (q̂ '̂’ 2̂ “^̂ ) ^ p 2 (qO»p)) для всех / и р и q0 ‘, p-D ^  
Таким образом, последовательность векторов {q̂ '̂> 

( р = 1 , . . . )  действительно является минимизирующей последова­
тельностью в процесс минимизации осуществляется до вы­
полнения условия

тах| | <  Атш(<7), (1.118)
/<  m

где Amin(^) — достаточно малое число, выбор которого согласован 
с ошибками оптических измерений о. В первом приближении 
можно полагать, что Amin(9 ) есть произведение минимальной от­
носительной ошибки измерений, скажем, 8 min на некоторый коэф­



фициент Г], который можно рассматривать как рабочий параметр  
вычислительной схемы. Его значение определяется многими фак­
торами, среди которых определяющим является обусловленность 
исходного матричного (то же самое интегрального) оператора. 
Однозначно определить понятие обусловленности и тем более дать 
ее количественную оценку достаточно трудно, поэтому здесь мы 
не обсуждаем этих вопросов. В первом приближении можно счи­
тать, что чем выше обусловленность данной обратной задачи, тем  
меньше ошибки измерений сказываются на ошибках решения. Для 
хорошо обусловленной задачи ошибки в решении примерно равны 
ошибкам в исходных данных. В связи с этим можно полагать, чта 
т]^ 1 . В конечном итоге определяющим является численный экс­
перимент по обращению модельных оптических характеристик, 
учитывающий по возможности все особенности конкретных экспе­
риментов.

После определения вектора q уточняем значение S путем ми­
нимизации невязки (1.113) по этому параметру, потребовав вы­
полнения условия р2(5*, q) ^ Д ^ (а ). Для оценки начального^ 
приближения можно воспользоваться представлением р (^) =  
=  SZ(>.), где К(к)  — полидисперсный фактор. Оценить значения 
К{к)  можно численными методами, прибегая к каким-либо пара­
метрическим распределениям, либо исходить из многочисленных 
оптических моделей аэрозольных образований в атмосфере [15]. 
Для таких распространенных в_теории оптического зондирования 
факторов, как Кп(к) ,  Кех(к) и Ksc{ i ) ,  можно использовать и при­
ближенные аналитические оценки, не прибегая к численному ин­
тегрированию и формулам Ми. Подобные оценки можно найти 
в монографиях [17, 36].

Совсем необязательно в вычислительную схему обращения: 
вводить нормированное интегральное распределение q{r) .  Можно 
решать обратную задачу проще, считая неизвестным исходное 
интегральное распределение S{ r ) .  Вместо (1.113) для оптической 
невязки можно записать выражение

/г /  т  \  2

p4 S ) = Z  ( Р / а - Е  Ф»А/{5) . (1.119)
г=1 \  1=1 J

Затем вводим в вычислительную схему следующий вектор:
S =  {S i =  QiSfji, S 2, . . Sjn, 1 =  Qm Sm\y

где числа q\ и qm заданы априори. Значения q\ и {\ — qm) суть 
квантили распределения в окрестности границ Ri  и R2 . Не вда­
ваясь в подробности, заметим лишь, что распределение S{r)  (и 
особенно s { r ) )  в окрестности границ, как правило, плохо «пред­
ставлено» оптическими измерениями, и поэтому резонно его здесь  
доопределить априори. Это делается с помощью квантилей, увязав 
их выбор с погрешностью 8mm. Методики приближенного опреде­
ления величин qi и — qm) в задачах обращения спектральных 
характеристик светорассеяния атмосферными дымками изложены  
в монографии [36]. В остальном расчетные соотношения строятся

70



Б  ПОЛНОМ соответствии с вышеизложенным, и их повторять не 
будем. Возможны и другие варианты вычислительных алго­
ритмов [33].

1.4.6. Численные примеры и практические рекомендации

На рис. 1.3 представлен пример численного обращения спек­
трального хода коэффициента ослабления Рех(^) атмосферной

S си^*мт

Рис. 1.3. Пример численного обращения коэффици­
ента ослабления для модельной дымки (дымки Н 
[12]) заданного в пяти точках спектрального интер­

вала Л ==-(0,44; 0,94 мкм).
/ — модельное распределение Яй{г)\ 2 — начальное прибли­
жение 5 — полученное решение; 4 — соответствующая
решению гистограмма плотности; 5 — модельная плотность

дымкой, микроструктурная модель которой описывается гамма- 
распределением (модель «дымка Н» из 12]). Обращение указан­
ной оптической характеристики осуществлялось в соответствии 
с изложенной выше методикой. В качестве фактора Кех{г,к)  ис­
пользовалась простейшая в теории дифракции аналитическая 
модель, а именно

/С (р) =  2 -  4 sin р/р +  4 (1 -  cos^ p)/p^
где р =  4(/тг— \ ) г / 1.  Исходное нормированное распределение qo{r) 
на рис. 1.3 представлено кривой 1. Построение минимизирующей 
последовательности в данном примере началось с распределения 

в качестве которого выбрана прямая линия, соединяющая
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точки ( / ? 1  =  0; q { R i ) = 0 )  и (/?2=0,7; q { R 2 ) =  l ) .  Подобную функ­
цию можно считать самым «простым» распределением из множе­
ства возможных решений Ф | рассматриваемой обратной задачи. 
Ему соответствует функция плотности, всюду постоянная в обла­
сти возможных размеров частиц. Решением обратной задачи яв-

Р ис. 1.4.
а) «возмущенные» оптические характеристики =  (3̂  ̂ [1 +

+  (—1)г‘а], где Ро(>̂ ) — из предыдущего примера (см. рис. 1.3);
б) соответствующие решения обратной задачи для а ^ 0 ,0 5  
(кривая 2) и а ^ 0 ,1  (кривая 3); кривые 1 и 4 — модельное рас­

пределение Яо{г) и начальное приближение q(. )̂{r).

ляется кривая 5, полученная при Дщт (9 )^ 0 ,0 1 ,  что соответствует 
ошибке квадратур на уровне 1—2 %. На этом же рисунке пред­
ставлена гистограмма {Дг(5)/Дг(г)}, характеризующая плотность 
распределения частиц по размерам исследуемой дисперсной среды. 
Оптическое зондирование осуществлялось в диапазоне Л =  [0,44; 
0,94 мкм] на пяти длинах волн, равномерно расположенных в этом 
интервале. Устойчивость решений к «возмущениям» исходных 
данных иллюстрируется соответствующими кривыми, представлен­
ными на рис. 1.4. Наличие ошибки в априорном задании соответ­
ствующего значения показателя преломления, естественно, ска­
зывается на точности обращения. На рис. 1.5 это влияние иллю­
стрируется зависимостью ошибок eq== \qo — q|| от а и Дщ. В пер­
вом приближении эффективность обращения оптических данных 
можно характеризовать отношением гд/а  («коэффициентом уси­
ления ошибок»). Для рассмотренного примера эта величина не 
превышает двух, что вполне приемлемо с практической точки зре­
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ния. Следует иметь в виду, что величина Sq/o определяется не 
только эффективностью методики обращения, но и информатив­
ностью исходных оптических данных.

В заключение обратим внимание на следующее обстоятельство. 
В ряде случаев информативность исходных оптических данных 
может быть весьма низкой, что приводит к заметной зависимости 
получаемых решений q{r)  (а также и параметра S)  от выбора 
нулевого приближения q̂ ^̂ {r) в схеме обращения. В рассмотрен-

Рис. 1.5. Зависимость ошибок восста­
новления распределений от сг и Ат. 

п  а  ^0 ,02 , 2) (Т^0,05, 3) (Т^0,1. Ь5й 1.5J

ном выше примере этого не наблюдалось, по крайней мере, при 
0 ^ 0 ,0 5 . В этом примере в качестве q̂ ^̂ {r) можно было выбрать 
любую подходящую функцию, в том числе и такую «примитивную» 
модель, как линия, исходящая из начала координат. Однако если 
сузить интервал оптического зондирования Л либо взять в качестве 
модельного распределения широкий спектр размеров ( / ? 2  ^  3 мкм, 
например), то мы немедленно столкнемся с упомянутой выше за­
висимостью. Ее появление ни в коей мере нельзя относить к не­
достаткам описанного алгоритма, поскольку она проистекает из 
известных свойств плохо обусловленных линейных систем. В связи 
с этим в качестве нулевого приближения q̂ ^̂ {r) можно рекомендо­
вать так называемое нормальное решение системы (1.110), кото­
рое находится следующим образом:

+  а О - '  /с;„Ра- (1.120)

Выбор параметра а подчинен условиям р^а||Р а || и А/“* (5 ) ^ 0 .  
Компоненты вектора который затем принимается в качестве 

вычисляются согласно выражению
/ т

Е  а Г ( 5 )  t  ( 1 . 1 2 1 )
k = l  I k =  l

Этот способ выбора нулевого приближения и завершает построе­
ние алгоритмов для численного обращения аэрозольных оптиче­
ских характеристик на компактных множествах распределений.
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в заключение сделаем одно замечание. Выше при построении: 
вычислительной схемы обращения оптических данных мы исхо­
дили из интеграла Стилтьеса и вспомогательного интегрального 
распределения У^^Цг), которое всюду непрерывно в области R и 
обладает суммируемой, по Риману, производной, т. е. плотностью 
распределения. Последнее обстоятельство позволяло нам доста­
точно просто построить соответствующий представлению (1.105) 
суммационный аналог. В общем случае, когда исходная модель 
У (г) по условию задачи должна содержать нерегулярную (напри­
мер, разрывную) компоненту, алгебраизация интегрального урав­
нения требует применения иных аналитических подходов. Построе­
ние методов численного решения подобных обратных задач свето­
рассеяния можно найти в работе [33]. Вместе с тем и в рамках 
такой модели, как У^^ЦгУ;'~можио вполне содержательно решать 
задачи микроструктурного анализа дисперсных сред и учитывать, 
в частности, дискретную структуру спектра размеров. Речь идет 
здесь о тех случаях, когда спектр размеров состоит из отдельных,, 
разнесенных по области R фракций частиц, каждая из которых 
локализуется в узких интервалах Аг(г). Как было показано в ра­
боте [36], признаком подобной нерегулярности в спектре разме­
ров может служить нерегулярный ход измеренных спектральных 
характеристик. . Под нерегулярностью здесь понимается то, что 
измеренную оптическую характеристику Р(>.) не удается удовле­
творительно аппроксимировать полидисперсными интегралами 
с непрерывными сплошными распределениями. Подобная ситуация 
достаточно типична при обращении данных по светорассеянию, 
относящихся к малым освещенным объемам либо полученных 
в условиях слабой замутненности. При обращении соответствую­
щих оптических данных оказывается, что результирующие погреш­
ности аппроксимации измеренных характеристик ^о{Х) модель­
ными (KY) (X) оказываются, как правило, выше ошибок измере­
ния. Последнее можно интерпретировать как несоответствие 
рабочей модели К (г), лежащей в основе вычислительной схемы 
обращения, типу действительного распределения So{r) ,  Во второй 
главе мы введем новые аналитические модели вспомогательных 
распределений У (г),  которые могут быть более эффективными 
в обработке данных по аэрозольному светорассеянию.

1.5. К учету морфологии частиц 
в обратных задачах аэрозольного светорассеяния

Обратные задачи оптики дисперсных сред, о которых речь шла 
выше, основывались на предположении сферичности частиц. Эти 
системы выступали в качестве моделей реальных дисперсных 
сред, частицы которых, естественно, в большей или меньшей сте­
пени отличны от сферических. Ясно, что указанное отличие формы, 
частиц приводит к определенным ошибкам в микроструктурном 
анализе дисперсных сред при обращении соответствующих дан­
ных оптического зондирования. Если отказаться от указанной
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модели, то, с одной стороны, возникают трудности с применением 
теории Ми в вычислительных схемах обращения данных, с дру­
гой — становятся малообоснованными одномерные интегральные 
представления для оптических характеристик светорассеяния. Д ей­
ствительно, для классификации сферических частиц по размерам 
в некотором освещенном объеме среды достаточно одного линей­
ного параметра, роль которого обычно играет радиус г. Микро­
структура подобного ансамбля частиц описывается одномерным 
распределением. Если частицы ансамбля имеют более сложную  
геометрическую форму, то для их классификации по размерам 
требуется уже несколько геометрических параметров, что немед­
ленно влечет введение многамерных распределений для описания 
микроструктуры среды.

Обратные задачи светорассеяния, постановка которых связана 
с микроструктурным анализом дисперсных сред методами опти­
ческого зондирования, приводят к решению многомерных инте­
гральных уравнений. Так, например, если полидисперсная система 
состоит из эллипсоидальных частиц, то их можно классифициро­
вать по трем линейным параметрам, роль которых могут играть 
полуоси а, Ь, с. Следует заметить, что выбрать единую систему 
трех линейных параметров для построения функций распределе­
ния частиц по размерам можно лишь в том случае, если все они 
имеют одну и ту же геометрическую форму. Подобным примером 
как раз и является упомянутая выше система эллипсоидальных 
частиц. В более общих случаях дать адекватное описание того, 
что понимать под микроструктурой дисперсной среды, совсем не­
просто.

Ниже кратко излагается один из возможных качественных 
подходов к постановке обратных задач светорассеяния и микро­
структурному анализу реальных дисперсных сред. Ранее и более 
подробно его основы обсуждались в работах авторов [17, 36].

1.5.1. Интегральные представления характеристик светорассеяния 
полидисперсными системами 

выпуклых случайно-ориентированных частиц

При построении характеристик светорассеяния системами ча­
стиц в качестве определяющего геометрического параметра молено 
использовать площадь их проекции р{к)  на плоскость, перпенди­
кулярную направлению, определяемому волновым вектором па­
дающей оптической волны к. Сечение рассеяния индивидуальной 
частицей в этом случае выразится произведением этой площади 
на соответствующий фактор эффективности рассеяния, который, 
помимо всего прочего, является функцией угла рассеяния По­
скольку сечение рассеяния всего ансамбля частиц — аддитивная 
функция числа частиц при условии независимости рассеивателей, 
то открывается конструктивная возможность введения многомер­
ных распределений и построения интегральных представлений для 
jcapaKTepHCTHK светорассеяния системами частиц. Соответствую-
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щие построения выполнялись ранее в работах [17, 36], и здесь они- 
в полном объеме приводиться не будут.

Для большей определенности и ясности излагаемого материала 
будем использовать предположение о том, что частицы исследуе­
мой среды имеют выпуклую форму и случайно ориентировайы 
в освещенном объеме. Подобную морфологическую модель можно 
считать вполне состоятельной в оптике атмосферного аэрозоля 
или, как принято иногда говорить, в оптике реальных рассеиваю­
щих сред. Для частиц указанного ансамбля такие важные для 
описания светорассеяния геометрические характеристики, как 
средняя проекция р, средняя секущая (хорда) I и объем v, свя­
заны простым соотношением, а именно pl  =  v. Наличие этой зави­
симости между указанными геометрическими параметрами позво­
ляет ввести в микроструктурный анализ вполне содержательное 
двухмерное распределение [36]

dP (I, v) =  r ' v d N { J ,  v) (1.122)

И им описывать спектр размеров частиц исследуемого ансамбля, 
т. е. функцией Л^(/, v) .

Используя дифференциальную меру (1.122), интегральное 
представление для характеристики светорассеяния полидисперсной- 
системы частиц теперь запишется в следующем виде:

D{&, =  V, l ) r ' v d N { l  v), (1.123)

где Т — соответствующий полидисперсный фактор эффективности 
рассеяния выпуклой частицей с геометрическими параметрами / 
и и, а й  — о б л а с т ь  и н т е г р и р о в а н и я  ( й =  [ [/щшЛтах] X  [t^min, 
^max] ] ) • _

Имея оптические измерения {Da{vj ,  Xi), /, / = 1 ,  . . . } ,  относя­
щиеся к единичному объему рассеивающей среды, и и ^ о л ь ^ я  
аппроксимационный подход, т. е. минимизируя нормы \\Do — 
можно найти функцию N ( l , v )  и тем самым оценить спектр раз­
меров частиц зондируемой среды. Конечно, рассчитывать на то, что 
факторы Т удастся найти из теории дифракции, как это имело 
место для сферических частиц, не приходится. В изложенном под­
ходе их следует определять из эксперимента по светорассеянию  
на соответствующих модельных монодисперсных системах частиц. 
Однако это не единственный способ нахождения Т. В принципе 
можно измерения проводить на реальных полидисперсных средах, 
но сопровождать их измерениями функций распределения N[ l , v ) .  
Постановка соответствующей обратной задачи свето^ссеяния  
позволяет найти факторы Г (I, и ,-O', >.) при известных /)(# ,> .) и 
N i l v ) .

Алгоритмические схемы подобных обратных задач оптики дис­
персных сред обсуждались ранее в работе авторов [17]. Следует
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заметить, что выше мы нигде не делали предположений о конкрет­
ной геометрической форме частиц рассеивающей среды, что, од­
нако, не мешало нам содержательно сформулировать обратную  
задачу светорассеяния и предложить метод микроструктурного 
анализа реальных дисперсных сред. Разумеется, что оценка его 
эффективности в полной мере может быть выполнена при наличии 
соответствующего экспериментального материала. Использование 
при выборе дифференциального элемента меры (1.122) вероят­
ностно-геометрических характеристик частиц позволяет назвать 
изложенный выше подход к микроструктурному анализу вероят- 
ностно-геометрическим. Случайная ориентация частиц в освещен­
ных объемах в какой-то мере служит его физическим обоснова­
нием.

1.5.2. Меры симметрии частиц и параметрические модификации 
одномерных интегральных уравнений

Следует заметить, что двухмерный микроструктурный анализ 
с точки зрения практических приложений в оптике и физике атмо­
сферного аэрозоля достаточно сложен. С одной стороны, требуется 
большой объем измерительной информации, а с другой — доста­
точно сложная вычислительная схема обращения двухмерных ин­
тегральных уравнений. Поэтому разумно попытаться двухмерную  
обратную задачу свести к одномерной, прибегая к определенным 
частным допущениям. Ниже это будем делать на основе введения 
некоторых геометрических параметров, характеризующих меру 
отклонения формы рассеивающих частиц от сферической. Впервые 
этот подход был изложен в работе [36].

Отклонение формы тел от сферической в геометрии принято 
характеризовать мерами симметрии [52]. Не существует единого 
способа введения подобных геометрических характеристик, и по­
этому в прикладных задачах это делается с учетом тех или иных 
конкретных особенностей и требований. Применительно к задаче 
микроструктурного анализа, связанного с решением интегрального 
уравнения (1.123), можно прибегнуть к помощи известного изопа- 
раметрического неравенства, а именно (4р)^ — 36я^2^0 [4]. 
Нижняя грань (т. е. равенство нулю) достигается только для тел 
сферической формы. Поэтому, если ввести геометрический пара­
метр 0 , положив (4р)^ — 36яи^0==О, то его величина должна слу­
жить характеристикой того, в какой мере рассматриваемое выпук­
лое тело с параметрами р w v асимметрично по форме. Для тела, 
обладающего полной симметрией, 0==1. В соответствии с изопа- 
раметрическим неравенством этим телом является шар. Во всех 
других случаях 0 > 1 .  Введенный параметр 0 , хотя и характери­
зует симметрию тела (в нашем случае речь идет о рассеивающих 
частицах), строго говоря, еще не является мерой симметрии. 
В соответствии с формальным определением [52], мерой симмет­
рии является величина, обратная к 0 . Действительно, полагая
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ц{1, v ) = @ - ^ { l , v ) ,  нетрудно показать справедливость следующих 
соотношений;

supTi(7, и ) =  1, ц > 0 ,
1, V

ЧТО находится в полном соответствии с теми требованиями, кото­
рые предъявляются к мерам симметрии выпуклых тел [52]. 
В связи с этим параметр ц можно назвать коэффициентом асим­
метрии формы рассеивающей частицы. В нашей задаче удобнее 
все же использовать параметр 0 , который согласно определению 
равен отношению 16 и/9л:Р.

Построение одномерной обратной задачи светорассеяния для 
полидисперсной среды можно рассматривать с физической точки 
зрения как ее замену некой оптически эквивалентной системой 
сферических частиц. В оптике аэрозоля подобную эквивалентность 
принято устанавливать по равенству либо объемов, либо полных 
поверхностей, и тогда остается лишь подобрать надлежащим об­
разом линейный размер эквивалентной сферы. Используя введен­
ный выше параметр 0 , нетрудно найти соответствующие соотно­
шения: То =  &Щ и =  Поскольку для тела сферической 
формы средний диаметр k =  4r/3,  то исходный полидисперсный 
интеграл типа (1.105) может быть переписан в следующем виде:

р(Я) =  5/^С(7о, l){9nTl/\Q)dN(Jo). (1.124)
L

Если теперь ввести в (1.124), скажем, первое из указанных выше 
соотношений, то придем к новому полидисперсному интегралу, за ­
висящему от параметра 0 , а именно:

р(?., e) =  \K{e''%X){9nJl/lQ)dN{To).  ( 1 . 125)
L

Поясним кратко смысл записанного интегрального выражения. 
Интеграл (1.125) можно рассматривать в качестве характеристики 
светорассеяния ансамблем частиц при условии, что сечение их 
рассеяния может быть заменено сечением рассеяния сферами рав­
ного им объема и средним диаметром =  Подобная эквива­
лентность может быть установлена только на основе анализа соот­
ветствующего экспериментального материала. Подобные исследо­
вания известны, и здесь можно сослаться в качестве примера на 
обстоятельную работу [53].

Считая, что асимметрия тел несущественно меняется в сред­
нем по ансамблю частиц, зависимостью параметра 0  от 7 и и 
в первом приближении можно пренебречь. Интегральное представ­
ление (1.125) приводит тогда к одномерной обратной задаче, по­
зволяющей оценить спектр размеров частиц зондируемой среды 
при наличии некоторой асимметрии их формы. Ясно, что найденное 
распределение N (I) дает весьма приближенное представление
о действительном спектре размеров частиц реальной среды. Оценка
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эффективности подобных обратных задач может быть выполнена 
лишь на конкретном экспериментальном материале. Все, что из­
ложено выше, следует рассматривать не более как качественный 
подход к определению микроструктуры реальных дисперсных сред  
методами оптического зондирования. В этом подходе понятие «ре­
альность» дисперсной среды связывается с возможностью учета 
асимметрии ее частиц в процессе обращения данных по светорас­
сеянию. В остальном используются формулы теории Ми и все опи­
санные выше вычислительные схемы обращения оптических 
данных.

Применение этой методики требует априорной оценки значений 
параметра 0  для зондируемой дисперсной среды. Ниже приво­
дятся некоторые численные оценки этого параметра для частиц 
элементарной геометрической формы. В более общих случаях 
оценка вероятностно-геометрических параметров р, I и 0  для 
рассеивающих частиц может быть выполнена с использованием 
специальных вычислительных процедур. Методики их построения 
можно найти в работах [31, 34]. Соответствующие оценки могут 
быть найдены и прямым путем по микрофотографиям частиц на 
импакторных подложках [53, 55].

Предположим, что частицы рассматриваемой дисперсной среды 
имеют эллипсоидальную форму. Вводя коэффициенты асимметрии 
тела по осям gi =  a/c и l 2 = b l c ,  где с — наименьшая из осей эллип­
соида, можно найти выражение для расчета параметра 0  (то же 
функции 0(^1, I2 )) .  Указанное расчетное соотношение приводи­
лось ранее в работах авторов [17]. На рис. 1.6 приведена функция 
'П(^ь 2̂) (мера симметрии) для эллипсоидальной частицы. П ара­
метр т] быстро убывает по мере роста значений величин h  и 
что делает возможным применение методов теории возмущений 
к полидисперсным интегралам, рассматривая их как функционалы 
от распределения г] (gi, 2̂ ) • Кроме того, при I и ^2-^1 (^ь I 2 )
также стремится к единице, и эллипсоидальная частица превраща­
ется в сферическую. Трудно ответить на вопрос, в какой мере 
было бы оправдано построение подобной теории возмущений для 
целей микроструктурного анализа атмосферных аэрозолей. В на­
стоящее время существуют методы расчета характеристик свето­
рассеяния частицами цилиндрической формы. Интересно оценить 
для них значения параметра 0 . Нетрудно показать с помощью 
прямых вычислений, что

e { l )  =  2 { l + l f / 9 l \
где l = h f r ,  h — высота цилиндра и г — радиус основания. Наи­
меньшее значение, которого достигнет функция 0 (g ) ,  равно V 2 при
1 =  2. Таким образом, из всех цилиндров наиболее симметричным 
является тот, для которого высота равна диаметру основания. 
Подобные примеры можно продолжить, особенно для тел, огра­
ниченных поверхностями второго порядка. Однако на этом мы 
закончим изложение вопросов, связанных с построением одномер­
ных интегральных представлений для характеристик светорассея­
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ния полидисперсными системами несферических частиц, основы­
ваясь на вероятностно-геометрическом подходе к описанию ми­
кроструктуры дисперсных сред.

В заключение отметим, что одномерные параметрические ин­
тегралы в случае необходимости можно строить и на основе иных

Рис. 1.6. Вид функции Ti(gi, ^2) для частиц эллипсоидальной формы.

дифракционных формул, нежели тех, которые дает теория Ми. Н а­
пример, вполне можно использовать там, где это оправдано, тео­
рию дифракции света на цилиндрах. Выразив обычные линейные 
параметры г и /1 через / и 0  и считая затем 0  маломеняющимся 
по ансамблю частиц, ji3  (1.123) можно построить соответствующий 
одномерный аналог Ядра в этом случае будут опреде­
ляться формулами, отличными от рядов Ми [5, 9 ]. В более общей 
постановке параметры г и /1 заменяются на I и и строится двух­
кратный интеграл с распределением N( l , v ) .  К сожалению, подоб­
ные построения в оптике атмосферного аэрозоля мало оправданы, 
если, конечно, не касаться каких-то специальных случаев. То, что
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известно к настоящему времени о светорассеянии на частицах ат­
мосферного аэрозоля, вполне подтверждает правомерность изло­
женного выше подхода. Это позволяет надеяться на то, что полу­
чаемые оценки микроструктуры реальных сред путем обращения 
^характеристик светорассеяния на основе представлений типа 
(1.125) будут вполне состоятельными в практическом отношении. 

Соответствующий пример приводился ранее в работе авторов [17].

1.5.3. Морфология частиц атмосферных дымок 
и обратные задачи светорассеяния

Известно, что морфология аэрозольных образований в атмо­
сфере является достаточно сложной. Это можно, в частности, ви-

%

Рис. 1.7. Пример морфологического анализа 
атмосферной дымки [55].

1 — фракция, состоящая из капель серной кис­
лоты; 2 — кристаллы; 5 — неустойчивые конгло­
мераты из пористых частиц; 4 — устойчивые, 

почти симметричные частицы.

деть на примере, представленном на рис. 1.7 и относящемся к ат­
мосферной дымке. Исходным материалом для построения гисто­
граммы служили заборы частиц из воздуха на подложку самолет­
ного импактора при полете в горизонтальном направлении на 
высоте около 500 м. Работа [55], откуда заимствован данный 
пример, ставилась с целью оценки возможного влияния морфоло­
гии частиц реального аэрозоля на оптические характеристики 
светорассеяния и результаты их обращения. Основным оптиче­
ским средством являлся поляризационный бистатический лидар.

Представленный пример дает всего лишь одну реализацию 
возможной морфологии атмосферной дымки, однако ее можно 
считать вполне характерной для нормальных условий. Главное, 
что отсюда следует, это композиционный характер рассматривае­
мой полидисперсной системы частиц. Среда явно состоит из фрак­
ций частиц, имеющих различную геометрическую форму. Кстати, 
это в равной мере относится и к их химическому составу. П о­
скольку не представляется возможным дать адекватное описание 
морфологии частиц в целом по ансамблю, характеризовать оптику 
подобной аэрозольной системы можно лишь в рамках изложен-

6  Заказ  № 214 81



ного выше вероятностно-геометрического подхода к описанию ее  
микроструктуры. В этом случае построение соответствуюш,их по­
лидисперсных интегралов не требует аналитического задания гео­
метрической формы отдельных частиц. Для основной фракции, 
классифицируемой как частицы, близкие к сферическим, морфоло­
гический анализ показывает, что примерно из 450 частиц 400 ча­
стиц по проекции на столик микроскопа неотличимы от сфер, лишь 
50 следует отнести к эллипсоидам с В целом частицы дымки

PljP2'10'  ̂КМ'̂ 'Ср̂

Рис. 1.8^ Измеренные значения 
Яи==4я/1(0г)/Р«с и ? 2г =  
=  4я/2(''^г)/|38с (точки) и соот­
ветствующие им аппроксими­
рующие аналоги (непрерывные 
кривые нижняя и верхняя соот­
ветственно), полученные мето­
дами обращения по данным 

[56].

достаточно симметричны, если, конечно, не считать фракцию кри­
сталлических частиц.

С использованием бистатического поляризационного лидара 
(теория этого метода зондирования рассеиваюш,ей компоненты 
подробно изложена в предыдуш,ей монографии авторов [17]) 
можно определить высотный ход элементов матрицы {Оц)  аэро­
зольного рассеяния для углов в задней полусфере. В качестве при­
мера на рис. 1.8 нанесены измеренные значения P i /=  (4яй(^0/Р^с) 
и P 2 i =  /^sc) для аэрозольного слоя, расположенного на
высоте около 800 м, и указаны соответствуюш,ие ошибки [56]. При 
наличии подобных данных правомерна постановка следуюш,их 
двух вопросов. Во-первых, можно ли в принципе обратить эти 
данные в предположении сферичности частиц зондируемой дымки. 
Во-вторых, если и суш,ествует подобное решение (вернее, квази­
решение, см. п. 1.3), то в какой мере по нему можно судить о ре­
альном спектре размеров. Как показывают расчеты, выполненные 
авторами работы [55], ответы на оба вопроса можно считать по­
ложительными в пределах погрешности измерений (не ниже 20 %). 
Сплошными линиями на рис. 1.8 приведены соответствующие 
экспериментальным данным {Рио}  и {Ргш} аппроксимирующие 
характеристики Pi(i9') и Р 2 (^ ), полученные методом подбора наи­
лучшего модельного распределения (см. п. 1.4.1). Сопоставление 
найденного распределения Пм{г)  с данными прямого микрострук-
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турного анализа зондируемых аэрозолей указывает на состоятель­
ность результатов обращения.

Аналогичные исследования по оптике реального аэрозоля (на­
пример, атмосферных дымок), увязанные с данными прямых ми­
кроструктурных и морфологических измерений, проводились неод­
нократно. Наиболее обстоятельной в этом отношении можно 
считать, по всей видимости, монографию [9]. Если не касаться 
специальных аэрозольных систем, к которым должны быть отне­
сены прежде всего кристаллические облака и кристаллическая

Рис. 1.9. Измеренные значения коэф­
фициента ослабления частицами ци­
линдрической формы при их различ­
ных ориентациях (вертикальные от­
резки) и аппроксимирующая кривая, 
полученная по формулам Ми в пред­
положении равенства объемов соот­

ветствующих частиц [54].

фаза смешанных облаков, можно полагать, что модельная поли­
дисперсная система сферических частиц в методах оптического 
зондирования атмосферных аэрозолей обеспечивает вполне прием­
лемую эффективность микроструктурного анализа.

В связи с этим хотелось бы обратить внимание на то обстоя­
тельство, что размеры частиц атмосферных дымок сопоставимы 
по порядку величины с длинами волн, используемыми в оптиче­
ском зондировании. В этой ситуации оказывается, что вполне при­
емлемо можно аппроксимировать факторы эффективности рассея­
ния (ослабления) несферических частиц соответствующими фак­
торами сферических частиц, выбирая размеры последних из 
условия равенства объемов. Соответствующий пример для частиц 
цилиндрической формы приведен на рис. 1.9 [54]. Размер верти­
кальных линий соответствует разбросу фактора Кех для цилин­
дрических частиц при изменении их ориентации в пространстве 
освещенного объема. Важно отметить, что эти значения получены 
в соответствующих экспериментах. Подобные аппроксимации для 
полидисперсных факторов могут быть заметно улучшены, если 
использовать параметрические представления вида 0 ) ,  о ко­
торых речь шла выше. Как следствие, это повысит надежность 
результатов обращения за счет привлечения априорной информа­
ции об асимметрии частиц исследуемой дисперсной среды. К со­
жалению, подобной возможности для фактора обратного рассея­
ния К п  не существует. Его значения в этом отношении подвержены 
большей изменчивости при изменении геометрической формы рас­
сеивающих частиц.
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Оптические операторы, осуществляющие взаимные преобразо­
вания различных характеристик светорассеяния полидисперсными 
системами частиц, вводились в оптику дисперсных сред на примере 
частиц сферической формы. В настоящее время эта система ча­
стиц играет роль основной морфологической модели при решении 
прямых и обратных задач оптики атмосферного аэрозоля. Зам е­
тим, что построение аналогичных операторов для полидисперсных 
систем, частицы которых имеют иную геометрическую форму, мо­
жет быть осуществлено аналогичным образом. Действительно, 
если микроструктуру дисперсной среды описывать распределением 
Л^(/, t )̂, то соответствующие полидисперсные интегралы будут двух­
кратными, и, следовательно, операторы типа находятся путем 
численного обращения двухмерных матричных уравнений. Опера­
торы перехода W будут также двухмерными. Поэтому обобщение 
изложенной в первой главе теории светорассеяния системами ча­
стиц на дисперсные среды с произвольной морфологией связано, 
прежде всего, с увеличением размерности операторов. Хотя это 
и влечет увеличение объема вычислений при обработке оптической 
информации, в алгоритмическом плане не вызывает каких-либо 
особых затруднений. Описанные выше процедуры обращения мо­
гут быть достаточно просто расписаны для многомерных обратных 
задач. Более существенные трудности обусловливаются слож ­
ностью решения дифракционных задач при переходе к частицам 
с формой, отличной от сферической. Обстоятельный обзор по этим 
вопросам дан в монографии [9].

Ле  касаясь здесь чисто дифракционных проблем теории свето­
рассеяния, предположим, что в нашем распоряжении имеется 
вполне приемлемый алгоритм расчета ядер полидисперсных инте­
гралов типа (1.123). Спрашивается, каким образом в этом слу­
чае можно было бы сформулировать в рамках операторного под­
хода задачи морфологического анализа зондируемых дисперсных 
сред. Напомним, что до сих пор мы занимались микроструктур­
ным анализом и прогнозом оптических характеристик светорассея­
ния аэрозольных систем в рамках простейшей морфологической 
модели.

Рассмотрение вопросов морфологического анализа разумно 
начать с более чем частной задачи, связанной с интерпретацией 
данных поляризационного зондирования атмосферных дымок. Тео­
рия соответствующего оптического метода зондирования строилась 
в п. 1.2, и в простейшем варианте привела к решению системы 
операторных уравнений (1.45) при известном поляризационном 
векторе Допустим, что для исследуемого локального объема 
дисперсной среды показатель преломления in известен. Тогда для 
определения и последующего микроструктурного анализа
достаточно решить первое уравнение указанной системы, рассчи­
тав предварительно оператор W2 \ с использованием формул тео­
рии Ми. Но если правомерно применение теории Ми при обработке

1.6. Заключение
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измерений в данном эксперименте, то элемент Dii('fl^) матрицы 
рассеяния должен также удовлетворять и двум оставшимся урав­
нениям системы (1.45). Формально они должны превращаться 
в тождества. Конечно, при обработке экспериментального матери­
ала можно вести речь лишь о приближенных равенствах. Таким 
образом, система (1.45) в принципе дает возможность оценить, 
в какой мере применимо предположение о сферичности частиц 
в эксперименте по светорассеянию при прочих равных условиях.

При зондировании атмосферных дымок эту возможность пред­
почтительно реализовать-на основе параметрического представле­
ния (1.125). В этом подходе два оставшихся уравнения позволяют 
оценить параметр 0  либо распределение 0(1) в зависимости от 
объема измерений и их точности. Знание подобного распределения 
позволяет более корректно осуществить обращение оптических: 
данных в рамках теории Ми и получить более достоверную оценку 
микроструктуры реальной аэрозольной среды. Соответствующий 
пример из практики атмосферно-оптических исследований приво­
дился ранее в работе авторов [17]. Подобную коррекцию резуль­
татов обращения в определенной степени можно рассматривать 
как простейший морфологический анализ полидисперсной си­
стемы, близкой по морфологии к системе сферических частиц.

Аналогичные возможности открываются и в том случае, когда 
интерпретируются данные оптического зондирования системы ча­
стиц несферической формы, случайно-ориентированных в про­
странстве освещенного объема. В этом случае система оператор­
ных уравнений, аналогичная (1.45), имеет большую размерность, 
поскольку исходная матрица рассеяния содержит шесть независи­
мых эл ^ ен тов . Правда, теперь для того, чтобы найти все эле­
менты Dij,  недостаточно использовать при зондировании один тип 
поляризации (то же самое одну реализацию вектора F®̂ ). Н еоб­
ходимо использовать систему векторов {Iv^}, т. е. осуществлять 
в полном смысле этого термина поляризационное зондирование 
дисперсной среды. Исходя из априорных знаний морфологии, 
можно выбрать некоторую дифракционную модель в качестве ра­
бочей в схеме интерпретации с последующей корректировкой ре­
зультатов обращения так, как это описывалось выше. В качестве 
подобных моделей могут быть выбраны системы частиц цилиндри­
ческой либо эллипсоидальной формы [38].

В последнее время определенные успехи достигнуты в разра­
ботке алгоритмов по расчету характеристик светорассеяния вы­
пуклыми многогранниками в приближении геометрической оптики 
[40]. Меняя число возможных граней многогранника, можно по­
строить алгоритмическим путем некое семейство морфологических 
моделей для схем интерпретации данных поляризационного зон­
дирования кристаллических облаков в атмосфере [35]. Возмож­
ность оперировать множеством моделей в процессе интерпретации 
оптических данных позволяет осуществить в полном смысле 
морфологический анализ дисперсных сред.
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практический интерес в атмосферно-оптических исследованиях 
имеет разработка теории оптического зондирования атмосферы 
на основе светорассеяния системами ориентированных кристал­
лов. Ориентацию частиц в атмосфере обычно увязывают с нали­
чием силовых полей и, в частности, электрического [13]. Исходя 
из расчетно-аналитических методов определения диаграмм рас­
сеяния гексагональными частицами, развитыми в работах [37, 41], 
могут быть предложены методики интерпретации данных лазер­
ного поляризационного зондирования кристаллических облаков и 
дистанционного определения преобладающей ориентации их ча­
стиц. Можно полагать, что исследования в этом направлении при­
ведут к разработке оптического метода дистанционного зондиро­
вания силовых полей в атмосфере и, естественно, к новым обрат­
ным задачам теории светорассеяния.



ГЛАВА 2. МЕТОД МНОГОЧАСТОТНОГО ЛАЗЕРНОГО  
ЗОНДИРОВАНИЯ АТМОСФЕРЫ

Одним из перспективных методов оперативного контроля про­
странственно-временной изменчивости оптического состояния ат­
мосферы является лазерная импульсная локация. Исследование ее  
информационных возможностей при решении разнообразных при­
кладных задач и вопросы технической реализации соответствую- 
ш,их измерительных комплексов освеш,ены в монографиях [6, 7,. 
15, 21, 22]. Однако в полной мере возможности этого нового 
оптического метода могут быть реализованы только в случае од­
новременного зондирования атмосферы на нескольких длинах 
волн с использованием перестраиваемых по частоте лазеров. Это 
утверждение справедливо при решении таких задач, как дистанци­
онное зондирование атмосферных аэрозолей в целях определения 
их микрофизических характеристик, при необходимости одновре­
менного учета эффектов рассеяния и поглощения в интерпретации 
локационных сигналов и т. п.

Обоснование принципиальной возможности решения сложных 
информационных задач, таких как определение полей оптических 
характеристик светорассеяния в атмосфере, аэрозольных микро­
физических характеристик, метеопараметров, концентрации за ­
грязняющих дисперсных и газовых компонент и т. д., потребовало' 
разработки теории многочастотной лазерной локации [18, 21]. 
В пределах настоящей главы дается краткое изложение основ- 
этой теории, основанной на операторном подходе к обратным за ­
дачам светорассеяния и развитого в предыдущей главе. В этом 
отношении можно говорить еще об одном применении операторов- 
перехода к разработке теории конкретного оптического метода  
зондирования. Напомним, что в первой главе речь шла о методе 
поляризационного зондирования локальных объемов рассеиваю­
щей среды.

Интерпретация совокупности локационных сигналов, принимае­
мых из рассеивающей атмосферы и соответствующих различным 
частотам (измерительным каналам), сводится в общем случае 
к решению системы функциональных уравнений. В нее входят 
уравнения переноса оптических сигналов и интегральные уравне­
ния, связывающие аэрозольные микрофизические параметры с ха­
рактеристиками светорассеяния. Построение вычислительных схем 
численного решения этой системы осуществляется с привлечением 
соответствующих операторов теории светорассеяния.

Следует заметить,- что введение операторов, связывающих, 
в частности, спектральный ход аэрозольного коэффициента обрат­
ного рассеяния с ходом коэффициента ослабления, можно рас­
сматривать как способ априорного доопределения указанной
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системы, в которой интегральные уравнения относятся к некор­
ректно поставленным математическим задачам. Действительно, 
предположение о сферической форме частиц дисперсной компо­
ненты позволяет через оптические операторы дополнить систему 
обращаемых уравнений тем конкретным физическим содержанием
о процессе светорассеяния оптических волн, которое заключено 
в теории дифракции Ми. В результате система новых уравнений 
хотя и становится более частной, но зато при прочих равных усло­
виях лучше обусловленной. Именно в этом заключается содерж а­
тельный смысл развиваемого в монографии метода оптических 
операторов теории светорассеяния дисперсными средами.

Основное внимание в главе уделяется итерационным схемам 
решения систем локационных уравнений. Обсуждаются условия 
их сходимости и показано, что в ряде случаев ее нарушение мо­
жет быть связано с несоответствием априорных допущений усло­
виям реального эксперимента. С учетом практических приложений 
подробно изложена простейшая параметрическая методика интер­
претации данных двухчастотного лазерного зондирования аэро­
золей.

Интересными могут быть также применения многочастотной 
лазерной локации в исследовании пограничного слоя, в котором 
пространственно-временная изменчивость микроструктуры аэрозо­
лей определяется процессами турбулентной диффузии. Ниже по­
казана возможность синтеза обратных задач аэрозольного свето­
рассеяния и турбулентной диффузии дисперсной компоненты в це­
лях разработки оптического метода дистанционного определения 
поля коэффициентов турбулентности в пределах пограничного слоя.

В ряде случаев результаты интерпретации данных многочастот­
ной лазерной локации могут заметно зависеть от ошибок априор­
ного выбора показателя преломления аэрозольного вещества. Зна­
ние этих оптических констант необходимо, в частности, для кор­
ректного построения соответствующих оптических операторов. 
3  главе излагаются методики коррекции результатов интерпрета­
ции, основанные на сопутствующих измерениях коэффициентов 
ослабления (дальности видимости). Последовательное развитие 
этого подхода к устранению неопределенностей, присущих атмо­
сферно-оптическим наблюдениям, приводит к идее оптического 
мониторинга атмосферы как совокупности взаимоувязанных об­
ратных оптических задач. Изложение теории подобного Монито­
ринга отнесено в третью главу.

2.1. Основы теории многочастотной локации 
атмосферных аэрозолей

2; 1.1. Операторные уравнения метода

Введенные ранее оптические операторы типа W2 \ и Wn  теории 
светорассеяния полидисперсными системами частиц, осуществля­
ющие взаимные преобразования P i-^ P 2 и P2 -^ P i для любой игры
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характеристик, можно использовать для построения теории опти­
ческого зондирования дисперсных сред. Ниже это иллюстрируется 
на примере метода многочастотного лазерного зондирования 
атмосферных аэрозолей.

Исходную систему функциональных уравнений, связывающую 
параметры принимаемых локационных сигналов от единичного 
объема рассеивающей среды с ее оптическими и микрофизическими 
характеристиками, в этом методе оптического зондирования будем 
записывать в следующем виде:

5 (2 , 1) =  Р{2,
l )  =  S{ z ,  I);

z

Т {z, X) =  exp —2 5 ?>ex{z', l ) d z '

^ „ { z , l ) =  S Kn{z,  I,  r ) s ( z ,  r )dr \
R  ( г )

Pex{Z,  Я ) =  [  Kex{Z, I ,  r ) s{Z ,  г) d r ;
R  ( г )

(2 .1)

В этой системе соотношений Р (г , X) — амплитуда локационного 
сигнала, принимаемого от освещенного объема, находящегося на 
расстоянии г от приемника; Ро { Х) — мощность посылаемого 
светового импульса на рабочей длине волны X; Рл и е̂х — соответ­
ственно объемные коэффициенты обратного рассеяния и ослабления 
по трассе зондирования. Запись R{ z )  означает зависимость пре­
делов интегрирования Ri  и R 2 от г. Как уже было показано 
в первой работе [18] по теории многочастотной оптической лока­
ции, эта система уравнений вполне определена относительно неиз­
вестных функций Рл(г, X), ^ех(г,  X) и s(z , г). Никаких иных пред­
положений о связи между оптическими характеристиками Ря и 
Рех при решении (2.1) не требуется. Этим метод многочастотной 
лазерной локации существенно отличен от одночастотного ва­
рианта, когда мы вынуждены решать одно уравнение переноса 
локационного сигнала в рассеивающей среде и не можем исполь­
зовать два последних интегральных уравнения. Их можно считать 
вполне определенными, поскольку рассматривается рассеивающая 
среда не вообще, а полидисперсная система сферических частиц 
с известным показателем преломления т .  Таким образом, ниже 
идет речь о построении теории оптического зондирования некой 
модельной дисперсной среды, и, естественно, вопрос об эффектив- 
ности этой теории в исследовании реальных сред должен решаться 
в конкретных экспериментах.

Предположение о сферичности частиц зондируемой дисперсной 
среды и задание профиля in (г) в направлении распространения
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светового импульса доопределяют систему (2.1). В этих условиях 
вполне определены интегральные операторы Кп, Еех, обратные 
K z l  и и, следовательно, определены преобразованияя а  ' ех, а

—>-Peix: И Реж->Рл, осуществляемые операторами перехода:

(2 .2)

в пределах данной главы будем строить и использовать эти 
операторы для одних и тех ж е длин волн Я (то же самое для дис­
кретных значений Ki — рабочих длин волн многочастотного ли­
дара). Одновременно в целях упрощения записи аналитических 
выражений оператор  ̂ будем обозначать в пределах настоя­

щей главы просто через W, полагая, что это не вызовет особых не­

доразумений, а — через W. Первый из них действует на Рл

(то же самое Ряа), второй — на оптическую характеристику р̂ г- 
(то же Рех, а). Используя оптический оператор перехода W ,  инте­
гральные уравнения в (2.1) заменяются одним операторным, 
а именно

М =  (ГРя)( ,̂ (2.3)
и вся система соотношений (2.1) приобретает компактный вид

р„(2, >-)ехр - 2  S (Г М  (2', >^)dz' =  S { z , l ) ,  l e A .  (2.4)

Это функциональное уравнение относительно оптической характе­
ристики Ря(2, X). Для дискретного набора длин волн зондирования 
уравнению (2.4) следует придать векторную форму, вводя век­
торы Ря с компонентами р„(Х,-, г) ( i = l ,  . . п).  Компоненты этого 
вектора зависят от г.  Для этих компонент имеем систему п урав­
нений вида

Рж- (2) ехр
Z

- 2  5(1ГРя),(2')^2' = 5 , ( г ) ,  / = 1 ,
Z , j

или в более удобной для вычислений форме:

Рш (^) ехр - 2  5 = S r ,

(2.5)

(2 .6)

Второе векторное уравнение можно переписать для отдельных 
компонент, т. е. в виде

п

i =  S  ®г/Ря/, г =  1------ - (2.7)
/=1
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которое наглядно иллюстрирует то обстоятельство, что значение 
характеристики е̂х для фиксированного h  определяется всеми ком- 
понентами второй характеристики, т. е. всем спектральным ходом 
|3я(̂ )̂ в пределах интервала оптического зондирования Л. Ясно, 
что чем шире этот интервал и чем больше взято длин волн зон- 
дирования, тем более достоверно и эффективно осуществляется 
преобразование В этом отношении зондирование в узких
спектральных интервалах Л, особенно в условиях, когда исследуе­
мая дисперсная среда обладает широким спектром размеров,, 
сталкивается с определенными трудностями при интерпретации 
локационных сигналов.

Соотношение (2.7) имеет место для полидисперсной системы 
рассеивающих частиц, находящихся в освещенном объеме воз­
духа. В связи с этим необходимо учитывать и молекулярное рас­
сеяние, привлекая аналогичные соотношения для характери­
стик светорассеяния этой компонентой. В соответствии с теорией 
рэлеевского рассеяния имеем

п(М) _
Psc, i  —  Ci  K i  , 

n(M) __  - 4 (2.8>

где и — некоторые постоянные, не зависящие от длины 
волны %. Верхний индекс «м» означает, как и ранее, что рассмат­
риваемые характеристики светорассеяния относятся к молекуляр­
ной компоненте атмосферы. Ниже будем употреблять индекс «а» 
при необходимости подчеркнуть принадлежность соответствующих 
характеристик аэрозольной компоненте. Из (2.8) получаем

=  (2.9>

где — некоторая константа (с(^^=Зя/8). Таким образом, для 
молекулярного рассеяния имеет место покомпонентное преобразо-
вание вектора в вектор и обратно. В этом отношении мо­
лекулярное рассеяние обладает простейшими операторами взаим­
ного преобразования оптических характеристик светорассеяния. 
Завершая сопоставление этих преобразований, выпишем пару со­
отношений, которые нам понадобятся ниже, а именно:

(2.10>

В численных расчетах приходится разбивать трассу зондиро­
вания на отдельные интервалы длиной Аг, границами которых 
служат точки {zk, k = \ ,  . .  .}. Обозначив через îk величину 

систему (2.5) перепишем в следующем виде:

îk ехр I — 2 Аг =  SijJi Д  _ 1,. (2.11)*

/ =  1, . . =  1, . . .
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Система уравнений (2.11) для каждого фиксированного k мо­
жет быть решена по итерационной схеме

(2 .12)

где р — номер итерации. Как показано в работе [18], необходи­
мым и достаточным условием сходимости этой схемы является 
выполнение неравенства |

2 А г | |Г | |  . | |р „ | |<  1. (2.13)

При этом ||Ря11=п1ах Ря1, а величина Hub'll может быть определена 
любым способом в зависимости от того, что понимать под нормой 
матрицы (см. [1 ]). С определенной долей приближения строгое 
неравенство (2.13) можно заменить более простым и наглядным 
соотношением, а именно

1 |А ,1 |< ‘Л, (2.14)
где At — АгР ех, а компоненты е̂х, l — Рех { Xi ) .  Аналогично, вводя 
в рассмотрение оператор W,  можно построить следующее функ­
циональное уравнение:

{Щех) ( г ,  Я) ехр ( - 2  J ^')dz'
Z,

Формально уравнения (2.15) и (2.4) эквивалентны друг другу, 
однако их информационные возможности несколько различны и 
зависят от таких факторов, как ошибки априорного задания по­
казателя преломления аэрозольного вещества, измерительных оши­
бок и оптической толщины т зондируемого слоя (Zi, Z2 ). Соответ­
ствующие вопросы подробно изложены в монографии [21]. Урав­
нения (2.15) предпочтительно использовать в тех случаях, когда 
требуется определить прежде всего высотный ход аэрозольного 
коэффициента ослабления по данным многочастотного лазерного 
зондирования.

Решением любой из построенных выше систем уравнений явля­
ются высотные профили коэффициента обратного рассеяния 
Р л(^Д ), ослабления ^ex{z , l )  и функций плотности 5(г, >.), харак­
теризующих микроструктуру зондируемого аэрозольного образо­
вания. С точки зрения контроля оптического состояния атмосферы 
наибольший интерес, очевидно, представляет определение профи­
лей оптической характеристики ^ех{г, X) .  Использование в вычис­
лительных схемах обращения локационных данных оптических 
операторов типа W позволяет одновременно решать и экстраполя­
ционные задачи, т. е. эффективно решать зада^^и аналитического 
продолжения спектрального хода ^ e x { z ,  X)  вправо и влево от гра­
ниц интервала оптического зондирования Л =  [Ящт, ^тах] • Одно­
временно с этим при известных значениях вещественной т'  и мни­
мой in" частей комплексного показателя преломления Ш можно 
оценить Рс5 (^ Д ) и профиль отношения р S C  /р  ех, характеризующего
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альбедо исследуемого аэрозольного слоя. Таким образом, метод 
многочастотного лазерного зондирования в рамках изложенной 
выше теории позволяет определить весь комплекс оптических ха­
рактеристик, необходимый для решения задач переноса радиации 
в данном слое. Неопределенность, вносимая в результаты интерпре­
тации ошибками в профилях m '(z) и т " ( г ) ,  может быть заметно 
уменьшена с помощью методик коррекции, о чем речь пойдет 
ниже (см. п. 2.3.3).

Что же касается поля микроструктуры, то его оперативный 
контроль важен при изучении распространения в атмосфере дис­
персных выбросов и физико-химических процессов, в которых 
аэрозольные частицы принимают участие. С учетом вышеизложен­
ного можно констатировать, что объем информации, получаемый 
с помощью многоволнового лидара, может быть весьма обшир­
ным, и это должно стимулировать их создание и более широкое 
применение в атмосферно-оптических исследованиях. Лидары как 
информационно-измерительные системы обеспечивают высокое 
пространственное разрешение при зондировании параметрических 
полей. Получаемая информация, как правило, относится к малым 
(локальным) объемам атмосферы. Предельное значение интервала 
пространственного разбиения Amin(- )̂ в направлении зондирования 
сопоставимо с длиной светового цуга, т. е. с величиной сА//2, где 
At  — длительность генерируемого светового импульса.

Вторая особенность лидаров состоит в том, что амплитуда при­
нимаемого локационного сигнала Р{г, 'к)  пропорциональна опти­
ческой характеристике |Зл;(2Д). Последнее означает, что оптиче­
ская локация есть, по существу, метод прямого измерения коэф­
фициента обратного светорассеяния для локального объема рас­
сеивающей среды. В отличие от этого другие возможные методы 
и схемы оптического зондирования не позволяют определять не­
посредственно оптические характеристики локальных объемов. 
К ним, например, относится метод касательного зондирования, тео­
рию которого мы подробно рассмотрим в следующей главе. 
В полной мере это относится и к трассовым измерениям спектраль­
ной прозрачности (интегралов ослабления) с помощью радио­
метров. В этом случае особенно характерны большие простран­
ственные осреднения. Для теории и практики атмосферно-оптиче­
ских исследований указанное свойство импульсной локации имеет 
принципиальное значение.

2.1.2. Пример восстановления спектра размеров частиц 
по данным многочастотного лазерного зондирования 

атмосферных дымок

Система уравнений лазерной локации (2.1) относится к слу­
чаю, когда эффектами многократного рассеяния в освещенном 
объеме зондируемой дисперсной среды можно пренебречь. Учет 
вклада многократного рассеяния в амплитуду принимаемого ло­
кационного сигнала в принципе не составляет особого труда. Тех-
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ника аналитических построений соответствующих уравнений пере*  ̂
носа импульсного оптического сигнала, описываемого параметра 
Стокса, подробно изложена в работе [24].

В пределах настоящей работы не будем излагать эти вопросы, 
поскольку они касаются такой важной практической задачи, как  
лазерная диагностика облаков, и требуют отдельного специаль­
ного исследования. Заметим лишь, что учет вклада многократного 
рассеяния приводит к появлению в соответствующих локационных 
уравнениях новой оптической характеристики светорассеяния, 
а именно коэффициента направленного светорассеяния 
а главное — многократных объемных интегралов. Первая труд­
ность может быть преодолена в рамках операторного подхода,, 
поскольку не составляет труда в предположении сферичности рас­
сеивающих частиц построить_операторы перехода_для преобразо­
ваний и либо (тО Же
самое в зависимости от того, какая из двух ите­
рационных схем используется при интерпретации. Соответствую­
щие аналитические построения при учете двухкратного рассеяния 
уже приводились в работе [19], где одновременно рассмотрены 
и вопросы сходимости итерационных алгоритмов.

Напомним, что запись ^n(i9'|?^) означает угловой ход коэф­
фициента направленного светорассеяния i)n(i9', для фиксиро­
ванной длины волны. Знание этой характеристики необходимо для 
вычисления интегралов, входящих в уравнения переноса оптиче- 
(жото излучения в рассеивающей среде [24]. Спектральный ход  

для фиксированного значения угла обозначен выше 
через ^ii(X |i9'). Появление многократных интегралов в уравнениях 
локации, с точки зрения определения микроструктуры зондируе­
мой среды, приводит к определенным затруднениям, которые свя­
заны и с объемом вычислений, и с заметным снижением обуслов­
ленности обращаемых функциональных уравнений. Указанные 
причины объясняют в некоторой степени то обстоятельство, что 
до сих пор отсутствуют сколько-'нибудь убедительные результаты 
по дистанционному определению микроструктуры облаков сред­
ствами оптического зондирования.

В соответствии с имеющимися оценками по облакам [6], влия­
нием многократного рассеяния в импульсной локации можно пре­
небречь, если общая оптическая толщина зондируемого слоя не 
превышает единицы. В силу этого все записанные выше уравнения 
и схемы обращения локационных сигналов вполне применимы при 
зондировании атмосферных дымок, туманов и дисперсных загряз­
нений атмосферы. Во всех этих случаях можно гарантировать вы­
полнение условий:

т а х т (г ,  ; i ) < l ,  X ^  А; Z ]̂. (2.16)
г

Если выполняется это условие, то можно полагать, что величина 
Ду^(т)=т ;^+1 — %k, связанная с пространственным интервалом раз­
биения A k { z ) = z k ^ \ — Zk, будет значительно меньше единицы, и
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т

тогда уравнения (2.11) и (2.15) можно подвергнуть локальной 
(послойной) линеаризации, переписав их в более простой и на­
глядной форме:

~  ^ i k T i ,  k  — и  t =  I  у , , f t ]

n

Pex,  i k —  ^ —  1> • • ••
(2.17a)

/=15

S  k̂ijf êx, /fe =  ^ikT i, k — \» (2.176)
/=1

В этих системах при определении спектрального хода соответ­
ствующей оптической характеристики для k-ro слоя ослаблением 
пренебрегается. Учитывается лишь общее ослабление до указан­
ного слоя, представленного членом Ti, k-\. В ряде случаев, когда 
расстояние до зондируемого слоя с границами Z\ и Z2 невелико, 
-ЭТИМ членом можно пренебречь. Тогда получаем простейший ва­
риант систем локационных уравнений:

=  îky i =  \у • • ti\ =  1, . . .; (2 ,18а)
п ^

2  k̂ijfiex, jk =  Sik» (2.186)
/=1

Первое уравнение наглядно иллюстрирует то обстоятельство, 
что метод многочастотного лазерного зондирования является опти­
ческим методом непосредственного (прямого) измерения спек­
трального хода Ря(^) для локального объема дисперсной среды, 
находящегося на расстоянии  ̂ от приемной аппаратуры. Для опре­
деления спектра размеров частиц остается лишь обратить вектор 
Рлу компоненты которого в (2.18а) суть амплитуды локационного 
-сигнала. В силу этого метод многочастотного лазерного зондиро­
вания как метод микроструктурного анализа не имеет себе рав­
ных среди других оптических методов [20]. Имеющиеся на этот 
счет сомнения [29], как правило, связаны с зависимостью спек­
трального хода Ря от показателя преломления аэрозольного ве­
щества, который, разумеется, нельзя задать априори с надлежа­
щей точностью по трассе зондирования. Подобные затруднения 
с точки зрения теории интерпретации данных следует рассматри­
вать как информационную недоопределенность решаемых задач, 
поэтому разумно прибегнуть к дополнительным оптическим изме­
рениям и ввести их затем в общую схему интерпретации (см. 
п. 2.3.3).

Обращаясь к системе (2.186), нетрудно видеть, что определе­
ние спектрального хода коэффициентов ослабления по данным 
многочастотной локации связано с решением некорректно постав­
ленной математической задачи. В полной мере это относится и 
к определению профиля ^ex{z) для фиксированного значения Я, 
что объясняет отсутствие эффективных методик оценки прозрач­
ности атмосферы по лидарным измерениям. Заканчивая изложе-
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ние теории рассматриваемого метода, следует констатировать, что 
многочастотные лидары являются достаточно мощными информа­
ционно-измерительными комплексами, однако эффективное их 
применение возможно лишь при наличии соответствующих вы­
числительных методов и программных комплексов обработки и 
интерпретации оптических данных.

Что же касается разработки технических средств, то их обстоя­
тельный обзор можно найти в работе [7, 8]. Ниже приводятся 
основные технические характеристики двух многочастотных лида­
ров, созданных в Институте физики АН БССР с использованием 
ОКГ на красителях (табл. 2.1). Подобные лидары позволяют из­
мерять спектральный ход аэрозольного коэффициента обратного 
рассеяния в приземном слое атмосферы в пределах видимой и 
ближней ИК областей. На рис. 2.1 приведено несколько реализа­
ций характеристики Ря(^) для атмосферной дымки по данным 
работы [9]. На рис. 2.2 даны результаты обращения одной из них. 
Спектральный ход Ря(^) измерялся на пяти длинах волн: 0,44; 
0,53; 0,68; 0,72; 0,84 мкм. Решение обратной задачи проводилось 
в пределах интервала размеров {R\ =  0,l  мкм; /? 2 = 2  мкм). В со­
ответствующем эксперименте осуществлялся контроль дальности 
видимости, значение которой было не меньше 30 км. Это значение 
использовалось при обращении для коррекции выбираемого пока­
зателя преломления аэрозольного вещества, о чем подробнее бу­
дет сказано ниже. При наличии значительных ошибок измерения 
более достоверной микроструктурной характеристикой является 
нормированное интегральное распределение q{ r ) .  Гистограммы 
{Ai {S) /Ai {r) }  и особенно {Ai{N) / Ai {r) }  оцениваются с заметно

Таблица 2.1

Технические характеристики лидаров „Глория“ и Л-2 [8]

Параметры лидаров „Глория“ л -2

Рабочие ДЛИНЫ в о л н , нм 434; 486; 546; 589; 694; 
863; 950

360—1100

Энергия излучения в импульсе, Дж 0,005; 0,05; 0,004; 0,015; 
0,12; 0,055; 0,065

0 ,0 1 -0 ,1 5

Расходимость излучения, угл. мин 3 4 3
Длительность импульса, не 25 25
Частота посылки, Гц 0,1 0,1
Диаметр приемного зеркала, м 0,3 0,3
Угол поля зрения, угл. мин. 2; 5; 10; 20 2; 5; 10; 20
Количество одновременно регистри­
руемых длин волн

4 1

Измерение кросполяризованных ком­
понент локационных сигналов

Есть Есть
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меньшей достоверностью. Для сравнения на рис. 2.2 (пунктиром) 
приводятся микроструктурные характеристики модельной атмо­
сферной дымки, в основе которой лежат данные прямых импактор­
ных измерений спектров размеров [11].

Повышение точности микроструктурного анализа в данном 
примере может быть связано, с одной стороны, с повышением 
точности лидарных измерений, а с другой — с более точным из­
мерением корректирующих значений Рех для зондируемого слоя 
(то же самое дальности видимости). Речь идет о сопутствующих

Рис. 2.1. Примеры реализаций 
спектрального хода коэффициента 
обратного рассеяния атмосферных 
дымок, измеренного с помощью 

многочастотного лидара [9].

измерениях значений Рех по той простой причине, что они осуще­
ствляются относительно простым оптическим прибором, а именно 
спектральным базовым фотометром. В принципе можно дополни­
тельно измерять и какую-либо другую оптическую характеристику, 
главное, чтобы эти измерения были увязаны с основными лидар­
ными по времени и месту. В рамках этой методологии предпола­
гается, что показатель преломления т в пределах зондируемого 
аэрозольного слоя не менялся по г и, следовательно, для указан­
ной выше коррекции достаточно определить среднее значение Рех 
(то же самое оптическую толщину слоя A ( t ) = t ( Z 2) — t(Z i) ) .  
Следует заметить, что микроструктурный анализ атмосферных 
аэрозолей из оптических измерений предпочтительно связывать 
либо с локальными объемами, либо с некоторым ограниченным 
слоем. В рассматриваемом выше примере спектральный ход Ря(^) 
определен с ошибкой а не меньшей 20 %, и поэтому для коррекции 
результатов обращения вполне было достаточно органичиться 
контролем дальности видимости (то же самое значением е̂х для 

 ̂=  0,55 мкм).
В заключение напомним, что оценка микроструктурных харак­

теристик в данном примере осуществлена в предположении
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Рис. 2.2. Результаты микроструктурного анализа 
дымки приземного слоя по данным многочастот­

ного зондирования [9].
а) исходная характеристика и полученное при
обращении нормированное интегральное распределение 
q{r)\ б) и в) гистограммы, характеризующие распреде­
ления s(r) и п(г) (пунктирная кривая — модель [И]).



сферичности частиц зондируемой дымки. Основываясь на резуль­
татах анализа, выполненного в работе [30], можно полагать, что 
если погрешность лидарных измерений а не ниже 10 %, то эффек­
тами несферичности можно пренебречь. Это касается тех аэрозо­
лей, морфология которых близка к представленной на рис. 1.7.

2.1.3. Параметризация вычислительных схем 
метода многочастотного лазерного зондирования

Из многочастотных лидаров в практике атмосферно-оптиче- 
ских исследований к настояш,ему времени наибольшее распростра­
нение получили двухчастотные системы лазерного зондирования. 
Как правило, они используют в качестве источников стандарт­
ные ОКГ на 0,69 либо 1,06 мкм с удвоителями частоты. В связи 
с этим представляет определенный практический интерес подроб­
нее изложить теорию двухчастотного лазерного зондирования ат­
мосферных аэрозолей как частный вариант обш,ей теории метода 
многочастотного зондирования аэрозольных систем. С одной сто­
роны, это позволит более ясно представить содержание самой 
теории, а с другой — более полно оценить информационные воз­
можности простых измерительных комплексов, какими являются, 
в частности, двухчастотные лидары.

В этом конкретном случае оптического зондирования обратной 
задаче светорассеяния дисперсными средами естественно придать 
параметрическую форму. Малый объем исходных спектральных 
данных делает малоэффективным применение метода линейных 
систем. Как показано в работе авторов [6], лишь в случае четы­
рехчастотного лидара целесообразно применение более обш,их 
методов интерпретации локационных данных.

Параметризация обратной задачи начинается с выбора модель­
ного спектра размеров. Не касаясь подобных вопросов, поскольку 
они обстоятельно изложены во многих исследованиях по атмосфер­
ной оптике (см., например, [4, 5 ]) , будем исходить из гамма-рас­
пределения, которое уже появлялось выше (см. (1 .104)). Неиз­
вестными параметрами, подлежаш,ими оценке в процессе обраш,е- 
ния данных двухчастотного зондирования, считаем полное геомет­
рическое сечение частиц 5  в единичном рассеивающем объеме 
среды и модальный радиус rs в распределении s{r) .  В дальнейшем 
будем использовать для плотности s(r) представление 5ф(г, rs),

где J Ф(г, rs) d r = l .  Формально для данной аналитической модели

область интегрирования R  отождествлена с бесконечным интер­
валом ( О ,  о о ) .  В  расчетах, конечно, R  всегда представлено неко­

торым конечным интервалом Re, таким, что  ̂ c p { r , r s ) d r = l — г.
Re

где i? i8 -^ 0  и при 8 -^ 0 . Остальные параметры модели а
и у в (1.104) будем считать известными, исходя, например, из ре­
комендаций обстоятельного исследования [4].
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Напомним, что каждая пара значений S и rs относится к вполне 
определенному слою А^(г) в пределах Zk и З/г+ь Последовательно 
интерпретируя данные по трассе зондирования, можно построить 
профили S{ z )  и которые, в свою очередь, позволяют рас­
считать профиль объемной плотности аэрозолей

V{ z )  =  4 S { z ) r s { z ) { a  +  3) / 3{a +  2),

Последнее выражение получено в предположении, что 7 = 1 .  Если 
при этом учесть зависимость всех параметров от времени, то дан­
ные двухчастотного лазерного зондирования позволяют, таким 
образом, построить двухмерные распределения S{z ,  t) и rs{z,  t).  
Поскольку импульсные источники света обеспечивают высокое 
пространственно-временное разрешение, то ясно, что объем полу­
чаемой информации о микроструктуре аэрозольных образований 
весьма обширен даж е для двухчастотного лидара.

В параметризованной форме первая система в (2.17а) при­
мет вид

Ря2/г =  ^ 2 k T 2 ,  / г -  Ь fe =  1, . . ..J

Для фиксированного k (от же самое k-ro слоя по трассе зондиро­
вания) имеем обратную задачу светорассеяния в виде системы 
двух нелинейных уравнений вида

S K n A r s ) = f u

i^s) =  / 2;
(2 .20)

в которой неизвестными являются S и rs, а f\ и / 2  суть правые 
части в (2.19). Эта система вполне определена, если указано «под­
ходящее» значение показателя преломления аэрозольного веще­
ства. Ниже везде предполагается, что эта оптическая величина 
постоянна в пределах участка трассы [Zi, Z2] и может быть оце­
нена с приемлемой точностью с использованием априорных дан­
ных о зондируемом аэрозоле.

Вычислительная процедура интерпретации локационных дан­
ных в рассматриваемом случае достаточно проста. Первоначально 
из системы (2.20) определяется значение rs. В принципе это можно 
сделать самыми различными способами, однако в пределах дан­
ного исследования будем использовать наиболее распространен­
ный метод, а именно итерационную схему вида

(Р) _ _  ^ ( р - 1 )  Т 7 ( А Р - ^ )rs =  Г,S (2 .21)
где через Р{гз)  обозначено отношение

. { h K y - h K 2 ] / { h K [ - f i K 2 } ,

в котором производные от полидисперсных интегралов K{rs ,  А,) 
взяты по искомому параметру г«. С учетом (1.104) их вычисление 
не представляет особого труда. Дифференцируя (1.1046) по г*,
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дК{гз ,  X)ldrs,  Нетрудно видеть, что в схеме (2.21) речь идет о при­
менении метода Ньютона к решению уравнения вида ф ( х ) = 0 .

Определив указанным образом значение Гз как предел после­
довательности {г1^\ р = 1 ,  второй параметр 5  определяется
по схеме метода наименьших квадратов, что эквивалентно вычис­
лению по формуле

s * = i h K i { r : ) i i  к ш  (2.22)
i = l  / i = l

Зная S* и rl  для k-ro слоя, находим соответствующие значения 
коэффициента ослабления

р.., г =  1, 2, (2.23)

которые позволяют рассчитать оптическую толщину этого слоя 
А,*(х)=рел:, <feAfe(z). Таким образом, для k-ro слоя определены все 
требуемые микрофизические параметры и оптические характери­
стики, Поскольку, в свою очередь,

Ta =  T i ,k - ,e x p { —2Aik(r)}, k = l ,  . .

ТО можно перейти к интерпретации локационных сигналов, соот­
ветствующих (/%+1)-му слою. Если при этом окажется, что А^/(т) 
достаточно велико и значение ехр {— 2Дг^(т)} заметно отличается 
от единицы, то целесообразно использовать более общую итера­
ционную схему (2.12), а не ее линеаризованный вариант (2.17а). 
Однако, за исключением пограничного слоя, как правило, подоб­
ных ситуаций не возникает. Что же касается теории лазерной 
локации облаков в видимом диапазоне, то ее необходимо сразу 
же строить на более общих уравнених переноса, нежели это де­
лалось выше (см., например, [24]).

Параметризованная форма обратной задачи светорассеяния 
должна рассматриваться не более как качественный метод интер­
претации оптических данных. Это прежде всего метод количе­
ственной оценки некоторых интегральных параметров, характери­
зующих микроструктуру зондируемой дисперсной среды в целом. 
Как было показано в предыдущей работе авторов [6], получаемое
в этом методе решение s* (г) = 5 * ф (г ,  г̂ ) не может характеризо­
вать локально поведение действительного распределения So(r), за 
исключением, конечно, тех случаев, когда последнее точно соот­
ветствует аналитически выбранному типу моделей. С учетом вы­
шеизложенного зачастую вместо моды rs в схему обращения це­
лесообразно вводить средний радиус частиц г в качестве искомого
параметра. Формально г —  ̂ гф(г, rs)dr  и, следовательно, величины 
г и связаны друг с другом. Введение в вычислительную схему 
интерпретации распределения ф(г, г) интересно в том отношении, 
что параметры S и г применимы для описания микроструктуры

можно найти соответствующие аналитические представления для
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любой дисперсной среды независимо от аналитического вида 
аппроксимирующего распределения. Значения 5* и г* можно счи­
тать конечным результатом интерпретации данных двухчастотного 
зондирования, не отождествляя используемую в схеме обращения 
модель ф(г, г) с действительным спектром размеров частиц. П од­
черкивая вспомогательный характер подобных функций при интер­
претации оптических данных, иногда их будем называть рабочими 
моделями в алгоритмах обращения.

Заканчивая рассмотрение параметрического подхода к задачам 
многочастотной лазерной локации, следует заметить, что в нем 
чисто формально снимается проблема, связанная с неопределен­
ностью границ Rl W R2 в исходных полидисперсных интегралах. 
В силу этого параметрическая форма обращения данных по све­
торассеянию дисперсными средами, естественно, выигрывает по> 
сравнению с более общими методамц, примером которых является 
метод линейных систем. Кроме того, параметрическая форма по­
зволяет в ряде случаев провести более обстоятельный анализ 
вычислительной схемы обращения и дать полезные рекомендации 
по планированию эксперимента и выбору параметров измеритель­
ной аппаратуры. Это можно проиллюстрировать следующими 
аналитическими построениями.

Обратимся к итерационной схеме (2.21). Нетрудно показать,,
что если последовательность сходится к ^о это необхо­
димо влечет выполнение условия

г 1 ) Ш ' {rl) -  f i T{Хи г1)К7'{г1)фО,  (2.24>

где через г {к, гз )  обозначен эффективный оптический размер ча­
стиц зондируемой среды. Для параметрических моделей его зна­
чение определяется следующим выражением:

7{Х,  rs) =  [ r K{ X,  г)ф (г, r s ) dr j \ K{ X,  г)ф(г, rs)dr,  (2.25).
Н ' R

в соответствии с которым можно вводить при необходимости
сокращенные обозначения ri =  r{Kurs)  и n  =  r(A.i,r*). Если итера­
ционный процесс расходится, то следует полагать, что либо не­
удачно заданы параметры рабочей модели, либо сама модель не 
соответствует данному эксперименту.

В рассмотренной схеме интерпретации данных двухчастотного 
лазерного зондирования у нас появляется возможность косвенного 
контроля применимости рабочей модели ф(г, г̂ ) для обработки 
экспериментальных данных. Следует особо подчеркнуть, что эта 
особенность вообще присуща итерационным схемам обращения. Во» 
многих случаях скорость сходимости последовательности прибли­
женных решений является, по крайней мере, качественным пока­
зателем соответствия решаемых функциональных уравнений 
реальным зависимостям величин в экспериментах. Подобные при­
меры будут приводиться ниже. Что же касается рассматриваемого^
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здесь варианта, то итерационная схема (2.21) сходится тем бы­
стрее и тем она устойчивее к ошибкам в fi и /2 , чем больше абсо­
лютное значение разности {/(]Г 2 — Klri}.  Если считать, что дей> 
ствительное значение параметра Гз лежит в пределах интервала 
Q ( r s )  =  (Г тш у  Г т а х )у  ТО ПутеМ ЧИСЛеННЫХ раСЧеТОВ нетрудно ПОДО' 

-брать такую пару значений рабочих длин' волн лидара Xi и А.2 , 
для которых указанная выше разность принимала бы наибольшее 
значение. В связи с этим пару (X.i, Х2) можно считать выбранной 
оптимально, если она удовлетворяет условию

max min rs) г ( I 2 , rs) — {1 2 . r s ) r { l u  rs) .
Ki, ^2 e  Q

Оптимальность выбора Xi и X2 в данном случае эквивалентна 
большей устойчивости решения (S*, rl) к ошибкам в локацион­
ных измерениях, что обеспечивает и большую информативность 
двухчастотного лазерного зондирования при прочих равных усло­
виях.

В заключение отметим, что хотя проведенный выше анализ 
касался одной параметрической модели, а именно гамма-распре­
деления частиц по размерам, его результаты качественно справед­
ливы и для других возможных рабочих моделей. Нетрудно повто­
рить соответствующие построения, например, для логнормального 
модельного распределения. Во всех_случаях в соответствующие 
соотношения входят функционалы ^ [ф , X] и г[ф, X], зависящие 
от плотности ф(г, Г5 ). На этом мы закончим рассмотрение теории 
двухчастотного лидара как пример параметрической формы общей 
теории метода многочастотного лазерного зондирования аэрозоль­
ных систем и обратимся к примеру ее практического применения.

2.1.4. Пример интерпретации данных по двухчастотному 
лазерному зондированию аэрозолей стратосферы

В последние годы заметно расширилось применение двухчастот­
ных лидаров для изучения атмосферных аэрозолей и прежде всего 
аэрозолей нижней стратосферы. В значительной степени это обус­
ловлено необходимостью оценить возможное влияние антропоген­
ных факторов на состояние стратосферы и выяснить ту роль, ко­
торую играют стратосферные аэрозоли на климат планеты. Л и­
дары, использующие в качестве источника стандартные генера­
торы на 1,06 мкм и их вторые гармоники, обеспечивают потолок 
зондирования вплоть до 30 км [26]. В пределах настоящего раз­
дела мы рассмотрим результаты подобного зондирования, акцен­
тируя основное внимание, естественно, на методике обращения 
получаемой оптической информации в рамках изложенного выше 
параметрического подхода. В основу положены данные, приве­
денные в работе [26], связанной с систематическим зондирова­
нием атмосферы в пределах высот 9—30 км в период с мая по 
октябрь 1983 г. В это время на состоянии стратосферы сказыва­
лось влияние дисперсных выбросов, сопутствовавших извержению
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вулкана Эль-Чичон весной этого года. Интерпретация получен­
ных профилей локационных сигналов в целом соответствовала той 
алгоритмической схеме, которая излагалась выше, хотя в некото­
рых деталях она была отличной. Отличия обусловливались той 
априорной информацией об аэрозолях стратосферы, которой рас­
полагали авторы работы. Так, в частности, предварительные аэро­
статные исследования аэрозолей, выполняемые примерно в то же  
время, показали, что в качестве исходной рабочей модели для 
спектра размеров частиц может использоваться логнормальный 
закон распределения, т. е. выражение

п(г) =  Л'ф(г, Гп, о) =  Л {̂(2я)‘/2 1па}~Чхр{— (Inr — 1пГд^/21п^а}‘
Для интерпретации данных двухчастотного лазерного зондиро­

вания в рамках параметрического подхода определяющую роль 
играет величина Г(г) =ря(<2 Д 1)/Рл:(^Д2 ) • В данном примере для 
каждого г она является функцией двух параметров Гп и а (если, 
конечно, не считать значение показателя преломления in).  Пред­
полагалось, что если значение Г(-г)^ соответствующее отношению
реальных значений (3jti и (Зя2 , удовлетворяет условию 2 ^ Г ( г ) ^ 3 ,  
то а можно принять равным 1,8. Если Г (г) < 2 ,  то а = 1 ,2 .  Таким 
способом преодолевалась неопределенность в априорном задании 
модельной вспомогательной функции Г (г, Гп, or), ибо далее остава­
лось найти значение одного неизвестного параметра г*. Затем ре­
шалось уравнение Г (г, rs, а ) = Г ( г )  относительно переменной Гп 
для каждого слоя Д(г) в окрестности г по высоте. В расчетах 
модельного отношения Г(гп, (т) использовались следующие исход­
ные данные: i?i =  0,05 мкм; i?2  =  3 мкм; m i= m (^ i =  0,53) =
=  1,443—0,005/ и m2 = m (X 2 =  1,06) =  1,455—0,005/.

Молекулярное рассеяние выделялось из локационных сигналов 
на основе предварительной оценки так называемого рассеиваю­
щего отношения г)=1+Р^^^(Я, г)/Р^^^(^, z) .  Конечно, это
весьма приближенный метод «разделения» рассеивающих компо­
нент атмосферы, и он вносит определенную методологическую 
ошибку в результаты обращения. Переход от |3я к значениям %х
осуществлялся по найденным значениям N* и г* путем вычисле­
ния параметрического интеграла ^ex[N^,rn,  Я] в соответствии 
с (2.23). Так выглядит схема обращения данных зондирования 
в указанной работе. Она служит примером конкретной реализации 
параметрического подхода к обращению данных по светорассея­
нию атмосферными аэрозолями в тех случаях, когда систематиче­
ское лазерное зондирование атмосферы дополняется периодиче­
скими контрольными замерами микрофизических аэрозольных па­
раметров.

На рис. 2.3 представлены результать^^ обращения одной из реа­
лизаций пары локационных сигналов P{z, 'k\ )  и P{z , 'k 2 ) (18 ок­
тября 1983 г.). Ясно выраженная нерегулярность высотного хода

104



аэрозольных оптических характеристик, особенно выше 27 км, 
объясняется «загрязнением» стратосферы частицами вулканиче­
ского происхождения. На рис. 2.3 а, б, в указаны их значения 
(точки), полученные по данным прямых микроструктурных изме­
рений (аэростатные импакторы). Рисунок 2.3 в показывает, что
в пределах «невозмущенной» стратосферы отношение Г (г) ведет

ZKH

г  2 МКМ

Рис. 2.3. Результаты обращения данных по двухчастотному зондированию 
аэрозолей стратосферы наземным лидаром [26].

б) профили аэрозольных коэффициентов обратного рассеяния (пунктир — то же, не-_ 
делю спустя); в) профиль отношения Г (г); г) средний оптически эффективный размер ^

(>̂2= 1,06 мкмК

себя достаточно устойчиво. Его значения при этом удовлетвори­
тельно согласуются с расчетными данными для сферических рас­
сеивающих частиц с экспериментальным спектром размеров 
{точки). Как свидетельствовали данные прямого микроструктур­
ного анализа, в области высот z ' ^ 2 1  км была заметно повышена 
концентрация частиц размером г > \  мкм по сравнению с ниже­
лежащими слоями. При лазерном зондировании это обстоятель­
ство проявляет себя весьма явно в высотном ходе значений эф ­
фективного оптического размера частиц г(г, ?i2 ) на рис. 2.3 г. 
В области г > 2 7  км эта величина достигала значений 1 мкм, что 
соответствует ее заметному росту по сравнению с обычной «невоз­
мущенной» стратосферой. По сообщениям авторов рассматривае­
мой работы величина г(г, Х2 ) наибольших значений (примерно 
1,4 мкм) достигала в августе 1983 г.

Такова в общих чертах та информация, которую можно 
извлечь вполне достоверно из данных двухчастотного лазерного 
зондирования аэрозолей стратосферы. Обращает на себя внима­
ние то обстоятельство, что во всех случаях речь идет об инте­
гральных характеристиках. Таковыми являются коэффициенты 
обратного рассеяния и Рлг, их отношение Г (2 ) и средний
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эффективный оптический размер Г2. Из всех перечисленных ве­
личин наиболее близкой к микроструктурным параметрам явля­
ется последняя.

В процессе обращения с помощью итерационной схемы опре­
деляется значение моды но его прямо увязывать с реальным 
спектром размеров не представляется возможным. По данным 
прямых микроструктурных измерений этот спектр, как правило,, 
был бимодальным. Поэтому переменная Гп в схеме обращения 
играет роль формального параметра, что вполне согласуется с той 
концепцией, которая стоит за термином «рабочая параметрическая 
модель» спектра размеров в схемах обращения. Однако это не 
мешает получать достоверные оценки всех указанных выше инте­
гралов (то же самое оптических полидисперсных характеристик). 
В полной мере это относится и к объемной концентрации частиц,.
определяемой интегралом от функции (4я/3) X  ''я)- В ра­
боте [26] приведена таблица значений этого параметра (вернее,, 
массовой концентрации), полученных по данным лазерного зон­
дирования. Сопоставительный анализ указывает на их хорошее 
согласие с данными прямых микроструктурных измер.ений.

И наконец, последнее замечание, которое необходимо сделать  
в связи с анализом локационных данных, касается явно выражен­
ного нерегулярного высотного хода аэрозольных оптических ха­
рактеристик. Выше уже упоминалось о так называемых рег^^яр- 
ных и нерегулярных компонентах функций, которые участвуют 
в схемах обращения. Регулярные (гладкие) компоненты можно 
задавать априори в обратных задачах с большей достоверностью, 
равно как и определять их при обращении экспериментального 
материала. Сопоставляя рэлеевскую и аэрозольную компоненты 
рассеяния, первую из них можно считать регулярной, а аэрозоль­
ную — нерегулярной. При обработке и интерпретации локацион­
ных сигналов это обстоятельство необходимо учитывать, и ниже 
нам придется к нему неоднократно возвращаться.

2.2. Исследование аэрозолей пограничного слоя атмосферы 
методом лазерного зондирования

При построении теории метода лазерного зондирования в пре­
дыдущем разделе исследуемая дисперсная среда была представ­
лена полидисперсной системой частиц, независимо рассеивающих, 
падающее оптическое излучение. Если говорить о реальных аэро­
зольных системах, то нельзя не признать, что подобная модель 
носит несколько абстрактный характер. Частным задачам присуща 
большая физическая определенность, и это позволяет строить бо­
лее содержательные методы интерпретации оптических данных. 
Подобным примером является теория лазерного зондирования 
аэрозолей пограничного слоя атмосферы. Характерной особен­
ностью в этом случае является наличие вполне определенных фи­
зических закономерностей, которые сказываются на простран­
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ственно-временной изменчивости микроструктуры аэрозолей в пре­
делах пограничного слоя. Определяющим из них является, как 
известно, процесс турбулентного переноса аэрозолей.

Взаимодействие аэрозольной системы с полями метеорологи­
ческих параметров приводит к направленным изменениям спектра 
размеров в пределах любого локального объема. Математически 
это выражается в том, что функции плотности по пространственным 
н временным координатам удовлетворяют некоторым дополни­
тельным функциональным уравнениям. В результате возникает 
■возможность доопределить исходную систему уравнений оптиче­
ского метода зондирования (например, систему (2.1)) новыми 
уравнениями и построить частный вариант вычислительной схемы 
обращения оптических данных. Ниже это осуществляется на при­
мере, когда подобным уравнением является уравнение турбулент­
ного переноса аэрозолей в пограничном слое. То, что теперь учи­
тывается трансформация спектра размеров частиц, обусловленная 
полем коэффициентов турбулентной диффузии атмосферы, позво­
ляет исследовать это поле методом многочастотной лазерной ло­
кации. Ниже дается теоретическое обоснование возможности при­
менения многочастотных лидаров для определения полей метео­
параметров на основе явления светорассеяния аэрозолями 
в пограничном слое атмосферы.

2.2.1. Обратная задача турбулентной диффузии 
аэрозолей пограничного слоя

Пространственно-временную изменчивость концентрации аэро­
золей в пределах единичного объема будем характеризовать функ­
цией плотности 5 (z, t, г), где Z — вектор, определяющий положе­
ние этого объема в некоторой системе координат. В пределах дан­
ного раздела будем опускать переменную г и писать просто s(z, t),  
подразумевая, что речь идет о частицах вполне определенного 

размера. Без ограничения общности полагаем, что направление z 
совпадает с вертикалью, и рассматривается поле концентрации 
аэрозолей только в этом направлении. При этих предположениях 
достаточно рассматривать функцию двух переменных 5  (г, t).  При 
наличии явления переноса воздушных масс в пограничном слое 
атмосферы, вовлекающих в движение и частицы, градиенты поля 
концентрации аэрозольных частиц должны быть связаны с его 
временной изменчивостью. Эта связь выражается так называемым 
уравнением турбулентной диффузии для дисперсной компоненты 
атмосферы [14].

В нашем случае информация о пространственно-временной из­
менчивости концентрации аэрозолей по спектру возможных разме­
ров в пределах любого локального объема атмосферы поступает 
из обращения данных многочастотного лазерного зондирования, 
поэтому уравнение диффузии аэрозолей нас может интересовать 
лишь с точки зрения получения информации о коэффициентах 
турбулентности. Это приводит нас к обратным задачам теории
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переноса аэрозолей в турбулентной атмосфере. Необходимо на­
помнить, что совокупность коэффициентов турбулентной диффузии 
является определяющей характеристикой физического состояния 
пограничного слоя, поэтому определение профидей этих коэффи­
циентов методами дистанционного оптического зондирования 
можно отнести к одной из наиболее важных задач физики атмо­
сферы. Ниже дается краткое изложение основных теоретических 
аспектов этой сложной атмосферно-оптической задачи. В последу­
ющих исследованиях по методам оптического мониторинга атмо­
сферы их следует рассматривать как основу для численного моде­
лирования и разработки программных комплексов обработки 
оптических измерений.

Следуя так называемой полуэмпирической теории турбулент­
ной диффузии вещества в атмосфере, пространственно-временные 
вариации плотности s { z , t )  в пределах локального объема, рас­
положенного в окрестности точки г, описываются уравнением

(и, grad S) =  div (К, grad) s + D g - ^ ,  (2.26)

где u — вектор скорости ветра; компоненты вектора К суть числа 
Кху Ку, Kz  — коэффициенты турбулентной диффузии по осям х, 
у, Z соответственно; Dg — скорость седиментации частиц в поле 
силы тяжести. При выводе простейшего варианта этого уравнения, 
которого нам будет вполне достаточно для иллюстрации возмож­
ностей метода лазерного зондирования пограничного слоя, пола­
гают справедливыми следующие соотношения:

ds
дх <

ds
dz

ds
ду

ds
dz

ds
dz < K, ds

'~dz

С учетом этих допущений (2.26) перепишется в следующем  
виде:

ds d f  ds \  , гл ds
dt (2.27)

и обратная задача, таким образом, сводится к определению вы­
сотного профиля Kz{z) ,

Однако, прежде чем ставить обратную задачу для уравнения
(2.27), его необходимо доопределить соответствующими гранич­
ными и начальными условиями, налагаемыми на 5 ( г , /) ,  т. е. 
вполне определить вначале прямую задачу. В противном случае 
постановка последующей обратной задачи для рассматриваемого 
функционального уравнения навряд ли будет корректной.

Полагаем известным, прежде всего, некоторый начальный про­
филь s( z , t o) .  при рассмотрении пограничного слоя атмосферы 
первое граничное условие, естественно, должно касаться поверх­
ности. В теории турбулентной диффузии пограничного слоя оно 
записывается в следующем виде:

[Кг{г ,  t )ds/dt  +  DgS]^^z, =  Bs( z ,  OU=z„, (2.28а>
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где В — некоторая постоянная, имеющая размерность скорости и 
характеризующая взаимодействие дисперсной компоненты с под­
стилающей поверхностью. В частности, при В =  0 условие (2.28а) 
соответствует полному отражению аэрозолей от поверхности. При 
В - ^ о о  необходимо следует требование s - ^ 0  при z - ^ Z q (случай 
полного поглощения частиц поверхностью). При О <  В <  оо дис­
персная компонента частично поглощается и отражается. Для  
верхней границы пограничного слоя, определяемой точкой 
имеем очевидное условие

Kz{Zy t)dsldt  +  DgS =  0, z  =  Z ,̂ (2.286)

Эти условия делают вполне определенной прямую задачу для ис­
ходного уравнения (2.27).

Поскольку оно является линейным дифференциальным урав­
нением первого порядка относительно Kz{z,  t),  нетрудно записать 
решение в явной форме. Действительно, интегрируя, находим

Z

Kz{z ,  t)s'z{z, t ) =  'j 5 ^(2:', t )d z '  — Dg[s{ z ,  t) — s{Z„,  /)] +  c(/),
io

(2.29)
/ /

где и Si — частные производные s { z , t )  по переменным z  и t 
соответственно. Постоянная интегрирования c{t )  находится из 
граничного условия

c{t )  =  Kz { Z„  t)s' ,{Z„ t).

Привлекая (2.28а), находим
c{t ) =  - { D g - B ) s { Z „  t). (2.30)

С учетом (2.30) решение (2.29) можно переписать следующим 
образом:

Z

Кг( г ,  t )s^(z,  0 =  t ) d z  — DgS{z,  i‘)+ B s (Z „ , t). (2.31)
Zo

Если подставить в (2.31) z=Z„,  то получим выражение

KziZn,  t )st {Zn,  t ) =  S s ' t (z \  t ) d z ' - D g S { Z „ ,  /) +  Bs(Zo, t).
Zo

Воспользовавшись теперь граничным условием (2.286), найдем 

Bs(Zo, t) =  -   ̂ s'tiz', t ) d z .  (2.32)
io

Последнее равенство показывает, что, располагая данными 
микроструктурного анализа, не требуется априори задавать зна­
чение константы В, как это имеет место в прямой задаче
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турбулентной диффузии. Информация об этой величине содер­
жится в исходном распределении 5 (г, t),  которое в нашем случае 
определяется обращением оптических измерений {Р(>п, г, t),  i =  
= 1 , . . rt}.

с  учетом (2.32) имеем компактное выражение для определения 
высотного хода коэффициента турбулентной диффузии в погра­
ничном слое атмосферы

Кг {Z, t )s' ,{z,  t) =  - \  s't { z \  t) d z  -  D, s  {z, t). (2.33)

Выражение (2.33) определено для тех точек г по трассе зондиро­
вания, для которых 8 г фО.  Ясно, ЧТО там, где отсутствуют гра­
диенты в концентрации дисперсной фракции, отсутствует и турбу­
лентный перенос. В этих точках следует считать /С г=0. Методика 
построения расчетных соотношений остается той же самой и в тех 
случаях, когда требуется учесть компоненты K x { z , t )  и Ky{ z , t )  
поля турбулентной диффузии.

Для того чтобы воспользоваться изложенной методикой вос­
становления профиля Kz, необходимо найти не только распреде­
ление 5 (г, О, но и оценить его пространственные и временные про­
изводные, что, естественно, усложняет вычислительные процедуры, 
связанные с обработкой и интерпретацией локационных сигналов. 
Для решения указанной вычислительной задачи и построения 
алгоритмических схем обработки оптической информации вновь 
прибегнем к методу оптических операторов теории светорассеяния 
дисперсными средами.

2.2.2. Операторный подход к определению пространственно-временных 
вариаций аэрозольных характеристик в оптических исследованиях

Допуская пока принципиальную возможность вычисления про­
филей (г, t) и St (2, t) по профилям оптических сигналов Po{Z, t),  
попытаемся построить функциональные уравнения, связывающие 
указанные производные с производными оптических характеристик 
Ря и Рех. с  этой целью нам придется вновь обратиться к интеграль­
ным представлениям аэрозольных оптических характеристик. 
Предположим, что факторы эффективности обратного рассеяния 
Кп{Х, г)  и ослабления Кех{Х,г)  в этих представлениях не зависят 
от переменных г  и t. Это предположение основывается на том до­
пущении, что процесс диффузного переноса частиц воздухом не 
меняет показателя преломления их вещества. Флуктуации спектра 
размеров частиц в пределах рассматриваемого объема при турбу­
лентной диффузии обусловливаются флуктуациями скоростей их 
движения, которые помимо характеристик турбулентного движе­
ния воздуха зависят и от размеров самих частиц. С учетом этих

па



замечаний оптические характеристики аэрозольной системы можно 
представлять в виде следующего интеграла:

p(z, ? .)=   ̂ к  (г,  l ) s { z ,  r )ds,  z ^ Z ,  Х е Л ,  (2.34) 
R (z)

где, как и ранее, Z = [ Z i , Z 2] — пространственный интервал, в пре­
делах которого имеет место (2.34), и Л =  [Ятш, Ятах] — интервал 
оптического зондирования. Представление (2.34) справедливо как 
для р„, так и для е̂х. Независимость ядра К  (к, г) от 2  (то ж е 
самое t) приводит к простым соотношениям между производными
Рг и 5г. Действительно, дифференцируя левую и правую части 
(2.34) по 2  и учитывая условие s{z,  Ri )  = s { z ,  R 2 ) = 0  для всех z 
в пределах зондируемого слоя, найдем

/?а(г)
d^{z, X)ldz =  \ К{Х,  r) {ds{z ,  r ) ldz)dr  

к , (2)

или в операторной форме

h  =  (2.35)

Здесь, как и ранее, К  — интегральный оператор с ядром К  [к, г).  
В результате применительно к задачам многочастотной лазерной 
локации дисперсных сред можно записать следующие операторные 
соотношения:

Р =  Pz =  P/ =  /Cs(. (2.36)

С помощью (2.36) нетрудно построить операторные соотноше­
ния, аналогичные (2.3). В частности, для аэрозольного коэффи­
циента ослабления имеем:

Рех — ^ Р я >  PeJC. Z =  Ря2> Рех ,  t — Ря<> (2.37)

где, как и ранее, W= W[ V , n -  Теперь остается лишь связать произ­
водные Рлг и с и St,  используя ДЛЯ ЭТОЙ цели уравнения 
переноса локационных сигналов в зондируемой дисперсной среде. 
Дифференцируя S { z , k )  по z  (см. (2 .1 )), находим

S; =  ( p ; z - 2Р„Р,^)Г(2). (2.38)

Если система (2.1) была решена ранее относительно Ря и 
то функциональное уравнение (2.38) позволяет немедленно найти
Ряг по профилю S'z- Используя далее оператор К^а по р нахо­
дим искомую функцию S2 . Таким образом достаточно просто 
в рамках операторного подхода строится вычислительная схема 
интерпретации локационных данных в целях контроля простран­
ственно-временной изменчивости оптических и микрофизических 
характеристик аэрозоля. В сущности, не требуется введения 
в схему каких-то новых операторов. Как и ранее, вполне достаточно
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пары регуляризирующих операторов я и Кла (либо WnVex ^
и К 7 х \ а).  Исходной информацией служит теперь массив данных 

Zk, tv), i = l ,  . . n; k, v = l ,  Упомянутая выше
пространственно-временная изменчивость оптических характери­
стик представлена в схеме интерпретации профилями Рпг {z, t) и 

(то же самое ^ ' е х . г  и ^ e x . t ) -  Изменчивость поля микро­
структуры аэрозолей характеризуется при этом Sz и st соответ­
ственно.

Теперь остается рассмотреть технику численного дифференци­
рования измеряемых профилей S {z, t) по 2  и t. Поскольку нам >
известно из лидарных измерений а-приближение S a (2 , / ) ,  содерж а­
щее недифференцируемые (шумовые) компоненты, то определе- ^
ние указанных выше производных S ' и 5 '  является нетривиаль­
ной задачей. Во всяком случае, техника приведенных разностей 
здесь неприемлема. Поэтому прибегнем вновь к операторному 
подходу, построив для этой задачи некоторый регуляризирующий i
оператор численного дифференцирования первого порядка Dia- }
Как и оператор К ~ ^  в задачах светорассеяния системами частиц,
он также задан на множестве экспериментальных функций. Ука­
занный подход уж е ранее апробировался на решении ряда лока­
ционных задач и описан в работе авторов [6]. Поскольку в пре­
делах настоящего исследования нам придется неоднократно ис- I
пользовать оператор Dia, напомним кратко схему его построения.

Исходным соотношением является интегральное выражение ^

связывающее значение любой (дифференцируемой) функции f 
в точкё X некоторого интервала Х =  [Хи Х ]̂ с ее производной 
f' {x) .  Это выражение можно переписать следующим образом:

2̂
Т ( х ) = \ к { х ,  y ) f ' { y ) d y ,  (2.39)

л:,
где J{x) =  f{x) — f {Xi )  и

1 при ^ х ,
О при х <  у ^  Х 2 . "5

К{х,  у) =

Нетрудно видеть, что (2.39) представляет собой интегральное 
уравнение относительно искомой производной f'{x)  при известной 
функции f{x) .  Ядро этого интегрального уравнения первого рода 
разрывно, поэтому целесообразно построить более приемлемый 
аналог функциональной зависимости между и /. Это достигается 
путем умножения слева исходного операторного уравнения K f ' = t  
на сопряженный К*.  В остальном техника аналитических построе­
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ний достаточно формальна и их можно опустить. Результатом яв­
ляется следующее интегральное уравнение относительно f^{x):

Х2

\ G { x , y ) f ' { y ) d y  =  J{x),  (2.40)

2̂
где f  (X) =  S / {у) dy  -  f (X,) {X,  -  X);

X
CX2 — X При X i ^ y  ^ x ,

— г/ при x < y ^ X 2 .
Интегральное уравнение (2.40) имеет непрерывное ядро, и по­

этому все, что говорилось ранее в первой главе о корректном 
решении интегральных уравнений первого рода в классе непре­
рывных функций, в полной мере применено к нему. В соответствии 
с этим численное определение /' осуществляется с помощью ре-
гуляризирующего оператора Ga^. Решение имеет вид f'a{x) =
=  (Ga^/a) (^). в  дальнейшем мы будем писать f a = D  подра­
зумевая, что Dia суть регуляризирующий оператор для уравнения 
вида (2.40).

Следует заметитйГ, что роль оператора Dia при обработке экс­
периментальных данных далеко выходит за рамки собственно 
численного дифференцирования. Как уже отмечалось выше, фор­
мально /а(л:) — недифференцируемая функция, поскольку содер­
жит реализации случайных процессов (шумов). Поэтому приме- 
невде оператора D\a к fo можно рассматривать как операцию вы­
деления из fo регулярной (дифференцируемой) компоненты (то 
же самое «подавления» нерегулярных помех). Все функциональ­
ные уравнения, которые лежат в основе обработки данных, как 
правило, применимы к вполне регулярным функциям. Это, кстати, 
относится и к системе уравнений переноса зондирующих импуль­
сов в рассеивающей среде, т. е. системе (2.1). Определив f'^
с помощью оператора Dia, нетрудно восстановить регулярную 
компоненту fa эмпирической функции fo. Действительно, в соот­
ветствии с (2.39) имеем

X

f a { x ) = \ f a { y ) d y  +  h { X, ) .  (2.41)

с  этой точки зрения оператор D\a можно считать оператором 
«выделения» регулярных компонент из эмпирических данных. И с­
пользование оператора Dia в вычислительной схеме метода много­
частотного лазерного зондирования существенно расширяет его
возможности. Это касается не только определения и 5  ̂ и вве­
дения новых уравнений типа (2.38), но и возможности решения 
более сложных физических задач. В частности, выше предполага­
лось, что зависимостью fh{z)  в пределах зондируемого слоя Z i ^
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м о ж н о  пренебречь. В противном случае нам пришлось бы 
вводить производные по г от ядра K[f h{ z ) ,  Я, г] при построении
функциональных уравнений для |3z и 5г. Известно, что факторы 
эффективности теории Ми, и прежде всего такие, как Кп{Х, г) ,  
представляются плохо сходящимися рядами, дифференцировать 
которые непосредственно не представляется возможным. Приме­
нение к ним регуляризирующего оператора типа Dia, подавляю­
щего осциллирующие компоненты, вполне возможно. Более того, 
предварительная регуляризация сходимости рядов Ми была бы 
вообще вполне уместной при решении обратных задач светорас­
сеяния, поскольку непосредственное их использование неоправ­
данно увеличивает объем вычислений при обработке эксперимен­
тального материала. Известны многочисленные попытки упростить 
расчетные выражения теории Ми за счет физических ограничений 
[4, 23], что совершенно нежелательно в обратных задачах свето­
рассеяния. Вместе с тем это можно сделать и формально, т. е. 
с помощью операторов «выделения» регулярных компонент в плохо 
сходящихся (осциллирующих) рядах. Подобную возможность нам 
представляет введенный выше оператор Pia. На этом закончим 
построение теории оптического зондирования атмосферных аэро­
золей, включающей в себя вопросы контроля пространственно* 
временной изменчивости оптических и микрофизических характе­
ристик, в предположении, что эта изменчивость обусловливается 
турбулентной диффузией в атмосфере. В работе [19] рассмотрены 
аналогичные вопросы для случая, когда пространственно-времен­
ная изменчивость обусловлена процессами коагуляции и седимен­
тации дисперсной компоненты атмосферы.

Приложения изложенной выше теории не исчерпываются при­
веденными примерами. Введение в схему обращения оптических 
данных уравнений аэрозольной кинетики позволяет одновременно 
решать и задачи оперативного анализа и задачи прогноза опти­
ческого состояния атмосферы в той степени, в какой оно обуслов­
ливается ее дисперсной компонентой. Изложение этих аспектов 
теории выходит за рамки настоящего исследования, и мы упоми­
наем здесь лишь для того, чтобы особо подчеркнуть информацион­
ные возможности оптического мониторинга атмосферы в решении 
физических и оптических задач.

2.2.3. Методики интерпретации данных 
лазерного зондирования аэрозолей нижней тропосферы

К сожалению, не представляется возможным непосредственно 
проиллюстрировать все, что говорилось, ввиду отсутствия соот­
ветствующих экспериментальных данных. Атмосферно-оптические 
исследования, материалы которых доступны в публикациях, 
в основном носят узконаправленный характер. Получаемые в них 
объемы оптической информации не позволяют применять к ним 
строгих методов интерпретации и в соответствии с этим не дают
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сколько-нибудь содержательной количественной информации 
о  параметрических полях в атмосфере. Поэтому ниже рассмотрим 
вопросы интерпретации данных, полученных с помощью одночас­
тотных лидаров при зондировании аэрозолей нижней тропосферы. 
Именно здесь аэрозольной компоненте присуща в большей мере 
изменчивость ее пространственно-временных характеристик. Од- 
нако, прежде чем обращаться к анализу и обсуждению экспери­
ментального материала, необходимо сделать несколько замечаний 
относительно интерпретации локационных сигналов, получаемых 
при зондировании аэрозолей нижней тропосферы.

При одночастотном зондировании в нашем распоряжении име­
ется профиль нормированной амплитуды локационного сигнала 
S ( z )  на рабочей длине волны лидара ло. В этой ситуации отсут­
ствует возможность конструктивного использования операторов
перехода ^Й.^ллибо W^Vex и, следовательно, исходное функцио­
нальное уравнение S (z ) = |3д  ехр{—2т(г)} остается неопределен­
ным относительно оптических характеристик. Следует сразу зам е­
тить, что не существует способа преодолеть эту принципиальную 
трудность одночастотного варианта зондирования. Слишком мало 
информации получаем в этом эксперименте, чтобы можно было 
привлечь к интерпретации априорную физическую информацию. 
Все существующие к настоящему времени методики интерпрета­
ции носят в силу этого обстоятельства качественный характер. 
Действительно, для реальной атмосферы нельзя задать локально 
(т. е. для каждой точки г по трассе зондирования) дополнительное 

функциональное соотношение между Ря(^) и ^ех(г).  В двухчастот­
ном варианте этого удавалось достичь за счет введения микро­
структурных моделей и теории светорассеяния Ми. В случае одно­
частотного лидара подобной возможности нет. Вместе с тем 
практика атмосферно-оптических исследований требует разработки 
методик оценки оптического состояния атмосферы на основе ис­
пользования простых оптических систем, каким, в частности, яв­
ляется одночастотный лидар. В связи с этим представляется це­
лесообразным дать более или менее строгий анализ информацион­
ных возможностей одночастотных лидаров.

Будем считать искомой функцией распределение оптической 
толщины т(г) по трассе зондирования в пределах пространствен­
ного интервала Z =  [Zi, Z2] . Именно эта интегральная оптическая 
характеристика представляет наибольший практический интерес 
в задачах оптического мониторинга атмосферы. С другой стороны, 
определяя интегральную характеристику в условиях существен­
ной недоопределенности одночастотного локационного уравнения, 
можно надеяться на относительно большую достоверность.

Удобно ввести в рассмотрение отношение 6 (г) = Р л  (^)/Рел:(г). 
Напомним, что в пределах данного раздела допускается осуще­
ствление зондирования в окне прозрачности, и, следовательно, по­
глощением излучения можно пренебречь. Поэтому в первом при­
ближении ^ех{г) Psc(^). Задать априори в каждом эксперименте
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профиль величины Ь {г) не представляется возможным, как уже
об этом говорилось выше. К тому же следует учитывать, что рас­
пределение аэрозолей по высоте носит стратифицированный (раз­
рывной) характер, который делает использование так называемых 
оптических аэрозольных моделей в исследовании пространственно- 
временной изменчивости методами лазерного зондирования мало­
эффективным. В связи с этим остается надеяться, что удастся 
как-то подобрать некоторое среднее значение В неизвестной функ­
ции b{z)  в пределах [Zi, Z2] , которое бы обеспечивало приемле­
мую надежность профиля г (г), определяемого по измеренному

профилю 5 а(г ). Необходимо подчеркнуть, что выбор Ь должен со­
гласовываться при этом не только с априорной информацией
о поведении характеристик ря(г) и |3ех(^), но и с особенностями 
вычислительного алгоритма. Иными словами, выбор Б должен за ­
висеть от методики интерпретации локационных данных. Поясним 
эту мысль конкретными аналитическими построениями. Учитывая, 
что т(г) есть первообразная от ^ех{г),  нетрудно построить следу­
ющее интегральное выражение:

x(z)  =  x (Z.) +  5 Ь-' (Z') S {Z') ехр {2т (г')} dz'.  (2.42)
Z,

Относительно т:{г) это не что иное, как интегральное уравнение 
Вольтерра второго рода. В силу этого обстоятельства его числен­
ное решение относится к корректно поставленным задачам при 
замене S{ z )  на а-приближение Scr(z).

Следует заметить, что уравнение (2.42) предпочтительно ис­
пользовать в тех случаях, когда x{z)  заметно меняется в пределах 
зондируемого слоя и величина ехр {— 2 т (г )}  существенно отлична 
от единицы. При малых значениях t (Z 2 ) (скажем, менее 0,2—0,3) 
предпочтительна, в силу понятных причин, схема (2.17). С учетом 
этого обстоятельства уравнение локации в форме (2.42) мы связы­
ваем главным образом с задачами лазерной локации аэрозолей 
пограничного (смешанного) слоя атмосферы, для которого Z2 ^  
^ 3  км. Решающий алгоритм в этом случае строится по следую­
щей итерационной схеме:

t*'’*(2:) =  t ( Z , ) +  \  {z')S„{z')exp{2x^^~^'^ {z')} dz' ,  (2.43)
i l

которая применяется последовательно для всех г из [Zi, Z2] . Со­
поставляя эту итерационную схему с теми, которые рассматрива­
лись ранее (например, (2 . 1 2 ) ) ,  ее следует квалифицировать как 
интегральный вариант уравнения переноса локационных сигналов 
в рассеивающей атхмосфере. Если ранее фильтрация помех в схеме
обращения осуществлялась с помощью операторов и K Z \  то 
теперь стабилизация решений достигается за счет действия инте­
грального оператора на So(z)  в итерационной схеме (2.43). Н е­
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трудно показать, что схема (2.43) сходится, если выполняется: 
условие

Z2

5 Ь -‘ (2 ) S„ (2 ) d z  <  ехр (- X  (Z,)}. (2.44)
Z,

которое является необходимым и достаточным одновременно. Для 
выполнения неравенства (2.44) необходимы, во-первых, гарантии 
того, что уравнение (2.42) действительно применимо для рассмат­
риваемой реализации 5а(г) в пределах [Zi, Z2] , а во-вторых, что 
профиль b(z )  задан надлежащим образом. В этом случае условие
(2.44) может служить в некоторой степени показателем соответ­
ствия профиля b{z)  реализации So{z) .  Несколько большей опре­
деленности в интерпретации можно достичь, если считать извест­
ным второе граничное значение t (Z 2 ). Тогда из (2.42) следует 
соотношение

Z2
x { Z , ) - x { Z , ) ^ l b - ' { z ) S , { z ) e x ^ [ 2 x { z ) ] d z .  (2.45>

г,

Поскольку подынтегральное выражение положительно, можно 
воспользоваться теоремой о среднем и вынести неизвестную функ­
цию b{z)  за знак интеграла, вводя значение 6 (1 ), где g — некото­
рая точка в пределах зондируемого слоя. Если в качестве сред­
него значения Ь принять 6 (g), то получим оценку (приближенную) 
для лидарного отношения

Z2

\ s „ { z ) ^x ^ [ 2 x { z ) \ d z l [ x { Z ^ )  — x{Z,)].  (2.46>

В соответствии с этим выражением среднее значение лидар­
ного отношения зависит от профиля х{г ) .  Выражение (2.46) под­
сказывает конструктивный подход к оценке значений лидарного 
отношения для одночастотных лидаров на основе предваритель­
ных численных экспериментов. Не касаясь подробно этого направ­
ления возможных исследований, приведем еще одно полезное не­
равенство. Поскольку т(г) нигде не убывает с ростом 2  от Zi до» 
Z2 , то очевидна следующая оценка:

с ехр (2т (Zi)j ^  б ^  с ехр {2т (Z2)}, (2.47)^

где постоянная с =  j S ( z ) d z / { x { Z 2) — t ( Z i) } .

Для того чтобы воспользоваться указанными оценками, необ­
ходимы значения t(Z i)  и  t (Z 2 ). Следует иметь в виду, что рас­
смотренный выше способ выбора среднего Ь сам по себе никоим 
образом не гарантирует поточечной близости получаемых решений 
т(г) к действительному профилю то(г) внутри интервала [Zi, Z2] . 
По способу введения этой величины гарантируется лишь совпаде­
ние решений х^рЦг) с то(^) на концах трассы Z\ и Z2 . В целом
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методика интерпретации остается сугубо качественной. Конечно, 
можно надеяться, что последовательное сужение толщины зонди­
руемого слоя будет приводить к большей достоверности результа­
тов интерпретации. Для преодоления неопределенности решаемой 
задачи необходимо идти по пути увеличения измерительной ин­
формации, и альтернативы здесь не существует.

При использовании одночастотного лидара некоторые возмож­
ности в этом направлении открываются за счет осуществления 
одновременного зондирования по нескольким близлежащим на­
правлениям. Подобный вариант получил название многоуглового 
зондирования. В этом подходе осуществляется последовательное 
измерение профилей S(Zv) по лучам Zy ( v = l ,  . . . ) ,  исходящим из 
одной точки (точки наблюдения). В результате можно интерпре­
тировать совокупность локационных уравнений, каждое из кото­
рых соответствует одному из лучей (направлению зондирования). 
Чтобы из этих уравнений составить совместную систему и гаран­
тировать практически приемлемые результаты, делается предпо- 
-ложение о горизонтальной однородности оптических характеристик 
светорассеяния компонентами атмосферы. В итоге приходим 
к следующему параметрическому уравнению:

S( z ,  у) =  р ^( г ) ехр1—2ух(г)} ,  (2.48)

где y =  sec'& и О — угол между рассматриваемым лучом и неко­
торым исходным направлением, соответствующим д' =  0 (обычно
это вертикаль в точке расположения лидара). Условие горизон­
тальной однородности в аналитической форме записывается как 
^Р(^»Т ) / ^ 7  =  0 для Ря и е̂х одновременно. Подобное условие мо­
жет иметь лишь локальный характер, т. е. быть справедливым 
в узкой области углов зондирования Определенные ограничения 
при этом необходимо накладывать и на геометрическую толщину 
зондируемого слоя. Имея в своем распоряжении двухмерный мас­
сив оптической информации (S (2 ,̂ i9'v), й, v =  1 , . . . } ,  можно рассчи­
тывать на большую достоверность в построении искомого профиля 
т ( 2 ), нежели это могло иметь место выше. Конечно, нужны гаран­
тии того, что условие горизонтальной однородности выполняется 
в каждом конкретном случае. Если область изменения угла зон­
дирования й достаточно мала, то можно полагать, что неоднород­
ность рассеивающих свойств невелика. С большей достоверностью 
это можно гарантировать для молекулярной компоненты рассея­
ния и с меньшей — для аэрозольной. К счастью, не составляет 
особого труда оценить, в какой мере в исходных локационных 
данных проявляет себя указанная неоднородность. Об этом по­
дробно будет сказано ниже, а сейчас приведем основные расчет­
ные соотношения теории многоуглового зондирования.

Для любого фиксированного 2  (вернее, слоя рассеивающей 
среды от г до 2 - fA (z ) )  уравнение (2.48) можно писать в следую­
щей форме:

p ^ e x p l— 2y t ) =  Sj (y). (2.49)
118



Правая часть уравнения содержит ошибки эксперимента. П ред­
положим, что для этого уравнения можно указать некоторые ну­
левые приближения а параметр у (то же самое угол зон­
дирования) пробегает ряд дискретных значений уи . . уп- Обо­
значим через 5(Рл, т, 7 ) левую часть выражения (2.49). Прибег­
нув затем к разложению этой функции по переменным и t 
в ряд Тейлора в окрестности точки (Р '̂  ̂ х№) и ограничившись-
линейными членами, можно построить следующую квадратичную' 
форму:

к  [ s «  -  И ’ +  Д Г  -  2 v ,r f ' ii'> ) ехр { - 2 v , , ' « ) ] '  =  х'").
/ = 1

(2.50)^

где =  Величины Ря̂  и следует
считать неизвестными. Их численные значения могут быть най­
дены путем последовательной минимизации параболы 
Шаг дискретизации A(z) по высоте должен быть достаточно ма­
лым, чтобы гарантировать малость Лх и Лр для рассматриваемого 
слоя.

Нетрудно видеть, что в основу данной методики интерпретации 
данных многоуглового зондирования положен аппроксимационный 
подход, при котором измеренная функция So (у) аппроксимируется 
параметрической моделью 5(Ря, х, 7 ). Роль параметров играют 
искомые величины Ря и т. Аналитический вид аппроксимирующей 
функции 5(Рл, т, 7 ) строго соответствует предположению о гори­
зонтальной однородности. Если это предположение не выполня­
ется, то величина m in p 2 (Sa, характеризующая ошибку
аппроксимации, будет заметно превосходить ошибки измерений 
вектора S(y={S(Ti, j = h  • • •, Тем самым в процессе решения 
обратной задачи теории многоуглового зондирования можно кос­
венно судить о приемлемости результатов.

Описанная методика интерпретации данных многоуглового зон­
дирования, реализующая, по существу, метод наименьших квадра­
тов, далеко не единственна. Не вдаваясь в детали, мы приведем 
еще одно аналитическое выражение, которое также может слу­
жить основой эффективной схемы интерпретации локационных 
данных. В частности, если считать неизвестной функцию Т (z) =  
=  ехр{— 2т(г)}, то из (2.49) следует простое выражение

1пГ(2) =  а 1 п 5 (г , у)/ду.  (2.51)

Смысл его вполне очевиден и состоит в следующем: если рассеи­
вающая среда однородна в горизонтальном направлении, то ло­
гарифмическая производная от локационного сигнала по угловому 
параметру 7  постоянна и пропорциональна квадрату функции 
пропускания p^{z) = Т  (z) для любой высоты 2 . Для большей до­
стоверности соотношения (2.51) его следует рассматривать в узкой
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•области углов, т. е. вблизи точек '& =  0. В этом случае (2.51) 
можно писать в виде предельного соотношения

И т 1 «Э1п5(г, Ь) (2.52)

Для того чтобы можно было практически воспользоваться 
выражениями (2.51) и (2.52), необходимо в схему обработки экс­
периментальных данных вводить регуляризирующий оператор 
дифференцирования D\a,  о котором уже шла речь выше. Заканчи­
вая построение возможных методик интерпретации данных много­
углового зондирования, следует заметить, что в целом мы несуще­
ственно продвинулись в преодолении тех информационных неопре­
деленностей, которые присущи одночастотным схемам лазерного 
зондирования атмосферы. Действительно, условие горизонтальной 
однородности выполняется лишь в том случае, если зондирование 
осуществляется по близким направлениям. Но если это так, то 
в силу наличия погрешностей измеренные профили 5а(з , у) будут 
взаимозависимыми функциями и, следовательно, в совокупности 
малоинформативны. Последнее обстоятельство обычно проявля­
ется в неустойчивости результатов обращения. Как показывает 
практика многоуглового лазерного зондирования, преодолеть ука­
занное противоречие практически не удается.

Обратимся к работе [31], где зондирование осуществлялось на 
Х = 0 ,6 9  мкм. Многоугловые измерения 5  (г, у) проводились для 
девяти углов в пределах Y =  sec'& ^5. Отсчет углов О велся от 
вертикали, а точность углового разрешения составляла около 
0,1°. В качестве исходных данных, которые подвергались интер­
претации с помощью уравнений (2.49), брались средние профили 
сигналов, вычисленные по десяти реализациям. Предварительное 
усреднение позволяло несколько ослабить влияние шумовой ком­
поненты на результаты интерпретации. Следует заметить, что от­
ношение сигнал-шум в локационных сигналах менялось от 25 до 
2 . Чем меньше оптическая толщина зондируемого слоя, тем 
меньше амплитуда принимаемого сигнала и тем больше указанное 
отношение. Наименьшее из указанных значений приходится на 
А ('^ )^  0,01* Как показали измерения, значения коэффициента об­
ратного аэрозольного рассеяния менялись в пределах от 0,05 до 
0,15 км~  ̂ в нижней тропосфере. Вся процедура измерения средних 
S { z , y )  в экспериментах занимала не более 30—45 мин (подробно 
методику эксперимента см. в [31]).

Некоторые из наиболее характерных результатов исследования 
пространственно-временной изменчивости аэрозолей в нижней 
тропосфере представлены на рис. 2.4. Нормированные амплитуды 
локационных сигналов даны на рис. 2.4 а и соответствуют различ­
ным значениям параметра у. Явно выделяется так называемый 
«смешанный» слой в пределах высот 3 км. Его существование 
обусловлено турбулентным перемешиванием воздушных масс. 
В пределах этого слоя предположение о горизонтальной однород­
ности может быть принято с большими натяжками. Выше атмо­
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сфера в значительной степени более однородна. Здесь высотный: 
ход профилей So(z, 7 ) в основном обусловлен ослаблением по 
трассе, т. е. зависит от члена ехр {—2yx{z ) } .  Результат интерпре­
тации экспериментального материала представлен на рис. 2.4 б 
в виде профиля коэффициента аэрозольного ослабления Реж(г)..

ZKM

м
о 0,01 0,02 ' OjOJ 0,04^езо^^‘гР

..-Г

Р и с. 2.4.
а) пример реализации профиля S^{z,  Y) для трех указанных значений у; б) соответст­
венно восстановленный профиль аэрозольного коэффициента ослабления; в, г) примеры 
обработки двух других реализаций 5^ (2, 7) по данным [31] (М — молекуляр­

ной компоненты рассеяния).

Молекулярное рассеяние (кривая М)  оценивалось с помощью ба­
рометрической формулы по измерениям температуры и давления 
на поверхности.

Техника численной интерпретации в рассматриваемой работе 
несколько отличалась от тех вычислительных схем, которые пред­
лагались выше. В частности, искомым распределением считался 
профиль коэффициента пропускания p( z )=T^^^(z ) ,  а лидарное от­
ношение считалось постоянным по всей высоте зондирования. П о­
добное упрощение обратной задачи оправдано такими факторами, 
как значительное отношение сигнал-шум при малых т и замет­
ное возрастание горизонтальной неоднородности аэрозольных
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характеристик при повышенной замутненности атмосферы. П о­
следнее обстоятельство иллюстрируется двумя кривыми Р е х  { г )  

(рис. 2.4 в, г). В первом случае значение т возросло до 0,114 про­
тив 0,048 в предыдуп;ем примере. Увеличение амплитуды лока­
ционного сигнала и соответствующее увеличение отношения 
сигнал-шум не привели к повышению надежности оценок профиля 
^ex(z).  Это наглядно видно по размерам соответствующих дове­
рительных интервалов (отрезки на рис. 2.4). Последний результат 
(рис. 2.4 г) получен в условиях еще большей замутненности по­

граничного слоя атмосферы. Лидарные измерения проводились 
непосредственно за прохождением сухого холодного фронта. П ред­
положение о горизонтальной однородности не обеспечивает здесь 
приемлемой точности интерпретации оптических измерений.

В условиях значительной неопределенности решаемой обратной 
задачи естественно обратиться к оценке интегральных характери­
стик рассеивающей среды. Подобной характеристикой может слу­
жить общая оптическая толщина зондируемого слоя т. В табл. 2.2 
приведены значения этой величины, полученные двумя методами, 
а именно: по данным лазерного зондирования и по данным сол­
нечного радиометра [31]. Во всех случаях, когда оптическая тол­
щина т^ 0 ,0 3 5 , результаты измерений вполне согласуются друг 
с другом в пределах тех доверительных интервалов, которые ука­
заны в табл. 2.2. При меньших оптических толщах лидарные изме­
рения дают систематические завышения значений т по сравнению 
с радиометром. Поскольку интерпретация носит здесь сугубо каче­
ственный характер, то нет особой необходимости проводить ана- 
.лиз причин указанного завышения (некоторые соображения на этот

Т а б л и ц а  2.2
Значения полной оптической толщи 

атмосферы , измеренны е лидаром  
и радиометром по данным [31]

Номер
экспери­

мента
Р а д и о м е т р и ч е с к и е

и з м е р е н и я

1 0 , 1 7 1 + 0 , 0 2 3
2 0 , 1 6 3 + 0 , 0 1 0
3 0 ,10 4 Н - 0 , 0 1 5
4 0 ,0 9 3 Н гО.ОЗЗ
5 0 , 0 8 1 + 0 , 0 0 8
6 0 , 0 7 1 + 0 , 0 1 2
7 0 , 0 6 1 + 0 , 0 1 3
8 0 , 0 5 7 + 0 , 0 1 0
9 0 , 0 5 6 + 0 , 0 1 4

10 0 , 0 4 3 + 0 , 0 0 2
11 0 ,0 3 8 + 0 , 0 0 2
12 0 , 0 3 4 + 0 , 0 0 5
13 0 , 0 2 2 + 0 , 0 0 3
14 0 , 0 1 2 + 0 , 0 0 2

Лидарные
измерения

0 , 1 8 0 + 0 , 0 3 2
0 , 1 3 2 + 0 , 0 2 1
0 , 1 0 7 + 0 , 0 1 5
0 , 1 1 1 ± 0 , 0 1 4
0 , 0 6 8 + 0 , 0 1 8
0 ,0 6 6 + 0 ,0 2 8
0 , 0 5 8 + 0 , 0 1 3
0 , 0 6 1 + 0 , 0 1 0
0 , 0 6 7 + 0 , 0 1 9
0 , 0 3 7 + 0 , 0 0 9
0 , 0 4 7 + 0 , 0 1 9
0 , 0 5 1 + 0 , 0 1 9
0 , 0 4 1 + 0 , 0 1 4
0 , 0 4 3 + 0 , 0 1 7
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счет приводят авторы рассматриваемой работы). На этом можно* 
закончить изложение илл1̂ стративных примеров по одночастот­
ному лазерному зондированию аэрозолей нижней тропосферы и 
исследованию особенностей пространственно-временной изменчи­
вости их оптических свойств.

2.3. Численные методы теории многочастотной 
лазерной локации дисперсных сред

Выше был дан самый общий анализ исходных систем функцио­
нальных уравнений метода многочастотного лазерного зондиро­
вания полидисперсных систем и указаны подходы к построению 
вычислительных схем обращения локационных данных. Однако 
разработка программных систем автоматизированной обработки: 
данных для конкретных измерительных комплексов требует более 
тщательной алгоритмической проработки. В пределах данного 
параграфа будут изложены основные результаты, полученные ав­
торами в этом направлении, и даны соответствующие рекоменда­
ции по их практическому применению в практике атмосферно­
оптических исследований.

2.3.1. Аналитические модели для функций плотности распределения частиц 
по размерам в обратных задачах оптики дисперсных сред

Напомним, что метод линейных систем, основанный на алге- 
браизации интегральных представлений для оптических характе­
ристик светорассеяния дисперсными средами, требует априорного 
задания аналитической модели искомой функции. Частично эти 
вопросы уже затрагивались выше, когда рассматривались обрат­
ные задачи светорассеяния в форме интеграла Стилтьеса (см. 
п. 1.4). Ниже мы будем исходить из представления оптических 
характеристик в форме интеграла Римана и считать неизвестной 
функцией плотность распределения геометрического сечения ча­
стиц по размерам в единичном объеме рассеивающей среды, т. е. 
распределение 5 (г). При решении обратных задач оптики аэрозоля  
по данным оптического зондирования в спектральных интервалах 
хорошо зарекомендовала себя кусочно-квадратичная аппроксима­
ция искомого непрерывного распределения So(r). Результаты 
соответствующих исследований применительно к интерпретации 
данных по спектральной прозрачности и многочастотного лазер­
ного зондирования подробно изложены в монографиях [6 , 2 1 ], 
поэтому ниже ограничимся лишь краткими замечаниями к алго­
ритмической схеме обращения оптических данных.

В основу рассматриваемой аналитической модели положены 
следующие априорные соображения. Обычно информация о реаль­
ных спектрах размеров представляется в виде гистограмм, харак­
теризующих распределение числа частиц полидисперсного ан­
самбля по интервалам покрытия Аг ( / = 1 , . . т)  области возмож­
ных размеров R = [ R i ,  R 2] . Подобная гистограмма задается сово­
купностью чисел {Д (̂Л )̂, 1 = 1 ,  . . ., т}  для покрытия {А;}. Следует
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иметь в виду, что прямыми методами микроструктурного анализа 
наиболее просто определить именно число частиц, попадающих 
в тот или иной интервал размеров. Что же касается оптических 
методов исследования микроструктуры, то в этом отношении они 
обладают большими возможностями. Действительно, в качестве 
решения обратной задачи светорассеяния в принципе может быть 
выбрано распределение любого интегрального параметра по раз­
мерам частиц. В частности, выше приводился пример распределе­
ния полного объема V частиц дисперсной среды по размерам. 
Выбор полного геометрического сечения 5  в качестве исходного 
параметра (то же самое полной меры ансамбля частиц в единич­
ном рассеиваюшем объеме) удобен в том отношении, что его раз­
мерность совпадает с размерностью измеряемых оптических 
характеристик р. Однако, возвращаясь к указанной выше гисто­
грамме распределения числа частиц N,  заметим, что если спектр 
размеров п(г)  — кусочно-постоянная функция, то соответствующее 
ему распределение s{r)  = л г ^ п ( г )  можно считать кусочно-квадра­
тичной функцией в области своего задания R.  Соответствующую 
аппроксимационную модель ниже будем обозначать через s (r ,  s). 
Аналитические построения этой модели и соответствующего сум- 
мационного аналога для интегрального уравнения могут быть 
выполнены в следующем порядке.

В интервале [Ri, i?2] выбирается т внутренних точек {п,  1 =  
=  1 , . . . ,  т}  и строится т непересекающихся интервалов А;, каж­

дый длины Аг(г) =  r"i — r'i, где п  =  ( n + r i - i ) /2, п =  (гг+1+ г г )/2 , г \ =  
=  (/? i-fr i)/2  и /т  =  (/?2+ ^ т ) /2 . С узлами {п}  связывается
система чисел {si}, которая рассматривается как компо­
ненты вектора s, впоследствии определяемого из решения алгеб- 
раизованного варианта соответствующей обратной задачи. Счи­
тается далее, что кусочно-квадратичное распределение s {r ,  s) на 
каждом из интервалов А ;=  (г', г") совпадает с параболой вида

Si (г) == S, _ ,а,г (г) -ь Sia î (г) -f- S; +, â i (г), (2.53а)

где ai;(r) =  [r ,r /+ |(rz  + i — Г;) — (r; + i — Г;) Г ( г ;  + i — Г;) Г̂ ] бГ’’, 

агг(0 =  [—n - ir ;  + i(r; + i — n _ i ) - f  (г?+i — г?_ i) г —

аз; (г) - [ г  in _ 1 (г; — Г; _ i) — (г? — г?_ i) г — (г; — Г; _ i) г Ц  6 f ‘;

^г =  Г(Г( + 1(г; + 1 — f д  ~  I -  i f I +  i {>'1 + 1 —  I - 1)

+  r i_i r i { r i  — ri_t) .  (2.536)

Вводя обозначение Ai j i =  ^ K(r ,  'ki)aj i(r)dr ( /= 1 ,  2 , 3 ), эле-

1менты искомого матричного оператора К  можно представить 
в следующем виде:

Кц =  Д-1, / +1 +  Ai2i +  1 (2.54)
;124



при условии, что Лг1, т +1 =  Ла1 =  Лш =  0. Таким образом, мы по­
строили алгебраизованный вариант обратной задачи светорассея­
ния, а именно /C s=^. Как и во всех предыдущих вариантах.

Однако в этой аналитической модели гарантировать поло­
жительность аппроксимационной модели s { r , s )  всюду в области 
R  уже не представляется возможным. Положительность чисел 
{s/, / = 1 , . . ., т }  выступает лишь как необходимое условие поло­
жительности модели s(r, s ), но его явно недостаточно. В пределах 
данной работы не будем касаться подробно этих вопросов (ранее 
они рассматривались в работе [2 1 ] ) .

С точки зрения практики микроструктурного анализа вполне 
достаточно ограничиться той информацией о реальных спектрах 
размеров частиц, которая заключена в векторе s. Резонно при 
обращении оптических данных величины si рассматривать как 
средние значения действительного распределения So{r) в локаль­
ных интервалах покрытия А/ и в соответствии с этим перейти 
к величинам Ai{S) = s i A i { r ) . Подобный переход оправдан тем 
обстоятельством, что в микроструктурном анализе фиксировать 
отсчеты искомых распределений в системе узловых точек не имеет 
смысла. Доминантой в этом анализе являются система {А̂ } и 
соответствующая ее последовательность {A^(S), / = 1 , . . т}.  
Этого правила мы будем придерживаться и в обратной задаче 
светорассеяния, что вновь нас приводит к уравнениям типа ( 1 . 1 1 0 ) 
и соответствующей алгоритмической схеме обращения аэрозольных 
оптических характеристик, описанной в п. 1.4. Естественно, можно 
не учитывать специфику микроструктурного анализа дисперсных 
сред и рассматривать аппроксимационную модель s{r ,  s) как сред­
ство формальной алгебраизации интегральных уравнений. С этой 
точки зрения кусочно-квадратичная аппроксимация позволяет 
строить весьма эффективные квадратуры для полидисперсных 
интегралов с ядрами теории Ми.

Для иллюстрации этого факта в табл. 2.3 приведены ошибки 
квадратур, получающиеся при расчете спектрального хода коэф­
фициента обратного рассеяния Ря(Я). Верхняя строка соответ­
ствует ошибкам квадратуры, когда исходное распределение So{r) 
является бимодальным с модами rsi =  0 , 2  и rs2 =  0 , 6  мкм; нижняя 
строка соответствует более простому распределению, а именно 
унимодальному с rs =  0,2 мкм. Численный анализ показывает, что 
если погрешности оптических измерений не ниже 5 %, то вполне 
достаточно органичить размерность вектора решения условием 
7 ^ т ^ 9 ,  если использовать данные квадратурные формулы. Вы­
бранные для расчетов длины волн связаны с задачами лазерного 
зондирования атмосферных аэрозолей с использованием наиболее 
распространенных оптических генераторов.

Теперь рассмотрим несколько иной подход к конструированию 
модельного (рабочего) распределения. Если в первом случае каж­

дая компонента si{r),  из которых составлялась аналитическая" мо­
дель s(r, s ) , была локализована в пределах своего подынтервала
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Ошибки квадратурных формул (2.52)—(2.54) 
при вычислении полидисперсных интегралов  

Pj^(^) при различных размерностях  
вектора s (проценты)

Таблица 2.3

т
X

0,345 0,53 0,69 1,06

3 19,0 45,0 51,0 44,0
17,0 10,0 0,7 2,0

7 1,6 0,7 2,4 3,3
0,9 0 ,6 0,3 4,0

9 0,03 1,5 0 ,4 0,3
0 ,4 0,5 0,2 0 ,6

15 0,2 0,01 0 ,6 0 ,9
0,1 0,02 0,1 0,3

размеров А̂ , то теперь составляющие модели будем определять 
во всей области возможных размеров R.  Подобной моделью может 
служить следующая линейная форма:

s{r, s)= 'Z s,gi{r), r^R.
l=\

(2.55)

Совокупность функций иногда называют базисной си­
стемой функции. Основное требование, которое к ним предъявля­
ется, это условие взаимной линейной независимости. Выбор базис­
ной системы функций может определяться самыми различными 
условиями. По всей видимости, одним из распространенных спо- 
собов выбора подходящей совокупности является построение си* 
стемы собственных функций оператора К*К,  о котором выше уж е  
шла речь. Хотя эта система и является в некотором смысле опти­
мальной среди возможных других систем, ее численное построение 
весьма сложно и практически не всегда оправдано. В связи с этим 
ниже в качестве модельного распределения s (г, s) будем выбирать 
многочлены Бернштейна, которые во многих задачах конструктив­
ной теории функций являются эффективным инструментом анали­
тического исследования [17]. Приложение этого аппарата к реше­
нию обратных задач светорассеяния дисперсными средами ранее 
было дано в работе [2]. В этом подходе каждой функции, в том 
числе и искомому распределению s{r ) ,  где r e [ /? i , /? 2], ставится 
в соответствие многочлен /п-й степени вида

т
bm[s, r ] = Z  s{R,  +  k A { r ) ) C i { r - R i f { R 2 - r ) ' " - ’‘/{R2 - R i T ,

fe =  0

(2.56)
где Cm полиномиальные коэффициенты.
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Поскольку функция s{r)  в правой части (2.56) представлена 
системой равноотстоящих отсчетов sk =  s { r  =  rk)y то вместо функ­
ционала bm[s,  г] можно писать 6 т  (г, s ) , понимая под этим, как и 
ранее, функцию s { r , s u  . . .  Sm). Выражение, стоящее справа от 
Sky будем обозначать через pmk{r).  При й = 1 ,  . . m pmk(r) обра­
зуют систему базисных функций в рассматриваемом подходе 
к конструированию аппроксимационной модели. При т - > о о  
bm[s, r]  сходится равномерно в интервале R к функции s{r) .  
В этом смысле и понимается утверждение, что каждой функции 
соответствует единственный многочлен Бернштейна. Для тех за­
дач, которые мы здесь рассматриваем, важным является обратное 
утверждение, а именно: каждому вектору s через 6 т (г , s) соответ­
ствует единственное распределение s {r ) .  Кстати, в предыдущем 
примере связь модели 5 (г, s) с вектором s не была столь однознач­
ной, как в данном случае. В этом отношении bm{r,s)  является 
вполне корректной аналитической моделью. В частности, из поло­
жительности чисел Si следует положительность йт(/', s ), а значит, 
и распределения s (r ) , к которому сходятся указанные многочлены 
при возрастании степени т.

Многочлены Бернштейна обладают и рядом других замеча­
тельных свойств, которых будем касаться ниже при построении 
на их основе алгоритмов обращения оптических данных. Сейчас 
приведем два важных аналитических свойства аппроксимацион­
ной модели &т(г, s ). Во-первых, известно [16], что если функция, 
скажем s{r) ,  имеет в области своего определения R ограниченную
производную, то производная bm{r,s)  равномерно сходится к про­
изводной s ' {г) при т - ^ о о .  Следует заметить, что подобным свой­
ством обладает редкий аппарат в теории приближения функции. 
Во-вторых, для ограниченности 6 т (г, s) вполне достаточно ограни­
ченности компонент искомого вектора s, т. е. чисел Sk ( k = U  • • •, 
/п ). Эти свойства многочленов bm{r, s)  делают их в какой-то мере 
подобными простым параметрическим моделям, которые исполь­
зуются широко при численном обращении оптических данных. Од­
нако здесь мы имеем дело с более эффективным вычислительным 
методом, а именно методом линейных систем. На этом ограни­
чимся рассмотрением аналитических свойств аппроксимационной 
модели bm{r,s)  для искомого распределения s{r)  и вернемся 
к обратным задачам светорассеяния.

В соответствии с (2.56) имеем
т

{Ks) {к) =  {КЬ^) (?.) =  Е  (^) Sb (2.57а)
/=1

K i { X ) = \ K { r ,  X ) p ^ { r ) d r .  (2.576)
R

где теперь
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Когда Я пробегает совокупьюсть значений /= 1 ,  . . п} , то  
(2.576) определяет матрицу {Ка}  и, следовательно, алгебраизо­
ванный аналог обратной задачи светорассеяния, а именно:

=  р е  В ,, (2.58)
Численное обращение этой модели может быть выполнено 

с помощью описанного ранее алгоритма. Как и в первом случае, 
вводим систему чисел Ai(S) =s i Ai { r )  (то же самое вектор As) и 
используем граничные условия s { R i ) = s i = o  =  0 и 5 (/?a)=sm  =  0 . 
Последние два условия делают поведение аппроксимирующей 
модели bm{r, s)  в окрестности концевых точек более регулярным.

В связи с изложенным выше алгоритмом необходимо сделать 
еще одно замечание принципиального характера. Напомним, что 
аналитические модели bm{r , s ) ,  с помощью которых отыскиваются 
приближения для искомых распределений 5 о(г), однозначно опре­
деляются векторами s. Поэтому нет особой необходимости доказы­
вать, что если вектор s удовлетворяет условию |ls|ii2 < ;M s, где 
Ms — некоторая константа, то соответствующая ему функция 
Ьт{г,  s) будет ограничена по норме в L2. Более того, если имеем 
последовательность векторов {s/, / = 1 , . . .} из то соответ­
ствующая ей последовательность распределений Ьт/ (г) = Ь т (г ,  s/) 
будет принадлежать компактному множеству непрерывных функ­
ций. Последнее утверждение следует из того обстоятельства, что 
ограниченность нормы Ьш^(г) в метрике Ьг влечет ограниченность 
и нормы производной Ь'̂ . (г). Таким образом, справедливо очень
важное утверждение: нормальные решения системы (2.58) в век­
торном пространстве |s ||^ M s}  гарантируют принад­
лежность приближенных решений исходного интегрального урав­
нения классу корректности, т. е. компакту в С.

В заключение приведем несколько примеров численного обра­
щения уравнения (2.58) с ядром Кех{Х,г).  На рис. 2.5 иллюстри­
руется влияние ошибок измерения а на точность восстановления 
функции плотности s{r)  из обращения спектрального хода 
Исходные данные здесь те же, что и в примерах, которые рассмат­
ривались в п. 1.5 (см. рис. 1.4). Нетрудно видеть, что ошибки вос­
становления несущественно превышают ошибки измерения, и сле­
довательно, в нашем распоряжении находится вполне эффектив­
ный метод численного обращения экспериментальных данных. 
Вместе с тем интересно заметить, что рассматриваемый здесь ме­
тод обращения векторов отличается в некоторых отношениях 
от других вариантов, и в частности, от тех, которые уже описыва­
лись ранее.

Прежде всего обращает на себя внимание большая устойчи­
вость решений системы (2.58) относительно возмущений в правой 
части. Получаемые решения являются более гладкими функциями 
при прочих равных условиях. Это объясняется тем очевидным об­
стоятельством, что теперь компоненты s ip m i { r )  искомого распреде­
ления суть гладкие функции и заданы на всем интервале R.  При 
использовании, например, такой модели, как у  {г, s ), составляющие
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yi{r)  были локализованы в узких интервалах Дг, и следовательно, 
в рамках этой модели можно добиться большего разрешения 
в микроструктурном анализе зондируемой дисперсной среды. Но 
для того, чтобы реализовать эти информационные возможности, 
необходима высокая точность оптических измерений. «Качество» 
исходной информации должно предопределять выбор используе-

S  с н '^ - н к н

Рис. 2.5. П р и м е р ы  чи сленного об р ащ ени я  ̂
с и спо л ьзо ван и ем  рабочей м одели (2 .5 6 ).

1) исходное распределение So(a) (дымка Н [4]); 2)
^  0,1 и 3) а  ^ 0 ,2 .

мого метода обращения. В этом отношении модель bm{r, s)  эффек­
тивна при обращении оптических данных, известных с погрешно­
стями 10— 15 %.  Именно эти значения величины а и выбраны 
в численных примера, представленных на рис. 2 . 2  б.

Второй особенностью матричного оператора К  в (2.58) явля­
ется его относительно большая зависимость от границ интервала 
R. Поскольку для аэрозольных систем, как правило, то
вполне достаточно рассмотреть влияние выбора R 2 на решение 
обратной задачи светорассеяния. Соответствующий пример пред­
ставлен на рис. 2 .6 . Несоответствие величины R 2 действительному 
значению i?2 ,o приводит к явному «искажению» получаемых реше­
ний. Соответствующий итерационный процесс в вычислительной 
схеме обращения сходится очень медленно, и предельное значение 
невязки p (/(s , Ра) заметно превышает величину а || Pall (рис. 2 .7 ), 
Это обстоятельство может быть использовано для корректировки 
значений R 2 в процессе обращения экспериментальных данных. 
Описанные выше две аппроксимационные модели позволяют
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s см~̂ ' мкм

Р и с. 2.6. З а в и си м о ст ь  реш ений ур а в н е н и я  (2 .5 8 ) от 
вы б о р а  пр аво й  гр ан и ц ы  R 2 о б л асти  в о з м о ж н ы х  р а з ­

м еров частиц .
/ )  решение при /?2=0,9; З) /?2=0,6 н

4) /?2=0,3 мкм.

Р и с. 2.7.' В л и я н и е  вы б о р а  R 2 на вели чи ну н евязки  
p(GS^p\ pea:) И скор о сть СХОДИМОСТИ м и н и м и зир ую щ ей  

посл ед о вател ьно сти  в схем е ( 1 .1 1 5 ) .
Нумерация кривых соответствует примерам на рис. 2.6.



строить исходные матричные операторы К  в схемах численного 
обращения векторов  ̂ и, следовательно, численно находить опе­

раторы перехода W  и восстановления V в схемах интерпретации 
оптических данных.

2.3.2. Пример численного исследования свойств 
основных операторов метода

В пределах настоящего раздела приведем результаты числен­
ного исследования преобразования Ря->Р ех Применительно к за ­
дачам многочастотной локации атмосферных дымок приземного 
слоя. Указанное преобразование в основной итерационной схеме
(2.5) осуществляется оператором качестве рабочих длин
волн лидара будем использовать первую и вторую гармоники 
ОКГ на стекле с неодимом и рубинового генератора. Н еобходи­
мость численного анализа информационных возможностей трех- 
и четырехчастотных лидаров с указанными генераторами обуслов­
лена их практическим применением для изучения естественных 
(фоновых) аэрозолей, и в частности как средства дистанционного 
контроля уровня дисперсных загрязнений.

В приводимых ниже численных расчетах полагалось, что об­
ласть возможных размеров частиц охватывает интервал [0,05; 
3 мкм]. Этого вполне достаточно для охвата эффективных разме­
ров аэрозольных частиц в приземном слое атмосферы. В соответ­
ствии с имеющимися данными о показателе преломления веще­
ства частиц [ 1 0 ] можно полагать, что величина m' =  Re(nl) огра­
ничена интервалом (1,46; 1,54) и мнимая часть т " = 1 т ( т )  — 
интервалом (0; 0,005). Правда, нужно заметить, что для аэрозо­
лей в условиях промышленного центра, когда нельзя пренебречь 
вкладом дисперсных загрязнений, заметно поглощающих излуче­
ние оптического диапазона, значение мнимой части т”  возрастает 
до 0,02—0,04.

В табл. 2.4 приведены элементы исходных матриц {/Сл;;} и 
{Кех, и} для трехволнового лидара. Они соответствуют матричным 
преобразованиям /Сл8 =  Ря, KexS— êx. В расчетах использовалась 
описанная выше модель s(r, s ) , которая хорошо себя зарекомен­
довала в схемах интерпретации данных многочастотного лазер­
ного зондирования аэрозолей нижней тропосферы. Размерность 
вектора s выбрана равной десяти, что гарантирует ошибку в ква­
дратурах (2.54) не более 1 % для двух- и трехмодальных распре­
делений S (г ) .

В соответствии с расчетными соотношениями (2.2) нетрудно 
построить теперь операторы типа W,  связывающие векторы и 
е̂х. Подобный пример представлен в табл. 2.5. Ясно, что эле­

менты матрицы W^xln, которые в пределах настоящего раздела 
будем обозначать просто через со,-/ (i, / = 1 ,  2, 3 ), являются функ­
циями параметров а и т .  В представленной таблице можно про­
следить влияние значений параметра регуляризации а на харак-

9* 131



Таблица 2.4

Элементы исходных матриц при обращении данных трехчастотного  
зон ди р ов ^ и я  (X =  0,53; 0,69; 1,06 мкм). Показатель преломления  

т  —  1,5—0/, R  =  [0,05; 3 мкм], А (г) =  0,123 мкм

Матрица i
1

1 2 3 4 5

1 0 ,6 7 5 1 3 ,0 3 3 7 4 ,4 7 7 4 2 ,3 8 1 3 0 ,6 5 9 6
K n . i l 2 0 ,3 8 5 7 1 ,7 4 3 6 3 ,8 2 8 3 ^ 4 ,4 5 9 1 2 ,7 9 5 7

3 0 ,2 1 3 2 0 ,6 3 1 4 1 ,6 4 0 2 3 ,0 1 7 6 4 ,2 7 9 4

1 3 ,2 3 1 7 2 ,6 3 5 8 2 ,5 0 3 8 2 ,3 0 6 1 2 ,3 9 0 1
Кех. и 2 2 ,4 9 6 8 3 ,7 6 2 3 1 ,9 6 6 6 2 ,6 8 2 0 2 ,4 3 5 6

3 1 ,0 7 1 1 3 ,6 5 3 8 3 ,9 2 0 0 2 ,3 8 4 3 1 ,8 7 2 7

Матрица i
1

6 7 8 9 10

1 1 ,1 8 9 2 2 ,4 5 3 9 2 ,8 5 4 2 2 ,5 0 5 6 2 ,3 0 5 0
П 2 1 ,0 6 7 1 0 ,5 4 2 3 1 ,2 9 8 8 2 ,5 6 9 1 2 ,7 8 3 6л 1 11 3 4 ,6 1 3 1 3 ,5 4 0 5 2 ,4 2 7 9 1 ,2 4 4 5 0 ,6 3 4 9

1 2 ,2 0 3 1 2 ,3 2 5 9 2 ,1 5 2 7 2 ,2 8 6 0 2 ,0 3 5 5
^  PY i 1 2 2 ,1 1 6 9 2 ,5 6 1 7 2 ,0 7 9 9 2 ,3 2 2 3 2 ,2 1 1 2С/Л J L L

3 2 ,6 4 9 7 2 ,8 6 0 6 2 ,2 0 3 1 2 ,0 0 1 4 2 ,3 6 1 5

теристики матрицы {со//}. В качестве последних выбраны числа
3 3 3

1 det {юг/} I, max '£ max S  (0 {j и Z  • Дело в том, что
i 1 =  1 j  i =  l i, l = \

формально дать однозначное определение нормы матричного опе­
ратора не представляется возможным [ 1 ], поэтому в зависимости 
от тех или иных требований, сопутствующих рассматриваемой за ­
даче, в качестве нормы \\W\\ может быть выбрано любое из по­
следних трех чисел. Напомним, что знание этих норм необходимо 
для гарантии сходимости итерационных процессов типа (2 . 1 2 ).

Из табл. 2.5 видно, что значения норм оператора Ц\5̂ Й.̂ л|1 от­
личаются несущественно друг от друга и не превышают двух при 
любом способе их определения. Значения параметра а, указанные 
в табл. 2.5, выбирались в соответствии с известным соотношением 
ас^цо^,  где 1 — доверительный коэффициент, а о характери­
зует погрешность измерений обращаемых данных. При численном
анализе свойств оператора Wif,  я следует иметь в виду одно об­
стоятельство. Компоненты вектора которые восстанавлива­
ются в схеме интерпретации локационных данных по вектору
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Таблица 2.5
(̂а)

Элементы матрицы Wex,n  по данным табл. 2.4 при различных 
значениях параметра регуляризации

а Матрица 1 {“ ,/}  1
Норма

оператора

0,3 • 10-̂ 0,6337 0,2574 0,1071 0,7427 • 10-» 1 , 116
0,6700 0,3131 0,5440 . 10-1 2,033
0,7291 0,3080 0,7848 • 10-1 2,289

0,4-10-^ 0,6387 0,2118 0,1500 0,5489 • 10-3 1 , 115
0,6758 0,2507 0,1145 2,030
0,7154 0,2941 0,1057 1,272

0,5 • 10-* 0,6277 0,2029 0,1706 0,7945 • 10-3 1,114
0,6634 0,2348 0,1428 1,982
0,6968 0,2959 0,1214 1,252

0 ,6  . 10-^ 0,6142 0,2024 0,1819 0,8201 • 10-3 1,11
0,6481 0,2304 0,1587 1,942
0,6791 0,2994 0,1315 1,232

0,2  • 10-3 0,5022 0,2759 0,2167 0,1842 . 10-3 1,098
0,5224 0,3005 0,2079 1,575
0,5493 0,3646 0,1837 1,118

0 ,7  • 10-3 0,3792 0,3928 0,2209 0,2421 . 10-* 1,091
0,3916 0,4194 0,2169 1,283
0,4121 0,4703 0,2089 1,076

суть положительные числа. Наиболее простым способом гаранти­
ровать положительность е̂х, i можно, если выбрать положитель­
ными все элементы матрицы {со//} в процессе ее численной гене­
рации. Как показывает анализ, отрицательные элементы появля­
ются лишь при слишком малых значениях параметра регуляриза­
ции. По этим причинам значения а в табл. 2.5 ограничены а =  
=  0,3-10“!  В частности, при а =  0,2-10“  ̂ имеем матрицу

Г0,4757 0,5580 -0 ,5 7 7 2  - 10"*'
\  0,4917 0,6756 - 1 ,4 5 5  - 10~^
1о,6629 0,4551 -0,1319. 10~\

Конечно, появление отрицательных элементов в матрице {со//} 
не означает, что некоторые из компонент е̂х, i обязательно будут 
отрицательными, тем не менее подобной ситуации исключить уже 
нельзя. Возможно, с точки зрения строгой теории обращения по­
добные обстоятельства покажутся и незначительными, однако 
в практическом отношении их учет важен. Действительно, введе­
ние условия со/ / > 0  открывает возможность дополнительной 
^(внутренней) коррекции вычислительного процесса обращения
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оптических данных. Следует также иметь в виду, что удовлетво­
рить указанному условию можно и чисто внешним путем^ 
а именно увеличив объем измерительной информации. В рассмат­
риваемом примере этого можно достичь за счет введения четвертой 
рабочей длины волны лидара, скажем Я,4 = 0,345 мкм (второй гар­
моники рубинового генератора).

Как показывает численный анализ, появление мнимой части 
т"  в расчетах приводит к заметному ухудшению свойств матрицы

О

S-10'  ̂л«'

0,1 0,2 0,3

Р и с. 2.8. И н те гр ал ь н о е  распределение S{r),  п о л у ч е н ­
ное усреднением  реш ений S(r)  си стем ы  л о к а ц и о н н ы х 
ур а вне ни й  (2 .1 ) при р азли чн о м  х а р а к те р е  в о з м у щ е ­
ний в в е к то р а х  Р ^ = { Р ^ ^ ,  i = l ,  2, 3 }  на ур о вне 

а =  0,1.

{со//} (подробно этот анализ дан в работе [12]). Преобразование 
становится менее обусловленным, что проявляется, 

прежде всего, в нарушении условия положительности компонент 
второго вектора. Это прямое следствие резкого снижения инфор­
мативности локационных данных при возрастании поглощения 
зондируемых дисперсных сред.

Теперь дадим краткую характеристику возможностей трехчас­
тотного лидара в определении спектра размеров частиц зондируе­
мого аэрозольного слоя. На рис. 2 . 8  приведено интегральное рас­
пределение 5 (г), полученное в результате усреднения отдельных 
решений (то же самое векторов S) обратной задачи (2 .6 ) при на­
ложении на исходный вектор Р = { Р / ,  i = \ ,  2, 3} различных по 
характеру возмущений. В качестве последних выбирались систе­
матические смещения, при которых Pai =  Poi ( 1 ± а ) ,  и «осцилли­
рующие», когда Pa/ =  Poi [ 1 ±  (— 1)%]. Предварительный численный 
анализ показывает, что подобное моделирование влияния «помех» 
на точность решения обратных задач рассматриваемого типа дает 
вполне состоятельные оценки для тех ошибок, которые могут быть
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обусловлены реальными помехами в экспериментальных данных. 
Разброс получаемых решений при а =  0,1 указан отрезками на 
рис. 2.8 для каждой фракции частиц. Решение осуществлялось 
в интервале возможных размеров (0,05; 2 мкм). Регулярность ре­
шений S ( r )  вблизи границ Ri и R2 обусловлена введением в схему 
обращения граничных условий S { R i ) = 0  и S { R 2 ) = S  (то же са­
мое q{R^)=0^ q { R 2 ) =  l ) .  Корректное определение интегрального 
распределения 5  (г) на основе рабочей модели 5  (г, s) позволяет 
найти интегральное распределение N(r ) .  Соответствующие резуль­
таты представлены в табл. 2.6. Надежность микроструктурного 
анализа существенно повышается особенно в области малых раз­
меров, при использовании дополнительной длины волны ^ 4  =  
=  0,345 мкм (вторая гармоника рубинового генератора). Более 
подробно методика исследования аэрозолей нижней тропосферы 
с использованием многочастотных лидаров изложена в моногра­
фии авторов [6 ].

В заключение обратим внимание на одно важное в практиче­
ском отношении обстоятельство. Важным свойством оператора 

.определяющим в первую очередь эффективность преобра­
зования является, конечно, его устойчивость относительно
возмущений показателя преломления т.  Если в нашем распоря­
жении имеется экспериментальный вектор Ряо, то эффективность 
прогноза значений ^ex,i будет одной, а если оператор л ис­
пользуется в итерационной схеме (2 . 1 2 ), то уж е другой, причем, 
как правило, несколько большей. Это объясняется тем обстоя­
тельством, что локационный сигнал Pai зависит от обеих оптиче­
ских характеристик Ря; и р«, г, и поэтому частично информация об 
искомом векторе Рех уж е содержится в Ро. Использовать это об­
стоятельство в схеме обращения можно за счет некоторой коррек­
ции общей невязки в итерационной схеме (2 . 1 2 ) по параметру а. 
Подробнее о методах коррекции результатов обращения по пока­
зателю преломления будет говориться ниже, а сейчас лишь зам е­
тим, что именно этот прием обеспечил стабильность результатов 
по микроструктурному анализу в рассмотренном выше примере.

2.3.3. Численные методы оценки показателя преломления 
вещества частиц из оптических характеристик

Ошибки, связанные с априорными оценками значений величины 
т ,  могут заметно влиять на точность обращения аэрозольных опти­
ческих характеристик. В качестве примера на рис. 2.9 приведены 
два распределения Sa(r),  полученные при обращении одних и тех 
ж е локационных данных { P gi, / = 1 ,  2 , 3} для двух значений 
R e(m ). В эксперименте осуществлялось трехчастотное зондирова­
ние на длинах волн 0,53; 0,69; 1,06 мкм локального объема атмо­
сферы, удаленного от лидара на 360 м. Подробно эксперимент 
описан в работе авторов [ 6  . Кривые на этом рисунке дают на- 
глядое представление о характере влияния вариаций Ат на полу­
чаемые решения обратной задачи светорассеяния. Если исследуе-
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мый спектр размеров локализован в узкой области размеров 
(например, ^  0 , 8  мкм), то изменения т приводят к системати­
ческим смещениям рещений Sa(r). При R 2 =  2 . . .  3 мкм значениям  
влияют на вид получаемых решений, т. е. полностью его пере­
страивают. Поскольку неизвестная величина т есть оптическая 
характеристика, то в принципе ее можно^ попытаться найти из 
данных по светорассеянию зондируемой дисперсной среды, как 
это, например, делалось в теории поляризационного зондирования.

Р и с . 2.9. Р а сп р ед ел ени я s „ ( r ) ,  Ш  
п о л у ч ен н ы е  при о бр ащ ении э к с п е ­
риментальных данных трехчастот­
ного зо нд и р о ван и я аэрозольного 
с л о я  на вы соте г  =  360 м [6] при 
различных зн а ч е н и я х  п о к а за т е л я  

Преломления.

1) “т= 1 ,50 ; 2) ^= 1 ,54 . 2,5 гики

В пределах данного раздела кратко изложим методы численного 
определения показателя преломления аэрозольного вещества при­
менительно к лазерной локации аэрозолей нижней тропосферы.

Как и ранее, будем полагать, что внутри зондируемого слоя от 
Z\  до Z2 показатель преломления аэрозольного вещества т не ме­
няется, и зависимость Ря(г) и ^ех(г) от г  внутри слоя обусловлена  
локальными вариациями спектра размеров. В этой ситуации опре­
деление т для любой длины волны к можно осуществить на основе 
сопутствующих измерений спектральной оптической толщи т(А;) 
(то же самое среднего для слоя значения Pex(A;)). В практике 
атмосферно-оптических исследований подобные «сопутствующие» 
измерения осуществляются обычно с помощью спектрального 
солнечного радиометра [30]. Соответствующая математическая 
задача формулируется в виде системы уравнений:

S [fTlij S(x, Z/г]— Sikfj] 

Еех [^1» î] — Рех,
i =  1 , . . ., tl'y k 1 , , .

(2.59)

Первая система n уравнений {k фиксировано) соответствует 
л уравнениям лазерной локации. Особо лишь подчеркнута зави­
симость локационных сигналов от показателя fhi и спектра раз­
меров 5а. Для большей ясности напомним _полидисперсные инте­
гралы (функционалы): Sa^Xt ]  и ^e x[ f f i i ,  S a ^Xl ]  > Если в этой
системе положить известными значения mi =  m{Xi ) , то она будет 
вполне определена относительно распределения 5 а(/*), как это было
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показано выше, в п. 2.1. Подстрочный индекс «а» указывает на
использование регуляризирующих операторов типа Кпа для опре« 
деления этих распределений. Вторая система уравнений связана 
с методом спектральной прозрачности. Функционал Вех суть поли­
дисперсный интеграл с ядрами Kex[fri{'k), г,К]  и распреде- 
лением 5».

Система (2.59) может решаться методом последовательных 
приближений. Вначале задается некоторое приближенное значе­
ние показателя преломления и из первой системы находится
5 а̂  (г). Используя ЭТО решение, можно уточнить значение 
найдя из второй системы. Подобные вычисления повторяются 
требуемое число раз. Поскольку рассматриваемая система нели­
нейна, то исследование сходимости метода последовательных при­
ближений требует достаточно сложных формальных построений, 
и мы их приводить не будем. Ограничимся лишь самым общим 
анализом обратной задачи светорассеяния, которая представлена 
системой (2.59).

В конечном счете речь здесь идет об определении функций 
т (Х ) и 5 (г, г ), где а Z \ ^ z ^ Z 2 . Если указанный
здесь интервал оптического зондирования достаточно узок, то 
может быть использовано предположение о постоянстве функции 
т (Х ) , что заметно упрощает объем соответствующих вычислений. 
Действительно, в этом случае для определения константы т до­
статочно одного лишь фотометрического измерения на любой из 
возможных длин волн К из интервала Л. Соответствующее зна­
чение Рех, а (X) МОЖНО назвать корректирующим для спектрального 
интервала оптического зондирования Л. Речь идет о корректи­
ровке результатов интерпретации данных многочастотной лазер­
ной локации по показателю преломления т.  Интегралы 
Вех[ш,8аЛ] ,  В которых 5а есть решения систем локационных 
уравнений для данного in, будем называть функциями корректи­
ровки и обозначать через Bix] п{т, к ) . Для любой фиксированной 
длины волны \  и соответствующего значения Рех, а(А.) определение 
т связано с решением нелинейного уравнения

=  (2.60)

Подстрочный индекс «я» в левой части уравнения подчеркивает 
то обстоятельство, что распределение Sa определено из обращения 
локационных данных t = l ,  • ■ п).  В связи с этим, строго
говоря, левая часть (2.60) зависит от вектора Ра, т и X. Ясно, что 
решение уравнения (2.60) будет единственным в том случае, если
функция по искомому параметру in будет монотонной
для данного Х и возможных распределений Sa{r).  Исследовать
поведение функций корректировки В''̂ ] я для обратной задачи 
(2.59) можно только методами численного моделирования. В связи 
с этим мы приведем несколько результатов, относящихся к тем
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примерам многочастотного лазерного зондирования, которые уже 
упоминались выше.

На рис. 2.10 приведены функции корректировки для экспери­
мента по многочастотному зондированию аэрозольной дымки, ко­
торый уже обсуждался в п. 2.1 (см. рис. 2.2). Для всех длин 
волн Я, используемых при зондировании, функции корректировки 
обладают требуемым свойством монотонности, и, следовательно, 
любая из указанных длин волн может быть использована для

фотометрического корректирующего измерения ^ех{Х). В преде-

км-1

Р и с. у о .  Ф у н к ц и я  ко р р е кти р о вки  
В < “ > ( т ,  X ) ДЛЯ п я ти ч а сто тн о го  л и ­
д а р а  при определении м и к р о с т р у к ­
т у р ы  атм о сф ер н о й  д ы м ки  (пр им ер 

на рис. 2 .2 ).

лах данного раздела приводились результаты интерпретации дан­
ных по трехчастотному лазерному зондированию аэрозолей ниж­
ней тропосферы (см. рис. 2.9). Для измеренных локационных 
сигналов Poi (i =  l, 2, 3) функции корректировки представлены 
на рис. 2.11. Этот эксперимент сопровождался измерением по го­
ризонтальной трассе коэффициента ослабления р.д: (Я =  0,63 мкм).
Соответствующая функция корректировки BeV, п (Я = 0 ,63  мкм) 
представлена на рис. 2 . 1 2 , где используется для графического ре­
шения уравнения корректировки результатов по микроструктур­
ному анализу аэрозолей из лидарных измерений. Здесь же указаны  
доверительные границы для w* как решений уравнения (2.60) при 
наличии в правой части ошибок фотометрических измерений.

Рассмотренные примеры относились к случаю, когда требова­
лось определить вещественную часть показателя_ преломления 
т ' =  Я е { т )  в предположении, что мнимая часть т" =  1 т{ т)  по­
стоянна и не превышает 0,002 для всех длин волн X из интервала 
оптического зондирования Л. Как показывают численные иссле­
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дования, при выполнении этого условия функции корректировки 
six]  n{in, Л) обладают требуемым свойством монотонности. В связи 
с этим можно полагать справедливым и обратное утверждение, 
которое заключается в том, что если функции корректировки
Вех, я, вычисляемые в процессе обращения оптических данных 

{ Раг> Реж, г} > МОНОТОННЫ по т для всех рабочих волн лидара Xt

Р ис. 2^11. Ф у н к ц и я  к о р р е к т и р о вк и  Р и с. 2.12. П р и м е р  гр аф и че ско го
В < “ > ( т ,  X ) д л я  р а б о ч и х  длин волн реш ения ур а в н е н и я  (2 .6 0 ) при
тр ех ч а сто тн о го  л ид а р а в прим ере о бр ащ ении д а н н ы х  т р е х ч а сто тн о го
о б р ащ е ни я  эк сп е р и м ен та л ь н ы х  д ан- зо нд и р о ван и я д ы м ки  (р ис. 2 .9 ).

НЫХ н а рис. 2.9.  ̂— исходная функция корректировки,
2 — измеренное значение коэффициента 

ослабления.

( / = 1 , . . я) ,  то дисперсная среда слабо поглощает, и оптические 
константы не зависят от L Подобное предположение далеко не 
очевидно и основывается здесь на результатах численного 
моделирования, связанного с оптическими исследованиями атмо­
сферных дымок [13]. Для естественных (фоновых) аэрозолей 
подобное предположение, по крайней мере, для видимого диапа­
зона выполняется. Для дисперсных загрязнений в условиях про­
мышленного центра этого уже утверждать нельзя. По некоторым 
данным для атмосферных дымок в условиях города мнимая часть 
достигает значений 0,02 и более. В этих условиях вполне обосно­
вана постановка обратной задачи светорассеяния, которая бы до­
пускала оценку не только т ' ,  но и т " .

При использовании спектральной измерительной аппаратуры 
дополнительная оптическая информация может быть получена за 
счет измерения аэрозольного коэффициента рассеяния В при­
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земном слое атмосферы в принципе можно реализовать такие 
геометрические схемы зондирования, которые позволяют с ис­
пользованием одного импульсного лазерного источника измерять 
профили локационных сигналов P( z , X)  в пределах трассы от Z\ 
до Z2 , значения Рс5 (А.) для некоторых локальных объемов по 
трассе и оптическую толщу [t(Z 2^ ) — t(ZiA.)]. Подобный экс­
перимент осуществляется с помощью трех разнесенных приемни­
ков оптического излучения [13]. При наличии указанного объема 
спектральной информации для коррекции данных интерпретации

О Ш г -

0,003 -

Р и с. 2 .13. П р и м е р  гр аф ического  
реш ения си стем ы  (2 .1 6 ) для 
А =  0,63 м км  в чи сленном  э к с ­
перим енте по к ор ректи р о вке 
д а н н ы х  обр ащ ени я, п о л у ч е н ­
н ы х с по м о щ ью  тр ехч а сто тн о го  

лид ара. 1,5U пг̂

В соответствии с изложенной выше методикой можно записать 
систему уравнений:

т \ Xi) =  ^ex,io;

Bsc^n J ^  > ^ 0  =  Psc, iOy / =  1 , . . il.
(2.61)

На рис. 2.13 представлен пример графического решения си­
стемы (2.61) для одной длины волны Х =  0,63 мкм применительно 
к интерпретации данных трехчастотного лазерного зондирования 
аэрозолей приземного слоя (см. рис. 2.9). Первая кривая представ­
ляет собой множество точек (т ',  т " )  в соответствующей коорди­
натной плоскости, для которых выполняется первое равенство 
(2.61). Вторая кривая — то же самое для второго уравнения. П е­
ресечение указанных кривых и есть решение системы (2.61). 
Найденные подобным образом значения in' и т"  позволяют от­
корректировать данные микроструктурного анализа аэрозольной 
среды по показателю преломления.

Представленный на рис. 2.11 численный пример указывает на 
высокую чувствительность методики к вариациям величины ffi". 
Это является следствием достаточно сильной зависимости коэф­
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фициента обратного рассеяния Ря атмосферными аэрозолями для 
видимого диапазона длин волн от мнимой части показателя пре­
ломления. Поэтому если осуществлять интерпретацию локацион­
ных данных без достаточно обоснованных предварительных оце­
нок показателя преломления аэрозольного вещества, то это может 
привести к существенным ошибкам. Принято это обстоятельство 
относить к недостаткам метода моногочастотного лазерного зон­
дирования (см., например, работу [29]). Однако если корректно 
подходить к использованию этого метода в том понимании, как 
это излагалось только что выше, то подобные «недостатки» стано­
вятся достоинствами метода. Действительно, трудно указать иной 
метод оптического зондирования атмосферных аэрозолей, который 
бы обеспечивал определ-ение in' и особенно in" с указанной выше 
точностью в условиях натурного эксперимента. При этом речь 
идет о дистанционном и оперативном контроле «невозмущенной» 
аэрозольной среды.

Конечно, соответствующий измерительный комплекс оптиче­
ской аппаратуры достаточно сложен, но он вполне окупается 
объемом получаемой информации о микрофизических и оптиче­
ских свойствах аэрозольных образований в атмосфере и их про­
странственно-временной изменчивости. Совокупность изложенных 
в этой главе методов интерпретации может рассматриваться как 
теория подобных информационных систем и как основа для созда­
ния программных комплексов оперативной обработки соответ­
ствующей оптической информации. Введение функции корректи­
ровки очень удобно при изложении вычислительных схем обраще­
ния оптических данных. Более того, за ними стоят типичные и 
часто используемые вычислительные процедуры.

2.3.4. Интегральная форма уравнения лазерной локации 
и ее применение в задачах оптического мониторинга аэрозолей

Разработку численных методов теории многочастотной лазер­
ной локации завершим построением итерационной схемы обраще­
ния данных зондирования, связанной с интегральной формой ло­
кационного уравнения (2.42). Это уравнение представляет особый 
интерес в задачах оптического мониторинга тропосферных аэрозо­
лей. Рассматривая в данном случае конкретный оптический метод 
исследования атмосферы, понятие оптического мониторинга будем 
связывать, прежде всего, с определением профиля аэрозольного 
коэффициента ослабления е̂х для соответствующей длины 
волны X. Именно эта оптическая характеристика представляет 
наибольший интерес в переносе оптического излучения в атмо­
сфере. Уравнение (2.42) в целом уже характеризовалось ранее, 
поэтому прибегнем к его дискретизации и построим соответствую­
щую алгоритмическую схему его численного решения. Для этого 
по трассе зондирования, ограниченной точками Z\  и Z2 , выберем 
систему узлов {г^, й = 1 ,  . . . } .  Для любой, наперед заданной узло­
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вой точки Zj  нетрудно записать соответствующий уравнению 
(2.42) суммационный аналог

/ Ч
\ 5  (2 ) 6 - '(г) ехр (2 т (2 ) )d z. (2.62)

Д алее частные интегралы в (2.62), исходя из известной тео­
ремы о среднем, представим следующим образом:

2ft 2ft
J S{z)b- ' { z )exp{2x{z ) ]dz  =  b- ' iU)exp{2T{U)\  \ S( z )dz ,  (2.63) 

2ft-1 2 j ._ ,

где gft — некоторая (неопределенная) точка, лежащая между Zk-i 
и 2 /г. В дальнейшем будем считать, что b(z)  в пределах частных 
интервалов разбиения (zk-u 2 *) меняется слабо, и следова­
тельно, b(z)  P(ift), а x(|ft) заменим выражением [x{zk-\)  +  
4 -T(2 ft)]/2 . При этих допущениях дискретный аналог итерацион­
ной схемы (2.43) запишется в виде

/ -  I
= ^ 1 4 - 2  ехр |тй_ 1 4- Tft} Ik +  by'  ехр {т, +  '*} /,-, (2.64)

ft=2

где через I k  обозначен интеграл от 5 (2 ) в пределах интервала 
разбиения { Z k - \ ,  Z k ) .

Итерационная схема (2.64) просто обобщается на случай 
многочастотного лазерного зондирования исследуемого аэрозоль­
ного слоя. Для этого в нее вводится двухмерный массив 
{т,7 =  т(Я/, Z j ) ,  i =  l, . . . ,  /г; / = 1 ,  и последовательно для каж­

дого / решается система п уравнений в полном соответствии с рас­
смотренными ранее итерационными схемами (2.17) и (2.18). Опре­
деленность этих систем обеспечивается оператором И7(“)Jtj
в соответствии с развитой выше теорией светорассеяния полидис­
персными системами частиц. В данной итерационной схеме этот 
оператор по вектору т =  {т /=  / = 1 , . .  ., п)  позволяет
найти вектор Ря и тем самым оценить значения коэффициентов 
bai (спектральный ход лидарного отношения). Формально здесь 
полная аналогия вычислительным схемам (2.17) и (2.18). Од­
нако с точки зрения практических приложений описанный алго­
ритм интерпретации данных существенно отличается от них.
В первом случае обратная задача решалась относительно Ря(^, ^) 
либо г ), которые можно рассматривать как функции плот­
ности распределения соответствующих физических величин. Во 
втором случае речь идет об определении интегрального распреде­
ления x ( i ,  г), которое как функция г принадлежит классу Ф |. 
В первом случае фильтрация шумов при численной обработке 
данных осуществляется только регуляризирующими операторами 
типа и Во втором случае в схему интерпретации вво­
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дится дополнительная регуляризация решений по пространствен­
ному интервалу [Zi, Z 2 ] за счет условий

î, / - 1  (2.65)

выполняемых для всех i и /. В этом отношении итерационная 
схема (2.64) с условиями (2.65), конечно, выигрывает по сравне­
нию с алгоритмами (2.17) и (2.18).

Для практических приложений, и прежде всего задач опти­
ческого мониторинга, интересен вариант одночастотного лазерного 
зондирования аэрозольного слоя в предположении, конечно, что 
соответствующие лидарные измерения сопровождаются измере­
нием спектрального хода его оптической толщи. В связи с этим 
будем считать известными функции 5 (г , Хо), x{Zi , k)  и t (Z 2 , X). 
Полагаем, что спектральные фотометрические измерения охваты­
вают интервал А =  [ХттДшах], И рабочая длина волны лидара ко 
попадает внутрь Л. Для одночастотного лидара достаточно исполь­
зовать простейший вариант схемы (2.64), а именно

= Т ; _ 1  +  5“ ' ехр {т/ - 1  +  т)^■"'*}//, (2.66)

где константа В теперь относится ко всему зондируемому слою. 
Оценка ее значений осуществляется по данным спектральной про­
зрачности фех, i, i = U  . • С ПОМОЩЬЮ операторов т. е.
с предварительной оценкой характеристик Ряа(А̂ о) и Р'ех, а(А̂ о) 
(программный комплекс «Спектр» [3 ]). Верхняя черта в обозна­
чениях показывает, что указанные значения являются средними 
для всего слоя.

Завершая изложение методики интерпретации локационных 
данных на основе итерационной схемы (2 .6 6 ), необходимо заме­
тить, что рассмотренный выше способ оценки лидарного отноше­
ния Б является весьма приближенным.

Эффективное использование описанных методик интерпрета­
ции требует надлежащего выбора узлов дискретизации k =  
=  1, . . . }  по трассе зондирования. Ясно, что они должны выби­
раться с учетом чувствительности измерительного тракта и харак­
теристик рассеяния зондируемой среды. Если первую величину 
характеризовать значением Amin ( /) ,  то применительно к уравне­
нию (2.62) выбор {zk) разумно подчинить условию

( 5 (г )^ г  =  т1 А^1п (/), (2.67)

где У] — доверительный коэффициент ( г ] ^ 1 ), определяемый до­
пустимым значением отношения сигнал-шум. Предельная величина 
Amin(/) определяется параметрами приемно-измерительного тракта 
лидара, и следовательно, ее можно считать известной. Тогда вы­
ражение (2.67) следует рассматривать как уравнение относи­
тельно последующей точки дискретизации Zk при заданной пре­
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дыдущей Zk-i- Вычисляя первообразную от локационного сигнала 
5 (г), можно указанным способом последовательно найти и раз­
местить по трассе зондирования узлы дискретизации. Нетрудно 
показать, что подобная пространственная дискретизация по трассе 
эквивалентна дискретизации по оптической толще с разрешением 
не ниже

(2.68)

Выражение (2.68) имеет непосредственное отношение к оценке 
точности определения границы аэрозольного образования в методе 
лазерной локации. Например, это может быть задача по опреде­
лению нижней (то же самое верхней) кромки облака. Подставляя 
в правую часть (2.67) значение 5Amin(/), найдем наименьший ин­
тервал разбиения трассы Amin (-2 ), который определяется чувстви­
тельностью лидара Amin(-2 ) и характеристикой рассеяния среды Ь.

Итерационная схема (2 .6 6 ) достаточно просто записывается 
для многочастотного варианта, а именно

t l / ’ 4 - bjj  ̂ ехр (x lp * ' 4- Ti, , - i }  hi,  (2.69)
i =  1, . . . ,  n; / =  1, . . . .

Система (2.69) для каждого фиксированного j в соответствии 
с методами оптических операторов светорассеяния доопределяется 
векторными преобразованиями т-^^яа и г~^^ех,а  и условием 
(2.65), что делает ее вполне определенной и гарантирует одно­

значность решения. Рассмотренная итерационная схема интерпре­
тации данных многочастотного зондирования предназначена, пре­
ж де всего, для решения задач оптического мониторинга, когда 
важно знать спектральный и высотный ход оптической толщи 
атмосферы, т. е. характеристику т(Х, г).

2.4. Заключение

Изложенные выше теория и численные методы интерпретации 
данных лазерного зондирования атмосферы касались, главным 
образом, видимого и ближнего ИК-Диапазонов. В задачах дистан­
ционного микроструктурного анализа атмосферных дымок и конт­
роля пространственно-временной изменчивости их оптических 
характеристик указанные диапазоны оптического зондирования об­
ладают, по всей видимости, наибольшей информативностью. Вме­
сте с тем оптическое зондирование в видимом диапазоне таких 
аэрозольных образований, как облака, плотные туманы (измо­
роси и т. п.), становится малоэффективным. В частности, весьма 
затруднительно интерпретировать данные по светорассеянию 
в силу возрастающего вклада в локационные сигналы фона мно­
гократного рассеяния, о чем уже упоминалось в главе. Преодо­
леть указанную трудность можно, переходя к зондированию об­
лаков лидарами ИК-Диапазона, которые технически в настоящее 
время реализуются главным образом на основе СОг-лазеров,
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работающих в диапазоне 10,6 мкм. Методы интерпретации лока­
ционных данных в той мере, в какой они обусловливаются рассея­
нием на аэрозолях, полностью применимы для ИК-Диапазона. При 
этом, конечно, существуют определенная специфика в применении 
ИК-лидаров и соответственно новые информационные возможно­
сти в исследовании аэрозольных образований. Остановимся на 
их краткой характеристике, учитывая перспективность развития 
лазерной локации ИК-Диапазона.

Прежде всего следует заметить, что в ряде случаев можно за­
метно упростить методики интерпретации, несущественно теряя 
в достоверности определения аэрозольных характеристик. Так,, 
например, для рабочей длины волны лидара Х = 1 0 , 6  мкм показа­
тель преломления водных капель близок к значению / п =  1 ,179 ... 
0,0718 [27]. Нетрудно видеть, что т'  несущественно отличается 
от единицы, а величина fh" принимает достаточно большое значе­
ние (по сравнению, скажем, с т "  ^  0,005 для атмосферных дымок 
в видимом диапазоне). В этих условиях факторы эффективности 
Kn{fh,x)  и Кех {in, х) становятся весьма гладкими функциями, и 
для них с использованием теории Ми можно построить простые 
аппроксимационные аналоги. Учитывая при этом, что спектр раз­
меров облачных частиц вполне приемлемо описывается гамма-рас­
пределением, удается построить простые и вполне достоверные 
оценки значений так называемого лидарного отношения. В резуль­
тате с помощью одночастотного СОг-лидара можно определять 
профили водности в облаках. Если учесть при этом, что отношение 
интенсивности двукратно рассеянного света к однократному для 
типичных моделей облаков на порядок меньше соответствующего 
отношения для длин волн видимого диапазона [24], то ИК-лидары 
следует считать вполне эффективным инструментом оптической 
диагностики облаков. В ряде случаев с их помощью можно изу­
чать внутреннюю структуру облаков и их динамику. Появление 
когерентных СОг-лидаров, позволяющих измерять поляризацион­
ные характеристики принимаемых локационных сигналов, делает 
доступным идентификацию и изучение кристаллических облаков. 
Подобная возможность была продемонстрирована в работе [25].

Не меньший практический интерес представляет использование 
лидаров ИК-диапазона для исследования атмосферных дымок. 
Как показали предварительные численные расчеты [32] и непо­
средственные измерения [28], наблюдается сильная спектральная 
зависимость коэффициента обратного рассеяния Ря(А.) в диапазоне 
[9; 11 мкм], перекрываемого перестраиваемым СОг-лазером. Ясно, 
что она обусловлена зависимостью in{X) и существенно коррели­
рует с химическим составом аэрозоля [28]. В связи с этим для 
:^К-Диапазона возможна постановка обратных задач светорассея­
ния полидисперсным аэрозолем, решение которых позволяет найти 
и параметры микроструктуры, и идентифицировать химический 
состав.

Можно указать также на интересную возможность изучения 
аэрозольной системы, взаимодействующей с полем влажности
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f { z ) .  Это взаимодействие проявляется в зависимости показателя 
преломления аэрозольного вещества и спектра размеров от влаж­
ности. Однако для ИК-диапазона первая зависимость более су­
щественно влияет на спектральный ход коэффициента обратного 
рассеяния. Поэтому, измеряя /) методом обратной задачи,
можно определить функциональную зависимость in{K,f) .  Одно­
временно с этим проявляется и температурная зависимость значе­
ний коэффициента Ря на Я = 1 0 ,6  мкм [28]. Таким образом, при­
менение ИК-лидаров можно увязывать непосредственно с оптиче­
скими исследованиями метеорологических полей в атмосфере.
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Г Л А В А  3 .  М Е Т О Д  К А С А Т Е Л Ь Н О Г О  З О Н Д И Р О В А Н И Я  

И  О П Т И Ч Е С К И Й  М О Н И Т О Р И Н Г  А Т М О С Ф Е Р Ы

В связи с развитием орбитальных средств оптического зонди­
рования атмосферы и подстилающей поверхности возникает необ­
ходимость решения целого класса обратных атмосферно-оптиче­
ских задач и разработки на этой основе соответствующего про­
граммного обеспечения интерпретации оптических наблюдений. 
Если методы зондирования, изложенные в предыдущей главе, но­
сили локальный характер, т. е. были связаны светорассеянием 
с локальными объемами исследуемой среды, то теперь нам пред­
стоит рассмотреть методы интерпретаций оптических сигналов, 
формируемых рассеянием света во всей атмосфере. Используемые 
ниже уравнения переноса имеют теперь более сложную аналити­
ческую форму. Обратные задачи светорассеяния, формулируемые 
«в целом» для рассеивающей среды, служат теоретической осно­
вой оптического мониторинга атмосферы, осуществляемого в це­
лях восстановления полей оптических характеристик из наблюде­
ний рассеянных потоков солнечной радиации. При выводе исход­
ных функциональных уравнений теории зондирования атмосфера 
как оптическая среда считается сферически однородной.

Как и в предыдущей главе, предполагается, что процесс рас­
сеяния света является определяющим в формировании оптических 
сигналов и регистрация излучения осуществляется на нескольких 
частотах, и, следовательно, есть возможность строить вычисли­
тельные схемы интерпретации с привлечением оптических опера­
торов теории светорассеяния. Необходимо также указать и на 
разнообразие возможных геометрических схем зондирования при 
установке спектральной фотометрической аппаратуры на орби­
тальных платформах. Ниже в качестве конкретного примера 
в основном будет использоваться схема касательного зондиро­
вания.

Учитывая нерегулярный ход высотного распределения аэрозо­
лей в атмосфере, всем интегральным уравнениям теории зондиро­
вания придана форма интегралов Стилтьеса. В главе подробно 
излагаются численные методы для одночастотного варианта ка­
сательного зондирования в силу близости обращаемого интеграль­
ного уравнения обратным задачам рефракции и атмосферной то­
пографии. Решение систем функциональных уравнений метода 
многочастотного касательного зондирования по аналогии с мето­
дом лазерного зондирования строится на основе итерационных 
вычислительных схем, содержащих матричные аналоги оптиче­
ских операторов перехода. В целях раздельного определения ха­
рактеристик рассеяния молекулярной и аэрозольной компонент
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в эти системы вводятся специальные операторы разделения, реша­
ющие весьма сложную атмосферно-оптическую задачу. Поскольку 
сходимость итерационных процедур определяется используемыми 
оптическими операторами, в главе приводятся результаты чис­
ленного анализа их основных свойств.

Совместное синхронное использование метода многочастотного 
касательного зондирования с другими методами (схемами), по­
зволяющими получить дополнительную оптическую информацию, 
заметно повышает надежность результатов интерпретации. Одно­
временно с этим открывается возможность более глубокого изуче­
ния атмосферы как реальной физической среды. Например, речь 
может идти о возможности изучения взаимосвязи полей оптиче­
ских характеристик с полями метеопараметров по данным спут­
никовых наблюдений.

Глава заканчивается кратким введением в теорию оптического» 
зондирования системы атмосфера — подстилающая поверхность. 
Для схемы касательного зондирования выводится интегральное 
уравнение относительно функции распределения величины по по­
верхности и обсуждается алгоритм его численного решения. Ин­
тересно при этом заметить, что для нахождения указанного рас­
пределения в принципе может быть выведено несколько подобных 
уравнений, отличающихся своими ядрами и соответствующих раз­
личным семействам линий визирования (то же самое геометриче- 

. ским схемам). В результате оказывается возможной постановка 
задачи о выборе наилучшей схемы зондирования альбедо подсти­
лающей поверхности при прочих равных условиях. Имеется в виду 
выбор того интегрального уравнения, которое лучше обусловлено 
относительно искомого распределения и, следовательно, в мень­
шей степени зависит от ошибок оптических измерений и принятых 
априорных допущений.

В заключение отметим, что в целях ясности изложения проблем 
оптического мониторинга, его содержания и информационных 
возможностей авторы ограничились рассмотрением лишь одномер­
ных обратных задач. Практика обработки данных спутникового 
зондирования в этом отношении требует соответствующих обоб­
щений, рассмотрение которых выходит за рамки настоящей моно­
графии. Авторы были вынуждены также опустить и описание 
методик коррекции результатов интерпретации по фону много­
кратного рассеяния.

3.1. Метод касательного зондирования атмосферы

3.1.1. Интегральные представления измеряемых оптических величин 
в методе касательного зондирования

Геометрическая схема рассматриваемого оптического метода 
дистанционного зондирования атмосферы такова, что в качестве 
измеряемых величин выступают интенсивности рассеянного сол­
нечного излучения, соответствующие семейству параллельных
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направлений в атмосфере. Если зафиксировать некоторую систему 
координат, скажем, {X, Y) на рис. 3.1, то общее направление рас­
сматриваемых линий (секущих) можно задать единым векто­
ром п. Без ограничения общности можно его выбрать параллель­
ным одной из координатных осей, скажем X,  как это указано на

Рис. 3.1. Г е о м е тр и ч е ск ая  схе м а  метода каса те л ь н о го  зо нд и р о ­
ва н и я  (к  в ы в о д у  и нтегрального п р ед ста влен и я ( 3 . 1 3 ) ) .

рис. 3.1. Направление падающих солнечных лучей можно харак­
теризовать единичным вектором По. Угол г]) между По и осью У 
определяется, как обычно, из соотношения cos 1])=  (по, у ), где 
единичный вектор у связан с направлением координатной оси Y 
(вертикалью в начале координат О). Положение любой из секу­
щих линий, скажем D' D  на рис. 3.1, в выбранной геометрической 
схеме можно характеризовать одним параметром h (ее расстоя­
нием до оси X).  В принятых обозначениях интенсивность солнеч­
ного излучения, попадающего в точку D на границе сферической 
атмосферы, запишется в виде следующего интеграла:

/(По, h ) =  I R (Р) ехр { - т  {PD)} dl  (Р). ( 3 . 1 )

Запись PD  означает направленный отрезок на секущей D'D,  
ограниченный точками Р я D.  Оптическая толщина %{PD) есть
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интеграл от коэффициента ослабления ^ех{Р) вдоль этого от­
резка, т. е.

D

x { P D ) = = \ ? , e A n d l { P ' ) .  (3.2)

Поскольку направление отрезка PD  совпадает с направлением 
оси X, выражение для дифференциала упрощается в силу соотно­
шения

dl (Р) =  dxp,  (3.3)

где Хр — соответствующая координата точки Р = { х р ,  ур}.  Уместна 
заметить, что систему координат (X, У) можно выбрать и иначе. 
В частности, в качестве оси X  можно взять касательную на верх­
ней границе атмосферы, а ось У направить перпендикулярно вниз.
В этом случае семейство линий визирования было бы параллель­
ным касательной, что объясняет происхождение термина «каса­
тельное зондирование». По существу измерительной процедуры 
рассматриваемый метод было бы правильнее называть методом 
параллельных секущих, поскольку в предположении тангенциаль­
ной однородности атмосферы выбор направления лучей не играет 
никакой роли.

Функция источника R { P ) ,  входящая в уравнение переноса сол­
нечного излучения (3.1), для рассеивающей атмосферы может  
быть представлена следующим выражением:

R(P)  =  c {X\ [d\V (Р, П о)  +  (Р, По)] ехр { - т  ( Щ } ,  (3.4)

если, конечно, пренебречь излучением, которое может попадать 
на данную секущую D'D снизу, и обусловленным рассеянием 
нижележащими слоями атмосферы и подстилающей поверхностью. 
В пределах настоящего параграфа будем рассматривать только 
это выражение для функции источника. Индексы «а» и «м», так 
же как и ранее (ci\ .̂ п. 1.3), связаны с аэрозольным и молекуляр­
ным рассеянием. Поскольку угол рассеяния солнечного излучения 
в точках рассматриваемой касательной D'D равен у̂ о- \ - п / 2  ( с м .  
рис. 3.1), то в дальнейшем вместо Dn{Py  по) будем писать 
Ь п (Р, if)+^/2) или просто /)ц (Р , 1])). Интенсивность падающего 
солнечного излучения на длине волны к в выражении (3.4) пред­
ставлена величиной с(Х). Напомним, что все величины, входящие 
в (3.4), также суть функции к. Ослабление солнечного излучения
вдоль направленного отрезка МР  зависит от высотного хода ^ех{г) 
в сферически однородной атмосфере. Выражение (3.4) для функции 
источника справедливо для верхних слоев атмосферы, во всяком 
случае для z ' ^ l O  км, как это следует из оценок, приводимых 
в работе [12]. В этих условиях при отсутствии поглощения газами  
в первом приближении можно считать, что

ехр ( - т ( Р М ) }
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Б  дальнейшем будем рассматривать нормированную функцию 
источника

J (Р, 01,) =  {Dlt> (Р, гр) +  Dir* (Р, я1,)}/р.. (Р) (3.5а)

и полагать, что измеряемая интенсивность излучения нормируется
на постоянную с(Х).  В некоторых случаях удобно в функцию
источника вводить альбедо а> =  ^зс/Рех для рассеивающей компо­
ненты в целом. Тогда последнее выражение примет форму

J(P,  xp) =  a>(P)D„(P,  m s c ( P ) .  (3.56)

Нормировка коэффициента направленного светорассеяния на 
объемный коэффициент рассеяния р̂ с более естественна в оптиче­
ских задачах. Заметим, что при отсутствии поглощения со(Р) =  1 
и последние два выражения не отличаются друг от друга. Воз­
вращаясь теперь к исходному интегралу (3.1), перепишем его 
следующим образом:

D

/  (Ц5, /г) =  S /  Р) ехр {- т  { Щ \  Рех (Р) dl  (Р). (3.6)
D'

Для Практических приложений выражению (3.6) целесообразно 
придать форму параметрического интеграла, заменив координаты 
точки Р хр я Ур на такие параметры, как h я z, где г — высота 
точки Р  (см. рис. 3.1). Это нетрудно сделать, используя следую­
щее параметрическое преобразование:

л: (2 , h) =  -\/{r +  z f  — (г +  НУ; 

y ( z ,  h) =  h, \
(3.7)

где г — радиус Земли. В соответствии с рассматриваемой здесь 
схемой зондирования для переменных г и к  всегда выполняется 
условие h ^ z .

Из (3.7) получаем выражение для дифференциала

dxp =  x' ,dz =  - { r  +  z ) / ^ { r  +  zY  -  (г +  h f  dz.  (3.8)

В дальнейшем при построении интегральных уравнений метода 
касательного зондирования атмосферы будем использовать сле­
дующие обозначения:

ф (2 , /г) =  — (г +  2 ) /V (r  +  z Y  — (г 4- hf-, (3.9а)

Ф (2 , h) =  ^/{r +  z r - { r  +  hf .  (3.96)

Очевидно соотношение
ф(2 , h)dz  =  d , 0 { z ,  h). (3.10)

Нетрудно видеть, что (p(z,h)  имеет особую точку при z - ^ h ,  в то
время как Ф(г, Л )-^ 0  при тех же условиях. В этом отношении
аналитическое поведение вспомогательной функции Ф(^, Л) мо'жно 
считать более регулярным, нежели (p{z,h).  Учет подобных обстоя-
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тельств важен при разработке методов численного обращения 
экспериментальных функций, представимых параметрическими 
интегралами, что уж е неоднократно подчеркивалось выше. Сле­
дует заметить, что ф(г, Л) не зависит от свойств рассеивающей 
среды и является некой характеристикой геометрической схемы 
зондирования (то же самое метода зондирования).

Напомним, что излагаемая здесь теория метода касательного 
зондирования относится к случаю, когда справедливо предполо­
жение об однородности характеристик рассеивающей атмосферы: 
в тангенциальных направлениях. Учитывается лишь радиальная 
неоднородность сферической атмосферы. Это предположение ве­
дет нас немедленно к одномерным интегральным уравнениям, 
т. е. к наиболее простым обратным задачам светорассеяния. Д ей­
ствительно, в условиях радиальной неоднородности справедливы  
соотношения

^ех{Р) =  <̂ >ех{Хр, t/p) =  P « (2 , /г) =  Рех(2 ). (3.11)

Конечно, можно рассматривать и двухмерные задачи, однако они,, 
помимо чисто математических трудностей, требуют значительно 
больших объемов исходной информации, что не всегда достижимо 
для современных систем оптического зондирования атмосферы. 
При выполнении (3.11) имеем

н
h)dx{z' ) ,  (3.12).

Z

где H=ZDy h ^ z  и dx{z)  =^ex{ z ) dz .  Этим завершается построение 
интегрального представления для интенсивности рассеянного сол­
нечного излучения, измеряемого в методе касательного зондиро­
вания атмосферы. Интеграл (3.6) принимает следующую пара­
метрическую форму:

н н
/  (Л) =  2  J /  (z) ехр — j Ф (^', h) dr  (z') Ф(г, h)dr(z ) .  (ЗАЗ)

Выражение (3.13) есть искомое интегральное представление 
для интенсивности рассеянной в атмосфере солнечной радиации 
по параллельным линиям визирования. Исходные допущения, ле­
жащие в основе (3.13), состоят в тангенциальной однородности 
рассеивающей компоненты атмосферы, возможности пренебречь 
вкладом многократного рассеяния в атмосфере и влиянием на 
перенос радиации подстилающей поверхности. Разумеется, что 
подобные предположения ограничивают интервал возможного из­
менения переменной Л, поэтому совершенно естественно выделять 
априори некий исходный интервал [Яь Я 2] для указанного пара­
метра. Основываясь на результатах исследований, систематизиро­
ванных в монографии [ 1 2 ], можно полагать, что представление
(3.13) вполне эффективно при изучении рассеивающей атмосферы 
в пределах высот 10— 15 км. Если же метод касательного зонди-
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рования применяется для высот ft 1 0  км, то необходимо введе­
ние в функцию источника новых составляющих, обусловленных 
прежде всего рассеянием системы атмосфера—подстилающая 
ловерхность. Эти вопросы мы подробно рассмотрим ниже, а пока 
продолжим анализ представления (3.13).

Если считать известным профиль /а(Л ), измерение которого 
осуществляется спектральными фотометрами с ИСЗ [11], то
(3.13) можно положить в основу определения профиля т(г) как 

оптической характеристики зондируемой атмосферы. Функция 
ф(г, ft) известна, поскольку полностью определяется геометриче­
ской схемой метода. Для определенности поставленной обратной 
задачи требуется знание функции J ( z ) . В качественных методиках 
интерпретации прибегают к априорному заданию аэрозольных ин­
дикатрис рассеяния |ц(̂ )('0') =4я/)и^('0')/р1г^ Подобные методики 
в рамках исследования по обратным задачам светорассеяния на­
вряд ли интересны, поэтому далее будем исходить из принципи­
альной возможности построения функциональных уравнений 
между т(^) и /(^ ) .  И та и другая функция суть оптические ха­
рактеристики некоторого локального объема атмосферы в окрест­
ности точкй^^. Следовательно, метод оптических операторов в пол­
ной мере применим для решения задачи интерпретации в теории 

1сасательного зондирования атмосферы. По аналогии с (2.59) за ­
пишем функционал

F[ x { l ,  Z), z] =  J{^̂ , I,  Z), (3.14)

заданный на множестве распределений x{X, z ) ,  где X пробегает 
значения из интервала оптического зондирования Л. Соотношение
(3.14) приводит нас к следующему интегральному уравнению от- 
Босительно профиля x{X^z):

н
\ q [x {z '), z ' ]dx{ z )  =  I{h),  h ^ [ H „  Н̂ ]. (3.15)
h

Для упрощения записи мы опустили переменную X и пара­
метр if). Полученное интегральное уравнение является уравнением 
Вольтерра первого рода относительно оптической толщи т (г ), и 
этим оно существенно отличается от уравнения (2.42) в методе 
лазерного зондирования рассеивающей компоненты атмосферы. 
Теперь для получения профиля т(^) нам необходимо использовать 
регуляризирующие методики, если говорить о чисто вычислитель­
ных аспектах задачи. Вместе с тем следует иметь в виду, что ре­
шение интегральных уравнений второго рода относится к классу 
вполне обусловленных математических задач, и поэтому функцио­
нальное уравнение (2.42) относительно x{z)  бесспорно выигры­
вает во всех отношениях по сравнению с уравнением (3.15). Так, 
например, при достаточно малых значениях т (г ), когда в первом 
приближении можно считать экспоненциальный член близким 
к единице, решение уравнения (2.42) сводится к прямому вычис­
лению искомого профиля по измеренному локационному сигналу.
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Иными словами, речь идет о прямом методе определения т (г ). 
В этом смысле метод лазерного зондирования можно рассматри­
вать как прямой (непосредственный) метод определения оптиче­
ских характеристик светорассеяния локальными объемами атмо­
сферы. Что же касается уравнения (3.15), то в любой ситуации

Z км

Рис. 3.2. П р и м е р  в ы со тн о го  хо д а  а эрозольной  м и к р о ­
стр у к т у р н о й  х а р а к те р и ст и к и  N { г ^ 0 ,\5 )  /N (г"^
^ 0 , 2 5  м к м ) по д ан ны м  п р я м ы х  (с а м о л е т н ы х ) им- 
п а к т о р н ы х  изм ерений счетной конц ентрац и и  ч а ­

стиц [10].

оно остается интегральным уравнением, и следовательно, за ним: 
стоит косвенный метод дистанционного определения оптических 
характеристик светорассеяния. Таким образом, сопоставляемые 
здесь два оптических метода существенно различны с точки зре­
ния обращения измерительной информации. Различны также и их 
информационные возможности. Подробнее об этом мы будем го­
ворить ниже, а пока вернемся к анализу интегрального уравнения
(3.15).

Интеграл в (3.15) суммируется по дифференциальному элементу 
dx(z). Физическим оправданием использования интеграла Стил­
тьеса в наших уравнениях является нерегулярный (стратифициро­
ванный) ход высотного распределения аэрозолей в атмосфере. П о­
скольку эти распределения, как правило, — разрывные функции, 
естественной формой интегральных уравнений является интеграл 
Стилтьеса. Наглядным примером нерегулярности высотного хода 
аэрозольных характеристик могут служить результаты прямых
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микроструктурных измерений, представленных на рис. 3.2 по дан­
ным работы 10]. Напомним, что алгоритмы численного обраще­
ния этих интегралов к тому же заметно проще, нежели интеграль­
ных уравнений в форме интеграла Римана. Об этом подробно 
говорилось выше в связи с введением функционального множества 
возможных решений интегральных уравнений Ф |. Правда, в дан­
ном случае мы имеем дело с нелинейным интегральным уравне­
нием, однако, как будет показано ниже, это несущественно услож ­
няет структуру решающего алгоритма при обращении данных 
Б методе касательного зондирования.

3.1.2. Алгебраизация интегральных уравнений 
теории касательного зондирования

Исходные данные в любом методе оптического зондирования 
атмосферы, как правило, представляются дискретным набором 
измерений, и поэтому решение соответствующей обратной задачи 
естественно отыскивать в виде некоторой дискретной совокупно­
сти величин. В силу этого обстоятельства дискретизация исходных 
функциональных уравнений — далеко не формальная операция и 
гесно связана с информационными возможностями метода зонди­
рования.

Остановимся кратко на построении суммационного аналога 
для интеграла Стилтьеса в (3.13), полагая, что геометрический 
параметр h пробегает ( л + 1 ) значений из интервала [Яь Я 2] . 
В этом случае имеем систему п подынтервалов {Д/, / = 1 ,  . . . ,  я}, 
покрывающих указанную область значений h. Считая узлы 
hj ( / = 1 , . . ^ + 1 ) границами частичных интервалов, их размеры 
можно определить согласно выражениям A /( /z )= /z /+ i— Л/, где 
h\ =  H\  и hn-\-\ =  H 2 . Без ограничения общности можно полагать, 
что в качестве Н 2 берется «верхняя граница» атмосферы Я, и 
тогда вместо указанного выше интервала можно рассматривать 
интервал высот [Ль Я ]. В дальнейшем при алгебраизации инте­
грала (3.13) будем использовать одно из простейших представ­
лений для дифференциала di:{z),  а именно

dx{z)  =  A}{x)dzlAj{h) .  (3.16)

При указанном выше разбиении области [Ль Я] интеграл в пра­
вой части (3.13) перепишется в следующем виде:

П ( н
f 7 (2 ) ехр — 5 ф /(2 ') d T (z ')L , ( z )d t ( 2 ), (3.17)

l= ^ i  'hi I 2 J

где через ф/(г) обозначено ф(г, Л =  Л/).
Следует обратить внимание на то обстоятельство, что функция 

ф(г, Л) при z ^ h  обращается в бесконечность, в связи с чем тре­
буется определенная осторожность при вычислении частных ин-
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тегралов в (3.17). Прежде всего заметим, что если h i ^ z ^ h i + i ,  
то справедливо представление

Н  п  "fe+i ^ 1 + 1

Z

Поэтому (3.13) можно переписать следующим образом:

X

\ ( f j { z ' )dx{ z ' )  =  Y j \ < t i { z ) d x { z ) +  \ (f i{z' )dx{z') .  (3.18)

П С П ^k+l 'I

Z  ~  Z  I  ‘р/l = i  k=l +l  hy

"I + I "г +1
X  \ / ( 2 ) exp -  \ <f j { z ' )dx{z ' ) \ ( f i { z )dx{z)  =  Ii/2. (3.19)

h i  ( г  I

Теперь укажем способ вычисления интегралов от функции (pj(z) 
по интервалам А;. Используя (3.96) и (3.16), можно записать

*6 + 1 '**+1
5 ( f i { z ) d x { z ) =  \ {Akix)/Ak{h))dOiiz) .  (3.20)

Введя обозначение
{Ф/ (Л, + О -  Ф; {hk)}IAk<h) ==

лолучим
k̂ + l
j Ф/(z) rft (2) =  А* (t) (3.21)
ч

Числа ф]/1 в совокупности образуют некоторую матрицу, харак­
терную для дискретных представлений интегральных уравнений 
в теории касательного зондирования. Матрица треугольна,
все элементы г1}/^>0. Важным является отсутствие сингулярности 
в дискретном аналоге исходного интегрального уравнения. К тому 
ж е и диагональные элементы матрицы {' ĵk} не обращаются 
в нуль, что также имеет немаловажное значение в схемах числен­
ного обращения уравнений типа Вольтерра [23]. Действительно, 
теперь ф/, k=j=i>j j¥=0,  что доказывается прямым вычислением. 
Используя функцию Ф /(г), можно записать по аналогии с (3.18)

h . i
S Фу(20^т(2') =  Аг(т)|Фул + . -Ф /(2 )1 /А ,( /г ) .  (3.22)

Теперь внутренний интеграл в (3.19) примет следующий вид:

j ' { 4 т Ш- <")) W ‘‘®'<">■
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Поскольку J (z) > 0  всюду в области [hi, Щ,  то можно прибегнуть 
к теореме о среднем и переписать этот интеграл:

л,

/ ( 1 0  ехр Д/ (т) 
Аг (Л)

е х р

(3.23>

Последний интеграл нетрудно вычислить, и он равен

""р { 4 !w  ф/. ' + ф/ ' } •
В итоге (3.23) становится равным

J (^/)[1 — е х р { -Д /(т )г 1)/;)].

Напомним, что точка h  лежит внутри интервала {hi, ft^+i).
Заменяя J (h) неким средним значением Ji функции J{z)  в ука­

занном интервале и считая, что Аг(т)'ф;7 <с 1, выражение (3.19) 
можно представить в окончательном виде:

X  ехр I  -  2  (т) 'ф/Л Ji А/ (т) =  /у/2 . (3.24)
/ =  / Aj =  / + 1 )

Используя совокупность измерений {//а, / = 1 ,  • , п} и (3.24)^
получим систему п уравнений относительно совокупности величин 
|А ;(т), / = 1 ,  . . п} или, следуя ранее принятым обозначениям 
(1.4), относительно вектора Ат. Следует заметить, что выполненная 

алгебраизация вполне корректна. Действительно, легко показать,, 
что если Ai{h) устремить к нулю, сумма в (3.24) имеет своим 
пределом интеграл в (3.13). Таким образом, те предположения,, 
которые мы делали в процессе вывода (3.24), ни в коей мере не 
меняют аналитической зависимости 1(h) от оптических характе­
ристик зондируемой среды.

Использование дискретного представления (3.24) для интен­
сивности Ij в вычислительных схемах требует предварительной 
оценки интервала пространственного квантования. По всей види­
мости, разумно при этом исходить из требования, в соответствии 
с которым разность (//+i — /у) должна быть не меньше некоторой 
предельной величины Amin(/), характеризующей чувствительность 
приемного тракта измерительной аппаратуры. С учетом этого 
условия из (3.24) получаем следующее неравенство:

/ /  Ау (т) Ipyy ^  Amin (̂ )* (3.25)

Напомним, что здесь Jj и A j(x )— оптические характеристики 
/ -Г 0  слоя атмосферы, ограниченного двумя смежными линиями 
визирования, /-й и (у+ 1)-й . Величины г|?̂ у суть известные функции 
интервала Ау(Л). Неравенство (3.25) можно положить в основу 
численного определения точек hj ( / = 1 , . . ., п) в схемах интерпре­
тации теории касательного зондирования. При расчетах с помощью 
(3.25) необходимо прибегнуть к подходящим оптическим моделям
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высотного хода т(г) (см. [5]). Нетрудно заметить, что по мере 
уменьшения высоты h оптическая толп;ина атмосферы возрастает, 
и как следствие, значения А/(Л) определяемые из (3.25), после­
довательно уменьшаются.

Изучая уравнение (3.24), следует также обратить внимание 
на то, что оно нелинейное, и поэтому требуется хотя бы краткое 
обсуж дение проблемы однозначности его решения. Однако указан­
ная нелинейность с аналитической точки зрения достаточно эле­
ментарна, и нет особой необходимости в ее анализе. К тому же 
:характер этой нелинейности близок к той, которая присуща урав­
нению лазерной локации (2 . 1 ), записанному в приближении одно­
кратного рассеяния. Нелинейность последнего уравнения подробно 
исследовалась в работе [19]. Следует также иметь в виду, что 
в пределах настоящей работы уравнение (3.24) связывается глав­
ным образом с зондированием рассеивающей компоненты атмо­
сферы в пределах высот 10— 50 км. В этом случае величина 
[т (Я 2 ) — t ( / / i ) ]  достаточно мала, и следовательно, экспоненци­

альные члены близки к единице. По этой причине уравнение 
(3.24) (аналогично и (3.15)) является «почти линейным», что су­
щественно упрощает численные обращения соответствующих опти­
ческих данных. Соответствующее линейное приближение для 
дискретного варианта записывается в виде

п

Е  Aj (т) =  ///2 , / =  1 , . . . ,  (3.26)
l =  i

Если задавать априори высотный ход индикатрисы рассеяния, 
т. е. положить известными величины Ji ( /= 1 ,  . . . ,  п),  то за (3.26) 
стоит известное интегральное уравнение Абеля, широко исполь­
зуемое во многих прикладных задачах. В атмосферной оптике 
к ним следует отнести обратные задачи теории рефракции [27] и 
простейшие варианты теории касательного зондирования [25]. Все 
эти частные варианты общего уравнения переноса излучения вдоль 
ограниченного отрезка прямой (секущей) содержатся в приведен­
ных вычислительных схемах, и мы их здесь специально рассмат­
ривать не будем.

В заключение кратко остановимся на еще одном возможном 
варианте обращения оптических измерений {/j}. В частности, если 
имеется возможность априорного задания высотного профиля 
т(/г), то система (3.26) вполне определена относительно вектора 
J = { /z }  (или профиля J{h) ) .  Напомним, что за профилем J {h) 
стоит высотный профиль коэффициента направленного светорас­
сеяния /)ц (Л ,-&). Эта оптическая характеристика несет в себе 
существенно больше информации о светорассеянии локальными 
объемами атмосферы, нежели т(/г). Поэтому, строго говоря, при 
интерпретации данных касательного зондирования следовало бы 
задавать априори не индикатрису рассеяния, а модельный про­
филь х[г)  вопреки сложившимся представлениям. К тому же сле­
дует иметь в виду, что высотный ход т(г) при необходимости
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может быть измерен вполне доступными средствами. Например, 
можно прибегнуть к методам лазерного зондирования, используя 
затем соответствующие методики интерпретации, которые по­
дробно излагались выше, во второй главе. В этом отношении ди­
станционное определение характеристики D u ( / i , '&) является бес­
спорно более сложной оптической задачей.

Возвращаясь к (3.26), следует заметить, что обратная задача 
по определению вектора т при прочих равных условиях все же 
обусловлена лучше, чем для вектора J. Действительно,
в то время как Последнее векторное пространство суще­
ственно шире первого, а поэтому первая обратная задача более 
устойчива и к ошибкам задания ядра уравнения, и к погрешно­
сти исходных данных. В силу этого обстоятельства определение 
т(г) рассматривается как основная задача теории касательного 
зондирования.

3.1.3. Вычислительные схемы обращения данных 
касательного зондирования

Поскольку исходное уравнение (3.15) представлено в форме 
интеграла Стилтьеса и его решение %{г) принадлежит множеству 
ограниченных, нигде не убывающих функций Ф |,  то естественно 
вычислительный алгоритм строить так же, как это делалось ранее 
для уравнений (1.105). Роль исходного минимизируемого функ­
ционала на векторном пространстве играет, как и ранее,
норма | | Лт— которую в дальнейшем будем обозначать через 
р(т). Вольтерровость исходного интегрального оператора А не 
вызывает каких-либо особых затруднений при использовании 
аппроксимационного подхода и неявном построении обратного 
оператора. Действительно, интегральное представление (3.13) 
можно рассматривать как некоторую аналитическую модель/(/i, т) 
для измеряемой в эксперименте функции Ia{h).  Напомним, что 
если модель соответствует данному эксперименту, Io(h) есть 
а-приближение для «точной» функции /o(/i) = / ( / i ,  То), и тогда

1 | / о - / а |к < а | | / о |к .  (3.27)

При построении вычислительного алгоритма определенные 
трудности возникают из-за нелинейности (3.15). Однако они 
вполне преодолимы, если учесть те замечания, которые делались 
выше относительно характера нелинейности системы (3.24). Вве­
дем следующие обозначения;

Тогда система (3.24) примет вид

S  А, (т) =  /;/2, /  =  1, . .  ., /г. (3.29)
i = i

160



Как и ранее (см. п 1.4), введем вектор т('’р) =  . . . ,
Tv + i, . . . ,  Tn̂ +1} ( v ^ / + l ) ,  который порождает следующую  

последовательность величин:
^( Vp)__  ̂ f  ( р - 1 )  л  П/̂7 — ь/\Т/ + 1 > • • •» 1 , » • • •» ^п+\) Ô.OU)

при v = Z + l .........rt+1 и р = \ .............Теперь возвращаемся к (3.29)
и строим форму

V —  2

j i ^P) / о  V  t  Л I .1, J л ( Р » Р - 1 ) |Ч l ^ = l u ^ n h \ \ l  А/ +  %  v - U v - l S / ,  V - 1  A v - l  +

+  4 t;v a );'’» A r 4  Z  (3.31)
/ =  v +  1

заданную на последовательности векторов В целях упро­
щения записи мы применили сокращение вида А/^^^=т}+\ — 
Форма (3.31) нелинейна, и для того чтобы воспользоваться вы­
числительной процедурой, описанной ранее в п. 1.4, необходимо
ее линеаризировать относительно компоненты Этого можно 
достигнуть путем следующей замены:

< г (  л р - \ )  А р ) а р )  ̂ ^
\ .  .  . T v — 1 , Tv , T v +  1, • • •/  —  bj V • Ч T v — I » Tv , Tv-f  I .  .  . J y

ИЛИ TO же самое

(3.32)

Если теперь в (3.31) подставить (3.32), то рассматриваемая
форма становится линейной относительно искомой величины 
Ясно, что подобная замена не слишком «возмущает» исходную  
модель (3.31), поскольку замена касается лишь одной из компо­
нент вектора решения т. Подобный прием можно назвать способом 
локальной линеаризации нелинейного векторного (интегрального) 
уравнения. Он, естественно, более корректен, нежели те приемы 
линеаризации, когда вся нелинейная система заменяется на ли­
нейную. Подобных вычислительных методов касаться в нашей 
работе не будем.

С учетом (3.32) из (3.31) получаем следующую линейную 
форму:

(3.33а)

А Г> =  Е '  *■ Л Г  V -  i / v -  +

+  ’ т̂1/+1 4- S  (З.ЗЗб)
/ =  V +  1

=  ( / v - 1%. V - ~  "0. (З .З З в )

11 Заказ  № 2 1 4



в  итоге задача сводится к определению минимума квадратичной 
функции

Р I • •.) =  Z  (Лчт -  (3.34)
/ = 1

где коэффициенты формы определены для каждых v = l ,  . . /г+ 1  

и р = 1 ,  . . .  . В остальном порядок построения минимизирующей 
последовательности не отличается от описанного в п. 1.4. Предпо­
лагается известным одно из граничных значений: либо %i =  x{Hi) ,  
либо Тп+1 =  т (Я 2 ). Может быть построен и второй вариант вычис­
лительной схемы, если ввести вектор { . . .  i,
Формально получим схему, которая эквивалентна рассмотренной 
выше. Однако в практике обработки экспериментального мате­
риала они могут несколько разниться по эффективности в зависи­
мости от ошибок измерений, а главное, их распределения по вы­
соте h, В вычислительную схему можно также ввести нормирую­
щий множитель ттах, особенно в тех случаях, когда известна при­
ближенная оценка т (Я 2 ). Тогда минимизация квадратичных форм 
будет вестись на множестве векторов с последующим
уточнением значения

Несколько замечаний следует сделать в заключение относи­
тельно сходимости минимизирующей последовательности {т(р)} 
к точному решению то. Для линейного варианта задачи проблема 
однозначности решений и сходимости указанных последователь­
ностей особых затруднений не вызывает. Для нелинейных задач 
на эти вопросы приходится отвечать, как правило, на основе чис­
ленных исследований, максимально учитывающих конкретные 
условия реальных экспериментов. Если ограничиться рамками 
качественного подхода к рассмотрению указанных вопросов, то 
можно исходить из следующего предположения: если приращения
частных функций g/(Tv^^|...) по переменным Xv^^(v=l, . . ., /2 + 1 ) 
меньше по модулю соответствующих приращений аргумента 
то минимизирующая последовательность сходится к Tq.

Используя (3.28), нетрудно показать справедливость неравен­
ства

(3.35)

которое показывает, что вблизи решения То нелинейность прояв­
ляется слабо и при р -> о о . Конечно, при этом важно вы-
брать надлежащим образом нулевое приближение В этом от­
ношении, очевидно, особых проблем в практике касательного 
зондирования не существует, если речь вести о рассеивающей ком­
поненте атмосферы. Высотный ход х(г) и его возможные вариации 
Б среднем достаточно хорошо известны. Уместно сослаться здесь 
на обстоятельные работы [5, 7, 18]. Конечно, не следует излишне 
упрощать проблему выбора нулевого приближения. Аэрозольная 
компонента атмосферы характеризуется весьма нерегулярным



высотным ходом своих микрофизических и оптических характери­
стик. Соответствующий пример представлен на рис. 3.2. Хотя он 
и относится к аэрозолям тропосферы, все это в какой-то мере 
справедливо и для стратосферы (см. рис. 2.3).

Как показывает численный анализ устойчивости решений си­
стемы (3.24), ее обусловленность вполне достаточна и особых 
проблем с зависимостью получаемых решений от выбора нулевых 
приближений не возникает. На этом можно закончить построение 
алгоритма для обращения данных 1а(Я), осуществляемого на 
основе численного решения интегрального уравнения (3.6), в ме­
тоде касательного зондирования атмосферы.

3.2. Теория многочастотного касательного зондирования 
рассеивающей компоненты атмосферы

3.2.1. Основные функциональные уравнения 
и операторы метода

Из теории многочастотного лазерного зондирования аэрозолей 
видно, что оптические методы исследования рассеивающих сред 
эффективны лишь при определенных объемах измерительной ин­
формации. Построить содержательную теорию метода зондирова­
ния и гарантировать его эффективное применение можно лишь на 
основе содержательных обратных задач светорассеяния. Ниже 
дадим краткое изложение теории многочастотного касательного 
зондирования рассеивающей компоненты атмосферы. Исходным 
аналитическим аппаратом наших построений, как и ранее, будут 
служить оптические операторы светорассеяния полидисперсными 
системами частиц. Одновременно с этим мы распространим опера­
торный. подход и на молекулярное рассеяние в атмосфере.

Допустим, что касательное зондирование атмосферы осуще­
ствляется в окнах прозрачности на длинах волн %г ( / = 1 , . . . ,  т).  
Тогда в (3.29) необходимо ввести дополнительный индекс i и пе­
реписать эту систему следующим образом:

п
S  Im^nhi Ац (т) =  1ц12, (3.36)

l =  i
/ =  1 , . . . ,  га; i = \ ,  т.

Наличие двухмерного массива оптической информации {/,/} 
позволяет ввести теперь оптические операторы типа W<-°4 связав 
тем самым спектральные характеристики светорассеяния в систему 
взаимопреобразуемых функций. Это, естественно, доопределяет 
систему (3.36) новыми уравнениями и делает ее вполне опреде­
ленной относительно характеристик светорассеяния, каковыми 
в нашем случае являются т(А, h) и J {К, h).  Напомним, что функ­
ция источника /(Л , h) определяется согласно (3.5) значениями 
Dii{'k, 'O', h) и ^ех{к. К). Значения коэффициента ослабления для 
/-го слоя, заключенного между hj и hj+i, оцениваются согласно
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выражению е̂х, ij =  ( я  j+i — хц)/  {hj+i — hj ) . Если зафиксировать 
индекс /, то совокупность значений {tij} ( ^ = 1 , . . гп) можно рас­
сматривать как вектор tj. Векторные обозначения позволяют при­
давать более компактный вид аналитическим выражениям, что и 
обусловливает систематическое использование векторного форма­
лизма в настоящей работе.

Прежде чем перейти к анализу системы (3.36), сделаем не­
сколько дополнительных замечаний. Во-первых, если отсутствует 
аэрозольное поглощение на рабочих длинах волн Я/, что и пред­
полагалось выше, то =  в пределах любого локального 
объема атмосферы. При зондировании в окнах прозрачности от­
сутствует поглощение молекулярной компонентой. Во-вторых, ко­
эффициент направленного светорассеяния в прикладной оптике 
принято представлять в виде

Dll (Я, &) =  Р5с( )̂М (̂^» 0)/4л,

где )1 (Я,'О') — нормированная индикатриса рассеяния. Поскольку 
J{X,h)  выше задавалось выражением (3.5), то нормированную 
функцию источника можно писать также в виде

/(X , h) =  (o{K h) \ i {K  д)/4л,

где h ) = ^ s c { K  h ) /^ех{К h) — глъбеяо  единичного объема ат­
мосферы. С учетом этого обстоятельства, а также принимая во 
внимание важность дистанционного определения не только про­
филя Рех (Я, / i ) , но и pit-* (Я, / i ) , ниже будем рассматривать одно* 
временно два оптических оператора, осуществляющих преобразо­
вания и Напомним, что компоненты ука­
занных векторов соответствуют значениям характеристик для длин 
волн Ki, и все они имеют размерность, равную т.  Введение указан­
ных преобразований доопределяет систему (3.36) двумя опера­
торными уравнениями:

Получающаяся в результате схема обращения данных много­
частотного касательного зондирования атмосферы дает возмож­
ность определить по совокупности измерений {Л/а, m;
у = 1 , . . п) высотный ход /i) и Л). Помимо этих
характеристик нетрудно оценить спектральный ход альбедо 
о)(^ (̂Я, h) аэрозольной компоненты. Последняя характеристика 
необходима в анализе процессов переноса солнечной радиации 
в замутненной атмосфере.

Поскольку указанные операторы действуют только на аэро­
зольные спектральные характеристики, то мы опустили для сокра­
щения записи верхний индекс «а», полагая, что это не вызовет 
путаницы в понимании смысла (3.37). Компоненты вектора Оц
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в (3.37) суть значения {Dn (Я/,'О')}, которые помимо h  определя­
ются величиной угла рассеяния 'О' в геометрической схеме рассмат­
риваемого оптического метода. Напомним, что все характеристики 
относятся к /-му слою, и их необходимо снабдить подстрочными 
индексами «/». Введение уравнений (3.37) в схему интерпретации 
оптических данных {hjo} не только физически доопределяет обрат­
ную задачу, но делает ее решения более устойчивыми к различным 
возмунхениям. Действительно, совместная система (3.36) и (3.37) 
лучше обусловлена, нежели исходная (3.29), особенно когда в ней 
полагается 7 /= co n st для всех / = 1 , . . ., /г.

Общий алгоритм обращения данных {///а} строится таким 
образом, что система (3.37) используется внутри итерационной 
схемы, описанной в конце предыдущего параграфа, т. е. для каж­
дого / отдельно. С помощью этой системы { q — 1)-е приближение
для функции источника пересчитывается в q-̂ e приближение
/J f  по вектору Иными словами, две системы уравнений (3.36) 
и (3.37) решаются методом последовательного приближения, т. е. 
по схеме

/ < / ,  г =  1 , . . m; / = 1 , п. J

Преобразование осуществляется с помощью линей­
ных операторов (3.37).

Интересно заметить, что наличие второго уравнения в (3.38) 
позволяет более естественно линеаризовать первое уравнение,
просто заменив =1ц{х\^^) на 0̂ - Для того
чтобы схема (3.38) могла составить основу алгоритма интерпре­
тации данных многочастотного касательного зондирования, необ­
ходимы гарантии ее сходимости при q - ^ o o .  Помимо аналитиче­
ской структуры уравнений переноса вдоль секущей линии, усло­
вия сходимости должны определяться свойствами операторов типа 
W. Соответствующие исследования мы отложим до следующего 
раздела, а пока обратимся к одной очень важной оптической за­
даче, которая всегда возникает при оптическом зондировании 
слабозамутненной атмосферы.

Если бы светорассеяние в рассматриваемом случае осуществля­
лось только аэрозолями, то для расчета значений 1ц по {т,/} 
было бы вполне достаточна соотношений (3.37). Наличие молеку­
лярного рассеяния несколько усложняет задачу численного пре­
образования T -> J . Ограничившись только рассеянием, т. е. счи­
тая |3eA:=Psc, для обеих компонент рассеяния можно записать сле­
дующую систему соотношений:

Psc, i =  ^sc] i +  и Dll, i =  Du,  ̂ i +  Du^*;
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Выписанные выражения вполне очевидны и нет особой необ­
ходимости их комментировать, тем более что они уже по отдель­
ности использовались нами ранее. Важно обратить внимание на 
то, что (3.39) как система т уравнений не определена, поскольку
в ней т + 1  неизвестных. Действительно, это т значений
( i = l ,  . . m) и ( m + l) - e  значение где v — любое из чисел
между 1 и т.  Для молекулярной компоненты матрица U является
диагональной, поскольку для всех Ki и любого угла 'О' D u ,\ ('О') =
=  Для преодоления неопределенности можно, как
это обычно делается в атмосферной оптике, прибегнуть к так на­
зываемой стандартной молекулярной атмосфере, задав значение 

Развивая теории оптического мониторинга, мы, естественно,, 
не можем прибегать к подобным приемам. Предлагаемые методики 
интерпретации должны использовать минимум априорной инфор­
мации, обеспечивая тем самым наиболее адекватное представле­
ние об атмосфере в целом. Этому же требованию должны удовле­
творять и системы оперативного контроля оптического состояния 
атмосферы.

Методы численного решения систем типа (3.39) будут подробно 
нами рассматриваться в п. 4.2, а сейчас лишь напомним, что 
в основе этой системы лежат предположения о сферичности рас­
сеивающих частиц и априорное задание показателя преломления 
аэрозольного вещества т -=т ' — т'Ч в пределах зондируемого 
слоя [Я ь Я г]. В силу этого изложенная выше теория многочастот­
ного касательного зондирования приводит к вычислительным 
схемам обращения оптических данных, применимых при тех ж е  
исходных допущениях, что и в методе многочастотного лазерного 
зондирования. Это обусловлено единством методологического под­
хода к теории оптического зондирования рассеивающей компо­
ненты атмосферы. Вместе с тем необходимо обратить внимание на 
то обстоятельство, что требования к выполнению указанных выше 
допущений существенно различны для указанных двух методов. 
Действительно, уравнения теории касательного зондирования 
относительно локальных оптических характеристик светорассея­
ния являются интегральными, причем первого рода, и поэтому ва­
риации бРех (то же самое бт и 6 Z)n), обусловленные ошибками 
А т  в задании подходящих значений т ,  слабо сказываются на 
значении интегралов (3.24). В силу этого схемы обращения в ме­
тоде касательного зондирования более устойчивы к неопределен­
ностям при априорном задании соответствующих оптических опе­
раторов в (3.39). В локационных задачах оптические сигналы 
P { K i , z )  прямо пропорциональны значениям аэрозольных коэффи­
циентов обратного рассеяния ря(Я/, г), и поэтому вариации бряг 
связанные с А т , непосредственно сказываются на точности интер­
претации оптических данных.

Помимо этого следует также иметь в виду, что интегральные 
представления (3.13) выведены в предположении тангенциальной
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однородности сферической атмосферы. Для реальных ситуаций 
подобное допущение выглядит несколько искусственным, что вно­
сит определенный вклад в ошибки интерпретации данных по 
касательному зондированию. В принципе нетрудно вывести урав­
нения, аналогичные (3.29), с учетом неоднородности характеристик 
светорассеяния в двух измерениях. Не останавливаясь на них, ука­
жем лишь, что в этом случае нам придется вместо Ji и xi ввести 
в (3.29) Jji и хц в силу параметризации т (Р ) =х { х р ,  ур) -^x{hj , z i ) .  
То, что теперь неизвестной становится функция двух переменных 
т(Я, г), делает систему (3.29) неопределенной, и требуется изыс­
кивать источник дополнительной оптической информации. Поста­
новка подобных двухмерных обратных задач с точки зрения прак­

тики атмосферно-оптических исследований пока преждевременна, 
и мы не будем перегружать изложение материала излишними ма­
тематическими построениями.

3.2.2. К анализу сходимости итерационных схем обращения 
данных по касательному зондированию атмосферы

Сходимость итерационных схем численного обращения опти­
ческих измерений' в методе касательного зондирования определя­
ется несколькими факторами, среди которых наиболее существен­
ными являются аналитическая структура исходных уравнений 
(например, характер их нелинейности) и свойства операторов 
теории светорассеяния дисперсной компонентой атмосферы. По­
следнее в большей мере относится к численному преобразованию  
T -> J , т. е. к системе (3.39), связанной с каждым элементарным 
слоем. Заметим, что особое внимание к анализу сходимости схем 
обращения данных в методах зондирования обусловлено не только 
необходимостью обоснования математической корректности пред­
лагаемых алгоритмов, но и тем обстоятельством, что во многих 
случаях ее нарушение указывает на неприемлемость исходных 
аналитических моделей (то же самое физических предположений) 
для соответствующего эксперимента. Иными словами, можно 
утверждать, что мера соответствия априорной информации, ис­
пользуемой в построении схем обращения, проявляет себя в ско­
рости их сходимости, или тоже в «качестве» последовательности 
приближенных решений, генерируемых этими схемами. Эта осо­
бенность итерационных методов делает их эффективным средством 
не только в получении решений, но и анализе задач в целом. И зло­
жение этих аспектов можно найти в монографии [19].

В итерационные схемы метода касательного зондирования
выше были введены два оптических оператора Wlcjex и W^d,\c те­
ории аэрозольного светорассеяния, которые делают вполне опре­
деленным преобразование t - > J  в  системе (3.39). Рассмотрим 
преобразование осуществляемое оператором
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Допустим, что последовательность в схеме (3.39) схо­
дится к некоторому пределу. Ясно, что это в полной мере будет
относиться к последовательности Для корректной оценки
функции источника 3 = { J i )  необходимы гарантии того, что в этих
условиях будет также сходиться и последовательность по­
рождаемая указанным оператором и {т^}. Гарантией сходимости 
{pie*} является условие ограниченности нормы матричного опера­
тора В соответствии с [8 ] эту норму будем определять
следующим образом:

\ \ Wi 4^e4=  sup (3.40)
е̂х ^ е̂х

где Вех — множество возможных реализаций оптической характе­
ристики е̂х (множество исходных оптических данных). То, что 
верхняя грань в (3.40) существует и ограничена, следует из чисто 
физических соображений, и каких-либо особых доказательств 
здесь не требуется. Однако для полной гарантии сходимости ите­
рационной схемы (3.38) все ж е недостаточно ограниченности норм 
оптических операторов. Желательно, чтобы выполнялось более 
сильное условие, а именно

II А ' " ' V)  I. <  II А' "’ Ы к .  (3.41)

где компоненты векторов суть числа ^“ ‘* (У )= / /^ * —

и ''“ '*(Рех) = p il*  г— pel”/*- Напомним, ЧТО В целях упрощения 
записи выражений мы опускали подстрочный индекс «/», связан­
ный с дискретизацией по пространственной координате h.

Неравенство (3.41) есть достаточное условие сходимости ите­
рационного цикла (3.38) для любого фиксированного индекса L 
Опуская строгое доказательство этого очень важного утвержде­
ния, заметим лишь, что из (3.41) прямо следует сходимость по­
следовательности из сходимости {т(^)}. Теперь возникает
следующий вопрос: каким требованиям должны удовлетворять 
операторы типа чтобы гарантировать выполнение (3.41).
Чтобы на него ответить, обратимся вначале к преобразованию
^ех-^ Psc.

Известно, что для любой полидисперсной системы частиц 
Psc(^) ^ P e x ( i ) . Равенство имеет место лишь тогда, когда отсут­
ствует поглощение радиации частицами среды, т. е. когда мнимая 
часть показателя преломления аэрозольного вещества т''==0. Но 
если для дискретного набора длин волн ( / = 1 , . . . ,  т)  Psc, i ^  
^ ^ e x , i y  то, следовательно, II f s d l^11Рел:11, и тогда имеем неравен-

Сопоставляя его с (3.40), приходим к еле- 
дующей очень важной оценке:

l|W7<“ > , ; , i |< l.  (3.42)
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Неравенство (3.42) означает, что оператор ех есть опера­
тор сжатия. Используя это свойство оператора W^^]ex, нетрудно 
показать, что сходимость последовательности векторов вле­
чет сходимость в метрике векторного пространства h раз­
мерности т. Роль операторов сжатия в построении эффективных 
итерационных процедур хорошо известна в вычислительной мате­
матике (см., например, монографию [2 2 ] ) .  Этим важным свой­
ством обладают и некоторые операторы теории светорассеяния 
полидисперсными системами частиц, что позволяет их эффективно 
использовать в программных комплексах обработки оптической 
информации.

Теперь обратимся к оператору W^o,\cy который также исполь­
зуется в системе (3.39). В силу известного соотношения Dn  (Я-, 'О') =  
=  (3 5с(Я-)ц(Я-,'0')/4я для любого фиксированного угла й и дискрет­
ного набора длин волн {X-J можно записать

| 0 п | , , < ( 4 я Г '  max (3.43)
1 < i < АП

Для того чтобы оператор зависящий, кстати, от угла
рассеяния 'О', был оператором сжатия, необходимо, чтобы множи­
тель, стоящий перед нормой вектора ŝc справа в (3.43), был 
меньше единицы. Если обратиться к расчетным и эксперименталь­
ным исследованиям углового хода аэрозольных индикатрис рас­
сеяния, то можно полагать, что требуемое условие выполняется 
в широкой области углов рассеяния 'О'. Возможным исключением 
является окрестность малых углов. Ее размеры редко превышают 
10° (область ореола). В геометрической схеме метода касатель­
ного зондирования область '0 ' ^ 1 0 ° особого интереса, как правило, 
не представляет, и поэтому можно считать, что оператор Wd ^̂ c 
в системе (3.39) также является оператором сжатия. Как будет 
показано, численное решение системы (3.39) относительно векто­
ров и может быть выполнено с использованием метода
последовательных приближений. Эту часть алгоритма, отвечаю­
щего за разделение компонент рассеяния, можно условно считать 
внутренним итерационным циклом в схеме (3.38).

С учетом вышеизложенного можно утверждать, что преобра* 
зование в итерационной схеме (3.38) обладает неподвиж­
ной точкой [9], что и гарантирует сходимость последовательности 
приближенных решений к точному. Что же касается тех условий 
сходимости общей итерационной схемы (3.38), которые обуслов­
лены аналитической структурой уравнений переноса вдоль се­
кущих, то они уже рассматривались ранее в п. 3.1.

В заключение отметим, что не все операторы типа исполь­
зуемые в теории оптического зондирования, удовлетворяют усло­
вию (3.42). Подобные примеры уже встречались ранее в теории 
поляризационного зондирования (см. п. 1 .2 ). Если обратиться 
к методу многочастотного лазерного зондирования, то можно
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полагать, что для таких аэрозольных систем, как атмосферные 
дымки и жидкокапельные облака, выполняется условие Р я (Я )<  
< р  е х  (Я), ПО крайней мере, для видимой и ближней ИК-областей.
Поэтому оператор будет оператором сжатия, а ему обрат­
ный WiV, л уж е таковым не будет. В силу этого обстоятельства 
условие сходимости итерационной схемы (2 . 1 2 ) является более 
сложным и требует уже определенных ограничений на оптическую 
толщину зондируемого слоя (см. неравенство (2 .13)). С этой точки 
зрения теорию многочастотного касательного зондирования рас­
сеивающей компоненты атмосферы нам удалось построить с ис­
пользованием более эффективных операторов взаимного преобра­
зования оптических характеристик.

3.2.3. Численные исследования основных операторов метода

Изучение особенностей преобразования Psc->D n, в котором, 
компоненты вектора Оц суть значения (Я/,'О'), где /= = 1 , . . т  
и угол рассеяния 'О' фиксирован, начнем с анализа численных дан­
ных, представленных в табл. 3.1. Верхняя строка — это исходные

Т а б л и ц а  ЗЛ

Отклонения прогнозируемы х значений
от точных в преобразовании р — D

X мкм
D ll,  Д т ,

0,353 0,446 0,542 0,700

0 0,19 . 10-2 0,21 • 10-2 0,21 . 10-2 0,22 . 10-2
(0  =  45°)

Д т '  = 0 , 0 2 —0,023 . 10-3 —0,036 . 10-3 —0,086 . 10-3 —0,091 . 10-3
—0,02 0,092 • 10-3 0,011 • 10-2 0,013 . 10-2 0,016 . 10-2

т "  =  0,02 0,015 . 10-2 0 ,0 1 3 -1 0 - 2 0,081 . 10-3 0,066 • 10-3
0,056 • 10-2 0,071 • 10-2 0,057 . 10-2 0,052 • 10-2

—0,1 0,019 • 10-=* 0,021 • 10-3 0,021 . 10-3 0,022 . 10-3-

D\\,o 0,33 • 10-3 0,33 • 10-3 0,32 . 10-3 0,29 . 10-3
(#  =  90°)

Д т '  = 0 , 0 2 —0,021 . 10-3 —0,026 . 10-3 —0,024 . 10-3 —0,023 . 10-»
—0,02 0,03 . 10-3 0,032 • 10-3 0,028 . 10-3 0,027 . 10-3̂

т " =  0,02 0,032 • 10-3 0,026 . 10-3 0,017 . 10-3 0,012 . 10-3
•̂ «0 =  0 .1 0.083 • 10-3 0,066 • 10-3 0,068 • 10-3 0,065 . 10-3̂

- 0 , 1 0 ,0 3 3  • ю - * 0,033 . 10-« 0,032 • 10-< 0,029 • 10-“

^11,0 0,25 • 10-3 0 ,26 • 10-3 0,26 • 10-3 0,20 . 10-3
( # = 1 3 5 ° )

Д/п' =  0,02 —0,097 • 10-* —0,022 • 10-3 —0,022 . 10-3 - 0 , 0 2  . 10-3
—0,02 0,016 • 10-3 0,026 • 10-3 0 ,0 2 6  • 10-3 0 ,0 1 7  . 10-3

т "  =  0 ,0 2 0,037 ■ 10-3 0,031 • 10-3 0,029 • 10-3 0 ,0 1 6  . 10-3-
0,1 • 10-3 0,038 • 10-3 0 ,0 5 9  • 10-3 0 ,0 1 4  . 10-3

— 0 ,1 0 ,0 2 5  . 10-^ 0,026 . 10-* 0,026 • 10-* 0,02 • 10-“
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значения коэффициента направленного светорассеяния Dn,o(^^i,'О'), 
а ниже следуют отклонения от них прогнозируемых значений 

полученных при наложении на компоненты исходного век­
тора Psc, и оператор Ŵ d,Ic возмущений. В последнем случае это 
достигается за счет вариаций ± А т ,  накладываемых на начальное 
значение показателя преломления то. В качестве исходных дан­
ных при расчете Оц^о{Х,'^) выбраны модельное распределение 
«Дымка Я» [4], используемое при оценке оптических характери­
стик атмосферных дымок, и показатель преломления т о = 1 ,5 — 
0,002 i. Возмущения в компоненты обращаемого вектора psc вно­
сились в соответствии с правилом ŝc, o{Xi)=^sc,  o{Xi) [ 1  +  (— 
Согласно этой схеме, относительные возмущения A(|3/)/P(?^i) 
равны а, т. е. не зависят от Xi. В практике это соответствует так 
называемому случаю равноточных измерений. Отклонения в ве­
щественной части т'  в расчетах принимались равными ± 0 ,0 2 . 
Примерно с такой точностью можно гарантировать определение 
т'  из обращения двух поляризационных индикатрис рассеяния, 
измеренных с помощью поляризационного нефелометра с ошиб­
ками не ниже 10 % [6 ]. Следует также заметить, что выбор «под­
ходящего» значения гпо при обращении оптических характеристик 
атмосферных дымок в пределах тропосферы можно увязывать со 
значением относительной влажности воздуха. Соответствующие 
методологические указания на этот счет можно найти в работе [7].

Обращаясь к табл. 3.1, нетрудно заметить, что при указанных 
возмущениях ошибки прогноза значений Dn(Xi, '^)  для всех зна­
чений угла рассеяния в среднем лежат в пределах 1 0 — 2 0  7о- Это 
означает, что если априорную оценку «подходящего» значения т 
гарантировать в указанных выше пределах, то корректировка 
преобразования Psc-^ Dn по показателю может и не потребоваться, 
если к тому же погрешность оптических измерений не ниже 1 0  %. 
Таким образом, рассматриваемое здесь преобразование обладает 
относительно большей устойчивостью к неопределенностям в ис­
ходных данных, нежели это имело место выше, когда мы каса­
лись преобразования осуществляемого оператором WiV, п-
Следует заметить, что эффективность преобразования Psc->D n  
в значительной степени объясняется аналитической близостью 
функций |3sc(̂ )̂ и Dn(^^l'O'). Если обратиться к рядам Ми для 
соответствующих монодисперсных факторов, то нетрудно заметить 
аналогию в структуре соответствующих аналитических выражений. 
Помимо этого добавляется то немаловажное обстоятельство, что 
в обоих случаях основная информация о спектральном ходе рас­
сматриваемых факторов заключена в амплитудных функциях 
ап{х) и Ьп{х).  Указанные аналитические свойства переходят 
в полидисперсные интегралы, делая функции Psc (Я) и /)и (Я |'0 ') 
близкими друг к другу с точки зрения аналитического поведения 
ло X в пределах некоторого ограниченного интервала Л.

Обращает на себя внимание и то обстоятельство, что для ма­
лых X ошибки прогноза несколько выше средних значений для
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всего спектрального интервала. Здесь же наблюдается заметная 
зависимость от порядка следования знаков в компонентах преоб­
разуемого вектора а- Эти особенности объясняются тем, что 
по мере уменьшения % спектральный ход оптических характери­
стик светорассеяния полидисперсными системами частиц стано­
вится все более сложным в аналитическом отношении и более чув­
ствительным к вариациям спектра размеров частиц и показателя 
преломления. К изучению этой особенности мы вернемся в чет­
вертой главе, когда построим соответствующий аппарат для изу­
чения аналитических свойств спектральных характеристик свето­
рассеяния.

Аналогичные численные исследования можно провести и для
оператора Wsc ĵexy который, так же как и входит в схему
интерпретации данных многочастотного касательного зондирова­
ния атмосферы. Поскольку соответствующие результаты не слиш­
ком отличаются от тех, которые обсуждались выше, мы их при­
водить не будем. Отметим лишь, что характеристики Psc и как 
функции % в пределах видимой области Л также можно считать 
родственными друг другу в аналитическом отношении, если, ко­
нечно, отсутствует зависимость показателя преломления от Я, 
а мнимая часть т"  не превышает 0,02— 0,03. Для сильно погло­
щающих дисперсных сред указанная выше аналогия, естественно, 
не имеет места [3].

На примере оператора Ŵ d, \ c была рассмотрена оптическая 
задача, в которой спектральный ход одной оптической характе­
ристики преобразуется в спектральный ход другой характери­
стики светорассеяния дисперсной средой. Вместе с тем в теории 
оптического зондирования аэрозольных систем могут возникать 
задачи, когда требуется осуществить прогноз углового хода (то 
же самое диаграммы рассеяния) D n('0 '|X) по спектральному ходу 
этой же характеристики светорассеяния. С учетом того, что гово­
рилось выше об аналитической близости преобразуемых функций, 
в этом случае мы уж е будем иметь дело с более сложным функ­
циональным преобразованием. Тем не менее развиваемый в ра­
боте операторный подход к обратным задачам оптики и в этом 
случае позволяет строить соответствующие вычислительные схемы.

Действительно, допустим, что имеется двухмерный массив ин­
формации { D l l  (Я^, 'О' / ) , I, j =  h  • • Соответствующий полидисперс­
ный интеграл будем писать в виде

D{X, & ) = \ q (X, r ) s { r ) d r ,  (3.44)

опустив в целях упрощения записи подстрочный индекс «11». Если 
зафиксировать угол рассеяния 'О', то в пределах спектрального 
интервала Л получим частную оптическую характеристику 
D(K 'О'). Аналогично можно рассматривать функцию D('0 ' Я), где 
-О меняется в пределах 0 ^ ' 0 '^ я . Для этой пары оптических ха­
рактеристик при условии, что они связаны с одним и тем же ло-
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кальным объемом рассеивающей среды, можно построить пару 
взаимных преобразований D(^l'O') D . Если первую харак­
теристику обозначить через а вторую — Dx, связывая под­
строчные индексы с фиксированным параметром, то получим сле­
дующие операторные соотношения:

=  =  (3.45)

D^ =  Q),Q^^ =  WiVD^. (3.46)

Интегральные операторы и Qj, определяются выражением
(3.44) с частными ядрами Q(r, Я|'0') и Q (r ,'0'|Я) соответственно.
Вместо Dll (Я,'О') можно рассматривать любой элемент матрицы
светорассеяния полидисперсными системами. Операторы и

существенно расширяют информационные возможности тео­
рии поляризованного зондирования, основы которой излагались 
в первой главе. В пределах настоящего раздела, решая задачи 
прогноза спектрального хода аэрозольного коэффициента направ­
ленного светорассеяния для различных углов, мы в какой-то мере 
касаемся этой новой пары оптических операторов теории зондиро­
вания дисперсных сред. Детальное исследование свойств опера­
торов, преобразующих угловые характеристики светорассеяния 
в спектральные, выходит за рамки настоящей работы, поскольку 
они непосредственно не связаны с теми оптическими методами 
зондирования, теория которых в ней излагается. Тем не менее 
указать на возможность численного построения подобных преоб­
разований следует. Их практическое применение в интерпретации 
данных возможно при нефелометрических исследованиях аэро­
зольных оптических характеристик.

3.3. К теории оптического мониторинга 
рассеивающей компоненты атмосферы

3.3.1. Некоторые обобщения в методе корректирующих функций

При изложении теории и численных схем обращения в методе 
многочастотного лазерного зондирования в той или иной мере уже 
затрагивались вопросы оптического мониторинга рассеивающей 
компоненты атмосферы. В пределах настоящего параграфа вновь 
вернемся к оптическому мониторингу атмосферы, но уже с учетом 
тех новых информационных возможностей, которые открываются 
в связи с разработкой метода многочастотного касательного зон­
дирования. П режде чем приступать к построению теории оптиче­
ского мониторинга рассеивающей компоненты атмосферы, необ­
ходимо сделать несколько замечаний относительно того содержа­
ния, которое вкладывается в понятие «оптический мониторинг». 
Поскольку речь идет о рассеивающей компоненте атмосферы, то 
основная задача мониторинга должна состоять в определении 
всего комплекса оптических характеристик светорассеяния. Для
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большей ясности обратимся вначале к лазерному зондированию 
атмосферы, осуществляемому в пределах некоторого спектраль­
ного интервала Л.

Полагая, что оптическая толщина зондируемого слоя 
т(Я) не велика для всех X из интервала Л, и следовательно 
ехр {— 2 т(Я-, Z2 )} 1 , в качестве первой задачи зондирования
можно рассматривать разделение аэрозольного и молекулярного 
рассеивания по трассе в соответствующем направлении. В этом 
случае исходная информация, заключенная в многочастотном ло­
кационном сигнале Ро{Х, г ) ,  используется для построения профи­
лей |Зл^(Я, г) и г). Для высот г'^Ъ  км объемные коэффи­
циенты аэрозольного светорассеяния сопоставимы либо меньше 
по значению соответствующих коэффициентов молекулярного рас­
сеяния, поэтому разделение компонент рассеяния следует отнести 
к одной из основных задач оптического зондирования атмосферы.

Следует заметить, что обычно в практике атмосферно-оптиче­
ских исследований рассмотренную выше задачу разделения зача­
стую решают весьма просто, а именно полагают профиль (Я, z)
(то же самое известным (точнее, рассчитанным по ба-
раметрическим формулам). Такой подход вполне применим при 
интерпретации достаточно грубых оптических измерений, когда 
ошибка измерений не меньше 15—20 %. Дело в том, что в расче­
тах используются некоторые усреднения профиля темпера­
туры Цг) .  При наличии в атмосфере аэрозольных частиц, которые 
заметно поглощают солнечную радиацию, реальные температур­
ные профили содержат достаточно заметную нерегулярную 
компоненту, обусловленную локальными повышениями темпера­
туры в пределах тех высот, где наблюдается повышенная концен­
трация аэрозолей.

В силу нерегулярного высотного хода оптической плотности 
аэрозолей (см. пример рис. 3 .2 ) указанная выше температурная
компонента (г) имеет нерегулярный высотный ход, и следова­
тельно, непредсказуема на основе усредненной по времени и вы­
сотам априорной информации. Если точность оптических измере­
ний достаточно высока (скажем, а :^ 0 , 1 ), можно ставить задачу
по разделению профилей (Зл (̂Я, г) и (Я, г) с последующей 
оценкой профиля температуры t { z ) .  Можно надеяться, что полу­
ченный профиль будет более содержательным с точки зрения 
оценки локальных градиентов температуры в атмосфере. Это одно 
из возможных перспективных применений метода многочастотного 
лазерного зондирования атмосферы. К сожалению, в настоящее 
время трудно указать те функциональные соотношения, которые 
бы связали концентрацию аэрозолей в локальных объемах воз­
духа с градиентами температуры ДГ^(г), которые обусловливаются 
аэрозольным поглощением. Поэтому не представляется возмож­
ным содержательный анализ соответствующих обратных задач и
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схем обработки оптических данных. Можно лишь констатировать, 
что указанные соотношения существуют, и, следовательно, вели­
чины |3л\ образуют систему взаимозависимых парамет­
ров атмосферы в любом локальном ее объеме. Физические пред­
посылки для подобного утверждения можно найти в работах [24, 
33]. Не останавливаясь более на этой задаче, обратимся к методу 
многочастотного касательного зондирования атмосферы. В рамках 
этого метода также можно поставить задачу разделения компо­
нент рассеяния, если система уравнений (3.38) решена относи-
тельно р.с (Я, h) [К h) + p i“' {К h ) .

В многочастотных вариантах зондирования указанное разделе­
ние осуществляется путем решения линейных систем уравнений 
типа (3.39). В случае метода лазерного зондирования для этого 
привлекается один оператор перехода, а именно преобра­
зующий Р̂ ^ (̂Я) в (К). В методе касательного зондирования при 
разделении определяющими являются операторы Wic!сх и Ŵ d, \ c 
(см. (3 .37)), которые позволяют из /а(Я, h) выделить путем чис­

ленного решения системы (3.38) две оптические характеристики, 
а именно: ^sc{X,h) и Du{ X, h) .  Ясно, что оптические операторы 
более существенно доопределяют функционалы I[^sc,Diu X, h] 
в методе касательного зондирования, нежели это имеет место 
в первом методе. Поэтому можно вполне обоснованно утвер­
ждать, что только метод оптических операторов позволяет постро­
ить строгую и адекватную теорию интерпретации данных каса­
тельного зондирования атмосферы, осуществляемого на основе яв­
ления светорассеяния.

Выше мы рассмотрели те задачи, которые следует связывать, 
прежде всего, с оптическим мониторингом рассеивающей компо­
ненты атмосферы. Вместе с тем их практическое решение суще­
ственно усложняется необходимостью априорного знания высот­
ного хода показателя преломления аэрозольного вещества. Только 
оно делает возможным привлечение к интерпретации вычислитель­
ных схем с оптическими операторами типа Единственным
выходом в этой ситуации является соответствующее расширение 
задач, решаемых в рамках оптического мониторинга, и включение 
в их число дистанционного определения оптических констант 
атмосферных аэрозолей. Последнее диктуется также и тем об­
стоятельством, что реальные аэрозоли поглощают оптическое из­
лучение, и поэтому, помимо всего прочего, необходимо разделе­
ние оптической характеристики (z) на (z) и объемный ко­
эффициент поглощения (г). Следует заметить, что это в равной 
мере может относиться и к молекулярной компоненте, поскольку 
«идеальных» окон прозрачности в видимом диапазоне не суще­
ствует, и следовательно, с повышением точности измерительных 
систем необходима оценка величин )̂- Ниже дадим крат­
кую характеристику вычислительных методов, с помощью которых 
могут решиться подобные обратные задачи атмосферной оптики.
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Обратимся вновь к методу лазерного зондирования. В соответ­
ствующих схемах интерпретации исходная оптическая информа­
ция, представленная совокупностью {Siko, i = h  • • •, п; k =  l, 
трансформируется в спектральный ход аэрозольного коэффициента 
рассеяния и ослабления (|3, г) с помощью операторов

и я непрерывно зависящих от in' и in". Разность между 
полученными значениями и характеризует величину |3aV- 
В ряде случаев может оказаться предпочтительным оценку piV

осуществить с помощью оператора я, построение которого вы­
полняется так же, как и остальных операторов.

Если априори задать значения т' =  гйо и fn"= ino, то соответ­
ствующую схему интерпретации можно условно назвать «откры­
той». Ошибки А т ' и Ain" априорного задания указанных кон­
стант определяют точность задания исходных операторов и, сле­
довательно, надежность результатов обращения в целом. Навряд 
ли представляется возможным, учитывая нерегулярный высотный 
ход распределения аэрозолей в атмосфере, надежно задать функ­
ции т ' { \ г )  и in"('k,z).  Выше, при изложении теории оптического 
зондирования аэрозолей мы всегда исходили из того, что ^можно 
выделить некий слой от Z\ до Z2 , в пределах которого т"(Я, г) =  
==const. Ясно, что это предположение справедливо в определенных 

временных границах в связи с переносом аэрозолей и трансформа­
цией их химического состава в условиях реальной атмосферы.

Следует, однако, заметить, что априорные оценки показателя 
преломления аэрозольного вещества, сколько бы ни казались убе­
дительными, не гарантируют сами по себе достоверности резуль­
татов интерпретации. Поэтому вполне естественны попытки вве­
дения в схемы обращения приемов корректировки, которые не 
всегда достигают поставленной цели. В частности, иногда прибе­
гают к дополнительной минимизации невязки p(K's, (За) обращ ае­
мого уравнения K s = ^  по параметру in. Напомним, что зависи­
мость невязки р от m обусловливается зависимостью ядра 
K{fn,K, r)  интегрального оператора К. Полидисперсный интеграл 
Р(Я) для любого фиксированного Я можно представить в виде 
скалярного произведения ( / ( ( ml Я), 5 ). Откуда становится ясным, 
что существует множество пар (т ,  5(г) ) ,  которые могут удовле­
творять условию p{Ks,  |3а) ^  сг, Т. е. являться формально реше­
ниями обратной задачи. Подобная ситуация хорошо известна 
в практике обращения аэрозольных характеристик (см. рис. 2.9).

Возникающая неопределенность никоим образом не повышает 
уверенности в надежности результатов обращения. Единственной 
альтернативой в этом направлении является доопределение обра­
щаемого вектора %  соответствующими оптическими измерениями 
и включение в схему обращения дополнительных уравнений. В тео­
рии лазерной локации, которая излагалась во второй главе, по­
добная коррекция значений m {т'  либо в зависимости от 
конкретных особенностей исследуемых аэрозолей) осуществлялась
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на основе сопутствующих измерений спектральной прозрачности. 
Если считать известными значения A ( t ) = t ( Z 2 ) — t(Zi )  для каж­
дой рабочей длины волны %, то, полагая ^ e x , i  =  !^i  ( t ) / L ( 2 )  { i  =  
=  1, . . /г), можно воспользоваться системой уравнений (2.59)
для оценки значений m i = m { % i ) .

При исследовании системы (2.59) мы касались лишь тех
свойств функции корректировки ВЙ !я[/пД] ( Я е Л ) ,  которые были 
необходимы для обоснования единственности ее решений. Приме­
нительно к теории многочастотного касательного зондирования 
нам потребуется дальнейшая конструктивная доработка рассмот­
ренной ранее методики коррекции результатов обращения. Вна­
чале покажем, что Вех,п[т,%\  не зависит от спектра размеров 
частиц зондируемого слоя. Действительно, в данном случае речь 
идет об обращении вектора ^яа={|3яш (^=1 ,  • • п)} ,  поэтому для
элементарного слоя А (г) результат этого обращения можно пред­
ставить в виде вектора Sa =  Kna ряа. Поскольку оператор К  яа за ­
висит только от т ,  то компоненты вектора s» также суть функции 
этого параметра.

Напомним, что корректирующая функция я [т , К] — полидис­
персный интеграл Вех[гп,8,Ц с ядром Кех[т,Х,г]  и распределе­
ниями вида 5 (г. Sot), где Sa — найденный выше вектор. Подставляя
вместо Sot его представление Кйа^ло в интеграл, убеждаемся, что
B e x ! n [ i ^ y k ]  есть действительно функционал от in (К). Если для 
рассматриваемого слоя можно пренебречь зависимостью т от 
длины волны в пределах интервала оптического зондирования Л, 
то функция корректировки становится просто функцией параметра
Ш и записывается в виде я ( т Д ) . Очевидно, нет особой необ­
ходимости доказывать непрерывность этой функции по перемен­
ным in и X. Остается лишь напомнить, что каждая функция кор­
ректировки B i x ]  я связана с конкретным вектором Р<яа Это обстоя­
тельство мы подчеркиваем индексами: верхним «а» и нижним «я».

Независимость функций корректировки от вида спектра разме­
ров частиц означает, что для их численного построения в схемах 
интерпретации оптических данных требуется, по существу, тот же 
объем априорной информации, что и для расчета оптических опе­
раторов. Нетрудно заметить, что в обоих случаях речь идет об 
одном и том же аналитическом аппарате теории обратных задач 
светорассеяния полидисперсными системами частиц. В принципе 
можно было сразу вводить в методики корректировки данных об­
ращения операторы перехода типа как это, например, де­
лалось в теории поляризационного зондирования в п. 1.2. Однако 
выбранный нами способ изложения учитывал известные в атмо­
сферной оптике методики и подходы к оценке показателя прелом­
ления аэрозольного вещества. В частности, подобные функции 
подробно изучались и табулировались в обстоятельной работе [31], 
посвященной методам оценки оптических констант аэрозольных
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веществ. Отличие от предлагаемой нами методики состоит 
в том, что для расчета соответствующих полидисперсных интегра­
лов (спектральных и угловых характеристик светорассеяния) 
в указанной работе используются априорные данные прямого 
микроструктурного анализа. Построение корректирующих функций 
основано на оптической информации, и поэтому естественно до­
полняет схемы интерпретации данных оптического зондирования.

Использование корректирующих функций в той форме, в ка­
кой они строились выше, оправдано, когда т не зависит от Я. 
В этом случае оценка показателя преломления сводится к нахо­
ждению корня нелинейного уравнения я (т .  Я) =(3^;, (Я) для не­
которого Я=Я*, взятого из интервала оптического зондирования 
Л. Это дополнительное измерение |Зех(Я*) можно считать опорным 
(то же самое «контрольным») для преобразования в пре­
делах Л. Если в эксперименте представляется возможным одно­
временное измерение нескольких значений ^ех(Х),  то удается оце­
нить достоверность предположения о независимости m от Я в пре­
делах Я при прочих равных условиях. Для случая, когда 
корректировка осуществляется по спектральному ходу т (Я ) ,  не­
обходимо несколько видоизменить схему вычислений.

Допустим, что, как и ранее, осуществляется обращение данных 
многочастотного лазерного зондирования, т. е. вектора ряа={|3яш, 
/ = 1 ,  . . ., п},  и известен опорный вектор §ехо={^ех, io, l = h  • • •, 
Черта сверху в последнем случае означает, что коэффициент 
ослабления определен как среднее значение для всего зондируе­
мого слоя от Zl до Z2 и не связан с каким-либо локальным объ­
емом внутри указанного слоя. Подобное обстоятельство всегда 
следует подчеркивать при обращении локационных данных, по­
скольку не представляется возможным сопровождать их локаль­
ными измерениями коэффициента ослабления. Исключением яв­
ляются нефелометрические измерения, выполняемые на борту са­
молетов-лабораторий.

Прибегая к помощи оптического оператора W iV , л ,  МОЖНО по­
строить преобразование ^ л ~ ^ ^ е х  где компонентами указанных век­
торов служат усредненные по г спектральные измерения Ряг} и 

{ b e x , i )  ( i = l ,  . . п).  Это Приводит нас к системе уравнений от­
носительно неизвестных Ш\ ,  . . ., гпп.

=  г =  1, . . . .  П. (3.47)
/ = 1

Элементы матрицы {со//}— функции компонент вектора т  =  
=  {fhi). Численный метод нахождения вектора m может быть 
основан на вариационном подходе, т. е. на минимизации соответ­
ствующей оптической невязки (квадратичной формы на векторах
из вида

9ех, я (гп) ~  I ^ е х ]  пРла ^ех, о |/2 * (3.48)
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Подстрочный индекс «а» означает, что соответствующие векторы 
составлены из оптических измерений, которые являются прибли­
женными величинами. В принципе не обязательно использовать 
векторный формализм. Можно рассматривать и функционал 
р [ т ( Я ) ] ,  вводя справа в (3.48) норму в L2. Следует иметь в виду, 
что лидарные измерения ocyщectвляютcя с ошибкой, характери­
зуемой величиной ajt, а фотометрические — Это обстоятельство 
не подчеркивалось в записи (3.48), чтобы избежать усложнений. 
В дальнейшем вместо обозначения р̂ х, я, подстрочная часть кото­
рого унаследована от соответствующего оператора, будем исполь­
зовать запись

Теперь роль функции корректировки играет форма (3.48), по­
строенная на двух измеренных векторах Ряст и §ех, а- Невязку pix^ 
можно использовать и для оценки одного значения т как некото­
рого среднего для всего интервала Л. Если при этом окажется, что

p i x ^  с̂тЦРел:, a ll, где G сопоставимо с Gex, ТО найденное значение т ' ^  
вполне приемлемо в пределах точности оптических измерений как 
оценка среднего значения функции т(К),

То, что в процессе обращения вектора Ряа осуществляется кор­
ректировка по показателю преломления с использованием опор­
ного вектора %х, а , делает в целом методику интерпретации зам­
кнутой в рамках используемой морфологической модели дисперс­
ной среды. Конечно, одного опорного вектора ^хе, о для того, чтобы 
устранить неопределенность в т'{Х) и т"{Х)  при обращении 
лидарных измерений {5а(г, Я , ) ,  i = \ ,  . . ., п}, недостаточно. Однако 
во многих задачах, связанных с лазерным зондированием атмо­
сферных аэрозолей, состоятельной оценки т ' ( Я )  либо т''(к)  ока­
зывается вполне достаточно для эффективного обращения оптиче­
ских данных. Вместе с тем это не исключает необходимости даль­
нейшего развития теории оптического мониторинга атмосферы, 
в котором геометрические схемы зондирования обеспечивали бы 
больший объем измерительной информации о характеристиках 
светорассеяния и тем исключали необходимость априорного зада­
ния оптических констант дисперсной компонентны рассеяния.

3.3.2. Метод спектральной прозрачности 
в задачах корректировки обращения оптических данных

При разработке методик корректировки результатов обращения 
оптических данных, получаемых с использованием систем дистан­
ционного зондирования атмосферы, мы опирались на спектраль­
ные фотометрические измерения. Подобные измерения можно свя­
зывать с соответствующим методом оптического зондирования 
атмосферы, назвав его условно методом спектральной прозрач­
ности. При использовании этого понятия ниже подразумевается, 
что речь идет об определении спектрального хода т ( Я )  в преде­
лах некоторой трассы длиной L. Подчеркивая последнее обстоя­
тельство, будем писать т ( Я ,  L). В этом методе определяемая
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оптическая характеристика рассеивающей среды с измеряемой 
интенсивностью /(Я, L) связана соотношением

т(Я, L) =  - \ n I { K  ^)///(^), (3.49)

где /о (Я)— интенсивность источника, расположенного на расстоя­
нии L от приемника.

В задачах оптического зондирования аэрозолей мы, есте­
ственно, заинтересованы в уменьшении трассы L, с тем чтобы ре­
зультаты последующего обращения характеристики 
=  т(Х, L ) / L  были увязаны с возможно меньшим освещенным 
объемом исследуемой среды. Однако в условиях высокой прозрач­
ности атмосферы величина I(Х, L) близка к /о(Я), и операция 
логарифмирования эмпирических данных становится неустойчи­
вой. В силу этого предпочтительно использовать при малых L 
(соответственно близких /(X) и /о(Я)) регуляризирующие мето­
дики оценки т(Я). Их нетрудно построить на основе метода об­
ратной задачи светорассеяния. Действительно, аэрозольная опти­
ческая толща может быть представлена полидисперсным
интегралом с ядром Кех (л Я), т. е. виде L-[Kexs)  (Я). Используя
обратный регуляризирующий оператор KJx, а, нетрудно построить 
преобразование Та->Та. Соответствующие примеры обработки 
экспериментального материала приведены в работе [15]. Однако 
так или иначе в атмосферно-оптических исследованиях метод 
спектральной прозрачности остается все же методом оценки про­
странственно усредненных (интегральных) характеристик рассеи­
вающей компоненты атмосферы. В этом отношении уместно за ­
метить, что в методе лазерного зондирования предельное про­
странственное разрешение Amin (-г) сопоставимо с величиной 
с А//2, где А  ̂— длительность генерируемого лазером светового 
импульса и с — скорость света. Поскольку At  может достигать 
малых значений (порядка 10“® с), то лазерная импульсная лока­
ция выступает, прежде всего, как метод локального исследования 
атмосферы и прежде всего ее рассеивающей компоненты. Это 
делает ясным, почему измерения т(Я) использовались нами для 
корректировки результатов обращения лидарных измерений, а не 
наоборот. Оптическая информация, получаемая различными ме­
тодами при исследовании пространственно протяженных рассеи­
вающих сред,"'существенно различна в указанном выше смысле, и 
требуется определенная осторожность при совместном обращении 
соответствующих измерений.

Обращение спектральной оптической толщи т(Я), измеренной, 
скажем, с помощью солнечного радиометра и относящейся ко всей 
толще атмосферы, является одной из распространенных обратных 
задач оптики аэрозоля, если судить по количеству работ, публи­
куемых на эту тему. Интерес к этой задаче, по всей видимости, 
обусловлен не той информацией, которую можно здесь получить, 
а простотой вычислительных схем обращения и доступностью 
оптических измерений.

180



в  связи с использованием спектрального хода т(Я) для кор­
ректировки результатов обращения информации, получаемой 
с помощью более сложных оптических систем, представляет инте­
рес дать краткий анализ информационных возможностей метода 
спектральной прозрачности в исследовании аэрозолей. Разделение 
т(Я) на аэрозольную компоненту и молекулярную

Z(X)

Рис. 3.3. П римеры двух реализаций спектрального 
хода аэрозольной оптической толщ и по д а н ­

ным [2].

осуществляется, как правило, на основе радиозондовых измерений
и последующем расчете профилей г). В качестве примера
на рис. 3.3 приведены две реализации относящиеся ко всей
толще атмосферы по данным работы [2]. Их обращение на основе 
тех методов, о которых шла речь в п. 1.4 (подробно методика 
анализа и обращения изложена в работе [15]), приводит
к распределениям, представленным на рис. 3.4.

Полученные спектры несущественно отличаются от модельного 
распределения степенного вида с показателем v =  —3 (распреде­
ление Юнге). При этом оптическая характеристика ^ех[5мЛ] 
с указанным модельным распределением хорошо аппроксимирует 
измеренные для всех Я ^ 0 ,5  мкм. Следует заметить, что подобный 
результат является вполне типичным при обращении спектральной 
аэрозольной толщи х^^ЦХ). Значительное пространственное усред­
нение приводит к распределениям, близким к хорошо известным 
типовым спектрам размеров аэрозольных частиц, лежащих в ос­
нове так называемых микроструктурных аэрозольных моделей. 
Этот вывод в полной мере подтверждается обстоятельными ис­
следованиями в работе [30]. В силу этого спектральные измере­
ния т<̂ (̂Я) предпочтительно рассматривать как источник инфор­
мации о среднем значении показателя преломления аэрозольного

18f



вещества в атмосфере. Извлечение этой информации может быть 
осуществлено в рамках метода корректирующих функций, о чем 
подробно говорилось выше.

Интересно отметить, что при измерении с помощью
солнечного радиометра можно заметно увеличить получаемый 
объем измерительной информации за счет измерения рассеянной

п(г )  .
N(r>0,1) мкм

Рис. 3.4. Спектры разм еров по результатам  о б р а ­
щ ения спектральны х данны х (кривы е / ,  2 на 

рис. 3.3).
Кривая 3 — степенное распределение с показателем v=3.

солнечной радиации в области ореола. Практическая реализация 
этой возможности описана в работе [29], в которой спектральные 
измерения осуществлялись на длинах волн 0,399; 0,55; 0,63;
1,03 мкм. Ореольные измерения охватывали область углов 
Измерительная информация теперь представляется массивами 
{тГ^} и {Dn,i j ,  i = \ ,  2, 3, 4; / = 1 ,  . . ., т}.  В предположении 
однократного рассеяния в области ореола эти данные объединя­
ются в одну систему уравнений относительно функции распреде­
ления s (r ) ,  а именно:

j  К е х  {т, S ( г )  dr  =  хТУL;
R

&/. r) +  i,{Xt, r ) ]s{r)dr  =  D, , , t i / l ,
(3.50)
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где L — эффективная геометрическая толща атмосферы [29]. Весь 
объем измерительной информации здесь используется для оценки 
спектра размеров частиц при априорном задании показателя пре­
ломления, как это делалось в работе [29].

Включение ореольных измерений в единую схему обращения 
позволяет получить более достоверную информацию о спектре 
частиц в зондируемом столбе атмосферы. Это связано с тем, что 
ореольные измерения в значительно большей степени чувстви­
тельны к концентрации крупных частиц, нежели спектральный ход

(Я) для выбранного интервала оптического зондирования Л =  
=  [0,399; 1,03 мкм]. Для иллюстрации этого в табл. 3.2 приве­
дены значения величин

У ] П =  \ K e x . i ( r ) s ( r ) d r l  \ K e x . i { r ) s { r ) d r ,
Г; '«,=0.05

рассчитанные по результатам обращения. Как следует из таблицы, 
спектральный ход в большей степени чувствителен к ва­
риациям фракции частиц в пределах размеров 0,1 мкм,.

(а)поскольку их оптическии вклад в т/ является определяющим. 
Измерения / )ц (Я , '&) позволяют более достоверно оценить концен­
трацию частиц, размеры которых г >  2 мкм.

Если вернуться к проблеме корректировки лидарных измерений
на основе оптических данных {тГ\ Du, г/}, то следует заметить, 
что невязка которая теперь должна рассчитываться с исполь­
зованием двух оптических операторов перехода Wex! а и (см.
(3.48)), будет более информативна относительно значений т .  Во  ̂
всяком случае соответствующие оценки т*  должны быть более 
достоверными, поскольку теперь «охватывает» больший интер­
вал размеров зондируемых частиц, что очень важно при больших

Таблица 3.2:
Значения относительного оптического вклада отдельны х фракций  

частиц в характеристики светорассеяния единичными освещенными 
объем ам и (%) для т =  1,5—0,01/[29].

Измерение
0,05-0,1 0 ,1 -1 1 - 2 2—4 4 - 6 6—8 8—10 10—15

т ( К)
А. =  0,55 мкм 
А =  0,399 мкм

2,37
6 , 0

77,9
75,6

6,19
5 ,7

3 ,9
3,3

4 ,0
3 ,9

3.8
3 .9

1,5
1 , 2

0 , 8
0,7

D n  ( ^ ,  Щ  
X =  0,55 мкм 

0 - 1 , 8 8 °
0 , 2 15,3 7,1 2 0 , 1 36,2 1 1 , 8 4 ,6 4 ,8
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пространственных усреднениях оптических данных. По всей види^ 
мости, это все, что могут добавить ореольные измерения при 
исследовании атмосферных аэрозолей. Сами по себе ореольные 
измерения мало чувствительны к вариациям показателя прелом­
ления и в этом план€ несуществе_нно «обогащают» зависимость 
невязки от искомой константы in.

Корректировка обращения лидарных измерений с использова­
нием является простейшей, но далеко не самой эффектив­
ной. Бесспорно, лучшим вариантом является использование само­
летной оптической лаборатории, осуществляющей по трассе 
полета периодические измерения оптических характеристик атмо­
сферы с помощью поляризационного нефелометра. Особая цен­
ность этих измерений состоит в возможности прямого разделения

на компоненты и В методах корректировки это соот­
ветствует оценке вещественной т'  и мнимой т"  частей комплекс­
ного показателя преломления аэрозольного вещества. В этих же 
целях можно использовать и данные так называемого ракетного 
зондирования атмосферы [18].

Изложение метода спектральной прозрачности в главе, посвя­
щенной теории касательного зондирования, далеко не случайно. 
Дело в том, что если в геометрическей схеме этого метода поло­
жить г!)о=л/2 (отсчет угла ведется от вертикали У в точке О 
рис. 3.11), то измеряемые в точке D интенсивности пропорцио­
нальны ехр {—x{D'D)}.  Роль функции источника играет вели­
чина с{%). Таким образом, фотометрические измерения вдоль се­
кущих (то же самое трасс переменной длины) при необходимости 
могут быть выполнены оптическими системами космического зон­
дирования.

Разработка соответствующей теории интерпретации в настоящее 
время ведется в связи с зондированием профилей концентрации 
газовых составляющих. При этом длины волн зондирования выби­
раются в линиях поглощения соответствующих газов. Измеряемая 
оптическая толщина теперь содержит три составляющих, а именно:

х̂ м) ^ Первые два слагаемых отвечают за рассеяние аэро­
зольной и молекулярной компонент. Величина обусловлена
указанным выше поглощением. Необходимость оценки вновь 
нас приводит к задаче разделения, математическая формулировка 
которой аналогична выражениям (3.39). Методы решения подоб­
ных систем мы рассмотрим в четвертой главе.

3.3.3. Корректировка обращения оптических данных 
в методе касательного зондирования

Теория многочастотного'* касательного зондирования рассеива­
ющей компоненты атмосферы, изложенная выше, основывалась 
на операторах Wsc^ex и sc, которые непрерывно зависят от
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оптических констант т'  и т "  вещества исследуемой дисперсной 
среды. Строго говоря, они являются операторозначными функ­
циями указанных параметров [8]. Практические приложения тео­
рии требуют соответствующего доопределения системы уравнений 
(3.37) и построения замкнутых схем интерпретации оптических 
данных, получаемых в рассматриваемом методе дистанционного 
зондирования атмосферы.

Первая возможность построения подобных схем основывается 
на использовании оптических данных по спектральной прозрачно­
сти, т. е. измерений т(Я, Zi) и т(Я, Z2) для некоторого набора длин 
волн из интервала Л. Величины Z\  и Z2 указывают, как к 
ранее, на интервал высот [Zi, Z2], в пределах которого справед- 
ЛИВЫ  исходные соотношения метода касательного зондирования. 
В соответствии с алгоритмами обращения, изложенными в п. 3.1,. 
данные {t(^ i,Z i)}  используются в качестве граничных условий 
для системы уравнений переноса. Для корректировки результатов 
обращения по показателю m у нас остается тогда информация 
в виде массива данных {т(Я ,̂ Z2), i = l ,  . . . ,  п}. В простейшей- 
форме система уравнений корректировки примет вид

Z2) =  Tg(^i, Z2), i =  l, . . ., ti. (3.51)

В более общем случае строится форма P t ( m )  типа (3.48), в ко­
торую войдут соответствующие оптические операторы. Следует, 
однако, иметь в виду, что подобный способ корректировки встре­
чает определенные затруднения. Дело в том, что если рассматри­
вать слой атмосферы от Z i =  10 км до Z 2= 50  км, поскольку к нему 
прежде всего относятся уравнения переноса вида (3.13), то соот­
ветствующие величины Ai{x) =x{k i ,  Z 2) — т(Я/, Z\) будут чрезвы­
чайно малыми, и замерить их наземными средствами с надлежа­
щей точностью навряд ли удастся. Несколько лучше обстоит дело 
в случае зондирования нижней стратосферы в условиях повышен­
ной аэрозольной замутненности, что наблюдается, например, при 
извержении вулканов [32]. Поэтому в целом трудно говорить об 
эффективности корректировки обращения данных касательного 
зондирования по спектральным фотометрическим измерениям 
т(Я). Большей эффективности можно добиться на основе периоди­
ческих прямых заборов частиц из воздуха и оценки их оптических 
констант, как это, например, делалось в работе [28] при высот­
ном лазерном зондировании атмосферы.

Вместе с тем если последовательно развивать методологию 
оптического мониторинга, то нетрудно прийти к идее объединения 
рассмотренных выше методов касательного и лазерного зондиро­
вания в единый метод оптического исследования атмосферы, пре­
одолевая тем самым неопределенности в интерпретации данных, 
которые присущи каждому из них в отдельности. Будем полагать, 
что лидар, так же как и спектральный фотометр, с помощью ко­
торого осуществляется касательное зондирование, установлен на

185-



€орту станции космического наблюдения. Лидарные измерения по 
времени и пространству необходимо согласовать с фотометриче­
скими, с тем чтобы получаемая оптическая информация о свето­
рассеянии в атмосфере составляла единый взаимосвязанный мас­
сив исходных данных. В частности, если справедливо предполо­
жение о сферической однородности полей оптических 
характеристик атмосферы, то пространственное согласование гео­
метрических схем зондирования осуществляется достаточно просто 
и специальных пояснений он требует. В простейшем варианте син­
хронного зондирования достаточно в каждой точке на орбите по­
лета станции (например, в точке D рис. 3.1) едновременно с фо­
тометрическими измерениями лидаром измерять профили Ря(г) 
ло вертикали. Задавая для зондируемого аэрозольного слоя, рас­
положенного в пределах [Zi, Z2s], значение показателя преломле­
ния т ,  по данным лазерного зондирования можно осуществить
прогноз профилей (z) с помощью оператора перехода 
для всех длин волн, на которых ведутся фотометрические изме­
рения.

Но с другой стороны, как уже было показано выше, при из­
вестном значении т (либо mXi) ( /= 1 ,  . .., п), если показатель
зависит от длины волны К) профиль компонент вектора также 
может быть восстановлен и по данным многочастотного касатель­
ного зондирования. Это обстоятельство открывает возможность 
взаимной корректировки результатов обращения оптических дан­
ных, получаемых методами лазерного и касательного зондирова­
ния. При этом главным является то, что корректировка по пока­
зателю возможна в пределах каждого локального объема зонди­
руемой среды, ограниченного допустимым пространственным 
разрешением в эксперименте. Поэтому обращение совместной оп­
тической информации позволяет построить профили Рех(Я, г),

(Я, Т0’, г), а также и т{К,г) .  Подобное сочетание двух методов 
в одной схеме зондирования существенно выигрывает по сравне­
нию с той корректировкой, которая возможна при использовании 
спектрального хода оптической толщи Ах (Я), измеряемой методом 
спектральной прозрачности.

Предлагаемый подход к зондированию атмосферы можно было 
бы условно назвать комплексным оптическим методом. Однако 
подобное название навряд ли будет оправданным в полной мере. 
Действительно, в основе зондирования здесь лежит одно физиче­
ское явление, а именно явление рассеяния оптического излучения 
на частицах и молекулах воздуха. Поэтому разумно говорить 
просто об одном методе с более сложной геометрической схемой 
зондирования, в которой осуществляются синхронные измерения 
по двум различным направлениям в атмосфере. Одно из них на­
правлено по радиусу в каждой точке наблюдения D, движущейся 
по круговой орбите, второе — параллельно некоторому заданному 
вектору (на рис. 3.1 это вектор по). В связи с этим замечанием 
ниже будем просто говорить о методе оптического зондирования
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рассеивающей компоненты атмосферы с орбитальной станции. 
Соответствующая оптическая информация, получаемая в этом 
методе, теперь представлена массивом измерений {Ря,ij, hj,  t = l ,
. . п\ j =  1, . . . ,  m}, где индекс i связан с дискретным набором длин 
волн зондирования {Я,}, а / обусловлен пространственной дискре­
тизацией по переменной h (то же самое г).

В предлагаемом методе варианты построения корректирующих 
функционалов могут быть самыми разнообразными, и выбор кон­
кретного из них должен осуществляться с учетом возможностей^ 
измерительного комплекса и условий проведения оптических экс­
периментов. Не вдаваясь в подробные обсуждения, которые были 
бы пока совершенно излишними, кратко обсудим лишь два про­
стых варианта. В первом из них оценку показателя преломления 
свяжем с оптической невязкой вида

(га) -  {р, |рла -  I  +  ргЦряа -  (3.52>

где р\ и р2 — некоторые весовые множители, а Dn =  {Dii(Я/)} к  
{Рех(Я^)} определяются из решения систем (3.38) и (3.39) 

для любых фиксированных значений гпс =  гп{Ь).  Компоненты ука­
занных векторов суть непрерывные функции по переменным ГП{. 
В схеме обращения они определяются той оптической информа­
цией, которая получена по схеме касательного зондирования, т. е. 
вектором измерений 1а. Этот факт подчеркивается подстрочным 
индексом «/» в выражении (3.52). Невязка (3.52) записывается: 
для каждого элементарного слоя, заключенного между точками 
Zj и Zj+i по высоте. Минимизация этой квадратичной формы дает 
оценку величин m{Xi,Zj) для всех i и /. Порядок соответствующих 
вычислений определяется структурой итерационной схемы (3.38) 

Практическая реализация подобной схемы интерпретации 
требует разработки специального программного обеспечения. При 
этом ее необходимо дополнить функциональными соотношениями, 
учитывающими вклад в функцию источника, обусловленный отра­
жением от подстилающей поверхности, а также эффекты много­
кратного рассеяния. Изложение этих вопросов выходит за рамки- 
настоящего раздела.

Применение невязки (3.52) в схемах интерпретации оправдано 
в тех случаях, когда в нашем распоряжении находится достаточно 
«качественная» исходная информация (скажем, а ^ 0 ,1 ) .  В про­
тивном случае разумно прибегнуть к некоторым упрощениям, со­
образуясь с возможностями используемой оптической аппаратуры. 
В частности, определенные затруднения вызывает измерение 
с орбиты профилей Р я а  ДЛЯ СЛОЯ 10 к м ^ г : ^ 5 0  км в силу малых 
объемных коэффициентов обратного рассеяния на этих высотах. 
В этой ситуации разумно отказаться от попыток их корректного 
измерения и прибегнуть к оценке интегральной величины

Z2
\  S „ { z ) d z l { Z 2 - Z , )  (3.53)

il
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для каждой рабочей длины %i. Наличие одного усредненного по 
слою измерения делает возможной оценку среднего для слоя по­
казателя т .  Корректировка векторов ^ех и Du, получаемых по 
схеме (3.38) — (3.39) на основе обращения вектора 1а, осуществля­
ется также в среднем для зондируемого слоя в целом. Применение 
одночастотного лидара заставляет нас отказаться от учета зави­
симости т (Я ) ,  что существенно упрощает вычислительные схемы 
обращения, разумеется с соответствующей потерей количества 
информации, получаемой об атмосфере.

Второй вариант схемы интерпретации в предлагаемом методе 
-оптического зондирования с космической орбиты основывается на 
квадратичной форме вида

p''»(m) =  | | l a - / ( M l k -  (3.54)
Компоненты вектора 1(Ряа) суть величины /(Я/, h) ( / =  1 , . . . , /г), 

рассчитанные через Ьп{Ки г) и |Зех(Яг, z) которые, в свою оче­
редь, восстанавливаются по экспериментальному вектору Ряа для
фиксированных значений m{Xi) с помощью операторов и

л соответственно. Иными словами, 1(Рла) — это значения ин­
тенсивностей спектрального оптического сигнала при касательном 
зондировании атмосферы, прогнозируемых по данным многочас­
тотного лазерного зондирования с использование^'метода обрат­
ной задачи (то же самое метода оптических операторов).

Формально выражения (3.52) и (3.54) эквивалентны друг 
другу, однако при обработке экспериментальной информации их 
эффективность может быть существенно различной. Выбор способа 
оценки показателя требует проведения предварительных числен­
ных экспериментов с учетом характеристик реальной атмосферы 
и информационных возможностей соответствующих технических 
систем зондирования из космоса. Изложение постановки задач 
моделирования и обсуждение его результатов выходит за рамки 
настоящего исследования, целью которого является разработка 
методов обращения данных по светорассеянию в атмосфере.

В ряде случаев невязку (3.52) можно упростить, ограничив­
шись одним слагаемым, т. е. записав ее в виде

р Г ’ ( т )  =  |;р„. -  г Hr,. (3.55)

Для того чтобы понять, как соотносятся оценки гп в этих двух 
вариантах, необходимо обратиться к предыдущему разделу, где 
говорилось о возможном использовании значений коэффициента 
направленного светорассеяния Du  в схемах обращения. Как по­
казывает численный анализ оптических измерений, если погреш­
ность не ниже 10 %, то упрощенный вариант невязки (3.55) вполне 
оправдан при обработке экспериментальных данных. Аналогичное 
упрощение можно записать и для (3.54), используя в невязке один 
оператор Wex, я. Имеем

p l l 4 m )  =  b e x - W i V . 4 n o k .  (3.56)
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Вектор ^ех находится по вектору Ig и непрерывно зависит от 
параметра т ,  так же как и оператор в (3.56).

При обработке данных многочастотного зондирования с пер­
вого взгляда достаточно трудно отдать предпочтение какому-либо 
из рассмотренных вариантов корректировки. Однако в простых 
случаях выбор напрашивается сам собой. Так, например, выраже­
ние (3.55) разумно использовать, когда лазерное зондирование 
осуществляется на одной длине волны, скажем Я*, а фотометриче­
ские измерения в спектральном интервале Д. В этом случае 
оценку показателя /тг(Я*) удобно выполнить путем численного 
решения нелинейного уравнения вида

в Г > ( т ,  Г )  =  Ряа (>.*), (3.57)
Т . е. с использованием корректирующих функций. Численное ре­
шение (3.57) эквивалентно минимизации невязки (3.55) для од­
ного лидарного измерения. Если при этом число спектральных 
фотометрических измерений невелико (скажем, / г ^ З ) ,  то построе­
ние функции корректировки для уравнения (3.57) можно выпол­
нить в параметрической форме, т. е. прибегнуть к построению 
параметрического полидисперсного интеграла Вл,^м [ f h , V) .  При 
изменении ситуации на обратную, т. е. когда в геометрической 
схеме зондирования с орбиты используются многочастотный ли­
дар и одночастотный солнечный фотометр, мы вынуждены исполь­
зовать квадратичную форму (3.56) и соответствующий ей аналог 
типа (3.57) с корректирующей функцией {т, X*).

В связи с тем что одночастотные варианты зондирования наи­
более просты в техническом отношении, необходимо кратко кос­
нуться соответствующих методик интерпретации. В рассматривае­
мом случае оба измерительных канала в схеме зондирования 
имеют одну рабочую частоту. Возможные схемы интерпретации 
могут быть самыми различными в зависимости от вида и досто­
верности привлекаемой при этом априорной информации. Про­
стейший вариант может быть связан с введением в схему интер­

претации лидарного отношения Ь как некой средней величины для 
всего зондируемого слоя. Используя лидарные измерения профиля 
Ря(г), можно рассчитать профиль р^^(г) =5Ря(г)  и, следовательно, 
оценить величины Аг(т) ( /= 1 ,  . .., т)  в системе (3.23), которая 
становится в результате вполне определенной относительно век­
тора I. Таким образом, ценой априорного задания лидарного от­
ношения в рамках рассматриваемого метода зондирования удается 
построить высотный ход коэффициента направленного светорас­
сеяния для фиксированного угла ^  (см. рис. 3.1). Эта оптическая 
характеристика играет роль функции источника в уравнениях пе­
реноса, поэтому ее знание необходимо для численных расчетов по 
переносу солнечной радиации в атмосфере.

В заключение остается заметить, что геометрическая схема 
зондирования, сочетающая в себе лидарные и фотометрические 
измерения по параллельным секущим, позволяет учесть в схемах
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интерпретации неоднородность в пространственном распределении 
аэрозольной компоненты. Соответствующие аналитические построе­
ния достаточно просты и могут быть опущены.

3.3.4. Примеры численного анализа основных операторов 
теории многочастотного оптического зондирования

Точность оценки показателя преломления, получаемой на ос­
нове минимизации невязок типа (3.55) и (3.56), в значительной 
степени определяется характером зависимости операторов от 
искомого параметра т .  В первом приближении эту зависимость 
можно характеризовать вариацией нормы операторов, т. е. вели­
чиной 6m(l|W||), обусловленной отклонением in от исходного зна­
чения /По. Чем больше эта величина, тем более четко локализуется 
экстремум невязки р и тем точнее можно оценить in* при прочих 
равных условиях. К сожалению, анализ точностных характери­
стик в указанных терминах не очень нагляден, поэтому ниже 
ограничимся менее строгим, но более простым способом исследо­
вания эффективности схем интерпретации.

Будем изучать преобразования и Рел:->Рл, которые
осуществляются операторами WiV, соответственно. Зави­
симость указанных операторов от показателя преломления непо­
средственно влияет на эффективность этих преобразований, что 
позволяет исследовать одновременно и свойства самих преобразо­
ваний, и зависимость операторов от параметра in.

В качестве исходного экспериментального материала были 
выбраны значения коэффициентов направленного светорассеяния, 
измеренные для атмосферной дымки приземного слоя =
=  50°) и Dll (Р ь '&= 178°). Измерения осуществлялись с помощью 
двух поворотных нефелометров [21]. Значения Dn (Я/,'б’= 50°)  
отождествлялось в наших расчетах с коэффициентом аэрозольного 
рассеяния Р̂ с, i — Р̂ с (Ki) в соответствии с так называемым нефе- 
лометрическим методом измерения Psc [21], а D n(P2, 'в’=178°) —  
с Рд̂  =  Рд(Я^). В численных исследованиях, которые последуют 
ниже, подобные допущения не столь существенны, поскольку эф­
фективность оптических операторов можно изучать для любых 
массивов оптической информации. Представление о преобразова­
нии Pcs-^Р л  может дать и оператор, преобразующий совокупность 
{£>11, а (Я,-, #  =  50°), г= 1 , . . . ,  п} в 0=178°)}. С точки зре­
ния атмосферной оптики и разработки эффективных методик ин- 
терпретации нефелометрической информации это не менее инте­
ресная задача.

С учетом методологических и измерительных погрешностей 
можно полагать, что общая ошибка определения указанных ха­
рактеристик Psc и Ря не превышала 20 %. Помимо этого следует 
заметить, что используемый нами экспериментальный материал,, 
представленный реализациями векторов / = 1 ,  . . п} и

Psc, а =  {Psc, а (Я/)}, содержит значительные случайные компоненты 
(нерегулярные составляющие). Последние обусловлены флуктуа-
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циями концентрации частиц в малых освещенных объемах. В част­
ности, в данном случае освещенный объем в среднем не превышал 
5  л для используемой аппаратуры. Основной причиной подобных 
флуктуаций для нефелометров с открытым объемом следует счи­
тать влияние атмосферной турбулентности на спектр размеров ча­
стиц. Учет подобных нерегулярных компонент очень важен при 
оценке эффективности методик интерпретации экспериментальных 
данных. Дело в том, что все оптические характеристики, восста­
навливаемые с помощью операторов сами по себе являются
вполне регулярными (гладкими) функциями. Подчеркивая это 
обстоятельство, преобразование Ря-^Psc следует писать в виде

^ло~^^5с,а. (3.58а)

что выше всегда и делалось.
Вторая особенность преобразования (3.58а) состоит в том, что 

размерность получаемого вектора ŝc, а в принципе может быть 
любой (для этого достаточно знать лишь спектральный ход т{Х)  
в любой, наперед заданной системе узлов {Ij} в интервале Л), 
поэтому ниже не будем делать различий между векторами, снаб­
женными индексами «а» и соответствующими непрерывными ана­
логами. В частности, результатом преобразования (3.58а) вполне 
можно считать и непрерывный спектральный ход р̂ с, а (I).

Очевидно также, что сравнивать между собой векторы Psc, а и 
psc, о навряд ли разумно при оценке эффективности преобразова­
ния, осуществляемого операторами п- Соответствующие им 
непрерывные аналоги р̂ с, а(М И Р SC, а(Я) Принадлежат различным 
классам функций (см. п. 1.3). В связи с этим обратимся к опера­
торам восстановления которые были введены выше в теорию 
обратных задач оптики дисперсных сред в первой главе и до сих 
пор не использовались в схемах интерпретации оптических изме­
рений. Операторы определены в той же мере, что и операторы 
перехода т. е. требуют для своей численной реализации того
же объема априорной информации. В частности, оператор для 
рассматриваемого здесь случая позволяет осуществить преобразо­
вание

Psc, а Psc, а- (3.586)

Чтобы В дальнейшем не путать векторы, получаемые с помощью
(3.58а) и (3.586), первый вектор будем обозначать через pic.^a, 
подчеркивая то обстоятельство, что его компоненты прогнозиру­
ются по спектральному ходу оптической характеристики Ряа (Я).

Преобразование (3.586), осуществляемое оператором сле­
дуя изложенной ранее концепции, рассматривается как восста­
новление непрерывного хода характеристики Psc(^) по дискрет­
ным приближенным измерениям в пределах интервала оптиче­
ского зондирования Л. Однако в контексте данного раздела нас
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интересуют не аппроксимационные задачи (о них подробнее речь
пойдет ниже), а то, что оператор действуя на вектор ^ sc, оу
подавляет в нем случайную (нерегулярную) компоненту и по­
рождает вполне регулярную функцию Psc, а (Я), функции р1с,^а(Я> 
и Psc, а (Я), порождаемые преобразованиями (3.58а) и (3.586), со­
поставимы по своим аналитическим свойствам (скажем, по глад­
кости). Поэтому их сопоставительный анализ дает возможность 
оценить и исследовать эффективность указанных преобразований 
при условии, конечно, что исходные экспериментальные векторы 
Psc, G И связаны с одним и тем же рассеивающим объемом.
Оператор Vi?  есть интегральный оператор и обладает свойством 
подавлять нерегулярные (осциллирующие) компоненты в экспе­
риментальных векторах. Поскольку функции р1?,^а(Я) и Psc, а(Я) 
характеризуются близкими мерами гладкости, эффективность 
преобразования (3.58) будем оценивать нормой их отклонения 
друг от друга.

Следует подчеркнуть, что при решении аппроксимационных 
задач, когда, например, по вектору Ржт прогнозируется спектраль­
ный ход Psc, а (Я), предварительная оценка вектора р па чрезвы­
чайно важна с точки зрения повышения достоверности получаемых 
результатов. Действительно, правомерность метода оптических 
операторов зависит от того, в какой мере в условиях рассматри­
ваемого эксперимента выполняются исходные физические допу­
щения. В основном они касаются оптической эквивалентности 
реальной дисперсной среды и модельной полидисперсной системы 
сферических частиц. В первом приближении эту эквивалентность 
естественно связывать с возможностью аппроксимации оптических 
характеристик реальных рассеивающих сред полидисперсными 
(одномерными) интегралами с ядрами теории Ми. Соответственно 
с этим принципом схемы интерпретации дополняются условиями 
вида

ll(V'“* - / ) p a k < o | p „ t .  (3.59)

Конечно, подобное условие не гарантирует в полной мере того, 
что найденная функция Ра (Я) будет близка к точному значению 
Ро(Я) в пределах величины а, однако оно является необходимым 
для гарантии эффективности более сложного оптического преоб­
разования, каким является, в частности, (3.5а).

Рассмотренная выше процедура касается прежде всего чис­
ленного анализа экспериментального материала. В модельных 
численных экспериментах, когда непосредственно задается исход­
ная функция ро(Я) и строятся некоторые «возмущенные» аналоги 
Ра (Я) с их последующим обращением, условие (3.59) всегда имеет 
место. При этом норма слева стремится к нулю при а - > 0  (то же 
самое а - > 0 ) .  Соответствующие примеры будут приведены ниже, 
в последней главе.
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Поскольку в нашем рассмотрении имелось множество реализа­
ций векторов ри, а и Рла, ТО одновременно с преобразованиями
(3.58) исследовалась и пара обратных к ним, а именно:

P s c , a - ^ & ;  (3.60а)
Рлсг^Рла- (3.606)

В табл. 3.3 приведены оценки ошибок всех перечисленных выше 
преобразований, заданных на имеющейся в нашем распоряжении 
совокупности экспериментальных векторов Рпо и а- Ошибки 
определялись как среднеквадратические отклонения компонент 
прогнозируемых векторов от их экспериментальных реализаций. 
Исходная выборка {Ржт, о} соответствовала оптической ситуа­
ции, классифицируемой как атмосферная дымка. Во время изме­
рений температура воздуха и влажность практически оставались 
неизменными.

Таблица 3.3
Р аспределение средних значений ошибок векторны х преобразований  
(3.58а), (3.586) и (3.60а), (3.606) по длинам волн (ошибки измерений  
компонент исходных векторов и  ̂ в среднем  не превышают

0,01 и 0,048 км"  ̂ соответственно)

преобразование
К мкм

0,353 0,380 0,405 0,446 0,542 0,700

( Psc, а “ 0,1539 0,1959 0,1602 0,1101 0,0596 0,0316

(  а 5̂с, а) 0,0116 0,0267 0,0326 0,0097 0,0257 0,0266

0,0435 0,0488 0,0367 0,0216 0,0125 0,0069

(  Ря, а) 0,0070 0,0056 0,0057 0,0052 0,0043 0,0039

Как следует из табл. 3.3, аппроксимационная оптическая за­
дача, связанная с операторами и V^ic\ решается вполне при­
емлемо. Соответствующие ошибки не превышают в обоих случаях 
погрешностей измерения. Сложнее обстоит с взаимным преобра­
зованием векторов Ряа и р̂ с, а. Прогнозируемые аналоги Ря« и
Pi?, â отклоняются ОТ НИХ весьма существенно. По компонентно 
значения этих отклонений в среднем в 2—3 раза превышают 
ошибки измерений. Выполняемая в процессе численных расчетов
соответствующая коррекция операторов перехода и
по показателю не спасает положения. Детальный численный ана­
лиз на оптических моделях показал, что в принципе погрешность 
подобного прогноза может быть заметно уменьшена, если длины 
волн h ,  на которых измеряются, скажем, значения Ря̂ , в целом 
будут несколько смещены относительно тех длин волн, на которых
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измеряются значения коэффициентов рассеяния Psc, Иными сло­
вами, для оптимизации процедуры взаимного прогноза двух спек­
тральных оптических характеристик светорассеяния полидисперс­
ными системами частиц их следует измерять в различных спек­
тральных интервалах.

В рассматриваемом здесь примере эти интервалы могут быть 
обозначены через Лл={Я^-, / = 1 ,  . . . ,  п} и Asc={^/, / = 1 ,  . . ., п),  
В частности, если в качестве Ля выбрать интервал [0,35; 0,55 мкм], 
то вполне удовлетворительно можно прогнозировать значения 
Psc(^) с помощью функции Ps?,^a(^) В интервале [0,55; 1 мкм]. 
В полной мере это справедливо и для аппроксимационного ана­
лога Ряа\Я), позволяющего прогнозировать значения Ря(Я) в Ля. 
Необходимость подобного «согласования» спектральных интерва­
лов оптического зондирования обусловливается существенно 
различным поведением факторов эффективности рассеяния 
/Ся(г, Я) и Ksc{r, К) в области своего определения [/?ХЛ], что 
и влечет различную информативность векторов Р'я и Psc, связанных 
с одним и тем же интервалом Л.

Не вдаваясь в подробные исследования (см. [16, 17)], в каче­
стве примера укажем лишь на следующие обстоятельства. В силу 
малости значений фактора Кт(г)  для г ^  0,3 мкм и тех Яг, кото­
рые указаны в табл. 2.4, обращение вектора Р яа, осуществляемого 
оператором KnL как правило, дает заниженные значения концен­
трации частиц указанных размеров. Но с другой стороны, именно 
эта фракция частиц определяет значения коэффициента рассеяния 
Psc, г для малых Я/, поскольку главный дифракционный максимум 
факторов Ksc,i{r) приходится на указанную область размеров. 
В конечном итоге это приводит к тому систематическому росту 
ошибок прогноза, который наблюдается в табл. 3.3, в области 
малых длин волн.

Необходимость взаимного согласования интервалов Ля и Asc 
должна учитываться при планировании комплексных оптических 
экспериментов, так же как и в рассмотренном выше методе опти­
ческого зондирования атмосферы с орбиты. Средние ошибки про­
гноза относительно регулярных компонент Ряа и Psc, а, естественно, 
меньше тех, которые указаны в табл. 3.2, и мы их здесь не обсуж­
дали.

Теперь обратимся к вопросам корректировки результатов 
интерпретации по показателю преломления. Зависимость значений 
pic.^a и Ряа  ̂ ОТ показателя т иллюстрируется на рис. 3.5 и рис. 3.6. 
Представленные результаты показывают, что априорный выбор 
«подходящего» значения т более чем затруднителен и, следова­
тельно, действительно необходима надлежащая корректировка. 
В тех численных исследованиях, которые здесь представлены 
в табл. 3.3, корректировка осуществлялась по оптическим измере­
ниям на Я =  0,353 мкм. Все, что говорилось выше, касалось пре­
образований (3.58а) и (3.60а). Несколько замечаний следует сде­
лать относительно преобразований (3.586) и (3.606).
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Рис. 3.5. П ример численного преобразования век­

тора Рдд (а) в вектор ^sc!a  различны х

значений т.
1) измеренный вектор „ для того же рассеивающего •^sc, о

объема; 2) т=1,51 — 2-10-з/; 5) т = 1,54 — 2*10-3/.

Рис. 3.6. П ример численного преобразования век- 

тора Psc, а (^) ^ вектор (б) для  разл и ч­
ных значений т.

1) измеренный вектор для того же рассеивающего

объема; 2) т = 1 ,4 3  — 2*10-з/; 3) т = 1,47 — 2*10-3/; 4) ш=» 
=  1.54 — 2*10-3/.
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Неопределенность обратных задач, обусловленная незнанием 
показателя преломления вещества рассеивающих частиц, суще­
ственно меньше влияет на результаты восстановления непрерыв­
ного хода спектральной характеристики р(Я) по дискретному на­
бору измерений {Рш}, или, как говорилось выше, на фильтрацию 
регулярной компоненты Ра (Я) из экспериментальной функции 
Ра (Я). Нет особой необходимости подробно останавливаться на 
этом важном свойстве операторов Достаточно лишь напом­
нить, что за ними стоит произведение операторов К и Ка \  кото­
рое вполне устойчиво к вариациям А/п, если последние не 
слишком велики. Укажем лишь на то, что при а - > 0  и, следова­
тельно, а - > 0  оператор стремится к единичному оператору /, 
который, естественно, никаким образом не зависит от физического 
параметра in.

Помимо этого свойства, операторы обладают очень важной 
в практическом отношении особенностью, которая состоит в их 
зависимости от пределов интегрирования Ri  и R2. Конечно, и опе­
раторы зависят от этих параметров, которые, как правило, 
неизвестны в обратных задачах аэрозольного светорассеяния, но 
для них зависимость от in является определяющей. Для операто­
ров наоборот, определяющей является зависимость от воз­
можных значений наименьшего и наибольшего размеров частиц 
зондируемой среды. Таким образом, операторы открывают 
возможность корректировки результатов обращения по парамет­
рам Rl  и Включение подобной корректировки в схемы обра­
щения существенно повышает их эффективность в интерпретации 
оптических данных по светорассеянию в атмосфере. Примени­
тельно к рассматриваемому примеру полагалось, что мкм,
а значение R 2 для каждой реализации {Ряа,Р5с, а} оценивалось 
согласно условию:

min |(К '“> - / ) р „ |к < А ы п ( а ) ,  (3.61)
0,6 <  1,5

где Amin(cr) — некоторая, достаточно малая величина порядка о. 
Норма слева в (3.61) зависит от R 2 через оператор В каче­
стве вектора Р а  в (3.61) используется Р я а  либо Р^с, а-

Теперь обратимся к исследованию оптических невязок и
Р я ^ \  связанных с операторами и соответственно (то же
самое с преобразованиями (3.58а) и (3.60а)) и играющих важную 
роль в схемах обработки данных оптического зондирования рас­
сеивающей компоненты атмосферы. Поскольку погрешность изме­
рений имеющегося в нашем распоряжении экспериментального 
материала не ниже 20 %, то естественно упростить корректировку 
операторов по показателю т ,  полагая, что гп (к) =  fn =  const  
В этом случае значение т * ,  доставляющее минимум невязкам
Ря^  ̂ и p i? \  будет соответствовать среднему значению этого па­
раметра в спектральном интервале.

196



^  Основным расчетным соотношением для оценки значения 
т *  в пределах некоторой априори выбранной области возможных 
значений т ,  являются неравенства вида

(3.62)min
1 , 4 < т <  1,64

Wji, LPsc. а — Ряа I2 ^  ^min (<?)•

Рис. 3.7. П оведение невязки 

(т) в окрестности экстре­

м ум а для четырех реализаций 

■̂ я̂ст’ ŝc, сг̂" *
Решение этого неравенства соответствует минимизации невязки 
9 n^^{fn).  Аналогичное неравенство может быть записано и для 
обратного варианта, когда корректируется оператор перехода

- J

1,48

Рис. ^ 8 . П оведение н е у з к и  
при изменении т' в 

■I _  области (1.4, 1.64) дл я  четы-
1,52 1,5В 1,60 1,В4 т рех реализаций (тЬ

Ниже первое значение показателя будем обозначать через 
Шя, второе — через т^с- В качестве примера на рис. 3.7 и рис. 3.8 
для некоторых выбранных реализаций (Ряа» Р̂ с, а} относящихся, 
как уже упоминалось выше, к одному и тому же рассеивающему 
объему атмосферы, но к разным моментам времени, приведены 
соответствующие невязки ря и р1?̂  как функции параметра т 
(точнее, его действительной части in').

Если рассматривать модельные задачи, когда чисто расчетным 
путем исследуются обратные задачи светорассеяния полидисперс­
ными системами сферических частиц, то значения гИп и iflsc
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должны быть близки друг к другу при условии, что погрешность 
а - > 0 .  Для реального экспериментального материала это уже
далеко не так. Близость оценок ifin  и frtsc будет также опреде­
ляться и тем, в какой мере выполняются физические допупдения, 
которые лежат в основе исходных функциональных уравнений 
соответствуюпдих методов оптического зондирования. Без этих 
допущений нам бы не удалось сформулировать обратные задачи и 
придать им приемлемую математическую форму. Обращаясь.
к кривым и на рис. 3.7 и рис. 3.8, нетрудно видеть, что их

_*
поведение существенно различно и, как следствие, оценки гпп и 
iusc отличны друг от друга для одних и тех же реализаций пары 
Ф'ла, Psc, а). В первом случае наблюдается, как правило, более 
четкая локализация экстремума функции ря""̂  {гп), что и обеспе­

чивает большую точность в оценке m l  для данного а. Что же 
касается поведения р5?^(т ) ,  то в ряде реализаций вообще затруд­
нительно оценить значение fh sc  в пределах указанного интервала 
значений показателя.

Причины различного поведения невязок вполне понятны и 
обусловливаются в первую очередь различной зависимостью опе­
раторов перехода от параметра in. Обратимся к ря^\ предвари­
тельно напомнив, что W^n\c=KjiK7c, С одной стороны, Кп есть
интегральный оператор, действующий на функцию а) (г)

по переменной г. С другой стороны, он сам есть функция (опера­
торозначная) параметра in. Как интегральный оператор он сгла­
живает вариации в подынтегральной функции независимо от того,, 
чем они обусловлены, либо ошибками а, либо ошибками А т. Сле­
довательно, характер поведения р я п о  m почти полностью обус­
ловливается функциональной зависимостью самого оператора Кк 
от т .  Но как мы знаем [6, 19], для видимого диапазона
6m(l|/(scll) <бт(1|/(я11) И, следовательно, ldfh\ будет суще­
ственно превышать \др̂ Гс ldin\.  Последнее обстоятельство иллю­
стрируется кривыми на рис. 3.7 и рис. 3.8. Следует заметить, что 
эффективность корректировки операторов перехода в целом за ­
метно выше, если она осуществляется не по одной опорной точке, 
как это делалось выше (см. табл. 3.3), а по опорному вектору^
т. е. с использованием невязок ря^  ̂ и рЙ̂ . Соответствующий пример 
представлен в табл. 3.4, где даны результаты взаимных преобра­
зований двух векторов Рла и Psc, а ИЗ ОДНОЙ реализации. Для боль­
шей наглядности преобразования иллюстрируются кривыми на 
рис. 3.9.

Оценки /Пя и iflsc заметно отличаются друг от друга, и трудна 
сказать, какое из них ближе к действительному значению пока­
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зателя преломления. В силу большей зависимости коэффициента 
обратного рассеяния от т можно полагать, что действительное 
значение то  все же ближе к интервалу 1,46+0,02, содержащему
точку /Пя. С учетом подобной неопределенности выше и был вве­
ден нами термин «корректировка» результатов обращения оптиче-

км км

/ ' / / 7  ̂ .........

Рис. 3.9. П ример численного преобразования по данны м табл. 3.3.

а) кривая / -  ^ б) кривая / -  2 -  р^^.

Таблица 3.4
Пример взаимного преобразования векторов и  ̂ из одной  

экспериментальной реализации с использованием  
корректирую щ их функций ( т)  и р*"' (т)

Вектор
К мкм

0,353 0,380 0.405 0,446 0,542 0,700

^SC, (J

а

0,29
0,283

0,34

0,281
0,30

0,272

0,24

0,251

0,16

0,188

0,07

0,102
а (я )
Psc,a 0,262

0,094

0,093

0,269
0,101

0,086

0,271

0,063

0,074

0,270

0,056
0,065

0,249
0,041

0,047

0,186

0,026
0,028

a{sc) 0,095 0,075 0,058 0,047 0,035 0,024

< = 1 . 6 4 ; /п* =--1,46; /  =  62 %; т" =  0,002
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ских данных, а не «определение» показателя преломления. Тем 
самым подчеркивалось то обстоятельство, что параметр т  в схе­
мах интерпретации может играть роль формальной переменной 
при численном решении оптических задач, каковыми в данном 
примере являются преобразования одних спектральных характе­
ристик светорассеяния в другие. В этом отношении большей опре­
деленностью отличается метод поляризационного зондирования

Рис. 3.10. П ример обращ ения спектрального хода 
Psc о (^ ) (^) ^ определения спектра разм еров частиц (б)
(пунктиром дана характеристика Psc(A,), соответствую ­

щ ая  полученному распределению ).

локальных рассеиваюпхих объемов, поскольку ~ здесь непосред­
ственному измерению доступно заметно большее число различных 
оптических характеристик. Чем больше объем измерительной 
информации о светорассеянии, тем с большей эффективностью 
может быть применен метод операторов перехода.

В связи с обработкой экспериментального материала уместно 
привести пример обращения какой-либо одной реализации экспе­
риментального вектора, скажем ŝc, а, с целью оценки спектра 
размеров частиц зондируемой дымки. На рис. 3.10 приводится со­
ответствующая гистограмма {А/(^)/А/(г)} как результат обраще­
ния данных { P s c , ’̂= 1 ,  . . 6}. Подобный спектр является типич­
ным для большинства реализаций {ряа, Р̂ с, а} в рассматриваемом 
эксперименте. Обращение осуществлялось с использованием вы­
числительной схемы, описанной в п. 1.4. Методика обращения 
уверенно выявляет бимодальный характер функций распределения 
для атмосферных дымок по спектральному ходу Р5с(^). На этом
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закончим анализ экспериментального материала на основе метода 
оптических операторов теории светорассеяния применительно к за­
дачам оптического мониторинга рассеивающей компоненты атмо­
сферы и вновь обратимся к исследованию информационных воз­
можностей касательного зондирования.

3.4. К теории оптического зондирования 
системы атмосфера—подстилающая поверхность

3.4.1. Учет альбедо подстилающей поверхности 
в методе касательного зондирования

Напомним, что те интегральные уравнения в методе касатель­
ного зондирования, которые рассматривались выше, выведены 
в предположении, что интенсивностью света, попадающего снизу 
на линию визирования D'D (см. рис. 3.1), можно пренебречь. Ко­
нечно, это может быть справедливым лишь для определенного 
интервала высот. Согласно оценкам авторов работы [12], нижней 
границей подобного интервала можно считать /imm^lO км. Теперь 
обратимся к высотам, в пределах которых требуется учет компо­
ненты функции источника /?(Р), обусловленной отражением сол­
нечного света от подстилающей поверхности. Эту компоненту 
будем обозначать через R(P)y  отличая ее в случае необходимости 
от компоненты R{P)y  с которой имели дело выше. Таким образом, 
функция источника в интегральном представлении (3.1) теперь 
имеет вид

R { P )  =  R { P )  + R { P ) .  (3.63)

Как и прежде, будем пренебрегать компонентой, обусловлен­
ной фоном многократного рассеяния в атмосфере. Для этого из 
рассмотрения следует исключить более плотные слои атмосферы, 
лежащие, скажем, ниже / i< 15  км [12]. В пределах настоящей 
работы не будем касаться вопросов учета эффектов многократ­
ного рассеяния в интерпретации оптических данных. Следует лишь 
заметить, что влияние фона многократного рассеяния на функцию 
источника носит более чем регулярный характер и в первом при­
ближении может быть учтено введением либо аддитивных членов, 
либо с помощью множителей [12]. Подобные методики носят, 
конечно, сугуба качественный характер, и при строгом подходе 
к обратным оптическим задачам требуется более адекватный учет 
всех особенностей, сопутствующих переносу солнечного излуче­
ния в реальной атмосфере. В качестве примера уместно сослаться 
на обстоятельное исследование [14].

Обозначим альбедо подстилающей поверхности через co(Q), 
где точка Q лежит на поверхности (рис. 3.11). Поскольку o ) (Q )^  
^ 0  всюду на поверхности, то эта функция является новым рас­
пределением в теории обратных задач атмосферной оптики. Без
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учета этого распределения дать адекватную постановку прямых 
и обратных задач в атмосферно-оптических исследованиях навряд 
ли представляется возможным, особенно когда речь идет о таком 
оптическом методе, каким является рассматриваемый здесь метод 
касательного зондирования. Интенсивность света, попадающего 
снизу в точку Р, находящуюся на линии визирования D'D,  опре-

Рис. 3.11. Геометрическая схема, поясняющая вывод 
интегрального представления (3.70).

деляется поведением функции co(Q) между точками Ni{P)  и 
Nz(P)  (рис. 3 .11).В силу этого R{P)  в каждой точке Р  есть некий 
функционал от распределения co(Q). Подчеркивая это обстоятель­
ство, иногда вместо указанного обозначения будем использовать 
запись Й [со, Р ] . Построим аналитическое выражение для этого 
функционала.

Интенсивность солнечного света, падающего на элементарную 
площадку единичной ширины и длины dl{Q)  в окрестности точки Q 
на поверхности, может быть представлена следующим выраже­
нием:

dl  (Q) =  с (X) sin я|) (Q) ехр { - т  (7Q)} dl (Q), (3.64)

где 1|) =  п/2 — 1|)'. При равномерном распределении по телесному 
углу интенсивности отраженного света в точке Q указанной эле­
ментарной площадки в точку Р попадает поток

d l  (Р, Q) =  (2я)-' 0) (Q) ехр { - т  (QP)} df  (Q). (3.65)
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Напомним, что запись вида QP означает направленный отре­
зок, заключенный между точками Q и Р. Теперь уже нетрудно
записать выражение для функции источника, а именно

А̂2 (Р)
R ( P ) =  [ D, , (P,  ^ - l ) d I { Q \ P ) .  (3.66)

М , (Р) ^ ^

В этом выражении запись dI{Q\P)  подчеркивает то обстоятель­
ство, что дифференциал берется по переменной Q в соответствии 
с (3.64), а точка Р фиксирована. Угол I  в соответствии 
с рис. 3 .11— угол между направленными отрезками QP и PD.  
Его величину можно рассматривать как функцию точек Q, Р  и 
D и писать |(Q , Р, D). С учетом этих замечаний функцию источ­
ника будем представлять следующим интегралом:

R{P,  D ) =  J Du{P,  D, Q)dT{Q\P) .  (3.67)
L (P)

Область интегрирования по переменной Q в общем случае зависит 
от положения точки Р в геометрической схеме зондирования, 
в связи с чем использовано обозначение L{P) .

Используя (3.64) и (3.65), интеграл (3.67) перепишем в виде

R{P,  D) =  c ( K ) - ^  S o)(Q)sinol;(Q)Dn(P, Д  Q )X
L (P)

X e x p { - t ( W ) } d / ( Q ) ,  (3.68)

где через x(TQP)  обозначено {%{TQ)-\-x{QP}. Интегральное пред­
ставление функции R ( P , D)  через коэффициент направленного 
светорассеяния локальным объемом атмосферы и альбедо подсти­
лающей поверхности играет определяющую роль в теории рас­
сматриваемого здесь метода оптического зондирования. Множи­
тель с (А;) можно опустить, полагая, что измеряемая интенсивность 
нормируется на интенсивность падающего на верхнюю границу 
атмосферы солнечного света. Дальнейшее применение (3.68) 
в вычислительных схемах метода касательного зондирования тре­
бует определенной корректировки пределов интегрирования. Дело 
в том, что точка Л/’2(Р), лежащая на поверхности и соответствую­
щая правому касательному лучу из Р, может оказаться в области 
тени, т. е. лежать левее точки N 2 {E) (см. рис. 3.11). Поэтому если 
точка Р лежит правее точки £, то Л̂ 2(Р) >Л^2(£), и верхний пре­
дел в интеграле (3.66) следует брать равным N 2 {E).  Последнее 
неравенство следует понимать в том смысле, что расстояние по 
дуге от некоторой начальной точки, лежащей левее рассматривае­
мой пары, до N 2 {P) больше соответствующего расстояния до 
N 2 {E). в  результате область интегрирования L (P) в (3.68) раз­
бивается на две подобласти, а именно:

N ^ P ) < Q < N A P )  при I
при £ < Р < £ » .  J  ̂ - ^
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Поскольку точки D \  Р, £  и Z) лежат на одной секущей, положение 
которой в геометрической схеме зондирования однозначно опреде­
ляется параметром /г, то неравенства в (3.69) можно понимать 
как xd' ^  Хр ^  Хе и т. п. Правомерность этого утверждения не­
трудно доказать простыми аналитическими построениями (см. 
п. 3.1).

Построив функцию источника, можно перейти к соответствую­
щим интенсивностям, которые уже непосредственно измеряются 
в экспериментах. В соответствии с полученными выражениями 
приходим к следующему интегральному представлению для ин­
тенсивности света, падающего на линию визирования D'D снизу:

Е

7 { D ) =  \ h { P ,  D ) e x p { - r ( m ) } d l { P )  +
D '

D

- \ - \ R 2 {P, D ) e x p { - r i W ) } d l ( P ) .  (3.70)

Выделение компонент Ri {P, D)  и R 2 (P,D)  обусловлено раз­
биением области интегрирования в (3.68) на два интервала, 
Li{P)  и Ь2 {Р),  в соответствии с (3.69). Это выражение можно

использовать для расчета l { h ) = I [ w ,  h], если известны оптические 
характеристики атмосферы и альбедо подстилающей поверхности 
co(Q). В соответствии со структурой (3.70) удобно выделять также 
две компоненты в 1(D),  а именно:

Е  Ыг ( Р )

? 1 (D )=  j  0)(Q)sin^l)(Q)X
D ' N,  (Р)

Х / ( Р ,  Д  Q) e x p { - x i T WD } } d l ( Q) d t ( Py ,  (3.70а>
М2 {Е)

ш \ = ' .  .
Nx (Р)

Эти выражения завершают построение расчетных соотношений 
в методе касательного зондирования, когда необходимо учесть 
влияние подстилающей поверхности в схемах интерпретации опти­
ческих измерений. Следуя (3.63), можно записать

/(/i) =  7 ( / i )+ 7 ( / i ) .  (3.71>
Если считать априори известным распределением co(Q), то 

второй член в (3.71) определен в той же мере, как и первый, т. е. 
его значения при данном h определяются профилем т(г) и 
Dll (2, 'О'). Если осуществляется многочастотное касательное зон­
дирование и в нашем распоряжении находится массив оптической 
информации {//а(Л), i = l ,  . • гг), то (3.71) порождает вполне 
определенную систему уравнений относительно совокупности 
{iik =  'i{Xi,hk),  ^ = 1 ,  . . .}. Для обращения оптических
данных можно использовать итерационную схему (3.38) без осо­
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бой перестройки. Это связано с тем, что вариация первого функ­
ционала в (3.71) по профилю т(г) ,  как правило, выше вариаций 
бт(/). Нет необходимости доказывать это утверждение. Доста­
точно лишь обратить внимание на то обстоятельство, что второй 
функционал есть двухкратный интеграл и, следовательно, явля­
ется суш.ественно более гладким по сравнению с первым при 
прочих равных условиях.

В заключение несколько замечаний относительно тех абсолют­
ных значений, которые может принимать альбедо подстилающей 
поверхности в реальных ситуациях. Для водной поверхности ве­
личина co(Q) находится в среднем на уровне 0,06. Для суши соот­
ветствующие значения несколько выше (0,1—0,3). Для снежных 
покровов co(Q) достигает значения порядка 0,8. В двух последних 
случаях наблюдается существенная спектральная зависимость 
отражения солнечной радиации от земной поверхности. Очевидно, 
что малые значения функции co(Q) еще в большей степени спо­
собствуют сходимости вычислительных схем обработки экспери­
ментальных данных, построенных по принципу последовательных 
приближений.

3.4.2. Вывод интегрального уравнения 
для определения альбедо подстилающей поверхности

В пределах данного раздела постараемся дать строгую мате­
матическую формулировку обратной оптической задачи, решением 
которой являлось бы распределение co(Q). Речь идет о возмож­
ности определения альбедо подстилающей поверхности в рамках 
теории касательного зондирования атмосферы, а следовательно, 
о новых информационных возможностях этого оптического метода. 
Смысл нижеследующих аналитических построений состоит в вы­
воде интегрального уравнения вида

5 K{D,  Q)(0 (Q)d/(Q) =  2n7[cD, D]. (3.72)
L  ( Q )

Возможность построения линейного интегрального уравнения 
относительно co(Q) с использованием интегральных представле­
ний (3.70) вполне очевидна. Главная техническая трудность со­
стоит в перемене порядка интегрирования в соответствующих 
двукратных интегралах. Зависимость пределов интегрирования от 
положения точки Р на секущей исключает непосредственное при­
менение теоремы Фубини. Для большей ясности дальнейших по­
строений удобно ввести координатную форму записи некоторых 
членов в подынтегральных выражениях (3.70).

Напомним, что точка Q имеет своими координатами величины 
Xq и t/Q в системе (X, У), и в этом смысле символ Q при записи 
функциональных выражений тождествен паре ( x q , i / q ) .  Поскольку  
точка Q в наших построениях лежит на дуге большого круга

(см. рис. 3.11) и !/q =  — то ее положение в системе
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(X, F) однозначно определяется одной переменной Xq. В связи 
с этим имеет место следующая система эквивалентных выражений;

(О(Q) =  и (xq, yQ} =  (S){xQ, yQ{XQ)) =  (i){xQ). (3.73)

Учитывая, что

dl  (Q) =  г d x c \ ^ r ' ^ - x \ ,  (3.74)

подынтегральное выражение в (3.70) можно переписать следую­
щим образом:

(o(A:Q)sina|)(A:Q) Л(Р, D, Q ) r j ^ r ^  — xq, (3.75а)

где

А (Р, D, Q) =  J (Р, D, Q) ехр { - т  {fQPD}} р,;, (Р). (3.756)

Дальнейшие построения носят технический характер, и мы их 
опустим. Интегралы (3.70) тождественно преобразуются и прини­
мают следующий вид:

(Я) ________  м,  (Q)

2 я / , ( / г ) =  5 (д ( xq)  sin ipiXQ) ( г  j - J r ^  —  XQ) dxQ  [ А{Р,  D, Q) X
Ni  (O') D'

(O’) E

X  dxp +   ̂ - ' dxq  ̂  ̂ ' dxp +
Nx {E) D'

N,  {E) E

J ' ' ' dXq J ' '' ' dxp\ (3.76a)
N2{D' )  M2{Q)

Nx (D) Nx (Q)

2 j i /2 (A )=   ̂ ' ''— ’ dXq J “ ' dXp-\-
Nx (Я) E

N 2 {E) D

+  j  ^ ^ d x Q \ ------ dxp.  (3.766)
N x m  E

Геометрия взаимного расположения всей совокупности точек, 
обозначенных в (37.6), представлена на рис. 3.12, и нам остается 
сделать лишь несколько дополнительных замечаний. Запись Af(Q) 
означает функцию, ставящую в соответствие каждой точке Q на 
поверхности точку М  на секущей D'D.  Это преобразование Q - ^ M  
осуществляется по лучу, касательному к поверхности в Q. Нет 
необходимости доказывать его однозначность. Функцию Mi(Q) 
можно рассматривать как обратную к yVi ( Р ),  а M2(Q) — к Л̂ 2(Р). 
Построенные интегралы (3.76) доказывают (3.72) и одновременно 
определяют в этом уравнении порядок расчета ядра K{D,Q) .  
Кроме того, из (3.76) следует, что (3.72) есть интегральное урав­
нение Вольтерра, поскольку его пределы суть функции пара­
метра h. Действительно, запись N\{D' )  в координатой форме экви­
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валентна выражениям хмх{хо' ,Уо')  и уых{хо'у Уо')^ Но yo'  =  h 
в рассматриваемой геометрической схеме, а хо'  — однозначная 
функция /I, поскольку с одной стороны D'  принадлежит кругу 
с радиусом ( г + Я ) ,  где Н  — эффективная высота атмосферы, 
а с другой — секущей D'D.  Таким образом, xni и умх— функции

Рис. 3.12. В заимное располож ение точек в схеме 
зондирования, определяю щ их пределы интегри­

рования в (3.76).

только переменной h. Аналогичное утверждение справедливо и для 
верхнего предела интегрирования N\ [Е) в первом интеграле 
(3.76а). Поэтому можно утверждать, что в целом интеграл берется 
по некоторому сегменту [Xi(ft), X 2 {h)] оси абсцисс X,  Поскольку 
это имеет место для всех интегралов в (3.76), то утверждение 
о вольтерровости интегрального оператора в (3.72) можно счи­
тать доказанным.

Для того чтобы завершить построение интегрального уравнения 
относительно распределения co(Q), нам необходимо избавиться от

множителя — Xq) в подынтегральных выражениях. Правда,
в нашей обратной задаче всегда выполняется условие \ x q \ < .  г, и 
особых неприятностей для вычислительной схемы этот множитель 
не представляет. Тем не менее желательно все же оперировать 
корректными формами интегральных представлений. Исключить 
из схемы обращения указанный множитель можно путем надле­
жащего выбора переменной, по которой задается искомое распре­
деление физического параметра со. Роль такой переменной может 
играть длина дуги /, отсчитываемая от некоторой начальной точки 
Ni  до рассматриваемой Q. Искомое распределение в этом случае
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будем записывать как co(Zq). Это наиболее естественная форма 
задания искомого распределения в рассматриваемой обратной 
задаче, и именно в этой форме оно впервые появилось в исходных 
функциональных уравнениях метода касательного зондирования. 
Нетрудно показать, что переменные xq и Iq связаны друг с другом 
следующим соотношением:

XQ =  r(f  ехр (2/q) -  1)/(1 +  / ехр (2/q)). (3.77)

где f={r-\ -XNi)/{r  — xni). И з (3.77) видно, что переменная xq, свя­
занная с системой координат (А', У), есть функция двух перемен­
ных, а именно: параметра I и абсциссы При из (3.77)
получали очевидное условие: xq=xnx-  Е с ли  переменная точка Q  
движется по дуге от N\  до N 2, то длина этой дуги

/ =  In [(г +  Xn) ( г — Хы)!{г — Хы) (г +  лгл/,)]. (3.78)

Область задания переменной lq будем определять интервалом 
L =  [Ll, L2] . С учетом пределов интегрирования в (3.76) началь­
ной точкой на рассматриваемой дуге является точка N\(D' ) ,  
а конечной — N 2 {E).  Как уже говорилось выше, положение каж ­
дой из них однозначно определяется значением переменной /1, 
поэтому для любого фиксированного h параметр Iq пробегает 
значения из интервала L [ h ) = [ L \ { h ) ,  L 2 [h)].  Если, в свою оче­
редь, в оптическом эксперименте h пробегает значения от Hi  до 
Я 2, то исходное распределение co(Zq) в обратной задаче будет 
определено в пределах L=[Lmm,  Lmax]. Очевидно, что самая 
крайняя слева точка по дуге соответствует N\(D' )  для D ' =  
=  [xd', У о ' = Н \ ) , а наиболее удаленной вправо следует считать 
N 2 {E) д л я  Е =  [хе, У е = Н 2) . Поскольку XD' выражается через уо'у 
а хе  — через уе, т о  м о ж н о  просто писать N\{H\)  и Л̂ 2(Я2), под­
разумевая под этим некоторые функции, определяемые геометри­
ческой схемой зондирования. Точка A^i(^i) может быть выбрана 
в качестве начальной, и тогда областью определения co(Zq) м о ж н о  
считать интервал [О, Lmax]. Этим и заканчивается построение 
корректной формы интегрального уравнения для определения 
функции co(Zq), являющейся оптической характеристикой подсти­
лающей поверхности.

Выражение (3.72) соответствует единому интегральному урав­
нению вида

/(оз =  2я7, (3.79а)
в котором в соответствии с (3.76). Вычислительный
алгоритм построения уравнения (3.79а) имеет следующую схему:

А̂2 {Е)

{Ki(iy){h)=  ̂ A^(Q, h)(^){lQ)dlQ\ (3.796)
М, [D')
N2 (D)

( а д ( / г ) =  5 зшг1)(д)Л2(д, h)iii{lQ)dlQ, (3.79в)
N, {В)
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г д е

А, (Q, h) =

Mx{Q)
j A { P , Q ) d x p  п щ  N y { D ' X Q < N , { E ) ,

E

\ dxp при yv. ( £ ) <  Q <  (DO,

\ ^ ^ d x p  при Л̂ 2 (£>')< Q <  Л̂ 2 (£);М, (Q)

A,{Q. h) =

Mx{Q)

f dxp при yVi ( ^ X  Q ^  yVi (D),

\ dxp при yV, { D ) < Q < ,  N 2 (E).

Напомним, что P = { x p { h ) ,  y p = h ) \  Q = ( x ( / q ) ,  у{1о))\  l Q ^ L { h ) .
Возможно в некоторых случаях в качестве искомой функции 

предпочтительно считать не co(Zq), а g ( /Q )= s in  \1)(Zq)co(Zq). Фи­
зически это может оправдываться тем обстоятельством, что 
«оптическое влияние» распределения со [ I q ) на функцию источника 
зависит еще от ориентации касательной в точке Q относительно 
секущей D'D.  В какой мере разумно вводить в качестве искомой 
функции g{lo)  в интегральное уравнение (3.79), должно обосно­
вываться предварительными численными экспериментами, по воз­
можности более полно учитывающими конкретные особенности 
реального эксперимента. Заметим, что численные исследования 
интегральных уравнений должны предшествовать обработке экс­
периментального оптического материала.

Для построения вычислительного алгоритма необходимо вы­
вести ряд расчетных соотношений между величинами, входящими 
в интегралы (3.76). Поскольку их вывод достаточно прост и свя­
зан главным образом с решением задач аналитической геометрии, 
мы их приведем в окончательной форме. Первая задача состоит 
в построении преобразования P - ^ N ,  в котором точка Р лежит 
на секущей D'D,  определяемой заданным значением параметра /1, 
а — на поверхности (см. рис. 3.11). Функциональная связь 
между координатами указанных точек обусловливается тем, что 
они обе принадлежат касательному лучу, проходящему через 
точку Р. Система уравнений для определения Xn  и  у м  для задан­
ных Хр и yp =  h имеет следующий вид:

ХмХр -Ь умЬ +  г {у^ й) =  0;

Хм +  2у^г у^  =  0, (3.80)

Два корня этой системы определяют два луча, исходящих из 
Р и определяющих тем самым два преобразования P - ^ N i  и
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P ^ N z  В координатной форме это соответствует пре­
образованиям {x p , y p ) - ^ ( xN„y N, )  и i xp , yp) - ^{xN„yN, ) .  Обрат­
ное преобразование Q - ^ M ,  ставящее в соответствии каждой точки 
дуги Q точку М  на секущей D'D по касательному лучу, рассчиты- 
вается с помощью этой же системы. Правда, выполняется оно 
технически заметно просто. Фиксируя значение параметра Iq, 
определяем координаты x q { I q )  и  y q i h )  согласно (3.77). Подстав­
ляя эти значения в первое уравнение системы (3.80) (вместо и 
Удг соответственно), найдем Х м -  Ясно, что у м = к .  Значение угла 
it)(Q) определяется выражением

cosi|5(Q) =  cos'i|)o[1 +  (.^q tg  il3o-Ь  г/о)/г]. (3.81)

Уравнение касательного луча EN,  проходящего через точку Е  
в направлении вектора По (то же самое под углом г|5о к вертикали 
У), имеет вид

ХГ cos -фо 4- у  г sin ll̂ o +  (sin ll3o — 1) =  0.

Откуда находим координаты точки Е, лежащей на секущей D'D:  
^£ =  — [^sinijjo-f г (siniJ)o— 1)]веся|)о; |

J

Теперь необходимо определить координаты точек Т и М',  рас­
положенных на окружности радиуса (г + Н ) ,  соответствующей 
границе атмосферы (см. рис. 3.11). Для координат точки М',  свя­
занной с точкой Р, имеем

Хм' +  tg я15ог/м' +  (ур tg ^0  — лгр) =  0; ]
П------=Т2------F- f (3-83)

Ум'  =  д / (г 4- я )  — Хм'  — г. j

Аналогичное уравнение записывается и для координат точки Т 
с той лишь разницей, что вместо Хр, ур в первом уравнении будут 
стоять Xq, yQ. Послсднее расчетное соотношение касается угла
| ( Р ,  Q), заключенного между направленными отрезками QP и PD.
Считая известными координаты точек Р  и Q, нетрудно найти вьь
ражение

cos 1 =  (у р  — y q l / ^ / i y p  — y Q f  - f  [хр — X q f .  (3.84)
Этим уравнением завершается построение основных соотношений, 
связанных с расчетом ядра интегрального уравнения (3.79).

В заключение остается сделать несколько замечаний относи­
тельно алгебраизации этого уравнения. Не останавливаясь по­
дробно на анализе свойств интегральных уравнений указанного 
типа, заметим, что вполне адекватным методом их алгебраизации 
может быть построение суммационного аналога на основе много­
членов Бернштейна для распределений co(/q). В расссматривае- 
мой задаче ничто не препятствует равномерной дискретизации 
интервала [О, Lmax], на котором задана эта функция. В соответ­
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ствии с выбранной аналитической моделью для искомого распре­
деления (д{1) имеем следующий аппроксимационный аналог:

т

(^» О — S  ^kPmk (0>
/ г = 0

где p mk { l ) =CU^ { L  max — l ) ^  ^ILmax^ Откуда следуют, В СО О ТВеТ' 
ствии с (3.72), расчетные соотношения для элементов матрицы 
алгебраизованного варианта:

K k i =  \ к{1, hi)p,nk{l)dl, / =  1......... «; k =  l, т. (3.85)
7̂

В результате приходим к алгебраической системе
/С(1) =  2я1. (3.86)

Решение этого уравнения с приближенной правой частью 1о =  
=  {Io{hj)} определяет вектор cd={(oa}, характеризуюпхий искомое 

распределение co(/q). Компоненты этого вектора суть положи­
тельные числа, поэтому для численного обращения (3.86) могут 
быть использованы описанные выше вычислительные схемы. В по­
следних двух выражениях мы опускали подстрочный индекс Q 
в обозначении переменной Iq. При записи определенных интегра­
лов подобные сокращения вполне уместны. В последующих по­
строениях мы будем использовать запись coq(/), экв'ивалентную 
(o(/q). Индекс Q указывает на связь функции либо ее аргумента 
с подстилающей поверхностью. На этом можно закончить изло­
жение формальных вопросов теории касательного зондирования 
в той мере, в какой эта теория касается исследования системы 
атмосфера — подстилающая поверхность, и перейти к рассмотре­
нию физических аспектов, связанных с ее приложениями к атмо­
сферно-оптическим исследованиям.

3.4.3. К оптическому мониторингу системы 
атмосфера—подстилающая поверхность

Вывод интегрального уравнения (3.79а) и его дискретного 
аналога (3.86) можно рассматривать в качестве основы для со­
здания методики дистанционного определения спектрального аль­
бедо сод(Я,/) подстилающей поверхности по данным спектральных 
фотометрических измерений с орбитальных станций. Нет необхо­
димости говорить о практической важности знания поля сод(Я,/) 
для решения атмосферно-оптических задач. Можно указать в ка­
честве примера на проблему изучения взаимосвязи полей оптиче­
ских и метеорологических параметров, на которой подробнее оста­
новимся нике. Очевидно, что вывод исходных функциональных 
уравнений в теории оптического зондирования сам по себе не ре­
шает всех вопросов создания эффективных в практическом отно­
шении методик дистанционного определения физических парамет­
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ров. Необходимо провести обширный цикл расчетно-теоретических 
исследований по оценке эффективности этих уравнений в схемах 
обработки экспериментальных данных, влияния ожидаемых по­
грешностей на точность обращения и предельно достижимых про­
странственных разрешений. Вместе с тем ясно, что к изучению 
перечисленных выше вопросов можно приступить лишь в том 
случае, когда сформулированные обратные задачи сами по себе 
вполне определены и корректно поставлены.

Если речь идет об интегральном уравнении (3.79), то необхо­
димо прежде всего указать способ достоверного задания его ядра 
K{lyh),  определенного в области [L X  Я ] , где L = [ 0 ,  Lmax] и 
H = [ H i ,  Н 2]. Как следует из выражения (3.75), для этого тре­
буется априорное задание профилей т(г) и Du (г, О), т. е. знание 
основных оптических характеристик рассеивающей компоненты 
атмосферы. Навряд ли это можно осуществить на основе так на­
зываемых оптических моделей атмосферы, поэтому единственная 
приемлемая альтернатива состоит в осуществлении комплекса 
оптических измерений, который бы обеспечил требуемый для ре­
шения поставленной задачи объем исходной оптической информа­
ции. Подобный подход вновь приходит к идее оптического мони­
торинга в том смысле, как он понимался выше. Правда, теперь 
нас в большей степени должно интересовать сочетание наземного 
многочастотного лидара и спектрального радиометра на орбиталь­
ной станции, поскольку обратная задача (3.79) в большей мере 
связана с рассеянием солнечной радиации в тропосфере. Разу ­
меется, это не исключает, как и ранее, использования только бор­
товой аппаратуры, состоящей из лидара и спектрального радио­
метра. Просто оперативную оценку оптических характеристик тро­
посферы более надежно можно осуществить системами наземного 
лазерного зондирования.

Экспериментальная оптическая информация, получаемая с по­
мощью лидара, должна обеспечить прогноз профилей т(А,, г) и 
Dii{K О, z), с тем чтобы обеспечить данными расчет ядра K{h,  I) 
уравнения (3.79) с приемлемой точностью. С математической точки 
зрения подобную задачу можно считать вполне корректной. Дей­
ствительно, искомое ядро уравнения (3.79) является интегралом 
от распределений т(г) и Оц(г, О). Поскольку в функциональных 
уравнениях интегралы выступают в роли операторов сжатия, то 
случайные компоненты в функциях т(г) и Du (г), обусловленные 
измерительными шумами, не должны существенно влиять на ядро 
/C(/i,/). К тому же следует иметь в виду, что если t (z )  и D n(z)  
оцениваются по данным многочастотного лазерного зондирования, 
то регуляризирующие методики построения преобразований Ря->-т 
и |3jt->-Dii заведомо подавляют ошибки лидарных измерений. Та­
ким образом, в любой ситуации можно полагать, что вариации 
Ьх{К) и 6d(/C) функционала /С[т, D] будут меньше вариаций бти  
6D, обусловленных ошибками в определении т (г) и Du (г ) . В этом 
смысле мы и называли задачу определения ядра K{l ,h)  методом 
обращения многочастотных лидарных измерений вполне коррект­
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ной по своей постановке, поскольку речь идет о расчете значений 
параметрических интегралов. В связи с этим уместно заметить,, 
что если бы приходилось решать обратную задачу, т. е. обращать 
интегралы с использованием экспериментальных данных, то ее 
следовало бы назвать некорректной в математическом отношении.

Вопросы, связанные с восстановлением спектрального хода 
аэрозольного коэффициента рассеяния (то же самое ослабления) 
по данным многочастотного лазерного зондирования, подробна 
рассматривались выше, и нет особой необходимости возвращаться 
к ним вновь в связи с оценкой ядра /С(/,/i). Больший интерес, оче­
видно, представляет исследование нового преобразования, 
а именно р я -^-Dn, где О ц =  {Dn (Я/,'в'), ^ = 1 ,  . . п).  В вычисли­
тельных системах интерпретации оптической информации это пре­
образование будет осуществляться оператором Как показы­
вают численные исследования преобразования ря -> О ц  для углов 
рассеяния '&=45, 90 и 135°, представляющих наибольший интерес 
для схем касательного зондирования, оно мало чем отличается 
от преобразования psc, о котором уже подробно речь шла
выше, в разделе 3.2.3. В этом нет ничего неожиданного, поскольку 
характеристики |35с(Я) и Dn(Xl'e') можно считать в аналитическом 
отношении достаточно близкими. Равноточные измерения компо­
нент вектора ря на уровне ошибок в 10 % гарантируют оценку 
компонент вектора Оц в среднем на уровне 10—20 % для указан­
ных выше углов рассеяния, что подтверждается расчетами, пред­
ставленными в табл. 3.5. Так же как и в случае оператора Ŵ o,Kcy
оператор Woll обладает вполне приемлемой устойчивостью к ва­
риациям б т '  и 6 т". Причины подобной устойчивости объясняются 
тем сглаживающим действием, которое оказывает интегральный
оператор Кв на функцию (/СтРла)(^). Более высокий уровень 
ошибок прогноза значений Dn(Xi, О) для малых X обусловлен 
малыми значениями факторов Кл{Гу X) для малых г и, следова­
тельно, большими «потерями» мелких частиц при обращении опти­
ческих данных (см. подробнее раздел 2.3.1).

В целом можно констатировать, что оператор перехода Ŵdk 
обеспечивает прогноз вектора D по вектору ря в пределах ошибок 
10—20 % при тех возмущениях, которые указаны в табл. 3.5. 
В связи с этим можно полагать, что в первом приближении при 
обработке исходной оптической информации {Ряг/, Л/, / = 1 ,  .••},
осуществляемой с целью оценки {co/v, v = l ,  . . .} ,  к коррекции 
результатов обращения по показателю преломления можно не 
прибегать. Этот вывод, конечно, не является безусловным и 
в каждом конкретном случае должен подтверждаться предвари­
тельными численными экспериментами, которые обычно предше­
ствуют обработке экспериментальных данных. Если технически 
представляется возможным увеличить объем измерений в экспе­
рименте, то это, безусловно, нужно делать для повышения надеж­
ности результатов обращения.
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Таблица 3.5

Отклонения прогнозируемы х значений  
от точных в преобразовании

£»11, Д т ,
Я, мкм

0,353 0,446 0,542 0,700

^11,0 0,32 • 10-2 0,31 • 10-2 0,31 • 10-2 0 ,29  • 10-2
(д  =  45°)

Д т '  = 0 ,0 2 —0,034 . 10-2 —0,042 • 10-2 -0 ,0 3 9  • 10-2 —0,051 • 10-2
—0,02 0,016 • Ю‘ 2 0,058 • 10-3 0,019 • 10-2 0,031 . 10-2

т "  =  0,02 0,044 • 10-2 0,035  • 10-2 0,043 • 10-2 0,053 • 10-2
а„ =  0,1 0,034 • 10-2 0,016 • 10-3 0,069 • 10-3 0,022 • 10-2

- 0 , 1 —0,032 • 10-3 0,031 • 10-3 0,031 • 10-3 —0,029 • 10-3

•^п.о 0,49 . 10-3 0 ,46  • 10-3 0 ,43  • 10-3 0 ,36  • 10-3
(0  =  90°)

А т ' = 0 ,0 2 —0,092 • 10-3 —0,11 • 10-3 —0,091 • 10-3 —0,086 • 10-3
—0,02 0,039 • 10-3 0,036 • 10-3 0,044 • 10-3 0,028 . 10-3

т "  =  0,02 0,084 • 10-3 0,082 • 10-3 0,071 . 10-3 0,053 • 10-3
я„ =  0,1 0,019 • 10-3 0 ,019 • 10-3 0,015 • 10-3 —0,086 • 10-*

—0,1 0,049 • 10-^ 0,046 • 10-* 0,043 . 10-^ 0,036 . 10-^

^11,0 0,36 • 10-3 0 ,36  • 10-3 0,30 • 10-3 0,21 • 10-3
=  135°)

Д т ' = 0 ,0 2 — 0 ,0 6  • 10-3 —0,08 • 10-3 —0,086 . 10-3 —0,074 • 10-3
— 0 ,0 2 0,024 • 10-3 0 ,05  . 10-3 0,036 • 10-3 0,013 • 10-3

т" =  0,02 0,075 • 10-3 0 ,0 9  . 10-3 0,073 • 10-3 0,047 • 10-3
а „  =  0 ,1 0,012 • 10-3 —0,021 • 10-3 — 0,011  • 10-* 0,013 . 10-*

— 0,1 0 ,0 3 6  • lO -i 0,036 • 10-* 0,03 • 10-‘ 0,021 . 10-<

В пределах настоящего раздела мы ограничились выводом ин­
тегрального уравнения для определения альбедо подстилающей 
поверхности по данным светорассеяния в атмосфере и построили 
алгоритмическую схему соответствующих вычислений, требуемых 
для его численного обращения. Расчетный анализ эффективности 
решений этой обратной атмосферно-оптической задачи и опреде- 
-ление оптимальных рабочих характеристик соответствующего из­
мерительного комплекса, состоящего из лидаров и орбитальных 
фотометров, требуют разработки программного обеспечения и 
проведения численного моделирования. Решение перечисленных 
прикладных задач выходит за рамки настоящей работы.

Введение в теорию обратных задач оптики атмосферы спек­
трального альбедо подстилающей поверхности coq(X,/) заметно 
их усложняет и требует большего информационного обеспечения 
и более сложных вычислительных схем обработки данных. Вместе 
с тем это полностью себя оправдывает с практической точки зре­
ния. Действительно, оптику атмосферы навряд ли можно описать 
адекватно, без учета той компоненты солнечного света, которая 
обусловлена отражением от поверхности. Этого же требует раз­

:214



работка методов количественной интерпретации данных по свето-^ 
рассеянию, получаемых оптическим зондированием по протяжен­
ным трассам, как это имеет место, например, в схеме касательного 
зондирования.

Вместе с тем расширение объема физической информации, по­
лучаемой при обрапхении оптических данных зондирования атмо­
сферы, способствует дальнейшей, более углубленной разработке 
самих обратных задач за счет привлечения дополнительной инфор­
мации о физических процессах в атмосфере и соответствуюпхего- 
увеличения числа совместно обрапхаемых уравнений. Ниже поста­
раемся проиллюстрировать эту мысль конкретными примерами, 
имеюпхими отношение к альбедо подстилаюпхей поверхности. Ана­
логичные примеры уже встречались выше, когда рассматривались 
совместные обратные задачи турбулентной диффузии и светорас­
сеяния в пограничном слое атмосферы (см. п. 2.2).

Прежде всего обратим внимание на то обстоятельство, что при 
рассмотрении методик интерпретации оптических данных {рла, Ig}* 
получаемых с помопхью единого измерительного комплекса, уста­
новленного на орбитальной станции, вопрос о корректировке ре­
зультатов обращения по >мнимой части показателя преломления 

по существу, остался открытым. Это делалось сознательно,- 
поскольку исходного объема оптической информации явно недо­
статочно для коррекции получаемых оптических характеристик по 
двум параметрам, in' и т ". Во-вторых, навряд ли разумно во всех 
случаях стремиться к замыканию схем интерпретации на основе 
только одних оптических измерений. Известно, что наличие повы­
шенной концентрации аэрозолей в пределах некоторого интервала 
высот, скажем [Zi, Z2], необходимо влечет появление дополни-^ 
тельных градиентов поля температуры T{z).  Они обусловлива­
ются поглощением солнечной радиации аэрозольными частицами, 
которое и приводит к локальным разогревам атмосферы [1]. По­
этому между профилем мнимой части показателя преломления 
in"{z) ,  определяющего вместе с концентрацией аэрозольного ве­
щества поглощенный поток радиации, и градиентом температур­
ного поля существует вполне определенная функциональная связь.

Таким образом, имеется принципиальная возможность доопре­
делить исходную систему уравнений любого из методов оптиче­
ского зондирования новыми функциональными уравнениями,, 
которые связывают температурное поле с полем аэрозольных оп­
тических характеристик. Интересно отметить, что поскольку рас­
пределение аэрозолей в атмосфере носит нерегулярный характер, 
то указанные функциональные уравнения позволяют изучать нере­
гулярную компоненту температурного поля, которая, как правило,, 
ускользает при термическом зондировании, основанном на явле­
нии переноса радиации в линиях поглощения газовыми компонен­
тами атмосферы.

Рассмотрим для примера аэрозольный слой в пределах локаль­
ного интервала (г, г-|-Аг), которому соответствует перепад давле­
ний АР.  Приращение температуры воздуха в этом слое за время
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At,  обусловленное нагревом частиц за счет поглощения радиации, 
запишется следующим образом [26]:

АТ1М =  с (3.87)

где с — некоторая постоянная, а — величина потока, погло­
щенного частицами. Значение зависит от альбедо атмосферы, 
включая прежде всего альбедо аэрозольной компоненты аль­
бедо подстилающей поверхности coq и  зенитного угла г|>о (см. 
рис. 3.11). Нетрудно видеть, что все три оптические характери­
стики входят в вычислительную схему интерпретации оптических 
данных, связанную с интегральным уравнением (3.79). Если до­
пустить, что в нашем распоряжении есть технические средства для 
измерения высотных вариаций температурного поля бГ(г, ^), то 
Б соответствии с (3.87) можно построить функциональное урав­
нение вида

г1)0, 2 , t ]=^ 6T{z,  t). (3.88)

Высоты, для которых подобное уравнение представляет наи­
больший интерес, могут быть определены по данным лазерного 
зондирования, позволяющего с высоким пространственным разре­
шением устанавливать стратификацию атмосферных аэрозолей. 
Поскольку со̂ )̂(2) определяется т ' ' ( г ) ,  то (3.88) связывает про­
фили гп' (z) и 8 T{z).  Без соответствующего расчетного анализа 
трудно сказать, в какой мере уравнение (3.88) может быть эф­
фективным для определения профиля fn"{z)  по данным совмест­
ного термического (радиозонды) и оптического зондирования. Су­
ществующие вычислительные схемы для расчета потоков 
строятся на основе численного решения уравнений переноса в сфе­
рической атмосфере и достаточно сложны, чтобы их можно было 
непосредственно использовать в схемах обращения оптических 
данных. В этом направлении необходимы соответствующие целе­
направленные исследования по созданию эффективных алгорит­
мов оперативной оценки потоков рассеянной солнечной радиации 
в атмосфере, когда оптические характеристики последней опреде­
ляют методами оптического зондирования.

На основе имеющихся расчетных и экспериментальных иссле­
дований можно полагать, что уравнение (3.88), которое мы вы­
нужденно пишем в неявной форме, может быть использовано для 
коррекции оптических характеристик по параметру т".  В част­
ности, это подтверждается результатами расчетов, выполненными 
в обстоятельной работе [26], в связи с экспериментальными и 
расчетными исследованиями эффектов влияния аэрозолей на ра­
диационный режим атмосферы. На рис. 3.13, по данным указан­
ной работы, представлены в относительных единицах дотоки 
поглощенной аэрозолем солнечной радиации в зависимости от мни­
мой части показателя преломления аэрозольного вещества. М ак­
симальное значение достигает 30% , что весьма существенно 
с точки зрения учета подобных эффектов. Поэтому уравнение
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(3.88) представляет несомненный практический интерес во всел. 
тех случаях, когда интерпретацию данных оптического зондиро­
вания атмосферы можно связать с полем температуры. Следует 
заметить, что расчеты выполнялись в среднем для всей атмо­
сферы, т. е. предполагалось, что аэрозоли распределены 
равномерно. Средний температурный градиент, обусловленный 
поглощением аэрозолей, составил 0,039 К/г для спектрального 
интервала 0,3—3 мкм. В расчетах использовались следующие

Рис. 3.13, Поглощ ение (% ) атм о­
сферным аэрозолем  солнечной р а ­
диации в диапазоне [0,3, 3 мкм] 
в зависимости от мнимой части 
т"  и различных значений альбедо 
подстилаю щ ей поверхности [26]. 
/)  (О, =  0,1; 2) (О,=0,25; 3) со^=0,4;

4) (О =0,6; 5) (О =0,8.

усредненные характеристики аэрозольной компоненты: т̂ )̂ =  0,25;. 
т '  =  1,5; показатель Юнге v =  —2; угол 11)0 =  65^ и среднее давле­
ние в атмосфере Р  =  337 гПа.

Следует иметь в виду, что если в оптическом эксперименте 
исходной информации достаточно для определения т " (z) (напри­
мер, выполнены сопутствующие оптические измерения с помощью 
самолетных нефелометров), то функциональные уравнения вида
(3.88) могут использоваться для оценки нерегулярной составля­
ющей температурного профиля T{z).  Подобные информационные 
возможности оптического мониторинга атмосферы делают акту­
альными дальнейшие исследования по методам решения обратных 
задач оптики атмосферы применительно к изучению процессов,, 
связанных с формированием климата планеты.

3.4.4. Дальнейшее развитие метода интегральных уравнений

В изложенной выше теории касательного зондирования основ­
ное внимание уделялось определению оптических характеристик 
атмосферы. Что же касается возможности определения оптических 
свойств подстилающей поверхности, то к ней мы пришли в про­
цессе уточнения исходных функциональных уравнений, когда вво­
дили в них дополнительные факторы, влияющие на формирование 
оптических сигналов в геометрической схеме метода. Можно
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лолагать, что интегральное уравнение (3.79) не является наилуч­
шим, если требуется найти распределение c o q (Z) и з  обрапхения 
данных по светорассеянию в атмосфере. Имеется в виду и дости­
гаемое пространственное разрешение по параметру I и чувстви­
тельность к ошибкам в задании ядра K{D,  Q).

Резонно поставить вопрос о надлежащем изменении геометри­
ческой схемы зондирования и выборе параметрического семейства

Рис. 3.14. Геом етрическая схема зондирования для 
семейства линий визирования, касательны х к по­

верхности.

секущих линий с целью построения более эффективного в указан­
ном выще смысле ядра интегрального уравнения (3.72). В пре­
делах настоящей работы не будем пытаться решать сформулиро­
ванную задачу аналитическими средствами, поскольку для прак­
тических приложений зачастую вполне достаточно ограничиться 
качественйым обсуждением результатов численного моделирова­
ния. В этой связи рассмотрим еще два варианта схем зондирова­
ния, основанных на фотометрических орбитальных измерениях ин­
тенсивности рассеянного солнечного света. В первом случае речь 
будет идти о параметрическом семействе линий визирования, ка­
сательных к земной поверхности (рис. 3.14). Порядок построения 
интегрального уравнения вида (3.72) здесь ничем не отличается 
от описанного ранее. Разница состоит в том, что теперь область 
интегрирования по переменной Q (то же самое по дифференциалу 
дуги dlq) имеет следующее разбиение:

N, { D X Q ^ N , { P )  
N: ( D X Q ^ N ^ i E )

при yv, ( D ) < P < £ ,  
при Е <  Р ^ D . (3.89)
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в  соответствии с этим выражение для измеряемых интенсивностей: 
в точке наблюдения D примет вид

Е  D

7 { D ) =  5 -------d/(P) +
N^ ( D )

и

I
dl{p).

Соответствующие подынтегральные выражения те же, что и в слу­
чае (3.70). Ядра интегральных операторов К\ и К2 вычисляются 
по формулам, аналогичным (3.79), за исключением, конечно, пре* 
делов в соответствующих интегральных выражениях. Возможным

Y

f

Рис. 3.15. Схема зондирования системы атм о ­
с ф е р а — подстилаю щ ая поверхность по р ад и ал ь ­

ным направлениям .

отличием теперь является то, что для задания семейства секущих 
удобнее использовать параметр ф (см. рис. 3.14). Его введение 
в расчетную схему метод^осуществляет_ся с помощью подстановки 
вида D =  = { ( г + Я )  sin ф ; ( г + Я )с о 5 ф } .  В связи с этим

измеряемая интенсивность 1(D) представляется как функция

угла ф, т. е. /(ф ). Можно надеяться, что получаемый в этой схеме 
интегральный оператор К  относительно распределения coq(/) обу­
словлен лучше, нежели в предыдущем примере, поскольку об­
ласть интегрирования по мере dlq в среднем здесь несколько уже. 
Уменьшение усредняющих эффектов в функциональных уравне­
ниях всегда влечет повышение их обусловленности. Для количе­
ственной оценки эффективности уравнения, соответствующего 
схеме зондирования на рис. 3.14, необходим надлежащий числен­
ный эксперимент. Следует заметить, что в этой схеме эффекты 
многократного рассеяния могут сказываться более существенно, 
нежели в первом варианте.

Геометрическую схему зондирования, представленную на 
рис. 3.15, можно считать естественной модификацией предыду­
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щей. Семейство линий визирования совпадает теперь с радиаль­
ными лучами. Схема зондирования наиболее информативна при 
решении обратной оптической задачи (3.72) относительно альбедо 
подстилающей поверхности. Область интегрирования L{P)  в ней 
представляется следующими выражениями:

A ^ i(P )< Q < A ^ 2(P) при ^ Ч D ) < P < £ ,  I
N A P X Q ^ N ^ i E )  при j

Для всех трех вариантов алгоритм построения расчетных вы­
ражений (3.79) остается без изменения, в связи с чем выше и 
говорилось о различных ядрах одного и того же интегрального 
уравнения (3.72). С учетом схемы вычислений (3.79) измеряемая

интенсивность 1(D)  является функционалом /[o)q, т], который за ­
висит от двух распределений, щ( 1)  и т (г) .  Задание x(z)  при рас­
чете ядра K( D, Q)  можно рассматривать в этом случае как кор­

рекцию результатов обращения /а(ф) по атмосферным оптическим 
характеристикам [17]. Поскольку технически подобная коррекция 
осуществляется через интегральное уравнение, уместно в этой 
связи употребление термина «метод интегрального уравнения». 
Определение ядра K( D, Q)  в излагаемой здесь теории связывается 
не с оптическими моделями атмосферы, а с синхронным оптиче­
ским зондированием, комплексом измерительных средств и после­
дующим применением регуляризирующих операторов типа и 
у(а) теории светорассеяния.

Завершая общий анализ уравнения (3.72), остановимся не­
сколько подробнее на свойствах ядра K( D, Q) ,  которые имеют не­
посредственное отношение к надежности результатов обращения. 
Допустим, что профиль оптической толщи атмосферы x(z)  изве­
стен в пределах вариации 8x(z) .  Напомним, что речь всюду идет 
о спектральных оптических характеристиках, и поэтому следует 
писать х(Х,г)  и 8z x ( l , z ) .  Для упрощения записи выражений ино­
гда опускается переменная X. Будем считать, что при бт(г)->-0 
равномерно для всех точек г из интервала высот Z =  [ Z u  Z 2] , 

в пределах которого исследуется функция /C(D, Q), x(z)  стремится 
к точному профилю То (г). Задание ядра K(D,Q)  можно считать 
вполне корректным в математическом отношении, если функцио­
нал /С[т(г), ф, /], рассчитываемый согласно (3.79) с привлечением 
оператора W^d,\x, осуществляющего преобразование спектрального 
хода Рех(^) в Di i (X\^) ,  непрерывен по x(z)  и б т К ^ О  при б т - ^ 0 .  
Используя стандартные приемы вариационного исчисления, не­
трудно показать, что вариация ядра по т 8хК включает в себя два 
слагаемых, одно из которых пропорционально x -W]d\x 8x:, а вто­
р о е — бт• Ограниченность оператора автоматически
влечет непрерывность ядра K( D, Q)  по x(z) .

Здесь также следует учесть и представимость рассматриваемого 
функционала в виде параметрического интеграла, о чем уже упо­
миналось выше, в предыдущем разделе. Характерно, что непре-
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рывность ядра K{D,  Q) связана со свойствами операторов 
теории светорассеяния. Продолжая анализ в этом направлении, 
можно выявить и более сильные свойства ядра (то же самое функ­
ционала) K{D,Q) .  Напомним, что оператор не только огра­
ничен, но и является еще оператором сжатия, т. е. удовлетворяет
условию: W^d\ x W<\ .  Е с ли  это  так, то последовательность
{/С (г ) , ф, /], р =  1, . . .}  является сильно сходящейся, даже
если исходная последовательность оптических характеристик 
{т^^^(г), р = 1 ,  . ..} сходится слабо. Значит, требования к точности 
задания профилей т(г) при вычислении ядра K[D,Q)  могут быть 
существенно ослаблены при прочих равных условиях. Указанное 
свойство имеет также первостепенное значение для сходимости 
итерационных процедур, лежащих в основе программных комп­
лексов обработки оптической информации. Необходимо отметить, 
что все сказанное выше о свойствах ядра K[D,Q)  в полной мере 
относится и к функционалу R{ D, P) ,  играющему роль функции 
источника в уравнениях переноса вдоль секущих. На этом можно 
закончить анализ свойств интегрального уравнения (3.72) как 
теоретической основы дистанционного исследования оптических 
свойств земной поверхности с использованием данных зондирова­
ния системы атмосфера — подстилающая поверхность.

3.5. Заключение

Обсудив основы теории оптического мониторинга системы 
атмосфера — подстилающая поверхность, вернемся к тем исход­
ным предположениям, которые делались при выводе основных 
функциональных соотношений (3.4), (3.67), а также последнего 
интегрального уравнения (3.72). Дело в том, что при их построе­
нии не учитывались возможные эффекты многократного рассеяния
и, следовательно, процесс формирования оптического сигнала во 
всех без исключения геометрических схемах зондирования суще­
ственно упрощен. В частности, при расчете функций источника 
нами учитывались лучи двух типов (соответственно /  и ^ на 
рис. 3.16) из той совокупности, которые в принципе могут достичь 
точек на выбранной линии визирования. Более строгий подход 
к выводу уравнений теории зондирования рассеивающей компо­
ненты атмосферы, когда необходимо учесть, скажем, лучи типа 
3 и 4 (см. рис. 3.16), неминуемо приводит к использованию урав­
нения переноса в более общей форме, каким, в частности, явля­
ется его трехмерный вариант для сферически однородной атмо­
сферы.

Рассмотрение обратных задач теории переноса для сферической 
геометрии, когда альбедо подстилающей поверхности меняется по 
пространственным координатам, естественно, выходит за рамки 
настоящей работы. Уместно также заметить, что в задачах опти­
ческого мониторинга земной поверхности предпочтительней исхо­
дить из теории однократного рассеяния, а затем использовать
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численные решения трехмерных уравнений переноса с целью вне­
сения поправок на фон многократного рассеяния при интерпрета­
ции оптических измерений. Подобная точка зрения развивается 
в ряде исследований, посвященных вопросам зондирования атмо­
сферных аэрозолей с орбитальных станций [12]. Поскольку тех­
ника численного решения уравнения переноса для сферически 
однородной атмосферы достаточно хорошо развита в настоящее 
время, то принципиальных трудностей в дополнении вычислитель-

\

Рис. 3.16. Совокупность лучей, участвую щ их 
в формировании оптических сигналов 1 (D).

НЫХ схем интерпретации соответствующими алгоритмами для 
учета фона многократного рассеяния не существует. Конечно, 
большинство публикаций по расчету интенсивности рассеянного 
солнечного света в земной атмосфере относятся к простейшим 
вариантам, а именно когда o)Q (/)=const на земной поверхности. 
Подобные модели не всегда могут быть использованы в задачах 
оптического мониторинга, особенно когда речь идет о зондирова­
нии системы атмосфера — подстилающая поверхность, поэтому для 
обратных задач в форме интегрального уравнения (3.72) в общее 
уравнение переноса, записанного для атмосферы в целом, должно 
вводиться двумерное распределение o)q(/i,/2), характеризующее 
альбедо подстилающей поверхности в координатных линиях 1 \ и 
/2 на поверхности сферы радиуса г. Вся исходная информация об 
оптическах характеристиках атмосферы и альбедо подстилающей 
поверхности для расчета корректирующих поправок на основе ре­
шения соответствующей прямой задачи переноса имеется в нашем 
распоряжении.

Теперь несколько замечаний математического характера отно­
сительно рассматриваемой здесь коррекции. Выражения (3.79) 
позволяют рассчитать ядро K{D,Q)  в предположении однократ­
ного рассеяния, что обусловлено соответствующим выбором функ­
ции источника jR(D, Р ) . Для более корректного вычисления по­
следней необходимо решить уравнение переноса в сферической 
атмосфере с неоднородной подстилающей поверхностью. При этом
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важно подчеркнуть, что исходная оптическая информация при 
расчете любого приближения для R{ D, P)  одна и та же, т. е. это
совокупность данных {coq, Поэтому коррекция
методов оптического зондирования по фону многократного рассея­
ния носит формальный характер, или, лучше сказать, расчетно­
аналитический и достигается за счет учета полной геометрии рас­
сеяния. В этом отношении коррекция обратных задач оптики аэро­
золя по показателю преломления существенно отлична, поскольку 
обусловливалась неопределенностью в знании in и требовала до­
полнительных оптических измерений.

Вычислительный алгоритм можно строить, как и ранее, на основе 
метода последовательных приближений. Выражения (3.79) дают
я д р о /Ĉ ^̂ (jD, Q), а решение (3.72) — распределение (Oq\1). Реше­
ние прямой задачи переноса с (ор^(/) (точнее с (x}Q\li\k))  при 
известных оптических характеристиках атмосферы определяет 

Q) и соответственно К^^ЦО, Q).  Таким образом, схема ре­
шения прямой задачи генерирует последовательность функциона­
лов D,P]  и  Q), где р — номер очередного при­
ближения в итерационной схеме обращения оптрческих данных. 
Нет особой необходимости останавливаться на сходимости
последовательности решений {o)q ^(/)}. Последовательность по­
правок должна вести себя вполне регулярно в силу
достаточно ясных причин. Неудивительно, что в ряде работ фон 
многократного рассеяния в методе касательного зондирования 
предлагается учитывать с помощью нормирующих множителей 
для функции Р), которые рассчитываются заранее для
стандартных оптических моделей атмосферы.

Разумеется, можно использовать и более строгие методы кор­
рекции результатов интерпретации по фону многократного рассея­
ния. Один из подобных методов описан в монографии [13]. Его 
достоинством является относительная простота реализации вычис­
лений и возможность учета индикатрисы отражения подстилаю­
щей поверхности. Вопросы коррекции спектральных фотометриче­
ских наблюдений со спутников затронуты также в моногра­
фии [20].

В заключение отметим, что рассмотренные в главе схемы об­
ращения даже для простейшего варианта, каким является одно­
мерный вариант переноса излучения в плоском сечении сферически 
однородной атмосферы, достаточно сложен сточки зрения анализа 
и вычислений. Поэтому в настоящее время практика атмосферно­
оптических исследований на первый план выдвигает разработку 
программного обеспечения для численного моделирования всего 
взаимоувязанного комплекса прямых и обратных задач оптиче­
ского мониторинга системы атмосфера — подстилающая поверх­
ность.
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ГЛАВА 4. МЕТОДЫ АППРОКСИМАЦИИ 
И ПРИКЛАДНОГО АНАЛИЗА В АТМОСФЕРНОЙ ОПТИКЕ

В практике атмосферно-оптических исследований часто возни­
кает необходимость в применении численных методов интерполя­
ции и экстраполяции спектральных и угловых характеристик све­
торассеяния. Например, это имеет место в задачах разделения 
спектрального хода молекулярных и аэрозольных коэффициентов 
ослабления в атмосфере по данным спектральной прозрачности. 
В случаях, когда требуется дать корректную оценку величины мо­
лекулярного поглощения при наличии в соответствующих экспе­
риментальных данных значительного фона рассеяния и т. п. 
Разработка эффективных методов экстраполяции спектральных 

характеристик позволит, в частности, прогнозировать значения 
аэрозольных коэффициентов рассеяния и ослабления в ИК- и УФ- 
областях, где их непосредственное измерение затруднено из-за 
преобладания молекулярного поглощения. Исходные оптические 
данные для подобной экстраполяции можно получить в видимом 
диапазоне, где имеется достаточно «окон прозрачности». Излагае­
мая ниже теория аппроксимации аэрозольных спектральных ха­
рактеристик светорассеяния основана на их аналитическом пред­
ставлении параметрическими интегралами и регуляризирующих 
алгоритмах численного обращения последних. То, как технически 
реализуется этот метод аппроксимации, уже говорилось выше, 
при обсуждении возможных применений операторов восстановле­
ния, в первой главе.

При аппроксимации функциональных зависимостей недоста­
точно указать алгоритм численного построения последовательности 
приближающих функций. Необходимо также указать условия 
сходимости и ее характер (равномерное приближение или в сред­
нем). Желательно оценить и скорость сходимости. Все это вместе 
определяет эффективность рассматриваемого метода аппрокси­
мации.

Для оценки ошибок аппроксимации необходимо иметь пред­
ставление о локальном поведении исследуемых функций, что 
обычно в анализе достигается построением соответствующих сте­
пенных разложений. Применительно к задачам оптики дисперсных 
сред нам следует построить ряды Тейлора для функций, пред­
ставимых интегралами. К сожалению, эта операция осложняется 
тем обстоятельством, что ядра соответствующих интегралов не 
обладают требуемой гладкостью. Для преодоления аналитических 
трудностей ранее в работе [19] была предложена формула диф­
ференцирования спектральных характеристик светорассеяния по­
лидисперсными системами частиц. В главе иллюстрируется тех­
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I,

ника аналитического построения степенных разложении для ука­
занных характеристик на основе этой формулы.

Помимо решения аппроксимационных задач, предлагаемая 
техника дифференцирования оказалась эффективным средством 
анализа и численного решения некоторых нелинейных задач 
оптики аэрозоля. В частности, речь идет о задачах, в которых тре­
буется, помимо спектра размеров частиц, найти одновременно и 
спектральный ход показателя преломления их вещества либо за­
висимость его от размера частиц. В равной мере это относится, 
например, и к зондированию аэрозолей, взаимодействующих 
с полем влажности. Удается показать, что в подобных случаях 
обратные задачи в форме интегрального уравнения первого рода 
можно свести к интегральным уравнениям второго рода. Иными 
словами, удается осуществить так называемую естественную регу­
ляризацию некорректных задач. Аналогичный факт известен в тео­
рии интегральных уравнений Вольтерра [27].

Изложенные в главе методы аппроксимации спектрального 
хода аэрозольного коэффициента ослабления (рассеяния) могут 
быть использованы при решении разнообразных задач оптического 
зондирования атмосферы и прежде всего тех, которые основыва­
ются на явлении молекулярного поглощения. В частности, к ним 
можно отнести восстановление профилей концентрации озона по 
данным лазерного зондирования, когда в дифференциальной ме­
тодике требуется корректно учесть влияние вклада аэрозольного 
и молекулярного рассеяния. В главе подробно излагается так 
называемая методика локального прогноза, развитая на основе 
качественных методов теории аппроксимации оптических характе­
ристик светорассеяния в атмосфере. Кратко обсуждены математи­
ческие аспекты, связанные с постановкой и решением обратных 
атмосферно-оптических задач, использующих явление поглощения 
газовыми составляющими. Физическое содержание этих задач и 
их практическую значимость можно найти в работах [8, 10, И ] .

4.1. Методы аппроксимации 
аэрозольных оптических характеристик

Метод оптических операторов, используемый выше при 
разработке теории оптического зондирования рассеивающей ком­
поненты атмосферы, может играть роль эффективного аналитиче­
ского аппарата при решении аппроксимационных задач, возника­
ющих в практике атмосферно-оптических исследований. К подоб­
ным примерам можно, в частности, отнести задачу восстановления 
непрерывного хода аэрозольных характеристик светорассеяния 
Р(Я) по дискретным измерениям {Ра(Я,), i = l ,  • • п}, выполнен­
ных в пределах спектрального интервала А. Следует заметить, что 
эта задача для атмосферной оптики имеет особое значение. Дей­
ствительно, обратимся к определению спектрального хода коэф­
фициента ослабления Ре;с(Я), осуществляемого с помощью фото­
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метра по горизонтальной трассе. В основу метода положена 
функциональная зависимость

e x p { - P e x { k ) L \  =  I{l)/h{l),

где / (X) — интенсивность света в точке приема, а /о — интенсив­
ность источника; L — длина трассы. Для некоторых длин волн X 
из спектрального интервала Л, в пределах которого ведутся из­
мерения, может существенно сказываться молекулярное поглоще­
ние, и тогда коэффициент ослабления должен содержать две ком­
поненты, одна из которых обусловлена эффектами рассеяния, 
а вторая — молекулярным поглощением. Последнюю компоненту 
ниже будем обозначать через (31&̂ (Я). Ее величина в ряде случаев 
может существенно превышать компоненту Рех(^), обусловленную 
эффектами рассеяния на молекулах и аэрозолях. В этих условиях 
интерпретация данных по спектральной прозрачности на основе 
записанного выше функционального уравнения становится затруд­
нительной, поскольку не представляется возможным определить 
из них объемные коэффициенты ослабления, связанные с вза­
имодействием излучения с рассеивающей компонентой атмо­
сферы.

Если речь идет о видимом диапазоне, то избежать указанных 
трудностей можно за счет соответствующего выбора рабочих длин 
волн измерительной аппаратуры, которые должны попадать в так 
называемые окна прозрачности. Окна прозрачности определяются 
условием {Xi) <С Psc(Ai). Иными словами, молекулярным погло­
щением пренебрегают для соответствующих Хг. Поэтому в условиях 
реальной атмосферы, используя спектральный фотометр, в пределах 
любого спектрального диапазона можно измерить значения ко­
эффициента рассеяния Psc(A.) лишь для некоторого дискретного 
набора длин волн {Xi, 1=1,  . . ., п). Что же касается непрерывного 
хода Psc(A.) в пределах интервала оптического зондирования Л, то 
его в лучшем случае можно попытаться восстановить по дискрет­
ному набору измерений {Psc(>^/)}, используя те или иные методы 
теории аппроксимации.

В пределах настоящего раздела будут изложены методы чис­
ленного решения аппроксимационных задач для оптических харак­
теристик светорассеяния полидисперсными системами частиц. Ре­
шив задачу по восстановлению непрерывного хода Psc(^), не­
трудно затем выделить из Рех(^) вторую компоненту в пре­
делах интервала зондирования Л. Этим самым решается одна из 
очень важных задач прикладной оптики по разделению эффектов 
рассеяния и поглощения. Заметим, что в ряде случаев поглоще­
ние не обязательно должно относиться только к газовым компо­
нентам. Поглощение, и особенно селективное, может относиться 
и к аэрозольному веществу, обусловленному сильной зависимостью 
его мнимой части т"  от X. Эффекты поглощения играют особо 
важную роль в задачах переноса радиации УФ- и ИК-Диапазонов. 
Излагаемые ниже методы аппроксимации позволят одновременно
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решать задачи по разделению Psc (Я) на две составляющие, 
а именно: и что требуется нам для завершения тео'
рии оптического мониторинга рассеивающей компоненты атмо­
сферы, основанного на методах лазерного и касательного зонди­
рования.

4.1.1. Методы интерполирования спектральных оптических характеристик

Одним из простейших подходов к решению задач восстановле­
ния непрерывного хода Psc(^) по дискретному набору измерений 
{Psc(A-0, i = U  • • •, ri} может быть подход, основанный на методе 
численного интерполирования. Допустим, что длины волн Xi в со­
вокупности принадлежат спектральному интервалу Л. Построение 
непрерывного хода функции Р(А,) по исходным данным {Р/Д/} 
начинается с надлежащего выбора интерполяционного многочлена 
Р п ( Х ) ,  который удовлетворяет условиям Р«(Я/)=Р/ для всех /. 
Оценка погрешности интерполирования для некоторой фиксиро­
ванной точки X  из интервала Л выполняется с использованием 
известных формул для остаточных членов (см., например, [15]):

Лр ( К )  =  р ( )̂ -  Р п  ( )̂ ( к )  (0„ т п  +  1)!, (4.1)

где сОя(?̂ ) =  (А, — А,1 (?t — Хг). . .(?1 — ?1-п) и А,'— некоторая точка 
интервала Л (неопределенная точка в теореме об остаточном 
члене). Значение многочлена (o„(?t) удовлетворяет неравенству 
||о)п(>̂ ) I <  (А,„ — ?ti)"+‘.

Для того чтобы воспользоваться выражением (4.1) для оценки 
Ар (Л), необходимо знать производные искомой оптической харак­
теристики р(Х) вплоть до порядка (п + 1 ) .  В конкретной ситуации 
известны лишь последовательности {р,) и {А,;}, которые в теории 
приближений функций называют системой отсчетов и узлов со­
ответственно. Сказать в этом случае что-либо определенное о по­
ведении p(?i) и тем более ее производных не представляется воз­
можным. В принципе можно прибегнуть к построению верхней 
оценки для ошибки интерполирования, записав неравенство вида

т а х | А р ( ? . ) | <  m ax |p < "  + ‘> ( A ) K ? . „ - ; . , ) " ^ V ( « + 1)! ,  (4 . 2)
S  А  Л S  А

И пытаться затем найти величину max |р("+^)(Я,) |, используя ту или 
иную априорную информацию о поведении Р(Я,). Указанная вели­
чина выступает в (4.2) как количественная характеристика сте­
пени гладкости интерполируемой функции. Априорное знание по­
добных величин в теории оптического зондирования играет важ ­
ную роль, поскольку позволяет оценить требуемое число отсчетов 
измеряемой функции для ее восстановления с заданной точностью. 
Зная характеристику гладкости интерполируемой функции Р(Я) и 
задав ошибку интерполирования, с помощью неравенства (4.2) 
нетрудно оценить искомое значение п.

Рассмотренный выше пример показывает, что, применяя к за ­
даче восстановления непрерывного хода характеристики Р(Я.) ме-
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тоды обычной степенной интерполяции, мы сталкиваемся с необ­
ходимостью априорной оценки производных этой функции. Если 
в аналитических задачах исходная функция обычно известна и 
речь идет о том, чтобы ее заменить более простым аналитическим 
аналогом, каким, в частности, и является интерполяционный мно­
гочлен, то в экспериментальных методах исследования функцио­
нальных зависимостей ситуация совершенно иная. Искомые функ­
ции здесь суть реализации некоторого случайного процесса. Хо­
рошо известна нерегулярность их аналитического поведения [12]. 
Лоэтому неудивительно, что методы теории аппроксимации не 
находят сколько-нибудь заметного применения ни в обработке 
оптических измерений по светорассеянию, ни в планировании со­
ответствующих экспериментов в атмосфере.

Необходимость знания априорных оценок гладкости оптических 
характеристик светорассеяния является, к сожалению, не един­
ственной трудностью, с которой столкнулось применение стандарт­
ных методов интерполирования к восстановлению их непрерывного 
спектрального хода. Как показывает анализ, определенные затруд­
нения возникают и в связи с зависимостью показателя преломле­
ния вещества рассеивающих частиц от длины волны. В этом слу­
чае интерполируемую оптическую характеристику Р(Я,) следует 
уже рассматривать как функционал ^[т{'к), 'к] от функции т{Х).  
Появление зависимости т ( 1 ) делает спектральный ход Р(Я) бо­
лее чем нерегулярным, и интерполяционная задача практически 
теряет свой смысл, поскольку требует слишком большого числа 
отсчетов. Единственным выходом в этом случае является сужение 
интервала Л, с тем чтобы предположение m (А,) =  const можно 
было принять с большим основанием. Однако, как уже говорилось 
выше, в условиях реальной атмосферы нет возможности произ­
вольно варьировать узлами {Я,/} ввиду наличия молекулярного по­
глощения.

Следует заметить, что в рамках интерполяционного подхода^ 
априорное значение зависимости in{X) для исследуемой дисперс­
ной среды практически ничем не может помочь в построении более 
эффективного интерполяционного многочлена Рп(Х) для характе­
ристики Р(Я,). На основании вышеприведенного анализа стано­
вится ясно, что методы интерполирования не решают в полной 
мере задач восстановления непрерывного хода спектральных опти­
ческих характеристик Р (Я,) по дискретному набору {Рг, К  i = l ,
. . ., п}. Интерполяционные многочлены в лучшем случае могут 
рассматриваться как средство для изучения особенностей локаль­
ного поведения характеристик Р(Х), когда все узлы {Xi} выбраны 
в узкой спектральной области, в пределах которой можно прене­
бречь спектральной зависимостью показателя т. От указанных 
недостатков свободны аппроксимационные аналоги, которые можно 
построить для функций Р(Я), используя метод обратной задачи 
теории светорассеяния полидисперсными системами частиц, изло­
жение которого дается ниже.
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4.1.2. Метод обратной задачи в теории аппроксимации 
полидисперсных интегралов

Идея этого метода применительно к задачам аппроксимации 
характеристик светорассеяния достаточно проста и уже высказы­
валась выше, когда рассматривались свойства оптических опера­
торов. Будем, как и ранее, исходить из совокупности оптических 
данных {Р/, Я,/, 1= 1, . . п),  по которым требуется восстановить
непрерывный ход Р (А,) в пределах интервала оптического зонди­
рования Л. Помимо этого будем полагать известной функциональ­
ную зависимость показателя преломления йг от Я. В этих условиях 
вполне определена обратная задача светорассеяния

Xi, r ] s ( r )dr  =  f,i, i = l ,  . . . ,  п, (4.3)
'r

решение которой Sa(r) дает некоторое приближение для действи­
тельного распределения 5о(г), характеризующего в терминах плот­
ности распределения геометрического сечения частиц микрострук­
туру исследуемой дисперсной среды. Заметим, что подстрочный 
индекс а в обозначении приближенного решения не обязательно 
должен увязываться с явной формой построения регуляризующего
оператора Ка^. Его введение указывает на то, что в качестве пра­
вой части системы (4.3) используется вектор Ро и обращение осу­
ществляется на компактном множестве возможных решений. В этом 
смысле запись 5а(г) ниже будет использоваться для обозначения 
некоторого регуляризованного решения (4.3) вне связи с какой- 
либо конкретной вычислительной схемой обращения оптических 
данных.

Величина отклонения [5о(/*)— 5а (/*)], характеризующая рас­
пределение ошибки обращения по интервалу размером R, зависит 
от погрешности измерения а, числа отсчетов п и точности априор­
ного задания т{Х).  В первом приближении будем считать опреде­
ляющим среди перечисленных выше факторов погрешность опти­
ческих измерений. Тогда правомерно ожидать выполнения условия

lUo — Salk («) < 6 (0), (4.4а)
если, конечно,

1 1 р о - р а к < о .  (4.46)

В (4.4а) б ( а ) — величина, имеющая тот же порядок малости, 
что и а. Второе условие допускается априори и основывается на 
предположении, что интегральное представление (4.3) для изме­
ренной оптической характеристики вполне применимо, а заданные 
значения m{Xi) несущественно отклоняются от действительных, 
ная функция Ра(^) =  (Ksa) (А.) также дает состоятельную оценку 
для So (г) в пределах R, то можно утверждать, что вспомогатель­
ная функция Ра (А) =  {Ksa) (А) также дает состоятельную оценку
для Ро(А) =  (/Cso) (А,) всюду в пределах интервала Л. Это
утверждение для излагаемой ниже теории аппроксимации является
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основополагающим. Не усложняя изложения материала, мы опу­
стим его строгое доказательство, полагая, что высказанных выше 
наводящих соображений вполне достаточно для понимания пред­
лагаемого метода. Функцию Ра (Я) ниже будем показывать аппрок­
симирующей. Ее значения могут быть вычислены для любого на­
перед заданного X при известном значении т{Х) независимо от 
того, на каких длинах волн Xi измерялись исходные компоненты 
вектора В силу этого аппроксимирующая ^а(Я) решает за­
дачу восстановления непрерывного спектрального хода исходной 
характеристики Ро(Я) в пределах Л по вектору Ра* При этом 
в соответствии с основным утверждением полагается, что имеет 
место оценка

IРо —  Ра ! 'l2 (Л) <  Т10, ( 4 .5 )

где т] — некоторый доверительный коэффициент (т]^1 ) .  Важно 
отметить, что в данном случае речь идет не о восстановлении не­
прерывного хода измеряемой в эксперименте функции Ра (Я) по 
ее дискретным отсчетам Ра(^г), а об аппроксимации действитель­
ной характеристики Ро(Я). Основанием для подобного утвержде­
ния является то обстоятельство, что вычислительная схема по­
строения аппроксимирующего аналога Р а  (Я) основывается на 
соответствующем регуляризирующем операторе для уравнения 
(4.3), который подавляет шумовую компоненту в исходном векторе 
Р а . Эта «фильтрация» шумов выгодно отличает данный метод от 
других аппаратов приближения, и прежде всего интерполяционных 
многочленов, которые непосредственно строятся на множестве ис­
ходных данных {Р га , Xt} И поэтому весьма чувствительны к ошибкам 
измерений. Такова идея метода обратной задачи в восстановлении 
непрерывного спектрального хода аэрозольных характеристик све­
торассеяния по дискретным оптическим измерениям в окнах про­
зрачности.

Если этот метод рассматривать с точки зрения теории аппрок* 
симации функций, нетрудно видеть, что исходным в нем является 
представление аппроксимируемых функций параметрическими 
интегралами типа (4.3). Действительно, в нашей задаче аналити­
ческая структура функций р (Я) известна и, следовательно, отсут­
ствует надобность строить и навязывать оптическим характеристи­
кам какие-либо иные аналитические конструкции, подобные, ска­
жем, многочленам, рядам Фурье и т. п. Поэтому метод обратной 
задачи является численным методом аппроксимации функций, ко­
торый реализует их главное аналитическое свойство, а именно 
представимость параметрическими интегралами. Следует заме­
тить, что этб представление может принимать как форму инте­
грала Римана, так и Стилтьеса. Для обоих вариантов выше изло­
жены соответствующие алгоритмы.

Важным является и то, что аппроксимирующая функция Ра (Я) 
может быть без каких-либо принципиальных затруднений продол­
жена вправо и влево от границ исходного интервала Л, в пределах 
которого выполнялись дискретные измерения ( Р / д , п)^
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Поэтому здесь в рамках единого подхода (то же самое с помощью 
[ одного вычислительного алгоритма) решаются одновременно и 

задачи экстраполяции (прогноза) спектрального хода исследуемых 
характеристик. Примеры подобных аппаратов в теории прибли­
жения функций привести трудно. Конечно, в данном случае речь 
идет о частных задачах, а не о функциях действительного пере­
менного вообще. Однако, как бы там ни было, принципиальная 
возможность прогноза аэрозольных характеристик светорассея­
ния, скажем, в УФ- либо ИК-области по их измерениям в видимом 

диапазоне имеет важное прикладное значение в атмосферно-опти- 
ческих исследованиях.

Изложенный метод аппроксимации алгоритмически реализуется
с помощью матричного оператора который преобразуем экс­
периментальный вектор размерности п в вектор Ра размерности 
п'. Помимо подавления шумовой компоненты в исходных оптиче­
ских данных, вычислительные схемы, использующие оператор 
позволяют вполне корректно оценить параметры Ri и R 2 в обрат­
ных задачах светорассеяния, о чем уже упоминалось выше.

В заключение кратко коснемся оценки погрешности аппрокси­
мации в методе обратной задачи. Для простоты изложения будем 
полагать, что в эксперименте измеряется непрерывная реализация 
|3а(? )̂ в пределах спектрального интервала Л, и требуется оценить 
погрешность функционального преобразования Ра->Ра, осуще­
ствляемого интегральным оператором Допустим, что нам
удалось найти такое Sa при обращении характеристики Ра(^), что

Ра — Р а к  (Л) <  о. (4.6)
Поскольку по определению Ра считается а-приближением для

исходной характеристики Ро, то по известному неравенству тре­
угольника для метрических пространств получаем

Ро Ра l|l-2 (А) ^  2о. (4.7)
Таким образом, ошибка аппроксимации имеет тот же порядок 

<у, что в полной мере подтверждает оценку (4.5), записанную для 
векторного варианта задачи. Важно отметить, что близость Ро(А.) 
и Ра(^) в пределах интервала Л ни в коей мере не означает ло­
кальной близости распределений 5о(г) и Sa{r) в интервале воз­
можных размеров частиц R. Действительно, запишем очевидное 
равенство

Ро (А) — Ра (А) =  J /с (К г) [So (г) — Sa (г)] dr.
R

Интеграл от знакопеременной функции может быть малым по 
абсолютной величине, но это не обязательно влечет малость выра­
жения в квадратных скобках. Поэтому, хотя аппроксимация опти­
ческих характеристик и микроструктурный анализ дисперсных 
сред из оптических данных осуществляются одним и тем же мето­
дом обратной задачи, они все же различны по существу и требуют
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различного информационного обеспечения в эксперименте. Стро­
гий сопоставительный анализ этих оптических задач выходит за 
рамки настоящего исследования, поскольку требует привлечения 
достаточно сложных математических средств, включая понятия 
сильной и слабой сходимости приближенных решений в соответ­
ствующих функциональных пространствах.

4Л.З. Пример численного решения аппроксимационной задачи 
для спектральных измерений

По аналогии с теми численными экспериментами, которые уже 
обсуждались выше в связи с исследованием свойств операторов

Рис. 4.1. Примеры аппроксимирую щ их функций Psc, построенные
по дискретны м измерениям {Ps^, га) (точки).

W, МОЖНО оценить эффективность векторного преобразования
осуществляемого оператором восстановления Как

и ранее (см. п. 3.3), исходным оптическим материалом будет слу­
жить спектральный ход коэффициента рассеяния атмосферной 
дымкой, измеренного с помощью спектрального нефелометра. По 
результатам соответствующих численных расчетов на рис. 4.1 
представлены аппроксимирующие функции Psc, а(А/), построенные 
по компонентам вектора psc, а = (А;/), / = 1 ,  . . п).  Рабочие 
длины волн Xi те же, что и в табл. 3.3. Нетрудно видеть, что 
аппроксимационные аналоги Psc, а(Я) вполне приемлемо решают 
задачу среднеквадратичного приближения функции, представлен­
ной дискретным набором отсчетов. В процессе построения аппрок­
симирующей функции осуществлялась надлежащая коррекция по 
параметру R 2 в соответствии с методикой, описанной выше. Одно­
временно с аппроксимацией в пределах интервала оптического 
зондирования Л =  [0,353; 0,70 мкм] рассчитывались значения 
Psc, а(^) и вне указанных границ, т. е. решались и экстраполяци­
онные задачи. Поскольку отсутствуют соответствующие оптические
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измерения, то оценить эффективность этой экстраполяции не пред­
ставляется возможным. Для оценки устойчивости преобразования 
?sc, o ^ P sc .  а проводились соответствующие численные экспери­
менты, результаты которых представлены в табл. 4.1 и 4.2.

Таблица 4.1
Отклонения прогнозируем ы х значений  ̂ (А) от исходной оптической

модели при различных вариациях показателя и „возмущ ениях^  
в исходном векторе

к  мкм

Исход­
ная ха­
ракте­

ристика, 
км-1

Вариация показателя и «возмущение* в исходном векторе

Л т '= 0 ,0 2
а = 0

Л т '=
= - 0 ,0 2

сг=0
Д т '= 0
0=0,05

Л т '= 0
д=_0,05

А т '= 0  
(7=0,1

Л т '= 0
а = -0 ,1

Л т '~ 0 
а=0,2

Л т '= 0
а = ~ 0 ,2

0 , 2 5 0 ,2 7 6 7 — 0 ,0 0 1 4 0 ,0 0 1 5 0 ,0 2 1 9 0 ,0 0 4 6 0 ,0 0 8 3 0 ,0 0 4 7 0 ,0 7 7 3 0 ,0 1 5 5
0 , 3 0 0 ,2 9 2 6 0 ,0 0 0 2 0 ,0 0 1 3 0 ,0 1 7 2 0 ,0 0 6 2 0 ,0 0 8 5 0 ,0 0 6 2 0 ,0 5 3 8 0 ,0 1 7 6
0 , 3 5 0 ,3 0 0 0 0 ,0 0 1 2 0 ,0 0 1 0 0 ,0 1 1 9 0 ,0 0 7 2 0 ,0 0 8 3 0 ,0 0 7 2 0 ,0 2 8 0 0 ,0 1 8 9
0 , 4 0 0 ,2 9 3 7 0 ,0 0 1 4 0 ,0 0 0 9 0 ,0 0 8 0 0 ,0 0 7 2 0 ,0 0 7 5 0 ,0 0 7 3 0 ,0 1 2 9 0 ,0 1 8 7
0 , 5 0 0 ,2 5 3 9 0 ,0 0 1 2 0 ,0 0 0 1 0 ,0 0 3 7 0 ,0 0 5 9 0 ,0 0 5 6 0 ,0 0 6 0 — 0 ,0 0 0 3 0 , 0 1 5 9
0 , 6 0 0 ,2041 0 ,0 0 1 0 0 ,0 0 0 8 0 ,0 0 2 0 0 ,0 0 4 3 0 ,0 0 3 9 0 ,0 0 4 3 — 0 ,0 0 2 8 0 ,0 1 2 3

Таблица 4.2

Отклонения прогнозируемы х значений ^(^) от исходной оптической  
модели при различных вариациях показателя и „возмущениях** 

в исходном векторе для ближ него ИК-диапазона

Исходная
Вариация показателя и .возмущение* в исходном векторе

К мкм характерис­
тика, км-1 Д т '= 0 ,0 2 Д т ' =  —0,02 Д т '  =  0 Д т '= 0

0 = 0 а = 0 0= 0,05 а = —0,05

0 , 6 0 0 ,2 0 4 1 0 ,0 0 1 0 — 0 ,0 0 0 8 0 ,0 0 2 0 0 ,0 0 4  3
1 ,0 0 0 ,0 7 3 5 0 ,0 0 1 0 — 0 ,0 0 0 5 0 ,0 0 0 3 0 ,0 0 1  1
1 ,3 0 0 ,0 3 4 8 0 ,0 0 0 9 — 0 ,0 0 0 6 0 ,0 0 0 5 0 ,0 0 0  3
1 ,6 0 0 ,0 1 7 9 0 ,0 0 0 6 — 0 ,0 0 0 5 0 ,0 0 0 2 0 ,0 0 0  1
1 ,9 0 0 ,0 1 0 0 0 ,0 0 0 4 — 0,0Q04 0 ,0 0 0 1 0 , 0 0 0  1
2 , 2 5 0 , 0 0 5 4 0 ,0 0 0 3 - 0 , 0 0 0 3 0 ,0 0 0 1 0 ,0 0 0  01

X мкм
Исходная 

характерис­
тика, км-»

Вариация показателя и .возмущение* в исходном векторе

Дш ' =  0 
а= 0 ,1

А т '= 0
а = - 0 ,1

Ат'==0 
а = 0 ,2

А т ' =  0 
а = —0,2

0 , 6 0 0 ,2041 0 ,0 0 3  9 0 ,0 0 4  3 - 0 , 0 0 2 8 0 , 0 1 2 3
1 ,0 0 0 ,0 7 3 5 0 , 0 0 1 0 0 ,0 0 1  1 - 0 , 0 0 1 3 0 , 0 0 4  0
1 ,3 0 0 ,0 3 4 8 0 ,0 0 0  3 0 ,0 0 0  3 0 ,0 0 1 6 0 ,0 0 1  6
1 ,6 0 0 ,0 1 7 9 0 ,0 0 0  2 0 ,0 0 0  1 0 ,0 0 0 7 0 , 0 0 0  9
1 ,9 0 0 ,0 1 0 0 0 ,0 0 0  1 0 ,0 0 0  1 0 ,0 0 0 5 0 , 0 0 0  5
2 , 2 5 0 ,0 0 5 4 0 , 0 0 0  03 0 , 0 0 0  01 0 ,0 0 0 4 0 , 0 0 0  23
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Исходной характеристикой служила функция ^sc,a{X), предва­
рительно восстановленная по экспериментальному вектору Psc, о 
(рис. 4 .1а).  В последующих численных экспериментах предпола­
галось, что эта характеристика представлена четырьмя отсчетами 
для длин волн 0,35; 0,4; 0,5 и 0,6 мкм. На эти отсчеты наклады­
вались «возмущения», значения которых, как и ранее, характери­
зовались параметром а. Возмущения вносились и в показатель 
преломления т ,  вариации которого влияют на оператор Рас­
четы соответствующей аппроксимирующей функции проводились 
для спектрального интервала [0,2; 2,25 мкм] и представлены 
в указанных выше таблицах. Очевидно, нет особой необходимости 
подробно комментировать результаты расчетов. Они подтверждают 
в полной мере вывод о том, что ошибки аппроксимации находятся 
в среднем на уровне значений величины а для всего спектрального 
интервала Л.

Исследуемое преобразование вполне устойчиво к вариациям 
показателя преломления тп. Причины подобной устойчивости 
операторов преобразования уже рассматривались ранее в п. 3.3. 
В расчетах предполагалось, что в исходной (модельной) характе­
ристике показатель преломления не зависел от Я, и составлял 
т о = 1 ,5 —0,002 /. Конечно, при обработке экспериментального 
материала, полученного при оптическом зондировании атмосфер­
ных аэрозолей, необходимо учитывать наличие спектральной за­
висимости то{к) как слева, так и справа от границ интервала 
[0,35; 0,60 мкм]. Для фоновых атмосферных аэрозолей соответ­
ствующая информация представлена обширными таблицами в мо­
нографической литературе (см., например, [4, 7]). Заметим, что 
экстраполяция спектрального хода аэрозольного коэффициента 
ослабления в УФ-область важна в тех задачах, которые связаны 
с оценкой концентрации атмосферного озона из оптических изме­
рений [5]. Методы прогноза аэрозольных характеристик светорас­
сеяния в ИК-диапазон важны для повышения надежности в интер­
претации данных термического зондирования атмосферы, особенна 
в полосе 4,3 мкм [28]. Используя развитые выше методы теории 
аппроксимации, можно решать и ряд других задач оптики и фи- 
'зики атмосферы, в которых учет эффектов аэрозольного рассея­
ния оптического излучения играет важную роль.

Приведем еще один пример анализа экспериментального век­
тора Psc, а. Нетрудно видеть, что дискретные измерения, представ­
ленные на рис. 4.1 а, явно указывали на наличие максимума в ха­
рактеристике Psc (А.) в интервале Л =  [0,353; 0,7 мкм]. В других 
реализациях подобный максимум может лежать вне интервала 
оптического зондирования. Напомним, что знание точек экстре­
мума спектральных аэрозольных характеристик светорассеяния 
очень важно в качественных методах интерпретации измерений, 
которые позволяют, не решая обратных задач, получить общее 
представление о микроструктуре дисперсной среды. Методы каче* 
ственной интерпретации спектральных характеристик светорассея­
ния дисперсными средами изложены в работах [18, 19]. Исполь­
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зуя изложенные выше методы аппроксимации, нетрудно оценить 
положение точек экстремума исследуемой спектральной характе­
ристики Р(Я,), располагая лишь дискретным набором отсчетов 
{Рш}. На рис. 4.1 б представлен пример, когда максимум характе­
ристики лежит где-то левее границ интервала зондирования. Ап­
проксимационный аналог, построенный по вектору Psc, а позволяет 
оценить его положение.

В заключение заметим, что развитая выше теория аппроксима­
ции полидисперсных характеристик светорассеяния в полной мере 
раскрывает свои информационные возможности при решении 
сложных задач теории оптического зондирования атмосферы, в ко­
торых приходится учитывать не только эффекты аэрозольного 
рассеяния, но и поглощение газовыми компонентами. Эти задачи 
будут рассматриваться ниже.

4.1.4. Восстановление аэрозольных индикатрис рассеяния 
по дискретным отсчетам

Решение аппроксимационных задач представляет практический 
интерес не только для спектральных оптических характеристик, но 
и при исследовании диаграмм углового рассеяния локальными 
объемами дисперсной среды. В связи с этим ниже приводятся ре­
зультаты численных исследований эффективности аппроксимаци­
онных регуляризирующих аналогов в задачах восстановления не­
прерывного углового хода аэрозольного коэффициента направлен­
ного светорассеяния йц('0'|Я,) и индикатрисы (i('O') = 4 j tD n  ('0')/Р5с. 
В предыдущей главе была показана роль, которую играют эти 
характеристики при интерпретации данных в методе касательного 
зондирования атмосферы. Более того, ни одно сколько-нибудь 
серьезное исследование по переносу радиации в рассеивающих 
средах не может обойтись без знания этих характеристик. Поэтому 
восстановление непрерывной диаграммы углового рассеяния по 
некоторым «опорным» ее отсчетам имеет важное прикладное зна­
чение. Напомним, что подобную задачу для молекулярной компо- 
ненты рассеяния решать не требуется, поскольку в теории
молекулярного рассеяния является известной функцией угла 'О'. 
Таким образом, располагая аппаратом восстановления аэрозоль­
ных индикатрис рассеяния, можно вполне обоснованно находить 
априорные оценки диаграмм рассеяния для локальных объемов 
воздуха.

Приступая к численному исследованию аппроксимационной за­
дачи для угловых характеристик светорассеяния аэрозольными 
системами, следует заметить, что их аналитическое поведение 
в целом в области (О, я) более регулярно, нежели поведение 
спектральных характеристик. В частности, функция 0 ц (0 |я , )  при 
изменении угла О для любого фиксированного X ведет себя за­
метно «проще», нежели частная функция Du{X\ ^ )  в пределах ви­
димой области длин волн для фиксированного угла -O'. Напомним, 
что количественно регулярность (то же самое гладкость) аналити­
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ческого поведения исследуемых функций можно характеризовать 
модулем их производной, либо модулем логарифмической произ­
водной. Последняя характеристика предпочтительнее в оптике 
дисперсных сред [8]. Не вдаваясь в подробное обсуждение этого 
вопроса, укажем лишь, что помимо аналитического поведения 
рядов Ми (1.5) не последнюю роль играет здесь и спектральная 
зависимость показателя преломления аэрозольного вещества 
т('к).  С учетом этого обстоятельства можно полагать, что аппрок-

Рис. 4.2. П римеры  восстановления полидисперсной индикатрисы  
при различном числе дискретны х отсчетов и их располож ении 

в области [О, я].
i  — исходная модель |Ио('б'); 2 — аппроксимирующий аналог М'^('в') для
трех измерений Du в углах 45, 90 и 135®; 3 — то же при добавлении трех 

углов в передней полусфере; — в задней полусфере.

симация углового хода /)ц('0') так же, как и |ы('0'), с использова­
нием метода обратной задачи может быть осуществлена не менее 
эффективно, нежели это имело место выше для спектральных 
характеристик типа ^sc{X) и Ря(А). Нижеследующие численные 
исследования полностью подтверждают эту мысль.

Обратимся к графическому материалу, представленному на 
рис. 4.2. Диаграмма 1  соответствует индикатрисе рассеяния |Яо('0') 
полидисперсной системы частиц, спектр размеров которой описы­
вается гамма-распределением (дымка Н [3 ] ) .  Расчеты этой мо­
дельной характеристики приводились для длины волны к =  
=  0,55 мкм и показателя преломления т = 1 , 5 1 —0,002 i. В первом 
варианте аппроксимационный аналог [Ла('О') строился всего по трем 
отсчетам характеристики /?ц('0'), соответствующих углам 45, 90 
и 135°. Значения |Ыа('0') находились как отношение двух величин, 
4я0ц,а('0 ') и Psc, а, которые рассчитываются программным спе­
циальным комплексом (см. его описание в [2]) по дискретным 
отсчетам Dn( ^ i ) .  Как следует из представленных диаграмм, регу-
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ляризованный аналог pia('O’) вполне удовлетворительно аппрокси­
мирует исходную индикатрису рю('О') в средней области углов 
45°^ '0 '^135°. Хуже дело обстоит с прогнозом значений [i('O') 
в области малых и больших углов рассеяния. Можно отметить, 
что вполне приемлемо оцениваются интегральные характеристики 
диаграммы рассеяния, такие как степень асимметрии индикатрисы 
рассеяния (то же самое средний косинус). В силу этого обстоя­
тельства построенный аналог Z)n,a('0') может быть использован 
для приближенной оценки ряда функционалов от Dn('O'), среди 
которых наиболее важными для нас являются, конечно, функции 
источника из предыдуш;ей главы. Однако вернемся к области 
больших и малых значений угла рассеяния.

В оптике дисперсных сред указанные области, получившие 
название областей ореола и глории соответственно, представляют 
особый практический интерес. Не останавливаясь на этом по­
дробно (см. монографии [1, 29]), заметим, что именно в этих 
областях затруднительны прямые измерения значений /)ц('6’) 
в силу чисто технических причин. Требуется создание специальной 
измерительной аппаратуры для измерения D n ( ^ )  в областях 

и '0^175°  [26]. Поэтому очень важно иметь вычислитель­
ные процедуры, которые бы эффективно решали задачи экстрапо­
ляции угловых измерений в окрестности точек 'О'^О и Это
позволило бы прогнозировать значения 0 ц (0 )  и Dn(n)  по дис­
кретным измерениям Z)n('O') внутри интервала (О, я).

На рис. 4.2 кривая 3 соответствует аналогу |Ыа('0'), построен­
ному по шести значениям характеристики Dii('O’), когда к преж­
ним трем добавлены три новых отсчета для '0 =  5, 10 и 15°. Как 
видно из представленной диаграммы, подобное расширение 
объема исходной информации оказалось вполне достаточным для 
приемлемой аппроксимации |ю('0') во всей области (О, я), включая 
и граничные точки. Наибольшая ошибка аппроксимации не пре­
вышает 10% вблизи 'О'с^О. В среднем по всему интервалу она 
заметно меньше. В расчетах использовались точные значения 
Z)ii('O'f) ( /= 1 ,  .. ., 6), поэтому те ошибки, о которых здесь идет 
речь, обусловливаются конечной размерностью исходного вектора

=  ('О'О, • • •, 6}. В рассматриваемых численных экспе­
риментах нас интересует, прежде всего, эффективность аппрокси­
мации в зависимости от числа «опорных» отсчетов исследуемой 
характеристики. Что же касается влияния ошибок измерения ком­
понент опорного вектора на точность аппроксимации, то мы не 
будем касаться здесь этих вопросов. Как показывает численный 
анализ, особых отличий в этом отношении между восстановлением 
спектральных характеристик светорассеяния и угловых не суще­
ствует.

Возвращаясь к последнему примеру (кривая 5), необходимо 
подчеркнуть, что указанные узлы позволяют строить приемлемые 
аппроксимационные аналоги не только в данном примере, но и 
для других модельных сред, связанных естественно с теми аэро­
зольными системами, которые принято классифицировать как
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атмосферные дымки. Ниже мы приведем соответствующие при­
меры, а пока вновь вернемся к рис. 4.2.

Кривая 4 — еще один вариант аналога |Ла('в'), также построен­
ный по шести отсчетам характеристики Оц('О'). Разница состоит 
в том, что теперь дополнительные три угла взяты в задней полу­
сфере и соответственно равны 165, 170, 175°. Нетрудно видеть, что 
новая функция |ia('6’) несущественно улучшает аппроксимацию по

Рис. 4.3. Пример аппроксимации модельной индикатрисы  |Ло(^) 
(кривая  1) функций (кривая 2) в методе обратной задачи .

сравнению с первым вариантом (диаграмма 2).  В этом нет ничего 
неожиданного. Действительно, угловой ход ^ц('О') в задней полу­
сфере углов рассеяния мало информативен при оценке спектра 
размеров частиц [8], что и объясняет незначительное уменьшение 
ошибки аппроксимации, осуществляемой методом обратной за ­
дачи. Диаграмма рассеяния полидисперсной системы в основном 
определяется крупной фракцией частиц, индикатрисы рассеяния 
которых характеризуются сильной вытянутостью вперед. Поэтому 
углы в передней полусфере рассеяния в целом более информа­
тивны при восстановлении непрерывного хода (j.('O ') п о  дискретным 
измерениям.

На рис. 4.3 представлен пример восстановления индикатрисы 
li('O') в том случае, когда микроструктура модельной дисперсной 
среды описывается логнормальным распределением с модой 
rs =  OJ  мкм и эффективными границами /?i::^0,4 мкм и —

1,4 мкм. Характерной особенностью спектра размеров является 
отсутствие «слишком малых» частиц в отличие от типичных ми­
кроструктурных моделей, используемых в оптике атмосферных 
(фоновых) аэрозолей. Форма соответствующей индикатрисы рас­
сеяния (кривая 1 ) теперь заметно отличается от индикатрисы 
предыдущего примера. Аппроксимационный аналог |ia('0') (кри­
вая 2 ) построен по шести отсчетам, первые три из которых взяты 
в передней полусфере углов рассеяния (5, 10 и 15° соответ­
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ственно). Как видно из диаграммы, аппроксимационная задача 
решается вполне приемлемо для подобного типа индикатрис, ко­
торые характеризуются относительно большей сложностью своего 
аналитического поведения по сравнению с первым примером (см. 
рис. 4.2).

Последний графический пример (рис. 4.4) связан с результа­
тами численных исследований по восстановлению непрерывного

Рис. 4.4. Примеры восстановления непрерывного хода 
D i i W  (кривая 1) по шести опорным отсчетам в пе­
редней полусфере рассеяния (кривая 2) и задней (кри­

вая  3).

хода коэффициента направленного светорассеяния D n ( ^ ) .  Исход­
ная микроструктурная модель описывается в этом примере ком­
позицией двух логнормальных распределений с модами rsi==0,2 
и Гз2= 0 ,6  мкм. Построение первого аналога Dn, а('в') (кривая 2) 
осуществлялось для тех же шести отсчетов, что и выше (см. 
рис. 4.3). Во втором варианте (кривая 3) также использовалась 
система шести отсчетов с той разницей, что три последних соот­
ветствовали углам в задней полусфере и равны 165, 170 и 175°. 
Все, что говорилось ранее при обсуждении диаграмм рассеяния, 
представленных на рис. 4.2, в полной мере справедливо и в этом 
примере. Первая система узлов, ориентированная главным обра­
зом на переднюю полусферу, позволяет удовлетворительно вос­
станавливать непрерывный ход £>п('0’) во всей области (О, я). 
Вторая совокупность узлов, лежащая в основном в задней полу­
сфере, позволяет удовлетворительно восстанавливать ход Dn{S)  
в средней части интервала (О, я), но не дает возможности про­
гнозировать значения характеристики на его концах. Таковы 
в целом характерные особенности восстановления непрерывного
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хода угловых характеристик светорассеяния полидисперсными 
системами частиц в методе обратной задачи.

Последнее, что необходимо здесь рассмотреть, это влияние 
«внешних» возмущаюш,их факторов, сопутствующих обращению 
оптических данных, на точность аппроксимации. К ним следует 
отнести прежде всего ту неопределенность, которая сопутствует 
априорному заданию показателя преломления вещества частиц 
исследуемой среды в схемах обращения. Известно, что угловой 
ход полидисперсных индикатрис рассеяния в меньшей мере чув­
ствителен к вариациям показателя т  для углов в передней полу­
сфере. В большей мере они сказываются на поведении |ы('0’) для 
углов рассеяния в задней полусфере. Указанные особенности на­
глядно иллюстрируются результатами расчетов, представленными 
в табл. 4.3. Исходная индикатриса ibio('O’) соответствует кривой 1 
на рис. 4.2. В первом случае (третий столбец таблицы) возмуще­
ния касались вещественной части показателя т' и составили 
А/п'— 0,05. С подобной точностью вполне можно априори задавать 
величину т '  при зондировании атмосферных дымок, особенно если 
ее увязывать с относительной влажностью воздуха [9]. Во втором 
случае (четвертый столбец) существенно завышалась мнимая 
часть in". Указанное в таблице значение показателя соответствует 
случаю сильно загрязненной атмосферной дымки [3], которую
иногда называют «городской» дымкой. Как видно из табл. 4.3,
указанные возмущения мало сказываются на значениях |1а('в')
вблизи О и заметно больше в окрестности 10̂ ^̂  я.

Таблица 4.3
Значения исходной индикатрисы До (9̂ ) для ряда углов рассеяния 

и аппроксимационные аналоги (9̂ )i соответствующие двум 
значениям показателя т

0° т  =  1,51—0»002 i
ixa т

Ш =  1,56—0,002 i m =  1,51—0,02 i

0 12,90 11,71 12,96
45 1,65 1,13 1,12
90 0,22 0,18 0,16

135 0,15 0,17 0,13
165 0,18 0,17 0,11
180 0,24 0,16 0,12

Погрешности измерения отсчетов Dn('d) и вариации границ 
Rl и /?2, которые известны лишь приближенно при обработке экс­
периментальной информации, проявляют себя в поведении 
£^11, а('^) примерно так же, как это имело место для аппроксима­
ционных аналогов типа Psc, а(А.). Следует указать, что поведение 
аналога |ia('^) при различных возмущениях в исходном векторе 
Dll более устойчиво, нежели поведение jDh, а('в'). Объясняется
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это тем, что значения йа('О') находятся через отношение 
4яОп, a('&)/Psc, которое менее чувствительно к систематическим 
ошибкам по сравнению со значениями /)ц, а('в') и р̂ с, а- В числен­
ных исследованиях полидисперсной индикатрисы рассеяния на­
глядно проявляются достоинства метода обратной задачи, вычис­
лительные схемы которого позволяют одновременно оценивать 
любую требуемую комбинацию оптических характеристик для ис-

стр о ен ны й  м етод ом  о бр атно й  зад ачи  по семи о тсч е та м  (о т м е ­
чены  к р е с т и к а м и ).

ХОДНОГО экспериментального вектора. В последнем примере при 
построении по вектору Dn,  ̂ восстанавливался непрерывный
ход Dn.alTfr) и одновременно оценивался коэффициент рассеяния 
Psc, а. п ри  необходимости можно по вектору Dn восстанавливать 
непрерывный спектральный ход Psc, а (^) ,  если известна спектраль­
ная зависимость т  {Х). Подобные аппроксимационные задачи были 
опущены, поскольку прямо они не связаны с теми оптическими 
методами исследования атмосферы, теория которых излагается 
в настоящей работе.

В заключение приведем пример аппроксимации эксперимен­
тальной аэрозольной индикатрисы, измеренной в условиях при­
брежной атмосферной дымки. Измерения проводились
с шагом 5°. Для углового хода характерна высокая глад­
кость (то же самое плавность хода), поэтому дискретный набор 
измерений {(1 а('в’г), / = 1 ,  . ..} нетрудно заменить на графике плав­
ной кривой (рис. 4.5, кривая 1). В подобной ситуации построение
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|Ыа(т9’) диктуется необходимостью прогноза углового хода инди­
катрисы в области '0’<;5° и '0’>175°. Как показали расчеты, для 
построения по дискретному набору отсчетов {!1а('в’0} при
погрешности измерений а ^ 1 0 %  достаточно взять семь отсчетов 
(отмечены крестиками на рис. 4.5). Аппроксимационный аналог 
индикатрисы |Ыа('0’) (кривая 2) решал вполне удовлетворительно 
задачу приближения для !1 а('в’) в интервале (5, 175°), одновре­
менно прогнозируя ее значения слева и справа от указанных 
границ. В этом смысле можно говорить о восстановлении непре­
рывного хода индикатрисы во всей области углов рассеяния (О, 
180°).

4.2. Методы прикладного анализа полидисперсных 
интегралов и их приложения в оптике дисперсных сред

Нетрудно заметить, что изложение теории аппроксимации ха­
рактеристик светорассеяния дисперсными средами по существу 
носило качественный (расчетный) характер. Не предпринималось 
каких-либо попыток дать оценку ошибок аппроксимации аналити­
ческими средствами. В значительной степени это обусловливалось 
тем обстоятельством, что у нас отсутствует надлежащий анали­
тический аппарат для решения подобных задач. Вместе с тем 
независимо от метода обратной задачи и его приложений суще­
ствует настоятельная необходимость в оценке ошибок интерполя­
ции модельных характеристик светорассеяния атмосферным аэро­
золем. Так, например, в последнее время публикуется достаточно 
много табличного материала по оптическим моделям атмосферы 
и при этом не делается никаких попыток оценить его разумный 
объем. Иными словами, выбор шага дискретизации при состав­
лении таблиц никоим образом не обосновывается. В пределах 
настоящего раздела мы изложим основы прикладного анализа 
спектральных характеристик светорассеяния дисперсными сре­
дами и дадим его возможные приложения в атмосферно-оптиче­
ских исследованиях.

4.2.1. Формула дифференцирования полидисперсных интегралов

При оценке эффективности того или иного аппарата приближе­
ния функций необходимо вычислять их производные. В силу этого 
аппроксимация оптических характеристик требует разработки 
методов дифференцирования функций, представляемых параметри­
ческими интегралами. Соответствующий подход к решению этой 
аналитической задачи впервые был изложен в работе [19], где 
он использовался для априорной оценки гладкости искомых аэро­
зольных распределений в обратных задачах светорассеяния. И з­
ложим кратко основы этого подхода, исходя, как и ранее, из пред­
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ставления спектральных оптических характеристик в виде инте­
грала

Р =  j ^  (>,, г) S (г) dr, (4.8)

где функция s{r) принадлежит множеству распределений Ф, за- 
данных на конечном интервале размеров R=[Ri^ ^ 2]. Напомним, 
что s(r) удовлетворяет вполне естественным граничным условиям

s{R,) =  s{R,) =  0. (4.9)

Если подходить чисто формально, то производная функция 
Р(А) вычисляется с помощью интеграла

р {X)=\k U K  r)s{r)dr. (4.10)

Если этот интеграл существует для всех А из спектрального 
интервала Л, то функция Р (А) считается дифференцируемой в Л. 
С учетом тех особенностей ядра К  {К г) для сферических рассеи­
вающих частиц, о которых речь шла выше, выражение (4.10) 
лишено практического смысла. Слабая сходимость исходных ря­
дов (1.64) не может гарантировать сходимости рядов, получае­
мых из них путем дифференцирования для любой пары значе­
ний А и г. В связи с этим для производной от полидисперсного 
интеграла необходимо ввести иное определение. Это нетрудно 
сделать по аналогии с теорией дифференцирования обобщенных 
функций, если полагать, что распределение 5 (г) вполне регулярно 
в области своего определения и обладает суммируемой, по Ри- 
ману, производной.

Начнем с того, что факторы К  {К г) теории дифракции опти­
ческих волн на сфере являются однородными функциями степени 
ноль, т. е. их значения для пары г и А определяются не г и А 
в отдельности, а величиной отношения, записываемого обычно 
в виде некоторого дифракционного параметра х =  2пг/к. Иными 
словами, значение К  {к, г) не меняется, если отношение г/к 
остается неизменным. Поэтому аналитическое поведение ядра 
/С(А, г) как функции двух переменных полностью определяется 
поведением функции одного переменного К{х). Конечно, пара­
метр X можно рассматривать как функцию переменных г и А. 
Указанное аналитическое свойство позволяет записать фор­
мально два выражения для частных производных ядра:

K r ^ K x X r l  

К [  =  К х х 1
(4.11)

которые приводят нас к хорошо известному соотношению Эйлера 
для производных однородной функции степени ноль

гКг+кК[ =  0. (4.12)
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с  учетом (4.12) интеграл (4.10) можно переписать в виде 

р' =  —  ̂К'г (^, r)s{r)dr.
R

Интегрируя это выражение по частям и учитывая граничные 
условия (4.9), получим

я р '=  J /с (X, г) (rs)'rfr. (4.13)
R

Выражение (4.13) позволяет найти производную функции 
|3(>i), представимую полидисперсным интегралом (4.8), не прибе­
гая к дифференцированию ядра К{К г). Его следует рассматри­
вать как определение производной полидисперсного интеграла 
(4.8). Действительно, вывод (4.13) основывался на соотношении 
Эйлера (4.12) в предположении, что /С' и К[ существуют. Од­
нако если отказаться от последнего условия, то (4.13) уже не сле­
дует из (4.8), и его нужно рассматривать как определение обоб­
щенной производной полидисперсного интеграла, как это дела­
ется в теории обобщенных функций. Приведенные выше 
построения, опирающиеся на соотношения (4.12) между частными 
производными, просто облегчали понять истоки формулы (4.13) 
и носили не более как вспомогательный характер.

Выражение (4.13) будем называть формулой дифференциро­
вания полидисперсных интегралов. В операторной форме она 
имеет вид

Щ р  =  Л:Д (rs). (4.14)

где iDi — оператор дифференцирования первого порядка, а /С — 
как и ранее, интегральный оператор, соответствующий (4.8). Со­
отношение (4.14) в некоторой степени характеризует свойства 
данного интегрального оператора К  на множестве Ф. В част­
ности, его можно переписать в виде

XD.Ks^KD.irs).

Отсюда видно, что хотя оператор /С и не коммутирует в полной 
мере с оператором Du  как это имеет место, например, для опе­
раторов сдвига, тем не менее он близок к последним по своим 
свойствам, на что указано в работе [25].

Интеграл (4.13) определен для функций s, которые обладают 
производной, суммируемой по Риману, поэтому множество ис­
ходных распределений Ф нам необходимо в дальнейшем сузить 
до Ф1. Очевидно, что функции 5 из Ф 1 несколько глаже функций 
из Ф. Если по определению Ф = {5 ; 0 : ^ 5 ^ Л 1 } ,  то Ф 1 = { 5 е Ф ,  

где Ml — некоторая фиксированная константа, так
же как и М.

Предложенный выше метод дифференцирования характери­
стик светорассеяния позволяет решать задачи прикладного ана­
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лиза в оптике дисперсных сред, что ниже иллюстрируется соот­
ветствующими примерами.

4.2.2. Ряды Тейлора для спектральных оптических характеристик

Для построения степенных разложений оптических характе­
ристик на основе ряда Тейлора необходимы формулы для вычис­
ления производных от (3(A) высших порядков. Имея в своем рас­
поряжении формулу дифференцирования (4.13), нетрудно решить 
эту аналитическую задачу. Для начала в качестве примера най­
дем вторую производную от полидисперсного интеграла (4.8). 
Для этого достаточно повторно применить формулу дифференци­
рования к полидисперсному инт^егралу А(3', т. е. к (4.13), потре­
бовав, конечно, при этом выполнения условий s'(7?i) = 5 ' (Т?2) = 0 .  
Опуская промежуточные выкладки, аналогичные тем, которые 
приводились ранее при выводе (4.13), имеем

IY' =  { к (Кг) г (rs)" dr. (4.15),
R

Следует заметить, что наложение указанных граничных условий 
на 5 '  (г) придает формулам дифференцирования более простой
вид. В целом же они не имеют принципиального значения в из­
лагаемой теории. Для их введения есть вполне определенные при­
чины, которые будут указаны ниже. И наконец, если потребо­
вать выполнения условий

ДЛЯ всех v =  0, 1, . . . ,  /г, то получим следующее обобщение фор­
мулы дифференцирования:

=  5 к {К, r)r^-'{rsfUr. (4.16>

Эта последовательность интегралов существует для тех распре­
делений 5, которые принадлежат множеству ф^ =  { 5 е Ф ,
С  Мпу v ^ n } ,  где Мп — как и ранее, некоторая константа, об­
щая для всех распределений 5 из Фп-

Выражение (4.16) позволяет уже непосредственно записать 
ряд Тейлора функции |3(А) в окрестности любой точки Ао интер­
вала оптического зондирования, а именно

п

р(Я) =  р(Яо)+ X  — U( ^ o .  r)r^-'{rsfUr +  Rn+i. (4.17)
V =  1 ^ • ^0

Характерной особенностью этого ряда является быстрое убы­
вание величины членов с ростом Ао при прочих равных условиях. 
Это означает, что функции (3 (А) по мере роста длины волны ста­
новятся все более гладкими. Факт хорошо известен как из мно­
гочисленных модельных расчетов, так и из экспериментальных
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данных. В этом смысле выражение (4.17) дает ему аналитическое 
обоснование. Этим же можно объяснить и слабое влияние микро­
структуры атмосферных дымок на поведение Рех(^) в ИК-диапа­
зоне, где значительно в большей степени проявляет себя зави­

симость т{Х).
С другой стороны, при уменьшении наличие члена

делает поведение ряда (4.17) все более и более чувствительным 
к интегральным членам. В связи с этим область малых X можно 
считать наиболее информативной при многочастотном зондирова­
нии дисперсных сред, поскольку в этой области отсчеты можно 
брать более близкими друг к другу при прочих равных условиях. 
Это тоже хорошо известно из практики атмосферно-оптических 
исследований [8].

И наконец, последнее, чего следует коснуться, это множества 
распределений Фп. Ясно, что для описания микроструктуры дис­
персных сред подобных распределений не требуется. Они 
«удобны» лишь в аналитическом отношении, поскольку их можно 
многократно дифференцировать, и следовательно, использовать 
в задачах прикладного анализа. Эти функции следует рассмат­
ривать как некоторые аналитические модели, предназначенные 
для аппроксимации реальных распределений.

Примером подобных моделей могут служить многочлены 
Ьш{г, s), введенные выше в обратные задачи светорассеяния. 
По переменной г эти функции т раз дифференцируемы, и, сле­
довательно, модельные оптические характеристики |3 [fem, Ц  об­
ладают т  производными. Вычисление этих производных осущест­
вляется с помощью формулы дифференцирования, которая в дан­

ном случае применяется к полидисперсным интегралам Ki{X), 
определенным согласно (2.576). В пределах данной работы мы 
не будем строить соответствующий аналитический аппарат, 
а ограничимся рассмотрением более простых и широко исполь­
зуемых в оптике аэрозоля модельных распределений.

4.2.3. Погрешность линейного интерполирования 
спектральных оптических характеристик

Умея вычислять производные любого порядка от функции 
(З(^), можно вернуться к задачам интерполирования и оценкам 
соответствующих погрешностей. Как указывалось выше, одним 
из простейших подходов к восстановлению непрерывного хода 
характеристики р(Я) является линейное интерполирование по из­
меренным дискретным отсчетам (З̂- ( /= 1 ,  . . п). В соответствии
с (4.1) для определения величины ожидаемой при этом ошибки 
необходимо априори оценить вторую производную от интерполи­
руемой функции Р(^). Поскольку в задачах оптического зондиро­
вания речь идет об интерполировании экспериментальных функ­
ций, по существу неизвестных, то для оценки их вторых произ­
водных можно воспользоваться лишь некоторыми модельными
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характеристиками |Зм(А), полагая при этом, что они не слишком. 
по своим аналитическим свойствам отличаются от измеряемых. 
В соответствии с (4.15) для существования подобной оптической 
модели Рлг(А) необходимо существование некоторого модельного 
распределения s m ( t ) ,  такого, что

К  { К  Г ) Г [ { Г 8 0 Г - { Г 8 МГ]С 1 Г < 6  (о), (4.18)

где So (г) — действительное распределение частиц по размерам для 
исследуемой среды. Следует заметить, что условие (4.18) не яв­
ляется жестким, т. е. оно не требует непосредственной близости 
функций So (г) и 8м (г) и соответственно их вторых производных. 
Речь идет всего лишь о близости интегралов от этих распределе­
ний. Последнее можно условно интерпретировать как близость 
в среднем. Величина б (а) в (4.18) имеет порядок а, т. е. сопоста­
вима с ошибками оптических измерений, с учетом, конечно, мас­
штаба и размерности выражения в левой части рассматриваемого 
неравенства.

Напомним, что в оптике атмосферных аэрозолей наиболее рас­
пространенными модельными распределениями являются функ­
ции

п{г) =  аг^^ехр{-гЧ}- (4.19а)

п (г) =  (iV6/n'^V) ехр {~б^1пг/го}, (4.196)

определенные на полуоси (О, оо). Подбирая параметры а, а, Ь, у 
в первой модели и {7V, б, го}— во второй, можно приближенно 
аппроксимировать этими функциями любое одновершинное рас­
пределение частиц по размерам по (г), получаемое в экспери­
менте. При необходимости аппроксимировать многовершинные 
распределения необходимо прибегать к линейным композициям 
указанных моделей. С точки зрения излагаемой здесь теории
важным свойством этих модельных распределений является их 
неограниченная дифференцируемость, т. е. существование инте­
гралов вида (4.16) для любого v. В дальнейшем нас будут ин­
тересовать распределение s ( r ) = n r ^ n ( r )  и его дифференциаль­
ные характеристики. Для первой модели при у=1  имеем соответ­
ствующие выражения:

s{r) =  ar^^^exp {-br}; ^
{г8У =  8{г){а +  3-Ьг); > (4.20)
г {Г8У =  S (г) {[а +  2 ^  &г] [а +  3 ^  &г] -  . J

Для второй модели аналогичные соотношения записываются 
в виде:

S (г) =  (S6M’/V^) г ехр{-6^[1п г/г, +  1/(26^)]^}; Л
( r s ) '=  5 (г) ( 1 - 2 6 Ч п  г/г,); > (4.21)
г  ( r s " )  =  S (г) 26̂  [ 2 1п̂  г/г, — In г/г, — 1 ]. J
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в  распределении (4.21) параметр rs =  roexp (7 2 б2{ является 
^го модой, а 5  — интеграл от s{r) в пределах (О, оо). При пере­
ходе от распределения числа частиц по размерам к распределе­
нию геометрического сечения частиц в этой модели желательно 
заменить параметры N, го на 5, rs, что и было сделано в (4.21).

Теперь можно обратиться к оценке погрешности линейного 
интерполирования оптических характеристик |3м(^), соответствую­
щих этим двум моделям. Будем использовать для остаточного 
члена в (4.1) так называемую интегральную форму

+ ̂ =  (4.22)
Ло

С учетом (4.16) ее можно переписать в виде

+ , =  S г" ( r s r  + И  К ( г ,  о  dt dr. (4.23)
R [К ' I

Нетрудно заметить, что подынтегральное выражение во внут­
реннем интеграле положительно в силу положительности исход­
ного ядра К  (К г), и, следовательно, к нему можно применить 
теорему о среднем. Получаем

^ ( Я - О " (4.24)

тде g — некоторая точка между Хо и X. 
Поскольку имеет место оценка

к
( x - t r

It"^ dt • (Д Х )^
( n + 1 )  !Я ^  +  ‘

(4.25)

где АХ =  Х — Хо, то нам остается оценить по величине первый 
интеграл в (4.24). Эту задачу будем решать только для второй 
производной от распределения s ( r ) ,  поскольку нас прежде всего 
интересует задача линейного интерполирования спектральных 
аэрозольных характеристик.

В соответствии с (4.25) при п=\  имеем 
( а ; . ) 2

\ R . \ <
2\Х1

j /C ( | ,  r)r^rs)"dr (4.26)

Согласно (4.20) и (4.21) функцию r(rs)" можно представить 
в виде произведения s(r)-g(r). Тогда для интеграла в (4.26) 
можно записать неравенство

< \ к ц ,  r)s{r)\g{r)\dr. (4.27)
R

К(1, r)s{r)g{r) dr

В силу положительности подынтегрального выражения в пра­
вой части (4.27) можно вновь прибегнуть к теореме о среднем
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и представить его в виде произведения lg(il) 1* Р (&)> где г\ — не­
которая неопределенная точка в пределах интервала R. С учетом: 
этого приходим к следующей оценке остаточного числа линейной 
интерполяции модельных оптических характеристик с распреде­
лениями типа (4.20), (4.21):

(D ig (11)1- (4.28>

Выше мы подробно излагали технику построения оценок оста­
точных членов интерполирования для модельных оптических ха­
рактеристик светорассеяния аэрозольными системами частиц. Это  ̂
обусловлено необходимостью разработки теории линейного ин­
терполирования применительно к численному табулированию* 
оптических аэрозольных моделей. Приведенные выше формулы, 
в частности, позволяют разумно оценить размер шага дискрети­
зации АХ при заданной точности табулирования. К тому же сле­
дует иметь в виду, что аналогично строится теория интерполиро­
вания угловых характеристик светорассеяния полидисперсных 
систем, среди которых наиболее распространенной является ко­
эффициент направленного светорассеяния.

Однако вернемся к (4.28). Для того, чтобы практически вос­
пользоваться этим неравенством необходимо оценить величину
к ( л ) | -

Обратим внимание на то обстоятельство, что, хотя интервал R 
в используемых моделях бесконечен, практически распределение 
Sm  локализовано в некоторой конечной, а в ряде случаев и весьма 
узкой области размеров. Эту область можно условно назвать ин­
тервалом эффективных размеров частиц. Длина этого интервала 
и его положение на оси г определяются параметрами распределе­
ния и прежде всего, конечно, значением параметра rs, которое’ 
определяет наиболее вероятный размер частиц в исследуемом ло­
кальном объеме. Поскольку ядро /С(А, г) в полидисперсных инте­
гралах не обладает подобными фокусирующими свойствами и. 
всюду на оси г заметно отличается от нуля, то подынтегральные 
выражения в (4.27) как функции г будут локализоваться там 
же по оси г, где локализуется распределение зм{г)у т. е. в окрест­
ности точки rs. Следовательно, в качестве приближенной оценки 
величины |g'( 'n)| можно взять ее значение в точке г] rs. Ко­
нечно, положение точки ц на оси г, помимо всего прочего, зависит* 
еще и от длины волны А, как это следует из интегралов в (4.27). 
Однако этой зависимостью в первом приближении можно пре­
небречь, считая, что в области локализации распределения 5м (z') 
поведение ядра /С (г, X) по переменной г для всех X является 
вполне регулярным. В последнем случае речь идет о гладкости 
хода частных факторов К(г\Х) в окрестности точки rs, которая 
является экстремальной для 8м{г). Следует иметь в виду, что, 
если подобные предположения не выполняются в той или иной 
конкретной оптической задаче, можно прибегнуть к численному
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r s  =  ( a  +  2 ) / d , (4.29)

l g ( r s ) l  =  a  +  2 . (4.30)

| g ( r s ) |  =  2 6^ . (4.31)

удобно использовать для оценки

исследованию параметрических интегралов, входящих в неравен­
ство (4.27). Считая приемлемыми сделанные выше допущения, 
остается найти значение |g '(rs) | для двух рассматриваемых мо­
делей. В первой модели, которую принято называть гамма-рас­
пределением, модальный радиус rs связан с параметрами а и Ь 
соотношением

и, следовательно. 

Во второй модели

Выражение (4.28) 
относительной ошибки интерполирования, т. е. величины 
•8 (g) =  |T?2 (g) |/р (g), где ,g e (^ o ,  X). Во второй модели, наиболее 
распространенной в практике атмосферно-оптических исследова­
ний, получаем для указанной величины простое соотношение

е<(6АХДо)", (4.32)
справедливое для всех точек g между Ао и Хо+АХ. В последнем 
выражении величину е следует понимать как относительную 
ошибку интерполирования характеристики |3м(^) в пределах ука­
занного выше спектрального интервала.

Если требуется оценить размер предельно допустимого интер­
вала между двумя соседними спектральными измерениями, осу­
ществляемыми с относительной ошибкой не ниже а, то, полагая 
в (4.32) г ̂  G, находим

(4.33)
Смысл этой формулы достаточно ясен. Предельное значение ин­
тервала /S.K между двумя смежными измерениями спектрального 
хода характеристики светорассеяния определяется ошибкой из­
мерений а, положением этого интервала, т. е. значением Ко и па­
раметром распределения б, характеризующим гладкость полидис­
персного интеграла (то же самое значение производной (3' 
в точке ^о). Напомним, что значение б обратно пропорционально 
дисперсии логарифма в распределении (4.196), и чем оно меньше, 
тем шире исходное распределение и, как следствие, глаже харак­
теристика |3(>1.), и поэтому ее можно интерполировать при прочих 
равных условиях с меньшей ошибкой.

Все, о чем говорилось выше, относится к случаю линейного 
интерполирования. Для квадратичного интерполирования оценки 
получаются более громоздкими, и мы их здесь не приводим. При­
менение квадратичного интерполирования имеет больший смысл 
в задачах табулирования оптических аэрозольных моделей, не­
жели в практике зондирования аэрозоля. В последнем случае а, 
как правило, не меньше значений 0,05—0,1, поэтому оценок (4.33)
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^  вполне достаточно для практического применения. Использова-
ние более сложных интерполяционных формул оправдано лишь 

’ при соответствующем повышении точности исходных данных.
Аналогичные соотношения могут быть построены и для пер­

вой модели (гамма-распределения). Опуская промежуточные вы­
числения, получаем

т 1 п ( Д ; . ) Х а  +  2 Г ‘Ч о а ‘' \  (4.34)

Для атмосферных дымок параметр а в соответствующих мо- 
: делях, как правило, не превышает 2 [23]. Кстати, подобная оценка

справедлива и для параметра б, т. е. в тех случаях, когда спектр 
размеров частиц атмосферных дымок аппроксимируется логнор­
мальным распределением. Откуда следует, что соответствующие 
значения предельно допустимого интервала дискретизации спек-

I,.- тральных измерений, получаемые из (4.33) и (4.34), близки друг
к другу и примерно равны (Аа'/2) /2 . Подобного результата следо- 

I ’ вало ожидать, поскольку оптические модели |Зм(А) для данного
типа аэрозольных образований в атмосфере не должны сущест- 
венно зависеть от вида функции Sm(^), используемой для аппрок­
симации спектра размеров частиц. Что же касается каких-то от­
дельных особенностей аналитического поведения двух рассматри­
ваемых модельных распределений 8м{г)у то они сглаживаются 
интегральным оператором К, и как следствие, соответствующие 
оптические модели |3м (А) =  (/Csm) (А), являясь гладкими функци­
ями, несущественно отличаются друг от друга. В этом отношении 
выбор аналитического вида модельного распределения 8м{г) не 
является принципиальным в оптике дисперсных сред. Аналитиче­
ское поведение оптических характеристик |3(А), как полидисперс­
ных интегралов типа (4.8), прежде всего определяется поведением 
по А частного фактора К{Х\г). Подобный вывод следует из тео­
рии интегралов, зависящих от параметра. Поэтому вопрос о вы­
боре одного из двух модельных распределений (4.19) несущест­
вен при планировании экспериментов по аэрозольному светорас­
сеянию.

4.2.4. Обобщение формулы дифференцирования

Формула дифференцирования полидисперсных интегралов 
(4.13) позволила построить содержательный анализ поведения 
спектральных оптических характеристик. Напомним, что при ее 
выводе предполагалась независимость показателя преломления 
вещества частиц полидисперсной системы от длины волны А, что, 
естественно, ограничивает ее применение. Вместе с тем подобное 
допущение не является принципиальным, и ниже мы дадим соот­
ветствующее обобщение формулы (4.13). В отличие от (4.8) те­
перь полидисперсный интеграл будем писать в виде

р(^) =  5^С[т(^), я., r ]s ( r ) r f r .  (4.35>
R
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Строго говоря, необходимо было бы писать Р [ т ,  5 , I], подчерки­
вая то обстоятельство, что теперь р является функционалом от

двух распределений, т(Х) и 5 (г), в отличие от обычной характе­
ристики р [5, Ц. Однако в целях упрощения не будем использо­
вать иных, более сложных обозначений, полагая, что это не вы­
зывает здесь какого-либо недопонимания. Напомним, что ранее 
при выводе формулы (4.13) исходным моментом являлась одно­
родность ядра К  (к, г) по указанным переменным. Теперь сделаем

предположение, что ядро К[т{К), I, г] является функцией некой

переменной у =  т{К)х{г,  Я). Конечно, трудно сказать, в какой 
мере обосновано это предположение в самом общем случае. Ана­
литический вид выражений (1.4) и (1.5) слишком сложен, чтобы 
питать надежду на получение какого-либо конструктивного ре­
зультата в этом направлении. Тем не менее для одного очень важ ­
ного частного случая указанное предположение действительно 
имеет место. Речь идет о достаточно больших сферах, показатель 
преломления которых не слишком отличается от единицы [29]. 
Соответствующий фактор эффективности ослабления имеет вид

Кех (р) =  2 — 4р“ ' sin Р +  4р“ 2 (1 — cos р), (4.36)

где р =  2 ( т  — 1)х.
Заметим, что в излагаемой здесь теории дифференцирования 

параметрических интегралов важным является наличие таких 
аналитических свойств ядра, которые в принципе выражались бы 
в виде соотношений между частными производными по соответст­
вующим переменным. При этом сам вид подобных соотношений 
несуществен. Примером могут служить методы дифференцирова­
ния полидисперсных индикатрис рассеяния в области малых 
углов и их интерпретация [16, 17].

Итак, если исходить из предположения, что К[т{К), X, г] 
является сложной функцией вида К [у [г, Я)], то справедливы 
соотношения:

—  К у У п  1 

(ь =  К у у \ .  J
; ( 4 . 3 7 )

К к

Исключая из (4.37) К'̂  и учитывая, что

у ' ^ ^ т х г .  у [  =  ткх +  x i f h,  

искомое соотношение между /С' и К'̂  примет вид

г/(г + /(1 =  0. (4.38)

Это выражение, естественно, отличается от соотношения Эйлера 

(4.12) наличием множителя ml (т — ^ ^ ^ ) ,  который равен еди-
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нице при = 0  (то же самое т(Х ) =  const). С учетом (4.38) по­
лучаем формулу дифференцирования полидисперсных интегралов 
вида (4.35), а именно

mXifh —  р J /<■ (^, r){rs) dr. (4.39)
R

Повторное применение формулы (4.39) к (4.35) дает

{тХ {т -  m[x)-^Y р" =  j  /С (X, г) г (rs)" dr. (4.40)
R

С учетом (4.40) можно откорректировать выражение для оста­
точного члена при линейной интерполяции спектральных оптиче-

* €ких характеристик, когда требуется учет спектральной зависи-

мости т  в пределах Л. Выражение (4.28) теперь записывается 
I в виде

i |^2(Dl<(AV2Xo)^P(D|g^(Ti)|[l -  (4.41)

Величину [1— Am' (A)/m(A;)]= [1— {\n m{X))'f можно рассмат-

I

If :

1.

ривать как фактор изменчивости m(A) в пределах Л. Его значе- 
чения оцениваются на основе априорной информации о составе 
зондируемой дисперсной среды и возможной зависимости соответ­

ствующего показателя т  от длины волны А.
Интересно в этом отношении рассмотреть атмосферные дымки. 

Д ля видимого диапазона вещественная часть показателя прелом­

ления т' слабо зависит от А, и указанный фактор изменчивости 
близок к единице. Картина резко меняется при переходе в ИК- 

Т диапазон. В связи с этим проблема интерполирования аэрозоль-
' -Л ных характеристик в этой области существенно усложняется.

В равной мере это относится и к восстановлению спектрального 
г хода |3 (А;) в ИК-области методом обратной задачи. В связи

с практической важностью задачи остановимся несколько по- 
I" дробнее на оценке ожидаемой погрешности экстраполяции, обу-
I  словленной неопределенностью в априорном задании показателя
? преломления, которую ниже будем характеризовать величиной

|. б т .  В соответствии с выражением (4.35) эта ошибка может быть
I  представлена следующим выражением:

Аа(Я) =  ро (? .) -Ра(?^)=  \[К[то(Х), X, r ) ]S o (r)~
к

- К [ т { Х ) ,  X, r]sa(r)}dr, Я е  Л ', (4.42)

где Л ' — интервал, лежащий справа от интервала оптического 
зондирования Л. Для того чтобы несколько упростить нижесле-
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дующие аналитические построения, будем считать ядро функцией 

трех независимых переменных, т, К и г. Иными словами, отка­

жемся от априорного задания зависимости т (Я ) ,  что практически 
сделать очень трудно. В дальнейшем опустим переменную Я, по­
скольку все получаемые соотношения справедливы для любых

ее значений. Рассматривая ядро как функцию параметров т  и 
можно записать следующее соотношение:

К {то +  6 т ,  г)с^К ( *̂о, г) +  Кт  (^о, г) 6т ,  

с учетом которого (4.42) переписывается в виде

К  (то, г )  { s o  ( г )  —  Sa (г)} d r  +  Ш  ^  Кт  (то, г )  Sa  (г) d r .  (4.43)
R R

Ясно, что первая компонента ошибки обусловлена отклоне­
нием приближенного решения обратной задачи Sa(A*) от so (г) и 
зависит прежде всего от ошибок оптических измерений и размер­
ности обращаемого вектора Ра- Второй интеграл в правой части 
(4.43) обусловлен ошибками в задании показателя преломления

при экстраполяции в ИК-диапазон. Считая ядро /С(т, г) функ­
цией двух переменных и полагая, что выполняются допущения, 
сделанные ранее для ядер типа (4.36), найдем соотношение для 
его частных производных:

гК'г-тК'т=^0, (4.44)

которое приводит нас к равенству

\ Кт{т, r ) s a { r ) d r  =  то^ 5 /С (то, r ) { r S o )  d r .  (4.45)
R R

в  силу формулы дифференцирования (4.13) интеграл справа 
представляет собой д^а!д 1п Я, и, следовательно, для второго 
члена в (4.43) получаем оценку

Асст =  — (бт//По) (ЗРа ( )̂/<? 1п Я. (4.46)

При б т - ^ 0  значение этой ошибки ^становится малым, и, следо­
вательно, ошибка экстраполяции обусловливается тем, в какой 
мере эффективно решена обратная задача, т. е. построен аппрок­
симирующий аналог Ра(^) по вектору Ра- Выражение (4.46) пока­
зывает, что величина А — помимо относительной ошибки в за-’ am

Дании показателя т ,  зависит от значения производной экстрапо­
лируемой функции в окрестности рассматриваемой точки X. Ясно, 
что чем более сложным является поведение исследуемой функ­
ции, тем выше модуль ее производной и тем с меньшей точно­
стью можно прогнозировать ее значения. На этом закончим из-
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ложение методов прикладного анализа спектральных оптических 
характеристик и их приложений в теории аппроксимации. Ниже­
следующие примеры будут в большей мере иллюстрировать ин­
формационные возможности развитых методов дифференцирова­
ния полидисперсных интегралов в постановке и решении обрат­
ных задач оптики дисперсных сред, включая и нелинейные ва­
рианты.

4.2.5. Некоторые приложения формул дифференцирования 
к интерпретации оптических измерений

;  Помимо решения чисто аналитических задач в оптике дисперс­
ных сред формулы дифференцирования (4.13) и (4.39) можно 
использовать для построения новых функциональных уравнений 
в теории оптического зондирования рассеивающих сред. Для ил- 

; /  люстрации подобной возможности обратимся к модельным Рас-
S' пределениям (4.20), (4.21). В первом случае оптическая характе-

ристика системы рассеивающих частиц записывается в виде ин- 
теграла

оо

p (X )=J/C (X , г)яа/-“ +  ̂ехр {—Ьг} rfr.

Применяя к нему формулу дифференцирования (4.13), приходим 
к выражению

Яр7Р =  а +  3 - г ( ^ ) / г „  (4.47)

где г{'к) — средний оптически эффективный размер частиц для 
1? данного к. Если измеряется спектральный ход Р (Я) и оценивается

затем Р^(^) с использованием, скажем, оператора Dia, то (4.47)

%  позволяет найти зависимость г(А), если априори задать napa­
lm' метры микроструктуры. Для тех точек А*, в которых характери-
|! -стика (3(A) имеет экстремумы, получаем простое соотношение

f  r(X*) =  r , ( a  +  3). (4.48)

I  Конечно, выражение (4.48) справедливо лишь для модельных рас-
^  пределений типа (4.20). Не составляет труда построить анало­

гичные соотношения для логнормальных распределений.
Однако обратимся к возможным приложениям более сложной 

формулы дифференцирования, а именно (4.39). Обозначим его

правую часть через F[m(A), s, А]. Нетрудно построить выражение
л

гп (1)  =  т  (Хо) +  ^  ( ^ 0  Г- j -  —  [ т  (Г), S, X'] dX'.
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Обозначая далее через Q[m(>i), 5, Ц  выражение в квадратных 
скобках, приходим к следующему функциональному уравнению

л
т{Х) =  т  (А„) +  J т  (I') Q [т (X'), s, X'] dX' (4.49)

Ко

относительно распределений т{'к) и 5 (г). Очевидно, что это урав­
нение в большей степени интересно при определении функции

т{ Х )  в предположении, конечно, что спектр размеров частиц 
в исследуемом объеме известен. Действительно, в этом случае 
имеем дело с интегральным уравнением Вольтерра второго рода, 
т. е. с решением корректно поставленной задачи. Следует особо 
отметить, что этот факт сам по себе достаточно показателен. Он 
свидетельствует о том, что с помощью формальных преобразова­
ний интегральное уравнение первого рода (4.3) относительно

т { Х )  можно свести к уравнению второго рода. Иными словами, 
обратная задача светорассеяния относительно спектрального хода

т(Х) допускает естественный регуляризатор и является коррект­
ной в математическом отношении задачей.

Экспериментальный вектор Ра с компонентами Р/а ( i = l ,  •••

. . . ,  /г), по которому определяются значения входит в урав­
нение (4.49) через производную Р ' .  Предварительное преобра­
зование осуществляется с помощью регуляризирующего
оператора Dia, который рассматривался выше (см. п. 2.2). По­
скольку распределение 5 (г), которое нам требуется задать апри­
ори, в (4.49) входит под знак интеграла, то вполне можно прибег­
нуть к «подходящей» параметрической модели Зм{г), Выбор па­
раметров этой модели желательно согласовать с некоторыми 
опорными оптическими измерениями |3/а, для которых можно счи­

тать известными значения Подобные возможности в част­

ности открываются, когда решаются задачи по определению т {'к) 
для атмосферных дымок в ИК-Диапазоне и известны контроль­
ные измерения, скажем Рех (Я) для видимой области. Уравнение 
(4.49) как раз и предназначено для интерпретации оптических 
данных, получаемых в комплексных экспериментах, когда зонди­
рование осуществляется в нескольких спектральных интервалах 
и различными средствами. Особенно эффективно его можно ис­
пользовать для определения спектрального хода мнимой части

аэрозольного вещества т "  в ИК-диапазоне, знание которой необ­
ходимо при оценке влияния аэрозолей на термический баланс 
атмосферы.

Помимо задач, в которых необходимо учитывать зависимость 

т (Я ) ,  оптика реальных аэрозольных систем может потребовать
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введения в обратные задачи и такого распределения, как т{г). 
Подобным примером могут служить задачи оптического зондиро­
вания аэрозольных систем, находящихся в поле влажности. По­
казатель преломления аэрозольного вещества зависит от коли­
чества конденсированной на частицах влаги. Последнее, в свою 
очередь, пропорционально, при прочих равных условиях, поверх­
ности частиц, что и ведет к появлению в оптике аэрозольных си­
стем указанных функций. Оптические характеристики системы ча­
стиц, взаимодействующей с полем влажности, должны рассмат­

риваться как функционалы Р [ т ( г ) ,  X] либо как параметрические 
полидисперсные интегралы Р (А, f), где f — относительная влаж ­
ность. Для подобных интегралов нетрудно построить методики 
прикладного анализа, аналогичные тем, которые описывались

выше для р [т (А ) ,  X]. Соответствующее обобщение формулы диф­
ференцирования в этом случае осуществляется на основе соот­
ношения

ХКх —  т{т +  ггПгУ̂  Кг =  О,

аналогичного (4.38). Нетрудно показать, что определение т{г) 
либо r(f) из обращения оптических данных Р (А, f) может быть 
осуществлено с помощью соответствующего нелинейного инте­
грального уравнения второго рода [21].

4.3. Теория оптического зондирования слабозамутненной 
атмосферы и учет эффектов молекулярного поглощения

В пределах настоящего раздела кратко излагаются методики 
интерпретации оптических данных, получаемых при зондировании 
слабозамутненной атмосферы, когда объемные коэффициенты 
аэрозольного рассеяния заметно меньше соответствующих коэф­
фициентов для молекулярной компоненты. Подобные задачи 
имеют первостепенное значение в оптических исследованиях 
средней и верхней атмосферы, осуществляемых с использованием 
измерительных систем, установленных на космических платфор­
мах [32, 33]. Для того чтобы в этом случае можно было сколько- 
нибудь достоверно судить о концентрации аэрозольных частиц и 
их средних размерах, необходимо решить задачу разделения аэро­
зольного и молекулярного рассеяния из оптических измерений. 
С аналогичной задачей мы уже сталкивались выше в теории ка­
сательного зондирования. В тех ситуациях, когда молекулярное 
рассеяние доминирует в формировании оптических сигналов, ока­
зывается полезным привлекать для исследования параметров ат­
мосферы и эффекты молекулярного поглощения.
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4.3.1. Разделение аэрозольной и молекулярной компонент 
рассеяния из спектральных измерений

Необходимость решения указанной задачи возникает при раз­
работке теории любого оптического метода зондирования рассеи­
вающей атмосферы. В теории поляризационного метода она ка­
салась локальных объемов среды; в теории лазерной локации и 
касательном зондировании речь шла об определении профилей 
оптических характеристик указанных компонент. Соответствую­
щий аналитический аппарат для решения подобных оптических 
задач будем строить в рамках операторного подхода, который 
лежит в основе настоящего исследования по обратным задачам 
оптики атмосферы. С формальной точки зрения задачу разделе­
ния компонент рассеяния можно рассматривать как поиск реше­
ния системы уравнений

+  =  г =  1, . . . .  п. (4.50)

Величина (3 в этом уравнении в конкретных задачах может 
означать такие оптические характеристики, как |3sc, Рех, Ря и т. д., 
измеряемые соответствующими измерительными комплексами 
в спектральных интервалах Л. Напомним, что связаны между
собой соотношениями типа (2.9), и поэтому совокупность значе­
ний (Р^^\ i = l ,  • • •, п) определяется одним значением, скажем 
р(^\ либо каким-то иным из указанной совокупности. В резуль­
тате число неизвестных в системе (4.50) с 2п уменьшается до 
/2+ 1 . Для того чтобы сделать ее полностью определенной, необхо­
димо надлежащим образом уменьшить число неизвестных еще на 
единицу. Ясно, что это должно касаться значений аэрозольной ха­
рактеристики Р̂ ^̂ . Решить подобную задачу можно, если восполь­
зоваться оператором восстановления теории полидисперсного 
светорассеяния.

В теории аппроксимации нам уже встречался матричный опе­
ратор который осуществлял преобразование эксперимен­
тального вектора Ра размерности п в вектор р« размерности 
п' ^  п. Подобную задачу нам требуется решить и сейчас для 
того, чтобы доопределить систему (4.50). Построим оператор 

где п ' = п— 1. Тогда вместо (4.50) можно записать си­
стему

=  Р/, i=l,  . . ., п — 1; 'j

s ' - Й ’ р Г ' +  р Г ’ =  р . .  J
/ = 1  ^

В этой системе оператор (то же самое матрица
решает аппроксимационную задачу восстановления п зна­

чений аэрозольной оптической характеристики по {п— 1) извест­
ным ее значениям. С первого взгляда наши построения могут вы-
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глядеть несколько формальными, однако за ними стоит вполне 
определенная физическая основа, и заключается она в том, что 
совокупность значений /= 1 ,  • • •, п) образует систему
взаимозависимых величин. Эта взаимозависимость реализуется 
через операторы типа W  и V  в рамках априорных допущений
о морфологии частиц зондируемой дисперсной среды. Однако, 
возвращаясь к системе (4.51а), мы видим, J i t o  теперь в ней ровно 
п неизвестных, а именно: В совокупности
они образуют некоторый вектор. Если его обозначить через 
то (4.51а) можно переписать в виде

f/Y =  p. (4.516)

Поскольку матрица невырождена при а > 0 ,  то (1еШф,
ф О  Иу следовательно, матричный оператор U  также невырожден. 
Выбором параметра регуляризации а  в операторе восстановле­
ния можно влиять на устойчивость обратного оператора

при численном решении системы (4.51), когда в правой ча­
сти стоит экспериментальный вектор Ра. Подобной регуляризации 
может оказаться вполне достаточно при решении практических 
задач, учитывая при этом, что искомый вектор Y обладает только 
положительными компонентами и, следовательно, помимо указан­
ной регуляризации действует ограничение При возра­
стании уровня внешних помех указанной («внутренней») регуля­
ризации может оказаться недостаточно, и тогда необходимо при­
бегать к более жесткой схеме регуляризации, а именно вводить 
обратный регуляризирующий оператор U~̂ y построение которого
осуществляется в соответствии с (1.78). Подобная ситуация воз­
никает в тех случаях, когда аэрозольное рассеяние в спектраль­
ном интервале зондирования заметно меньше молекулярного, 
т. е. имеет место соотношение (А) (А) для всех А.

Напомним, что характеристика Р, фигурирующая в системе 
(4.51), может быть связана с локальным объемом рассеиваю­
щей атмосферы и зависеть от пространственной координаты г, 
как это, например, имеет место в лазерной локации. При ис­
пользовании этого метода для средней атмосферы указанное не­
равенство действительно имеет место. В подобной ситуации ра­
зумно говорить не о разделении компонент рассеяния, а скорее
о задаче обнаружения аэрозольной компоненты в пределах прост­
ранственного слоя [Zi, Z2] на основе эффектов рассеяния оптиче­
ского излучения в спектральных интервалах. Эта задача решается 
в излагаемой здесь методике специальным оператором ко­
торый является новым оператором теории светорассеяния и мо­
жет быть назван оператором разделения оптических данных по 
спектральному рассеянию в атмосфере. В соответствии со своим 
назначением оператор трансформирует экспериментальный 
вектор Р(7 в два вектора, р̂ ^̂  и р(̂ .̂ Очевидно, что последние два 
вектора нам следует снабдить подстрочным индексом а,
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поскольку в процессе численного решения системы (4.51) одновре­
менно осуществляется и фильтрация измерительных помех.

Для практического использования описанной методики раз­
деления необходимо, очевидно, иметь как минимум три измере­
ния, поскольку минимально возможная размерность матрицы 

равна 2X2.  В последнем случае удобно прибегнуть к па­
раметрической форме обращения оптических данных. При- двух­
частотном зондировании отсутствует возможность численного по­
строения оператора разделения. Единственной альтернативой яв­
ляется априорное задание аэрозольной оптической модели, что и 
делается в работах по интерпретации данных оптического зонди­
рования атмосферы [32, 33]. В предельном варианте, когда в рас­
поряжении исследователя оказывается всего один профиль опти­
ческой характеристики Р(г), априори задается так называемая 
«стандартная» модель молекулярной рассеивающей атмосферы 
р(м)(2 ) и оценивается так называемое рассеивающее отношение 
Р (г)/р(^1)(г), которое в какой-то мере служит показателем аэро­
зольного замутнения атмосферы. Расчет этой величины по суще­
ству исчерпывает проблему интерпретации измерительной инфор­
мации в подобном эксперименте.

4.3.2. Эффекты молекулярного поглощения 
в задачах многочастотного зондирования

Проблему учета, или лучше сказать, использования эффек­
тов молекулярного поглощения будем рассматривать на примере 
многочастотной лазерной локации, поскольку именно в этом слу­
чае достигается наибольший информационный эффект в исследо­
вании параметров атмосферы.

Предположим, что на некоторой рабочей длине волны Xj 
(в принципе их может быть и несколько) имеет место сильное 
поглощение излучения одной из многих газовых составляющих 
молекулярной атмосферы, и ее концентрация вдоль трассы зон­
дирования характеризуется плотностью рДг). В соответствии 
с этим в уравнение лазерного зондирования (см. (2.1)) необхо­
димо ввести дополнительный экспоненциальный множитель, и оно 
примет вид

Z

5 / ( 2 )  =  р / (Z )  г , - ( 2 )  е х р  — 2  j  k i ( z ' ) p { z ' ) d z ' \ ,  ( 4 . 5 2 )
Z l

где kj{z) — массовый коэффициент поглощения на kj. В дальней­
шем будем полагать, что ослабление зондирующего излучения, 
обусловленное эффектами рассеяния, несущественно на Яу, и по­
этому Tj(z) ̂  1 для всех Zl ^  г <  Z2.

Допустим, что одновременно с зондированием на Xj осущест­
вляется зондирование и в окнах прозрачности, соответствующих 

(i=\, . . ., п). Эта информация позволяет с использованием из­
ложенных выше методов дать эффективную оценку значения Pj
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для всех г по трассе. Зная Р^(г), выражение (4.52) может рас­
сматриваться как интегральное уравнение относительно профиля 
плотности р(г) для соответствующей газовой составляющей (за­
грязняющей примеси и т. п.). Уравнение для плотности р(г) ниже 
будем писать в форме

k j  ( Z ' )  р  ( Z ' )  d z '  =  Ту (Z,) -  Ту { z \  (4.53)
Z,

где правая часть представляет собой оптическую толщину, обу­
словленную поглощением в пределах слоя [Zi, Z2]. Напомним, 
что в схеме лазерного зондирования оценка значений т^(г) осу­
ществляется посредством величины In {Sj{z)l̂ i{z)Tj[z)). Решение 
этого уравнения Вольтерра на множестве распределений Ф (мно­
жество положительных функций) может быть осуществлено од­
ним из описанных выше регуляризирующих алгоритмов (см. 
гл. 2). Конечно, требуется знание профиля массового коэффици­
ента поглощения kj{z). Возможность получить измерительную ин­
формацию на одной длине волны Aj для уравнений типа (4.53) и 
последующего определения профилей концентрации газовых со­
ставляющих p(z) является характерной особенностью метода л а ­
зерного (импульсного) зондирования атмосферы. Если, напри­
мер, в данном случае обратиться к схеме метода спектральной 
прозрачности, то получим лишь значение интеграла

Z2
i kj iz') р (z') dz' =  Т; (Z,) -  t ;  (Z,). (4.54)

z\
Ни о каком определении профиля р(г) по одному измерению не 
может быть и речи. Определение профиля концентрации погло­
щающей компоненты в этом методе может быть осуществлено 
лишь при наличии нескольких спектральных измерений. Подобное 
сопоставление еще раз подчеркивает достоинства метода лазер­
ного зондирования как дистанционного метода локального иссле­
дования атмосферы на основе явления рассеяния. Кстати, рас­
сеивающая компонента представлена профилем Pi (г) и неявно 
входит в правую часть уравнения (4.53).

Интересно заметить, что в ряде случаев методику интерпре­
тации локационных измерений, выполненных с учетом эффектов 
поглощения, удается существенно упростить, если в окрестности Aj 
существует окно прозрачности и технически оказывается возмож­
ным выбрать в нем вторую рабочую длину волны лидара. Обозна­
чим для простоты указанные длины волн через Ai и А2 соответст­
венно. По предположению A2 =  Ai +  AA, где А А в определенном 
смысле считается малым. Если окажется, что Р2(2:) ^^Pi(z) 
в пределах ошибок измерений, то составляя отношение 
S 2(z)/Si(z), вновь приходим к уравнению (4.53) с той лишь раз­
ницей, что теперь правая часть не зависит от профиля характе­
ристики рассеяния Р(2 ). В этих условиях простейший метод обра­
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щения локационных данных основывается на применении регуля­
ризирующего оператора Dia к логарифму отношения S2gISig. По­
лучающийся при этом профиль Ya(^) прямо пропорционален кон­
центрации р(г).

Эффективность применения оператора Dia к решению локаци­
онных задач иллюстрируется примером на рис. 4.6. Пример свя­
зан с зондированием атмосферного озона на длинах волн Ai= 
=  0,300 мкм и ^2 =  0,308 мкм. Физические аспекты данной обрат-

Z км

Рис. 4.6. Ч и сле н ны й  прим ер, и л л ю ст­
р и р ую щ и й  эф ф екти в н о сть о б р аб о тки  
л о к а ц и о н н ы х  си гн ало в д в у х ч а с т о т ­
ного л ид ар а при зо нд и ро ван и и  п р о ­
филей кон ц ен тра ц и и  а тм о сф е р н о го  
о зона с помопхью  р е гу л я р и зи р у ю щ и х  

операторов.
1 — исходный нормированный профиль кон­
центрации озона, 2 — восстановленный при 
уровне измерительных ошибок 0,05,.

5 — то же при O'̂  0,1.

НОЙ задачи исследовались ранее авторами в работах [5, 8 ] . Рас­
смотренная схема интерпретации в работах по атмосферной оп­
тике получила название методики дифференциального поглоще­
ния. Подробный анализ ее возможностей на примере дистанцион­
ного лазерного зондирования профилей концентрации водяного 
пара в атмосфере дан в предыдущей монографии авторов [8]. 
Хотя методика дифференциального поглощения выглядит доста­
точно простой, все же предпочтителен первый из описанных ва­
риантов, когда зондирование осуществляется не в одном окне 
прозрачности, а в . нескольких, желательно соседствующих и 
справа и слева от линии поглощения исследуемого газа. С од­
ной стороны, это повышает надежность интерпретации локацион­
ных данных во всей их совокупности, а с другой — заметно ослаб­
ляет требование малости ДЯ. Итерационные схемы для совмест­
ной интерпретации локационных данных, одни из которых 
попадают в окна прозрачности, а другие соответствуют линиям 
поглощения атмосферных газов, изложены в монографии [21].

Завершая обсуждение интегрального уравнения (4.53), появ­
ление которого в'теории обратных задач оптики атмосферы обя­
зано эффектам поглощения молекулярными составляющими, сле­
дует обратить внимание на одно очень важное обстоятельство, 
которое необходимо учитывать при оценке его информационных
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возможностей. Дело в том, что уравнение (4.53) носит сугубо 
качественный характер. Действительно, априорное задание коэф­
фициента kj{z) требует знания профиля температуры t{z), кото­
рый в равной мере определяет и искомую плотность р(г) любой 
газовой составляющей. При строгом подходе необходимо считать 
первую и вторую величины функционалами от профиля темпе­
ратуры t{z), и, следовательно, вместо (4.53) мы должны писать 
нелинейное интегральное уравнение вида

2
( Q i  [t { z ' ) ,  Z ' ]  dz' =  Т,- (Z,) -  T ; (2 ). (4.55)

Z I

относительно температурного профиля. К сожалению, методы 
численного решения подобных уравнений (нелинейное интеграль­
ное уравнение с оператором Урысона [13]) весьма сложны и их 
•обсуждение выходит за рамки настоящей работы. Следует при 
этом заметить, что решение уравнения (4.55) во всех без исклю­
чения случаях не следует рассматривать в качестве эффективного 
способа определения температурного профиля. Речь идет о том, 
что может оказаться разумным при интерпретации оптических 
данных, связанных с эффектами поглощения, вначале сделать 
оценку профиля температуры, а затем уже найти плотность зон­
дируемой газовой компоненты, прибегая к спектроскопической ин­
формации. Методы лазерного зондирования обеспечивают, как 
известно, высокую чувствительность и пространственное разре­
шение, но чтобы эти достоинства были в полной мере реализо­
ваны, необходимы адекватные и по возможности более строгие 
методы обращения. В связи с этим уместно заметить, что в прак­
тике атмосферно-оптических исследований обратные задачи, ос­
нованные на спектроскопических эффектах, грешат излишними 
аналитическими упрощениями, которые в математическом отно­
шении мало оправданы. Имеется в виду, что обратные спектро­
скопические задачи более естественно формулируются как нели­
нейные интегральные уравнения. Другое дело — обратные задачи 
светорассеяния полидисперсными системами, в которых предпо­
ложение о независимости рассеивателей автоматически влечет 
аддитивность и простые интегральные представления оптических 
величин.

4.3.3. Методика локального прогноза 
спектральных аэрозольных характеристик

Вернемся вновь к выражению (4.52) и постараемся оценить 
неизвестное значение Pj, считая известным значение Р(Я^ +  ДА). 
Исходим из того, что эти две величины уже нельзя считать близ­
кими в пределах погрешности измерения, и, следовательно, диф­
ференциальная методика не может быть использована. Подобная 
ситуаци^я имеет место при лазерном зондировании концентрации 
атмосферного озона в линиях его поглощения в УФ-диапазоне.
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Напомним, что в области малых Я аэрозольные характеристики 
светорассеяния обладают более сильной изменчивостью спек­
трального хода (см. п. 4.2), и поэтому для выполнения условия 

+  требуется выбирать слишком малые интер-
валы АЯ, что технически невыполнимо при зондировании озона 
[5]. В связи с этим возникает задача аналитического прогноза 
(продолжения) значений аэрозольных оптических характеристик 
в точку Я2, если известны их значения в точке Я1, отстающей 
от первой на АЯ. Для решения этой задачи, естественно, требуется 
некоторая априорная информация об аэрозольных характеристи­
ках. Прежде всего, конечно, необходимо исходить из того, что они 
представляются полидисперсными интегралами. Знание общега 
аналитического вида исследуемых функций существенно упро­
щает задачу аналитического продолжения § (Я) из точки Я1 
в точку Я2. Поскольку по предположению величина АЯ все же 
мала, то для локального прогноза значений Р(Я) в первом при­
ближении можно воспользоваться линейной экстраполяцией, по­
лагая справедливым следующее приближенное соотношение:

р (Я ,) -р (^ 1 )  +  Р'(Я1)АЯ. (4.56)

Д ля  последующих оценок удобно ввести в рассмотрение величину

о)(Я)= [/С(Я, r){rsy drj  ̂ К{1, r)s(r)dr.

Тогда, с учетом формулы дифференцирования (4.13), (4.56) пе­
репишем в виде

Р (Я2) «  Р (ЯО [ 1 - f  (АЯ/Я,)(О (ЯО], (4.57)

и для оценки эффективности линейного прогноза значений Р (Я2) 
по Р(Я1) нам остается исследовать область возможных значений 
величины (О (Я) для практически важных случаев. Ниже будет 
показано, что для типовых микроструктурных моделей атмосфер­
ных дымок, во всяком случае тех, которые описываются распре­
делениями типа (4.20), (4.21), величина со (Я) удовлетворяет нера­
венству

1со(Я)|<1. (4.58)

Откуда следует оценка
|Р (Я 0 -Р (Я 0 1 < Р (Я 0 |А Я /Я , | ,  (4.59)

которая позволяет сверху оценить эффективность прогноза (4.57) 
в зависимости от АЯ и Яь Конечно, в принципе можно ввести 
и квадратичный член в исходную формулу (4.56) и тем самым 
сделать локальный прогноз более надежным. Однако усложнение 
методики локального прогноза навряд ли будет оправданным беа 
соответствующего увеличения известных значений Р(Я).

В ряде случаев может потребоваться более точная оценка
для величины со (Я), нежели та, которая дается неравенством
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и

(4.58). Тогда можно воспользоваться явным выражением этой 
функции, прибегая одновременно к модельным распределениям. 
В частности, для первой модели (4.20) имеем

со (>.) =  а +  3 -  6 J К (А., r)rs (г) drj \ К {к, г) s (г) dr, (4.60)

где интегралы берутся по области (О, оо). Поскольку Ь={а + 
-\-2)г~\ то правая часть (4.60) суть функции двух микрострук­
турных параметров, а и Гз. Если распределение s{r) локализу­
ется в окрестности точки Гз и не слишком асимметрично, то от­
ношение указанных интегралов близко к значению rs. Точнее, 
оно несколько превышает величину rs, особенно при росте к 
в силу роста асимметрии факторов К(г\Х) для больших Я, и при­
ближается к rs при уменьшении к (подробно техника анализа 
рассматриваемых здесь параметрических интегралов изложена 
в работах [8, 18]). Если рассматривать спектральную область 
(0,25—0,35 мкм), представляющую наибольший интерес для зон­
дирования озона, то вполне можно принять оценку (4.58) для ли­
нейного локального прогноза аэрозольных коэффициентов обрат­
ного рассеяния. Действительно, если отношение интегралов 
близко к Гз, то правая часть (4.60) близка к единице.

Для второй микроструктурной модели (4.21) имеем

(Х)=1 -2b^\\n{rlrs)K{l, r)s{r)drl\K{X, r)s{r)dr. (4.61)

Для атмосферных дымок (фоновых аэрозолей) значение па­
раметра 6 лежит в пределах 0,6— 1,2 [23]. Поскольку модель 
s{r, rs, б) также локализуется в окрестности г rs, то первый 
интеграл в (4.61) близок к нулю по абсолютному значению 
в силу малости соответствующих значений 1п (r/rs). В результате 
снова имеет место оценка (4.58). Относительная независимость 
значений со (Я) от вида параметрической модели 5 (г, а) имеет 
над собой вполне определенные аналитические основания, оста­
навливаться на которых не представляется возможным. Укажем 
лишь, что в соответствии с формулой дифференцирования поли­
дисперсных интегралов можно записать

(О (X) =  /̂1п (3 {X)/d In X,
Таким образом, введенная выше функция может рассматри­

ваться как характеристика гладкости спектрального хода иссле­
дуемых коэффициентов рассеяния Р(А). Исследование ее поведе­
ния в связи с решением различных задач теории оптического зон­
дирования атмосферных аэрозолей можно найти в работах [8, 
20]. Выражения (4.60), (4.61) могут использоваться при оценке 
значений со (Я) численными методами при решении целого ряда 
задач по интерпретации оптических измерений [8].

Обращаясь вновь к задаче линейного прогноза, уместно ука­
зать на определенную аналогию соотношения (4.57) и оператора 
восстановления . Правую часть указанного выражения
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можно представить как произведение P(^i) на множитель 621, ко^ 
торый соответствует выражению в квадратных скобках. Подстроч­
ный индекс этого коэффициента связан со значениями h  и Х2- 
Ясно, что соотношение ^2 =  621^1 эквивалентно предельному ва­
рианту оператора при п =  2. Конечно, задача прогноза лю­
бого из значений Р(Я) по дискретным (опорным) измерениям в Л 
решается оператором перехода строго, в то время как коэффици­
енты 621 обеспечивают не более как качественную оценку. При­
менение полученных выше соотношений в схемах интерпретации 
оптической информации аналогично соответствующему примене­
нию операторов восстановления, и нет необходимости останав­
ливаться на этом подробно (см. монографию [2 1 ]).

4.3.4. К теории аппроксимации спектральных характеристик 
молекулярного поглощения методом обратной задачи

Явление молекулярного поглощения широко используется при 
разработке методов и измерительной аппаратуры для дистанцион­
ного контроля концентрации газовых загрязнений атмосферы и 
оптическом мониторинге полей основных метеопараметров. Од­
нако для реализации в полной мере тех информационных воз­
можностей, которые могут быть связаны с применением этого 
явления в атмосферно-оптических исследованиях, требуется со  ̂
здание соответствующей теории зондирования. В ее основе дол­
жны лежать функциональные уравнения, описывающие формиро­
вание и перенос оптических сигналов при наличии молекулярного 
поглощения и их связь с физическими полями в атмосфере. В ка­
честве последних обычно выступают поля метеопараметров, чем 
и обусловливается особый интерес к практическим применениям 
явления молекулярного поглощения. Напомним, что в случае 
аэрозольного рассеяния оптические характеристики были связаны 
линейными функциональными уравнениями с полями микрофизи­
ческих параметров дисперсной компоненты атмосферы, что и по­
зволило выше построить теорию оптического зондирования в до­
статочно компактной и простой форме. К сожалению, для моле­
кулярного поглощения связь оптических характеристик и полей 
метеопараметров носит нелинейный характер, что естественно- 
затрудняет разработку теории и программного обеспечения для 
интерпретации соответствующих оптических данных. Их отсутст­
вие приводит к тому, что при решении спектроскопических задач 
обычно прибегают к операциям статистического усреднения экс­
периментальных данных, чтобы в какой-то мере осуществить тре­
буемую регуляризацию при извлечении физической информации 
из оптических измерений [11, 14, 24]. Ниже будет проиллюстри­
рована возможность построения теории оптического зондирова­
ния на основе явления молекулярного поглощения с применением 
метода обратной задачи. Эта теория основывается на тех же ис­
ходных посылках, что и теория зондирования, изложенная выше^
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в гл. 1 , и во многом будет ей идентична, особенно в части мате­
матического аппарата.

Для ясности изложения основных положений теории обра­
тимся к конкретной спектроскопической задаче, изложенной в об­
стоятельной работе [31]. Здесь речь идет о возможности оценки 
атмосферного давления на поверхности океана по спутниковым 
измерениям потоков рассеянной солнечной радиации в А-полосе 
поглощения кислородом на верхней границе атмосферы. В соот­
ветствии с теорией в указанной полосе (в качестве опорной ча­
стоты в А-полосе можно считать vo= 14403,0 см“ )̂ основные фор­
мулы для расчета оптических характеристик имеют следующий 
вид [31]:

V )  =  p(z) I'', , (4.62)

где

ы (2) =  Го/Т (2), у (2) =  р {г)1ро\ 

Si =  SaiU ехр (М — 1)}

р {г) =  Ро ехр
R T ,

Z

. j ‘ « ( 2 ' ) d 2 '  .

Смысл величин, входящих в (4.62), вполне ясен. Функции вы­
соты Z p{z) и р(^) определяют соответственно профили давления 
и массовой концентрации кислорода. Квантовомеханические кон­
станты Soi и at {i=h • • •) характеризуют А-полосу поглощения 
кислородом. Поскольку выражение (4.62) справедливо только 
для частот V из этой полосы, то ниже будем писать v ^ Q ( v ,  So, 
« ) ,  введя обозначения So={5oi, i =  l, . . .} и а = { а / ,  i=l, . . .}. 
Остальные постоянные взяты из молекулярно-кинетической тео­
рии газов, при этом Го =  296 К, ро=ЮОО гПа. В соответствии 
с этими выражениями коэффициент поглощения кислородом 

( ,̂ v) является ограниченной и непрерывной функцией темпе­
ратуры для всех значений ^ и v. С точки зрения функционального 
анализа (4.62) определяет некое, вполне непрерывное преобра­
зование распределения Т (z) в распределение фикси­
рованных значений v из области Q(v, So, а). Это функциональ­
ное преобразование будем писать в виде

T{z)^C\z\v).  (4.63а)

Напомним, что под распределениями, как и выше, понимаются 
ограниченные положительные функции, а вертикальная черта 
в правой части (4.63а) означает, что значения параметра v каж ­
дый раз фиксированы в процессе указанного преобразования.
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Поскольку последнее непрерывно и ограниченно, то, в свою оче­
редь должно существовать также и обратное отображение, а именно

Cb^{z\v)^T{z), (4.636).

справедливое для всех v из Q(v, So, а ) .  В практике при необхо­
димости оценить профиль Т (г) обычно стремятся выбрать одно, 
как считается, наиболее информативное значение частоты v*,. 
обеспечивающее наименьшую погрешность преобразования при 
прочих равных условиях. В целом подобный прием навряд ли 
себя оправдывает во всех случаях. Предпочтительно использо­
вать несколько спектральных измерений оптической характери­
стики скажем, на частотах vi {1=1, . . . ,  п) из интервала
оптического зондирования Q*, входящего в Q(v|So, а ) .  Об эффек­
тивности преобразования (4.636) для эмпирических функций 
сколь-нибудь достоверно можно судить лишь по серии измере­
ний, соответствующих различным частотам, входящим в Й*. Это> 
в полной мере подтверждается результатами расчетного анализа, 
выполненного в указанной работе. После этих предварительных 
замечаний можно обратиться к методам аппроксимации харак­
теристик v) на основе метода обратной задачи, т. е. на
основе двух функциональных преобразований (4.63а) и (4.636). 

Допустим, что требуется оценить значения характеристики
для некоторых частот Vj ( / = 1 , . . ) ,  входящих, разумеется, в ин­
тервал Q(v, So, а ) ,  в условиях, когда не представляется возмож­
ным задать некий «подходящий» профиль температуры Г (г), но 
зато можно воспользоваться экспериментальными измерениями 
для неких опорных частот {v̂ , Z = l ,  . . . ,  т) значений 

 ̂ (z|vz). Напомним, что подстрочный индекс «а» указывает
на приближенный характер соответствующих функций. Для ре­
шения аппроксимационных задач подобного типа необходима 
численно осуществить следующее преобразование исходных опти­
ческих данных:

Р Л ^ ) ^ Т ’* ( 2 : ) ^ Г  (4.64)
Верхнее обозначение «звездочка» указывает на оценочный ха­

рактер соответствующих величин, который может быть связан 
не только с ошибками измерений, но и с приближенным характе­
ром тех физических допущений, которые лежат в основе оптиче­
ской модели (4.62). Векторные обозначения имеют тот же смысл, 
как и ранее, т. е.

=  т] и =  ; =  1 , ..
Напомним, что в преобразовании (4.64) речь не идет об опре­

делении профиля температуры с некоторой требуемой точностью. 
Функция Г*(г) в вычислительной схеме обработки эксперимен­
тальных данных играет сугубо вспомогательную роль. Ее откло­
нение от действительного высотного хода температуры Т (г) мо­
жет быть существенным и, следовательно, неприемлемым с прак-
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тической точки зрения. Однако это не мешает вектору Р* с при­
емлемой ошибкой прогнозировать искомые значения Vj)
при ограниченном числе измерений т .  Формальное условие кор­
ректного прогноза состоит в том, чтобы при о-^О и последова­
тельном увеличении числа измерений т  в интервале S(v, So, а) 
функция Г* (г) равномерно стремилась к Т (г). В этом смысле 
преобразование (4.64) решает задачу численного восстановления 
спектрального хода коэффициента поглощения ^) в полосе
^2(v, So, а) по ограниченной выборке дискретных отсчетов.

Таким образом, преобразование (4.64) в теории аппроксима­
ции спектральных характеристик поглощения играет такую же 
роль, как и преобразование ( 1 .68) в оптике дисперсных сред. Если 
в первом случае переход осуществляется через оценочный про­
филь температуры Г*(г), то во втором — через приближение 
функции плотности s* (r) .  Преобразование (4.64) можно пред­
ставить в виде одного оператора, а именно

(4.65)

Поскольку этот оператор решает аппроксимационную задачу для 
функции Р̂ д̂ Ч̂ » ^)» то он может быть назван оператором восста­
новления. В его основе лежит операция обращения формул 
(4.62), что и делает понятным смысл выражения «аппроксимация 
на основе метода обратной задачи».

В теории аэрозольного светорассеяния распределение s{r) 
с полем оптических характеристик было связано линейным функ­
циональным (интегральным) уравнением, и это естественно 
влекло линейность оператора восстановления и возможность
его представить в некоторых случаях явно в виде матрицы (см. 
(1.93)).

Оператор подобными свойствами уже не обладает в силу 
нелинейного характера исходной оптической модели, заключенной 
в соотношениях (4.62). Исходя из (4.62) можно построить функ­
циональное уравнение относительно функции u(z), записав его 
в неявной форме следующим образом:

u (2 ) =  F [p i^ \  G.M, и, г]. (4.66)

Квадратные скобки означают, что справа стоит некий функцио­
нал, а оператор Gi соответствует вычислению по функции и {г) ее 
первообразной.

Напомним, что оператор Dia, который встречался неоднократно 
выше, является обратным к Gi. Анализ интегрального уравнения 
(4.66) и обсуждение методов его численного решения выходит 
за рамки настоящей работы. Можно лишь заметить, что это урав­
нение типично для обратных задач спектроскопии атмосферных 
газов, особенно когда для получения исходной оптической инфор­
мации используется метод лазерного зондирования в их линиях 
поглощения. Будучи методом дистанционного оптического зонди­
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рования локальных объемов атмосферы, он позволяет находить 
профили соответствующих оптических характеристик и, следова­
тельно, ставить обратные задачи в форме интегрального уравне­
ния (4.66). При использовании так называемых пассивных мето­
дов оптического зондирования аналогичное интегральное уравне­
ние становится более сложным, а главное, хуже обусловленным 
относительно температурных профилей. Общий вид этих уравне­
ний в лучшем случае соответствует выражению (4.55), в худшем 
варианте теряется зависимость верхнего предела от г. Примером 
подобных обратных задач являются интегральные уравнения тео­
рии термического зондирования атмосферы в полосе 15 мкм по­
глощения углекислым газом [10]. Достоинством уравнения (4.66) 
является то, что оно явно разрешимо относительно и{х) и для его 
численного решения можно эффективно использовать итерацион­
ные процедуры (см. п. 2.3.4).

В заключение уместно провести аналогию обратных задач 
типа (4.66) с интерпретацией локационных данных, полученных 
только на основе рассеяния, в которых удается корректно учесть 
вклад аэрозольного рассеяния в оптические сигналы, надежно вы­
делить профили объемного коэффициента обратного рассеяния 
воздухом ^)> а затем оценить температурные профили Г (г).
Поскольку объемная плотность воздуха определяется давлением 
и температурой в зондируемом слое, соответствующая обратная 
задача для характеристики сводится к интегральному
уравнению, аналогичному по форме (4.66). Конечно, в нем будут 
отсутствовать члены, характерные для молекулярного поглоще­
ния (в частности, суммы и соответствующие спектроскопические 
константы). Пример практической реализации подобной оптиче­
ской задачи дан в работе [30], в которой осуществлялась лазер­
ная локация стратосферы в окнах прозрачности на длинах волн 
Xi =  0,532 мкм и ^2 =  0,355 мкм, а затем делалась попытка расчета 
профиля температуры по высотному ходу молекулярного коэффи­
циента обратного рассеяния. Корректировка по аэрозольному рас­
сеянию осуществлялась с помощью измерений рассеивающих от­
ношений | ( г ,  Я) (рис. 4.7).

Как показали сопоставления получаемых профилей темпера­
туры с измеряемыми радиозондом, описанная методика дает 
вполне приемлемые результаты (рис. 4.8). Наибольшая погреш­
ность приходится на те слои, где наблюдается повышенная замут- 
ненность аэрозолями. В связи с этим примером уместно заметить 
следующее. Методика коррекции по аэрозольному рассеянию, 
используемая при оценке была весьма грубой и опре­
делялась небольшим объемом имеющейся оптической информа­
ции. Увеличение числа длин волн зондирования позволило бы 
в этой задаче ввести коррекцию на основе метода обратной за ­
дачи аэрозольного светорассеяния, о чем подробно говорилось 
выше. Во-вторых, расчет профилей температуры не сопрово­
ждался надлежащей регуляризацией обращения оптических дан­
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ных. Как принято в прикладных работах, осуществлялось лишь 
временное осреднение локационных данных, что позволило сни­
зить влияние шумов на результаты расчетов. Однако фильтрация

Р и с. 4.7. П р и м е р ы  вы со тн о го  
хо д а р а ссе и ва ю щ и х отнош ени й  

по д ан ны м  
лазерного зо нд и р о ван и я [30] 

на д в у х  д л и н ах волн.
1) Xi = 0,355 мкм; 2) А,2=0,532 мкм.

шумов в измеренных данных хотя и важна, но сама по себе не 
решает проблемы регуляризации интегральных уравнений в пол­
ной мере.

Z км

Рис. 4.8. П р и м е р ы  проф илей тем п е­
р а т у р ы  T{z).

1 — по данным двухчастотного лазерного 
зондирования; 2 — измерения радиозон­

дом [30].

Следует напомнить, что обратная задача лазерного зондиро­
вания профилей температуры на основе молекулярного поглоще­
ния (скажем, в линиях А-полосы кислорода [14]) более эффек-
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тивна (то же самое лучше обусловлена), нежели обратная за ­
дача, рассмотренная в вышеприведенном примере. Обусловлива* 
ется это более сильной температурной зависимостью спектраль­
ного хода нежели ^)* Здесь можно сослаться на
расчетно-аналитические исследования, выполненные в работе
[31].

Ломимо операторов восстановления в рамках изложен­
ной теории можно построить и операторы взаимного преобразо­
вания спектральных характеристик поглопдения одних газовых 
компонент в соответствующие характеристики других. Физиче­
ской основой для решения этой вычислительной задачи является 
их общая зависимость от полей температуры и давления. Здесь 
полная аналогия с подобной задачей в оптике аэрозоля, где все 
характеристики светорассеяния определялись в конечном итоге 
полем микроструктуры. Разработка теории оптических операто­
ров для явления молекулярного поглощения атмосферными га­
зами необходима в интерпретации оптических данных, когда 
поглощение в спектральных интервалах обусловливается несколь­
кими газовыми составляющими. Операторный подход, реализуе­
мый в методе обратной задачи, дает возможность построить 
единый расчетно-аналитический аппарат для решения сложных ин­
формационных задач теории оптического зондирования, основан­
ного на совместном применении различных физических явлений 
взаимодействия оптических волн с компонентами атмосферы.

4.4. Заключение
Изложение методов прикладного анализа спектральных ха­

рактеристик светорассеяния системами частиц сопровождалось 
достаточно простыми примерами из атмосферной оптики, 
а именно: решением задач аппроксимации, построением степенных 
разложений и операторов разделения компонент рассеяния в тео­
рии зондирования слабозамутненной атмосферы. К более слож­
ным задачам оптики дисперсных сред, где их применение приво­
дит к существенным аналитическим результатам и эффективным 
вычислительным схемам обращения, следует отнести нелинейные 
обратные задачи рассеяния. В этом случае, как было показано 
в главе, оказывается возможным с использованием разработанных 
методик дифференцирования полидисперсных интегралов фор­
мальное преобразование интегральных уравнений первого рода 
в интегральные уравнения второго рода. Эта возможность иллю­
стрировалась на примере обратной задачи светорассеяния отно­
сительно спектрального хода показателя преломления аэрозоль­
ного вещества. В полной мере это справедливо и в том случае, 
когда требуется найти распределение ф (/), характеризующее 
взаимодействие зондируемой аэрозольной системы частиц с по­
лем влажности. Построение соответствующего регуляризованного 
аналога исходного уравнения выполнено в ранее опубликованной 
работе [2 1 ].
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с  Соответствующие примеры можно продолжить, если перейти
к  обратным задачам нелинейной оптики аэрозоля, в которых не-
обходимо учитывать взаимодействие падающего оптического из­
лучения с частицами зондируемой среды. Микроструктура и по­
казатель преломления вещества частиц аэрозольной системы, на­
ходящейся в поле мощного оптического излучения, подвергаются 
временной трансформации, для описания которой требуется вве- 

 ̂ дение функциональной зависимости вида r[E{t)], где £ '(^ )— пол­
ная энергия, поглощенная частицей радиуса г за время взаимо­
действия t [6]. По аналогии с фактором взаимодействия ф(/) для 
данного класса обратных задач можно ввести фактор ф(£'). 

^  Определение этой функции методом обратной задачи светорас-
I сеяния открывает возможность изучения физических процессов
I взаимодействия мощной оптической волны с реальными аэрозоль-
I ными системами. Разработка теории подобных обратных задач
J" нелинейной оптики дисперсных сред является еще одной областью
: приложения тех аналитических методов, которые излагались

1 |  выше.
И последнее, что следует заметить в заключение настоящей 

'I главы, связано с существенным увеличением информационных
возможностей оптических многоканальных систем дистанционного 

с зондирования атмосферы при надлежащей разработке методов
численного решения обратных задач спектроскопии атмосферных 
газов. Общая методология построения соответствующей теории 
зондирования на основе явления молекулярного поглощения оста­
ется той же, что и при использовании явления рассеяния молеку­
лярной и аэрозольной компонентами. Действительно, как показы­
вает анализ в конце главы, существуют аналогичные функцио­
нальные связи между спектральным поведением характеристик 
молекулярного поглощения в различных частотных интервалах, 
и их можно представить с помощью аналогичных операторов вос­
становления и взаимного прогноза (операторов перехода). Та­
ким образом, в рамках операторного подхода открывается пер­
спектива построения единой физической и информационной теории 
оптического зондирования атмосферы в целях синхронного опре­
деления полей оптических характеристик, метеопараметров и 
микрофизических характеристик дисперсной компоненты. Подоб­
ная теория должна служить методологической основой создания 
многоканальных измерительных комплексов оптической аппара­
туры в целях мониторинга окружающей среды.

М
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ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ

А л ьб ед о  атм о сф ер ы  152, 164, 216
—  под сти лаю щ ей  п о вер хно сти  10, 149, 201, 202, 205, 20 7, 211,  2 1 7

В екто р  па р а м е тр о в  С т о к с а  22, 23, 24
—  п о л я р и зац и о н ны й  29, 39

И н тегр ал  Р и м а н а  16
—  п ар ам етр и чески й  17, 51
—  полид исперсны й 78, 100, 172, 243
—  С ти л ть е са  64, 155

И н те р в а л  опти ческого зо нд и р о ван и я 25, 89
—  разби ени я 91, 123
—  э ф ф е к ти в н ы х  гр ан и ц  99, 196

К о м п о н ен ты  р егуляр ны е 63, 155, 191 
- -  нер егуляр ны е 63, 155 

К о эф ф и ц и ен т р ассеяни я аэро зо льн ы й  91, 151
------ м ассо вы й  260
------ м о л ек у л я р н ы й  38, 91, 151
------ н ап р ав л ен н ы й  32, 151,  170, 214,  2 3 7
------  об р атно го  91, 170, 214
—  по гл о щ ен и я 260
—  асим м етр и и  79
—  доверительны й 132
—  седим ентации 108
—  ту р б у л е н т н о й  д и ф ф узи и  108

М а тр и ц а  р ассеяни я 15, 38
—  опер ато р о в перехода 20, 22 

М е р а  си м м етри и  7 7 , 79
М е то д  м н о го часто тн ого  л азерного зо нд и р о ван и я 89, 100 

------ касательн о го  зо нд и р о ван и я 150, 163
—  б и стати ческо го  зо нд и р о ван и я 25
—  д и ф ф ер енц иального по гл о щ ен и я 260
—  ги сто гр ам м  56
—  и нтегрального у р а в н е н и я  2 18
—  л ин ей ны х систем 56
—  л о гар и ф м и ческо й  производ ной 120, 262
—  л ока льн о й  лин еар изаци и  264
—  о б р атно й  зад ачи  229, 268
—  пол яр и зац ио н но го  зо нд и р о ван и я 25
—  п о сл ед о вате л ьны х п р и б л и ж е ни й  92, 143
—  сп ектр аль но й  п р озр ачн ости  182
—  средней точки 143
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М н о го ч л ен ы  Б е р ш те й н а  126
—  интер по ляц и он н ы е 2 27
—  степенны е 248 

-М н о ж ество  в ы п у к л о е  6 7
—  ко м п ак тн о е  43, 53, 58, 62
—  распред елений 43 

М од ели м и к р о с т р у к т у р н ы е  5 3
—  о п тические 53

Н о р м а  вектора 54, 92
—  м а тр и ц ы  132
—  о п ер ато р а 168
—  ф ун кц и и  54

О пера то р в осста но влени я 51, 191,  269
—  и нтегральны й  17
—  к о м п а к тн ы й  41, 48
—  о б р атн ы й  18, 44, 90
—  перехода 20, 90, 164
—  разд еления 259
—  р е гу л я р и зи р у ю щ и й  48, 90, 113,  119
—  с ж а т и я  28, 168 

•О птическая экв и в а л е н тн о сть  78 
О пти чески й  си гнал 25

П а р а м е тр  распред еления 54
—  р егуляр и зац и и  46, 133 

П а р а м е т р и за ц и я  о б р а т н ы х  зад ач 54 
П о сл е д о в ател ьн о сть м и н и м и зи р у ю щ а я  43, 55, 66

—  сх о д я щ а я с я  43, 48

Распред еление геом етр ического сечения 32
—  интегральное 64
—  объ ем о в 160
—  числа части ц  по разм ер а м  16 

Р е гу л я р и за ц и я  46
Р еш ен и е к в а зи  61

—  псевдо 4 7
—  ре гуля р и зо ван но е  46

С хо д и м о сть  р авно м е р н ая  43
—  си льная 232
—  сл а б ая  232

Теор и я а п п р о кси м а ц и и  225
—  д и ф р акц ии  40
—  и нтер поляц ии 2 2 7
—  М и  40
—  о пти ческого зонд и р о ван и я 8
—  переноса 223
—  свето р ассеян и я д и сперсны м и  средам и 52
—  ту р б у л е н т н о й  д и ф ф узии  108
—  эк стр ап о л я ц и и  2 3 7

У равнени е интегральное В о л ьте р р а 154, 157, 261 
------  первого рода 154
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------  второго рода 256
------ У р ы с о н а  31
------ Ф р ед го льм а 12
------  ко р р е кти р о вки  137, 141,  185
------  л азерной  л ока ц и и  89, 116,  143
------  переноса 116

Ф а к то р  м онодисперсны й 32, 40
—  полид исперсны й 60
—  эф ф екти вно сти  р ассеяни я 32

Ф о р м у л а  д и ф ф ер енц ир о вани я п о л ид и сп ер сны х и нтегралов 244, 245
------------- о б о б щ енн а я 2 5 3
------ теории М и  16, 40, 41

Ф у н к ц и я  а п п р о к си м и р у ю щ а я  52, 230
—  б езразм ерной интенси вности  16
—  гл а д к а я  128
—  и сто чн ика 151,  201
—  ко р р е кти р о вки  138, 141,  177, 185
—  о пе р а то р о зн а чн а я  198
—  пл о тн ости  распределения 54, 124, 2 4 7

Х а р а к те р и ст и к и  вер о ятно стно -гео м етр ически е 76, 78
—  опти чески е 16, 20, 25, 89
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